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Sobre la operacién A del Analysis Situs

por K. Kuratowski

Introduccidén
(por A. Sestier)

Solomon Lefschetz en [1] escribe que se puede hablar de matemdticas pre
y post-cantorianas: uno de los parteaguas (habra otros) fundamentales en la
historia de esta ciencia lo constituye la aportacién de Georg Cantor.

Y uno de los conceptos fundamentales {quizd el principal) creados por
Cantor es el de la operacidn dertvacidn de conjuntos; basta sefialar que por
este concepto tuvo la especie de iluminacidn que vinieron a ser los nimeros
ordinales transfinitos.

La derivacién fue aplicada por Cantor y después Schénflies, principal-

mente, a la investigacién de muy diversos conjuntos del espacio cartesiano
R™.

Pero no fue antes de 1920 que Kuratowski emprendié el primer estudio
amplio de la operacién cerradure (clausura o cierre) que es una modificacién
ligera de la operacidén derivacién. En el articulo de 1921 que se presenta,
Kuratowski desprende los axiomas y hace una discusion cxhaustiva de la
operacion cerradura en conjuntos arbitrarios de manera particularmente bri-
llante.

Surge la pregunta: si transcurrieron cuarenta aflos entre el trabajo de
Cantor y el de Kuratowski, y si el dltimo es de tal perfeceidn ; qué no pareceria
y 1 TAL|
prudente postular alglin desarrollo esencial en cse tapso?

En 1908, en el Congreso Internacional de los Matemidticos, celebrado en
Roma, el matemdtico hlingaro Frigyes (Federico) Riesz conocido por su obra
en el “Célculo Funcional” presenté una ponencia sobre la nocién de espacio
topolégico que por supuesto, llama de otra mancra: el continno matcindtico
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(ver [2]). Alf propone que para un conjunto A cualquiera se defina una
funcidn que a todo subconjunto de A asocie el conjunto de sus puntos de acu-
mulacion. Esto era tan solo hacer abstraccion de la operacion derivacién, de
Cantor, del &mbito cartesiano, pero es un paso de muy grandes consecuencias.

Riesz, por supuesto, no se conforma con lo anterior sinc que propone
cuatro postulados:

“Nuestro primer postulado es que si un elemento es “posicién” de
acumulacién de un subconjunto M, también lo es de cualquier sub-
conjunto que contenga a M. El segundo es que cuando un subcon-
junto se divide en dos subconjuntos, cada posicién de acumulacién
de ese subconjunto lo sea también de por lo menos, de uno de los
otros subconjuntos. El tercer postulado es que un subconjunto gue
consiste en un solo elemento no tiene posiciones de acumulacién.
Utilizando el segundo postulado se asegura que solamente los sub-
conjuntos infinitos posean posiciones de acumulacion...”

En 1918, en su articulo “Sobre la nocién de vecindad en los conjuntos
abstractos” (ver [3]), Fréchet presenta los tres axiomas antes citados y el
cuarto axioma de Riesz en una forma un tanto diferente:

“Siendo E’ el derivado de E:
Axiomas 1) y 2) de Riesz:

(E+FY =E+F'

3) Un subconjunto que tiene un solo elemento carcee de puntos de
acumulacidn.

4) Si A es un punto de acumulacién de £ y si B cs distinto de A,
existe al menos un conjunto F del cual A es punto de acumulacién
y B no lo es”.

Ma&s adelante, Fréchet propone sustituir la cuarta condicién de
Riesz por
5): Todo conjunto derivado es cerrado.
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Asf se ve que Riesz puso en 1908 a la operacién cerradura en el centro de
la topologfa junto al concepto “espacio definido por la familia de vecindades
de sus puntos” debido principalmente a Hausdorff por el afio 1912 pero es-
bozado desde 1906 en la tesis de Fréchet. En dicha tesis define también “los
conjuntos abstractos con una nocién de limite por sucesiones”, que él llama
“las clases-L”, las cuales 40 6 50 afios mds tarde desembocan en la teoria de
la convergencia de Moore-Smith y en la teoria de filtros de H. Cartan.

Se debe sefialar que en su tesis Fréchet acerté absolutamente con la
definicidn de espacio métrico. Pero se nota, a posteriori claro estd, titubeante
frente a las dos posibilidades de generalizacién de los espacios métricos que
se le ocurren: la definicién de “conjuntos abstractos con sucesiones conver-
gentes” y la definicién de “conjuntos con vecindades de cada uno de sus
puntos”.

En dos tratados cldsicos de topologia, el trabajo de Kuratowski ocupa
una posicién central: el tratado de Cech [4] y el de Alexandroff-Hopf [3]. En
la pdgina 237 de [4] se escriben los axiomas para un operador cerradura f:

(cli).- f(¢) =
(c12).- A C f(A), todo A
(c3)- (AU B) = f(A) U f(B).
Y en la pag. 250 la operacidn cerradura es topoldgica si ademds
(cld).- [F(A) = f(A).

En la pigina 25 de [5] se definen los espacios topoldgicos generales como
los conjuntos dotados de una operacidn cerradura, sin condiciones. En la
pigina 37 se define un espacio topoldgico como un espacio topoldégico general
en el que la cerradura obedece a los axiomas:

. A+B=A+B

. AcCA
111."}?:21
IV. =0
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SOBRE LA OPERACION 4 DEL ANALYSIS SITUS

K. KURATOWSKI (VARSOVIA)

¢ designa el espacio euclidiano de n dimensiones.! Si A es un conjunto
cualquiera de puntos del espacio, £ — A o A! designa el complemento
de A.

A esta formado por los puntos de 4 y sus puntos limites.?

Se demuestra facilmente la validez de los enunciados:

(L) A+B=4+B
(IL) ACA
(I11.) =0
(IV.) A=14

Esta nota se consagra al andlisis de estas proposiciones y de sus con-
secuencias. Procedemos axioma&ticamente: suponemos dado un con-
junto arbitrario £ y una funcién A tal que , para todo A contenido en
¢, A también esta contenido en £ y satisface los axiomas (I)-(IV). Por
lo demds , en cuanto al conjunto £, sélo recurriremos a las propiedades
de conjuntos enunciadas en los axiomas del dlgebra de la Légica.®

Asi, los axiomas (I)-(IV) agregados a los del Algebra de la Légica
forman la base de todas las argumentaciones del texto (salvo aquellas
que se han impreso en tipo pequeno).

Si se compara el sistema de axiomas (I}-(III) con el que sirve de
definicién de las clases abstractas (L) de M. Frechet, se ve que of
primero es mds general que el segundo: toda clase (L) satisface los
sxiomas (I)-(III) pero existen “espacios” que aceptan los axiomas (I) -
(IV} y no son clases (L).

Esta memoria constituye la primera parte-ligeramente modificada- de mi tesis
presentada el 12 de Mayo de 1920 en la Universidad <e Varsovia, para obtener ol
grado de Doctor en Filosofia.

Traduccién de Andrés Sestier B. del articulo de K. Kuratowski Su {epération 4
de U'Analysis Situs, Fundamenta Mathematicae 3, 182 109,

'Usamos el simbolo £ en lugar de 1, que se usa en ¢l original, para evitar cualgnier
confusién. N. del T.

24Los puntos lunites de los puntos de A", textualmente. N. del T,

3Véase L. Couturat, L'Algébre de la Logique, Daris 1914,

1
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1. PROPIEDADES GENERALES DE A

Ahora vamos a establecer las 6 propiedades fundamentales de A:*

Teorema 1. A C B implica A C B.
Teorema 2. A x B C A4 x B.

Teorema 3. A—Bc A— B>

Teorema 4. £ = ¢,
Teorema 5. A=l c A",
Teorema 6. A~1"171- = A~1-,

Los tres primeros teoremas resultan del axioma I. En efecto, la in-
clusion A < B quiere decir que B = A+ B, de donde B = A+ B,
ypor I: B = A+ B, por tanto A C L. Para establecer el teorema

2, observemos que A X B C Ay A x B C B, lo cual implica por el
teorema I:

s

Ax BC

N
Ns)

ych",

luego

AxBCAxBE.
Ahora, la férmula evidente

ACA+B=(A-B)+B
implica.
AcC(A-B)+B=A—B+03,

de donde se sigue el teorema 3.

El teorema 4 resulta del axioma II. En efecto, por definicién de la
funcién A, se tiene £ C ¢, y por II: £ C ¢, luego £ = ¢.

A partir de esta identidad, se deduce el tcorema 5 del teorema 3.
Pues,

AV =f—A=i-ACcli—A= A",
Para establecer el teorema 6 tendremos que recurrir a los axiomas I,

11, IV.
Segin IV y el principio de la “doble negacion * (X' = X}, se ticne

A"I_ — A——l—— — A-—l——ll
1A x B significa, cn la notacién moderna, AN B. N. del L.

5Veéase Janiszewski y Kuratowski, Sur les continus indéromposables, Tuand,
Math. I, p. 222.
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Segtin el teorema 5:
ATl A
de donde
A—l—l-—l C A—l——ll — A—l—
y por el teorema 1 y el axioma IV:

(1) AT c AT
Por otra parte,
Al c AT = A=— = A7,
luego entonces
(A1 5 (A7) = 470
es decir, que
(2) Ve I

Las férmulas (1) y (2) dan el teorema 6.

Regresaremos a este teorema en el parrafo §4.

En lo que toca a las sumas y productos de una infinidad de conjuntos,
se tiene el teorema siguiente:

Teorema 2a. Designemos con {A;} una familia cualquiera de con-
juntos con el indice variable . Entonces se tiene

[l: A C HI y Y A CT A

Demostracidén Para todo indice &k se tiene
[I A: € Ak de donde TT; 4; C 4,
3

luego

I A: C H;E::- HI

En forma totalmente similar, la inclusién A; C 3, A; implica

SA-S TS A

l.q.q.d.
Ahora generalizaremos los teoremas 1-3. Convenimos en denotar
con o una sucesion finita cualquiera formada por simbolos “-" y “17.

Diremos que o es par si contiene un nimere par (> 0) de unidades.

Apoyandonos en el teorema 1 y cl “principio de contraposicién”
{segiin el cual A <€ B implica B! C A!), se establecen ficilinente
las formulas siguientes:
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1°) Si o es par, se tiene:

(3) A C B implica A° C B?,

(4) (AxB)" CA°x B C A+ B C (A+ B)?,
( ) (Hz ) - H: Ag C Zz Aa’ (Zz Ai)a;

2°) Cuando o es impar, se tiene

(6) A C B implica B C A,

() (A+B)Y CA" % B C A+ B C (Ax B)7;
( ) (21 ) c Hz Aa 2 Ag (H; Ai)a‘

En cuanto al teorema 3 se muestra que
9 cuando o es par : A°—-B°CA-B
cuando ¢ es impar: A° - B C B - A.

En efecto®, segiin el teorema 3: A ~ B ¢ A Z B a la vez que en virtud de la
identidad evidente A! — B* = B ~ A, se tiene A! — B! < B = A. Por otra parte,
si el teorema es verdadero para una sucesién T y A” — BT ¢ A — B, entonces
A" —-B"~" CA-B=A~By A" -B™ = B" - A" ¢ B—4; en completa
analogia, si A" — B™ C B — 4, se concluye que A7~ - B~ c B— Ay A™' =B
‘A =B. Nuestra afirmacién es por lo tanto verdadera para todo o.

Apoyandonos en los teoremas ya demostrados, se puede construir la
tabla 7" de relaciones que sigue, y que nos serd de mucha utilidad en lo
sucesivo:

A 1—-1
AV ey 171 !/ ‘Jl 1 e
\ //
Ar—i-
N

N
ENERS

AL A"""'l/ \:\iAl‘l—\—
™~ ~
NS

Arem

At

A7 — A" indica que es verdadero para todo A que A7 C A7,

SLa demostracién de (9) estd impresa en lotra pequeiia v ello se refiere o la
advertencia hecha on la primera pagina. N. del T.
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2. NOCIONES FUNDAMENTALES DEL ANALYSIS SITUS

En este parrafo definiremos algunas nociones del Analysis situs, apo-
yandonos en la operacién A.

El conjunto A se dice cerrado, cuando A = A. Segin I la suma de
dos conjuntos cerrados es cerrada; segin II y 2a, el producto’ de dos
conjuntos cerrados es cerrado.

Luego se ve que suponiendo al conjunto A cerrado, es posible reducir
la tabla (T) de relaciones como sigue:

Al—l —_ Al—l— — A
Al — Al—l—l —_ Al_.

Un conjunto se llama continuo en el sentido mds amplio, cuando no
es la suma de dos conjuntos cerrados no vacios cuyo producto fuera
vacio.®

Se demuecstra con ayuda de los axiomas I y II que

1°: la suma de dos continuos (en el sentido més amplio) cuyo pro-
ducto no es vacio es un continuo (en el sentido més amplio)?

2° si la suma y el producto de dos conjuntos cerrados son continuos
(en el sentido més amplio) estos conjuntos son igualmente continuos
{en el sentido més amplio).!?,

Si A es un conjunto arbitrario, es valida la descomposicién siguiente:

A=AXx A"+ Ax A7 = A x AV 4 AL

Llamaremos A x A~ el borde!! de A. El conjunto A'~! se llama el
interior de A (o el conjunto de puntos interiores de A). Consideraremos
dos casos, segun se anule el interior o el borde.

1.- Sea A'™! =0, por lo cual A = A x A'~. Entonces 4 se llama
conjunto frontera.

De la férmula (3) resulta que todo subconjunto de un conjunto fron-
tera es también frontera.

Teorema 7. El lorde de todo conjunto cs un conjunto frontera.

Demostracién. Scgun (4):

(A % Al-)l—l c Al—l \r Al—-l—l

Interseccion. N. del T.

8Diremos que un conjunto es continuo en sentido estricto, si contiene mas de un
punto.

IVéase Knaster y Kuratowski: Sur les ensembles connercs, Fund. Math. I,
p-212, théoréme IV'. En la misma nota varias propiedades globales de conjuntos
conexos se demuestran con ayuda de los axiomas I y II.

18 Janiszewski y Kuratowski, 1. ¢. Teorema 1.

‘1E1 Sr. Hausdorff emplea el término frontera cn lugar de horde ( Grundzige der
Mengenlehre, p. 214, Leipzig 1014.).
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y de acuerdo con la tabla (T):
Al—l—l - Al-—.
luego entonces
(Ax AP T c A"l x Al- = 0.

l.q.q.d.

Un conjunto A se llama no denso, cuando 4 es un conjunto frontera;
es decir, cuando A~1=1 = 0.

Se sigue que todo subconjunto de un conjunto no denso también es
no denso. Todo conjunto no denso es, con mas razén, frontera. por
otra parte, un conjunto frontera cerrado siempre es no denso.

El borde de un conjunto cerrado es un producto de dos conjuntos
cerrados y deducimos del terorema 7 que:

Corolario. El borde de un conjunto cerrado es no denso.

Teorema 8. La suma de dos conjuntos no densos es un conjunto
no denso.

Demostracién. Sean A y B dos conjuntos no densos. Entonces
A= =¢y B7!= = {. Se trata de demostrar que (A + B)™'~ = /.

Ahora bien,

(A+B) " =A+B)!'" =(A'-B7)
y segin el teorema 3:
(A-'—B~")" DAY -B™=¢-B =B"%
Luego,
(A+B)"*" o B!
y segun 1V y el teorema 1:

(A+B)'"=(A+B)""" 5B =1,

l.g.q.d.

2.- Consideremos ahora el caso en que ¢l borde de A se anula: A x
A= =0, luego A = AL

En este caso A se llama dominio abicrto.

Se sigue inmediatamente de esta definicién que para que un conjunto
A sea un dominio abierto es necesario y suficiente que su complemen-
tario A! sea cerrado. Se concluye que la suma de dominios abiertos es
un dominio abierto y que el producto de dos dominios abicrtos también
es un dominio abierto.

Se observara finalmene que el interior de todo conjunto os un dominio
abierto, pues (A"t = A== = A= Bl interior de A es addenids el
mayor dominie abierto contenido en A. En cfecto, si X C A, se ticue
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en virtud de (3): X'~ < A'"!; pero, si X es un dominio abierto, se
concluye que X = X7t c Al-L,

Con ayuda de la operacién A es facil definr también la nocién de
frontera. Se llama frontera de A al producto A x Al~.

Consideremos la descomposicion siguiente:

Ax A" =Ax A" x A+ A x A" x AL
Pero, como A C Ay Al C Al™, se concluye que
Ax AT = Ax AT+ A x AL

es decir, la frontera de A es la suma del borde de A y del borde de
/- A.

Cuando A es cerrado, su frontera se reduce a A x A'™; cuando A es
un dominio abierto, su frontera coincide con A x Al

Varias propiedades méas fueron establecidas por Janiszewski con ayuda
del los axicmas I-IV, en su articulo Sur les coupures du plan'?

La nocién de borde conduce de una manera natural a la de residuo.

El conjunto A — A es el borde del complemento de A. Consideremos el borde del
conjunto complementaric de A — A; es el conjunto:

A-A—(A-A)=AxA-A+(A-A-A =AxA-4,
puess A —A-4A=0.

El conjunto A x A — A es, segin el Sr. Hausdorfi!3, el residuo de A: lo des-
ignaremos mediante A,.

Para resaltar el sentido topoldgico de esta nocidn, vamos a introducir ¢l término
de conjunto localmenie cerrado. Se dice que E es un entorno del punto p, cuando
p estd situado en el interior de E. De manera andloga, un subconjunto £ de A
se dice que es cntorno relativo de p con respecto a A, cuando p estd situado en el
interior relativo de E: es decir: cuando pe (F - A - E).

Digo que el conjunto 4 es localmente cerrado en el punto p, si existe nu entorno
relativo de p en A que sea cerrado y acotado.

Vamos a mostrar que A4, estd constituide por todos los puntos de 4 donde el
conjunto A no ¢s localmente cerrado.

Sea p no contenado en A.. En consecuencia p € (A — A — A) y existe una esfern
S de centro p que satisface la igualdad § x (A — A) = 0. El conjunto cerrado vy
acotado 5 x A s efectivamente entorno relativo de p en A. El conjunto A por o
tanto es localmene cerrado en el punto p.

Por otro lado, sva E un entorno relativo cerracdo de p. Se pucde rodear p de uni
esfern S tal que S x 4 C E o enal implica § x {A — E) = (0. Se sigtie que p no es
un punto lmite de A — E ni. con més razon, de 4 — A, Dichio de otra manera: p
no estd contenido en A x A — A L.

Las nociones de vecindad relativa v de conjunto acotado v corrado son invariantes
del Analysis situs por lo cual también lo s la propicdad del conjunto A de ser

Y2 Prace Matematyezno-Fizyezne XX VI, Varsovie 1913 {on polaco).
) T B




8 K. KURATOWSKI (VARSOVIA}

localmente cerrado en el punto p. Consideremos algunas consecuencias importantes
de la invariancia de esta propiedad.

Sea A, = 0. Es decir, que A es locaimente cerrado en todo punto. La igualdad
A, = 0 es pues invariante. Pero esta igualdad equivale a la hipdtesis de que 4 es
una diferencia de conjuntos cerrados!?. Asi que la propiedad de ser diferencia de
dos conjuntos cerrados es invariante!?.

La igualdad A, = A también es invariante. Como lo demostré el Sr. Hausdorff
nunca tiene hugar con los conjuntos {no vacios) que a la vez son F, y Gs. Alora
bien, sea A un conjunto homogéneo!®. Esta 1iltima hipétesis implica que A, =0 o
bien A, = A. Por la hipétesis anterior se tiene pues A, == 0, lo que significa que A
es una diferencia de dos conjuntos cerrados. Queda establecido asi que un conjunto
Fs y Gs homogéneo es la diferencia de dos conjuntos cerrados.

La nocién de conjunto localmente cerrado merece atencién también desde el
punto de vista de los problemas que conciernen las elecciones efectivas y la aplicacion
del axioma de Zermelo.

Se sabe como hacer corresponder a cada conjunto cerrado acotado uno de sus
elementos. En efecto, si z),xa,... .z, designan las coordenadas del espacio con-
siderado y A es cerrado y acotado, existen puntos de A con x; minimo.

Si es s6lo un punto, éste serd el que se haga corresponder a A. En caso contrario,
se considerard entre los puntos de minimo x; aqueilos de £, minimo, etc. En todo
caso se llegara a determinar un punto bien definido f(A) de A.

También se podria definir la funcién f(A), suponiendo que A admite puntos
interiores aislados. La nocidn de conjunto localmente cerrado permite generalizar
estos resultados: definiremos un punto g{A) de A para todo A tal que A # A,.

Sea 53, S8%,... la sucesién de esferas con centro y radio racionales. Puesto que 4
es localmente cerrado en uno de sus puntos, existen esferas que tienen interseccidn
cerrada y acotada con A(% 0); sea n{A) el indice mas pequeio de dichas esferas.

El conjunto S,(A) x A es cerrado y acotado, por lo tanto

G(A) = f(Snay x A).

De manera que sin el auxilio del axioma de eleccién os posible hacer corresponder
a todo conjunto A para el que 4 # A, un punto bien determinado de A, 17

Hbid.

3Véase Kuratowski y sierpitski:Sur les differences de dews ensembles fermes,
por aparecer en Tohoku Math. Journ.

18Un conjunto A se dice homogéneo st para p y ¢ puittos arbitrarios de A, existe
una transformacién biunivoca y bicontinua de A en si mismo que transforina p en
q.

7D e la nocién de residuo hasta el final del parrato 2, la impresion del original
es en tipe pequeilo y ello re refiere a la advertencia de la pagina 1.
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3. 3. LA RELATIVIZACION

Sea R un conjunto arbitrario de puntos. De los axiomas I-IV se
deducen las formulas siguientes:

donde A y B designan subconjuntos arbitrarios de R.

Estas férmulas muestran que la funcién R x A satisface respecto de
todo A contenido en R, los axiomas I-IV. Por consiguiente, haciendo
AR = R— A, se podré escribir A® en vezde A!, y Rx Aen vez de A en
todos los teoremas deducidos de I-1V. Diremos que hemos relativizado'®
dichos teoremas. La misma operacién conduce a nociones relativas!®.

Si se supone en particular que el conjunto R es cerrado, para rela-
tivizar los teoremas habra tan sélo que reemplazar "1“ por "R", dado
que R x A = A.

Al relativizar la definicién de conjunto cerrado, se llega a lo siguien-
te: un subconjunto A de R es cerrado en R, cuando A = R x A. Asf,
un conjunto cerrado en R es el producto {interseccién, N. del T.) de
R con un conjunto cerrado. Lo reciproco es igualmente verdadero: el
producto de R y un conjunto cerrado siempre es cerrado en R,

Anilogamente, A es un dominio respecto a R, cuando A® = Rx A%~
Pero, para que un conjunto sea un dominio relativo respecto a R, es
necesario y suficiente que sea el producto de un dominio y de R.

Se llega a una nocién importante, al relativizar la nocién de con-
junto no denso con respecto a los continuos. En especial, se dice que
un continuo K es un continuo de condensacidn del continuo € si es
denso con respecto a C?°, Relativizando ¢! teorema 8 v el cnunciado
1° del parrafo 2 se concluye que la suma (unién) de dos conjuntos de
condensacién cuyo producto no es vacio es igualmente un continuoe de
condensacién®!.

Sea ¢ una sucesién finita compuesta de”-" v “1”. Designemos medi-
ante gy la sucesién que se obtiene de ¢ ponicndo “R” en vez de “17. Si

18Término que tomamos como neologismo. N. del T.

9Véase Hausdorff, L.c.p. 249 Relativbegriffe.

20 Janiszewski: Sur les continus trréductibles entre dewr points, Journ. Ec. Doly-
techn. {2)16,1012.

21V ¢ase ibid, Théoréme VI.
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se supone cerrado al conjunto R, establecemos las férmulas siguientes:

(10) cuando ¢ es par, A% C A%r
cuando o es impar, A" C A7,

Observemos en primer lugar que para cada ¢ se tiene A°? C R, pues
A" Cc Ry ARCR.

La férmula (10) es verdad cuando o estd compuesta por un sélo
elemento y supongamosla verdadera todavia para ¢ = 7. Se distinguen
dos casos:

1°. 7 es par; se tiene A™ C A™R. Luego entonces A7~ C A"~ y
ARl C A™ lo cual implica, en virtud de A™*® ¢ A™®!| la inclusién:
ATRR C A’rl.

2°. T es impar; se tiene A" C A". Por lo tanto, A™~ C AT y
A™ < A™!. Pero siendo 71 impar, se tiene por la tabla (T): A™! C
A C R. Po. consiguiente

A-rl - R % A‘r_ql — ATRR.

Nuestra afirmacién queda entonces demostrada.

4. 4. LOS CONJUNTOS REGULARES

Digo que A es un conjunto cerrado regular, cuando
(11) AT = A

Para que un conjunto A sea cerrado regular, s necesario y suficiente
que exista un dominio abierto D tal que A = D??. En efecto, si A =
A1~ se tiene A = (A'"1)~ donde el conjunto A'~! es un dominio
abierto. Por otra parte si D es un dominio abierto y A = D, se tienc por
definicién de dominio, A = (D'~!)~, de donde A'™!~ = D!~1-1-1- =
D=1~ por ¢l teorema 6. Por tanto, 47!~ = A.

La parte regular de un conjunto A se define como ¢l producto 4 x
A'~1=. El interior de A estd evidentemente contenido en la parte reg-
ular de A. Asi, la diferencia entre A y su parte regular os un conjumto
frontera incluido en el borde de A (teorema 7); ademds, cuando A es

cerrado, es no denso. En este caso 4 x A=l = Al-1-

Ejemplos:en el plana, un circulo es un conjunto cerrado vegnlar. Nos circulos ajenos
unidos por un segmento forman un conjunto no regular; su parte regubar se compone de dos
circulos.

22Con la hipétesis adicional de que D es acotado, ¢l Sr. Lebesgue llama D
"dominio cerrado®. {Sur les correspondunces entre les points de dewr espuers. Fune.
Math. II, p.273).
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Sea R el conjunto de puntos {x,y) sujeto a las condiciones:

para, —1S$<0, y=0,
para, $:O, _1§y511
pra, 0<z<1, y=sen:.

El conjunto formado por los dos segmentos de recta no es regular respecto a R.. El conjunto
de puntos de R con abeisa 2 0 es regular respecto a R,

Pasamos a la demostracion de las propiedades de conjuntos regulares.

El sentido topoldgico del teorema 6 puede expresarse de la siguiente
manera:

Teorema 9. 5i A es cerrado, A'~ es regular.

Teorema 10. Lo suma de dos conjuntos regulares cerrados es un
conjunto regular cerrado; en general si los conjuntos A; son requlares
cerrados, el conjunto 3 ; A; lo es también.

Demostracidn. Se observard que cuando A4 es cerrado, la inclusién
A C A'™!" implica en virtud de la tabla T reducida, que A es regular,

Ahora, sea A= A'"!" y B = A"1~, De acuerdo a (4):

A+ B=AY1" 4 B"1= c (A+ B)"1-,

lo que prueba que A + B es regular cerrado.
Asi también, st A; = A}™!7, se tiene (férmula 5):

S A= T AT C (X A4
y como segiin {3),
(ZAi)l—l_ C (z Ai)—l—l—-.’

se tiene

DA (T AT = (T AT

Lg.q.d.

Teorema 11.5% el conjunto R es cerrado reqular y A s un subcon-
junto cerrado de R, la parte reqular absoluta de A es idéntica a su parte
regular relativae respecto a R.

Demostracién. Por la férmula (10): A'"!'~ < AR-R~ Se trata en-
tonces de domstrar que A%~ ¢ Al-1-

Pero, segiin (9),

RI-1- — Al « R4,
lo cual, en virtud de R = R!'-!-,

R__Al——l— - RR—
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de donde
R—AFc At
(va que las inclusiones X — Y C Zy X — Z C Y son equivalentes).
Por tanto.
AR—R C Al—l—

y por IV y teorema 1:
AR-R— ~ gl-1-

l.q.q.d.

Corolario 1. Para que un subconjunto A de un conjunto cerrado
reqular R sea cerrado regular, es necesario y suficiente que sea cerrado
reqular respecto a .

"Relativizando“ este corolario con respecto a un conjunto cerrado
S, se ve que si A es cerrado regular con respecto a R v R es cerrado
regular con respecto a S, entonces A es cerrado regular respecto a S.
Esto se puede expresar todavia de otra manera:

Corolario 2. La propiedad de ser un conjunto cerrado regular re-
specto a un conjunto cerrado es transitiva.

Corolario 3. 5i¢ R es cerrado reqular y A es cerrado , R— A es
reqular.

Demostracién. Se tiene

R—A=R-RxA=(RxAF~,
de donde
R—A=(Rx A",
Pero, como 1 X A es un subconjunto cerrade de R, se concluye, «l
"relativizar” cl teorema 9 respecto a R, que (R x A)®~ es cerrado
regular respecto a [ y por el corolario 1- cerrado regular absoluto,
l.q.q.d.

Obsérvese aliora que si la parte regular de un conjunto cerrado A
s vacfa (A" = 0), ol conjunto A ¢s no denso. Por el axioma 111 ¢l
reciproco es verdad también: la parte regular de un conjunto no denso
es vacia. Se deduee de ello, en virtud del Teorema 11, ¢l

Corolario 4. Pare que un subconjunto cerrado de un conjunto co-
rrado requler R sca no denso. os necesario y suficionte que sca no denso
respecto o R

Ademas de los conjuntos regulares cerrados, vamos a considerar tambicn los
conjuntos regulares abiertos. Diretmos que A os o conjunto reguinr abierto, cuando

A= /‘l_l—l‘
Se reconoce con facilidad apoyindose en laidentidad X' = X que ol comple-

mento de nn conjunto cerrado regular es un conjunto abierto regular v viceversa,
Asi, varias propicdades de conjuntos reculares abiertos resultan direetamente de tos
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teoremas sobre los conjuntos regulares cerrados. Se niuestra, en particular, que si
A es un dominio abierto, A~! es un conjunto regular abierto.

La siguiente es una propiedad importante de los conjuntos regulares abiertos que
es independiente de los axiomas I-TV.

Se sabe que un dominio abierto es la suma de dominios abiertos conexos que
no se traslapan. La frontera de cada uno de estos dominios constituyentes estd
contenida cn la frontera de todo el dominio. Ahora bien, demostraremos que si C
es un dominio constituyente de un conjunto regular abierto D, C también es un
abierto regular.

Para establecer la igualdad C = C~!~!, cs suficiente mostrar, en virtud de la
tabla (1), que C~'~ € C. Pero,

cl-ixclcC xCclcpD x D!
y por otra parte, segin (3):
c-1-1 ¢ p-1-l _ p.
Luego entonces,
clxclc D~ xD'x D=0,

lo que demuestra C~17} C C. 2

5. EL ANALISIS LGGICO DE LGOS AXIoMAS I-IV

La tabla (T) (p.4) encierra 14 conjuntos que se pueden obtener de un
conjunto dado A combinando las operaciones A y A'. Apoyéndose en el
axioma IV, el teorema 6 y el principio de la doble negacién (A!! = A),
es facil mostrar que el ndmero de 14 conjuntos no se puede incrementar.
Mostraremos que tampoco es posible reducirlo.

Para precisar cl problema diremos que una sucesién o de simbolos,
“" v *1" es jrreducible, cuando para toda succsién 7 extraida de o
existe un conjunto 4 {(de puntos de un espacio euclideano) tal que
AT # A%, Ahora bien, sc trata de demostrar que todas las sucesiones
o comprendidas en la tabla (T) son irreducibles.

La solueion de este problema la vamos a deducir de la siguiente
proposicidn:

cada teorema de la forma “A™ C A" (para todo conjunto de puntos
A} estd encerrado en la table (T).

(Consideramos tainbién representados por la tabla (T} los teoremas
gue de ali resultan por silogisino; por ejemplo. AT s AT va que

AU AT AT,

“as fronteras de  conjuntos regulares  abicrtos goran  de  interesantes
propiedades. EL Sr. Lebesgue establecid algunas en el volumen anterior de esta
publicacion. EL emplea el término " frontera de o — 1 dimensiones ™ cuando el con-
junto regular abicrto es acotado y de una pieza, siendo nel minero de dimensiones
del espacia considerado,
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Para establecer esta proposicién se debe demostrar que si o7 y o9
son dos sucesiones irreducibles y la inclusién A% — A%? no esta repre-
sentada por la tabla (T), existe un conjunto A tal que A”* NO C A%2,

Ahora, consideremos el conjunto compuesto: por todos los nimeros
del segmento (0, %), por todos los nimeros racionales del segmento
(3,1) y por el nimero 2.

Al examinar este conjunto, se reconoce con facilidad que no subsisten
las inclusiones siguientes:

(1) A— ATH17y(pg) AT = ATH
(pa) ATITN = AT (pg) ATH o AT

Establecido lo anterior, mostraremos que ninguna relacidén de la
forma A% — A2 tiene lugar a parte de las encerradas en la tabla.

Supongamos primeramente que la sucesién ¢ es par.

Segin {p;) nunca se tiene A — A“, cuando ¢ es distinto de ”—*, con
mayor razén, A — A% no es posible ya que A C A. Por otra parte,
si para una o diferente de "1 — 1* se tuviera: A — A, la inclisidén
A==l A se cumplirfa, de donde A' — A!7'-'~ y poniendo
Al = B, se tendria B — B~!"'~ es decir la inclusién (p;}. Con mayor
razén, ninguna nueva inclusién de la forma A% — A!~! tiene lugar.

Ya que no sc dan las inclusiones (p) v (1), no se puede agregar
ninguna nueva inclusién a la mitad superior de la tabla (T). Como,
ademads, la mitad inferior se obtiene de la superior por medio del prin-
cipio de contraposicidn, la mitad inferior estd igualmente completa.

Queda pues por demostrar que no subsiste ninguna inclusién entre
dos conjuntos de las mitades diferentes de la tabla. supongamos que
A%t — A72; por simetria, se puede suponer o) impar y ¢ par. Se sigue
de inmediato que tendriamos A™' — A, es decir la inclusién {p4), lo
cual es imposible.

Ast queda completamente establecida nuestra proposicién. Resulta
en particular que todas las sucesiones o de la tabla {T) son irreducibles.
pues de otra foma habria en esta tabla, o y 7 para las cuales A7 — A7
y AT — A,

Como la tabla (T) fue deducida de los axiomas -1V, podemos pues
afirmar que no subsite en ¢l espacio euclideano. ningin teorema de la
forma A — A" que sea independicnte de estos axiomas. De modo que
81 se quisicra agregar al sistema de axiomas [-IV nn nuevo axioma, no
se podria obtener con tan sélo la ayuda de fas operaciones A y AL

Los problemas tratados en este parrafo pueden ser considerados ade-
mas desde un punto de vista mas general cuando se considerean, ademds
de las operaciones 4 y A, también la adicion (unién, N. del T v Ia
multiplicaciéon (interseceidn, N. del T.). Designemos con ¢(A) nna
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funcién de A obtenida con ayuda de las 4 operaciones mencionadas.
Se impone el problema: jexiste un teorema de la forma ¢(A4) = 0 que
sea independiente de los axiomas I-IV? Para el caso particular en que
d(A) = A% x A%, la respuesta es- como ya la vimos- negativa. El caso
general no sera tratado aqui.

Vamos solamente a indicar una propiedad de la funcién ¢(A). Hemos
demostrado antes que con ayuda de la operacién A7 sélo se obtienen 14
funciones diferentes. Pero la operacién ¢{A) conduce a una infinidad
de funciones. '

Para convercernos, consideremos la sucesién de residucs A,, A,.,
Appry...,donde A, = A x A— A = ¢(A). Sea B un conjunto lineal
bien ordenado del tipo de orden w*. suprimamos en él los elementos
de la forma: a+w, a+w?, a+wd, ..., y denotemos por A el conjunto
asi obtenido.

Es facil ver que A, se conforma de los elementos de A que son de la
forma a +w" con n > 2, los de A, son de la forma o +w” con n > 4,
etc. La operacién A, conduce entonces a una infinidad de conjuntos
diferentes.

Los axiomas [-IV son independientes entre s{. Cada una de las cuatro
siguientes interpretaciones prueba la independencia del axioma corre-
spondiente.

Sea L un conjunto compuesto por los tres elementos:a, b, c. Ademas:

1°: 0=0, (@) = (a), B) = (b), (¥ = (¢) y para los demds A sea
A=L;

20 A=0;

3 A= L;

4°: 0 =0, {a) = (a,b), (b) = (b,¢), (¢} = (a,c) y para los demas A,
seca A = L.

Terminando esta nota vamos a considerar un sistema de axiomas que
podria también servir de base para nuestros razonamientos.

Si se elige como punto de partida la nocién de derivado (A’), subsisten
los axiomas siguientes:

I'' A+ B)Y =A'"+ B,
Ir. ¢ =¢,
HT ¥ =0,
IV, AVc A4
Para demostrar la independencia de estos axiomas, basta reemplazar
el simbolo " —* por ””” en los ejemplos 1° a 4°. Modificando de la misma

24 Algunas propicdades de esta especie fueron estudiadas por M. Ricsz (Congres
International des Math., Rome) y por M. Fréchet (Bull. Sc. Math, 1918).
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manera los tecremas 1-6, se obtienen teoremas que pueden deducirse
de los axiomas I’ — IV’

De manera analoga, designando con ¢ una sucesién finita de los
simbolos 7" y 17 se muestra que todo teorema de la forma A%t — A%
resulta de los axiomas I’ — I'V’. en cuanto al problema vinculado a
la funcién ¢, tal vez sea interesante ver para el espacio con n > 2
dimensiones que atn es vilido un teorema independiente de los axioma
I' — IV’ que se enuncia con la ayuda de las 4 operaciones: A, Al
adicién y multiplicacién.

Este es el tecrema:

(Ax AY 4 A' x A'Y = A" x AV
lo cual significa que el derivado de la frontera de A estd formado por los
puntos que pertenecen al derivado de A y al derivado del complemento
de A. (Ademds, se podria reemplazar * =" por ” O ” pues la inclusién
inversa se puede deducir de los axiomas I’ — /1),

La independencia de este teorema se evidencia designando con { al
espacio lineal y con A un segmento cualquiera.

Para expresar A en términos de A’ sélo habria que tomar en cuenta
la férmula A = A + A’. pero no se puede pasar tan facilmente de A a
A’. Més precisamente: no existe una funcién ¢{A), en el sentido antes
establecido, y tal que A" = ¢(A). En efecto, supongamos que existe.
Sea [ = el espacio lineal; A = el conjunto constituido por 0 y los puntos
de la sucesién {1}. Se tiene evidentemente: 4 = A y A~ = [ Por
consiguiente sélo hay cuatro conjuntos que es factible obtener de A con
ayuda de la funcién ¢, a saber: A, A’, 0 y /; el conjunto A’ no estg
entre ellos,

A’ no se puede entonces definir por una identidad de la forma A =
¢(A). Sin embargo, es factible definir A’ en términos de A como sigue:
A’ = conjunto de todos los puntos p tales que p € A — (p).




