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ANALISIS  DE  MARCOS  RIGIDOS  POR  EL  METODO 

DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ TRANSFORMADA 

P o r :  Ing. Rafael Colindres S. 

R E S U M E N  

Se  presenta en este  Reporte  la  sistematizaci6n  del  método 
de las  Rigideces  para  aplicarlo  a  la  solucidn de Estructu - 
ras  Hiperestáticas:  Marcos  rigidos  de  edificios,  naves - 
industriales y estructuras dhersas. 

Se presenta ademss un programa para inver-tir matrices  en 
BASIC y otro  para  utilizarlo en la calculadora HP-41 C.V. 
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ANALISIS DE MARCOS RIGIWS FOR EL METODO DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ TRANSFORMADA 

( AMPLIACION DEL METODO DE CASTILLO) . - 
Por Ing. Rafael  Colindres  Selva 

ANTECEDENTES t 

En su l i b r o  "Nueva Teoria de las Estructuras",  editado por  Re- 

p;-esentaciones y Servic ios  de Ingenieria S.A., México, 1975, en l a  k i n a  212, e l  

ing. Heberto Casti l lo  Martinez,   profesor de  muchas generaciones de ingenieros  de- 

MGxico, establece l a  siguiente  ecuación matricial que permite  obtener  los  giros - 
de los nudos en una es t ruc tura   re t i cu lar  impedida d.e desplazarse  horizontakaenter 

E l  autor   de l   a r t i cu lo  amplia e l  concepto  del ing. H. Cast i l lo ,   u t i l izando - 
las ecuaciones combinadas de nudo y piso ,  y presenta l a  generalización  del  proce 

dimiento,  es d e c i r  obtiene en  forma d i rec ta  l o s  giros de los entrepisos y a par- 
tir de ahí los desplazamientos  horizontales de dichos  entrepisos con l a  expresi- 

on : 4 

A = @ h  

en d.ande = giro del  piso 

h = a l tura   de l   p i so  

I> INTRODUCCION. 

En una estructura como l a  de l a  f igura  (1)  formada por vigas y columnas que 

se interceptan en l o s  nudos con & g u l o s  a 90" resulta  conveniente preparar l a  m& 
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t r i z  de rigidez usando las ecuaciones de nudo y de piso para r e s o l v e r   e l  problema 

en este  caso la obtención  de  giros (b de los nudos y ''giros " # de las colum- 

nas con l a  aplicación de la  siguiente  ecuación matricial 

en  donde [ K ] = matriz de rigidez. 
N.P 

[ 8 ] = vector  incógnita, o s e a   g i r o  de  nudos o columnas. 

=: vector  de cargas, o sea  momentos de desequi l ibr io  en e l  n u  ' do, o momento de entrepiso en l a  estructura. 

y a partir de las incknitas , utilizando las relaciones  Pendiente-DeflexiÓn,  se - 
obtienen los momentos flexionantes de las barras, con la  expresion; 

/ 

- 
M,,= M,, + 2 g ,  4- pa - 3 dl 1 

L 

siendo M,%= momento de empmhrarniento perfecto. * 

E ,  I , L e: mÓdqlo de e las t i c idad ,  momento de i n e r c i a  y longitud de 
l a  barra respectivamente. 

9, , $h2 = giros  en los extremos de las barras 

9 'L g i r o  de los entrepisos (o  colmnas)  

11)  La  matriz de Rigidez  transformada s e   e s c r i b e  comot 

* Notese que la  sub-matriz de la  es- 
1 - 2 K  I quina  izquierda  es la  propuesta RN por e l  ing. C a s t i l l o  en su l i b r o  

1 1 6 K  "Invariantes  Estructurales ", Mexico 
1 ' -x 1960. 

I 
2K 

K u . r =  1 R, 
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siendo K =u ; Z, K,,, suma de las rigideces de las columnas d e l  - 
L entrepiso.  

momento de desequi l ibr io   en e l  
nudo. 

( 4) Meni, f momento de entrepiso   respect ivo 

LV) S i  escribimos  en  fonna  tradicional el sistema de e c u a c i o n e s   l i n e a l e s ,  - 
notemos que parte  de estas ecuaciones  son para los g i r o s  de los desplazamientos- 
' ' -  l o s  entrepisos  (es decir  los giros de las columnas) : de tal manera que tendrg 

rnos tantas  ecuaciones para  giros de  nudos, como nudos  tenRamos y tantas  ecuacio- 
nes para. entrepisos,   cuantos  sean e l  n&nero de dichos   entsepisos  , es decir en l a  

figura (1) tendremos por ejemplo: 

14 giros de  nudos, 3 giros de  entrepi- 

sos. 

I 

S 
d 

IO 

7 

Tendremos as€, 
n e s   l i n e a l e s .  

r e s o l v e r  17 ecuacig  
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V) Podemoo m i  resumir que e l  anállsie, de   nuest ra   es t ructura  o marco rigid0 

lo podemon demomponor en dos partes: 

t i )  bhtructurn  sin  desplazamiento.  En la cual s o l o  se presentan g i r o s  en 

los nudos. 

* 

b) Estructura  con  desplazamientos. En 1a: ;cual   solo se presentan  giros   en 

l o s  entrepisos  ( o  sea desplazamientos) 

condici6n:  condición8 

* Consultar "Un Método para e l  c á l c u l o  de Estructuras Heticulares" ,   por  
iw. H e b r t o   C a s t i l l o ,  México 1967.- 



VI ) Si expresamos  matricialmente las dos condic iones   anter iores ,  tendremos- 

" " - + _" 

Resultando como sistema d e  ecuac iones   l inea les ,  las s iguientes :  

que con las transformaciones  adecuadas nos darian las incógni tas ;  o sea l o s  gi- 

ros : 

6, = ( A,  - A, A ,   A , )  ( M, - A , A ~ M , )  
-I 4 

U,= A:M,- n': A ,  p, 
Erpresiones  generales,  para la  solución total d e l  problema, o sea la  obten- 

c i ó n  de l o s  g i r o s  y d.esplazamientos  horizontales  de la estructuza.  

Veamos ahora las s impl i f i cac iones  de t ipo  operacional .  

CASO A :  (So lo  giros en los nudos) @ # 0 , Q =/ 0 

- A-~A+AJ ( M, 
y s i  observamos además que 

A,= 

-1 
-1 
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e s  una matriz  diagonal, cuya inversa [A ,]"es igual a A ,  l a  obtención  de las in- 

cógnitas $ , solo  implicarian una simple  multiplicación matricial, una vez  otstg 

ni.dn 3.a invema de los valores  encerrados en e l  parentesis.  

CAYO B: (Solo  desplazamientos  horizontales) @ = O , 9 c O 

y siendo A,= A ,  , por s e r  una matriz  diagonal l a  obtención de las incógnitas 
-1 

9 , es  inmediata a l  e f e c t n r s e  l a  multiplicación matricial indicada. 

VII) De e s t a  manera hemos establecido las ecuaciones  generales que resuelven 

e l  problema, que expresadas  en l a  forma algebraica t radic iona l   ser ian :  

S iendo 3 

qji = rotación  del  nudo analizado 

o,= rotacidn del nudo vecino a l  analizado 

us= rotación  del   entrepiso,  o sea  @= - 
K = E" , siendo E e l  m¿dulo de elasticidad, I e l  momento de i n e r c i a  y 

A 
L 

L ,  l a  longitud  del miembro 

R,= r igidez  del  nudo, o sea l a  suma de la  rigidez de l o s  miembros 
que concurren a l  nudo L 

u,"= rotación  del   entrepiso ,  con vinculación a los nudos de l  entrepiso 

2 ~ ~ :  suma de las rigideces de las columnas del   entrepiso en a n á l i s i s  
L 

Kp=constante  de  rotacich del  nudo, es decir  l a  suma de l o s  momentos de 
empotramiento  en e l  nudo, dividida  entre l a  rigidez d e l  nudo, " L M , , ,  

R" 

K&=cOnStante de desplazamiento  del  entrepiso, o sea e l  momento de en- 
t r e p i s o ,  h x  ,?. F,,,, , dividido  entre I 2 K COL , M L N r  

' 2 L K C O L .  
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E s t a s  ecuaciones  permiten aplicar cualquiera, de los metodos conocidos  de  iteracion 

continua y (!e esa manera r e s o l v e r   e l  problema es t ructural  que es  obtener los  ele-  

mentos mecanicos  de l a s  barras. 

- 
1 1  

2 x  

3 0  

4 

6 0  

5 0  

(:; 

7 0  

8 0  

x 10 

9 x  

P2 

X 

1 

X 

O 

o 

O 

O 

X 

X 

X 

93 
O 

X 

1 

X 

O 

O 

X 

O 

X 

X 

o o o o x x  
x o o x o x  
1 x o o o x  
x 1 x o o x  
o x 1 x o o  
o o x 1 x o  

0 0 0 x 1 0  
x x o o 0 - 1  

o x x x x o  

- 
O 

X 

X 

O 

X 

X 

X 

X 

O 

-1 

E E E E E 
8 giros  rd 
2 giros  0 

9 = giro del  nudo.- 

$ = giro de la  columna.- 
10 incognitas 
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V l l I )  Calculo aproximado de la  rigidez de un entrepiso.- 

A l  hacer i n f i n i t a  l a  rigidez  del   Nivel ,  

es  equivalente a considera que l o s  

Nudos  no giran y l a  ecuacion de piso  se 

transformaria en: 

y tendremos  en general 

A = desplazamiento del  entrepiso 

h a l tura   de l   ent repiso  
hl 

S i .  recordamos que l a  Rigidez  es l a  fuerza  necesaria para producir un despla- 

zamiento uni tar io  tendremos asi: 

siendo E =constante 

, para e l  entrepiso "m". 

, V,= Rigidez de l  entrepiso 
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flota : En. general se t iene : 



b'lb 

€I = cte 
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Programa para cnlculaclora H.P. 41 C.V. 

PRP “GIROS” 

O1 + LBL  “GIROS” 
02 + LBL 01 

RCL 21 CHS RCL 02 * 
RCL 23  CHS RCL 04 * 
+ RCL 23 RCL 20 * + 
STO O1 PSE RCL 24 CHS 
RCL O1 * RCL 25 CHS 
RCL 03 * + RCL 26 
CHS RCL (15 * + 
RCL 27 RCI-  20 * + 
STO 02 PSE RCL 28 CHS 
RCLS O2 * RCI, 29 CHS 
RCL 06 * t HCL  30 
RCL 20 * + STO 03 
F‘SE RCL 31 CHS RCL O 1  
* RCL 32 CHS RCL 05 
f RCL 33 CHS 

RCL O7 * + RCL 34 
RCL 19 * + RCL 35 
RCL  20 * + STO 04 
PSE RCL 36 CHS RCL 02 

RCL 37 C‘HS RCL 04 
* + RCL 38  CHS 
KC1 06 * + RCL 39 
CHS HCL O8 * + 
RCL 40  KCL 19 * + 
RCL 41 RCL 20 * .t 
STO 05 I’SE RCL 42 C‘HS 
RCL O3 * KCL 43 CHS 
RCL O5 * + RCL 44 
CHS RCL O9 * + 
RCL 45 RCL 19 * + 
KCL 46 RCL 20 * + 
STO O6 PSE RCL 31 CHS 
KC1 04 * RCL 32 Cf1S 
KC1 08 + RCL 33 
CHS RCL 10 * + 
HCL 3 3  KCL 18 * + 
KCI. 3.5 RCL 19 * e 
S I 0  0 7  i ’ S k  RCL if. <-;is 

RCL 05 * KCL 37 CHS 
RCL 07 * + RCL 38 
CHS RCL O9 * + 
RCL 39 CHS  RCL 11 * 
+ RCL 40 RCL 18 * + 
RCL 41 RCL 19 * + 
STO 08 PSE RCL 42 CHS 
RCL O6 * RCL 43 CHS 
RCL 08 * + RCL 44 
CHS  RCL 12 * + 

RCL 46 RCL 19 * + 
STO O9 PSE RCL 31 CHS 
RCL 07 * RCL 32 CHS 
RCL 1 1  * - RCL. 33 
CHS RCL 12 * + 

RCL 35 RCL 18 * + 
STO 10 PSE RCL 36 CHS 
RCI- 08 * RCL 37 CHS 

RCL 45 RCL 18 * t- 

RCL 34 RCL 17 * t 

RCL 10 * + RCL 38 
CHS  RCL 12 * t 
RCL 39 CHS RCL 13 * 
+ RCL 40 RCL 17 * + 
RCL 41 RCL 18 * i 
STO 11 PSE RCL 42 CHS 
RCL O9 * + RCL 43 CIiS 
RCL 11 * + RCL44  
CHS RCL 15 * + 
RCL 35 ECL 17.* + 
RCL 46 RCL 18 * + 
STO 12 PSE RCL 47 CHS 
RCL 10 * RCL 4s CHS 
KCL 14 * + RCL 49 
RCL I6 * + KCL 50 
RCL 17 * -+ STO 13 
PSE RCL 51 CHS HCL 11 
* RCL 52 C!-3S R C L  13 
* f KCL 5 3  C‘HS 
RC‘L 15 * - YC‘L 54 

RCL 16 * + RCL, 55 
RCL 17 * + STO 14 
YSE RCL 5-6 CHS RCL 12 
* RCL 57 CHS RCL 14 
* + HCL 5 8  RCL 16 
+ RCL 59 RCL 17 * + 
STO 15 PSE-  RCL 60 
RCL 13 * RCI, 61 
RCL 14 * t RCL 62 
RCL 15 * + RCI, 63 
STO ?6 PSE RCL 62 
RCL 10 * RCL 62 
RCL 11 * I RCJ- 62 
RCL 12 * + RCL 62 
RCL 13 * HCL 62 
RCL 14 = - RCL :i3 
RCL 15 * - RCL 64 
STO 17 PSE KCL 62 
RCL 07 * RCL 62 
RCL 08 * + RCL 62 
RCL  09 * + KCL 62 
RCL 1U * + RCL 62 
RCL 11 * + KCL62 
KCL 12 * t RCL 65 
STO 18 PSE KCL 62. 
RCL 04 * RCL 62 
RCL 05 * -+ RCL 62 
RCL 06 * + RCI, 62 
RCL 07 * + R C l 6 2  
RCL O8 + RCL 62 
RCL O9 * + RCL 66 
sro :9 PSE KCL 62 
RCL O1 * KC1 62 
RCL O2 * - XCL 62 

RCLOJ * - RCL 62 
KCL O5 A RCL 62 
YCL 06 * + RCL 67 
s m  30 PSF H F E F  XEP 

KCL 03  * T KCL 62 

t J I O  9 J  E>.O 
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RESULTADO DE LAS ITJ-ER.ACIOSES 

Giros de  nudos y columnas 

- 0.199067 
- 0.336768 
- 0.582679 
- 1.080388 
- 0.87 1570 
- l .  188017 
- 1.780708 
- 1.397739 
.- 1.977809 
- 2.454858 
- 1.981678 
- 2.699672 
- 3 .O96526 
- 2.232687 
- 3.536167 

-3.699135 
- 3.81 1843 
- 2.907507 
- 1.955292 
- 1 .O46174 

**I 

***  
*** 
*** 
*** 
***  
**+ 
***  
*** 
***  
***  
***  
**I 

*** 
***  

*** 
*** 
***  
*** 
*** 

- 0.499192 *** 
- 0.336837 *** 
-0.582796 *** 
- 1 .O8058 1 *** 
-0.871709 ***  
- l. 188201 *** 
- 1.783013 -+*  
- 1.397960 * * *  
- 1.976106 * * *  
- 2.455165 ***  
- 1.98191 1 *** 
-2.699977 * * *  
-3.096660 ***  
- 2.232791 *** 
- 3.536310 ***  

Resultado final 

d - 0.499309 
- 0.336927 
.- 0.582949 
- 1 .O80873 
-9.871954 
- l .  1 S8539 
- 1.781444 
- I .398308 
- 1 ..9786 I3 
- 2.455622 
- 1.982272 
- 2.7005 13 
- 3 .O96947 
- 2.233009 
- 3.5 36ti44 

- 3.699329 
- 3.8ItJ15 
- 2.908227 
- 1.955877 
- 1 .O465 19 

"_" """"_ 

**t 

*** 
+** 
*** 
***  
*** 
*** 
*** 
* * I  

*** 
*** 
*** 
*** 
*+a 

**+ 

***  
r*+ 

*e* 

C a e  

1.0 
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