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Introduccion

Uno de los problemas centrales de la Mecanica Celeste es el problema de los
n cuerpos, el cual ha sido y sigue siendo de gran interés por el desarrollo tedrico
que ha generado. Isaac Newton en 1687 publicé en Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica la formulaciéon matematica del problema de los n cuerpos, basandose en
la ley de Gravitacién Universal.

El problema de los n cuerpos para n > 3 presenta una dificultad mayor que el
problema de los 2 cuerpos, y la comprensién de su dindmica ain esta lejos de ser
entendida. Euler en 1767, y Lagrange en 1772 obtuvieron dos clases de soluciones
especiales del problema de 3 cuerpos, la solucion colineal y la equilétera.

Debido a la dificultad de resolver el problema de los n cuerpos para n > 3, se sigue
la idea de Poincaré [22], que consiste en buscar y estudiar propiedades de soluciones
periédicas, es decir, soluciones tales que x;(t) = z;(t + 7).

Existen dos clases importantes de soluciones periddicas, estas son las soluciones
homogréficas y las soluciones coreograficas.

Una solucion homogrdfica del problema de los n cuerpos es una soluciéon con la
propiedad de que la configuraciéon de los n cuerpos permanece similar para todo
tiempo. Si una solucién periddica homografica es “rigida” en el sentido de que la
configuraciéon permanece congruente a la inicial, entonces se dice que es un equilibrio
relativo. Por otro lado, una solucién coreogrdfica (o coreografia) del problema de n
cuerpos, es una solucién periddica la cual es unién de curvas cerradas, cada una de
las cuales es la trayectoria de al menos dos cuerpos. Si existe solamente una curva
cerrada, entonces la solucién se llama corefografia simple.

En la literatura podemos ver que los métodos geométricos y topoldgicos han
sido usados para el estudio de dérbitas periddicas en el problema de los n cuerpos,
asi como recientemente, los métodos variacionales. Por ejemplo en 1993, C. Moore
[20] descubri6 numéricamente una nueva O6rbita peridédica del problema plano de
3 cuerpos con masas iguales, llamada drbita ocho. Posteriormente, basdndose en
métodos variacionales [6], A. Chenciner y R. Montgomery demostraron rigurosamente
la existencia de dicha érbita.



El objetivo de esta tesis es exponer las ideas principales para la construccion y
estudio de orbitas periodicas del problema de los n cuerpos por métodos variacionales,
en particular los métodos usados por Gordon [14] y Degiovanni-Giannoni [11] para
el estudio del problema de Kepler. Queremos recalcar que este trabajo no es original,
pues hemos seguido la tesis doctoral de Kuo-Chang Chen [17] y el articulo de Gordon
[14]. Mostramos las ideas lo més claro posible, y realizamos en detalle las cuentas
para un mejor entendimiento.

Consideremos n cuerpos con masas mi, Ms, . .., M, y posiciones ry,Ts, ..., T, en
el espacio, donde n > 2. Denotemos por V' al espacio de configuracién (espacio de
posiciones); usualmente éste es definido como un subespacio de (R?)" 6 (R3)" con
centro de masa fijo en el origen 0. Ademéas denotemos por V=V \ A al conjunto de
configuracion libre de colisién (es decir, x; # x; para alguna i # j). En el espacio de
configuracion definimos el potencial Newtoniano como

Z mmj

1<j ‘xl ]|

Notemos que el potencial tiene singularidades debidas a colisién, pues U(z) = 400
cuando z; = x; para alguna ¢ # j, donde ¢ = 1,2,--- , n.

El Lagrangiano se define como la energia cinética menos la energia potencial,

L( ) K—U= Z mz|xz|2+z m;m;

1<j |£E7z - $]|

y el funcional de accion es la integral del Lagrangiano A : V — R U {+o0}

Luego, buscamos 6rbitas periddicas z(t + 1) = x(t) € V Vt, tales que sean
puntos criticos del funcional de accién A en el espacio de trayectorias T' periddicas:
X=HY0,T),V)=H"(Sr,V) con Sr = 1[0,T]/{0,T}.

Sin embargo hay dificultades para seguir la aproximacién variacional: la primera es
debida a la falta de coercitividad del funcional (condicién Palais-Smale) en X, debido
a que en el infinito las fuerzas se anulan: como consecuencia sucesiones de puntos
criticos (tales como sucesiones minimizantes) pueden diverger. Ademads, el potencial
U es singular en colisiones y minimos u otros puntos criticos pueden a priori ser
orbitas de colision.

Muchas estrategias han sido propuestas para evitar esos problemas. El desarrollo
de una teoria adecuada para el estudio de puntos criticos ha sido generada por varios
autores, dando como solucién las siguientes condiciones.



= Encontrar un subespacio X, C X en el cual el funcional A sea coercitivo (x € Xy,
|z] — 00 = A(x) — o0).

= Un teorema que implique (bajo hipétesis adecuadas en X;) que los minimos del
funcional de accién restringido al subespacio Xy no tengan colisiones.

En el ambito variacional es necesario hablar de la admisibilidad, pues es una
manera de garantizar que las curvas en X, que sufren una ligera perturbacién sigan
estando en X, cabe destacar que el conjunto de variaciones admisibles en X, es el
conjunto de direcciones en X, en los cuales existe la variaciéon de Gateaux.

La caracterizacion variacional de las orbitas circulares y elipticas de Kepler, T
periddicas como minimos del funcional de accion A en X, fue dada por W. B. Gordon
en 1977 [14]. En este trabajo la falta de coercitividad de A, y la existencia colisién
fueron resueltos.

En [14], Gordon considera la accién del problema de Kepler dado por

Aw = [ (Fl0F+ i) a

donde el espacio de configuracién es R? = C. Se define Xy C X (en el problema de
Kepler) como el conjunto de érbitas cerradas que encierran al origen y no lo tocan,
tal que cualquier érbita cerrada x(t) con estas caracteristicas puede ser ligeramente
perturbada y seguir permaneciendo dentro de X (es decir, que X sea admisible).

Gordon considera al espacio de configuracion como el espacio de Sobolev X =
Hl (STa C) y
Xo={reX:x(t) #0ygrad(z;0) # 0}

donde grad(z;0) # 0 es el grado de la curva, es decir, el nimero de vueltas que
un punto de z(t) da alrededor del origen. Por otro lado, la accién de las elipses

1
Keplerianas de periodo T es T’ 7, donde la constante ¢ es k33 (M) *. Esta accién

es una funcién que depende tnicamente del eje mayor de la elipse, asi como de la
energia y el periodo. En consecuencia tenemos que la familia de minimos, comparten el
valor infimo de la accién. En la frontera de esta familia estan las 6rbitas de expulsién—
colisién. Gordon demostré que la accion de elipses Keplerianas es menor que la accién
de las érbitas de expulsién—colision con més de una colisién. La herramienta que le
permitié a Gordon demostrar la exclusion de la posibilidad de méas de una colisiéon por
periodo, es la convexidad de la accién ¢TI’ 5 de una érbita Kepleriana como una funcion
del periodo T. Supongamos por ejemplo, que existe un nimero finito de colisiones,
las cuales ocurren en los tiempos t1,%s,...,t;,...,t,. Por argumentos estandares del
calculo de variaciones entre colisiones sucesivas, los minimos deben ser soluciones
de Kepler y por lo tanto érbitas de expulsién—colision. La accién total es entonces
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e ()3, Pero Y (4:)Y? > (X t;)Y/? = T3, la igualdad se cumple cuando existe sélo
una colisién.

El trabajo de Gordon motivé a definir caminos alternativos para la busqueda
de orbitas periédicas por métodos variacionales [14] para otras dimensiones. En
particular en el problema de Kepler, si a X se le imponen condiciones de frontera
(es decir, que la trayectoria se mueve del eje real al eje imaginario) entonces es
diferenciable.

El criterio de la condicién (NC), [17], da la coercitividad al funcional de accién
A y garantiza la existencia de minimos del funcional asociado al problema de los n
cuerpos, tal criterio indica que las curvas en Xy no sélo se mueven a lo largo de la
direccion central, es decir, las curvas se desvian de su posicion inicial sin que X, deje
de ser admisible.

En particular cuando n = 2, la condicién (NC)y se cumple y se demuestran

las propiedades minimizantes de las orbitas circulares Keplerianas, donde X =
HI(S4T7 C) y

Xo={r € X:2(0),iz(T) € R}, donde X, es débilmente cerrado.

Este trabajo de tesis se estructura de la siguiente forma: El capitulo 1 estd dedicado
al estudio de las propiedades generales del problema de los n cuerpos, y estudiamos
muy detalladamente la reduccién del problema de 2 cuerpos al problema de Kepler,
asi como la regularizacion de colisiones binarias por los métodos de Levi-Civita y
Sundman. En el capitulo 2 desarrollamos los conceptos necesarios para el estudio del
problema de los n cuerpos por métodos variacionales. Por itlimo, en el capitulo 3,
planteamos el problema de Kepler en forma variacional, y demostramos que las ébitas
circulares y elipticas que son soluciones del problema de Kepler, son los minimos del
funcional de accién. En resumen, en el capitulo 3 damos los detalles de la demostracion
del Teorema de Gordon [14] en la versién dada por Kuo-Chang Chen en su tesis
doctoral [17].



Capitulo 1

El problema de los n cuerpos y el
problema de Kepler

En este capitulo daremos una breve explicacacion del problema de los n cuerpos
y posteriormente estudiaremos el caso particular n = 2, resolveremos este problema
analiticamente reduciéndolo al problema de Kepler. Veremos detalladamente cuéles
son las variables que se mantienen constantes para todo tiempo. Por ultimo analiza-
remos que pasa en caso de que ocurra colision.

1.1. Formulaciéon general e integrales de movi-
miento

Consideremos n masas puntuales my, ms, - - - , m,, con posiciones xy, Ty, - , T, €n
el espacio (z; € R3), con respecto a un sistema de coordenadas fijo y con el origen
en el centro de masas, las cuales interactian bajo la accién gravitatoria de Newton.
Determinar las posiciones y velocidades para todo tiempo ¢ 6 caracterizar la totalidad
de los posibles movimientos, es lo que se conoce como el problema de n cuerpos.

A partir de las leyes de la dindmica de Newton, las ecuaciones de movimiento de
las n particulas son n ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden definidas
3
en R”.

. Gm;m;(x; — x; ,
miE; = — Y — (2 5 j), i=1,...,n. (1.1)
i#j ) — @il
Donde G es la constante de gravitacién y | - | es la norma euclidiana en R3.
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Definimos A;; = {z € R* : z; = z; para i # j} como el conjunto de drbitas
donde existe colisiéon de m; con m.

Observemos que el lado derecho de la ecuacién (1.1) representa la fuerza total
ejercida por las (n — 1) particulas sobre la i—ésima particula.

Las ecuaciones de movimiento (1.1) las podemos escribir como un sistema de 6n
ecuaciones diferenciales de primer orden.

& o= M1y, (1.2)

= —VU(x)
donde z = (1,29, ...,7,) € R3 es el vector de posicion, y = (y1,%2,...,Yyn) € R
es el vector de momentos, esto es y; = m;x;, M = diag(my, my, mq, ..., My, My, my,)

es la matriz de masas, y VU(z) es el vector gradiente del potencial U(x), definido
como

U(z) =U(xy,x9,...,2,) = — Z M

1<i<j<n ER
Las ecuaciones (1.2) no estédn definidas en el conjunto

A == U Aij

1<i<j<n

es decir, cuando hay alguna colisién. El dominio definido en el sistema (1.2) o espacio
de fases es p = {(z,y) : (R \ A) x R¥}, es decir la dim o = 6n. El espacio
de configuracidn o espacio de posiciones es V = {z € R3\A}. Las ecuaciones de
movimiento del sistema (1.2) se pueden escribir como

_ﬂ_aH '__ZGmm](a:Z—x-)_ OH

e = 1.
' my; ayz" (3)

i |$ _xz|3 B axi’

donde el Hamiltoniano es

H= Z il (1.4)

2ml

Como H es independiente del tiempo ¢, las ecuaciones Hamiltonianas (1.3) son
auténomas y por lo tanto el Hamiltoniano es conservativo. En este caso H es una
integral primera conocida como energia del sistema

aH oM DH . OHOH oM ((OH)
at ~ oz oy’  Oxr Oy Oy or )]

Los vectores x y y se llaman variables conjugadas.
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El problema de los n cuerpos tiene 10 constantes de movimiento, o integrales
primeras independientes, las cuales nos permiten reducir la dimensién del espacio de
fases a 6n — 10.

Estas integrales son: la energia H, y tres componentes del momento lineal
n
a= Zy, con a€ R
i=1

las tres componentes del centro de masas

at +b = Zmizzi con beR?:

i=1
y las tres componentes del momento angular
J:inxyi con JeR3.
i=1
Para mas detalles ver [3], pag 44-49.

Ahora definimos la funcién Lagrangiana como L(%,z) = K(&)—U(z), donde K (i)
es la energia cinética y U(x) la energia potencial. Notemos que el potencial depende
exclusivamente de las coordenadas de posicion.

En términos de la Lagrangiana, las ecuaciones de movimiento estan dadas a través
de las ecuaciones de Euler-Lagrange

d (0L oL ,
%(8:&-)_8%_0 1=1,2,...n.

El formalismo de Euler-Lagrange es equivalente a la segunda ley de Newton. Para
ver esto, notemos que

oL )
Yi = Ers = M;Ti,
oL o0U
or;  Ox;
Luego tenemos
d (0L oL . oUu
di (a:‘c) Tom M gy =Y

las cuales son las ecuaciones de movimiento (1.1).

La equivalencia de las ecuaciones de Lagrange y las ecuaciones de Hamilton las
obtenemos del siguiente teorema.
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Teorema 1.1. El sistema de ecuaciones de Lagrange es equivalente al sistema de 2n
ecuaciones de primer orden (ecuaciones de Hamilton)

. 0H
T 8%’7

. oH
Y = _axia

donde H(x,y,t) = Zx,yz — L(z,%,t) es la transformada de Legendre de la funcion
i=1

Lagrangiana vista como funcion de .

Demostracion. Ver la demostracién en [3] pag. 65. O

1.2. El problema de los 2 cuerpos

El problema de los 2 cuerpos estudia el movimiento de dos particulas que se
mueven por su mutua atraccion gravitacional. Este problema puede ser reducido al
Problema de Kepler, considerando el origen de coordenadas en una de las particulas,
digamos m;y, de tal forma que la otra particula my se mueve bajo la atraccién
gravitatoria de m;.

Sean 71,72 € R? los vectores de posicién de dos particulas con masa m; y ms
respectivamente, relativos a un sistema de coordenadas inercial. Utilizando la Ley de
Gravitacién de Newton, las ecuaciones que describen a este movimiento son

_Gm1m2(aj1 — LUQ)

myt; =

Y

|z2 — 212
(1.5)
_Gmlmg(l'g — [L’l)

Mok

El objetivo del problema de los 2 cuerpos es encontrar las soluciones 1 (t) y xo(t)
para posiciones y velocidades iniciales dadas, procederemos reduciendo el sistema
(1.5), al problema de fuerza central, pues a partir de éste podremos encontrar las
soluciones.

Dividamos la primera ecuacién del sistema (1.5) entre m;, la segunda entre ma,
restamos y consideramos que x = x5 — x;, entonces

12



|=[? |=[?
_G(mi +ma)z
|=[?
1

Donde z € R*\{0}, p = my + my, y sin pérdida de generalidad consideremos de
aqui en adelante que G = 1.

El problema de fuerza central definido en R? (1.6) se conoce como problema de
Kepler.

Las soluciones de la ecuacién (1.6) se llaman érbitas Keplerianas.

1.2.1. Constantes de movimiento del problema de Kepler

Como en el caso general, el problema de Kepler tiene 10 constantes de movimiento,
es decir, de todas las variables que forman el espacio de fases dimp = 6(2), 10 se
mantienen contantes durante todo el movimiento, a continuacién calcularemos cada
una de ellas.

Primero mostraremos que el momento lineal y el centro de masa son constantes.
Si sumamos las ecuaciones de (1.5), llegamos a

mi1meoXx mimeox —0. (17)

MoZo + M1l = —
22 121 |:1:|3 |x|3

Por lo tanto m4; +maois € R3, es un vector constante lo cual indica que el momento
lineal de las dos particulas que estan interactuando se conserva, es decir

myTy + maets = a, (1.8)
Por otro lado, el centro de masa de dos particulas cuyas masas son m; y meo
respectivamente, se define como
mix1 + MaoZo
Tg= —""708H-H-—/<.
mi + Mo
Derivando dos veces esta ecuacién y utilizando (1.7), obtenemos

mlsi’l + m2:i’2
rp=—""——=
my + Mo

13



Ahora, derivando la ecuacién del centro de masa g, y usando la ecuacién (1.8),
llegamos a

(m1 + mg)i’o = mlx'l + mgi’g = a.
Por tltimo, al integrar esta ecuacién obtenemos

(m1 + mg)xo =at + b, be R3, (19)

esto indica que el centro de masa se mueve uniformemente en una linea recta a
velocidad constante.

Sin pérdida de generalidad, fijemos el centro de masa en el origen de coordenadas

Mmi1T1 + Moy = 0. (110)

Sumando y restando el término msz; en la ecuacion anterior, tenemos que

M1 + MoX1 + Moxy — Moxy = 0,

de donde
xl(ml + mg) + mox = 0.

Si despejamos x; de la ecuacién anterior, tenemos

ma

rH = ———-=2xX.
! (m1 + mg)

De forma similar sumamos y restamos mjxy en la ecuacién (1.10)
M1y + MoXy — M1Te +myr; =0
y factorizando obtenemos
xo(my + mg) —myx = 0.
Por ultimo despejamos x5 de la ecuacién anterior

my
LTo9g = ——X&.
2 (m1 +m2)

Hemos obtenido que el movimiento de x1(t) y x2(t) serd como el de z(t), excepto
por un multiplo escalar que depende de las masas.

Ahora estudiaremos otras constantes de movimiento del problema que son la
energia y el momento angular. Iniciemos por multiplicar escalarmente la primera

14



ecuacién de (1.5) por 2 y la segunda por &9, y por ultimo las sumamos. Agrupando
términos, obtenemos

mimeX mimeX

mgli'gi’g + mlli'li’l = ——% X2 — I1.
|z[? |z[?
Como L4 J
. 192 .12 mi;ms mims
- = — — 1.11
2dt(m2|x2| + my|21]%) EE & el (1.11)

entonces la energia total del sistema (1.6)
mi1me
]

es una constante de movimiento. Observemos que tanto la energia cinética, como la
energia potencial estan explicitas en la ecuacion anterior y h € R. Considerando a
(1.11) y a la ecuacién de movimiento para el problema de fuerza central (1.6), tenemos

1d . . 1d m1m2,2
—— (ma|a1]? + malig)? :——< |:1:|>
th( He 2l %) 2dt \ 1

1 . .
h= §(ml|931|2 + my|2s|*) —

Generalmente se simplifica la energia multiplicindola por el término )
mi1me
Asi obtenemos la siguiente ecuacién de energia del problema de Kepler.

1 7
h=-|i]* - L.

Si consideramos a h* = h, la expresién anterior queda de la siguiente manera
)

B — 1%
myme

1 P
h=—|z> - L. 1.12
2|96| 2] (1.12)

Por 1ltimo mostraremos que el momento angular J € R3 es otra constante de
movimiento para el problema de Kepler, obteniendo un total de 10 integrales primeras
o constantes de movimiento.

El producto vectorial entre el vector posicién = y el vector velocidad & se llama
J =2 x & momento angular, tal vector es constante pues

d

. . . . . M
J=—@xz)=(rxi)+(xx2)=——7(x2)+0=0.
@)= (o x i)+ (@ 8) = b xa)
Como J es un vector constante a lo largo del movimiento, en particular se tiene
que J = z(0) x (0), es decir, J es determinado por las condiciones iniciales, y es un

dato del problema.
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Notemos que para el movimiento de fuerza central si J = 0 se tiene que x y & son
colineales, es decir el movimiento de m; y ms se realiza en una linea recta que pasa
por el origen. Por otro lado, si J # 0 sabemos que J - x = 0, entonces el movimiento
tiene lugar exactamente en el plano ortogonal a J que pasa por el origen en R3.
Entonces sin pérdida de generalidad podemos restringirnos a estudiar el movimiento
en R2.

Observemos que la conservacién del vector momento angular (la magnitud del
momento angular) genera la sequnda ley de Kepler, la cual dice que; el vector posicién
de una particula barre dreas iguales en tiempos iguales, pues el movimiento de la
particula my describe una 6rbita eliptica alrededor de m; fija como foco (primera ley
de Kepler).

Enseguida vamos a demostrar que las soluciones del problema de los 2 cuerpos en
el plano son secciones conicas.

El vector unitario z/|x|, con x # 0 tiene la direccién del movimiento de la particula
msy y puede ser determinado para todo tiempo. Para determinar cuando esta direccion
cambia con el tiempo, vamos a derivarla con respecto al tiempo:

d (z ) x|z — [z |z |20 — x|x||2]

dt\lel) P |z f?

Como |z|? = x - z, tenemos que |z||z| = = - &, tal que

d (x)z(x-x)j?—(x-i'):E'

||

dt
Por otro lado, usando la siguiente identidad en la ecuacién anterior para u, v, w € R3,
(uxv)xw=(u-whv— (v wu,
obtenemos

|z]

d [z rXzT)xxr Jxzx
— = ( ) = . (1.13)
dt

Por tltimo usando la ecuacién anterior y la ecuacién de movimiento (1.6),
obtenemos la siguiente relacion

d x _:')ij_ T xJ

a
dt|lz|  p  dt p

Integrando ambos lados de la ultima ecuaciéon llegamos a que

,u<e+%> —ixJ, (1.14)
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donde e es una constante de integracion que se llama vector de excentricidad 6 vector
de Laplace.

Multiplicando escalarmente por x a la ecuacion (1.14) y considerando que J = |J|,
obtenemos

ple -z +|z)) = J? (1.15)
Sea 6y el angulo entre el vector de Laplace e y el eje de las abcisas x; y sea
f = 0 — 0y el dngulo entre el vector de Laplace e y el vector de posicién r = |z|,

tal dngulo se llama anomalia verdadera (ver la Figura 1.1). Luego, tenemos que
e-x = |e||x|cos f = ercos f. Con esta notacién la ecuacién (1.15) se puede escribir

COmo
_ P
~ l+ecosf

la cual es la ecuacién de una cénica en coordenadas polares. Como consecuencia
obtenemos que las d6rbitas de mqy relativas a m; son coénicas con excentricidad e, y
con un foco en el origen de coordenadas. Ademads la ecuacién (1.16) nos permite dar
una interpretacion geométrica del vector e (ver la Figura 1.2), pues su magnitud es
la excentricidad de la cénica y su direccion da la orientacién del semieje mayor.

r (1.16)

A Ty

y'd X»_f

Figura 1.1: El vector de Laplace e y la anomalia verdadera f = 6 — 6.

De la teoria de secciones conicas podemos clasificar las 6rbitas Keplerianas:

e = 0 la curva es una circunferencia

0 < e <1 lacurva es una elipse

= ¢ =1 la curva es una pardbola

e > 1 la curva es una hipérbola.
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o p
1+ ecos(f — 6p)

P

h—
’ V1—e¢?

(semieje menor)

a= (semieje mayor)

_pr
1—e?
Figura 1.2: Orbitas de Kepler.

Podemos encontrar una relacién entre las constantes .J, e y h a partir de la ecuacion
(1.14). Elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuacién (1.14) y consideramos que
2y J son ortogonales, entonces

2
s <l—l—62+ﬂe-x> = |#|?J%
T

Ahora sustituimos ||* de la ecuacién de la energfa (1.12) y e -z de (1.15),
p?(e* — 1) = 2hJ? (1.17)

la cual se llama ecuacion fundamental. Despejando h de esta ecuacion obtenemos

12
h:2—J2(e2—1) si J#D0.
Luego, si conocemos la excentricidad (e) de la érbita podemos conocer el valor de la
energia (h). Mediante un calculo sencillo tenemos la siguiente tabla:

excentricidad | energia orbita

e=0 h = —pu?/2J% | Circunferencia
0<ex<l1 h <0 Elipse

e=1 h=0 Parabola
e>1 h >0 Hipérbola
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En la Figura 1.3 ilustramos el plano de paramétros (h,J), energia y momento

angular. Este consiste en la curva h = —u?/2J% y dos ejes coordenados J = 0y
h = 0.

2hJ% = —i?

Figura 1.3: Espacio energia-momento

Notemos que cuando J = & x x = 0 el movimiento es unidimensional, de tal forma
que el movimiento de m; y ms es colineal.

1.2.2. Estudio del problema reducido

Hemos visto que el problema de los 2 cuerpos estd definido por la ecuacion
diferencial
12 oU mimeo

I=———-r=—— U:U(ZL'):

EE oy — 1y

cuyas soluciones son secciones conicas.

Ya que el movimiento de una particula en un campo de fuerza central se realiza en
el plano, es natural introducir coordenadas polares r = |z| y 6. Sea e, = (cosf, sen6)
el vector unitario que apunta desde el origen la masa puntual y ey = (—sen 6, cos0)
el vector unitario perpendicular a e, y apunta en direccion de valores crecientes del
angulo 0. Entonces los vectores de posicion, velocidad y aceleracién pueden escribirse

19



en coordenadas polares como

rey,
= re, —i—réeg,
.o . 2 )
T = (F—rbe, + (rdt(r 9)) €.

Ahora sustituimos x y Z en la ecuacién de momento angular J = x x &, obteniendo
J = r?0u, donde u es un vector unitario perpendicular al plano que contiene a e, y
eg. Luego el momento angular que es constante se puede escribir escalarmente como

J =r26.
Por otro lado, como la ecuacién (1.6) define un campo de fuerza central

oU  oU

- =——¢€
Ox or
Luego la ecuacién de movimiento en coordenadas polares es de la forma

U y 1i(r29)20.
or

rdt
relacié =J/r rmi r ici inici
Usando la relacién 6 = J/r?, determinada por las condiciones iniciales, tenemos

(s N2 li 2/ -
@ = (i r9)6r+<rdt(r6’) eg =

P —rf* =

. ou JE ow
r——Eerﬁ O T—__ar (118>
J? JE

donde W =W (r) = 5,2 U= 22 g se llama energia potencial efectiva o

potencial efectivo, W = U, ec.

El problema de Kepler se resume en resolver el sistema (1.18), es decir saber cuél
es el comportamiento de r como fucién del tiempo ¢.

Observacién 1.2. La energia total del problema de dimensién uno (pues la tnica
variable, es la variable radial r) estd dada por

,,:.2 ,r',2 J2 L

hy :E+W(r), esto es hy :5+2—7~2_; (1.19)

y es la misma que la energia total del problema original

i’2

ya que ' .
w? (re, +rleg)> 72 r?0* 2 J?

2 2 2 2 5 T g2
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Abusando de la notacion, a partir de aqui consideraremos que h; = h. Entonces
la ecuacién de la energia total es

L, J*\ n

de donde )
177 p
2r2 — p

Multiplicando esta tltima ecuacién por r? tenemos

+ h.

1
§J 2 < ur + hr?
Como consecuencia vemos que si r — 0, entonces J = 0.

Observacion 1.3. Por otro lado, si la ecuacién de la energia (1.19) la multiplicamos

por r tenemos
2

J
72r 4 = 2u 4 2hr
T
y en particular si J = 0 se cumple que
Pr < 21+ 2hr

Entonces
lim 7r < h’r%(2u + 2hr) = 24.

Esto significa que a pesar de que 7 — 0o como lo indica la ecuacién (1.19) cuando
J =0, la cantidad 7?r se conserva acotada en colisién.

El comportamiento asintético de r(t) y 7(t) cerca de colisién, es el mismo para
cualquier valor de h, esto se logra regularizando la funcién r(t). En la préxima seccién
se mostrara esta afirmacion.

1.3. Regularizacién de colisiones binarias

La ecuacion (1.18) tiene una singularidad cuando r = 0 la cual corresponde a

colisiéon. Notemos que cuando r — 0 el potencial W = B, —00. Sea t = t* el

r
tiempo en que ocurre la colisién. Una solucién (r(t), 7(t)) de (1.18) se llama orbita de

colisionsir(t) — 0y 7(t) — oo cuando t — t*. Si el intervalo maximo de definicién de
la solucién r(t) es [t,t*) con t* < oo, decimos que la solucién tiene una singularidad
ent =t
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Las singularidades de las ecuaciones de movimiento (1.18) se pueden remover bajo
un cambio adecuado de variable para la posicion, velocidad y tiempo, las cuales se
expresan en forma paramétrica en términos de una nueva variable. Este proceso se
llama reqularizacion de colision.

En esta seccion estudiaremos las dos regularizaciones de colision binaria més
conocidas, la de Sundman y la de Levi-Civita.

1.3.1. Regularizacién tipo Sundman

La idea principal de este método es compensar el crecimiento infinito de la
velocidad (pues cuando existe colisién, 7 — o0), multiplicando el vector velocidad
7 por un factor escalar adecuado que se anule ahi. Esta regularizacion fue introducida
por Sundman en 1902 para el problema general de los 3 cuerpos en el plano, ver [30].

Multipliquemos la ecuacién de la energia (1.19) por 7? para quitar la singularidad
del denominador y como estamos en el caso de colision J = 0, entonces

%(7”7’)2 = hr® + pr. (1.20)

Sea k una constante, la cual nos permitird normalizar. Consideremos el reescala-
. . r
miento del tiempo dado por dt = EdT. Luego tenemos que

dr  rdr

— = 1.21
dr  kdt (1.21)
es decir,
dr kdr k,
== —— = =T
dt  rdr r
Si sustituimos 7 en la ecuacién (1.20) entonces obtenemos
Lo no 2
§k (r')* = hr* + pur. (1.22)

Derivamos esta ecuacién con respecto a 7 y dividimos entre 7/, de tal forma que
llegamos a

E*r" = 2hr + p. (1.23)

Como nos interesa saber qué pasa con el movimiento en caso de colisién, analiza-
remos fijando la energia (h =0, h > 0 y h < 0) qué sucede con my antes, durante y
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después de colisionar con m;. Esta informacion la obtenemos a partir de las condi-
ciones iniciales.

Caso I: Sea h = 0 y consideremos que k* = u entonces de (1.23), obtenemos

=1 (1.24)

En este caso, analizaremos qué pasa cuando ocurre colisién (rq = 0), y cerca
de colisién (19 > 0). Iniciemos por considerar 1y = 0, en cuyo caso tomamos las
condiciones iniciales 7(0) = 0 y 7/(0) = 0, donde 7(0) = 70 = 0 y t, = 0. Usando
la reparametrizacién del tiempo dada en (1.21), obtenemos el vector posicién r y el
tiempo real t como funciones regulares de 7, es decir

r(r) = 5 t(r) = %/(]Trdf = g—k (1.25)

Ahora, a partir de (1.25) calculemos r(t), de tal forma que obtenemos

r(t) = r(r(t)) = 15 (1.26)

La ecuacion anterior tiene una singularidad en ¢t = 7 = 0, que es justo cuando
ocurre colision.

Es importante notar que r no es diferenciable para todo ¢t € R (1.26), mientras
que en el tiempo ficticio r se transforma en una funcién diferenciable (1.25) para todo
7 € R, ver la figura 1.4.

r,t

e

Figura 1.4: Ocurre colisién en oy = 0.
Ahora analizaremos qué pasa cerca de colisién, es decir para o > 0.
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Cuando las condiciones iniciales son 1o > 0y 7/(0) = y/2r con 75 = 0, tenemos
que mo después de colisionar diferenciablemente con my en el instante 7 = —y/2r,
la particula se aleja a lo largo de una trayectoria parabdlica, ver figura 1.5.

T02 2

2
T T
r(r) = <%—I—\/ﬁ> , t(r k/ T’dT_— + 5 +?7‘+t0 (1.27)

A
. r(r) .1 r(r)
\ \
\ \
\\ \
\
\\ I”l<0) >0 \
\ o mg\\ r(0) <0
\
\ 7
N my /// } 1o "o { \7711
S > - - > -
-V 27‘0 vV 27'0

Figura 1.5: Regularizacién de colisién binaria para 7'(0) > 0 y 7/(0) < 0.

Por otro lado si las condiciones iniciales son rg > 0y 7'(0) = —/2r y
consideramos a 7y = 0, obtenemos que my se aproxima a m; parabdlicamente, sufre
colisién en 7 = /2ry y es expulsada a lo largo de la misma 6rbita, la cual queda
descrita por r(7) diferenciable para todo 7 € R, ver figura 1.5.

1 T 3 2 2

r(t) = (ﬁ — ﬁ) , t(r) = Z rdr = a V2 E + ?T +10.  (1.28)

Es importante notar que si en las ecuaciones (1.27) y (1.28), sustituimos ro = 0
y to = 0, recuperamos el sistema (1.25), como era de esperarse, pues éste es sélo un
caso particular de cualquiera de los dos ya mencionados.

Por otro lado observemos que en las ecuaciones (1.27) y (1.28), t/(7) > 0 para
todo 7 € R, de tal forma que ¢ como funcién de 7 es mondétona creciente y por lo
tanto ¢(7) es un difeomorfismo, y las ecuaciones (1.27) y (1.28) definen a r de forma
implicita como funcién regular de t. Como consecuencia hemos obtenido soluciones
diferenciables de (1.24) para todo 7 € R.

Enseguida consideraremos el caso cuando la energia es positiva h > 0.

Caso II: Sea h > 0 y elijamos a k? = 2h, entonces la ecuacién (1.23) es equivalente

- % (1.29)
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Como en el caso anterior consideraremos 79 = 0 y 7{, > 0 con condiciones iniciales
especificas.

Para el caso en que ocurre colisiéon al tiempo cero, vy = 0, tomamos en cuenta las
condiciones iniciales 79 = 0y 7'(0) = 0 con 7 = 0 y top = 0, y consideramos (1.21),
para obtener las siguientes funciones regulares en el nuevo tiempo 7:

r(r) = %(coshT—l), (1.30)
tr) = %(SenhT—T).

Ahora vamos a ver cudles son las soluciones de (1.29), cuando r(7) estd cerca de

2urg
colisién. Primero consideremos las condiciones iniciales ro > 0y 7'(0) = {/7o? + 2

con 1y = 0. Entonces obtenemos

/ 2
r(r) = %(COShT — 1) +rgcosht +/r3 + ,Z;”o senh 7,
t(r) = ﬁ(senhf —7)+ "0 senh 7 + 1\/7‘2 + 24T (coshT — 1)+t
k3 k k 0 ]{?2 0-

El sistema anterior se puede simplificar de la siguiente manera

i
r(r) = ﬁ[_l + cosh(¢ + 7)], (1.31)
t(r) = %[—T + senh (¢ 4+ 7) — senh ¢] + to,
k? k 2
donde cosh ¢ = (ﬂ + 1), senh ¢ = ﬂ‘/—'u + k2 y ¢ €[0,2m).
H O A
.. . , 2puro
Por otro lado, cuando las condiciones iniciales son 1o > 0y 7/(0) = —y/70% + 12
con 1y = 0, las soluciones son
2
r(r) = %(coshf — 1) +rgcosht — (/13 + % senh 7,
t(r) = L (senh "0 enhr — 2y [r2 4+ 2 coshir — 1) + 8
(1) = E(sen T—T)+?sen T 7‘0—1-?((308 T—1)+ 1.
Simplicando, obtenemos
i
r(r) = ﬁ[_l — cosh(¢ + 7)], (1.32)
t(r) = %[—7‘ — senh (¢ + 7) + senh ¢] + t, (1.33)
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Por lo tanto hemos obtenido soluciones regulares en el tiempo 7, las cuales tienen
un comportamiento hiperbdlico.

Caso III: Sea h < 0y hacemos k* = —2h, entonces la ecuacién (1.23) es equivalente
a
" +r= %,

la cual modela un oscilador arménico al que se le aplica una fuerza externa constante.

Primero consideraremos el caso ry = 0, con condiciones iniciales rg = 0y r/(0) = 0
y tomando en cuenta que 79 = 0 y tg = 0, obtenemos que

r(r) = %(1—(;057), (1.34)
t(r) = %(T—SGHT).

En el caso de soluciones en que la colision binaria ocurre al tiempo cero, ro = 0, estas
ecuaciones describen una cicloide, ver la grafica que se muestran en la figura 1.6.

2
Considerando condiciones iniciales 79 > 0y r'(0) = *£y/ Z; 12 7 = 0. La

solucion es

/2
r(r) = %(1—0057‘)+7’00087ﬂ: Zgo—rg sen T,

1 /2
t(r) = %(T—SGHT)-‘-%SGHT:&E /Z;”o

k? kro (2
Si consideramos que cos ¢ = (ﬂ — 1) y sen ¢ = BTo 28 _ k2, con ¢ € [0,27),
K woy To

entones el sistema anterior se puede escribir como

— 13 (1 —cosT) + to.

0

r(r) = ﬁ[l + cos(T — @), (1.35)
t(r) = %[7‘ + sen (7 — ¢) + sen ¢| + to.

Las funciones r(7) y ¢(7) son regulares en la variable 7, y su comportamiento es
periddico.

1.3.2. Regularizacién tipo Levi—Civita
La regularizacién de Levi-Civita, consiste en efectuar un cambio de variable en

el espacio de fases, y otro en el tiempo para hacer mas lentas las orbitas que van a
colisién, obteniendo ecuaciones sin singularidades.
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Figura 1.6: Cicloide en el caso de soluciones con colisién ¢y = 0.

Consideremos a x y y = @ y realizamos el cambio de coordenadas = = %, y =2
El sistema de primer orden asociado a la ecuacién de segundo orden del problema de
Kepler es

i =y, (1.36)

P
|z]*’

y la energfa como h = 3|i|* — £+ En las coordenadas (&,7m), este tltimo sistema toma
la forma

: n
g = &9
€12
P U L0
&1
Ya que estas ecuaciones todavia tienen una singularidad en ¢ = 0, vamos a

dr 2 1

regularizarlas haciendo un reescalamiento del tiempo mediante pri W = ﬂ, de
x

tal forma que con este cambio se logra frenar las soluciones que van a colisién y

eliminar la singularidad. Luego obtenemos el sistema

) _
¢ =3 (1.37)
n = hE,
’ |
N —4p
h="1 1.38
e (1.38)



es la energia expresada en las nuevas coordenadas. A partir del sistema (1.37)
obtenemos la ecuacién diferencial lineal de segundo orden

he . (1.39)

"
‘ 2

Ahora, veamos cudles son las soluciones de (1.39) para los diferentes valores de la
energia.

n A <0

Aqui la ecuacién (1.39) representa un oscilador arménico simple, cuyas curvas solucién
en el espacio fase son curvas cerradas centradas en el origen, es decir el origen es un
centro.

s h=0

En este caso la solucién general de (1.39) es & = a(7 — 79) v sblo existen dos valores
posibles para a que satisfacen la ecuacién de la energia (1.38),

Al = 4p =0

estos son a = 4, /uu. Por lo tanto, en el plano fase las curvas son lineas rectas con
§'==+/u.

Luego en las variables originales tenemos

SN S

r==pur-mn  t=2-n)

= h>0

En este caso la ecuacién (1.39) con condiciones iniciales §, = £(0) y & = &’(0) tiene

por solucion
€: Cle\/h/27' _I_C2e—\/h/27'

_& @%@ _@_@¢§
d01r1decl—2—|—2 h,02—2 S\ 7

Por otro lado, la relacién energia 4[£|? — 2h|€|? = 4u puede escribirse como

112 2
e _ e _
7 2p

1
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ﬁ
<
s

W7

(a) 72 = 2h + 2u/r (b)) r? =2hr? 4+ 2ur (c) 26” =h&% + 1

Figura 1.7: Retratos de fases en las coordenadas originales, de Sundman y Levi—
Civita, respectivamente. Notemos que en (a) 7 — oo si 7 — 0; (b) ' — 0 si r — 0;

(c) ¢ — £ /msié—0.

la cual representa una hipérbola en el plano (&,¢’) cuyas hojas abren hacia el eje
de las ', teniendo por vertices los puntos con coordenadas (£,&') = (0,£,/1),
respectivamente.

En la Figura 1.7 comparamos los espacios de fases para el problema colineal de
fuerza central (con colisién) para las distintas variables consideradas.

En cada caso las curvas solucion se obtienen como curvas de nivel de las ecuaciones
de energia ahi mostradas para diversos valores de h. Las regiones sombreadas en la
Figura 1.7 corresponden a h < 0.

La orientacion de las oOrbitas pueden encontrarse a partir de las ecuaciones
diferenciales, pero la forma mas simple es a partir de que en cada caso una variable es
derivada de la otra con respecto a su variable independiente (tiempo). Por lo tanto,
en el primero y segundo cuadrante, por ejemplo, todas las soluciones van hacia la
derecha puesto que la derivada es positiva y la r 6 la £ aumentan. La situacion se
invierte en el tercer y cuarto cuadrante.

Observamos que la descripcién de las soluciones en las variables de Sundman y
en las de Levi-Civita es estrictamente valida sélo para cada h fija; esto explica el
aparente paso de diversas soluciones por un mismo punto (el origen y (0, %,/z), res-
pectivamente), sin que éste sea punto de equilibrio para las ecuaciones diferenciales.
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Capitulo 2

Algunos resultados del calculo de
variaciones

El problema central del cédlculo de variaciones consiste en encontrar extremos
(méximos y minimos) de un funcional F' : X — R U {oo} cuyo dominio consiste
en un espacio de funciones, tal domino puede ser de dimension finita o infinita.
Generalmente los funcionales estan determinados por integrales definidas de la forma

F(z(t)) = /abf(t,x,m/, 2™ dt

donde la funcién z(t) pertenece a algin espacio de funciones (espacio de Banach,
espacio de Hilbert), y tanto ella como sus derivadas pueden tener restricciones.

El problema de encontrar extremos se reduce a obtener los puntos criticos del
funcional F'(z(t)) = 0 6 encontrar criterios necesarios y suficientes para la existencia
de puntos criticos, asi como de condiciones que permitan su calculo.

Existen muchos métodos para encontrar el minimo de un funcional F, en este
trabajo buscaremos al minimo siguiendo el Teorema de Weierstrass generalizado,
para funciones continuas en espacios compactos de dimension infinita, para esto, se
requieren conceptos basicos de topologia y de analisis funcional.

Para el caso de dimensién infinita, tenemos las siguientes caracteristicas:

= Los compactos en la topologia fuerte son pocos, por ello consideraremos a la
topologia débil.

= El funcional deberd ser semicontinuo inferiormente en la topologia débil, es
decir, débilmente semicontinuo inferiormente.
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Para resolver el problema de compacidad, se considera a X como un espacio de
Banach reflexivo dotado de la topologia débil para que todo acotado sea relativamente
compacto. Para poder pasar al limite supondremos que F' es débilmente semicontinuo
inferiormente. Esto es,

1. Se elige una clase de funciones X junto con una nocién adecuada de convergencia
para que X sea completo.

2. Hay que mostrar que F' esta bien definido en X y que esta acotado inferiormente,
de modo que F(zy) — 1’n§( F(x) sea finito. Esto implica que se puede construir
re

una sucesién minimizante, x, € X, tal que F(zy) — in}f{F(m).
Te

3. Debemos probar que F' es semicontinuo inferiormente (secuencialmente), es
decir, que xp — x implica

F(z) < lilgn inf F'(zy)

4. Finalmente, debemos demostrar que X es compacto (secuencialmente) con
respecto a la convergencia considerada en el punto 1.

2.1. Conceptos de analisis funcional y resultados
previos

En esta secciéon vamos a introducir algunos conceptos de Anélisis Funcional,
asi como algunos resultados bésicos de calculo de variaciones para establecer los
teoremas necesarios para la demostracion de los resultados de esta tesis.

Definicién 2.1. Un espacio vectorial normado (X, || - ||x) es un espacio vectorial
(sobre un campo K, que puede ser real o complejo), equipado con una funcién
|- ]| : X — R llamada norma, la cual cumple:

i) ||z]|x > 0 donde = € X, la igualdad se cumple si y sélo si x = 0,
i) || Az]|x = |A|||z||x paratodaz e X y A € K,
iii) ||z +yllx < llzlx + lyllx para toda z,y € X.

Ejemplo 2.2. Espacios normados.

1. C%a,b] == {f : [a,b] =K | f es continua en [a, b]} con || f| = |f]o = rg[éog} |f(x)]|.
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2. Cla,b] = {f : [a,b] =K | f es continuamente diferenciable en [a,b]} con

I711= 11 = mis | (@) + mix | (z)]

z€[a,b]

" 1/2
5. et con 111 = 5o = (f oras)
Definicién 2.3. Si X es un espacio vectorial normado y completo (toda sucesion de

Cauchy converge en X)), entonces X es un espacio de Banach.

Ejemplo 2.4. Espacios de Banach.

1. Los espacios de funciones C°[a, b] con la norma | f|o y C'[a,b] con la norma | f];
son espacios de Banach.

2. Ca,b] con la || f|lo no es un espacio de Banach ([4], pagina 38).

Definicién 2.5. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial completo, con respecto
a la norma definida por el producto interior, || - || = /(- ).

Observacién 2.6. Cada espacio de Hilbert es un espacio de Banach con la norma
inducida por el producto interior que tiene asociada el espacio de Hilbert.

Ejemplo 2.7. El espacio

L*a,b] = {f(z) con /bf(z)zdx < oo}

a

donde la integral es tipo Lebesgue, equipado con el producto interior

b
(f.9) = [ F@) g(a) da
es un espacio de Hilbert.

Definicién 2.8. Sean X y Y dos espacios de Banach. Un operador 7" : X — Y es
compacto si para todo subconjunto M acotado de X, la imagen T'(M) es relativamente
compacta, esto es, T'(M) es compacto.

Teorema 2.9 (Representacién de Riesz). Todo funcional lineal acotado F en un
espacio de Hilbert X puede ser representado en términos del producto interior, es
decir,

F(z) = (z,v)
donde v es unico y depende de F, y tiene norma ||v| = ||F||.
Demostracidn. Ver la demostracién en [16] pagina 189. O
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2.1.1. Espacios reflexivos

Definicién 2.10. Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado. Definimos la norma
del funcional lineal g : X — R como

gl = P, l9(z)| € RT U {+00}. (2.1)

Ademas, definimos
X*={g: X — R lineal con ||g|l. < oo}.
X* equipado con la norma (2.1) es llamado el espacio dual de (X, || - ||).
Sea X un espacio de Banach y f € X*. La funciéon ¢y : X — R genera la

aplicacién pr(x) = (f, z).

Cuando f recorre X* se obtiene una familia {¢;}fex+ de aplicaciones de X a R.
Definicién 2.11. Sea X un espacio de Banach y sea i : X — X* la inyeccion
canénica definida como (i(z),(f)) = (f,z) para todo x € X y f € X* como

consecuencia del Teorema de Hahn-Banach, esta inyeccién es inyectiva, en caso de
que 7 sea suprayectiva (i(X) = X**), entonces X es reflezivo.

Lema 2.12. Sea X un espacio de Banach, entonces X es un espacio reflexivo, si y
solo si, X* es reflexivo.

Teorema 2.13 (Eberlein-Smulian). Sea X un espacio de Banach tal que toda
sucesion acotada {x,} en X tiene una subsucesion {x,, } en X convergente en la
topologia débil o(X, X*), entonces X es reflexivo.

Demostracion. Ver la demostracion en [4], pdgina 50. O

2.1.2. Espacios de Sobolev

Definicién 2.14. El soporte de una funcion continua es el complementario del mayor
abierto sobre el que f se anula. Se dice que una funciéon tiene soporte compacto si el
conjunto donde no se anula, forma un conjunto cerrado y acotado, es decir,

supp [ = {z € R[f(z) # 0}.

Definicién 2.15. Denotamos por C*(Q) el espacio de Banach de las funciones
continuas con soporte compacto, equipado con la norma

[ul| = sup [u(z)].
e
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Ahora, consideremos p € R con 1 < p < oo,y I = (a,b). Definimos
b
LP(I)={f:1—R| f es Lebesgue medible y/ |f|P < oo}

Definicién 2.16. Sea I = (a,b) un intervalo acotado o no, y sea p € R con
1 < p < oo, un espacio de Sobolev WP(I) se define como

Whe(1) = {x € LP(I)| Jy € LP(I) tal que /:Ego' = —/ygp‘v’ap € C’i([)}

Definicién 2.17. Sea I y p descritas como en la definicién anterior, entonces
definimos a H“P(I) como la completaciéon de {z € C*(I) : ||z|:, < oo}, donde

lellip = (r((®)F + [(t)[)dt).

Obsérvese que no siempre H'P = WP (ver [26], pdgina. 67).
En particular si p = 2, tenemos que H' = H“*(I) = WY(I) y

W2 ([) = {:c e 1(D)| 3y e I*(I) tal que [ag' = — [yp Vo€ Cg(f)} .

Proposicién 2.18. EIl espacio WP es un espacio de Banach para 1 < p < oo. El
espacio WP es reflevivo ' para 1 < p < 0o y separable para 1 < p < oo. El espacio
H' es un espacio de Hilbert separable.

Demostracion. Ver la demostracién en [4], pagina 121. O

Teorema 2.19 (Densidad). Sea u € W'P(I) con 1 < p < oco. Entonces existe una
sucesion {u,} en C°(R) tal que u"‘[ —u en WHP(I).

Demostracion. Ver la demostracién en [4], pagina 127. O

Teorema 2.20. Eziste una constante C (dependiente sélo de |I| < 0o) tal que
ullpe(ry < Cllullwisgy  para todaw € WHP(I),  para toda1l < p < oo,

dicho de otro modo W'P(I) C L>(I) con inyeccidn continua para todo 1 < p < oco.
Ademds cuando I es acotado se verifica

(a) la inyeccion W'P(I) C C°(I) es compacta para 1 < p < oo.
(b) la inyeccion WHH(I) € LY(I) es compacta para 1 < q < 00.

Demostracion. Ver la demostracién en [4], pagina 129. O

IEsta propiedad es una ventaja considerable del espacio WP con respecto al espacio de funciones
de clase C', el cual no es reflexivo.
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2.1.3. Convergencia débil y convergencia fuerte

Definicién 2.21. (Convergencia Fuerte) Una sucesién {z,} en un espacio vectorial
normado X, converge fuertemente si existe un elemento x € X tal que,

lim ||z, —z|| = 0.

n—oo

Se dice que x es el limite fuerte de {x,} y se denota como lim x, = x, 6 simplemente
n—oo
Tp — .

Definicién 2.22. (Convergencia Débil) Una sucesion {z,} en un espacio vectorial
normado X, converge débilmente si existe un elemento x € X tal que, para cada
f € X* se cumple

lm f(zn) = f(x)

n—oo

Se dice que x es el limite débil de {x,} y se denota como x, — z, o simplemente
Tp — T.

Definicién 2.23. La topologia débil sobre X, denotada por o(X, X*), es la topologia
menos fina (con un nimero minimo de abiertos) sobre X, tal que todas las aplicaciones
{¢f}rex+ son continuas.

Lema 2.24. Sea {x,} una sucesion débilmente convergente en un espacio normado
X. Entonces:

i) El limite débil x de {x,} es unico.
ii) Toda subsucesion de {x,} converge débilmente a .

ii1) La sucesion {||x,||} es acotada.

Demostracion. Ver la demostracién en [16], pagina 258. O

Definicién 2.25. Sea 2 un subconjunto de X. Decimos que €2 es débilmente cerrado
si para toda z,, € €2, tal que x,, — x, se cumple que = € €.

Proposicién 2.26. Sea {x,} una sucesion en X tal que
i) T, — x en (X, X*) siy solo si (f,x,) — (f, ), para toda f € X*.

ii) Si x, — x, converge fuertemente, entonces x,, — x converge débilmente para

(X, X™).

Lema 2.27 (Convergencia fuerte y débil). Sea {z,} wuna sucesion en un espacio
vectorial normado X, entonces se cumple lo siguiente:
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i) Si {x,} converge fuertemente, entonces {x,} converge débilmente al mismo
limite x.

i1) Si dim X < oo, entonces la convergencia débil implica la convergencia fuerte.

Demostracidn. Ver la demostracién en [16] pagina 259. O

Definicién 2.28. Sea X un espacio de Banach reflexivo, decimos que un funcional
lineal F': X — R es débilmente semicontinuo inferiormente, si dada una sucesiéon tal
que z,, — x, se cumple que F(x) < liminf F(x,).

n—oo

Lema 2.29. Sea {z,} una sucesion en X. Entonces se satisfacen las siguientes
afirmaciones:

i) Six, — x converge débilmente en o(X, X*), entonces ||z| < lm inf |xal|, es decir
—
la norma es débilmente semicontinua inferiormente.

ii) Si x, — = converge débilmente en o(X,X*) y f. — f converge fuertemente en
X* (es decir, || fn — f|| — 0), entonces fn(x,) — f(z).

Demostracion. Ver la demostracién en [4], pagina 36. O

Definicién 2.30. Sean X y Y espacios de Banach. Un operador T' € L(X,Y)
(conjunto de funciones lineales de X a Y') es compacto, si para toda sucesién acotada
{z,} C X, {T(x,)} tiene una subsucesiéon convergente en Y.

Teorema 2.31. Sea T' : X — Y un operador compacto y {x,} una sucesién
débilmente convergente a x en X, entonces {T(x,)} converge fuertemente a y = T'(x)
enY.

Demostracién. Ver demostracién en [16], pagina 410. O

Ahora, vamos a definir una topologia particular sobre el espacio dual X*, la cual
es una topologia débil*, denotada por o(X*, X). Para cada = € X, consideremos la
aplicacion ¢, : X* — R definida por ¢,(f) = f(z). Cuando x recorre a todo X,
obtenemos una familia de aplicaciones {y, },cx continuas.

Definicién 2.32. Una topologia débil*, denotada por o(X*, X), es la topologia menos
fina (con un ndmero minimo de abiertos) sobre X* de tal forma que todas las
aplicaciones {¢, },cx son continuas.

Teorema 2.33 (Banach—Alaoglu-Bourbaki). La bola unitaria en X*, es decir Bx~ =
{fe X" |fll <1} es compacta en la topologia débil* o(X*, X).

Demostracion. Ver la demostracién en [4], pagina 42. O
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2.1.4. Variacion de Gateaux y derivada de Fréchet

Como estamos en busca de condiciones para que el funcional F': X — R U {co}
tenga un minimo, necesitamos una generalizacion del concepto de derivada, la mas
simple es la derivada de Gateaux.

Sea X un espacio de Banach equipado con la norma || - |[x y sea F(z) < +oc.
Consideremos que para cada h € X existe un funcional acotada L en X, tal que

lim ~{F(z + sh) — F(z) — L(sh)} = 0

s—0 g
0 equivalentemente

lim %{F(x +sh) — F(2)} = L(h)

entonces 0, F'(h) := L(h) es llamada la variacion de Gateauz de F' en x en la direccién
de h € X.

Sea ©, = {h € X tal que §,F(h) existe}, es decir el espacio de direcciones para
los cuales estd definida la variacién de Gateaux. La aplicacién 6, F : h +— §,F(h) es
llamada variacion de Gateaux (o primera variacién) de F' en z, la cual es lineal en el
espacio de variaciones admisibles en x.

F se dice que es Gateaux diferenciable en z € X si ®, = X y en este caso 0, F es
llamada la derivada de Gateauxr de F' en x.

Observacién 2.34. Notemos que si s € R es suficientemente pequeno, podemos
tomar s — F'(z + sh), y como consecuencia, si existe la variacién de Gateaux de F
en x en la direcciéon de h, debemos tener

d
. F(h)=—F h
(h) = G F@+sh)|
Definicién 2.35. Sea F' : X — R U {+oc0} un funcional, y supongamos que
F(z9) < 400. Decimos que F' es Fréchet diferenciable en xq si existe L € X* tal
que

L se llama derivada de Fréchet de F en zq y se denota por DF(xg) = L.

Si DF(z) = 0, entonces z es llamado punto critico de F. Si Xy C X es un
subespacio de X y DF(x) = 0 es un funcional lineal en T, X, entonces z es llamado
punto critico de F en Xj.

Si F' es diferenciable en el sentido de Fréchet, claramente F' es continua, Gateaux
diferenciable y DF(x) = §,F, donde ambas estédn bien definidas. Por otro lado, si X
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es un espacio de Hilbert con producto interior (-, -)x, entonces por el Teorema de la
Representacion de Riesz, existe un inico VF(z) € X, llamado el X - gradiente de F
en z, tal que DF(x)(h) = (VF(x),h)x, para todo h € X.

Lema 2.36. Sean F', X, ©, definidos como antes. Supongamos que F restringido al
subconjunto Xo de X tiene un extremo relativo finito x € Xy. St existe un subconjunto
balanceado® no vacio B de D, tal que satisface que v + B C Xy, entonces

0. F(h) =0 para cualquier h € B.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que F'|x, tiene un minimo z,
entonces para cualquier |s| < 1,con h € By ztsh € X (ya que B es un subconjunto
balanceado), tenemos

1
—0,F(h) < E{F(x +sh) — F(x) — 6, F(sh)},
(2.2)
1
. F(h) < E{F(x —sh) — F(x) + 0, F(sh)}.
Luego de (2.2) tenemos que cuando s — 0, =0, F(h) < 0y 6,F(h) < 0, y como
consecuencia concluimos que d,F(h) = 0. O
2.1.5. Ecuaciéon de Euler—Lagrange
La ecuacion de Fuler—Lagrange en calculo de variaciones es la condicion necesaria

para la existencia de un maximo o un minimo, a lo largo de esta seccién se daran los
detalles de esta afirmacién.

Sea T" > 0, un entero positivo y sea F' un funcional definido como

donde

reXx = HY0,7],R") =W"%([0,T],R")

v fiR*"XR"xR — RUU{+00} es acotada inferiormente y de clase C* en un conjunto
abierto de la forma ) x R™ x R.

2Un conjunto C' se dice balanceado si dado un z € C'y X € R tal que |\| < 1 se tiene Az € C.
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Supongamos que se cumple lo siguiente
re H(0.T10) v <Efa(t),i(0).1) € C°(0,T) B 24)

donde z € C*([0,T],R™) y por lo tanto f(z,z,t) es C' en &, pues suponemos que
f € C? en un abierto de la forma Q x R® x R® C R x R™ x R".

Sea h € C'([0,T],R™). Para toda |s| suficientemente pequena, z(t) + sh(t) € €,
para todo t € [0,7] y

flx+ sh, @+ sh,t) = f(x,i,t) + (%f(:c,i,t)%—l—if(:c x,t) - >s+0( %).

ox
0
Yaquex € H'y — pe (z,,t) es continua, tenemos que
t Q0
B(t) = [ 5 Falr), (), 7)dr

T 0
esta bien definida. Integrando por partes / e f(x,2,t) - h dt, obtenemos
0o Ox

F(x + sh) — F(x)

= /OT (a%f(a;,j:,t)-h+3.f(a:,9‘:,t)-h> dt + O(s)

_ +/< f(z,@,1) x(t))hdt+0(s).

Notemos que la integral

T/(9 ' ,
/0 <%f(a:, & 1) — (I)x(t)> j dt

es una funcién continua. Ademés, considerando (2.4), tenemos que C*([0,T],R") C
Day

5,F(h) = ®,(T) - h(T) + /0 ' (% fla, i) — <I>x(t)> jv dt.

Por otro lado, es conveniente considerar al conjunto de variaciones admisibles
como un conjunto balanceado, es decir:

B. = {h e C1[0,T],R") : h(0) = h(T) = 0, sup |h(t)| < €}. (2.5)

te[0,T]
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Sea h € B, la variacién de Gateaux de F', es

5, F(h) = /0 ! <% Fla,i,t) — <I>x(t)> h dt. (2.6)

T 9 .
Integrando nuevamente por partes ahora / ER f(z,&,t) - h dt, tenemos que
0o O

d o ,
+/ < f(z,a,t) dt%f(x,x,t))-hdt.

Luego si h € B, entonces la férmula para la variacion de Gateaux estda dada por

5, F(h) = /OT ((%f(:c,x‘,t) - %a—f(:c & t)) hdt (2.7)

Ahora, vamos a calcular la variacion de Gateaux de determinados funcionales.

Ejemplo 2.37. Sea F': Q C X — RU {co} un funcional definido como
T
) = [ (0P + alole()) d, - a(0),b(t) € O'(R).

donde Q = {z € H*([0,T],R) : x(0) = z(T)} es el dominiod de F.
Dados z,y € Q) tal que, x + sy € 2 para toda s € R. Tenemos que,

Alwtsy) = [ [ale) - G(0) + s9(0)? + B01) - (6) + sy(0)7]
= [ o) G0 00 (0] dt
+2s /0 U lal)d®)i() + be)z(ty()] dt

457 [ (a0 + 6O (0] dt

Por la Observacion 2.34 tenemos que

5xF(h):gfx I, t)

d
0. A(y) = %A(:c + sy)

=2 / £) + b(t)x(t)y ()] dt.

Por ttlimo para obtener la derivada de Gateaux, calculamos la integral anterior

por partes,
T
—2/ ) + ai(t tdt+2/bta:t

— 2a(T)i(T)y(T) — 2a(0 )+ 2 / —a(®)i(t) + b(6)z(t)] y(t) dt

= 2 [ [—al)i(t) - a(t)a(t) + b(O)x(®)] y(t) dt.

0 A(y) = 2a(t)(t
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Ejemplo 2.38. Sea
T (m o
= —|e(t)]* + —— | dt
e = | (G0 + )
con x € H'([0,T],C). Sea h € B, dado por (2.5), luego por (2.7) la variacién de

Gateaux es: . .
5o A(h) = /0 <m:r'(t) - a|§((t))|3> b dt.

Ahora vamos a enunciar un resultado conocido como Lema Fundamental del
Célculo de Variaciones o Lema de Du—Bois Reymond, el cual proporciona una primera
condicion necesaria para la existencia de un minimo.

Lema 2.39 (Du Bois-Raymond). Si H € (C°[0,T],R") y

T .
/ H(Oh(t)dt = 0
para cualquier h € B, entonces existe ¢ € R™ tal que H(t) = ¢ para t € [0,T].

t

(H(1) — ¢)dr, con k > 0 elegido

1 /T

Demostracion. Sea ¢ = T/ H(t)dt y h(t) = c
0

(H(t) — ¢), de donde H(t) —c =

tal que supjy 7 |h| < €. Entonces h € B, h(t)
kh(t). Luego

|| = =
S

/OT |H(t) — c|*dt = /OT(H(t) —¢)(H(t) — c)dt

y como consecuencia

/(]T|H(t)—c\2dt - k/OT(H(t)_c) h(t)dt
= k[ HOhwa—k [ e har

T .
— 0- kc/ h(t)dt
0
= —ke(h(T) —h(0)) =0
pues h € B.. Por lo tanto H(t) — ¢ = 0, y como consecuencia H (t) = c. O

Teorema 2.40. Sea F, f, X, B, definidos como en (2.3), (2.4) y (2.5). Supongamos
que F restringido al subconjunto Xy de X tiene un extremo relativo en x, y x+B, C X,
para algun € > 0, entonces

d 0

0

donde t € [0,T.
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Demostracién. Iniciemos por observar que B, estd contenido en . (variaciones
admisibles en ) y 9B, es un conjunto balanceado para ¢ > 0. Ya que = es un extremo
relativo de F' |,, tenemos que §,F'(h) = 0. Por los Lemas 2.36 y 2.39 y la férmula
(2.6)

5, F(h) = /OT <%f(x, it) — <I>x(t)> hodt =0,

a . ) 7i ) Y - *

t 0

para cualquier ¢t € [0,7]. Por hipétesis / p f(x(r),z(7),7) es diferenciable con
a i

respecto a t, asi como 2 f(x, &, t). Derivando (2.9) obtenemos

d o : 0 -
T orf (0, (1) 8) = o f(a(t), &(t), )

la cual es la formula (2.8).

Ahora consideremos que X, es un subespacio de X. El cdlculo de la férmula (2.6)
se realiza bajo la hipotesis de que se cumple z + B, C X,y. Luego, si  es un punto
critico de F' en X, se cumple 0, F(x) = DF(z) y por el Lema 2.39 la férmula (2.8)
se cumple en [0, 7. O

Observaciéon 2.41. El resultado anterior afirma que las ecuaciones de Euler—
Lagrange (2.8) son condiciones necesarias para la existencia de un minimo del
funcional de accién F', sin embargo una soluciéon x de la ecuacién de Euler—Lagrange
no necesariamente es un punto critico de F, pues la derivada de Fréchet DF(z) no
siempre existe.

2.2. Calculo de variaciones en el problema de los
n Cuerpos

En esta seccién vamos a estudiar el problema de los n cuerpos en el ambiente
variacional. Sea V. = {z € (R®)" : myz; + -+ + muz, = 0} el espacio de
configuraciones, es decir, el espacio de posiciones con el centro de masa en el origen
de coordenadas, y sea

X =H'([0,T],V)=W"([0,T],V). (210)
El Lagrangiano L(x, %) de x € X esta definido por

) ) 1 . mim;
L(z,2) = K(z) + U(x) :§ka\xk\2+ > —, oy = lr -yl (2.11)
k=1

1<i<j<n Tij
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Notemos que el Lagrangiano esta bien definido casi en todas partes, pues x es
absolutamente continua. Sea Q = V \ A, donde A = {z = (zy,...,z, € (R®)" :
x; = x; para alguna i # j} es el conjunto de colisiones. Sea z(t) € € para cualquier
t € [0,7T], y vamos a suponer que z satisface las condiciones dadas en (2.4).

El funcional de accién A : X — R {400} asociado a la ecuaciéon de movimiento
de n cuerpos (1.1) en el intervalo [0, 7] estd definido por

Alz) = /0 " L, @)t (2.12)

Observemos que H'([0,T], V) es el espacio natural de trayectorias, pues la integral
contiene términos con derivada al cuadrado.

Notemos que L(z,y) como una funcién del espacio tangente de V (T'V) es
diferenciable en (x,y) excepto para z € A. Si x € V \ A para t € [0,T], entonces
existe un € > 0 pequeiio tal que, z(t) + h(t) € V' \ A para todo t € [0,T] € B, donde

B, = {h e C'([0,T],V) : h(0) = H(T) = 0, sup h(t)] < €} (2.13)

Por el Teorema 2.40 se concluye el siguiente corolario.

Corolario 2.42. Sea A, X, B, definidas por (2.10), (2.12) y (2.13). Supongamos
que existe un extremo relativo x de A en el subconjunto Xy de X. Si x +B. C Xy y
x(t) € V\A para cualquier t € [0,T), entonces z(t) es una solucion de la ecuacion
de movimiento del problema de los n cuerpos.

Por otro lado, supongamos que Xq es un subespacio de X, y x es un punto critico
de A en Xo. St x + B, C Xy, entonces x(t) resuelve la ecuacion de movimiento para
el problema de los n cuerpos para todo x(t) € V' \ A.

2.2.1. Principio de simetria de Palais

En esta seccién trataremos la relacion entre los puntos criticos y las simetrias del
funcional F'. Si restringimos F' a un subespacio Xy de X, con frecuencia es conveniente
considerar elementos en X los cuales comparten ciertas simetrias de F.

Supongamos que G es un grupo que actia en Xy por difeomorfismos a través de
la accién p : G — Diff(Xy) y supongamos que F' es p invariante en X, (es decir,
F(p(g)r) = F(x), para todo = € X;).

Sea
Xb={x e Xy:plg)r=2VgeG} (2.14)

es decir, el conjunto de elementos p invariantes en X,. Decimos que X es un
subespacio, si p es una representacién lineal (es decir, p(g) es un automorfismo lineal
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para todo g € G). El conjunto de puntos criticos de la restriccién I |x,: X9 —
RU{+oc0} son llamados p— puntos criticos de F en X,. La pregunta natural que
surge es: jun punto p— critico es un punto critico?. El siguiente teorema responde a
esta pregunta.

Teorema 2.43. Sea F el funcional definido como en (2.3) y X = H'([0,T],R").
Consideremos a Fx,, donde Xy es un subespacio de X. Sea G un grupo que actia
sobre Xo a través de la representacion ortogonal p : G — GL(Xy), donde GL(X)
denota el grupo de automorfismos lineales en Xy. Supongamos que F|x, es invariante
bajo la representacion p y es Fréchet diferenciable en x € X,.

(a) Sea x € X un punto p— critico de F' en Xg, entonces x es un punto critico de
F en X,.

(b) Sean f, B, como en (2.4) y (2.13). Si Xo+B. = Xy para algin e > 0, entonces

un punto x, p critico de F' en Xy es solucion de la ecuacion de Euler—Lagrange

(2.8).

Demostracion. Denotemos a F|z, = F. Como F' es invariante bajo la representacién
p v es Fréchet diferenciable en p(g)x para toda g € G, entonces

DF(x) = D(F o p(g))(x) = DF(p(g)x) o p(g).
Sea VI (z) el gradiente H! de F en x, ya que p(g) es ortogonal, tenemos que

(VF(x),h)g = DF(x)(h)
= DF(p(g)x)(p(g)h)
= (VF(p(g)x), p(g)h)
= (p(g)"'VF(p(g)x), h)m: Vg € G, Vh € Xy

Es decir, VF' es equivariante con respecto a p en el sentido de que se satisface
p(g)VF(x) = VF(p(g9)x) para toda g € Gy = € Xy.

Por otro lado, supongamos que z es p invariante, entonces p(g)VF(z) = F(z)
para toda g € G, luego VF(z) € X{. Si x € X{ es un punto p—critico de F' en X;, por
definicién de gradiente, VF(z) es ortogonal en Xf. Por lo tanto VF(z) = 0, es decir
los puntos p—criticos de F' son puntos criticos de F' en X, por lo tanto se satisface la
primera parte del Teorema.

Por el inciso (a) todo punto p—critico de F'|x, es un punto de F|x, y por el Teorema
2.40, x satisface la ecuacion Euler—Lagrange. O
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2.3. Existencia de minimizadores

2.3.1. Principio variacional

T
El funcional de accién A(x) = / L(zx, %) dt (asociado al problema de n cuerpos)

0
restringido al espacio X = H'([0,T],V) 6 H*(Sr,V) con Sy := [0,T]/{0,T}, no
alcanza su minimo. Tenemos que A(z) > 0 para toda x € X. Consideremos la sucesién
@F @), ..., 2W (1)) € (R®)" definida por

xl(k)(t) = (kcos(2mi/k), ksen (2mi/k),0).
Esta sucesion z®) es divergente y A(z®)) — 0 cuando k — +o0. Luego infzx A = 0,
es decir, el infimo no se alcanza en X.

Por otro lado, el Teorema 2.40 y Corolario 2.42, nos permiten restringir el
problema al subespacio X, de X. Para asegurar la existencia de minimos, el subespacio
a elegir debe ser de tal forma que las sucesiones convergentes puedan ser minimizantes.
Una condicién para garantizar esto es pedir que A sea coercitivo en Xy C X.

Definicién 2.44. Un funcional F' en un espacio normado X, es llamado coercitivo
en un subconjunto Xy C X si F(xr) — 400, cuando ||z|| — 400,z € Xo.

Definicién 2.45. Un funcional F' es coercitivo, si y sélo si exiten dos constantes
positivas «, f € R tal que se cumple F(z) > a|z| + 3, para todo = € X.

Teorema 2.46. Sea ® un espacio de Banach reflexivo, con norma ||-||, y sea Do C D
un subconjunto débilmente cerrado. Supongamos que F : D — R U {+oc}, satisface
las siguientes condiciones:

(a) F es coercitivo en Dy,

(b) F es secuencialmente débilmente semicontinuo inferiormente en Do,
entonces F' restringido en ©g es acotado inferiormente y alcanza su minimo.

Demostracion. Si F' = +00 no hay nada que demostrar. Supongamos que F' # +00,
F|p, es acotado inferiormente pues I es coercitivo (Definicion 2.45). Sea {z,} € ©,
una sucesién infinizante, es decir lim, ., F'(z,) = infgp, F(z) = 7 y existe una
constante M > 0 tal que ||z,|| < M en . Por el Teorema 2.33 y por reflexividad
Do es compacto en la topologia débil*. Por el Teorema 2.13 (Eberlein-Smulian)
es secuencialmente débilmente compacto, entonces {x,} tiene una subsucesién que
converge en la topologia débil, sin pérdida de generalidad z, — x en ®,, pues
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Do es débilmente cerrado. Como F' es secuencialmente débilmente semicontinuo
inferiormente en ®, entonces,

F(z) < liminf F(z,) = inf F(z) = 4
— 00 0

y por lo tanto F' alcanza su minimo en ®j. O

2.3.2. Funcional débilmente semicontinuo inferiormente A

Para aplicar el Teorema 2.46 al sistema de ecuaciones que corresponde al problema
de n cuerpos, es necesario probar la semicontinuidad débil inferior del funcional de
accion correspondiente. Iniciemos con el siguiente lema.

Lema 2.47. Sea A, L, X definidos como en (2.10), (2.11) y (2.12). Entonces A es

secuencialmente débilmente semicontinuo inferiormente en X.

Demostracion. Sea zF) = (x§ ), ... %)) una sucesién en X, la cual converge débil-
mente a * = (z1,...,,). Es suficiente considerar el caso en que

lilgn inf A(z™) = ¢ < 400. Si fuese necesario tomar una subsucesién de z*), podemos
suponer sin pérdida de generalidad que A(z®)) es acotada y kh’m A(z®) = ¢ < +00.
Sea rz(f )= |xz(k) —:)sgk)|, entonces ri(]]-g) converge uniformemente a r;; en C°([0, 7], V),
pues el encaje X — C°([0,T],V) es compacto (Teorema 2.20). Para cualquier par

(i,7), con 1 < i < j < n, la sucesién es acotada en L'[0,T], pues A(z®) es

(k)
ij
acotada.

Sea E;; C [0,7] el conjunto de las drbitas z(t) que sufren colisién, con r;; # 0.
Notemos que la medida de Lebesgue de E;; es T'. Supongamos lo contrario, digamos

| [0, T\Eij | = kij > 0. Sea €;; = émimjmj y sea N;; € N, tal que ||7’,(Jk) —Tijllco < €;

siempre que k > N;; (observemos que la convergencia rz(f AN r;; es uniforme),
entonces 1
A(z®)) > m,-mj/ —=dt > —12 =C,
0.TI\Es; 1) €ij

]

lo cual contradice lo supuesto al inicio de la demostracion.

1 1
En el conjunto £;; la sucesion —y converge puntualmente a —. Luego aplicando
T3 T'ij

el Lema de Fatou tenemos

T T
/iﬁgmm 1o
0

k
Tij k—o0 0 ,r.f] )
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Como x® converge fuertemente a z en L2([0, 7], V) y como la norma es débilmente
semicontinua inferiormente (Teorema 2.29) , tenemos que para todo j, se cumple

sl = llasllin = llzsllze < lminf[la 3 — llz;] 7.
[e.e]

o . (k)2

= liminf |27

Como consecuencia,

1& T ) T m;m;
Aw) = 53 [milaglie+ X [P ar
j=1 ij

1<i<j<n
1, . T (k)2 o T mym;
< 511191101.#2/0 mjll;" |2 + minf 57 /0 ®
j=1 1<i<j<n ij
< lilgnian(x(k)).

Por lo tanto A(z) es secuencialmente débilmente semicontinuo inferiormente en X. [

2.4. El problema de los n cuerpos y la condicién

(NC),

En esta secciéon mostraremos un criterio general para la existencia de minimos.

Definicién 2.48. Sea X = H'([0,T],V), el subconjunto X, C X satisface la condicion
de (NC), en X, v € (0,2] si para alguna = € X, existe algin 7, € (0,77, tal que

2(0) - (7)) < (1= w)[x(0)] - |2(72)] (2.15)

Es claro que la ecuacion anterior es valida para v < 0, y falsa para v > 2
(por la desigualdad de Cauchy—Schwartz). Ademas, el hecho de que v € (0,2] es
independiente de que z € Xj, esto garantiza que las curvas en X, deben desviarse
de su posicién inicial en un cierto angulo. En este sentido la ecuacién (2.15) es una
condicion no central, la cual prohibe que las curvas se muevan solo a lo largo de la
direccion central.

Teorema 2.49. Sea X, L, A, B, definidas como en (2.10), (2.11), (2.12) y (2.5).
Supongamos que Xy es un subconjunto débilmente cerrado de X que satisface la
condicion (NC), para algin v € (0,2], entonces A es coercitivo y alcanza su minimo
en Xo. St ademds el minimo x € Xq satisface que x + B, C Xy para algin ¢ > 0,
entonces x es solucion de (1.6) siempre que x(t) € V '\ A.

48



Demostracion. Sea x € X y consideremos la funcién

O(z) = méx |z(sy) — x(sy)].
(@)1= mixfa(s1) - a(s2)

Ya que X, satisface la condicién (NC'),, escogemos un 7, € (0,7] tal que se

satisfaga
2(0) - x(72) < (1= w)[x(0)] - |2(72)]

Consideremos primero el caso donde x(0) # 0 y x(7,) # 0. Sea 6 el dngulo entre x(0)
y 2(72), 6 € [0, 7] (ver la Figura 2.2).

x(Tr)
R~
\ ~
N ZEN
\\ \\\

P
/
/
8
—~
(@)
SN—

Figura 2.2: |2(0) — x(7)| - sen¢ = |z(0)| - sen 6

Luego, ¢ = |z(0) — 2(7,)] > |z(0)|sené y la igualdad se cumple sélo cuando
x(0) — x(7,) es perpendicular a x(7,). Por hipdtesis tenemos que

2(0) - x(7) < (1= w)[x(0)] - |2(72)],

o equivalentemente,

s < 1)

|2(0)] - |2(72)|
Ya que z(0) - z(7,) = |2(0)] - |z(7:)| cos @, tenemos que cos < (1 — ). Realicemos el
estudio en varios casos.

= Caso 1. Si cos > 0 tenemos que

cos?f < (1 —v)?
1—sen?0<1—2w+172

sen 20 > 2v — /2

senf > \/v(2—v):=C,

Entonces |x(0) — z(7,)| = |x(0)|senf > C,|x(0)| y por lo tanto |x(0) — z(7,)| >
C|z(0)].
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= Caso 2. Si v = 2. En este caso tenemos que cosf < —1, § = m, ya que
| cosf| < 1. Esto implica que z(7,) y (0) son paralelos, luego z(7,) = Cz(0),
con C' < 0. Entonces, z(0) —x(7,) = 2(0) — Cz(0) = (1 - C)z(0), y por lo tanto
|z(0) — z(7,)| = (1 = C) |z(0)| > |z(0)] pues C < 0.

1 —v < 0 lo cual implica
< 0. Ademaés tenemos que
> |x( )%, pero v < 1 con
>C,

|(0)]-

s Caso 4. 0 < v < 1. Aqui tenemos que 0 < 1 — v, asi como cosf) < 0 con
0 € (5,7 Ya que x es continua, podemos elegir un nuevo 7, tal que

= Caso 3. 1 < v < 2. Esto implica que cosf <
que 7/2 < 0 < m, y se sigue que x(7,) - (0 )

[2(0) — 2(m2)[* = |2(0)* = 22(72) - #(0) + |2(7)|?

lo cual tenemos |2(0) — z(7,)| > |2(0)] = 1 |z(0 ;ﬂ|

cosf >0 y cosf <1—w.

Con lo cual el resultado se sigue del Caso 1.

Observemos que si (0) =0 6 z(1,) = 0, tenemos
|2(0) — 2(72)| = [2(0)] = C,]x(0)].
En conclusion, tenemos que en cualquiera de los casos siempre se cumple:
|2(0) — z(72)| = Cu|z(0)].

|2(0) — (7|

e , v por lo tanto para toda t € (0, 7] se cumple

Notemos que |z(0)| <

|2(0) — (7|

|[z(8)] < |2(0)] + 6(2) < c

Ahora, elevando al cuadrado e integrando, tenemos

Aﬁaoﬁﬁg(%_m)xuﬁr

v

Por otro lado, aplicando la desigualdad de Cauchy—Schwarz obtenemos la siguiente

desigualdad
‘/aﬁ‘S( um><T/|ﬂﬁ
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Finalmente la norma de Sobolev es acotada por la accién, pues se cumple:

T T
(I /0 \x|2dt+/0 | 2dt

TRt r
< (—+1) 6(:)3)2T+/ |2t
0

Cy
1 2 T T
< L .12 )
< [CV 1] TT/O B dt+/0 | 2dt
1 2 T
< |(=+1) T*+1 ik
< [(Cy+> +]/0|:)3|dt
2 [/1 2

donde m = min;{m;}. Esto implica que sf ||z||%:. — oo entonces A(z) — oo, es decir,
A |x, es coercitivo. Entonces por el Teorema 2.46 y Lema 2.47, el funcional de accién
A restringido a Xy alcanza su minimo.

Si x € Xy es un minimo tal que = + B, C X, para alguna ¢ > 0, entonces
por el Corolario 2.42, x es solucién de las ecuaciones (1.2) del problema de los n
cuerpos, siempre que x(t) € V'\ A. Con esto queda demostrada la segunda parte del
teorema. ]

Ejemplo 2.50. Sea X, = {x € X : 2(0),iz(T) € R}, entonces X, es débilmente
cerrado y satisface la condicién (NC'), (escogiendo 7 = 7, = T') para algun x € X,
entonces la ecuacion (2.15) se satisface con v = 1. Por el Teorema 2.49, A alcanza su
minimo en Xy y tal minimo resuelve las ecuaciones de movimiento para el problema
de n cuerpos, para x # 0.

Ejemplo 2.51. Sea X; el espacio de orbitas cerradas antisimétricas en X =
HY([0,T],V), es decir

X, ::{xE%:x(t):—x(t—i-%) dondeogtgg}.

X; es débilmente cerrado y satisface la condiciéon (NC')q: elegimos 7 = 7, = %, para
todo = € X;, entonces la ecuacién (2.15) se satisface con v = 2. Como consecuencia,
el funcional de acciéon A alcanza su minimo en X;, y tal minimo resuelve la ecuacién
de movimiento para el problema de n cuerpos y z(t) € V' \ A.

Observacién 2.52. La simetria z(t) = —z(t + ) es llamada simetria italiana en [7]
y [8] ya que ella fue introducida y estudiada por los mateméticos italianos: [10] y [9],
28].

o1



52



Capitulo 3

Métodos variacionales en el
problema de Kepler

En este capitulo caracterizaremos las soluciones elipticas T periddicas del pro-
blema de Kepler en R? (de perfodo minimo) como minimos del funcional de accién,
definido por la integral del Lagrangiano en el espacio de curvas cerradas, excluyendo
las colisiones, bajo la restriccion topoldgica de que el indice de rotacion del cuerpo
alrededor del centro de masa no sea nulo. Este resultado fue demostrado por Gordon
[14].

3.1. Resultados clasicos

Sea V' = C el espacio de configuracién, y consideremos el espacio de Sobolev
definido por X := H'([0,T],C) 6 X := H'(S7,C) donde Sy = [0,T]/{0,T}.

En el Capitulo 1 obtuvimos que las ecuaciones de movimiento del problema de
Kepler estan dadas por el sistema

. X
mi = —a—r-= (3.1)
|z]
y myima
donde x = |z; — 23| € C es el vector de posicién, m = ———— y o = myms.
my + My

El sistema (3.1) representa las ecuaciones de Euler-Lagrange del funcional de
accion definido por

o T . . T (m 12 mi1me
A(x)_/o L(x,x)dt—/o <2|x\ " )dt, rE X
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Ya que z € C, tomamos z = x; + ixy de donde 7 = rcosf y xo = rsend, y
obtenemos

712 = 72cos?0 — 2r70 cos O sen O + r20% sen 29,
Zy> = 72sen 20 + 2rif cos O sen 0 + 126 cos® 0
de tal forma que |#|? = 42 4+ 42 = 72 + 1262,

En términos de coordenadas polares, z(t) = r(t)e?®, el Lagrangiano estd dado
por

L(r,0,7,0) = K(r,7,0) —U(r) = %(f? + 2R+ % (3.2)

La ecuacion de movimiento en coordenadas polares toma la forma

o

{ miit —ré%) = 5. (3.3)

mr20 = J

donde J = |J|. Ahora, reordenemos los términos de la primera ecuacién del sistema
anterior para obtener

mi —mré? = —%

r

mi = —% + mré?
r
a J? ,

mr = _ﬁ W = efec(r>

J2
El potencial efectivo es Uefec(r) = 52 + U(r)

Recordemos que si el movimiento es colineal, el momento angular .J = 0. Por otro
lado, cuando J # 0, tenemos que r # 0y 6 # 0. Ahora realicemos el cambio de

variable u = — y eliminamos el tiempo en las ecuaciones (3.3). Hacemos uso de la

,
regla de cadena de tal forma que

b ld_ dd_ T
dt w2dt  uw?dfdt  mdb’

A2 mdt \df)  mde*dt Tz

d*r Ji(du)_ Jd2ud9__<i>2 s d*u
m

y obtenemos la ecuacién diferencial



la cual se transforma en

con solucion general
u(f) = ¢y cos @ + cosen b + %. (3.5)
Ahora, si tomamos ¢; = Rcosfy,co = Rsenfy, B> = ¢} + ¢3 y tanfy = 2 tenemos
c
que !
mao
u(f) = T + Bcos(0 —b6y), B>0, 6,€c]l0,2m) (3.6)
pues
Bcos(0 — 6y) = Bcosfcosby + Bsenlsenb.
En la ecuacién (3.6) r y 6 estan relacionadas en la siguiente expresion
p
0) = 3.7
r() 1+ ecos(f—6)’ (37)
2 2
donde 2p = — > 0 es el lactus rectum, e = —— > 0 la excentricidad. La ecuacién
mao mao
(3.7) es exactamente la ecuacién (1.16) obtenida en el Capitulo 1.
Ahora, consideremos la energia H en coordenadas polares, y obtenemos
H(r,0,i,0) = 2(7" + r20%) — .
— @ ,r',2 + J2 o
2 m2r2 (3.8)

@

T
J2 L) e
d@r r2 r
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1 d 1
Como u(f) = 0 entonces @u(ﬁ) - <@>, y usando (3.6) tenemos

H0.0) = 51 (WO + WO ) - aulo)
J2
o

22
B 9 o m o  2maB 9 o
=5 <B sen (6 — 6y) + T + 7 cos(6 — 6y) + B* cos™(6 — 90)>
-« (% + Bcos(f — 90)>
J? m2a?  2maB ma?
= %<B2 + i + 7 cos(f — 90)> ~ T Bacos(6 — 6g)
_ ma? N B2 ma® - 1ma?® N 1827
2J2  2m  J* 2 J2 2 m
_ ma? (B2J* .
202 \m2a?2
2
mao
=572 (2 —1).
Es decir,
‘ 2
H(r,0,7,0) = ??2 (€2 —1). (3.9)

A partir de las ecuaciones (3.7) y (3.9), tenemos que la érbita Kepleriana x con
momento angular J # 0 es periddica si y sélo si cumple una de las siguientes
condiciones:

FExcentricidad | Energia Orbita

2 .
e=0 H = —2% | @ es circular
0<ex<l1 H <0 x es eliptica

Supongamos que x es una Orbita Kepleriana eliptica con periodo minimo 7.
Escogiendo de manera adecuada las coordenadas y haciendo una traslaciéon de la
variable correspondiente al tiempo, sin pérdida de generalidad podemos suponer que
6o = 0y 6(0) = 0. Para la segunda ecuacién de (3.3) obtenemos

T T W . 2 2
JT e R N e s
2m  Jo 0 0o (1+ecosh)? (1—e2)2

Sea a el semieje mayor de la drbita eliptica, y consideremos la ecuacién (3.9),
demés d " entonces ¢ b °
ademas de p = —, entonces tenemos que 4 = ———~ = ——.
P = na q (1 —e2) 2H
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JT p*r

Como o = W, despejamos a T' y elevando al cuadrado para obtener lo
m — e“)2
siguiente
3 2
2 _ 2 p mp\ o gmp  Amme 4

La ecuacion (3.10) se refiere a la tercera ley de Kepler, es decir el cuadrado del periodo
es proporcional al cubo del eje mayor.

Otra forma de obtener la ecuacién (3.10) es tomar la primera igualdad de la
ecuacién (3.8) y considerar la variable auxiliar E (anomalia excéntrica).

Sea r definida por

r=a(l —ecosE). (3.11)

Despejando |77| de la primera igualdad de la ecuacién (3.8) y considerando la
ecuacion anterior, se tiene que

mr? 2a 2
1 [2a | 72 a(l —e?)
r{ m 2a 2
Por otro lado, tenemos que r_ 1 = —ecos E. Elevando al cuadrado ambos lados
a

y reordenando los términos obtenemos



Luego,

2 a(l —e? 1 /2 2
\/ a\/ 2e):—\/—a\/—g(ezcoszE—l)—§+%

9 2
:—1/ a\/ae (1 —cos? E)
:—\/ esenE
rV m
:a” a esen B/
ma
_ [ ( esen B )
1—ecosE

|| a < esen F >
rl=4/—(———= .
ma \1 —ecos F

-
Por otro lado, de (3.11) calculamos Fiok ademas consideramos la tltima ecuacion

dr— [m <1—ecosE>
|7 a esen E
ma
=a/— (1 —ecos E)dE (3.12)
—,/ % (1 —ecos E)dE.

Sea Tyin ¥ Tmaz 108 valores maximo y minimo que toma r, entonces tenemos

T 7"7mu1
52 - r—,/ %/ (1—ecosk) dE—m/ a?, (3.13)

Observemos que ésto es equivalente a lo obtenido en (3.10).

Por lo tanto

para obtener

3.2. El funcional de accién en el problema de
Kepler

Sea X = H'(]0,T],C), el funcional de accién asociado a (3.1) esta dado por

Alz) = /OT <%\:&(t)|2 v ﬁ) dt, r¢X.
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Proposicién 3.1. Sea Xy := {x € X : z(0),iz(T) € R}, entonces A alcanza su
minimo en Xo y cualquier minimo resuelve la ecuacion (3.1), donde x # 0.

Demostracion. Sea Xy un subespacio débilmente cerrado en X, esto se da por la
compacidad del encaje X < C°([0,T], V), ademés es cerrado en la topologia débil.

Sea x € X, y consideremos la funcion

d(x) = 51,?212[}0{1] lz(s1) — x(s2)].
Ademas notemos que
3(x) > |2(0) — 2(T)| = /|2(0)2 + (1) [2 > |x(0)].
Como [z(t)] — |z(0)] < |z(t) — CE( )| < o(x) = maﬁgﬂ |z(s1) — x(s2)], entonces
s1,s2€|0,

|z(t)] < |x(0)] 4+ 0(z) < 20(x), para cualquier t € [0,T].

Elevando al cuadrado e integrando, obtenemos
T
/meﬁgmm%
0

Por otro lado, aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz a |% - 1],

T 2 T T
Oﬂmu>g/|wﬁ/|wﬁ
0 0 0

Resolviendo la tltima integral, obtenemos

T 2 T
</ |5g~1\> gT/ | 2dt
0 0
1 /[ (T 2 T
TOﬁmu>g/|wﬁ
0 0
/T|'\2dt - 1 /T\SL’| 2 - §(x)?
0 * — T \Jo - T

Por ltimo calculamos la norma de Sobolev
T T T 2

ol = [ lalde+ [ liPde < (@72 4 1) [l < (472 4 1) (=) At).
0 0 0

de donde concluimos que A(z) restringido a Xy es coercitivo. Por el Teorema 2.46 y
Lema 2.47 tenemos que A(x) |x, alcanza su minimo. Observemos que B, C X, para
alguna € > 0. Ahora, por el Corolario 2.42, cualquier minimo resuelve la ecuaciéon
(3.1) siempre que = # 0. O

finalmente

Entonces obtenemos
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Proposicién 3.2. Sea X; = {z € X : x(t) = —z(t + L), donde 0 < t < L}, entonces
A(z) alcanza su minimo en X1, y tal minimo resuelve la ecuacion (3.1), con x # 0.

Demostracion. El subespacio X; C X es cerrado en las topologias fuerte y débil. Sea
x € Xy x(0) = z(T) puede extenderse a una funcién periddica en R con la simetria
italiana x(t) = —z(t + L), para alguna ¢ € R, entonces

1 T 21+t ?
lz(t)]? = 1e (t + 5) —z(t)] < 1 (/ |:)'3(7‘)|2d7'> Desigualdad de Jensel

d_/ d
8/ ‘T16 m)dr.

Por lo tanto al integrar con respecto de ¢, obtenemos

T N T2 [T N
| e < 3 [ i)

la norma de Sobolev es

el = [ e+ [ itar< (To1) [Tapar < (T41) (2) A
S 0 = \16 0 =\ 16 m ‘

Entonces el funcional de accién A(x) alcanza su minimo en X;.

Ahora, para verificar la tltima afirmacién de la proposicién necesitamos tener en
cuenta algunas cuestiones. Ya que el subespacio X; no contiene ningin ‘B, no se
puede aplicar directamente el Corolario 2.42. Consideremos el siguiente espacio de
funciones

= {z €X:2(0) = 2(T)}.

Si Xg + B. = X, para algin ¢ > 0, entonces el Corolario 2.42 se puede aplicar.
Observemos que X; C Xy el cual es invariante bajo la representacion ortogonal
p:Zy — GL(X) definida como

p(1)(z(t)) = —z (t 4 g)

Esto es X; = X§. El funcional de accién A no es coercitivo en X, entonces necesitamos
considerar los minimos de A(x) en X;. Tomando en cuenta que A|x, es p invariante, la
afirmacién de que cualquier minimo x € X resuelve la ecuacién (3.1), es consecuencia
del Teorema 2.43. O
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3.3. Accién de las orbitas Keplerianas elipticas y
colineales

Iniciemos con algunas definiciones necesarias para los resultados del resto del
capitulo.

Definicién 3.3. [15] Sea C' una curva cerrada y orientada, definida por z(t) con
t € [a,b], y sea p un punto del plano que no estd en la curva. Entonces, la funcién
¢ : C — S! dada por

(p_m t € [a, ],

|z(t) — pl’
define la aplicacion que da la posicién de la curva relativa al punto p. Cuando un
punto en C' da vuelta alrededor de la curva una vez, su punto imagen ¢(z(t)) se
moverd alrededor de S' un nimero de veces, este nimero es llamado el grado de la
curva (nimero de vueltas) C' relativo al punto p, y denotamos esto por grad(z, p).

Definicién 3.4. Si z(t) es una érbita T' periddica de grado k, definimos el periodo

minimo de la 6rbita como T La érbita ’ periodica se dice orbita de periodo minimo.

Sea z(t) = r(t)e?® una érbita Kepleriana eliptica con periodo minimo 7.
Supongamos que 6(0) = 0 y el dngulo fase y = 0. Luego al integrar la energia
potencial tenemos

T % 1 Tmax ]_
/ U(z)dt = 2a/ —dt = 2a/ —dr.
0 0 r

r min rr

Ahora, dado que

Tmax 1 1
2a/ Zdr = za/—,/ﬂa%u—ecosE) dE
Trin 1T T [0
T (1 — E
_ Qﬂrmag/ (1—ecosE)
0

r
™1

= QVmaa3/ —dFE = 2vV'maa? T
0 a a

= 2vVmaaT

y como consecuencia

/OT U(z)dt = 2v/maa .

Por lo tanto el funcional de accién esta dado por
T T T
Alz) = / (K (&) + Ulz))dt = / Hdt +2 / U(x)dt = HT + 4y/maa .
0 0 0
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Notemos que en la ecuacién anterior, se utilizé el hecho de que K (&) = H + U(z).
Ahora de la ecuacién (3.13), despejamos a = ( %\/% )% y tomando en cuenta que
H = —-, tenemos
A(x) = HT+4vmaar
- —2% +4y/maan

ol

El resultado anterior lo resumimos en el siguiente lema.

Lema 3.5. Sea x(t) una orbita de la ecuacion (3.1) con periodo minimo T, entonces
el funcional de accion estd dado por

Alz) =3 (mo‘2”2> 1, (3.14)

Notemos que la accién no depende de la excentricidad de la érbita e.

Observacién 3.6. Sea x = x(t) una Orbita eliptica Kepleriana T periédica con
periodo minimo 7', y sea y = y(t) una érbita eliptica Kepleriana T periddica con

periodo minimo = k € ZT. Entonces la érbita x se obtiene de repetir k veces la

orbita y, (z(t) = y(1)), y el funcional de accién es

2 2\ 3 1 , 2.2\5 | ,
kA(y) = 3k (mo‘ il ) (Z> — k33 <m0‘ il ) T5 = 3 A(2).

2 k 2

T
Por lo tanto la accién de la 6rbita y(t) con periodo minimo 7 s

1
2.2\ 3
Aly) = k33 (mO;” )3 s,

Es decir, la accién de una érbita con periodo minimo 7', es menor que la accién

de una orbita con periodo minimo —.

k
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Ahora consideremos las érbitas Keplerianas colineales (es decir con J = 0).
Una solucion extendida x(t) de la ecuacién de movimiento (3.1), con t € [0,7], es
una curva continua cuya trayectoria es la unién de érbitas Keplerianas y el origen.
Sea E, C [0,7] un conjunto cerrado en el cual = se anula. Por continuidad x(t)
inicia ¢ termina en colisién en cada componente de [0, T|\E,, de tal forma que las
componentes de z(t) son lineas rectas, pues las 6rbitas Keplerianas colisionan sélo en
configuracion colineal.

La figura 3.1 muestra una soluciéon extendida con una tnica componente, ademéas
de una solucion extendida de dos componentes. Esta tltima tiene componentes de
periodos 17 y T5, v el periodo total de la trayectoria es T' = T} 4+ T3, la cual inicia en
el punto de reposo ¢, luego la particula va hacia el origen, emergiendo de aqui con
un angulo arbitrario para moverse hacia el punto ¢y, donde toca la curva de velocidad
cero; luego en ¢, toma camino de reversa, y la trayectoria termina en ¢;.

\ 4

\/

Figura 3.1: Solucién extendida con una y dos componentes, respectivamente.

En este contexto, consideremos el caso de érbitas de colisién—expulsiéon con una
unica colision, es decir tomemos las orbitas Keplerianas que inician con velocidad
cero y se mueven hacia el origen hasta que ocurre colisién en ¢ = %, entonces las
masas después de colisionar regresan a su posicién inicial en t = T". Este es un caso
particular de las soluciones T periodicas extendidas para el problema de Kepler, las
cuales pueden ser consideradas como Orbitas elipticas degeneradas con e = 1. En este

caso momento angular es cero y el eje mayor a = |z(0)].

A partir de (3.11) y (3.13), la férmula del cuadrado del periodo (3.10) puede ser
obtenida para una de las érbitas colineales. Notemos que ésta no depende de e. Los
calculos para la accion de x son similares, esto es, ya que la colision ocurre al tiempo
%, definimos 7 = % y por tanto T" = 27. Luego como un caso particular del Lema 3.5
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tenemos

En [14], Gordon llama piernas a las componentes de las soluciones extendidas, por
lo tanto estas pueden ser érbitas de colisién—expulsion 6 expulsién—colisién. Si una
orbita extendida tiene k componentes con tiempos de colisién 7; entonces el periodo
total T' = Zle 27;.

Resumimos los ultimos célculos en el siguiente lema.

Lema 3.7. i) Sea x(t) una orbita Kepleriana colineal extendida con periodo minimo
T, tal que satisface

©(L)=0, z(t)==z(T —1), para todo t € [0,Z], &(0)=z(T)=0. (3.15)

Entonces el funcional de accion en x estd dado por (3.14).

ii) Si©(0) = 0 y la orbita x(t) se mueve hacia el origen hasta que ocurre una colision

en x(1) = 0, entonces
T 3 101
/ L(z,&)dt = §(ma27rz)§7'§.
0

Observacién 3.8. Observemos que g(t) = 3 es una funcién convexa para t € [0, 00).
Sea x una orbita periédica extendida del problema de Kepler, y sea t; las longitudes
de los componentes de E,. Si la accién de x es finita y consideramos >>;t; =Ty por
convexidad se cumple

zjjt]-%z(Zt) =T,

Como consecuencia la accion total satisface

1
ma2m? 1 ma’m?\ 3 1 £\ 3
t3 = 3 Ts —])

vV
W
/N
3
| 8,
3
[N}
~
Wl
=
/N o
g ]
A/~
NS
S~
N~ —
Wl




En particular si x es una érbita con una tnica colision tenemos que t; = ty = %
Luego la igualdad se cumple en la ecuacién anterior si y sélo si existe solo una colisién.
En otras palabras, la accion de las soluciones periédicas extendidas del problema de
Kepler de la forma (3.15) tienen una accién menor que las drbitas extendidas con

mas de una colision.

3.4. Teorema de Gordon

En 1977, W. Gordon [14] demostré que los minimos del funcional de accién A en
Xr para el problema de Kepler con periodo minimo 7', son exactamente las érbitas
Keplerianas.

En esta seccion vamos a redemostrar el Teorema de Gordon dado en [14] y
caracterizaremos los minimos de la accién en el espacio de las 6rbitas cerradas (lazos)
de grado k alrededor del origen (centro de masa). Si k& = +1, los minimos son
exactamente las elipses de Kepler, directas o retrégradas.

A pesar de que el funcional de accion A no tiene minimos en el espacio X :=
HY([0,T],C) 6 X7 := H'Y(S7,C), Sr = [0,7]/{0,T} (ver el ejemplo al inicio
de la seccién 2.3.1), Gordon demostré que cualquier 6rbita peridédica Kepleriana
con periodo minimo 7" es un minimo local de la accién A en Xp. Este resultado
revoluciono la aplicacién de los métodos variacionales en el estudio del problema de
los n cuerpos.

En la seccion anterior definimos el grado de una curva, la cual podemos considerar
de forma equivalente tomando grad(z;a) como el nimero de vueltas que da la curva
x(t) alrededor del punto a € C.

Iniciemos por considerar el espacio de curvas cerradas (lazos) Xr en X :=
H'([0,T],C) que dan vueltas alrededor del origen:

Xo:={xeXr:z(t)#0 y grad(x;0) # 0}
5:=XoU{z € Xr: A(x) < 400, x(t) =0 para alguna ¢ € [0,7]}.

Consideremos los siguientes espacios ya vistos en la seccién anterior:

Xo:={x € X:2(0), iz(T) € R},

3.16
X ={zeX:z(t)=-2(+1L) cuando 0 <t < I} (3.16)

El conjunto X3 no es subespacio y no es débilmente cerrado tanto en X como en Xr.

Lema 3.9. Sea A° ¢ € R denota el conjunto de nivel A~'((—oo,c]) C X7 de A,
entonces
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(a) A

x3 €S COoercitivo,
(b) X4 es abierto en X,

c) A°N X3 es débilmente cerrado en Xr para algin ¢ € R.
2

Demostracion. Para cualquier x € X3, existe algin 7, € (0,7) tal que z(0) y z(7;)
estdn en direccién opuesta, es decir x(0) - z(7,) = —|=(0)| - |x(7,)|, por lo tanto X3
satisface la condicién (NC), y por el Teorema 2.49, A|x; es coercitivo.

(b) Dado que el encaje H' — C° es compacto, tenemos que para cualquier z € X,
podemos definir €, := ||z]|co, el cual es un nimero positivo y se satisface

I = yllco < Cllz =yl < e

para alguna C' > 0 independiente de x, y para cualquier y tal que ||z — y||z <
Entonces y € X si y estd en una H! vecindad pequena de z.

Ex
C-

Ahora demostremos el inciso (c¢). En el caso A° N X5 = ) el resultado es obvio.
Luego, supongamos que A° N X5 # () y sea {x;} una sucesién en A°N X3. Ya que
A° N X3 es coercitivo, obtenemos que {x;} es acotada, y aplicando el Teorema de
Banach-Alaoglu [4], obtenemos que {z;} tiene un limite débil x € Xr. Sin pérdida
de generalidad supongamos que {x} converge débilmente a z. Notemos que como
consecuencia de la compacidad del encaje H' — C° se cumple z € X3. Por el Lema
2.47, tenemos

A(z) < h’lgn inf A(zy) < c.

Entonces z € A°N X3, y por lo tanto se cumple A° N X5 es débilmente cerrado. [

Ahora si, estamos en posibilidad de demostrar el Teorema de Gordon [14].

Teorema 3.10. A|x, alcanza sus minimos en las drbitas elipticas Keplerianas
soluciones de (3.1), donde T es el periodo minimo.

Demostracion. Sea ¢ € R tal que A°N X3 # (). Por los Lemas 2.47, 3.9 y el Teorema
2.46, el funcional de accién A alcanza su minimo en A°N X3.

Supongamos que z € X3\Xs es un minimo de A en X5. Por la observacién 3.8
x tiene una solucién extendida con una sola colisién en Sp, y ésta tiene la forma
(3.15). Por el lema 3.7, = tiene la misma accién que una 6rbita Kepleriana eliptica
con periédo minimo 7. Por lo tanto Alx; (y luego Alx,) alcanza su minimo en X,.
Por el Lema 3.5, estos minimos son érbitas Keplerianas elipticas de (3.1), donde T es
el periodo minimo. O
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3.5. Una propiedad minimizadora de las orbitas
circulares

En esta seccion se estudiara el problema de los minimos como en la Proposicion
3.1, donde el funcional de accién estd restringido a Xy C X = H'([0,T7], C),

Xo:={r e X :2(0),ix(T) € R}.

Notemos que X es el conjunto de trayectorias en X las cuales se mueven del eje real
al eje imaginario. El resultado mas importante en esta seccion es el siguiente:

Teorema 3.11. El funcional de accion A restringido a Xy tiene exactamente cuatro
minimos, donde cada uno es un cuarto de la orbita periodica circular para la ecuacion
del problema de Kepler con periodo minimo 47T.

Este teorema es debido a Chenciner-Desolneux [5] y Coti Zelati [9], y Kuo-Chang
Chen da una demostracion novedosa, la cual se presenta en este trabajo.

La existencia de minimos esta incluida en la Proposicién 3.1. Para poder demostrar
este teorema, es necesario probar los siguientes lemas.

Lema 3.12. Sea z(t) = 7(t)e®® un minimo de A en Xo. Entonces x resuelve a la
ecuacion (3.1). Por lo tanto si r(0) > 0 entonces 7(0) = 0, y si r(T) > 0, entonces
H(T) = 0.

Demostracion. La primera afirmacién es obvia, pues (3.1) es la ecuacién de Euler—
Lagrange del funcional de accién A y hay singularidad cuando x = 0.

El Lagrangiano en forma polar es

L(r,6,0) = (7 +r°6%) + 3.

Supongamos que r(0) > 0, entonces « resuelve (3.1) al menos en una vecindad de
0. Calculando la primera variacién de Gateaux de A con respecto a r en la direccién
de h, tenemos

oL oL T (0L dOL
. A(h) = SZH(T) = SZh(0) + /O (E _ %5> hdt

Como z es un minimo, entonces es solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange
y la primera variacién de



Como h es una variacién admisible para la variable r la cual es suave y cumple

L
que h(0) # 0 para una vecindad de 0, entonces h(T) =0y g_r -h(0) =0.

L
Luego, al calcular la derivada y evaluar en ¢t = 0, obtenemos i mh(0)7(0) =0,
r

por lo tanto concluimos que 7(0) = 0.

Por otro lado cuando consideramos r(7") > 0, la demostracién es similar. O

Sea Xo,c el conjunto de trayectorias que experimentan colisiéon en Xy,

Xoc = {x € Xo: z(t) = 0 para alguna ¢t € [0, 7]}.

Nuestro siguiente objetivo es excluir érbitas con colisiones entre los minimizadores
de A en X, y posteriormente demostrar el Teorema 3.11.

Lema 3.13. Para toda x € X ¢, donde el funcional de accion A(x) es finito, existe
T € Xo,c con sdlo una colision en [0,T], tal que T tiene momento angular cero casi en
todas partes, A(T) < A(x), y la igualdad se cumple cuando x tiene momento angular
cero casi en todas partes, y se cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

i) (0) =0, donde |x| es creciente en [0,T],
ii) x(T) =0, donde |x| es decreciente en [0,T],

iii) (1) =0, para algin T € (0,T), |x| es mondtona en [0,7) y (7,T].

Demostracion. Sea z(t) € Xoc en forma polar z(t) = 7(t)e?® el momento angular
mr20 de z estd definida casi en todas partes. Si el funcional de accién en x es finito,
entonces el momento angular es cero casi en todas partes si y sélo si 0 = 0 casi en
todas partes. Sea t; = inf A, donde A, = {t € [0,7] : z(t) = 0}, entonces z(t;) =0
pues en caso contrario existe un £ > 0 tal que z(t) # 0 para todo t € (t; — &, t1 + &),
y t1 puede ser 0 6 T en caso de que x inicie o termine en colision.

Sea T = 7(t)e®, donde

1) SUD,e(riy 7(s)  cuando t € [0, 1],
" | SuPsep, 4 7(s) cuando t € (ty, T7,

= 0 cuando t € [0, ],
0(t) =14 =
7 cuando t € (t1,T].

Observemos que § = 0 para t € [0,1,], y en este caso la trayectoria T est4 sobre el
eje real en [0,t1) y tiene una (y sélo una) colisién en t = ¢;, y posteriormente esta en
el eje imaginario con t € (¢1,7]. Por otro lado, ya que z tiene accién finita, tenemos
r # 0 casi en todas partes y 7 > 0 en [0,¢1) U(t1, 7] = [0, 7] \ t1. Ademas
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» r <7enl0,7],
» || > || casi en todas partes en [0, T,

= 0 =0 casi en todas partes en [0, 7).

Entonces 7 € Xo ¢ y

T T .
A(z) = %F? + %dt < / %(ﬁ +r26%) + %dt = A(x).
0 0

La igualdad se cumple si y sélosir =7y 0 = 0, casi en todas partes. Por construccién
de 7 esto puede pasar sélo si se cumple cualquiera de las condiciones 7), i) 6 7). O

Lema 3.14. Para toda x € Xy ¢ con accion finita existe T € X ¢ del tipo i) ¢ i) del
lema 3.13 con momento angular cero casi en todas partes, tal que A(Z) < A(z).

Demostracion. Por el Lema 3.13 es suficiente considerar el caso donde x es de tipo
i7i) y tiene momento angular cero casi en todas partes. Sea 7 el unico cero de x en
(0,7"). Supongamos que rp = |z(T")| < |z(0)| vy sea to = inf{s € [0,7) : |z(s)| = rr}.
Usando la forma polar z(t) = 7(t)e?®® y considerando Z(t) := 7(t)e?®, donde 7
estd definida como

r(t) cuando t € [0, to],
F(t) =4 rp cuando t € (to, 7],
r(r+T —t) cuando t € (,T].

Notemos que z(T') = 7(T)e®™) = 0. La trayectoria z es de tipo i) del Lema 3.13.
Esta tiene la misma accién que en [0,%], y en [1,T], y tiene una accién menor en

[to, ’7‘] .
La demostracién del caso donde ry := |z(0)] < |z(T)| es similar, si tomamos a
to =inf{s € (1,7]: |x(s)| =10} ¥

r(r—t) cuando t € [0, 7],

HOEEE cuando t € (7, ts],
r(t) cuando t € (ty, 7.
El segmento T es de tipo i) y tiene una accién menor que en x. O

Lema 3.15.
inf A(x) < inf A(z)

r€Xy z€Xo,c
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Demostracién. Demostraremos por contradiccién. Supongamos que inf,ex, A(x) >
infyex, . A(z), entonces por el Lema 3.14 existe una x € Xo¢ del tipo i) 6 i) la
cual minimiza al funcional A en Xy, y = tiene momento angular cero casi en todas
partes. Observemos que toda trayectoria de tipo i) puede ser obtenida a partir de la
trayectoria ii) rotandola 90° e inversamente también. Como la accién es invariante
bajo esta rotacién, podemos suponer sin pérdida de generalidad que x es de tipo 7).
Por el Lema 3.12, z es solucién del problema de Kepler (3.1) en [0,7) con colisién
en t = T. Por lo tanto z es de clase C' y tiene momento angular cero casi en todas
partes, por lo tanto x permanece en la recta real para todo tiempo. Por el Lema
3.12 la velocidad inicial es cero. Entonces por el Lema 3.7 i7), el funcional de accién
esta dado por

Ax) = g(mQQWQT)%

por lo tanto la trayectoria

tiene la accién

Tm, . o
Aw) = [ DUl + oot
0 Yl
1 2 1
Tm [ (4aT?*\? = mm2a\ 3
- [ Z T (BT
0o 2 mm? 2T 4aT?
1
T 3 2.2\ 3
_ / 3 (ma’rT i@t
) T2

= 3.272(ma*m*T) < A(x).

o wlo

Luego A(y) < A(z) lo cual es una contradiccién, de donde concluimos que inf A(y) <
inf A(x). O

Ahora si, estamos listos para demostrar el Teorema 3.11.

Demostracion del Teorema 3.11. Por los Lemas 3.12 y 3.15 un minimo z = re®
de A en X, es una 6rbita Kepleriana con momento angular distinto de cero y

7(0) = 7(T") = 0. Usando la ecuacién (3.7), tenemos

];9 =1+ ecos(f — by)

para alguna p > 0, e > 0,y 6 € [0,27). Derivando la ecuacién anterior y evaluando
ent=0yt="1T, tenemos
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0 = ——L_5(0) = —esen (—6y) - (0) = esen (6) - 6(0),

r(0)?
p . i . .
0 = —T(T)zr(T) = —esen (5 —0y) - 0(T) = —ecos(by) - 0(T).

Notemos que 8(0) y 8(T) son distintos de cero cuando el momento angular es
distinto de cero (casi en todas partes). Por lo tanto la excentricidad e tiene que ser
cero, en tal caso la drbita es circular. Haciendo unos calculos, tales minimos son
+Rie*3r’, donde R = 4L O

mm2 °

Observacién 3.16. En el Lema 3.15 y el Teorema 3.11 obtenemos formas cerradas
para el minimo del funcional de accién A en X, ¢

2% inf A(z)— i A(z)— g(ma%?T)%.

z€Xp IEG}:Q,C

3.6. Problemas newtonianos de Kepler generaliza-
dos

En esta seccion damos la generalizacion del Teorema 3.11 a problemas de tipo
Kepler con energia potencial de la forma

o)
Us = Us(|z1 — 22]) = T — 2 a>0,0>0
1 — T2
y la ecuacion de movimiento es
. X
mx = —QW. (317)

Los espacios de funciones X, Xy, Xo ¢ son los mismos que definimos en la seccién
anterior. El funcional de accién es

T'm Q
Ao’ :/ —a 2 dt7 *
(x) 3 |z|* + Tl reX

En los casos de fuerzas fuertes (o > 2) el funcional de accién satisface la condicién
de Palais—Smale (es decir cumple la compacidad), entonces muchos argumentos de
métodos variacionales pueden ser aplicados. Ademads, en este caso las trayectorias en
Xo que terminan en el origen tienen accion infinita, y por lo tanto los minimizadores

71



de la accién estan libres de colisién. En el libro [1] y las referencias incluidas en él,
existe una amplia gama de resultados relacionados a ésto.

El hecho de que la orbitas circulares minimicen el funcional de accién para el
problema de Kepler no debe sorprendernos. Se puede demostrar que las drbitas
circulares siempre tienen una accién menor que las trayectorias con colision, teniendo
como consecuencia que los minimizadores estan libres de colision.

Teorema 3.17. Para cualquier o > 0 todas las trayectorias que minimizan la accion
en Xy estan libres de colision.

Un problema similar con restricciones topoldgicas en el espacio de trayectorias
(como en el trabajo de Gordon) fue estudiado en detalle por Ramos y Terracini en
[27]. En la demostracién del Teorema 3.17 se incluye los hechos bien conocidos que
en el caso de fuerzas fuertes las trayectorias con colision tienen accién infinita.

Para cada ¢ > 0 hay exactamente cuatro érbitas circulares en X, las cuales
resuelven la ecuacion (3.17). Todas éstas tienen tienen la misma accién y son de la

forma +y,(+t), donde R = 4;:522 Y Yo (t) := R o371,

La érbita y(t) con o = 1, y1(t), es la érbita que se considero en la demostracién
del Lema 3.15. La accién de vy, es

el

ag
2 o —a
( + —) (40)%57 - (ma?)*5e - Toee
g

eI C

Para poder demostrar el Teorema 3.17, es suficiente considerar un 7' fijo, el resto
de los casos se obtienen mediante un reescalamiento del tiempo ¢ y multiplicando la
trayectoria por un escalar adecuado. Por conveniencia, en lo siguiente supondremos

que
P T [
2V «
72



tal que en el plano complejo la érbita circular y, tiene radio 1, y la accién estd dada
por

Ao(ys) = % (1 + ;) Jma. (3.18)

En el conjunto de érbitas con colisiéon X ¢, la accién A, alcanza su infimo y todos
los minimizadores resuelven la ecuacién (3.17). Por el Lema 3.14, un minimo de A,
en X ¢ se encuentra en el eje real 6 en el eje imaginario para cualquier ¢ € [0,7], y
terminaran 0 iniciaran en colision.

Supongamos que los minimos inician en el eje real positivo (sin pérdida de
generalidad), entonces por el Lema 3.12, el minimo que inicia con velocidad cero, se
mueve hacia el origen en [0, 7], y termina en el origen. Esto es lo iinico que caracteriza
a los minimizadores, denotados por z,(t).

Lema 3.18. Sea T = gw/ﬂ y £,(0) = r9. Entonces para cualquier o > 0,
o

11
41 207 3\/om

= 3.19
To W(l/O’) ( )
donde W (1) = /ﬂ(l —cos E)dE.
0
Demostracion. Sea x,(t) = r(t). Usando el hecho de que 7(0) = 0, entonces
. Q m., ofl 1
— L Y P 2

mr rlto y 2 " o <r" 7’8) (3 0)

Aqui T y rq estan relacionadas por las siguiente expresién
01 mao [To 1
T = —dr:,/—/ ——_ar
r ’l" 20( 0 1 _ 1
0 \ o rg

g
Sea r? = 1r?(1 — cos F como consecuencia 1 — (£) = 1(1 4 cos E), entonces
270 ) o 2 )

1 B rg(1 — cos E)2r°
— N\ 4 — (1 —cos E)?r

O'

\/47°" 1— % )

rg(1 — cos E)
\/ §(1 —cos E)(1 + cos E)

_ r(;%(l —cosE)
sen F/ '
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Despejando r de r7 = %rg (1 — cos E) y derivando, tenemos el siguiente resultado

mo W L —cos B (1)% il (1 — cos E)l_1 sen E dE
71 . —_ . — . _— o .
200 o CsenE \2 o

1
1\=T m 241 1
=(= —r¢ - WI(-).
(2) aaro (O’)

™ /m g
Sustituyendo T' = 51 /| — en la ecuacién anterior y despejando 7’02+1, obtenemos
Q@

oNlQ

(NI

11
r2tt = 27 >
" W(l/o)
U
Lema 3.19. Se W(7) como en el Lema 3.18, entonces
(a) Para cualquier T > —3
W(r) = 27+ / ? senZpdyp — 25742 / Lt (3.21)
0 o (1+ 22+ :
y W(r) = 400 cuando 7 < —3.
(b) Para cualquier T > 1
Wi(r—1
=1 _ 7 (3.22)

W(r)  2r—1

Demostracion. La primera identidad de (a) es inmediata. La segunda identidad se
sigue al elegir la sustitucion de Weierstrass dada por ¢t = tan™! ¢, y ésto en particular
implica que W (7) es finita si y sélo si 7 > —3.

La parte (b) se sigue de (a) y de la férmula

bl 2r—1 (2 1
/02 sen *Tpdp = T /02 n?""2pdp para algin T > 7

O

Demostracién. (Teorema 3.17) Como z,, tiene una accién menor que todas las érbitas
de colisién z € X, entonces es suficiente demostrar que A, (y,) < Ay (z,). Sea r(t) y

E definidas igual que en la demostracion del Lema 3.18 y supongamos que 1" = g\/% .
Por la ecuacién (3.20) la accién de z, estda dada por

2 T
(z0) / M2 +—dt O‘/ P &L (3.23)
0 0

[
o [ad org
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Por el Lema 3.18 y la eleccion de T, el término

o
— puede ser escrito como

ol 7 20 2\/_7T);+ﬁ
or{ 20 W(l/o)
521\ .
()" () v
o

Cambiando la variable » por F como en la demostracion del Lema 3.18. Después
hacemos algunos calculos similares a los del Lema 3.18, y tomamos en cuenta (3.19),

y obtenemos:

Ik ey e

’"0
11

INs"2 1
(—) / (1 —cosE)-"'dE
2 0

m =741 o2
= —7
oo
~Vor (3)
 Vao \2
/T 2Te 1\ 2te
== (=) (= UWl
S (3)7(G) 7 wase
Entonces
2 1\
o Jo o

—dt—2\/—< >2” <—) o W(l/a)zii"w<l—1>.

g

Este término es infinito cuando o > 2, que corresponde al caso de fuerzas fuertes

donde ésta accidon es infinita.

Ahora consideremos o € (0,2). Por (3.22)

y (3.23), la accién de x, es

Aolg) = V/ma (g)_ - (g)(— W (1/o) 25T (%(—)1) _ ;)
2—0 2(140)
- (5)7 ()

Comparado esto con (3.22) y usando (3.23), A, (y,) < As(x,) siy s6lo si

1
T o\ 1
Vo —o(1=2 _
2 U( 2) < /e

El lado derecho decrece de \/%

@' -

a 0, cuando o crece de 0 a 2. La integral de (3.24)

2 T
ﬁ/oz sen??E dE. (3.24)

puede ser calculada por las féormulas del Lema 3.19, y la ecuacién (3.24) se cumple

para o € (0,2), véase la Figura 3.2.
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Figura 3.2: Se cumple $v/2 — o (1 — %) < % (%) sen s E dE para

o€ (0,2).
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Apéndice A

Equivalencia de las expresiones de
la energia

En este apéndice describimos la equivalencia de las expresiones de energia obte-
nidas en el Capitulo 1 y Capitulo 3.

A lo largo de este trabajo hemos usado la siguiente notacion:

mqme
,u:ml—i—mg, a = Mmimsa, m=-———-.
mi + Mo
En la expresién de la energia
H=_ 2 g T B & (A.1)
2(my + ms) || 2 ||

despejamos |#|? para obtener

2
|W:—<H+g>
m Ed

Ahora de la expresion J? = pu(e - x + |z|) despejamos e -z = J?/u + |z|, y la
sustituimos en |#|2J? = p%(1 + €2 + %e - z). Luego obtenemos

2 (J? H
112 <1+62+—<——|x|>> S Yoy G, By &
L m |z|m

J H
WAt 2= — 2u® = 2—J2+2iJ2
|z m |z[m




y como consecuencia
2

H = m’u—(e2 —1).

2.J2
En la Seccién 1.2 obtuvimos H* = —~ y por lo tanto H = U2 e por
mima ) H
otro lado, en la ecuacion (3.9) obtenemos que H* = QM—JZ(62 — 1), de donde concluimos
que
2 2
_ mamg p7 g _ M2

Por lo tanto podemos concluir las expresiones de la energia (A.1) y (A.2) son
equivalentes.
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Apéndice B

Funciones coercitivas y la
condicion Palais—Smale

En este apéndice presentamos una condiciéon de compacidad, conocida como la
condicién de Palais—Smale, la cual es una herramienta ttil en la demostracion de la
existencia de puntos criticos de funciones definidos en espacios de Banach.

En particular, tomamos atencién en el resultado de Shujie [29], quien en 1986
demostré que si la funcién F definida en un espacio de Banach es de clase C*, acotado
inferiormente y satisface la condicién (PS) entonces F' es coercitivo.

Dada una funcién F : X — R en un espacio de Banach X, F' se dice que es
coercitivo si F(x) — 400 cuando ||z|| — oo. Esto es equivalente a decir que, para
toda d € R, el conjunto

Fl={z e X|F(z) <d}

esta acotado.

En pocas palabras, una funcién coercitiva esta acotada. No obstante el inverso
no se cumple, es decir, una funcién acotada por abajo no necesariamente tiene un
minimo, por ejemplo la funcién exponencial.

Teorema B.1. Sea X un espacio de Banach, F € C*'(X,R), acotada inferiormente.
Si, para cada ¢ € R, toda sucesion {x,}n,>1 € X tal que

lim F(z,) =c, lim F'(z,) =0

n—-+00 n—-+o0o

estd acotada, entonces F' es coercitiva.

Para estudiar la existencia de puntos criticos de una funcién acotada inferiormente,
introduciremos variantes en las condiciones de compacidad, debidas a Palais y Smale.
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Sea X un espacio de Banach y F': X — R Gateaux diferenciable. La condicion
original de Palais—Smale es la siguiente:

Definicién B.2. Una sucesion de Palais-Smale para F' es una sucesion {x, },>1 € X
tal que (F{x,}n>1) estd acotada y (F'{z,},>1) converge a 0. La funcién F' satisface
la condicion de Palais—Smale (PS) si cada sucesion de Palais-Smale contiene una
subsucesion convergente.

Una condiciéon més débil es la siguiente:

Definicién B.3. Sea X un espacio de Banach y F': X — R Gateaux diferenciable.
Una sucesién de Palais-Smale en el nivel ¢ para F' es una sucesién {z,},>1 C X tal
que

lim F(z,) =c, lim F'(z,) = 0.

n—-+00 n—-+o0o

La funcién F' satisface la condicion de (PS). si la existencia de una sucesién de
Palais-Smale en el nivel ¢ implica que ¢ es un valor critico de F'.

Observacién B.4. Por el Teorema B.1, una funcién F € C'(X,R), acotada
inferiormente, que tiene, para cada ¢ € R sus sucesiones (PS). son acotadas,
es coercitiva. Reciprocamente, se tiene que una funcién coercitiva tiene todas las
sucesiones (PS). acotadas.

Proposicién B.5. Sea X un espacio de Banach, F € C'(X,R), acotado inferior-
mente. Si F satisface la condicion (PS). para ¢ = infx F', entonces F' tiene un minimo
y ¢ es un valor critico de F.
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