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INTRODUCCION 

Los reactores  químicos,  que para R.Aris [l], son el corazón de  cualquier 
proceso  químico,  pues es aquí donde l a  reaccibn  química  se lleva a cabo; 
se han  venido  perfeccionando  cada vez más mediante  mejores  controladores 
automáticos. 

El reactor  químico  que se analiza en esta tesis  es un reactor  tanque agi- 
tado  de flujo continuo (RTAFC) de  volumen v ,  con flujo volumetrico a razon 
de w donde  tiene  lugar  una reaccicin exotkrmica  irreversible  de  primer or- 
den  de la  forma A H P. El problema  de  control  consiste en mantener 
la concentración ( c )  y temperatura ( T )  en  un valor especifico a pesar  de 
perturbaciones(Estas  perturbaciones  se  originan  en la concentrac,ión (C.) y 
temperatura (Te )  de  ent,rada). La variable  de  control es T,(c,  7’).  

El reactor  químico es modelado por medio  de  un  sistema.  de  ecuaciones 
diferenciales  no  lineal con dos variables  de  estado  (concentracih y tempera- 
tura)  y  una  variable  de  entrada(temperatura,  de  enfriamiento),  este  sistema 
es difícil de resolver y ana,lizar. 

Investigaciones  recientes  realizadas por Alvarez,  Alvarez y Conz;ilez,[G], 
solucionaron el problema  de  coutrolar el reactor tanque agitado  de flujo conti- 
nuo,  propuesto  anteriormente;  mediante un control 110 lineal  de  una  entrada 
y una  salida(SIS0). Este control se obtuvo  base a una  transformación 
no lineal(Hunt, [8]) que  mapea el sistema  de  ecuaciones  difernciales  no li- 
neal,  asociado al reactor no lineal: a un  sistema  a~~t,ónomo lineal controlable 
equivalente.  Para  posteriormente  construir  un  control  lineal,  para el siste- 
ma lineal,  que  despuks  de  expresarlo en coordenada,s  originales  reproduce cl 
control no lineal. 

La solución se obtuvo e n  forma analítica, y los resultados  garantizaron un 
proceso a lazo  cerrado  estable  asintóticamente con  un  línico atractor,  cuya 
rcgicin de  atraccibn es suficientemente  grande  para sit,uaciones prkticas.  

Alvarez,  Suárez, y Slinchez [ 7 ] ,  resolvieron el problema  de  estabilizar  en 
forma  global  una  polimerizacih  de  radical  libre  que  se lleva a cabo  en 7111 

reactor  continuo  agitado.  que tiene corno modelo un sistema no lineal COII tres 
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variables  de  estado y dos  variables  de  entrada(iniciador y temperatura)  que  se 
pueden  manipular y dos  perturbaciones  de  entrada rnedibles, variables con el 
tiempo  (temperatura y conversión). El control  que  se  usó  para  controlar  este 
reac,tor fue  un  control  no  lineal  de dos entradas,  que se construyó, en forma 
similar  al  construido por Alvarez,  Alvarez y González,[G], para el problema 
anterior,  en  base a una  transformación  no h e a l  que  mapea el sistema no 
lineal,  asociado al reactor  no  lineal,  a  un  sistema  autónomo  lineal  controlable 
equivalente  (Hunt,[8])  para  posteriormente  construir  un  control  proporcional 
en forma  convencional  que  después  de  expresarlo en coordenadas  originales 
da origen al control  no lineal. 

En  ambas  investigaciones [S] y [y] se  hicieron  simulaciones  numéricas,  en 
donde  se  muestra  la  estabilidad  global del reactor  químico  correspondiente. 

Tambidn  en  ambas  investigaciones [6] y [7] se  mostró,  mediante  simulacio- 
nes  numéricas,  que la parte lineal  del control no lineal  estabilizaba.  en  forma 
global  al  reactor no lineal correspondiente. Sin embargo  esta  propiedad  no 
se probó  maiemáticarnente,  por lo que  la  t,omamos como una  conjetura  para 
motivar el presente  trabajo y de donde nos surge  la  siguiente  pregunta: 

Será  necesario  construir  un  control no lineal para  controlar un reactor 
no lineal? 

La forma  convencional de diseilar un  control  lineal, sin hacer uso de la 
Geometría  Diferencial  usada en los trabajos [6] y [7] anteriores, se basa en 
la teoría  de  control  multivariable,  que  consiste  en  linealizar, con una serie 
de  Taylor  truncada, el modelo  del  rea.ctor  no  lineal  (Ray,[5];  Rurghes, [I 11) 
posteriormente se encuentra  una  transformación  lineal  que lleva el sistema 
lineal a, un  sistema  lineal  equivalente(a la forma  c,anónica  estándard) y de 
ahí h a h r  el control  lineal:  que desp11i.s dc ponerlo  en  coordenadas  originales 
reproduce el control lineal buscado. 

Por const,rucción  del  control  lineal,  este sólo funciona bien en  una  vecindad 
del punto  de  operacih.  Para  solucionar  este  problema  se llevan  extensas 
pruebas  que  conducen  a  seleccionar  adecuadamente  las  ganancias  del  control 
lineal propuesto y de ahí  establecer u11 proceso a lazo  cerrado y su región de 
atraccihn. 
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En este  trabajo se resuelve  el  problema dc obtener  condiciones  suficientes 
sobre los parimetros  involucrados  en el proceso  del RTAFC y las  ganancias 
k l ,  IC2 del  controlador linea,l, que  deben  satisfacer  para la estabilidad  global 
del RTAFC, apartir de una linealización a primer  orden  de  Taylor  del  proceso 
y de la  forma  canónica t.stindar(E'Clr:)(E(almarl, It.E:1971,[10], [ I ] ] ,  [12]j; un 
controlador  lineal es entonces  construido y afinado 

Considerando el RTAFC con un  conthdador  lineal.  Para  probar su estabi- 
lidad  global,  primeralmente  intentarnos  probarla por el criterio  de  Bendixson 
l a  cual nos  condujo a que el Figno negativo  (signo  constante)  de la. divergen- 
cia, depende  de  que la ganancia kz del cont,rol sea muy  negativa.  También 
intentamos  probar  la  est'abilidad  global  del R.TAFC: por el método  propuesto 
por N.G.LLOYD [13]. Pero  nuestro  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  no 
lineal,  que  modela al RTAFC. en  coordenadas  polares  no  cumplió una de sus 
condlclones. 

Con los intentos fallidos mencionados  anteriormente, nos condujo al análisis 
de l a  trayectoria en una regi6n invariarlte  que nos da  como  resultado la, no 
existencia  de c,iclos límite. Ur! segundo mktodo propuesto  en est,(: trabajo con- 
siste  en  hacer  un  carnbio  de  variable  en el sistema  de  ecuaciones diferenciales 
no lineal  tomando  en  cuenta  ahora el control  lineal  agregado  (A.B.Poore [a]).  
La distribución  de  estc  t,r&ajo se da en ¡a siguient,e forma : 

En el capítulo 1 obtenemos el sistema  de  ecuaciones diferenciales no  lineal 
que  modela  al  Reactor  de TarlqucJ :4git'ado de Flujo  Continuo con u n a  reacción 
exotérmica (R. Ark [ l ] ) ,  mostramos  mediante gráficas el retrato  fase  de este 
sistema y mediante u11 cambio  de  variable  obtenemos el índice,  multiplicidad 
y tipo  de los puntos  críticos del sistema  de  ecuaciones  diferenciales  no  lineal, 
que  resumimos en el t?eorema (I.l)(Aubrey  B.Poore [23). 

En el capítulo 2 hallamos el control linea.1 que etst,abiliza al sistema que 
modela. al K'rAFC, t8al disefio está  basado  en la forma.  canónica  estándarti 
(Kalma11,[1O], [ I  11, [12]). 

En el capítulo 3 hallamos las condiciones  suficientes para  que el proce- 
so a lazo c.errado,  con control  lineal,  encontrado en el capítulo 2, sea glo- 
bal  asintóticamente  estable.  Primeramente  mostrando  que el punto  crítico 
del sistema  de  ecuaciones diferenciales 110 lineal es ilnico y posteriormente 



mostramos  que no existe  ningún ciclo límite del sistema.  Estas  condiciones 
suficientes  para la estabilidad  global  del RTAFC con un  control lineal son 
encontradas  en  dos  formas:  primero  por  un  método  directo, es decir  encon- 
tramos  una región invariante  la  cual nos asegura la no  existencia  de ciclos 
limite; el segundo  mktodo es  haciendo un  cambio  de  variable  en el sistema  de 
ecuaciones  diferenciales  no lineal (A.B.Poort: (21). Debe  observarse que las 
condiciones  suficientes  para l a  estabilidad  global  del RTAFC que  se  octuvie- 
ron  por  el  primer y segurldo método son diferentes  pero muy aproximados 

En el capítulo 4 se  aplican los resultados  obtenidos  para  resolver un ejem- 
plo  particular  del HTAFC! es decir  para valores fijos de los parámetros  de los 
cuales  depende el modelo del RTAFC ( [ I ] ) .  Además  se  concluye  saturando el 
control  lineal  propuesto  para el RTAFC. Este modificara la teoría y plantea 
un  nuevo  problema  matemático a estudiar. 



CAPITULO I 

EL  REACTOR  TANQUE  AGITADO 

1 .1  Modelación  del Reactor Tanque  Agitado 

Una  de las formas  más  simples  de  reactor  químico es el así  llarnado  reactor 
de  tanque  agitado  de flujo continuo, 6 bien R,TAFC. Este  tipo  de  reactor, 
como  su  nombre lo indica, es un  tanque  dentro del cual  fluyen  reactivos y 
desde el cual  se  saca  un  flujo del producto (la salida  contiene  algunos  de los 
reactivos de alimentación  así como productos). Esta suficientemente  bien 
agitado  para  que  su composición y temperatura  sea  uniforme, y puede  estar 
equipado con un  controlador  de  temperat,ura. Por ejemplo si la  reacción es 
exotkrmica y genera  calor,  entonces el tanque  puede  tener  en su interior  una 
cerpentina  de  enfriado, 6 hie;] un  recuhrirniento  externo a través  del  cual 
fluye agua  fría;  por  otro  lado  una reacción endotkrmica  podría  requerir  la 
inmersión  de  un  calentador. 

Se supone  que  la  reaccih  tiene  lugar sólo dentro del reactor,  ya  sea  porque 
ahí se  unen los react.ivos por  primera.  vez, o porque el catalizador  requerido 
se encuentra sólo dent,ro del  t,anque. 

Debido a que  es t i  bien agitada, la composición dentro del reactor es la del 
flujo  product>o - ~ -  y si, como frecuentemente es el caso, la razón  de  reacción 
decrece  conforme el producto se forma,  entonces el K'I'AFC es rela,tivavente 
ineficiente. Aún así, su simplicidad de diseiio puede  hacerlo  atractivo;  mien- 
tras  que  para  ciertas reacciones  donde los efectos  cinhticos y térmicos  dan 
razones de reaccicin más rápidos,  dentro del reactor,  que las condiciones de 
alimentación, el RTAFC tiene  ventajas  positivas. 

Como  caso de un  reactor  simple, el tanque  agitado  tiene  un  modelo  simple, 
sin embargo aún considerando  las m& simples de las rca,cciones su  compor- 
tamiento es sorprendentemcntc  interesante. Tal reacci6n  es de  primer  orden, 
exotkrmica,  irreversible, en l a  cual el reactivo  forma  el  producto a, la, razón 
de  cambio K c ,  donde c es la concentración y Ii' una  constante  de  propor- 
cionalidad,  conocida como cor1stant.e d t  cambio. La razón constante es una 
función de la  temperatura de la forma: A' = koe,*, donde 7' es la tempe- 
ratura, R la constante de gas, ko l a  frecuencia o factor  pre-exponencia1 y E, 



es la energía  de act,ivación. El volurnen, E ,  en el reactor es constante  debido 
a que el influjo y el  ex-flujo  son iguales,  digamos w. Entonces los balances 
de masa y calor  pueden  escribirse  expresando el  hecho de que  la  razón  de 
acumulación (ya sea  de  masa o de calor) es igual a. la razón  de influjo menos 
la  razón  de  ex-flujo, más la razón  de  generación.  En el balance  de masa pa- 
ra el reactivo  desaparecido,  la  generación es "negativa"; el balance  de calor 
tiene  dos  términos  una  generacijn  positiva por la reacción  exotkrmica, y una 
generación  negativa, o retiro,  por el serpentín  de  enfriamiento. El modelo 
resultante es un par  de  ecuaciones diferenciales ordinarias: 

expresa.ndo la razón  de  cambio  de  cada  variable  en  términos  de los valores 
comunes  de  estas  variables,  donde (-AH) es el calor generado  por  la  reacción, 
p es la  densidad del fluido, cp es la  capacidad  de  calor especifico del  fluido, h, 
es el coeficiente de calor  transferido, A, es el área  de  transferencia.  de  calor, 
ce , Te son la concentración y temperatura  de  alimentación,  respectivamente, 
del  reactor. 

Estas  ecuaciones son no lirleales, ya que el lado  derecho  involucra  funcio- 
nes más complejas  que las primeras  potencias  de c y T y no  se  esperan solu- 
ciones  simples  explícitas. Sin embargo ( 1  . I  puede  resolverse  númericamente, 
y c ( t )  y T ( t )  pueden  calcularse  una vez que se dan eo y To (sus valores al 
tiempo t = O).  Frecuentenlentc los valores de c y 7' se aproximan a una 
constante, o a valores del estado  estacionario. 

C 

cs 

F I G .  I a CONCENTRACION Y TEMPERATURA EN U N   R E A C T O R  SE 

APROXIMAN A UN VALOR E S T A D O   E S T A C I O N A R I O  POR 

O S C I L A C I O N E S   A M O R T I G U A D A S .  
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La figura l a )  muestra un cm0 donde la concentración y la  temperatura en 
el reactor se  aproximan a valores del estado  estacionario  mediante  oscilaciones 
amortiguadas. La figura l b )  muestra el retrato  fase del reactor  cuando se 
inicia desde un valor elevado de eo y  temperatura  moderada T (el  punto P) 
aparece  una  gran oscilacibn  a altas  temperaturas  antes de que  decaiga  al 
&ado  estacionario. En efecto, por  consideraciones de seguridad  se  prohiben 
las temperaturas que sean mayores que Tm, e1 retrato  fase  mostraría que sería 
inseguro  comenzar  por encima de  cualquier  condición  representada por un 
punto  en el área  iluminada, piles la  t,rayectoria  pasaría por una  temperatura 
muy alta, mayor que T,, antes  de  llegar  al  estado  estacionario. 

C 

C f  

cs  

P 

F I G .  l b  O R A F I C A  O E  POSIBLES T R A Y E C T O R I A S  EN 

E L  PLANO F A S E  

Los estados  estacionarios (cs,Ts) tambien conocidos  como  puntos críticos, 
pueden encontrarse  haciendo las derivadas igual a cero;  esto es resolviendo 
el  sistema: 



Al resolver la primera ecT.mción para c, en tCrminos dc T, obtenemos: 
'W c, 

c, = "ca' 
'tu + 'li ko f RT, 

Sustituyendo el va.lor de c, en la segunda ecuacibn del sistema se obtiene l a  
ecuación  en  términos  de T, 

Esta es simplemente la igualdad  del ca.lor generado y el calor  removido 
en el estado  estacionario. Los dos lados de  la ecuación (1.2) se  grafican en 
la figura 2.a, siendo la. prirrlers una linea, recta y la otra  una curva en forma. 
de S .  Su interseccicin da los estados estacionarios. La i~~t~ersección de la 
linea  de  calor  removido, T ,  es unit media ponderada de las ternpera.turas de 
alimementación y enfria.mieuto. 

1 CALOR G€NERADO 
O ELIMINADO 

C A L O R  C A L O R  

PEQUEkA 
f - 

T Ts 

FIG.  20 MUESTRA QUE E L  PUNTO  ESTACIONARIO ES L A  INTERSECCION 

D E  UNA LINEA  RECTA Y U N A  C U R V A   E N   F O R M A  DE S 

En el valor m& bajo d c .  7 '  la t,enlperat:lra dc esta,do estacionario T, no es 
nlrlcho más  grande q u e  l a  T misma ( i .e .  7 ;  - T c s  peyueiía, como lo muestra 



el triangulo  de  la  izquieda),  pero  cuando T es grande T, - r se  aproxima a la 
- A H ) c , w  

asíntota ( Icp+hwA, . ) '  como lo muestra el triángulo  de l a  derecha.  Físicamente, 
esto  corresponde  a una reacción completa con liberación  de  calor, lo más 
grande  posible. 

De aquí  surge  una  pregunta  icteresante:  que  pasa si la  linea  recta  del 
calor  removido es tan inclinada  que el diagrama se vc como el de l a  fig.2b. 

T C A L O R  G E N E R A D O  

I O ELIMINADO 

F I G .  2 b  C O M O  EN 20 PERO C O N  UNA LINEA OUE D A  

TRES E S T A D O S   E S T A C I  O N A R l O S  

Si la  pendiente más grande  de  la  generación  de calor  es m& grande  que 
la  pendiente  de la linea  de calor removido!  entonces,  esta figura 'Lb muestra 
que sicmpre  habrá dos temperaturas T, y l'* tal  que si r está  entre 7 ;  y 
T" cxistirán  tres  intersecciones  (mostrados como A ,  B, C). Esto significa 
que hay tres  posibles  estados  est'acionarios  para  cualesquicra  de  tales valores 
de T .  Claramente los valores de T, y T* dependen  de l a  pendiente  de la 
linea  de  calor  removido, si esta es más pequeíía  que l a  pendiente  máxima 
de la  linea  de generacicjn de calor,  como en la fig.3a. entonces  variando T 
podernos gráfica la razGn de  generaación de calor en el estado  estacionario 

Y 



como  función de 7 (en la  parte  baja de la figura),  obteniendo  una  curva que 
de retorno  se  dobla  sobre clla misma  entre T, y 7 ' " .  

No hay un camino  natural  para  obtener cualquier  punto  representativo 
para el  doblez  inferior de l a  superficie,  y  esto 110 debería  sorprendernos, ya 
que esto corresponde  a  estados  estacionarios  inestables. Un estado estacioncl- 
rio inestable es uno que es teóricamente  posible  pero no puede ser realizado 
en la  práctica, ya que la desviación más ligera desde 61, crecería  hasta que 
el sistema  terminara en u n  estado  completamente  remoto. En contraste un 
estado  estacionario es localmente  estable si cualquier  desviación  suficiente- 
ment'e  pequeña  muere  lentamente, y el sistema regresa al esta,do original del 
cual fue inicialrncnte  desplazado. El Único estado  estacionario en la figu- 
ra l b )  es estable; de hecho, es globalmente  estable,  ya que no importa que 
tan  grande  se  haga el desplazamiento, el estado  siempre  regresa al punto 
crítico C. 

h ... 
C A L O R  GENERADO 

L / /  ' 
Ts 7 -j 1s 

Tc 

C A L O R   G E N E R A D O  EN ESTADO 
ESTACIONARIO 7 T 

F I G .  3 al UN CASO DONDE L A  PENDIENTE DE L A  LINEA CALOR ELIMINADO 
ES MENOR OUC L A  MAXIMA O11 L A  CURVA CSIINCRACION D E  C A L O R  

bl UN C A S O  DONDE EL V A L O R (  9 C p t h )  ES  JUSTO IQUAL A L A  

PENDIENTE MAS ORANDE V E  L A  CURVA GENERACION D L  CALOR 
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El argumento clásico  para. demostrar  que el doblez  inferior es inestable se 

rnuest,ra. en la figura 4. El estado  estaciomrio  intermedio B, es tal cluc si la 
temperatura  estuviera  aumentando  ligeramente:  podríamos encont,rar que la 
velocidad de generación de calor excede la velocidad de pkrdida  de  calor,  una 
situación que obviamente c~o~:duc,e a, un enparejamiento en  txmperaturas más 
altas. Inversamente, si l a  terrlprratura  desciende l a  ykrdida de calor es mayor 
que la. generacicin de calor y la temperatura, continlía dcscendiendo. Esto es 
clararnentc  una.  situación iIlt.:jtable y es el resultado  de  que la  pendiente  de la. 
curva de generacih de calor cornieIlce a hacerse r rks  grande que l a  de la  linea 
de pkrdida de calor.  DesafoItunaclalnente, esto no nos asegura,  concluir quc 
s i  l a  linea de p&rdida de calor  tiene una pendiente más grande  que la curva 
de  generación  de calor en su intersección,  entonces  el estado esta.cionario es 
estable. Son necesa.rias dos condiciones para most,rar que cualquier  posible 
desviación  muere 1enta.mente. I,a Fig.4 fue  dibujada.  desde  una  ecuacihn  que 
ya contenía  la  solucihn  de la ot,ra, debido a, que resolvimos 20(c,-cc,)-71~c,~ = 0 
para c ,  y sustituimos CII el M a n c e  de calor. A s í  cualquier  desviación dc T, 
que  pueda ser mostrada en l a  figura. 4 implica. una  desviación  particular  dc 
c,, que sat,isface la dtinla.  ecuac!ón. ii:st,o es tamhidn especial para a.segurar 
que una,  desviación arbitraria de c, y Ts morirán  lentamente. 

1 CALOR GENERADO 
O ELfMlNADO 

/ C A L O R  E L I M I N A D O  

GENERADO 

NERACION DE CALOff 

M A S   G R A N D E  QUE t R L O R  
ELI M I N A  DO 

GENERACION D E  
C A L O R  MENOR Q U E  
CALOR ELIMINADO 

- " .-> T s  
T 

F I G .  4 0EMUESTRA Q U E  E L  DOBLEZ IN.FERIOR ES INESTABLE 
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I .2 Solución  numérica 

El  retrato fase del sistema cuando existen  tres  estados  estacionarios se 
ilustra  en  la figura 5 .  El est,ado A ,  donde la velocidad  de  reacción es lenta, 
corresponde a un valor alto de c,  (debido a que poco del reactivo  a  reac- 
cionado),  así  que los tres est,ados  estacionarios  est&  disponibles en el  plano 
'T , c como se muestra. Supongamos  que A y C son estables; B, como sa- 
bemos  debe  ser  inestable, se llga a esta concl-usión después de  analizar la 
velocidad  de  generación de calor y velocidad de perdida  de calor;  al variar la 
temperatura en una  vecindad del punto  crítico B, hecho anteriormente. El  
comportamiento del sistema se muestra  completamente por el retrato  fase. 

C 

C f  

T 

FIG.  5 R E T R A T O  F A S E  D E  UN S I S T E M A  OONOC HAY T R E S  

E S T A D O S   E S T A C I O N A R I O S  
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Si el reactor  comienza  en  estado  tal corno P ,  la concentración  disminuirti 
rápidamente  y  la  temperhtura  aumenta  hasta  que el primer  brote  de la reac- 
ción es completado  por el  uso  del  reactivo  y el sistema  pasa  por  un  máximo 
de  temperatura  en Q antes  de  que  el  enfriamiento  tome  lugar y regrese al 
estado  estacionario C mediante  oscilaciones  amortiguadas: Si el estado co- 
mienza  en R, éI pasa  mucho  más  derecho  al  otro  estado  estable  estacionario 
en A. En  efecto  hay  una  linea, D B E ,  la  cual  divide  al  plano  en  dos  partes, 
los estados iniciales a  la  izquierda  de  esta  separatriz,DBE, nos conducen a 
A ,  mientras  que  aquellos del lado  derecho nos conducen  a C .  Esto  es  in- 
mensamente  importante  para  comenzar ya que A es un  estado  estacionario 
inaprovechable  y C es uno con velocidad  de  reacción  favorable)  el  retrato fase 
muestra la combinación inicia! correc,ta de cg y To. A41 mismo  tiempo  advierte 
que el punto  de  partida  digamos P puede  conducir a excursiones  peligrosas 
de  temperatura:  Realmente  sugiere  que  una  condición inicial segura  puede 
ser  un punto  semejante a S ,  obtenido al llevar al reactor con una  sustancia 
inerte y elevando  la  temperatura al  nivel del estado  estacionario  deseado. Así 
cuando la alimentación es introducida,  la  sustancia  inerte  sirve  tanto  como 
un  disolvente o como un absorbedor  de  calor y la temperatura  baja  antes  de 
aumentar  de  nuevo y retornar  al valor estacionario, con un  modesto  exceso. 
Notemos  que  la  separatriz  consiste  de dos trayectorias  que  comienzan  en  las 
front,eras y realmente condlucen al estado  inesta,ble B. Así de  delicado es este 
filo que  no es posible  integrar  las  ecuaciones  desde D ó E a R en  la  computa- 
dora)  porque el error de redondeo  proporcionaría  una  desviación  que  crecería 
y conduciría la trayectoria  ya  sea  a A 6 a C .  Como  se  muestra  en  la  figura 5 ,  
C es un  foco  estable; A es un nodo  estable y B es un punto silla. Es también 
posible  tener  nodos  inesta.bles y foco desde el cual la trayectoria se aleja. 

Sir1 embargo los estados  estacionarios no son las  únicas  caracteristicas 
críticas de la solución de  las  ecuaciones  modelo.  También  puede  haber ciclos 
límite,  tal  como  la  curva I7 en  figura 60,. Interior a I ' ,  C es  el único  punto 
estacionario,  pero éstc es incsta,ble, es decir  toda  trayectoria se aleja  de 61 
y  se  aproxima  al ciclo límite.  Similarmente  cualquier  trayectoria  de  afuera 
fluye hacia I ' ;  rnientra  que sí la  trayectoria  cornienza  en r permanecer&  sobre 
r para  todo  tiempo. Así que r es un cic,lo límite  estable. 

La Figura 6b muestra que puede  habcr  también ciclos límite  inestables. 
Aquí el único  estado  estacionario es estable y se encuentra  dentro  de un ciclo 
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límit,e inestable, r: el cual a su vez se encuentra  dentro  de I',  u11 ciclo limite 
estable. 

F I G .  e. C I C L O S  LiwrE r E S  ESTABLE Y r' I N C S T A B L E  

QUE SE O B T I E N E N  AL V A R I A R  Tc 

1'1 



1.3 Puntos críticos: mdtiplicidad, indice y tipo 

Para investigar los punto:; críticos  necesitamos  disernir y discutir el ni~mero 
de parámetros del sistema. tina ecuaci6n  como: 

tiene  todos sus términos  de l a  misma dimensicin, en éste caso cantidad por 
unidad de tiempo. Al elegir las unidades, digamos gramos  mol  por  hora,  dsta 
tendrá  ciertas  magnitudes, pero existen  ciertas  magnitudes  naturales  que 
son características del probl.erna. Así  l a  concentración de alimentacibn  de los 
reactivos  es  característica de la concentraci6n y, si definimos c = c.( 1 - o.), 
J: no tendrá dimensiones y sería l a  conversicin fracciona1 de los reactivos en 
productos. De modo que 6sta siempre estará  entre O y 1. Un modo  similar 
de hacer adimensional la  temperatura  sería  tomar la y desviación (T - T,) 
como  una fraccicin de 7;  : pero resulta  mejor  multiplicar  ésta  por y = & y 
escribir T = Te( 1 + :), porque entonces 

Los dos primeros  factores dar: K ( T C ) ,  mientras, debido a que ill es una tern- 
peratura  absoluta y T - ?; es pequefia compara.da con Te,  s! frecuentemente 
puede  ser omitida en cornparacibn con 1 para  dar K ( T )  = K(T,)eY. 

Y 

Además si selecciona.mos la cantidad y , donde h 1 h.,A,(,,, para adi- 
mensionar el tiempo. y defininlos 

Entonces el sistema de ecuaciones ( 1 )  se escrihe  como: 

Estas ecuaciones  contienea  tres  pariimetros: el tiempo de residencia  adi- 
nlensional 6 bien  el  recíproco de la razón de flujo, O = -; h el así llamado 

WCP 
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número  de  Damkoler! D = ---e- , que es una  medida  de  la  intensidad  de 
la reacción  ya  que es proporcional a K(T,) y B = k m ,  RcpT,2 una  medida  de 
exoterrrlicidad  de l a  reaccicin. 

zrA-(T,)cp 

Los puntos  críticos ( x s ,  ys) son por definición soluciones de  las  ecuaciones 
algebraicas 

O ,  

entonces la segunda  ecuación del sistema sc expresa  como : 

de donde 

sustituyendo ys en l a  segunda  ecuación del sistema  obtenemos 

de aqui quc -. 



de donde obtenemos las raíct.:; 

Note que B < 4(8 + 1) implico, que xS1, :cs2 son complejas que a su vez 

B = 4(d + 1) implica $$ > O excepto  para x,51 = xs2 = - donde = O.  

Sea R > 4(8 + 1); entonces dP, > O para . T , ~  E (O7xS1) U I )  y < O 

implica > O para IC, E ( O .  1 ). dD 

1 d U  
2 

Así, para B 5 4(0 + 1) tenernos 1;na correspondencia única entre D y x,. 

para IC, E ( ~ ~ 1 ,  x,?2). 

d I1 d 11 

Sea 
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Ahora  determinemos el icciice  de  cada punto crítico. Usando el criterio 
de  rotación  del  campo  vectorial  asociado con el sistema de  ecuaciones (1.3) 
(ver[4]) y calculando la ro t ac ih  sobre el circulo que encierra  al  punto  c,rítjco 
(x,, y s ) ,  fácilmente se concluye qu.e J n d ( x , ,  y s )  = 1 para x, = xsl 6 x S 2  cuando 
B = 4(8 + 1) y I r ~ d ( x , , y , )  = O para x, = xS1 6 .c,z cuando B > 4(8 + 1 ) .  En 
estos casos d e t ( A )  = O donde A = AF(.x,, y s j  (-4 es el jacobiano del sistema 
(1.3)).  Para d e t ( A )  # O ,  el íidice es +l si d e . t ( i l )  > O y -1 si d e t ( A )  < O ;  por 
lo tanto  (ver  apéndice) 

donde 

A =  

como 

obtenemos: 
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entonces 

Expresando &(A) como funciG1-1 de ohterlernos dD 

lo que  implica por la definicih  de l n d ( x , ,  y s ) ;  

Con lo  cual hernos demostradc e! siguiente  teorema: 

TEOREMA 1.1: Sean 

4(8 + 1) 
2 2  

D. Di2  . )  "_l_l_ 

5 s ;  
z -- ~ S1 % 0(l - z,;)e 

para i = 1,2 .  Sea (x,,y,) un punto  crítico del sist,erna autónomo (1.3). 
Entonces  tenemos lo siguiente: 

1 .  Cuando B 5 4(0 + 1) 6 cuando B > $(@ + 1 )  y D E ( O ,  D,) U (Dl, m), 
existe  un solo punto  critico del sistema  autónomo (1.3). E1 índice 
Jnd(2 , ,  y , )  = 1. 

2. Cuando R > 4(8 + 1) y D = 111 = D,, existen  exactamente dos puntos 
críticos. I Jn  punto crít,ic,o tiene indice positivo y el otro (xs = xsl Y 
u = I11 o 5 ,  = 2 , 2  y D == /J2 j tiene  un  indice de cero. 



3. Cuando B > 4(8 + 1 j y D E [D2?Dl) ,  existen  exactamente  tres  pun- 
tos  críticos  para  cada D, 8 y B. El  índice Ind(x, ,  y,) = I cuando 

E (O,x,1) U ( ~ ~ 2 ~ 1 )  y In .d(x , ,y , )  = -1 cuando x, E (xs1,z,2). 

Veamos el problema  de  la  estabilidad  de los puntos  críticos del sistema 
de ecuaciones  diferenciales (1.3). 

La. parte lineal  del  sistema (1.3) se puede  expresar  como: 

ds - = As,  
dr 

donde A = AF(zs,  ys) ,  (x,, ys) punto  crítico del sistema  de  ecuaciones dife- 
renciales (1.3). Es decir: 

A =  (” -1 
O(1 - x,) 8 

6(1 - x,) 8 
-Bx, Bz,-O- 1 - 

entonces 
1 u:c; - Hx,  + 8 + 1 

det(A) = -[- 
82 I ?  1 - x, 

reduciendo  obtenemos 

Bz; - (B + 8 + 1)G + (2 + 8) 
q 1  - x,> 

TrA = - 

La.s raíces de 7’rR = O son: 

B + 8 + 1  1 
7-1 = 2B ‘LB - - -“o + 1 ) 2  - 4 q e  + 2): 

r2 = u + o s 1  +-!“J(R+H+1)2-4R(8+2) .  2B 2B 
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las  raíces  de d e t ( A )  = O son : 

1 1  4(0 + 1) 
2 2  B '  

2 3 2  = - + - (1 - 
2 2  'J 

Por  el  teorema  de  estabilidad.  Podemos  cuncluir  que el punto  crítico 
(x,, y,) del  sistema  de  ecuaciones diferenciales no  lineal (1.3) es un foco ó 
nodo  estable  asintóticamente si de t (A)  > O y T T A  < O. El  punto  crítico 
(xs, y s )  ser; un  punto  silla si d e t ( A )  < O y el punto  crítico (xs, y,)  es un foco 
ó nodo  inestable si de t ( ' 4 )  > O y T r A  > O. 

Para B < 4(6' + I ) ,  x,1 y x S 2  son raíces imaginarias  que  a su vez implican 
que d e t ( A )  > O para  todo valor de D > O y x ,  E (O ,  1) puesto  que d e t ( A )  > O 
para x ,  = O. Así la  estabilidad es determinada  por el signo de Y'rA. Para 
B < 3 + O + r1 y r2  son raíces imaginarias ó r 2  > r1 > 1 de 
modo  que TrA < O paxa todo D > O y x, E ( O ,  1). Así todos los puntos 
críticos son focos ó nodos  estables  asintóticamente  cuando R < 4(0 + 1) y 
B<3+0+2.\/8+2. 

Para B < 4(1 + 8) ; d e t ( A )  > O y B > 3 + O + 2d6'- y X ,  E (r1,rz) 
inlplica ?'rA > O .  Así todos los puntos  críticos son focos ó nodos  inesta,bles 
cuando 3 + 6' + 2 d m  < B < 4(1 + O). 

Para H > 4( 1 + 6') y B < 3 + 0 + 2 2 / 8 $ 2  rl y r2 son raíces  imaginarias 
pero y 5,2 son reales.  Para x, E (O ,  x,,) U (2,2, I ) ,  d e t ( A )  > O y T T A  < O 
así  que todos los puntos críticos son focos ó nodos  estables.  Mientras  para 
x, E (.xsl, x S 2 ) ,  d e t ( A )  < O entonces los puntos  críticos son silla. 

s i  < R para O 5 O < m, existen  tres  puntos  críticos  para 
D E ( D 2 . D 1 )  y un punto  crítico  para D E ( O , & )  U (& ,m) .  Tene- 
mos O < xsl < r1 < ~ $ 2  < r2 < 1. E1 punto  crítico es nodo ó espiral 
asintót~icamente  estable  para x,9 E (O, x s l )  U (r2, l), un punto  tipo silla  ines- 
table  para x, E ( X , ,  , x,2) y un  espiral 6 nodo  inestablc  para x ,  E ( x s 2 ,  r 2 ) .  
para  yroba,r  esta  afirmación  supongamos B > maz{ 4( 1 + O ) ,  3 + 6' + 2 J W } .  
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Entonces xS1, x S 2 ,  r1 y ~2 son  reales y T r A  < O para 2, E (O, .I) U ( ~ 2 ,  I ) ,  
T T A  > O para 5, E ( r I , r2) ,  de tA  < O para 5 ,  E ( x , ~ , I c , z ,  y de tA  > O para 
x, E (0:  X , ~ ) U ( Z , ~ ,  1). por  comparación de las  raíces z,1, x,2, rl y 7-2 podemos 
determinar  todas las  relaciones entre  estabilidad y múltiplicidad. 

Si 4(1 + 6) < U < w, y 6 > 1 existen  tres  puntos  críticos para 
D E ( D2,  Dl) y uno  para D E (O ,  D2) U (Dl, m). Tenemos que O < r1 < 
xS1 < x S 2  < r2 < 1. El  punto  crítico es nodo ó foco estable  asintóticamente 
para x, E (O,  r1) U (r2, l),  un punto silla para x, E ( x , I ,  x,2) y un foco 6 nodo 
inestable  para x ,  E ( T I ,  x, l )  U (x,2, r2). Ver figura 8. 

I 
, \  

Fig, 8 

- - Puntos  criticos  inestables 
Puntos  criticos  estables  asintoticamente 
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CAPITULO I1 

CONTROL  LINEAL  GLOBAL  DEL  REACTOR  TANQUE  AGI- 
TADO DE  FLUJO  CONTINUO 

2.1 Linealización del sistema  de  ecuaciones  diferenciales 

En el capítulo  anterior  nlostran~os  que el sistema  de  ecuaciones  diferen- 
ciales no  lineal  que  modela el Reactor Tanque  Agitado es: 

dT U1 (-AH) -6 h,A, 
dt 2) P C P  UP P C P  

~ = - ( T e - T ) +  cae T - ___ (7' - l c )  , 

donde c y T son l a  conc,entraciGn y temperatura del  reac,tor y Tc es la tempe- 
ratura  de  enfriamiento. Y además  est.udiamos  multiplicidad,  índice y estabi- 
lidad de puntos  críticos.  Ahora el problema  de  control  consiste  en  mantener 
la  concentración y temperatura  en  un valor especifico (punto  crítico) a pesar 
de  perturbaciones(se  originan  en  la  concentracicin c, y la temperatura Te de 
entrada). La variable  de cont.ro1 es T,(c, Y'). Si definimos los parámetros : 

entonces el sistema  de U : = K o , @ = Z , S = L  a =  
U R '  PCP y y = vpcp 

( -Al l )  

ecuaciones diferenciales (1. 1) sc' expresa como: 

(2.1) 

Supongamos  que u11 punto estacionario (E, q'), estable o inestable,  de (2.1) 
ha sido  seleccionado. Los valores correspondientes  de  estado y variables  de 
entrada  se  denotan  por C, T, Ee, Te, y Tc. Si definimos  las  variables, x1 = c-c,  
x 2  = T - T y u = 7', - Tc, el sistema  de  ecuaciones  diferenciales (2.1) puede 
scr  escrito en forma nlatricial como: 
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x = f ( X )  + y u :  X . f , g  E R2 y E R, (2.2) 

don de 

f i ( x 1 ,  x2) = Oc, - O ( c  + X I )  - cy(c + x1)e3.+“2, 
“6 

El objetivo es  hallar una función de  control .(X) : 
u : w + n ,  

donde W es un conjunto  conexo  abierto cn R2 donde el funcionamiento del 
cont,rol  es  asegurado.  Debemos tener siempre  presente que .(X) y W depen- 
den de la elección del punto  crítico.  El disefio del control  lineal esta basado 
en la  forma  canónica  estandar( FCE)( Kalman). 

Consideremos  el  siguiente  sistema(posib1emente  inestable): 

(2.3) 

donde b2 # O asegura la presencia  de la  acci6n del control y u12 # O permite 
el  acceso del control a la  variable 2 1 .  En efecto,  una linealización  Taylor a 
primer órden del modelo del reactor (2.2) tiene la  forma del sistema (2.3). 
Donde A = Af(0,O) es decir: 
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El  objetivo  es diseiiar  un  controlador  proporcional(u)  de  la  forma : 

u = I P X ,  K’ = (IC1 ) IC2). (2.4) 

de  modo  que el proceso a lazo  cerrado  tenga  dos  eingenvalores XI, X2. 

El diseño  del  controlador(2.4)  puede  ser  hecho  seleccionando el vector 
ganancia K T  de  modo  que la matriz a lazo  cerrado ( A  + B K T )  tenga X,, X 2  

como eingenvalores. 

2.2 Propiedades  estructurales 

El control  anteriormente  diseñado  da  ciertas  propiedades  inherentes al 
sistema  (2.3). Es bién  conocido que  la  teoría  de  sistemas lineales  proveé  he- 
rramientas en materia  estructural como controlabilidad,  estabilidad y trans- 
formabilidad a formas  equivalentes  (Kwakernaak y Sivan,[l8];  Kailath,[lS]; 
Balakrishnan,[20]). 

Si u,l2 ó b2 = O el control disefiado tiene  problemas. Esto puede  ser 
detectado y explicado con el c.oncepto de  controlahilidad  la  cual  depende del 
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par ( A ,  B). El problema  mencionado  anteriormente es llevado a la transfor- 
mabilidad y estabilidad  del  sistema  porque  estas  propiedades  dependen  de 
la  controlabilidad.  Supongase  que A tiene  eingenvalores  distintos, la teoría 
lineal  proveé los siguientes  resultados. El sistema (2.3) es: 

(i)  Asintóticamente  est,able si y solo si < O ( i  = 1 ,2 ) .  

(i i)  Controlable si y solo si rnng[A, b] = 'L. 

(iii)  Transformable  a  la FCE si es Controlable. 

2.3 La forma  conónica  estándard 

La forma  conónica  estandard (FCE) para  un  par (A,B) controlable con 
entrada  singular  fue  propuest,a  en varios trabajos  alrededor  de 1961 , pero 
quien  primero lo public6  fue  Popov.  La FCE es iltil para  el  diseño  del  control 
estado  que  alcanza  una  deseada  asignación  de  eigenvalores. 

Supóngase  que el sistema (2.3) tiene n estados y m entradas 

X = A X  + BU, X E Rn Y u E R" 

y el polinomio  característico de l a  matriz A es 

p(X) = X" - (al  + a2X + ... + u,Xn-l) .  

Si el sistema es controlable (rang[[) ,  ,4B, ... An"B] = n), existe  una  trans- 
formación  invertible que lleva el sistema a la. FCE (Kalman): 

Z = GZ + Qv, 

donde 
o 1 o - - -  
o o 1 - - -  G =  [ 
al a2 u3 - - - - 



E n  el presente  caso, n = 2 ,  m = 1 ,  la FCE será : 

donde al = d e t ( A ) ,  u2 = T r ( A ) .  

2.4 Una transformaci6n  invertible 

En  esta  parte obtendremos  una  transformación  que  lleva al sistema (2.3) 
a la FCE (2.5). Primero daremos un proceso  general para obtener una trans- 
formacicin que  lleva al sistema (2.3) al sistema (2.5) con X E R" y u E R. 
Como el sistema (2.3) es controlable, rang[B ,  AH, ... A"-lB] = n ,  los vecto 
res B, AB,  ..., A"-'B forman una  base del conjunto solución del sistema de 
ecuaciones  diferenciales (2.3),es decir, 

Como el vector I$ tiene valor cero en las  72 - 1 componentes y valor 1 en 
la n-ésima componente  entonces se busca un vector C E tzn tal que: 

Si definimos: 
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T,T = cT~2-1 2 = 3 , 2  ,..., 72. 

entonces la t,ra,nsformación T es: 

(2.8) 

(2.9) 

Definamos 
Z = TX. 

CTB = O ,  

CTAB = 1, 

si y solo si 

si y solo si 

De la ecuación (2.8): 

T Y?' O 1 r, = c 4 = (-,O), 
U12bz  
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Por ecuación (2.9) l a  transformación  invertible T es: 

de donde 

(2.10) 

(2.11) 

de donde 

v = z2 - alzl - ~ 2 . ~ 2 .  (2.12) 

Sustituyendo el valor de i2 desde ecuacibn  (2.10)  en la ecuación  (2.12) 
obtenemos a u. 

Por lo tanto la tra.nsformación  que se buscaba es: 
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2.5 Control lineal 

La FCE preserva los eigenvalores a lazo cerrado. De aqui, que la asig- 
nación  de los eigenvalores puede  hacerse  sobre el sistema  equivalente  (2.5). 
Consideremos el control  lineal  para la FCE (2.5): 

U = F*%; F = ( k l  - a l ,  k2 - a 2 ) .  
T (2.14) 

El proceso a lazo-cerrado  equivalente es 

(2.15) 

Las ganancia,s  se definen de  acuerdo a las  siguientes  cxpresiones 

La, ley de  control se obtiene al expresar la ecuación  (2.14) en términos  de 
las  coordenadas  originales, es decir,  de la ecuacibn  (2.14)  obtenemos 

por otxo lado, sustituyendo el valor de u en (2.12) de  la ecuación  anterior se 
obtiene: 

z'2 = klz l  + k 2 ~ 2 .  (2.17) 

Ahora sustituyendo los valores dc &, -71 y 22: desde la ecuación  (2.10),  en 
la ecua.ción  (2.17)  y despejando a u se obtiene: 

30 



Ahora  bien  como : (anteriormente definidas) 

entonces el sistema de ecuaciones  diferenciales controlable (2.2) se pue- 
de expresar en términos  de 1s concentración y temperatura de la siguiente 
manera: 

(2.19) 

donde 

para  fácilitar el Algcbra escribimos al controlador u en la siguiente  forma 

u = M(. - c )  + N ( T  - T) .  (2.20) 

donde claramente 
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CAPITULO I11 

CONDICIONES  SUFICIENTES  PARA LA ESTABILIDAD - 
GLOBAL  DEL REACTOR  TANQUE AGITADO DE FLUJO CON- 
TINUO 

Claramente,  como el control  lineal  del  sistema  de  ecuaciones  diferencia- 
les (2.1) se  encontró  basandose en el sistema de ecuaciones diferenciales li- 
nealizado (2.3), l a  estabilidad  para el sistema  de  ecuaciones diferenciales no 
lineal (2.2) se  cumple  en u r ~ a  vecindad  del purtt,o crítico (2, T ) ,  siempre  que 
este  sea  hiperbólico; que es este caso,  pues los valores propios  son  reales, 
djferentes  de  cero y negativos. En esta  parte del trabajo  se  encontrarán  las 
condiciones  que  deben  cxmplir  algunos  parámetros  del  sistema  de  ecuacio- 
nes  diferenciales  no  lineal  controlable (2.191, para  que 6stc sea  globa,Imente 
estable.  Entendiendose  por  estabilidad  global no en  todo el p h o  c ,  7' si no 
en  el dominio en donde  las  variables c,T t,ienen  sentido físico. 

Para  esto  probemos primero que no existe  otro  punto  crítico  del  sistema 
de e<:ua.ciones diferenciales (2.19) diferente  a (C, T). Y despuds mostraremos 
que k t , ?  sist,ema no tiene ciclos límite. 

3.1 Región  Físicamente  Factible De Evolución  del Reactor. 

La, región en donde  tiene  sentido físico establecer o analizar  la  estabilidad 
global de  la  concent'ración y temperatura  de  una reacción  exot6rmica  irre- 
versible,  que se lleva acabo en un r e a c h  t,anque  agitado,  modelado  por el 
sistema (2.1); es el conjunto: 

W = { ( c , T )  E R2 : O  5 c 5 T 5 T*}, 

en donde 

7: = min{T,, TC>, 

T* = ,8 + maz{T,, Tc}. 
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Esta regió,  se obtuvo, después de observar  que la concentración  mínima 
es cero, el valor máximo de la concentracibn de entrada (ce) es uno, y el 
incremento  de  temperat,ura  adiab&tica(No hay intercambio  de calor con el 
medio ambiente) es siempre  positiva.  Además  se  ha  probado,  por  Alvarez, 
[14], que W es  una región invariante. figura 9. 

3.2 Condición  suficiente para la unicidad  del punto  crítico  por 
método  directo 

PROPOSICION 3.1: Si 

entonces el sistema de  ecuaciones  diferenciales no lineal (2.19)  tiene a. (C, T )  
corno Único punto  crítico. 

DEMOSTRACION: 

Supongamos  que (c~?, T,) es un punto crítico del sistema de  ecuaciones 
diferenciales (2.19),  esto  implicará: 

@(ee - c,) - a c , e Z  = O ,  
-S 

(3.2) 

+ yTc - (6 + + $ a c S e K  + Y A ~ ( C , ~  - C )  + y N ( T ,  - T) = O ,  (3.3) 
-6 

despejando c, de  ecuación (3.2), obtenernos 

Sustituyendo cl valor de c, en la ecuacibn ( 3 . 3 ) ,  obtenemos 
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Observemos  que  la  ecuación  (3.4)  es funci6n de la  variable ‘I:, entonces con- 
sideremos a 

de  donde 

de  dondc 
- ( U  + 7 )  # o. (3.5) 

(3.6) 
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entonces 
yN- (O+?..) < O si 

QED. 

Corno  ejemplo  considere: k2 < O, O < O < I ,  O < c < 1, T > O, cy = e2', 
/3 = 200, entonces  la  desigualdad (3.1) se cumple. Por lo tanto siernpre se 
cumple 

Observa,cicin: Los valores de 8, CY, 3, y, S fueron  tornados de los artículos 
de R.Aris y Amudson de 1958. Sin embargo  podernos  considerar valores  en 
vecindades  correspondientes  de O, CY, /3, 7 ,  S donde se cumpla la  desigual- 
dad (3.1). 

3.3 Condiciones suficientes para  evitar ciclos límite en el Reactor 
Tanque  Agitado,por  método  directo 

PROPOSICION 3.2: Una. condicibn  suficiente para la no  existencia de 
ciclos límite  en el sistema de ecuaciones  diferenciales no lineal  (2.19)  es: 

DEMOSTKACION: 

Para probar que el sistema  de  ecuaciones diferenc5ales (2.19) no tie- 
ne ciclos límite  analizaremos el retrato fase de  este  sistema  de  ecuaciones 
diferenciales en la regicin que  tiene como frontera a las  curvas: 



C = O  para c < c ,  

r=i;  para c < c, 

c = c, y la curva T = O.  

Y rnostraremos  que  esta es una región invariante.  Esto  ser2  suficiente, 
pues thda órbita cerrada  debe  contener  en su interior al menos  un  punto 
crítico. (ver figura 9) 

T* I I I 
4 L J. L 

FIG.  9 M U E S T R A   U N A   R E G I O N  INVARIANTE 

E N  EL P L A N O  F A S E  
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i: = O implica;  (de 1a ecuación 2.19). 

de  donde 

e(Ee - c )  - a c e T  = o,  “6 

se  observa  que  cuando T tiende a O ,  entonces c tiende a Fe. Por lo tanto  la 
curva c = corta  al  eje c en c = c ; .  

&me 

Si en lugar de despejar a e ,  de la ecuación i: = O ,  despejarnos a la 
variable T obtenemos: 

(3.8) 

Ahora  probemos  que la función 7’ de la ecuación (3 .8)  es  decreciente. Si 
derivamos  a T respecto a c  obtenemos: 

como cvcO(C, - c) > O ,  dado que ce > c, entonces la f u n c i h  : 

es decreciente. 

Ahora veamos en que  dirección apunta  el  campo  vectorial  asociado  al 
sistema de  ecuaciones  diferenciales (2.19) a Io largo de la curva 

restringido al  dominio C < c y T > T. 
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S i  sustituin~os  el valor de c ,  de la. anterior  ecuacibn, en la segunda 
ecuación del sistema (2.19) obtenemos: 

/?cuec,e+ yMBc, T = eTe +A@, - ( e  + y > r  + + -6 - yMC + T N ( T  - T). 

Sustituyendo yN, definida en la ecuación (3.6), en esta  ecuación,  obtene- 
mos: 

de donde  se  observa que el término ( 0  + 2)T tiene signos opuestos. Por 
lo que  se  elimina. Además 

B(T - T) + (O + y ) ( - T )  = 6T - 2eT " 77'; 

lo que implica 

de  donde 

Sustituyendo el valor de M ,  definida anteriormente, 
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Dado  que 8, CY, S son pxámetros positivos y c T son positivos; 

-6 

es siempre  negativo. 

ecuación  sea  negativo. 
entonces será > O siempre que el numerador (Nurn) de la anterior 

Desarrollando  productos  en el numerador (ilium) de la  anterior  ecuación 
llegamos a: 
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Y 
S -6 

TL 
-6(Ce - ? ) I ; ( B  + a e T ) ) P c a e T ,  

-6 

respectivamente. 

Ahora  factorizando -ae$  de los términos 6, 7, 12 y 13 , - B ( E , - c ) & ( ~ +  
a e q )  de 10s términos 1, 14 y 15, -e(E,-C)& de los términos 2 y 8. Entonces 
Nurn se expresa  como: 

para sirnplificar un poco el numerador  ebservemos  que: 

Y 



lo que  implica  que: 

debido a que, 

y agrupando los términos 2 y 3; 4 ,  5 y 1; 6 y 7, obtenernos  que el numerador 
se expresa como: 

o en  términos  de  la  temperatura se obtiene: 

S 
+ T 2  

"(OT, + yTc  - (0  + y ) T ) ] ( T  - ?)(O + a e  7' ) + [or, + y r c  - ( e  + y ) r  
-6 - 



Ahora  como C < c ,  T < T, kl < O ,  k.2 < O ,  O < c < 1 y O < T 
llegamos a que &te numerador  es  negativo. Por lo tanto a lo largo  de la 
curva 

T > o  para c < c  y T < T .  

S i T = T  y c > c )  

entonces, 

de donde '? < O si y solo si el numerador  de la ankrior ecuación  es positivo. 
es decir, 

[kj  - kZ(0 + a&) - O2 - 20ae+ - a"%](c - @) > o ,  
. .  

S1 y solo si 
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"6 2 
[IC1 - IC@ + (Ye?) - (0 + a e q  ](c - e) > o ,  

como (c - C) > O ,  entonces i. < O siempre que 

-6 2 
[kl - k2(0  + ae+) - (0  + a e T >  1 > O 

(condición (3.7) de la  hipótesis). 

Por último si 
c = c,, 

entonces, de la primera.  ecuación del sistema de  ecuaciones  diferenciales (2.19) 

que  es  siempre negativo, por lo tanto la regióu que tiene como frontera a las 
curvas 

L = O donde T > T ,  

T = T para 

c = c, 

c > c  y 

es una región invariante. 
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3.4 Condición suficiente para la unicidad  del  punto  crítico  por 
el método  de  transformación del sistema  asociado al Reactor 

Para  establecer las condiciones  que  deben  satisfacer los parámetros,  pri- 
mero  expresemos el sistema  de  ecuaciones diferenciales (2.3) en términos  de 
los parámetros w ,  u ,  (-SH), Aw, etc.  .Entonces 

dc W 

dt  
- = -(ee - e )  - K ( T ) c ,  

v 

Si este  últirno  sistema  de  ecuaciones diferenciales lo expresamos  en  función 
de  las  variables y ,  x ,  y parámetros 19,  D, R ya definidos  con anthioridad, 
llegamos  a: 

1 
dy = -(I  + : )y + BD(1 - x)eY + -A4(5 - x )  + N(y - y ) ,  E a  c e  

dr RT,2 
__ 

en  donde: 

al simplificar  llegamos a: 

37 considerando p = 1, M se expresa  como 
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de  donde 

PROPOSICION 3.3: Si H - %M 5 4(8 + 1 - NO) entonces el sistema 
de  ecuaciones diferenciales no  lineal (3.9) tiene  un Único punto  crítico. Y s i  
B - = M  OEace > 4(8 + 1 - Ar8) entonces el sistema  de  ecuaciones diferenciales 
(3.9) tiene  un Único punto  crítico  mientras D E (O,  D,) U (Dl ,  m) y tres 
puntos  criticos  simpre  que D E ( 0 2 ,  Dl). Para D = Dl ó D = D2 existen 
exactamente dos  puntos  críticos. 

DEMOSTRACION 

Los puntos  críticos  del  sistema  de  ecuaciones diferenciales (3.9) se obtie- 
nen  resolviendo el sist,cma de ecuaciones: 

dc  la  primera  ecuación;  obtenemos 

sustituyendo el valor de x , ~  en  la  segunda,  ecuación y despejando  a  la 
variable ys, obtenemos: 



sustitjuyendo el valor de ys en la segunda  ecuación  del último sisterna  de 
ccuaciones,  obtenemos 

si despejamos al parametro D, obtenemos 

de donde 

entonces 

dD 
- = o, 
dx S 

si y solo si 

(3.10) 
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si y solo si 

Notemos  que si B - e.t4 < 4(0 + 1 - NO) entonces x S l ,  son raíces 
complejas  que a su vez implican que ds, > O para z , ~  E (O ,  1). dD 

Si B - %M = 4(8 -t 1 - N O )  implica e > O excepto  para 
zS1 = zS2 = y donde - = O. 1 dD 

d z ,  

Así, para B - 2 M 5 4( 8 + 1 - N O )  tenernos  una  correspondencia  única 
entre D y x,. 

Sea B-%M > 4(8+l --NO); entonces dz, dD > O para x,  E (O, zSl)U (xs2,  1) 
Y < 0 para 5, E (&1:x,2). 
dD 

Sea 

entonces la situación es como lo muestra, l a  fig. 10 ; para: 
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existe  una lírlica solucibn de la ecuacicin (3.10) mientras D E (O ,  &)U (Dl,  m) 
y tres soluciones para la ecuación (3. I O )  siempre que D E (D, ,  Dl). Para 
11 = Dl ó D = 112 existen  exactamente 2 puntos críticos. 

Fig, 10 



3.5 Condiciones  suficientes para  evitar ciclos límite en el Reactor 
por el método  de  transformación del sistema 

Para  establecer las  condiciones  que los parámetros  deben  satisfacer  para 
la no existencia  de ciclos limite es necesario la definición y los siguientes  dos 
teoremas 

E1 dominio, U ,  del  sistema (3.9) &a definido  por 

C' = { ( z , y )  : y E (-m, m ) , x  E ( O ,  1 ) ) .  

TEOREMA 3.4: Si 8 + 1 - N8 > O. D > O y B 2 O,  entonces  hay 
una  única solución  que  existe  para  todo 7 2 O a el problema (3.9) para 
(z(O),y(O)) = p E U .  La serniórbita  positiva r+(p) que  pasa  por p está 
contenida  en  un  subconjunto  compacto  de U para  cualquier p E U .  Este 
subconjunto  compacto es tal  que y es acotada  independientemenk  de D. 
AdernAs, toda  órbita  periódica  cxistente  puede ser contenida  en  un  subcon- 
junto  compacto  de U de  tal  forma  que  la y - acotada es dependiente sólo de 
8, B mientras  que es independiente  de D y la condición  inicial. 

DEMOSTRACION 

Desde  que E' = (PI, Fz) dado  en (3.9) es analítica en (x, y ) ,  F satisface 
una  condición  de  Lipschitz en (x, y)  en  alguna  vecindad  de  cada  punto  de 
(J. Por lo tanto, concluimos  (ver  Hurewicz [15]) que  existe  una  única solu- 
ci6n al problema  de valores iniciales asociado con (3.9) con las  propiedades 
adicionales  siguientes: 

i )  La  solución cstA definida  para  todo T 2 O ;  ó 

ii) Si la  solución no es definida  para T > 7 1  con a l g h  T~ > O, entonces 
( Z ( T ) ,  y(.)) se aproxima, a l a  frontera de IJ ó bien puede  suceder  que y(.) o 
x(.) llegan a ser  no acotadas  cuando 7 -+ T~ - O(no hay  singularidades). 
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Primero  mostremos que i i )  no p u d e  ocurrir de modo  que la Única solución 
existe  para  todo T 2 O.  Notemos que en z = 1: ;i; = - ' < O  0 y en 
IC = O ;  2 = DeY > O. Así x(.) E [ O ,  11 para  todo T E [O,  r,). Continuando 
observemos  que el sistemar de ecuaciones  diferenciales (3.9) puede ser escrito 
como: 

dx 

a l r  

dr 
- ( eQ)  = e Q ( x .  y ) ,  

donde f ( z ,  y )  = Il( 1 - x)@. 

En efecto 

De la  primera  ecuación  obtenemos: 

de donde 

que implica 

1 - dy = R f ( z , y )  - [o  + l ] y  + M(% - x) + N(!/ - y) .  
dr 
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Y de la segunda  ecuación del sistema  obtenemos 

de  donde 

con lo cual hemos probado lo afirmado 

Continuando,  la  primera  ecuación del sistema se puede escribir como 

Ahora sustituyendo la segunda  ecuación en la, primera  ecuación  obtenemos 

integrando de O a r 

+ L e e x ( r )  - B x ( 0 )  - 

de donde 
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donde O < T < T ~ .  Dado  que x(.) E [O,  11, la ecuación (3.11) implica  inme- 
diatamente  que y(.) es  Uniformemente  acotada  cuando 7- t 7-1- O, es decir 
I y(  7 )  I < K .  Claramente Ii' puede ser seleccionada  independiente  de D. 

Dado  que y(.) es acot,ada.  uniformemente  sobre [O, 7-1) , $ = ney > 0 
e n x  = O ,  - dx - - - +  en x = 1, y de  la  continuidad  dc b'l(z,y, D )  (ver  ec. 
3.9), implican  que x es acotada lejos de la frontera  para T E [ O , T ~ ) .  : I s í  
( x (  T ) ,  y(.)) no  se  aproxima a la frontera  de li cuando T _+ 7 1  - O de  modo 
que ( x ( ~ ) , y ( ~ ) )  existe  para 7- > O. 

Observemos  que el anterior argument,o es vsilido para T~ reemplazado por 
00 de  modo  que si r+(p) denota la semiórbita  positiva  para p E U ,  entonces 
rS(p) es contenida en algún  subconjunto  compacto de U.  QED. 

TEOREMA 3.5  : Si y S ( p )  para p E U es cualquier  semiórbita  del  sistema 
de  ecuaciones  diferenchles (3.9) ó si y-(p)  es una  sernihrbita  negativa  con- 
tenida  en  algún  subconjunt,o  compacto  de U ,  erltonc,es una  de l as  siguientes 
condiciones se cumple  para el sistema  de  ecuaciones  diferenciales (3.9) 

ii) w ( ~ + ) ( a ( y - ) )  es una  iirbit,a pericidica con y+ = w(y+)(ct"  = cy(y-)) 6 

w(y+) = y+ - y+(+-) y- - y-) 

donde  la  barra  denota.  cerradura. 

iii) w ( y + ) ( a ( y ) )  consiste  de  un  nilnero  finito  de  puntos  críticos y un 
conjunto  de  órbit,as  completa y i  con (.(ui) y w(y2) consistente (le un  punto 
crítico  para  cada  órbita y'. 

DEMOSTRAClON 
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Por teorema (3.4) se cumple  que  para  cualquier p E U ,  r+(p)  e s t i  conte- 
nida  en  un  subconjunto  compacta  de U .  En la  proposición ( 3 . 3 )  se  muestran 
las  condiciones  de  existencia  de  uno,  dos y tres  puntos  críticos en U para el 
sistema  de  ecuaciones diferenciales (3.9). Dado  que  por  hipótesis  cualquier 
órbita.  existente ? - ( y )  está  contenida en un subconjunto  compacto  de U ,  la 
conclusión  del  teorema  ahora se sigue  del  teorema  de  Poincari:  Hendixon, 
encontrado  en  J.Hale[IG]. Q.E.D. 

La part,e  lineal  del  sistema  de  ecuaciones diferenciales no  lineal (3.9) se 
expresa  como 

en  donde 

puesto que 

entonces 

/ -r \ 

53 



de  donde 

1 2 % + l - d N  
& ( A )  = [ X $  - x, + E,c, 1 

f l y1  - X s )  

Las raíces de & ( A )  = O son: 

d + l - d N  
x,s'L = - + - (1 - 4( 

2 2  'J R - d M f $ f  1. 

y las  raíces de Trll  = O soil: 

B + d - A V % + l  1 
7-1 = 

2 5  2B 
- --mt % - N 0  + 1 ) 2  - 4B(d + 2 - Ne),  

B + d - N d + l  1 - -.__ 

r2 = + - - J I R S B - - N d +  1 ) 2  - 4B(d + 2 - N e ) .  
2B 2 B  

Para  establecer la estabilidad ó inestabilidad de un punto  crítico del sis- 
terna de ecuaciones  diferenciales n o  lineal (3.9) en una  vecindad del punto 
crítico será necesario por el t,eorema de estabilidad,  mencionado en e1 primer 
capítulo,  conocer los signos de & ( A )  y T T ( A ) .  
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que a su vez implican  que &¿(A) > O para  todo valor de U > O y 2 ,  E ( O ,  1). 
Así l a  estabilidad  en  este  caso esta determinada  por el signo TTA.  

Para  establecer el signo  de Tr(’4). Veamos  cuando  las  raíces  de  la  ecua- 
ción T r ( A )  = O son  compleja,^. 

ri para i = 1 , 2  será una  raíz  complejas  simpre  que : 

(B + O - N8 + 1 ) 2  - 4B(O + 2 - ,ve) < o,  

s i  y solo si 

B2 + B(-2O - 6 + 2NO)  + O 2  + 28 - 2 N 0 2  + 1 - 2 N 8  + N2d2 < O ,  

si y solo si 

R < O + 3 - N O + 2 2 / 8 + 2 - - N O .  

Así las raíces r1, r2  son complejas ó r2 > r1 > 1 siempre  que B < U + 3 
hrO + 2JO + 2 - NO lo que  implica  que T r ( A )  < O. y 

para R > O + 3 - NO + 2 J 6  + 2 - N O  y X ,  E (y1 .  r2 )  implican T T A  > O. 
Con lo cual hemos probado  la  siguiente: 

PROPOSICION 3.6 : Si B - 8 h ”  < 4(8 + 1 - OlV) y B < O + 3 - N U  + 
‘LJO + 2 - NO entonces  todos los puntos  críticos son focos o nodos  estables 
asintóticamente. Y 

LEMA: Si €I < O + 3 - N 8  + 2 J Q  + 2 - ,Y8 entonces  cualquier  órbita 
peribdica existent>e  debe ser orhitalmente estable  asirltóticaInente. 
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DEh4OSTRACION: 

Examinemos el criterio de Poincaré(ver W.A. Coppel [17]) 

1 
O lro V .  Fdt = - DeY - (- + 1) + BD(1 - x ) $  + N ] & ,  

debido a que 

ó 
i o  + x 

O( 1 - x) 
= Dey ,  

entonces 

2 i o  + x 

o O(1 - x )  o V .  F d t  1 [--- - 

- 1 + B ( i  + -) + N]dl ,  
X 

simplifica.ndo llegamos a: 

Jro V . F d t  = J [ 
- Z + x - ~ + O : t : + R x - B x 2 + N O - N O x  To x 

” 

r9(l - x )  

la  última integral es cero, por periodicidad, de modo que 



Cuando B 5 O+ 3 -- N O  + 2z/O + 2 - NO, tenernos  que Bz2  - (B + 1 + O - 
B+e-Ne+I NO)s + 2 + O - N O  > O para x E (O,  1) excepto  para el punto z = 2B 

que es cuando B = O + 3 - LVO + 2z/O + 2 - N O .  

.4sí tenemos  que S,” V .  F d t  < O cuando B 5 O + 3 - NO + 2JO + 2 - NO. 
El criterio  de  Poincare  implica  que  la  órbita periódica. supuesh es asintóticarnente 
órbitalmente  estable  para B 5 O + 3 - 1VO + 2JO + 2 - NO. Q.E.D. 

TEOREMA3.T:SiB-OM~<4(O+1-ON)yB<O+3-fVO+ 
2dO + 2 - NO. Entonces tu(?+) es el úrlico punto  crítico  estable  para  cada 
r+(p) para  cualquier P = (x(O),y(O)) E U .  Es  decir  tenemos  la  propiedad 
de  estabilidad  global. 

1IEMOSTR.ACION: 

De proposición  anterior se sigue  que para B, O, D, M ,  N seleccionadas 
como en l a  hipótesis,  existe  un Único punto  crítico  estable  asintóticamente. 
Del teorcma 3.5 u,(y+) debe ser ya sea  una  órbita  periódica o el punto  crítico 
para  cualquier r+(p) siempre que p E U. Supongamos  que tu(?+) es una 
órbita  periódica.  Por  lema  anterior kst,a supuesta  Órbita  periódica  debe 
ser  asintóticamente  estable  orbitalmente y también  debe  encerrar al purr- 
to crítico, él cual  tiene  indice 1 ,  por teorema  (3.3).  Consideremos a,hora el 
problema  de  valores iniciales (3.9) con ( x (O) ,  y(0)) = q en el interior de ésta 
brbita  periódica  pero  distinto del punto  critico.  Por l a  tecnica  similar  a l a  
usada en la prueba del teorema (3.4) uno  puede  establecer la existencia  de 
la Órbita completa ~ ( q )  a travks  de q .  Así y-(q) está  contenida  en el in- 
terior  de la órbita  periódica.  Dado  que  la  órbita  periódica es orbitalmente 
estable  asintóticamente y la 6rhita  punto crít,ico  es &able  asintóticarnente, 
se  sigue de teorema.  (3.5)  que a(y-(q))  debe ser  una. órbita  periódica  que 
dcbe  entonces  ser  inestable.  Esta es una  contradicción  dado  que  toda  &bita 
periódica  existente  debe ser orbita.lmente  estable  asintóticamente  por  lema 
anteri0r.Q.E.D. 
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CAPITULO IV 

APLICACION DEL CONTROL LINEAL A UN EJEMPLO 

Corno ya se ha visto el proceso del reactor químico  es  modelado  por el 
sistema de  ecuaciones  diferenciales ( l .  1 )  

dc U) 

dt  
- - -(ce - c )  - K ( T ) c ,  - 

2' 

que por la definición de los parámetros  siguientes : 

C Y = k o , 6 , = 2 !  S = % , p =  (-AH) 
21 ' 

,3:=!dw 
R .  PCP V P C p  

es equivalente  al  sistema de ecuaciones  diferenciales (2.1)  

dT - 6  

- = O(Tp - T )  + pcvceT - Y(" - Tc).  
dt 

(c, T )  es un punto  critico de este  sistema de ecuaciones  diferenciales, si y sólo 
S1 

o = O(c, - c )  - ccue-T, 
-6  

o = O(,& - T )  + g c a e q  - ?(T - Te) .  
D e  la primera  ecuación,  obtenemos 

O c e  

6, + CYeF 
c =  -6  

sustituyendo el valor de C e11 la segunda  ecuación del siskma, obtenemos 



de  donde 

entonces 

de donde 

si y solo si 

si y solo si 

de  donde existen dos raíces TI 1 2 .  Implica  que T, t,endrá,  como  función  de 
T dos puntos extremos (nlrlxirno ó mínimo) T: y T;. A la gráfica. de T, en 
función de T; ecuación (4.3), se le llama mapeo de bifurcacih;  figura (11). 

Fig. 1 1 Muestra el mapeo de bQcacion d e l  RWC 
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Para valores de los parámetros, que se  tomaron  de los artículos de R.Aris 
y  Amudson, [I ]  : 

6 = 1, y = 1, e, = 1, S = 10000, cy = e25: p = 200 ; 

2 0 0 n - + ~ ~  
"10000 

7; = -350 + 2T - 
l + e  

-10000 +25'  

y = O si y solo si, dT 

2 r j i 2 e r + 5 0  -20000 + e r + 2 5 ( 4 T 2  "10000 - 2000000) + 2T2  = o ,  
de  donde 

T I  = 376.2, T2 = 420.4. 

Sustituyendo los valores de y T2 en la ecuación (4.3),  obtenemos los 
valores de T,f = 367.7 y T,- = 337.5  respectivamente. 

Por el mapeo de bifurcación,  se  observa que si T, E (T,- = 337.5, T: = 
367.7)  entonces  el  sistema de ecuaciones  diferenciales (2.1) tendrá t>res  puntos 
críticos. Consideremos  como  ejemplo particular a T, = 350. 

Para  determinar los valores de los tres  puntos críticos del sistema de 
ccuaciones  diferenciales (2.1) retornemos  a la ecuación (4.2). De la cual  se 
obtiene 

Si los valores de los parámetros son iguales a los que ya se  establecieron 
anteriormente y además Te = 350 entonces 

-10000 2 T  - 700 
t." 

( - 2 ~  + 9o0)ez5 ' 

de  donde los valores de T que satisfacen esta ecuación son: 

T = 353.6, T = 400, T = 441.1. 
sustituyendo  cada uno de los valores de T en la ecuación (4.1) obtenernos 

los valores 
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c = .964, C = . 5 ,  C = .O88 respectivamcnte. 

Por lo tanto los puntos  críticos  del  sistema  de  ecuaciones diferenciales 
son: 

(C = .964,T = 353.6),  (C = .Tj,T = 400), ( C  = .088,T = 441.1). 

Haciendo  una  simulacih  dinámica del sistema  de  ecuaciones diferenciales 
(2.1) con valores  de los parámetros  definidos  anteriormente  se  observa  que  en 
el retrato  fase los puntos  críticos ( C  = .964,5? = 353.6) y ( C  = .088, T = 441.1) 
son estables,  mientras  que ( e  = . 5 ,  T = 400) es inestable. Ver figura 12. 

T 

2 5 0 5 5  c 
O 0.1 0.2 0.3 O 4  0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

FIG. 12 
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Lo anterior  reafirma  nuestro  análisis  hecho en el capítulo 1 ,  dado que para 
los valores de los parámetros dados anteriormente  del  sistema, los parámetros 
del nuevo sistema de  ecuaciones  diferenciales (1.3): B ,  D y 8 tienen valores 
de 16.32653, .O28 y 1 respectivamente. Ahora si R = 16.32653, D = .O28 y 
0 = 1: entonces se cumple la desigualdad 

y la condición : 

donde: 

de donde 

Por definición de Di, dada en teorema ( l .  1): obtenemos 

Dl = .051926, 

como 

r; = + + F &m+ H + 1 ) 2  - 4 8 ( 8  + 2) ,  2B 
entonces 

rl 1 .1989, 

7-2 = .9235. 
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Si se cumple la, desigualdad y condicicin anterior  entonces el teorema  (l.  1 )  
implica que  existen  tres  puntos  críticos. 

Haciendo  una  simulación del sistema  ecuaciones diferenciales (1.3) se ob- 
serva en el retrato fase los puntos  críticos.(ver  figura  13) 

( x s  = .0363, ys = .296) estable, ( x s  = . 5 , y s  = -4.08) inestable y 
(x,7 = .9889, ys = 8.0727) estable. 

Ys 

12 

1 ° 1  R 

F I G .  13 



Que  coincide a lo establecido  en la parte  de  estabilidad del primer  capítulo, 
dado que: 

En el sistema  de  ecuaciones diferenciales (2.1) con  valores de los parámetros 
fijos se  encontraron  tres  puntos  críticos,  de los cuales  uno (C = .5,T = 400) 
es inestable.  Para  estabilizar el sistema de ecuaciones  diferenciales (2.1) se 
le agregó  un  control  lineal, u(C, T ) ,  que depende del punto cxítico, de los 
parámetros  del  sistema y de  las  ganancias del control kl, k2 obteniéndose el 
sistema  de  ecuaciones diferenciales (2.19). Si C = .5 ? T = 400 y ganancias 
en el control  de kl = -3? IC2 = -4; entonces  haciendo  una  simulación  del 
sist,ema  de  ecuaciones diferenciales (2.1 Y), el retrato fase muestra al punto 
crítico ( E  = .5,T = 400) estable(ver  figura 14) y 

u(C, T) = -232(c - C) + -6.25(7' - T) .  

Para  mostrar  que el punto crítico ( 2  = .5,T = 400) es globalmente esta.ble 
notemos  que la condición  para la unicidad del punto  crítico,  ecuación (3 .1)  
y la c,ondición para la no existencia  de ciclos límite,  desigualdad (3.7), se 
cumple,  dado  que : 

esto es 

-4 - 6.25 < -1 - 1 

Y 



Por lo tanto el punto critico ( e  = . 5 ,  T = 400) es global asintóticamente 
edable. 

250 
O 0,l 0,2 0,3 0,4 0,s 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

7"-""""-,Tr"TT- "I c 

F I G .  14 
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CONCLUSIONES 

En  la  primera  parte  se  estableció el mapeo  de  bifurcación  del  sistema  de 
ecuaciones  diferenciales no lineal,  asociado a un  reactor  tanque  agitado  de 
flujo  continuo, sin control. En donde  se  muestra  que  existen  puntos  estacio- 
narios  inestables  en el reactor. químico no lineal,  teorema 1 .  

E n  la  segunda  parte se  resolvió el problema  de  estabilizar en forma global 
la. concentración y temperatura  de  una reacción  exotérmica  irreversible,  que 
se  lleva a cabo  en un reador  tanque  agitado  de flujo continuo;  mediante un 
control  lineal  de  una  entrada y una  salida,,  ecuacion (2.18). Debiendo  cumplir 
las  ganancias  del  control  construido, ICl y kz, condiciones  suficientes; que se 
encontraron por dos métodos  diferentes: 

Por  un  método  diredo las  condiciones  que se encontraron  se  establecieron 
en  las  ecuaciones (3.1) y (3.7). Por el  método  de  cambio  de  variable  estas 
condiciones  se  resumen  en  el  teorema (3,7). Observece  que  aunque los resul- 
tados de las  condiciones  del  primer y sugundo  método son diferentes,  estos 
son aproximados. 

Por  último se realizaron  simulaciones  numéricas,  en  donde  se  muestra  una 
est.abilidad  global de el proceso a lazo  cerrado,  cn  una región suficientemente 
grande  para  situaciones  práct,icas. 

Con lo anterior se mostró  que  no cs necesario  construir un control  no 
lincal para  controlar un react>or  no  lineal, al menos  para el tipo  de proceso 
desarrollado  en  este  trabajo. 
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Perspectivas 

Pero que  pasa si el control  lineal u(.) es saturado (acotado)? 

La esta,bilidad global del RTAFC con un  control  lineal u(.) implemen- 
tad0 deja de ser válido si el  controlador u(.) es saturado.(que se muestra 
posteriormente con un ejemplo).  Entendiendose  por  sat,uración  en el control 
lo siguiente : 

Sea 7 ~ ( z )  un  controlador del sistema  de  ecuaciones  diferenciales (2.1), y 
[u-, u'], u- < O < u+? el conjunto de valores admisibles de ent,rada. La 
saturación  de u(.) es: 

s i  u(.) 5 u- 

.u+ s i  u+ <_ u(.) 

u- < u(.) < u+ } (4.4) 

al control saturado lo denotamos  por: 

U,&) = Q(u(.)). 

Saturacibn  en el control u,(.) induce una par t ic ih  de R2 en tres regio- 
nes(posib1ementes  disconexas): 

S' = {x E R2 : u(.) > , u+) ,  

S" = {.x E R2 : u- < 4 5 )  < u+), 

S- = { x  E R2 : u(.) <_ u- ) .  

Con ,S+USoU S- = R2. S' y S" son denominadas regiones de saturación. 
En S+ ,y 5 - ,  el sistema (2.1Q) se  comporta como el sistema, a lazo  abierto 
(2.1) con entradas u = u+ y u = u-: respectivamente. En S o  el sistema 
(2.19) se comporta como un  sistema a lazo cerrado ri: = f ( z )  + TU(.). 

S- y S o  son separados por la curvas C- = {x E R' : u(.) = u- } .  

.Y+ y S o  son separados por l a  ('urvas Cy+ = { x  E R2 : .(x) = u+} 
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IJn punto  de  equilibrio del sistema a lazo cerrado con entrada  acotada es 
un  punto  equilibrio  indescado si x, E S+ U S .  

Como el objet,ivo es obtener  la  estabilidad  global  para  un  punto  nominal 
en S+ U S" U S- .  Los puntos  de  equilibrio  indeseados  deben  ser  evitados. 
El siguiente  teorema  establece  las  condiciones para la no existencia ó evitar 
puntos  de  equilibrio  indeseados, en términos del mapeo  de  bifurcación  de  la 
abscisa a lazo-abierto y las  cotas del control  de  entrada. L a  demostración 
de  este  teorema y para  mayor  detalle ver teorema 4 de  Alvarez, Alvarez y 
Suárez [ 141. 

TEOR.EMA: Para el react,or a, lazo  cerrado  acotado (2.19) y (4.4), las 
siguientes  afirmaciones se cumplen: 

a,) Sí la  concentración ? de  un  punto  nominal  corresponde a un  Único 
punto  equilibrio a lazo  abierto ( E ,  7 ' ) .  Entonces,  no  existen  puntos  equilibrio 
indeseados. 

b) Sí existen  tres  puntos  equilibrio ias siguientes  condiciones  son  necesa- 
rias y suficientes  para  evitar  puntos  equilibrio  indeseados. 

b. 1) Sí la. concentración c de un punto  nominal es alta.  Entonccs u- < u; .  

b.2) Sí la concent.raci6n  de  un punto  nominal es baja.  Entonces us < u t .  

Continuando l a  simulación  num4rica  del  ejemplo  anterior,  para los va- 
lores de los parámetros  ya  establecidos, con control  lineal u(.) no  satura- 
do,  enc'ont,ramos  que el reactor tiene tres  puntos  críticos de los cuales  uno 
(E = .S,?' = 400) es inestable y que u;  = 337.5, u,f = 367.7. 

De  acuerdo al teorema  anterior  las  condiciones  para  evitar  puntos  críticos 
indeseados son: u- < u;  y u+ > u t .  

Para  ilustrar el efecto  de violación de esas  condiciones la  figura 15 muestra 
el retrath fast para u+ = 365 < ut y para valores en las ganancias de 
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kl = -3, k2 = -4 .  Sí ahora , u +  = 375 el reactor  tendrá un solo punto crítico 
estable, como se  muestra  en la figura 16. 

600 

S50 

x,,, - 500 

450 

4 O0 

3 5 0 -  o* ' c  

FIG. lb  

T 

1 , -"-- c 
I O 0.1 0.2 0.1 0.4 0 . 5  0,6 0.7 0.8 0.51 

FIG. I6 
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Un problema  abierto es encontrar las  condiciones nectxuias y suficientes 
que  deben  cumplir los pa.rámetros,  de los cuales  depende el modelo del R- 
TAFC: y las ganancias k l :  IC2 para  establecer el número de ciclos límite en el 
RTAFC, $ado que para el ejemplo  particular en donde I1 = -10, E;? = -10 
obteriernos un retrato fase del RTAFC con un ciclo 1ímite.Figura 17. 

540 

820 

480 

440 

400 

380 

360 

F I G .  17 
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APENDICE 
PROPOSICION : Si f = ( f l ,  f2) es el vector  definido  como: 

entonces, Ind(0) = -1 6 +1, de  acuerdo si el origen es o no un  punto silla, 
para  para el sistema  lineal: 

= cx + dy = Y. 

DEMOS'I'RACIOT\j 
Por la  teoría  desarrollada del índice  de  Poincark, es sllficiente calcular  el 

índice  en el origen para el sistema  lineal. quc en  forma  ardítica se encuentra 
mediante: 

X d Y  - Y d X  - - 
2n 

( m  + by)d(cz + dy)  - ( m  + dy)d(az + by)  - - 
27r ( a x  + by)2 + (cx + dy)2 

~ 

donde r es una  curva dr: Jordan  que  encierra al origen. $5 se  toma en parti- 
cular la curva  de  Jordan, I ' ,  como la elipse, r: 

( a x  + by)2 + (CLZ: + dy)2 = 1 .  

Entonces 

Sea. S el área de la elipse, por un resultado  ya  conocido, 
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esto implica: Ind(O) = i, cuando ad - bc # O. 
Por lo t,anto 
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