Estabilizacion Global de un Reactor Quimico
Mediante un Control Lineal
con Retroalimentacién Estado

por
Faustino Ricardo Garcia Sosa

Tesis de Maestria

ary.



UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
IZTAPALAPA

ESTABILIZACION GLOBAL DE UN REACTOR QUIMICO
MEDIANTE UN CONTROL LINEAL
CON RETROALIMENTACION ESTADO

TESIS PARA OBTENER EL GRADO DE

MAESTRO EN MATEMATICAS

PRESENTA

MAT. FAUSTINO RICARDO GARCIA SOSA.

ASESOR

DR. RODOLFO SUAREZ CORTES

MAYO DE 1996.



Agradecimientos

Deseo expresar mi agradecimiento al Dr. Rodolfo Suarez Cortés por su
paciente asesoria en la realizacion de esta tesis. Asi como también al Dr.
Jesus Alvarez Calderon, al Dr. Ernesto Pérez Chavela, y al Dr. Jesis Pérez
Romero por su accesibilidad para revisar y discutir sobre el trabajo presen-
tado en esta tesis.

Deseo manifestar también mi agradecimiento a CONACY'T por su apoyo
econdémico. Asi como al departamento de Matematicas de la UAMI por sus
facilidades que me brindé; a mis padres, hermanos y amigos por su gran
interés mostrado a lo largo de la realizacion de este trabajo.



INDICE

INtrodUCCION e e 1

CAPITULO 1

El Reactor Tanque Agitado De Flujo Continuo

1.1 Modelacién Del Reactor Tanque Agitado. ... 5

1.2 Solucién Numérica 12
1.3 Puntos Criticos: Multiplicidad, Indice y Tipo. 15
CAPITULO 2

Control lineal Global Del Reactor

Tanque Agitado De Flujo Continuo

2.1 Linealizacién del Sistema de Ecuaciones Diferenciales ... 23

2.2 Propiedades Fxtructurales 25
2.3 La Forma Canénica Estandard ... e 26
2.4 Una Transformacion Invertible . 27

2.5 Control Lineal 30



CAPITULO 3

Condiciones suficientes Para la Estabilidad Global

Del Reactor Tanque Agitado

3.1 Regi6n Fisicamente Factible de Evolucion del Reactor 33

3.2 Condicion Suficiente Para la Unicidad del Punto Critico,
por Método Directo. 34

3.3 Condiciones Suficientes Para Evitar Ciclos Limite en el

Reactor Tanque Agitado, Por Método Directo .................. 36
3.4 Condicion Suficiente Para la Unicidad del Punto Critico

por el Método de Transformacion del Sistema Asociado al Reactor. 45
3.5 Condiciones Suficientes Para Evitar Ciclos Limite en el Reactor

Por el Método de transformacion del Sistema. 50
CAPITULO 4
Aplicacion Del Control Lineal a un Ejemplo 59
CONCLUSIONES 67
Perspectivas 68
Apéndice T2

BIBLIOGRAFIA 74



INTRODUCCION

Los reactores quimicos, que para R.Aris [1], son el corazén de cualquier
proceso quimico, pues es aqui donde la reaccién quimica se lleva a cabo;
se han venido perfeccionando cada vez mas mediante mejores controladores
automaticos.

El reactor quimico que se analiza en esta tesis es un reactor tanque agi-
tado de flujo continuo (RTAFC) de volumen v, con flujo volumetrico a razon
de w donde tiene lugar una reaccién exotérmica irreversible de primer or-
den de la forma A —— P. Fl problema de control consiste en mantener
la concentraciéon (¢) v temperatura (7') en un valor especifico a pesar de
perturbaciones(Estas perturbaciones se originan en la concentracion (¢.) y
temperatura (7.) de entrada). La variable de control es T.(¢, T').

El reactor quimico es modelado por medio de un sistema de ecuaciones
diferenciales no lineal con dos variables de estado (concentracién y tempera-
tura) y una variable de entrada(temperatura de enfriamiento), este sistema
es dificil de resolver y analizar.

I[nvestigaciones recientes realizadas por Alvarez, Alvarez y Gonzalez,[6],
solucionaron el problema de controlar el reactor tanque agitado de flujo conti-
nuo, propuesto anteriormente, mediante un control no lineal de una entrada
y una salida(SISO). Este control se obtuvo en base a una transformacién
no lineal(Hunt, [8]) que mapea el sistema de ecuaciones difernciales no li-
neal, asociado al reactor no lineal, a un sistema auténomo lincal controlable
equivalente. Para posteriormente construir un control lineal, para el siste-
ma lincal, que después de expresarlo en coordenadas originales reproduce el
control no lineal.

La solucion se obtuvo en forma analitica, y los resultados garantizaron un
proceso a lazo cerrado estable asintéticamente con un tinico atractor, cuya
region de atraccion es suficientemente grande para situaciones practicas.

Alvarez, Suarez, y Sanchez [7], resolvieron el problema de estabilizar en
forma global una polimerizaciéon de radical libre que se lleva a cabo en un
reactor continuo agitado. que tiene como modelo un sistema no lineal con tres



variables de estado y dos variables de entrada(iniciador y temperatura) que se
pueden manipular y dos perturbaciones de entrada medibles, variables con el
tiempo (temperatura y conversion). El control que se usé para controlar este
reactor fue un control no lineal de dos entradas, que se construyd, en forma
similar al construido por Alvarez, Alvarez y Gonzélez,[6], para el problema
anterior, en base a una transformacién no lineal que mapea el sistema no
lineal, asociado al reactor no lineal, a un sistema auténomo lineal controlable
equivalente (Hunt,[8]) para posteriormente construir un control proporcional
en forma convencional que después de expresarlo en coordenadas originales
da origen al control no lineal.

En ambas investigaciones [6] y [7] se hicieron simulaciones numéricas, en
donde se muestra la estabilidad global del reactor quimico correspondiente.

También en ambas investigaciones [6] y [7] se mostrd, mediante simulacio-
nes numéricas, que la parte lineal del control no lineal estabilizaba en forma
global al reactor no lineal correspondiente. Sin embargo esta propiedad no
se probé matematicamente, por lo que la tomamos como una conjetura para
motivar el presente trabajo y de donde nos surge la siguiente pregunta:

Sera necesario construir un control no lineal para controlar un reactor
no lineal?

La forma convencional de disentar un control lineal, sin hacer uso de la
Geometria Diferencial usada en los trabajos [6] y [7] anteriores, se basa en
la teoria de control multivariable, que consiste en linealizar, con una serie
de Taylor truncada, el modelo del reactor no lineal (Ray,[5]; Burghes, [11])
posteriormente se encuentra una transformacién lineal que lleva el sistema
lineal a un sistema lineal equivalente(a la forma candnica estandard) y de
ahi hallar el control lineal, que después de ponerlo en coordenadas originales
reproduce el control lineal buscado.

Por construccion del control lineal, este sélo funciona bien en una vecindad
del punto de operacion. Para solucionar este problema se llevan extensas
pruebas que conducen a seleccionar adecuadamente las ganancias del control
lineal propuesto y de ahi establecer un proceso a lazo cerrado y su regién de
atraccion.



En este trabajo se resuelve el problema de obtener condiciones suficientes
sobre los pardmetros involucrados en el proceso del RTAFC y las ganancias
ki, k, del controlador lineal, que deben satisfacer para la estabilidad global
del RTAFC, apartir de una linealizacion a primer orden de Taylor del proceso
y de la forma canénica estandar(FCE)(Kalman, R.E:1971,{10], [11], [12]); un
controlador lineal es entonces construido y afinado

Considerando el RTAFC con un controlador lineal. Para probar su estabi-
lidad global, primeramente intentamos probarla por el criterio de Bendixson
la cual nos condujo a que el signo negativo (signo constante) de la divergen-
cia depende de que la ganancia k, del control sea muy negativa. También
intentamos probar la estabilidad global del RTAFC por el método propuesto
por N.G.LLOYD [13]. Pero nuestro sistema de ecuaciones diferenciales no
lineal, que modela al RTAFC. en coordenadas polares no cumplié una de sus
condiciones.

Con los intentos fallidos mencionados anteriormente, nos condujo al analisis
de la trayectoria en una regién invariante que nos da como resultado la no
existencia de ciclos limite. Un segundo método propuesto en este trabajo con-
siste en hacer un cambio de variable en el sistema de ecuaciones diferenciales
no lineal tomando en cuenta ahora el control lineal agregado (A.B.Poore [2]).
La distribucion de este trabajo se da en la siguiente forma :

Fn el capitulo 1 obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales no lineal
que modela al Reactor de Tanque Agitado de Flujo Continuo con una reaccién
exotérmica (R. Aris [1]), mostramos mediante graficas el retrato fase de este
sisterna y mediante un cambio de variable obtenemos el indice, multiplicidad
y tipo de los puntos criticos del sistema de ecuaciones diferenciales no lineal,

&

que resumimos en el teorema (1.1)(Aubrev B.Poore [2]).

En el capitulo 2 hallamos el control lineal que estabiliza al sistema que
modela al RTAFC, tal diserio esta basado en la forma candnica estandard
(Kalman,[10], [11], [12]).

En el capitulo 3 hallamos las condiciones suficientes para que el proce-
so a lazo cerrado, con control lineal, encontrado en el capitulo 2, sea glo-
bal asintéticamente estable. Primeramente mostrando que el punto critico
del sistema de ecuaciones diferenciales no lineal es tinico y posteriormente



mostramos que no existe ningun ciclo limite del sistema. Estas condiciones
suficientes para la estabilidad global del RTAFC con un control lincal son
encontradas en dos formas: primero por un método directo, es decir encon-
tramos una regién invariante la cual nos asegura la no existencia de ciclos
limite; el segundo método es haciendo un cambio de variable en el sistema de
ecuaciones diferenciales no lineal (A.B.Poore [2]). Debe observarse que las
condiciones suficientes para la estabilidad global del RTAFC que se octuvie-
ron por el primer y segundo método son diferentes pero muy aproximados

En el capitulo 4 se aplican los resultados obtenidos para resolver un ejem-
plo particular del RTAFC, es decir para valores fijos de los parametros de los
cuales depende el modelo del RTAFC ([1]). Ademads se concluye saturando el
control lineal propuesto para el RTAFC. Este modificara la teoria y plantea
un nuevo problema matematico a estudiar.



CAPITULO 1
EL REACTOR TANQUE AGITADO

1.1 Modelacién del Reactor Tanque Agitado

Una de las formas mas simples de reactor quimico es el asi llamado reactor
de tanque agitado de flujo continuo, 6 bien RTAFC. Este tipo de reactor,
como su nombre lo indica, es un tanque dentro del cual fluyen reactivos y
desde el cual se saca un flujo del producto (la salida contiene algunos de los
reactivos de alimentacion asi como productos). Esta suficientemente bien
agitado para que su composicién y temperatura sea uniforme, y puede estar
equipado con un controlador de temperatura. Por ejemplo si la reaccién es
exotérmica y genera calor, entonces el tanque puede tener en su interior una
cerpentina de enfriado, 6 bien un recubrimiento externo a través del cual
fluye agua fria; por otro lado una reaccién endotérmica podria requerir la
inmersién de un calentador.

Se supone que la reaccion tiene lugar sélo dentro del reactor, ya sea porque
ahi se unen los reactivos por primera vez, o porque el catalizador requerido
se encuentra sélo dentro del tanque.

Debido a que esta bien agitada, la composicion dentro del reactor es la del
flujo producto -~ y si, como frecuentemente es el caso, la razén de reaccion
decrece conforme el producto se forma, entonces el RTAFC es relativavente
ineficiente. Aun asi, su simplicidad de disefio puede hacerlo atractivo; mien-
tras que para ciertas reacciones donde los efectos cinéticos y térmicos dan
razones de reaccién mas rapidos, dentro del reactor, que las condiciones de
alimentacion, el RTAFC tiene ventajas positivas.

Como caso de un reactor simple, el tanque agitado tiene un modelo simple,
sin embargo aun considerando las mas simples de las reacciones su compor-
tamiento es sorprendentemente interesante. Tal reaccion es de primer orden,
exotérmica, irreversible, en la cual el reactivo forma el producto a la razén
de cambio K¢, donde ¢ es la concentracién y K una constante de propor-
cionalidad, conocida como constante de cambio. La razon constante es una
funcion de la temperatura de la forma: K = koe—T?ET“, donde 1" es la tempe-
ratura, R la constante de gas, ko la frecuencia o factor pre-exponencial y E,



es la energia de activacién. El volumen, v, en el reactor es constante debido
a que el influjo y el ex-flujo son iguales, digamos w. Entonces los balances
de masa y calor pueden escribirse expresando el hecho de que la razén de
acumulacién (ya sea de masa o de calor) es igual a la razén de influjo menos
la razén de ex-flujo, més la razén de generaciéon. En el balance de masa pa-
ra el reactivo desaparecido, la generacién es "negativa”; el balance de calor
tiene dos términos una generacidén positiva por la reaccion exotérmica, y una
generacion negativa, o retiro, por el serpentin de enfriamiento. El modelo
resultante es un par de ecuaciones diferenciales ordinarias:

dc w ;
il ;(cC —¢)— K(T)e,
" (1.1)
—A wtw
R U 8]
dt v pep VpPCp

expresando la razon de cambio de cada variable en términos de los valores
comunes de estas variables, donde (—AH ) es el calor generado por la reaccién,
p es la densidad del fluido, ¢, es la capacidad de calor especifico del fluido, &,
es el coeficiente de calor transferido, A, es el area de transferencia de calor,
¢e, T, son la concentracién y temperatura de alimentacidn, respectivamente,
del reactor.

Estas ecuaciones son no lineales, ya que el lado derecho involucra funcio-
nes mas complejas que las primeras potencias de ¢ y Ty no se esperan solu-
ciones simples explicitas. Sin embargo (1.1) puede resolverse mimericamente,
y ¢(t) y T(t) pueden calcularse una vez que se dan c¢o y Ty (sus valores al
tiempo t = 0). Frecuentemente los valores de ¢ y T' se aproximan a una
constante, o a valores del estado estacionario.

c? T

Cs |—— /~ — \— -/~ S~ _ .

-5 t

FIG. la CONCENTRACION ¥ TEMPERATURA EN UN REACTOR SE
APROXIMAN A UN VALOR ESTADO ESTACIONARIO POR
OSCILACIONES AMORTIGUADAS ,
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La figura la) muestra un caso donde la concentracion y la temperatura en
cl reactor se aproximan a valores del estado estacionario mediante oscilaciones
amortiguadas. La figura 1b) muestra el retrato fase del reactor cuando se
inicia desde un valor elevado de ¢y y temperatura moderada T' (el punto P)
aparece una gran oscilacion a altas temperaturas antes de que decaiga al
estado estacionario. En efecto, por consideraciones de seguridad se prohiben
las temperaturas que sean mayores que T,,, el retrato fase mostraria que seria
inseguro comenzar por encima de cualquier condiciéon representada por un
punto en el area iluminada, pues la trayectoria pasaria por una temperatura
muy alta, mayor que T,,, antes de llegar al estado estacionario.

Ct

Cs

FIG. 1b GRAFICA DE POSIBLES TRAYECTORIAS EN

EL PLANO FASE

Los estados estacionarios (¢,,1s) también conocidos como puntos criticos,
pueden encontrarse haciendo las derivadas igual a cero; esto es resolviendo
el sistema:

~1
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%(Ce — ) — koc.e FTe = (,

(T, = 1y) + EM e TR (T, T, = 0,

vpcp

Al resolver la primera ecuacién para ¢, en términos de T, obtenemos:
we,
Cs = —— 7
w + vkoe BTs
Sustituyendo el valor de ¢; en la segunda ecuacién del sistema se obtiene la
ecuacion en términos de T,

(_A[I>wcevk0€.}_§{g

—Eg
w + vkoe BT

(1.2)

wpcp(Ts = Te) + ho AT, = T.) =

Esta es simplemente la igualdad del calor generado y el calor removido
en el estado estacionario. Los dos lados de la ecuacién (1.2) se grafican en
la figura 2.a, siendo la primera una linea recta y la otra una curva en forma
de S. Su interseccion da los estados estacionarios. La interseccion de la
linea de calor removido, 7', es una media ponderada de las temperaturas de
alimementacion y enfriamiento.

N

CALOR GENERADO
O ELIMINADO

CALOR
ELIMINADO

CALOR
GENERADO

|

i

i
[(Ts.T)
| LLARGA
|

I
|

(Ts =T
PEQUENA

A 4

~

&
-~
)

Fo 9Cp Ny T
qCr %
FIG. 20 MUESTRA QUE EL PUNTO ESTACIONARIO ES LA INTERSECCION

DE UNA LINEA RECTA Y UNA CURVA EN FORMA DE S

En el valor mas bajo de T' la temperatura de estado estacionario 75 no es
mucho mas grande que la 7" misma (i.e. T, — T es pequena, como lo muestra

o



el triangulo de la izquieda), pero cuando T es grande T — T se aproxima a la
ntot.: Q—AH!csw
asintota pr—ies,

esto corresponde a una reacciéon completa con liberacién de calor, lo mas

como lo muestra el tridngulo de Ja derecha. Fisicamente,

grande posible.

De aqui surge una pregunta interesante: que pasa si la linea recta del
calor removido es tan inclinada que el diagrama se ve como el de la fig.2b.

CALOR GENERADO
O ELIMINADO

v

Ts

FIG. 2b COMO EN 20 PERO CON UNA LINEA QUE DA

TRES ESTADOS ESTACIONARIOS

St la pendiente mas grande de la generacion de calor es mas grande que
la pendiente de la linea de calor removido, entonces, esta figura 26 muestra
que siempre habrd dos temperaturas T, v 7™ tal que si T estd entre 1. y
T* existiran tres intersecciones (mostrados como A, B, C). Esto significa
que hay tres posibles estados estacionarios para cualesquicra de tales valores
de T. Claramente los valores de T, y T* dependen de la pendiente de la
linea de calor removido, si esta es mas pequena que la pendiente maxima
de la linea de generacién de calor, como en la fig.3a. entonces variando 7'
podemos graficar la razon de generacion de calor en el estado estacionario



como funcién de T' (en la parte baja de la figura), obteniendo una curva que
de retorno se dobla sobre ella misma entre T, y 1.

No hay un camino natural para obtener cualquier punto representativo
para el doblez inferior de la superficie, y esto no deberia sorprendernos, ya
que esto corresponde a estados estacionarios inestables. Un estado estaciona-
rio inestable es uno que es tedricamente posible pero no puede ser realizado
en la practica, ya que la desviacién mas ligera desde él, creceria hasta que
el sistema terminara en un estado completamente remoto. En contraste un
estado estacionario es localmente estable si cualquier desviacion suficiente-
mente pequena muere lentamente, v el sistema regresa al estado original del
cual fue inicialmente desplazado. El tinico estado estacionario en la figu-
ra 1b) es estable; de hecho, es globalmente estable, ya que no importa que
tan grande se haga el desplazamiento, el estado siempre regresa al punto
critico C'.

T "

CALOR GENERADO
O ELIMINADO .
/

CALOR GENERADO EN ESTADO
4 ESTACIONARIO

a =T B al
FIG.3 a)UN CASO DONDE LA PENDIENTE DE LA LINEA CALOR ELIMINADO
ES MENOR QUE LA MAXIMA DE LA CURVA GENERACION DE CALOR
b) UN CASO DONDE EL VALOR[QCpih) €S JUSTO IBUAL A LA
PENDIENTE MAS GRANDE DE LA CURVA GENERACION DE CALOR
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El argumento clasico para demostrar que el doblez inferior es inestable se
muestra en la figura 4. El estado estacionario intermedio B, es tal que si la
temperatura estuviera aumentando ligeramente, podriamos encontrar que la
velocidad de generacién de calor excede la velocidad de pérdida de calor, una
situacidn que obviamente conduce a un enparejamiento en temperaturas Mmas
altas. Inversamente, si la temperatura desciende la pérdida de calor es mayor
que la generacion de calor y la temperatura continia descendiendo. Esto es
claramente una situacion inestable y es el resultado de que la pendiente de la
curva de generacion de calor comierice a hacerse mas grande que la de la linea
de pérdida de calor. Desafortunadamente, esto no nos asegura concluir que
st la linea de pérdida de calor tiene una pendiente mas grande que la curva
de generacidon de calor en su interseccion, entonces el estado estacionario es
estable. Son necesarias dos condiciones para mostrar que cualquier posible
desviacion muere lentamente. La Fig.4 fue dibujada desde una ecuacién que
ya contenia la solucién de la otra, debido a que resolvimos w(c.—¢;)—vke, = 0
para ¢; y sustituimos en el balance de calor. Asi cualquier desviacion de T,
que pueda ser mostrada en la figura 4 implica una desviacion particular de
¢s, que satisface la dltima ecnacién. Esto es también especial para asegurar
que una desviacion arbitraria de ¢; y T, morirdn lentamente.

N
T caLoR GENERADO
0 ELIMINADO

CALOR ELIMINADO

CALOR
GENERADO

GENERACION DE CALOR

MAS GRANDE QUE CALOR
ELIMINADO

GENERACION DE
CALOR MENOR QUE
CALOR ELIMINADO

FIG, 4 DEMUESTRA QUE EL DOBLEZ INFERIOR ES |INESTABLE
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1.2 Solucién numérica

El retrato fase del sistema cuando existen tres estados estacionarios se
ilustra en la figura 5. El estado A, donde la velocidad de reacciéon es lenta,
corresponde a un valor alto de ¢, (debido a que poco del reactivo a reac-
cionado), asi que los tres estados estacionarios estan disponibles en el plano
T , ¢ como se muestra. Supongamos que A y C son estables; B, como sa-
bemos debe ser inestable, se llga a esta conclusién después de analizar la
velocidad de generacidn de calor y velocidad de perdida de calor; al variar la
temperatura en una vecindad del punto critico B, hecho anteriormente. El
comportamiento del sistema se muestra completamente por el retrato fase.

FIG. 5 RETRATO FASE DE UN SISTEMA DONDE HAY TRES

ESTADOS ESTACIONARIOS
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Si el reactor comienza en estado tal como P, la concentracion disminuira
répidamente y la temperatura aumenta hasta que el primer brote de la reac-
cién es completado por ¢l uso del reactivo y el sistema pasa por un maximo
de temperatura en ) antes de que el enfriamiento tome lugar y regrese al
estado estacionario C mediante oscilaciones amortiguadas: Si el estado co-
mienza en R, él pasa mucho mds derecho al otro estado estable estacionario
en A. En efecto hay una linea, DBE, la cual divide al plano en dos partes,
los estados iniciales a la izquierda de esta separatriz,DBE, nos conducen a
A, mientras que aquellos del lado derecho nos conducen a C'. Esto es in-
mensamente importante para comenzar ya que A es un estado estacionario
inaprovechable y C es uno con velocidad de reaccién favorable, el retrato fase
muestra la combinacidn inicial correcta de ¢y y Tg. Al mismo tiempo advierte
que el punto de partida digamos P puede conducir a excursiones peligrosas
de temperatura: Realmente sugiere que una condicién inicial segura puede
ser un punto semejante a S, obtenido al llevar al reactor con una sustancia
inerte y elevando la temperatura al nivel del estado estacionario deseado. Asi
cuando la alimentacion es introducida, la sustancia inerte sirve tanto como
un disolvente o como un absorbedor de calor y la temperatura baja antes de
aumentar de nuevo y retornar al valor estacionario, con un modesto exceso.
Notemos que la separatriz consiste de dos trayectorias que comienzan en las
fronteras y realmente conducen al estado inestable B. Asi de delicado es este
filo que no es posible integrar las ecuaciones desde D é E a B en la computa-
dora, porque el error de redondeo proporcionaria una desviacién que creceria
y conduciria la trayectoria ya sea a A 6 a C". Como se muestra en la figura 5,
C' es un foco estable; A es un nodo estable y B es un punto silla. Es también
posible tener nodos inestables y foco desde el cual la trayectoria se aleja.

Sin embargo los estados estacionarios no son las unicas caracteristicas
criticas de la solucidon de las ecuaciones modelo. También puede haber ciclos
limite, tal como la curva I" en figura 6a. Interior a I', C es el tinico punte
estacionario, pero éstc es inestable, es decir toda trayectoria se aleja de él
y se aproxima al ciclo limite. Similarmente cualquier trayectoria de afuera
fluye hacia I'; mientra que si la trayectoria comnienza en [' permanecera sobre
I' para todo tiempo. Asi que [" es un ciclo limite estable.

La Figura 66 muestra que puede haber también ciclos limite inestables.
Aqui el vnico estado estacionario es estable y se encuentra dentro de un ciclo

13



limite inestable, '} el cual a su vez se encuentra dentro de I', un ciclo limite
estable.

61\

T
h'Y
a) T 7
c 4 \
—
b) T

’
FIG. 8. CICLOS LIMITE [T ES ESTABLE v I INESTABLE

QUE SE OBTIENEN AL VARIAR Te¢
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1.3 Puntos criticos: multiplicidad, indice y tipo

Para investigar los puntos criticos necesitamos disernir y discutir el numero
de pardmetros del sistema. Una ecuacion como:

de ~Eg
U~ == W, — Wwe — ckge BT |

dt

tiene todos sus términos de la misma dimensién, en éste caso cantidad por
unidad de tiempo. Al elegir las unidades, digamos gramos mol por hora, ésta
tendra ciertas magnitudes, pero existen ciertas magnitudes naturales que
son caracteristicas del problema. Asi la concentracién de alimentacion de los
reactivos es caracteristica de la concentracién y, si definimos ¢ = ¢.(1 — z),
z no tendra dimensiones y seria la conversion fraccional de los reactivos en
productos. De modo que ésta siempre estara entre 0 y 1. Un modo similar
de hacer adimensional la temperatura serfa tomar la y desviacién (1" — T,)
como una fracciéon de T, ; pero resulta mejor multiplicar ésta por v = I%’e y
escribir T' = T.(1 + %), porque cntonces

T

- =E =%a Y
K(T) = koe B = koe Fie eV1F5).
Los dos primeros factores dan K (T.), mientras, debido a que 1" es una tem-
peratura absoluta y T — T, es pequenia comparada con Ty, % frecuentemente
puede ser omitida en comparacién con 1 para dar K(7') = K(T.)ev.

Ademas si seleccionamos la cantidad % , donde h = h,A,, para adi-
mensionar el tiempo. y definimos

ht
T=— , T.=T, vy p=1

vCp

Entonces el sistema de ecuaciones (1) se escribe como:

de  (-z) v

T 7 + D(1 — z)e, .
1.3

dy

) l
—_ = — — _ Yy
I (1+0)y+BD(l z)ev.

Estas ecuaciones contienen tres parametros: el tiempo de residencia adi-
mensional 6 bien el reciproco de la razén de flujo, 6 = ;’—f; el asi llamado
p
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nimero de Damkoler, D = ﬁigg—e)i’i , que es una medida de la intensidad de
la reaccién ya que es proporcional a K(T.)y B = ﬁ:%)jf;ﬁ’ una medida de

exotermicidad de la reaccion.

Los puntos criticos (s, ys) son por definicién soluciones de las ecuaciones
algebraicas

( 7 ) + D(1 — z,)e¥ = 0,
1
—(1+ a)ys + BD(1 — z5)e¥* = 0.
Resolviendo la primera ecuacién del sistema de ecuaciones para x obtenemos

zs = 0D(1 — $s)3y3>

entonces la segunda ecuacion del sistema se expresa como :

o1 B(xs)
—(1 — Yoy 7
( +9)ys+ p 0,
de donde
_ Bz,
ys - 9+1?

sustituyendo y; en la segunda ecuacién del sistema obtenemos

(1 + 1) Bl’s + BD | eBIt O
— — )} — — +1 =
6’8+ 1 (1 —a)e ’

de aqui que
I?
0(1 — z,)ee+t

Veamos ahora las condiciones de multiplicidad de los puntos criticos como
funcion de variacién del pardmetro D.

(1.4)

dD ¢ [9+ 1 — Bu, 4 Ba?
dr, 68 + 1)(1 — z,)?

Entonces g;Q ={ s1y sélo si:
6 +1— Bz, + Bz* =0,
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de donde obtenemos las raices

1 1 49+l 1
Ts1 = 5 5(1— (B ))2’
PR A
Iy S

Note que B < 4(6 + 1) implica que x,,, T, son complejas que a su vez
implica £ Q > 0 para z, € (0 1).

B = 4(9 + 1) 1mphca D~ g excepto para s = T4 = doude M = 0.
Asi, para B < 4(0 + 1) tenemos una correspondeucia Unica eni re D y ws

Sea B > 4(0 + 1); entonces —d”-{l{—) > 0 para v5 € (0,25) U (zs,1) y g—p— <0
para s € (Zg1,Te2).

Sea

D1 = D(.Tsl) ’
Dg = ])(1}52) >

entonces la situacion es como en la figura 7; para B > 4(# + 1) tenemos una
unica solucién de ecuacion (1.4) mientras que D € (0, Dy) U (Dy,00) y tres
soluciones de la ecuacion (1.4) siempre que D € (Dy, Dy). Para D =D, 6
D = D,, existen exactamente 2 puntos criticos.

N
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Ahora determinemos el {ndice de cada punto critico. Usando el criterio
de rotacién del campo vectorial asociado con el sistema de ecuaciones (1.3)
(ver[4]) y calculando la rotacidn sobre el citculo que encierra al punto critico
(x5, ys), facilmente se concluye que Ind(z,,ys) = | para z; = &5 0 T2 cuando
B=4(0+1)y Ind(zs,ys) = 0 para , = 15 6 25 cuando B > 4(0+1). En
estos casos det(A) = 0 donde A = AF(xz,,y;) (A es el jacobiano del sistema
(1.3)). Para det(A) # 0, el indice es +1 si det(A) > 0y -1 si det(A) < 0; por

lo tanto (ver apéndice)

det(A) , ,
Indlz,, ys) = ~ “— 31 det(A ,
donde
-1 i
i De¥s D(1 — z,)e¥
A= )
1
—BDe¥s - (1 + 5) + BD(1 — z4)e¥
como
~ Bxs_
T
D = :l:i__.__ zg ?
O(1 — z,)et+t
obtenemos:
e s
| e ==z) 4
A= —Bax, Bz, —0 -1 ’
6(1 — z,) 6



entonces

_ I{sz——Bxs—!-G—%-l
'z 1 — =z,

det(A) J-

Expresando det(A) como funcién de 42 obtenemos

(1= 2)(0 + Dedtt dD
] des’

det(A) =

lo que implica por la definicién de Ind(xs, ys);

. ) dD
Ind(zs,ys) =1 si . >0, vy.
dD
Ind(z,,y.) = —1 i 0.
nd(zs,y,) si i <

Con lo cual hemos demostrade el siguiente teorema:

TEOREMA 1.1: Sean

11 4(9 + 1)
1T 5T B
11 [ 48+1)
.S —_ —_ 1 N ,
2515 B
Dz = D(Isz) = — e Bagy
O(1 — x4 )e?h
para ¢« = 1,2. Sea (z,,y;) un punto critico del sistema auténomo (1.3).

Entonces tenemos lo siguiente:

1. Cuando B <4(f+1) 6 cuando B > 4(0+ 1)y D € (0, D;) U (Dy,00),
existe un solo punto critico del sistema auténomo (1.3). El indice
Ind(z,,ys) = 1.

2. Cuando B > 4(8+1) v D = D; = D,, existen exactamente dos puntos

criticos. Un punto critico tiene indice positivo y el otro (z, = z y
D =D 6Ty = Ts y D = D,) tiene un indice de cero.
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3. Cuando B > 4(0 4+ 1) y D € (D, Dy), existen exactamente tres pun-
tos criticos para cada D, # y B. El indice Ind(z,,y;) = 1 cuando
r, € (0,25) U (252,1) y Ind(zs,ys) = —1 cuando z; € (251, Z52)-

Veamos el problema de la estabilidad de los puntos criticos del sistema

de ecuaciones diferenciales (1.3).

La parte lineal del sistema (1.3) se puede expresar como:

dz
= = Az,
dr ‘

donde A = AF(z,,ys), (zs,ys) punto critico del sistema de ecuaciones dife-
renciales (1.3). Es decir:

_ ! Zs
81 =xy) 0
A= "Bz, Bz,-6-1 |>
6(1 — z4) 0
entonces Ba? B p
1 x:— Br,+0+1
det(A) = — 2
€ ( ) 92[ 1_3:5 ]7
1 -0 _
TrA — Br,—80 -1

-z 8

reduciendo obtenemos

Bz — (B+ 0+ 1)z, + (2 + 0)

TrA = — )
4 6(1 — z)

Las raices de T'rA = 0 son:

B+0+1 1

. — . 2

r S5 23\/(8+9+1) 41B(0 + 2),
B+o0+1 1

P _— — — 2 _

ry sg togVIBHO+1) —4B(6+2).
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las raices de det(A) = 0 son :

_L_1 g 400 + 1)
T T B '
1 1 4(0 + 1)

T2 =gty T

Por el teorema de estabilidad. Podemos cuncluir que el punto critico
(z5,ys) del sistema de ecuaciones diferenciales no lineal (1.3) es un foco 6
nodo estable asintéticamente si det(A) > 0y TrA < 0. El punto critico
(25,ys) serd un punto silla si det(A4) < 0 y el punto critico (z,,y,) es un foco
6 nodo inestable si det(A) >0y TrA > 0.

Para B < 4(6+ 1), 51 ¥ x5 son raices imaginarias que a su vez implican
que det(A) > 0 para todo valor de D > 0y z, € (0,1) puesto que det(A) > 0
para z, = 0. Asi la estabilidad es determinada por el signo de 7'rA. Para
B < 34+60+2v0+2, ri y re son raices imaginarias 6 ro > 7y > 1 de
modo que TrA < 0 para todo D > 0y z; € (0,1). Asi todos los puntos
criticos son focos 6 nodos estables asintéticamente cuando B < 4(0 + 1) y

B<3+60+2v0+2.

Para B < 4(1+0) ; det(A) >0y B>3+04+2V0+2y z, € (r1,r2)
implica TrA > 0. Asi todos los puntos criticos son focos 6 nodos inestables

cuando 34+ 0 4+ 20 + 2 < B < 4(1 + 8).

Para B> 4(1 +0)y B<3+0+2v0+2r;yr;son raices imaginarias
pero T,y y Ty son reales. Para z; € (0,2,) U (2,2,1), det(A) >0y TrA <0
asi que todos los puntos criticos son focos 6 nodos estables. Mientras para
Ts € (751, %52), det(A) < 0 entonces los puntos criticos son silla.

Si (—Li(;ﬁﬁ < B para 0 < 0 < oo, existen tres puntos criticos para
D € (Dy,Dq) y un punto critico para D € (0,D;) U (Dy,00). Tene-
mos 0 < x5 < r < zxo < 71y < 1. El punto critico es nodo 6 espiral
asintéticamente estable para z, € (0,25,)U (r2,1), un punto tipo silla ines-
table para z, € (z;,%s) y un espiral 6 nodo inestable para z;, € (xs,712).
para probar esta afirmacion supongamos B > mar{4(1+8),3+6+2/2 + 6}.
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Entonces z,1, Zs2, 71 y T2 son reales y TrA < 0 para z; € (0,7¢) U (rs, 1),
TrA > 0 para z, € (r1,72), detA < 0 para z, € (&5, 252, ¥y detA > 0 para
z, € (0,25)U(zs2,1). por comparacién de las raices z5, Ts2, 71 Y T2 podemos
determinar todas las relaciones entre estabilidad y miltiplicidad.

St4{l1+6) < B < 14—903) y 6 > 1 existen tres puntos criticos para
D € (Dq,Dy) y uno para D € (0,D;) U (Dy,00). Tenemos que 0 < 1y <
T < xs2 < re < 1. El punto critico es nodo 6 foco estable asintoticamente
para z, € (0,71)U(r2, 1), un punto silla para z, € (24, s2) y un foco 6 nodo
incstable para z, € (ry, 25 ) U (z52,72). Ver figura 8.

X

S

@ | | D
| D2 D]

Fig. 8 : .

—___Puntos criticos estables asintoticamente
— — Puntos criticos inestables

22



CAPITULO I1
CONTROL LINEAL GLOBAL DEL REACTOR TANQUE AGI-
TADO DE FLUJO CONTINUO
2.1 Linealizacién del sistema de ecuaciones diferenciales

En el capitulo anterior mostramos que el sistema de ecuaciones diferen-
ciales no lineal que modela el Reactor Tanque Agitado es:

de w =5

— = —(c,—c¢)—caeT,

dt v

T g oy ERH) o7t PeAugp gy,
dt v PCp UpPCp

donde ¢ y T son la concentracion y temperatura del reactor y 1. es la tempe-
ratura de enfriamiento. Y ademds estudiamos multiplicidad, indice y estabi-
lidad de puntos criticos. Ahora el problema de control consiste en mantener
la concentracion y temperatura en un valor especifico (punto critico) a pesar
de perturbaciones(se originan en la concentracién ¢, y la temperatura 7, de
entrada). La variable de control es T.(c,T). Si definimos los parametros :
a =Ky, 0 =% 6= %, g = L—,)ACTIQ y = %ﬁ:ﬁ entonces el sistema de
ecuaciones diferenciales (1.1) se expresa como:

% = f(cc—c)— cae:T’é,

(2.1)
T N
= = 0T T)+ BeaeT — (T — T.).

Supongamos que un punto estacionario (&,1'), estable o inestable, de (2.1)
ha sido seleccionado. Los valores correspondientes de estado y variables de
entrada se denotan por ¢, T, é,, T,, y T.. Si definimos las variables, z, = c—c,
zo=T T yu=T,— T, el sistema de ecuaciones diferenciales (2.1) puede
ser escrito en forma matricial como:
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X = f(X)+gu: X.f.¢ge R* y ueR, (2.2)
donde

5

filz,22) = Bé —0(c+ z1) — ac + x,)eTH,

- - -~ =6
folzi,z) = 0T +~T. = (0 + )T + z2) + aB(c+ z1)eTt=,

g2 = 7-

El objetivo es hallar una funcién de control u(X) :
u: W — R,

donde W es un conjunto conexo abierto en R? donde el funcionamiento del
control es asegurado. Debemos tener siempre presente que u(X) y W depen-
den de la eleccion del punto critico. El disefio del control lineal esta basado
en la forma canénica estandar(FCE)(Kalman).

Consideremos el siguiente sistema(posiblemente inestable):

X = AX + Bu. (2.3)

A:<an a12>; B:[[?}; aqg Yy by # 0,
2

Gz1 A22

donde b, # 0 asegura la presencia de la accién del control y a;5 # 0 permite
el acceso del control a la variable z;. En efecto, una linealizacién Taylor a
primer 6rden del modelo del reactor (2.2) tiene la forma del sistema (2.3).

Donde A = Af(0,0) es decir:

81[1(561,:132) 6f1($1,332)

63;1 (9.’]72
Ofs(zi,x2) 0 fa(21,72)
axl a(L‘Q

Af =
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—é —&
— —0—aetin —afe+ ) (T + Iz)ze "
= y N
Tty c —— o T%=
afjeT+e “<9+7)+0’/3(C+x1>(f+$2)26 e
) 5
—6—aeT —of&) e T
A= (1) Py ;
— —4
afeT  ~(0+7) +aB(d) e T

()

-[1]

El objetivo es disenar un controlador proporcional(u) de la forma :
u=KTX, KT = (ky, ks). (2.4)

de modo que el proceso a lazo cerrado tenga dos eingenvalores Ay, A,.

El disefio del controlador(2.4) puede ser hecho secleccionando el vector
ganancia KT de modo que la matriz a lazo cerrado (A + BKT) tenga A, A
como eingenvalores.

2.2 Propiedades estructurales

El control anteriormente disenado da clertas propiedades inherentes al
sistema (2.3). Es bién conocido que la teoria de sistemas lineales proveé he-
rramientas en materia estructural como controlabilidad, estabilidad y trans-
formabilidad a formas equivalentes (Kwakernaak y Sivan,[18]; Kailath,[19)];
Balakrishnan,|[20]).

St a3 6 by = 0 el control disefiado tiene problemas. Esto puede ser
detectado y explicado con el concepto de controlabilidad la cual depende del



par (A, B). El problema mencionado anteriormente es llevado a la transfor-
mabilidad y estabilidad del sistema porque estas propiedades dependen de
la controlabilidad. Supongase que A tiene eingenvalores distintos, la teorfa
lineal proveé los siguientes resultados. El sistema (2.3) es:

(i) Asintéticamente estable s1y solo si Reda; <0 (i =1,2).
(ii) Controlable si y solo si rang[A,b] = 2.

(iii) Transformable a la FCE si es Controlable.

2.3 La forma condnica estandard

La forma conénica estandard (FCE) para un par (A,B) controlable con
entrada singular fue propuesta en varios trabajos alrededor de 1961 , pero
quien primero lo publicé fue Popov. La FCE es 1til para el disefio del control
estado que alcanza una deseada asignacién de eigenvalores.

Supéngase que el sistema (2.3) tiene n estados y m entradas
X = AX + Bu, XeR Yy u € R™
y el polinomio caracteristico de la matriz A es :
p(A) = A" — (a1 + agA + ...+ @, A",

Si el sistema es controlable (rang[B, AB,...A" ' B] = n), existe una trans-
formacién invertible que lleva el sistema a la FCE (Kalman):

7 =GZ + Qu,
donde
9 1 0 -~ — — 0 0
- 0 0 1 — — — 0 0
G = 0 0 0 — — — 0 1 ’
@y az az — — — — Qn
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En el presente caso, n = 2, m = 1, la FCE sera :
g , {0 1 |0
Z=GZ+ Qv, G_<a1 a2>, Q—[l], (2.5)

donde a; = det(A), a; =Tr(A).

2.4 Una transformacién invertible

En esta parte obtendremos una transformacion que lleva al sistema (2.3)
ala FCE (2.5). Primero daremos un proceso general para obtener una trans-
formaciéon que lleva al sistema (2.3) al sistema (2.5) con X € R* y u € R.
Como el sistema (2.3) es controlable, rang[B, AB,...A" ' B] = n, los vecto-
res B,AB,..., A""'B forman una base del conjunto solucién del sistema de
ecuaciones diferenciales (2.3),es decir,

X = iin—lB, ¢ € R.

=1

Como el vector Q tiene valor cero en las n — 1 componentes v valor 1 en
la n-ésima componente entonces se busca un vector C € R" tal que:

CTAB=0 0<i<n-2. (2.6)
CTA'B = 1. (2.7)

S1 definimos:
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TT = CcTA™Y  i=1,2,

= ST (2.8)
entonces la transformacion T es:

7

Ty

T = : (2.9)

7T

Definamos
Z=TX

En nuestro caso particular (n=2), tenemos, de las ecuaciones (2.6) y (2.7)
para C € R*, C' = (c1,¢2)

cTB =0,
CTAB =1,

si y solo si

C]O + C2b2 = O.,

craroby + cpagby =1,

s1 y solo si

¢y = 0,

Ccy =

alzbz

De la ecuacién (2.8):

o 1
T = CTA° = ( 0),

bl
Glzbz
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a1y G172

T = CTA = ,—2).
((112[)2 ay2by

Por ecuacién (2.9) la transformacion invertible T es:

1
) ay2b
T &%12 ai2 ’

alzbz a12b;

1

de donde
Iy
AR = N
1( 1) a12b;
w1, 2q) = ALy D272 (2.10)
ay2b, a12b2

Para hallar v. De la ecuacion (2.5) obtenemos:

Z:l = 22,
(2.11)
Zy = a1z + axzy + v,
de donde
(2.12)

v = ,2:2 — aA121 — dyZ9.

Sustituyendo el valor de 7, desde ecuacion (2.10) en la ecuacién (2.12)
obtenemos a v.

Por lo tanto la transformaciéon que se buscaba es:

za(z) = 705,

— an® a12%2
22(‘7:1’ Iz) T oaizby aizby’



aii ay a12b2 43 azdyy

2
(a11@1+a1222)+ (ag1zi+agza)+ A u— b T —
a12by 1202 41202

v(xl,acz) - aleQ

(2.13)

2.5 Control lineal

La FCE preserva los eigenvalores a lazo cerrado. De aqui, que la asig-
nacion de los eigenvalores puede hacerse sobre el sistema equivalente (2.5).
Consideremos el control lineal para la FCE (2.5):

v=FTZ;  FT = (k —ay, ks — ay). (2.14)

El proceso a lazo-cerrado equivalente es

: 0 1Y, ;
Z = ( bk ) Z. (2.15)

Las ganancias se definen de acuerdo a las siguientes expresiones

kl — -—)\1/\2,]{72 = /\1 -+ /\2. (216)

La ley de control se obtiene al expresar la ecuacién (2.14) en términos de
las coordenadas originales, es decir, de la ecuacién (2.14) obtenemos

v = k21 — a2 + kazo — agzs,

por otro lado, sustituyendo el valor de v en (2.12) de la ecuacién anterior se
obtiene:

Zé = klzl + k'QZQ. (217)

Ahora sustituyendo los valores de z,, 21 y 22, desde la ecuacién (2.10), en
la ecuacién (2.17) y despejando a u se obtiene:
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k124 a11Z1 + a122; a1121 + a1222 91Ty + az2x2
U= ky— e — gy —————— — app————————. (2.18)
a12b2 baays a12b; a12bs

Ahora bien como : (anteriormente definidas)

Ty = C— ¢,

IQT—T—T,
w=171.-T,

entonces el sistema de ecuaciones diferenciales controlable (2.2) se pue-
de expresar en términos de la concentraciéon y temperatura de la siguiente

manera:
de _
d; = 6(c.—c)— aceT,
(2.19)
dT _ _ _
o= 0T, +~1T. — (0 + )T + [3(106"Té + yu,
donde

ky + k —a?, - .
Y = (ky + 2a11a125211 anan)(c a4

(kzan — ayj1dig — 012622) (T _ T),
ay2bg

para facilitar el algebra escribimos al controlador u en la siguiente forma

u=M(c—c)+ N(T-T). (2.20)

donde claramente
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2
ki + koarr — af; — arpag

M =

alzb2

B k2ay12 — aya1z — apaxn

N =

a12b2
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CAPITULO II1

CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA ESTABILIDAD -
GLOBAL DEL REACTOR TANQUE AGITADO DE FLUJO CON-
TINUO

Claramente, como el control lineal del sistema de ecuaciones diferencia-
les (2.1) se encontré basandose en el sistema de ecuaciones diferenciales li-
nealizado (2.3), la estabilidad para el sistema de ecuaciones diferenciales no
lineal (2.2) se cumple en una vecindad del punto critico (& 7'), siempre que
este sea hiperbdlico; que es este caso, pues los valores propios son reales,
diferentes de cero y negativos. En esta parte del trabajo se encontraran las
condiciones que deben cumplir algunos parametros del sistema de ecuacio-
nes diferenciales no lineal controlable (2.19), para que éste sea globalmente
estable. Entendiendose por estabilidad global no en todo el plano ¢, T si no
en el dominio en donde las variables ¢, T tienen sentido fisico.

Para esto probemos primero que no existe otro punto critico del sistema
de ecuaciones diferenciales (2.19) diferente a (¢, 7). Y después mostraremos
que éste sistema no tiene ciclos limite.

3.1 Regién Fisicamente Factible De Evolucién del Reactor.

La regién en donde tiene sentido fisico establecer o analizar la estabilidad
global de la concentracion y temperatura de una reaccion exotérmica irre-
versible, que se lleva acabo en un reactor tanque agitado, modelado por el
sistema (2.1); es el conjunto:

W={(cT)eR:0<c<,T.<T <T*},
en donde

T, =min{T.,T.},

T =38+ maz{T,,T.}.
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Esta regidn se obtuvo, después de observar que la concentracién minima
es cero, el valor méaximo de la concentracién de entrada (c.) es uno, y el
incremento de temperatura adiabatica{No hay intercambio de calor con el
medio ambiente) es siempre positiva. Ademas se ha probado, por Alvarez,
[14], que W es una regién invariante. figura 9.

3.2 Condicién suficiente para la unicidad del punto critico por
método directo

PROPOSICION 3.1: Si
6 -5 —s
ko — ﬁ’c’ﬁae’f’ < —0—aeT, (3.1)

entonces el sistema de ecuaciones diferenciales no lineal (2.19) tiene a (¢, T)
como unico punto critico.

DEMOSTRACION:

Supongamos que (¢, T5) es un punto critico del sistema de ecuaciones
diferenciales (2.19), esto implicara:

—&

B(¢. — ¢;) — acse™ =0, (3.2)
0T, +~T, — (0 + )T, + Bac,e™ +yM(c, — &) + yN(T, — T) = 0, (3.3)
despejando ¢, de ecuacién (3.2), obtenemos
c.
Cs = —.
0+ aeTs

Sustituyendo el valor de ¢, en la ecuacién (3.3), obtenemos

) —s fé. _
OT. + T — (0 4+ )T+ (Bae™ +yM)(——"—) —yMe+ 7 N(T, ~ T) = 0.
0+ aeTs

(3.4)
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Observemos que la ecuacién (3.4) es funcién de la variable T, entonces con-
sideremos a

_ _ - fc. ,
w(T,) = 0T, 44T~ (04+7) T+ (BaeTs +yM)(— )=y M+ N(T, —T),

é
0+ aeTs
entonces, w(7s) cruzara al eje ¢ solo una vez si fiﬁw(Ts) es de un solo signo,
es decir ﬁw( ) # 0.
d Oc.aeT § 0c, 5
=4 —VC.xe Ce =¢
2 w(Ts) = —(0+7)+(FaeT +yM)( )+ = )(BaeT 5 )+,
dT (9+aeT )2T2 04 aeTs s
de donde
d [YN — (0 4+ )](0 + aeT: )2T2 —fc.qc™ 6(yM — ﬂﬂ)
w =
AT T2(0 + ce 7 )2
entonces
E%w # 0 si y solo si,

[YN = (0 + )0 + ae™ )*T? # 0c.ae™ 6(vM — 88),
si y solo si
YN — (0 + ) Géeae%?éé
M — 30) (0+ac%§)2T3’

como 0, &, «, 6, son parametros positivos y T2 es positivo, siempre que
Ts # 0. Entonces
vN (9+7)

sy 7"

de donde
YN — (04 7) #0. (3.5)
Si expresamos la desigualdad (3.5) en términos de los parametros, tenemos

que por definicién :

)
/N—k2+0+(167—+(9+’)) Be=—aeT (3.6)
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entonces

—s 6 e
YN —(0+~) =k +0+acT ~ﬂc§:2—aeT;
entonces
YN —(0+7v) <0 si
6 s =
kg—,@c;l—‘;,_;aeT < -0 —aeT. (3.1)
QED.

Como ejemplo considere: ky < 0,0 <8 <1,0<e<1,T >0, a=e",
A = 200, entonces la desigualdad (3.1) se cumple. Por lo tanto siempre se
cumple

YN — (6 +v) <0.

Observacién: Los valores de 8, «, 3, v, ¢ fueron tomados de los articulos
de R.Aris y Amudson de 1958. Sin embargo podemos considerar valores en
vecindades correspondientes de 8, «, 3, 7, § donde se cumpla la desigual-

dad (3.1).

3.3 Condiciones suficientes para evitar ciclos limite en el Reactor
Tanque Agitado,por método directo

PROPOSICION 3.2: Una condicién suficiente para la no existencia de
ciclos limite en el sistema de ecuaciones diferenciales no lineal (2.19) es:

-4 2

[y — ka(0 + acT) — (0 + aeT) | > 0. (3.7)

DEMOSTRACION:
Para probar que el sistema de ecuaciones diferenciales (2.19) no tie-

ne ciclos limite analizaremos el retrato fase de este sistema de ecuaciones
diferenciales en la regidn que tiene como {rontera a las curvas:
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c=10 para ¢ < c,

T="T para ¢ <c,

c=c. y la curva T =0.

Y mostraremos que esta es una regién invariante. Esto serd suficiente,

pues toda drbita cerrada debe contener en su interior al menos un punto
critico. (ver figura 9)

Fig. 9 MUESTRA UNA REGION INVARIANTE

EN EL PLANO FASE
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¢ = 0 implica; (de la ecuacién 2.19),
=6
6(ce — ¢) — aceT =0,
de donde B
_ Oc,
0+ ce™
se observa que cuando T tiende a 0, entonces ¢ tiende a ¢.. Por lo tanto la

Curva ¢ = "'*9—%':‘5‘ corta al eje cenc= Ce
b4+ae T

C

Si en lugar de despejar a ¢, de la ecuacién ¢ = 0, despejamos a la
variable T obtenemos: 5
d In[#e=)) (3%)

ac !

Ahora probemos que la funcién T de la ecuaciéon (3.8) es decreciente. Si
derivamos a T respecto a ¢ obtenemos:

ar _ gy
de [ln(—g—f;%i]f
como ach(¢, — ¢) > 0, dado que € > ¢, entonces la funcién :
-6

xc

T =

es decreciente.

Ahora veamos en que direccion apunta el campo vectorial asociado al
sistema de ecuaciones diferenciales (2.19) a lo largo de la curva

dc.

¢=
§ +aeT

restringido al dominioé < cy T > T.
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Si sustituimos el valor de ¢, de la anterior ecuacién, en la segunda
ecuacién del sistema (2.19) obtenemos:

fc.e T Moe, )
+ﬁa Ce€ T N > c—é ~77]VIE+'7N(T—T).

T =0T, +~T.— (6 + )T —
f+ aeT 0+ aeT

Sustituyendo v N, definida en la ecuacion (3.6), en esta ecuacién, obtene-
mos:

hd - o Nrp '076 i M =
P = 0T 4T, — (04 47+ 200%™ L M e H0 4 e

6+ aeT 0+ qeT

_ 6 - -
+ (k6 +acT +(047) - ferpacT|[T 1),

de donde se observa que el término (8 + +)7" tiene signos opuestos. Por
lo que se elimina. Ademas

O(T —T)+ (0 +~)(—T) =0T - 20T — 4T,

lo que implica

Fabé, e T M s
odte® | IM the, (6 + ae )
+aeT 04 aeT

+ 0T — 20T — T + [ky + aeT - ﬂc%ae:fé][T ~ 1

T = 0T. + ~T, +

3

de donde

7= {(m‘; + 9T+ 01 — 20T — 4T)(0 + ac™ ) + Babie T +yM[fe, — &0 + ae™ )]

-8

5  =s s -
+ (ky+ e —ﬂc;ﬁ;aeT)(T-T)(GJroze_T_)}+(0+a676).

Sustituyendo el valor de M, definida anteriormente,
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T = {(9’[_‘8+7TC+0T~20T—7T)(9+<16_75)( a6-<7‘)

+ (5aoaee%”)(—ac£26%ﬁ)
b [k k(04 aeT) = 07 — WaeT — e T+ azﬂc%c 1[0, ~ (0 + aeT )]
= 0 s 0 s 6 s =
+  (ky+aeT — ,Bcff;a'e_f)(T ~T)(0 + aeT)(— aczze T )} ~ (—acﬁe Y0+ aeT).
Dado que 8, o, § son parametros positivos y € 7' son positivos;
(ot 7)(6 + acT),

es siempre negativo.
entonces sera T > 0 siempre que el numerador (Num) de la anterior
ecuacion sea negativo.

Desarrollando productos en el numerador (Num) de la anterior ecuacién
llegamos a:

o _ § s
Num = (8T, +~T. + 6T — 20T — ~T)(0 + ae‘T")(——aé%—Ech)
_ 5 - e
+ (5aea€e%)(~ae¢ﬁe%) + k106 — kybc.(0 + aeT ) — 03¢,

§ -2
- 20%¢.ae 7 a’fc,e T 7 + a2ﬂ0(‘ec—f—z—e F kic(0 + ce 7 )

— k(04 ae%‘ﬁ)[aﬁ-(v‘ — TyaeT™ — &0 + aeT )] + % (o +aeT)

+ 29ace:T'6(9+ae_Té)+a253;73£(9+a€%6) - 2[30

6 , 6% -
— a2(*1—2—e T (T T)(G-!—aeT )+ o* B I——e—f‘(] T)(0+ae—7‘"6).

Como (¢,T') es un punto critico del sistema de ecuaciones diferenciales
(2.19) entonces los términos 13 y 14 se pueden expresar como:

ae_?'éﬂ(c‘e — )0+ ae%ﬁ),
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6
—8(ce — E)T (6 + ae 7 )Beae ™ 7 ,
respectivamente.

Ahora factorizando —ae™ de los términos 6, 7,12y 13, —0(c.—¢)7:(0+

ae:Té) de los términos 1, 14 y 15, —0(68——6)—% de los términos 2 y 8. Entonces
Num se expresa como:

Num = —ae_Té[Qﬁzc"e +0c,0eT — 20¢(0 + ae:Té) —6(c. — )0+ ae%&)]
— e+ 00+ acT) — k86(0+ aeT) — ky [0 + aeT) — 0G,]

- B - 5);—2(9 +aeT)H(T - T) + ac® (T — T) — Beae® (j‘f WT =T

o

5 a _ _ _
= a)ﬁ[wc;ae% — B0c.aeT) — ky(0 + ae%)[aﬁ(T — T)ae® — 6c,]

para simplificar un poco el numerador ebservemos que:

0¢, = (0 + aeT),
implica

=4

03¢, + 0%¢(0 + aeT ) = —0%(aeT — aeT).

Ademas, el segundo factor del primer término del numerador se puede
simplificar a:

2 . =¢ _ =) =s
6%¢, — 0%caeT +0é.(aeT —qeT
3

mas aun, por el valor de 6¢,, definido anteriormente, el segundo factor
del primer término del numerador es:

-8

(206 + caeT™ )(ae T — e )

c(0 + ae_Té) —0¢. = é(ae T~ e Té),
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lo que implica que:

Num =

—ae:Té(QHE + Eac%)(ae:i‘é - aequ) - 02é(ae_76 — ae—Té) - klé(ae%é — ae

6 6 =& =5 6
0(c. — c’)ﬁ(ﬂ +aeT )0+ aeT — ﬁéae?(;f,;)(T - T)

0(ce — E)TBOé;(ae_Té - aezfé) - kgec_e(ae:fé' —aeT)

T2
I N = RO
ko(6 + ce™ )(c?;ae (T -T),

debido a que,

y agrupando los términos 2 y 3; 4,5y 1; 6 y 7, obtenemos que el numerador

—aeT (202 + caeT ) = —0(c. — ¢)(20 + ac T ),

S€ expresa Como:

Num = (6% — klé)(oze%S — ae.:Té)

6 ~& 5 -4 -4
0(c. — C)ﬁ X {(0 + aeT — BEWaeT)(O +acT ) (T -T)

T? ) = s
[Bbc. — 7;——(20 + aeT )|(aeT — aeT)}

-5 -6 ) - =3 s
ky[0c.(ceT — aeT )+ =—(T —T)caeT (6 + aeT )],

o en términos de la temperatura se obtiene:

Num =

(0% — ky12)(ae™ — aeT ) — O(c, — ,)% x {[9 +ae?

%(HTC + 4T, — (0 +TOUT — T)(0 + ac?—f’) +[0T. + 4T, — (0 + )T

0T, ++T. — (0 +y)T | 1%, = s =
8c. — 3 +7(29+C¥CT)](046T — qeT )}
é

ko [Oée(ae:i“é — ae;Fé) + F(T - T)Eae:TA(G + ae:Té)].
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Ahoracomoc<e¢, T <T, k <0, k<0, 0<ec<ly 0<T
llegamos a que éste numerador es negativo. Por lo tanto a lo largo de la
curva

B fc,
9 + aeT

T>0 para c<c Y T <T.

SiT=T Yy c>c,

entonces,

T= 0T, +~T. - (0 +~)T

aﬁécT( acq‘er—Té)
+ 5 =t
—acqze
N [ky — k(0 ae%)—GZ—ZﬁaeT —a?e T +a2,5cT2e_72‘6](c~c')
_(), TL T ’

entonces tomando encuenta que (¢,T') es punto critico, para poder reducir la
ecuacion, llegamos a
28

i by — ko(6 + e T ) — 0% — 200e T — a?e (c—¢)

=¢ ?
eT

= &
—Q(jﬁ >

de donde T' < 0 si y solo si el numerador de la anterior ecuacién es positivo.
es decir,

[k — ko(6 + ac%é) — 6% — 20aeT — aze%](c —c) >0,

si y solo si
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- —5.2
(k1 — k(0 + aeT) — (0 + aeT) J(c— &) > 0,
como (¢ — ¢) > 0, entonces T < 0 siempre que

_5 2

by — k(0 + aeT ) — (0+aeT) ] >0

(condicién (3.7) de la hipétesis).

Por dltimo st
C = C,

entonces, de la primera ecuacion del sistema de ecuaciones diferenciales (2.19)

. _ =
c= —qac.eT,

que es siempre negativo, por lo tanto la regiéon que tiene como frontera a las
curvas

c=10 donde T>T,

~

T = para c>¢ y

es una region invariante.
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3.4 Condicidn suficiente para la unicidad del punto critico por
el método de transformacién del sistema asociado al Reactor

Para establecer las condiciones que deben satisfacer los parametros, pri-
mero expresemos el sistema de ecuaciones diferenciales (2.3) en términos de
los parametros w, v, (—6H), A, ctc. .Entonces

de w .
;i? = ;(Ce — C) — K (T)C,
dT ) —AH how Ay hoy Ay _
— = i(\Te -T)+ ( ——)—CK(T) - (T -T,)+ M{c—¢)
dt v PG VpPCp VpPCp
4+ hede N(T T,
uppCp

Si este tltimo sistema de ecuaciones diferenciales lo expresamos en funciéon
de las variables y, z, y parametros 6, D, B ya definidos con anterioridad,
llegamos a:

dr (—z) v

i + D(1 — z)e?,

d 1 E (3:9)
dy 1 oy B .

o= (1+ 6)y+BD(1 z)e¥ + RTE?AM(;E )+ N(y —y),

en donde:

Fat 2+ ko 42 4 o (SR By e A

N = vpcp pcp /“RT?
N = 5 ,
'UCP
al simplificar llegamos a:
2 . _
N = kz%cﬁ + 541+ Def = D B(1 - 2),
2

y considerando p = 1, M se expresa como :

2 a2
kiv o

2
1M —= h

7 w22 we i 95 —~
— kB2 (5 + De¥) — S5t — 222 Deb 4 D?e¥ 4 B(1 — z) D%

—c.(1 = 2)Dg ’
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de donde

Face ) Pt = ka2 (G 4+ D) — g5 — 25 Db 4 D2e¥[(1 + B(1 — 7))
RTCZL B __(l _ j')D .

PROPOSICION 3.3: Si B — %2 M < 4(6 + 1 — N6) entonces el sistema

de ecuaciones diferenciales no lineal (3.9) tiene un unico punto critico. Y si
B — % M > 4(0 4+ 1 — N0) entonces el sistema de ecuaciones diferenciales
(3.9) tiene un tinico punto critico mientras D € (0,D3) U (Dy,00) y tres
puntos criticos simpre que D € (Dy, Dy). Para D = Dy 6 D = D, existen

exactamente dos puntos criticos.
DEMOSTRACION:

Los puntos criticos del sistema de ecuaciones diferenciales (3.9) se obtie-
nen resolviendo el sistema de ecuaciones:

*013 + D(1 — z5)e¥ =0,
1 ; ye aCe y _
~(5 +1—=N)ys + BDe¥ (1 — 2,) + RT? Mz —zs) — Ny =0,

de la primera ecuacion, obtenemos

s =0D(1 — z4)e¥s,

sustituyendo el valor de z; en la segunda ecuacién y despejando a la
variable y,, obtenemos:
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Bee 1 Be M(z — 2,) — Niy)

8+1-N§ ’
[

Ys =

sustituyendo el valor de y, en la segunda ecuacién del dltimo sistema de
ecuaciones, obtenemos

Bzx,

Bzxg fFEgce M(Z—1 )~ 6N _
— T BD(1 = )T ERG R S M T g
st despejamos al parametro D, obtenemos
x
D = 7R R YT FyTE— (3.10)
B(1 — z,)e TN RTZ(041-N0) (@=ea) = sri-wa?
de donde
_ ~ _ S B = 0Ec
dD B 0(1 ll‘s-) - 03','3 9.7'5(] J’.S)(ﬁ-{.l—]VG RTE(&?-:le—N&) M
- Bx OFE,c. _ ON _
dz, 6%(1 — :cs)zee“‘“’”RTZ(efle—NmM(‘”_“)‘my 7
entonces
dD 0
dr,
si y solo si
) f+1—N0O
r, — Ty " e
’ B — %M ’

47



si y solo si

Ts1 =
RT?
11 (0+1— N8
T2 =5 F oyl - 6,0
22 e

Notemos que si B — %%M < 4(6 + 1 — N#6) entonces 1, Ts son raices

complejas que a su vez implican que gf—s > 0 para z, € (0,1).

S1 B — —‘%%—?M = 4(0 + 1 — NO) implica gg > (0 excepto para

Tl = Tgo = % donde jTDS = 0.

Asi, para B— %—%M < 4(0+1— NO) tenemos una correspondencia tinica
entre D y z;.

Sea B— GE%ZGM > 4(0+41-- N8); entonces j—f— > O parazs € (0,25)U (252, 1)

s

y STDS < 0 para z; € (z51,Zs2).

Sea

Dl - D(Isl)7

Dg = D(Isg).

entonces la situacién es como lo muestra la fig. 10 ; para:

OE,c.

B _
RT?

M >40+1— N6,
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existe una tnica solucién de la ecuacién (3.10) mientras D € (0, D;)U (Dy, 00)
y tres soluciones para la ecuacion (3.10) siempre que D € (D,, D;). Para
D =D, 6D = D, existen exactamente 2 puntos criticos.

D4
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3.5 Condiciones suficientes para evitar ciclos limite en el Reactor
por el método de transformacién del sistema

Para establecer las condiciones que los parametros deben satisfacer para
la no existencia de ciclos limite es necesario la definicién y los siguientes dos
teoremas

El dominio, U, del sistema (3.9) esta definido por :

U= {(may) /S (—O0,00),:C € (071)}

TEOREMA 34: Si6+1—-N6 >0. D >0y B > 0, entonces hay
una unica solucién que existe para todo 7 > 0 a el problema (3.9) para
(z(0),y(0)) = p € U. La semidrbita positiva 77 (p) que pasa por p estd
contenida en un subconjunto compacto de U/ para cualquier p € U. Este
subconjunto compacto es tal que y es acotada independientemente de D.
Ademds, toda drbita periddica existente puede ser contenida en un subcon-
junto compacto de U de tal forma que la y — acotada es dependiente solo de
f, B mientras que es independiente de D y la condicion inicial.

DEMOSTRACION

Desde que F' = (I}, F,) dado en (3.9) es analitica en (z,y), F satisface
una condicién de Lipschitz en (z,y) en alguna vecindad de cada punto de
U. Por lo tanto, concluimos (ver Hurewicz [15]) que existe una tnica solu-
cién al problema de valores iniciales asociado con (3.9) con las propiedades
adicionales siguientes:

i) La solucién estd definida para todo 7 > 0; 6

ii) Si la solucién no es definida para 7 > 71 con algin 7, > 0, entonces
((7),y(r)) se aproxima a la frontera de U 6 bien puede suceder que y(7) o
z(7) llegan a ser no acotadas cuando 7 —— 7, — 0(no hay singularidades).
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Primero mostremos que iz) no puede ocurrir de modo que la unica solucién
existe para todo 7 > 0. Notemos que en z = 1; %f— = —% <0 y en
z = 0; & = De? > 0. Asi z(7) € [0,1] para todo 7 € [0,7;). Continuando
observemos que el sistema de ecuaciones diferenciales (3.9) puede ser escrito

COomo:

14+9—N0) (+6-NB)
(149-NB 146-N8)

d =~ (te-ne) ; . .
5 y)= Be @ flz,y)+[M(z—z)— Nyle @ ,

d—7:f3

donde f(z,y) = D(1 — z)e.

En efecto

De la primera ecuacion obtenemos:

149-n) (1 4 g — N6 1+6—N0\Td 146— 146~ NO'
ettt (Lo NO) | sty p e ) 4 M () NG5
de donde

1+60— NGO d
U0 N0, W Bf(ey) + M(e~2) - Vg,

que implica

d
W = Bfaw) - [+ Uy + M )+ Ny ),



Y de la segunda ecuacién del sistema obtenemos

T Td T
o+ eB s = el f(a,y),
de donde
dz z

con lo cual hemos probado lo afirmado.

Continuando, la primera ecuacién del sistema se puede escribir como

d = (4e-no) (o-n8) - )
(T ) = B e [,y + [M(a - o) — Nyle T
LT

Ahora sustituyendo la segunda ecuacion en la primera ecuacién obtenemos

d L————————)l - - d T 1 _
ar ¢ ) = BC%T}“(GM) F[M(F - ) - Ngle 727,
integrando de 0 a 7
Qifig—ﬂflT ( ) (0) Mz (146-No) _ UMz
€ T)— = e 5 —_
’ Y 14+6-No° 1+60—N@
- / [Mme%MT]dT — ___Q_N__?{_Cg__ues—we)T AL
0 14+6— N6 1460 N6
(6=NO), = T(0—-N 6— .
I Be o 81\9 735$(T) — BT(O) — / [E_TQQBCL_@MTeﬁ.’IZ]dT,
0
de donde
Mz 6Ny
y(7) 1+ HH_M]\ZO T+ O*N\’ﬂ — Bz(7)
z Y _(146-NG
—[y(0) — L ). ‘
WO — N T we POl T (3.11)
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donde 0 < 7 < 7. Dado que z(7) € [0,1], la ecuacién (3.11) implica inme-
diatamente que y(7) es uniformemente acotada cuando 7 — 71 — 0, es decir
| y(7) [< K. Claramente K puede ser seleccionada independiente de D.

Dado que y(7) es acotada uniformemente sobre [0,71) , £ = De¥ > 0
en ¢ = 0, i} = —; en z = 1, y de la continuidad de Fi(z,y,D) (ver ec.
3.9), implican que x es acotada lejos de la frontera para 7 € [0,71). Asi
(z(7),y(7)) no se aproxima a la frontera de U/ cuando 7 — 7, — 0 de modo
que (z(7),y(7)) existe para 7 > 0.

Observemos que el anterior argumento es valido para 71 reemplazado por
oo de modo que si 4T (p) denota la semidrbita positiva para p € U, entonces
vt (p) es contenida en algun subconjunto compacto de U. QED.

TEOREMA 3.5 : Si y*(p) para p € U es cualquier semidrbita del sistema
de ecuaciones diferenciales (3.9) 6 si 77 (p) es una semidrbita negativa con-
tenida en algun subconjunto compacto de U, entonces una de las siguientes
condiciones se cumple para el sistema de ecuaciones diferenciales (3.9)

1) w(yt)(a(~y7)) es un punto critico.

ii) w{y*)(a(y7)) es una érbita periddica con 4t = w(vt ) a™ = a(y7)) 6

wiyt) =4t =yt (a(yT) =y —77)
donde la barra denota cerradura.

1) w(y*)(a(y7)) consiste de un ninero finito de puntos criticos y un
conjunto de drbitas completas +; con a{+*) y w(+*) consistente de un punto

critico para cada orbita ~*.

DEMOSTRACION



Por teorema (3.4) se cumple que para cualquier p € U, v*(p) estd conte-
nida en un subconjunto compacto de U. En la proposicién (3.3) se muestran
las condiciones de existencia de uno, dos y tres puntos criticos en U para el
sistema de ecuaciones diferenciales (3.9). Dado que por hipétesis cualquier
drbita existente 77 (p) esta contenida en un subconjunto compacto de U, la
conclusion del teorema ahora se sigue del teorema de Poincaré Bendixon,

encontrado en J.Hale[16]. Q.E.D.

La parte lineal del sistemna de ecuaciones diferenciales no lineal (3.9) se
expresa como

dZ
dr

en donde

~1
e De¥: D(1 — zy)e¥

Bqce 1
—BDe* — Mfgf[fz - (1 + 5) + BD(1 — z,)e¥ + N

puesto que

Bz, Egce _ _
ot FEM(E —x) - Ny

Ys = BE1_Ng )
9
entornces
____‘A 1 ;Cs
_ 6(1 — z5) 9
A= T F.c. Bzr,—86-1 N
o(1 — z,) RT? 0 +



de donde

1 ) 0+1—0N

Ba?— (B+6—NO+1)z,+2+0— N§

Tra=- (1 — z5)

Las raices de det(A) = 0 son:

RT?

1o 0+1—0N
o=t s J(1-4

a2 2+2¢( B onEs)

y las raices de TrA = 0 son:

B+6-No+1 1

= — =/ (B+60~NO+1)2-4B(6+2— NO),
B+6—-NO+1 1 -
ry = S5 + 55 V(B 0= NG+ 1) —4B(0 +2 - N0).

Para establecer la estabilidad ¢ inestabilidad de un punto critico del sis-
tema de ecuaciones diferenciales no lineal (3.9) en una vecindad del punto
critico sera necesario por el teorema de estabilidad, mencionado en el primer
capitulo, conocer los signos de det(A) y Tr(A).

Por las raices de la ecuacion det(A) = 0, establecidas anteriormente, se

observa que para B — %%%AM <40+ 1~ N0O) x4, 25, son raices complejas;
€
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que a su vez implican que det(A) > 0 para todo valor de D > 0y z, € (0,1).
Asi la estabilidad en este caso esta determinada por el signo TrA.

Para establecer el signo de T'r(A). Veamos cuando las raices de la ecua-
cién Tr(A) = 0 son complejas.

r; para ¢ = 1,2 sera una raiz complejas simpre que :
(B4+6 - NO+1)> —4B(0+2—~ Nb) <0,

s1 y solo st

B? 4+ B(—20 — 6 +2N@) + 6* + 20 — 2NO* + 1 — 2N§ + N*¢* < 0,

s1 y solo si

B<O0+3—-NO8+2V04+2~ NO.

Asi las raices ry, ry son complejas 6 ro > r; > 1 siempre que B < 6 4+ 3 —

NO+2/0+2 — NO lo que implica que Tr(A) < 0. y

para B> 0+3 - NO+2/6+2— NOy z, € (r1,ry) implican TrA > 0.

Con lo cual hemos probado la siguiente:

PROPOSICION 3.6 : Si B—0M s < 4(8+1-6N)y B<6+3-NO+

2v/0 + 2 — N6 entonces todos los puntos criticos son focos o nodos estables
asintoticamente. Y

st B—%%%“—M <4(0+1—-NO)y B> 0+3—-NO+2/0 +2 — NOy ademés

x5 € (r1,7r2) entonces todos los puntos criticos son focos o nodos inestables.

LEMA: 5i B < 0+ 3 — N6 + 2/0 + 2 — N6 entonces cualquier érbita
periédica existente debe ser orbitalmente estable asintéticamente.
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DEMOSTRACION:

FExaminemos el criterio de Poincaré(ver W.A. Coppel [17])

/ v-th:/ [~ D' — (5 + 1)+ BD(L = 0)e? + N,
JO 0

debido a que

T+ _52 = D(1 — x)eY,
) .
z x
— De¥
o= = P
entonces

o v o9 0 + ¢ z
V. Fdt = B N P4 =
/G /0 [ =) 1+B(x+0)+N]dt,

simplificando llegamos a:

To ] T _9 r— G- Bxr — Bzr? N6 — N8O T '
/ V-Pdt:/ e x]dt+/ |Bi————]dt,
o 0 9(1—‘17) 0 l—z

la altima integral es cero, por periodicidad, de modo que

) To 2_ _ _
/ V_th:_/ Ba® —(B+1+6—N6)z+2+0— No
0 0

[ 01— o) Jd.



Cuando B < 843~ NO+2/0 +2 — NO, tenemos que Bz*— (B+1+0—
NO)r +2+ 60 — NO > 0 para z € (0, 1) excepto para el punto z = B—*’%—Bw

que es cuando B =6+ 3 — NO +2/0 +2 — NO.

Asi tenemos que fOTO V.-Fdt <0 cuando B <0+43-NO+2/0+2 - N6.
El criterio de Poincare implica que la érbita periédica supuesta es asintéticamente

érbitalmente estable para B < 8 +3 — N0 4+ 20+ 2 — N6. Q.E.D.

TEOREMA 3.7 : Si B~ 0M%Ess < 4(0+1—-0N)y B<0+3— NO+

2v/6 +2 — Nf. Entonces w(y*) es el unico punto critico estable para cada
v*(p) para cualquier P = (z(0),y(0)) € U. Es decir tenemos la propiedad
de estabilidad global.

DEMOSTRACION:

De proposicién anterior se sigue que para B, §, D, M, N seleccionadas
como en la hipétesis, existe un unico punto critico estable asintoticamente.
Del teorema 3.5 w(y*) debe ser ya sea una érbita periddica o el punto critico
para cualquier ¥*(p) siempre que p € U. Supongamos que w(y') es una
orbita periédica. Por lema anterior ésta supuesta drbita periddica debe
ser asintéticamente estable orbitalmente y también debe encerrar al pun-
to critico, ¢l cual tiene indice 1, por teorema (3.3). Consideremos ahora el
problema de valores iniciales (3.9) con (2(0),y(0)) = g en el interior de ésta
drbita periddica pero distinto del punto critico. Por la tecnica similar a la
usada en la prueba del teorema (3.4) uno puede establecer la existencia de
la 6rbita completa y(q) a través de ¢g. Asi v (q) esta contenida en el in-
terior de la orbita periédica. Dado que la érbita periddica es orbitalmente
estable asintéticamente y la 6rbita punto critico es estable asintéticamente,
se sigue de teorema (3.5) que a(y7 (¢)) debe ser una érbita periddica que
debe entonces ser inestable. Esta es una contradiccién dado que toda érbita

periodica existente debe ser orbitalmente estable asintéticamente por lema
anterior.Q.E.D.



CAPITULO 1V

APLICACION DEL CONTROL LINEAL A UN EJEMPLO

Como ya se ha visto el proceso del reactor quimico es modelado por el
sistema de ecuaciones diferenciales (1.1)

% = Zleo— )= K(T)e,
AT v oy C) ey oo gy
dt v PCp UpPCp

que por la definicién de los parametros siguientes :

pCp vpcp

C!:k(),a:%’&: %’ﬂ:L—A_Hl’,Y__thw
es equivalente al sistema de ecuaciones diferenciales (2.1)
d ™
== 0 —e) - aceT,
dT »
— = 0(T. = T)+ Bace™ — (T —T.).

(¢,T') es un punto critico de este sisterna de ecuaciones diferenciales, si y sélo
si

0 = 6(cc—c)— Cae:i‘é,
0 = 6(1. = T)+ Bcae® — (T —T.).
De la primera ecuacién, obtenemos
Oc.
0+ aeT™

sustituyendo el valor de ¢ en la segunda ecuacion del sistema, obtenemos

—6
Blc.aeT™

o1, —T) — (T — T+ 22T g (4.2)
0+ aeT
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de donde

—6
_ _ Blc.aeT

AT, = —-0(T, = T) + ~T — - (4.3)
0+ ae T
entonces . y
dyl. (0 + )00+ aeT ) — 30%cocT 45
dr (6 + ae:fé)’l ’
de donde
dl. 0
ar 7’
s1 y solo si
(64 7)(0 + aeT ) - ,[)’9200016_?6% _0,

si y solo si

T2 T (0 4+ ) + ae T (2T%60% + 27740 — 0°Bc,8) + T26° + T*46> =0,

de donde existen dos raices 11, T,. Implica que T, tendra, como funcién de
T dos puntos extremos (méaximo é minimo) T y 7. A la grifica de T, en
funcién de T, ecuacién (4.3), se le llama mapeo de bifurcacion; figura (11).

T

c

T'ol— —

I, I
Fig. 11 Muesha el mapeo de bifucacion del RIAFC
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Para valores de los parametros, que se tomaron de los articulos de R.Aris
y Amudson, 1] :

=1,v=1,¢ =1,6=10000, o = e**, § = 200 ;

T, = ~350 + 2T — — e —,

y ‘fiTT—C =0 si y solo si,
22T 4 FEEAB (4T 2000000) + 272 = 0,
de donde

T, = 376.2, T, = 420.4.

Sustituyendo los valores de T; y T, en la ecuacién (4.3), obtenemos los
valores de T = 367.7 y T, = 337.5 respectivamente.

Por el mapeo de bifurcacidén, se observa que si 7. € (T, = 337.5, T} =
367.7) entonces el sistema de ecuaciones diferenciales (2.1) tendra tres puntos
criticos. Consideremos como ejemplo particular a T, = 350.

Para determinar los valores de los tres puntos criticos del sistema de
ecuaciones diferenciales (2.1) retornemos a la ecuacidn (4.2). De la cual se
obtiene , _ -

3 a0~ T) — (T~ T.)]
0T, —T)—~(T ~T.) + Bc.

Si los valores de los parametros son iguales a los que ya se establecieron
anteriormente y ademas 7T, = 350 entonces

10000 2T — 700
e T =

T (22T + 900)e?”

de donde los valores de T' que satisfacen esta ecuacién son:

T =353.6, T =400, T = 441.1, )
sustituyendo cada uno de los valores de T en la ecuacién (4.1) obtenemos
los valores
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¢ = .964, ¢ = .5, ¢ = .088 respectivamente.

Por lo tanto los puntos criticos del sistema de ecuaciones diferenciales
son:

(¢ = 964, T = 353.6), (¢ = .5,T = 400), (¢ = .088,T = 441.1).

Haciendo una simulacién dindmica del sistema de ecuaciones diferenciales
(2.1) con valores de los pardmetros definidos anteriormente se observa que en
el retrato fase los puntos criticos (¢ = .964,T = 353.6) y (¢ = 088, T = 441.1)
son estables, mientras que (¢ = .5, T = 400) es inestable. Ver figura 12.

T
5504 ~_

500 | T~
\\
1 T
450- \ \\

S \‘\
400 \\\ \
) —

350

300—_»// 7

B S —

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

—
N
¢}
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Lo anterior reafirma nuestro analisis hecho en el capitulo 1, dado que para
los valores de los parametros dados anteriormente del sistema, los parametros
del nuevo sistema de ecuaciones diferenciales (1.3), B, D y 6 tienen valores
de 16.32653, .028 y 1 respectivamente. Ahora si B = 16.32653, D = .028 y
6 = 1, entonces se cumple la designaldad

B>4(0+1),
y la condicién :
D € (Dy, Dy),
donde:
1 1 4(0 +1)
st o . 1 - 5
Tty B
de donde
Tg1 = 1429,
Ty = .857.

Por definicién de D;, dada en teorema (1.1), obtenemos

D1 = .051926,
Dy = .0054.
como
B4+6+1 1
= — _ 2 . ¢
r; o5 FagV(BHO+1)2-1B(0+2),

entonces

m = 1989.

Ty = 9235
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Si se cumple la desigualdad y condicién anterior entonces el teorema (1.1)
implica que existen tres puntos criticos.

Haciendo una simulacién del sistema ecuaciones diferenciales (1.3) se ob-
serva en el retrato fase los puntos criticos.(ver figura 13)

(rs = .0363,y, = .296) estable, (rs = .5,y; = 4.08) inestable y
(zs = .9889,y, = 8.0727) estable.

FIG. 13

64



Que coincide a lo establecido en la parte de estabilidad del primer capitulo,
dado que:

(z, = .0363 € (0,z,1) = (0,.1429),
(25 = .5 € (2o, 252) = (1429, .857),

(z, = 9889 € (ry, 1) = (.9235,1).

En el sistema de ecuaciones diferenciales (2.1) con valores de los pardmetros
fijos se encontraron tres puntos criticos, de los cuales uno (¢ = .5,7 = 400)
es inestable. Para estabilizar el sistema de ecnaciones diferenciales (2.1) se
le agregé un control lineal, u(¢,T), que depende del punto critico, de los
parametros del sistema y de las ganancias del control k;, k; obteniéndose el
sistema de ecuaciones diferenciales (2.19). Si ¢ = .5 , T = 400 y ganancias
en el control de k; = —3, k; = —4, entonces haciendo una simulacién del
sistema de ecuaciones diferenciales (2.19), el retrato fase muestra al punto
critico (¢ = .5, T = 400) estable(ver figura 14) y

u(c,T) = -232(c—¢) + —6.25(T - T).

Para mostrar que el punto critico (¢ = .5,T = 400) es globalmente estable
notemos que la condicién para la unicidad del punto critico, ecuacién (3.1)
y la condicion para la no existencia de ciclos limite, desigualdad (3.7), se
cumple, dado que :

-5 —6

)
ky — ﬁcﬁaeT < =0 —aeT

esto es

—4-625<—-1-1

ki~ k(04 aeT) — (0+aeT )2 = —3 — (—4)(2) — 4.
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ki — ko(6 + Oze:TE) — (0 + oze;fé')2 = 1.
YN — (8 + )N = —8.25,

vM — 30 = —432.

Por lo tanto el punto critico (¢ = .5,T = 400) es global asintéticamente
estable.

T
650
600 \\\\\\\\<s\\\\\\\
550{\\\\\\\\<\\\\\\;\\\\\\\\
] . T
500 T T
i T e
\\\ .
450 D
400+— —
o
350",/
300
250 +——rp—y YT T T T 'T'v"l'*'l"'l'*'f—'ﬁc
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
FIG 14
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CONCLUSIONES

En la primera parte se establecié el mapeo de bifurcacién del sistema de
ecuaciones diferenciales no lineal, asociado a un reactor tanque agitado de
flujo continuo, sin control. En donde se muestra que existen puntos estacio-
narios inestables en el reactor quimico no lineal, teorema 1.

En la segunda parte se resolvié el problema de estabilizar en forma global
la concentracion y temperatura de una reaccion exotérmica irreversible, que
se lleva a cabo en un reactor tanque agitado de flujo continuo; mediante un
control lineal de una entrada y una salida, ecuacion (2.18). Debiendo cumplir
las ganancias del control construido, k; y k2, condiciones suficientes; que se
encontraron por dos métodos diferentes:

Por un método directo las condiciones que se encontraron se establecieron
en las ecuaciones (3.1) y (3.7). Por el método de cambio de variable estas
condiciones se resumen en el teorema (3,7). Observece que aunque los resul-
tados de las condiciones del primer y sugundo método son diferentes, estos
son aproximados.

Por ultimo se realizaron simulaciones numéricas, en donde se muestra una
estabilidad global de el proceso a lazo cerrado, en una regioén suficientemente
grande para situaciones préacticas.

Con lo anterior se mostré que no es necesario construir un control no

lincal para controlar un reactor no lineal, al menos para el tipo de proceso
desarrollado en este trabajo.
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Perspectivas

Pero que pasa si el contro! lineal u(x) es saturado (acotado)?.

La estabilidad global del RTAFC con un control lineal u({x) implemen-
tado deja de ser valido si el controlador u(z) es saturado.(que se muestra
posteriormente con un ejemplo). Entendiendose por saturacién en el control
lo sigulente :

Sea u(z) un controlador del sistema de ecuaciones diferenciales (2.1), y
[u7,ut], v < 0 < ut, el conjunto de valores admisibles de entrada. La
saturacion de u(z) es:

u” st u(z) <u”
U(u(z)) =< u(x) s u” <u(z)<ut }p, (4.4)
ut 51 ut < u(z)

al control saturado lo denotamos por:

usat(z) = \D(U(CL‘))

Saturacion en el control u(z) induce una particion de R?* en tres regio-
nes(posiblementes disconexas):

St={x € R*:u(z)>u'},
SC={z € R :u <ulzr)<ut},

S ={ze R :ulz)<u}.

Con STUSPUS™ = R? St v §~ son denominadas regiones de saturacién.
En S* y S, el sistema (2.19) se comporta como el sistema a lazo abierto
(2.1} con entradas u = u* y u = u~, respectivamente. En S® el sistema

(2.19) se comporta como un sistema a lazo cerrado = f(z) + yu(z).
S~y SO son separados por la curvas O~ = {z € R* 1 u(z) = v }.

S* y S° son separados por la curvas O = {z € R? : u(z) = ut}.
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Un punto de equilibrio del sistema a lazo cerrado con entrada acotada es
un punto equilibrio indeseado z, si z, € ST US™.

Como el objetivo es obtener la estabilidad global para un punto nominal
en ST U S%U S™. Los puntos de equilibrio indeseados deben ser evitados.
El siguiente teorema establece las condiciones para la no existencia 6 evitar
puntos de equilibrio indeseados, en términos del mapeo de bifurcacién de la
abscisa a lazo-abierto y las cotas del control de entrada. La demostracion
de este teorema y para mayor detalle ver teorema 4 de Alvarez, Alvarez y
Sudrez [14].

TEOREMA: Para el reactor a lazo cerrado acotado (2.19) y (4.4), las

siguientes afirmaciones se cumplen:

a) Si la concentracién ¢ de un punto nominal corresponde a un tnico
punto equilibrio a lazo abierto (¢, T'). Entonces, no existen puntos equilibrio
indeseados.

b) Si existen tres puntos equilibrio las siguientes condiciones son necesa-
rias y suficientes para evitar puntos equilibrio indeseados.

b.1) Sila concentracién ¢ de un punto nominal es alta. Entonces u™ < u, .
b.2) Sila concentracién ¢ de un punto nominal es baja. Entonces ut < uj.

b.3) Si la concentracion ¢ de un punto nominal es inestable. Entonces
u <uy yut>uf

Continuando la simulacién numeérica del ejemplo anterior, para los va-
lores de los pardmetros ya establecidos, con control lineal u(z) no satura-
do, encontramos que el reactor tiene tres puntos criticos de los cuales uno

(¢ =.5,1 = 400) es inestable y que u; = 337.5, uj” = 367.7.

De acuerdo al teorema anterior las condiciones para evitar puntos criticos
indescados son: u” < uy y ut > ub+

Para ilustrar el efecto de violacién de esas condiciones la figura 15 muestra

el retrato fasec para ut = 365 < u} y para valores en las ganancias de
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ki = —3, ky = —4. Si ahora u™ = 375 el reactor tendra un solo punto critico
estable, como se muestra en la figura 16.
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Un problema abierto es encontrar las condiciones necesarias y suficientes
que deben cumplir los pardmetros, de los cuales depende el modelo del R-
TAFC, y las ganancias ki, k; para establecer el nimero de ciclos limite en el
RTAFC, dado que para el ejemplo particular en donde [, = —10, I, = —10
obtenemos un retrato fase del RTAFC con un ciclo limite.Figura 17.
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APENDICE
PROPOSICION : Si f = (f1, f2) es el vector definido como:

= filz,y)=ax+by+ag(z,y)

y = filz,y)=cr+dy+gx,y),

entonces, Ind(0) = -1 6 +1, de acuerdo si el origen es ¢ no un punto silla
para para el sistema lineal:

r = ar+by=X

v = cx+dy=Y.
DEMOSTRACION

Por la teoria desarrollada del indice de Poincaré, es suficiente calcular el

indice en el origen para el sistema lineal. que en forma analitica se encuentra
mediante:

Ind(0) = —/darctan—

1 XdY —YdX

o r X2+Yv?2

1 (az + by)d(cxz + dy) — (cx + dy)d(az + by)
o Jr (az + by)* + (cx + dy)?

donde I' es una curva de Jordan que encierra al origen. Si se toma en parti-
cular la curva de Jordan, I', como la elipse, ~:

(az + by)* + (cx + dy)* =
Entonces

Ind(0) = Zi /.Tdy — ydzx, = ad — bc.
T Jy

Sea S el area de la elipse, por un resultado ya conocido,

1
S:~/xdy—yd1::ﬁ,
2 q
w



esto implica: Ind(0) = ﬂ—l, cuando ad — be # 0.
Por lo tanto

+1 st ¢g>0
Ind(()):{_l st q<0}’
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