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La ecuación de Schrodinger se reduce para estados 
estacionarios al problema de autovalores 

y existe una reciprocidad entre las funciones de onda 
las extremales del funcional 

U(r) y 

E ( u )  =) bA’¡HU dx 

sujeto a la restricción 

La 
para 

dada 

Y se 

\ iU\‘dx = 1 . 

(principio variacional) 

formulación variacional permite aplicar el método de Ritz 
hallar los niveles de energía E,, y consiste en lo siguiente 

una base ortonormal {e,} proponemos la función 
- N  

minimiza ei funcional E ( Q )  respecto a los coeficientes c:’ 
,lo que conduce a la ecuación matricial FINITA 

La gran mayoria de los textos de mecánica cuántica, por 
ejemplo [23 y [ 3 ] ,  asumen por obvios los  siguientes resultados : 

(0.3) cuando N-->aDel espectro del problema (0.2) se aproxima 
al del operador IH 

( 0 . 4 )  los vectores propios de (0.2) llconvergenll a los de IH 

(0 .5)  cuanto menor es el autovalor minim0 de (0.2) más precisa 
en la función propia correspondiente. 

Es importante notar que hasta la fecha no existe una 
demostración rigurosa de las afirmaciones ( 0 . 4 )  y,(O.5), en base 
a las cuales se han realizado la mayoria de los calculos 
atómicos y moleculares de las Últimas tres décadas. 

Las propiedades del sistema en estudio se determinan através 
de valores esperados de operadores, entre las cuales tenemos los 
momentos de la densidad de carga : 

La tabla i muestra dos de los calculos más “precisosll (basados 
en el método de Ritz) para.algunos momentos <r&> del átomo de 
Litio. 



Tabla I. Momentos de la densidad del átomo de Litio 
- 

<r-2 > 
<r-i > 
<r4 > 
<rq > 
<I: ho > 

30.242 5 a 30.240 7 

550.040 2 550.416 3 
5.717 929 5.718 08 

20.00 x 10' 25.83 x l ob  
21.036 X lo7 40.747 X lo7 

~ 

aRef. [19] y bRef. [20]. 

Las diferenyias para momentos pequeños son aceptables pero 
para los dos ultimos son desproporcionadas. Ejemplos como el 
anteriar pueden hallarse en la literatura más reciente, y,a 
pesar de la evidencia numérica de la NO CONVERGENCIA el metodo 
de Ritz, este sigue siendo uno de los pilares de los cálculos 
atómicos y moleculares llprecisos". Hay numerosos argumentos para 
justificar las discrepacias entre los calculos sobre un mismo 
sistema, pero hasta ahora nadie ha dado una prueba formal de sus 
arguementos, en la gran mayoria de los trabajos se ha eludido o 
se plantea de forma muy vaga el problema fundamental de la 
convergencia a las funciones propias en un sentido que garantice 
el cálculo preciso de valores esperados. 

El primer problema que tenemos es : 

la 2 Cuál es el concepto de convergencia a las funciones 
propias del operadorlH que garantiza la convergencia 
a los valores esperados del operador IH? 

para responder a esta pregunta recordemos que la condición de 
normalización 

equivale a pedir que la función de onda 
espacio de Hilbert Lz(Rm) cuya definición y propiedades básicas 
introducimos en el capitulo I. Una de las cualidades del espacio 
L2(Rm) es que es un espacio métrico, lo que permite dar un 
significado preciso el concepto de proximidad entre funciones y 
por tanto al de convergencia : 

la sucesión {Vh  1 en L%(R") cmverge a V E  L~(R") si satisface 

N(r) pertenezca al 

y precisamente este concepto de convergencia garantiza la 
convergencia a los valores esperados de un operador simétrico 

lo cual es inmydiato de la desigualdad de S5hwartz. Por tanto el 
contexto Tatematico para estudiar la ecuacion de Schrgdinger y 
su solucion numérica es el de espacios de Hilbert. 

El segundo problema que tenemos es : 

22 t Qué propiedades debe tener el operador Pi para que el 
método de Ritz converja a sus funciones propias en la 
norma de L, (Rm) ? 



La respuesta a esta pregunta no es trivial y requiere de un 
conyepto preciso de operador, el cual introducimos en el 
capitulo 11. En este capitulo hacemos énfasis en que las 
propiedades de un operador dependen del espacio en que actue. 
Los operadores acotados son el objeto principal de estudio, y 
entre estos destacan los operadores COMPACTOS para los cuales 
tenemos una respuesta afirmativa a la convergencia del método de 
Ritz: 

Si un operado5 S:L,(R”)-->L,(R”) es compacto y autoadjunto 
entonces el metodo de Ritz converge al espectro y funciones 
propias de S ; 

(la prueba de la Última afirmación se da en IV.5) lo anterior 
permite enteder por que no coinciden los  cálculos basados en el 
método de Ritz. Para que un operador sea compacto es necesario 
que carezca de espectro continuo, pero es bien conocidr> el hecho 
de que el operador de Schrgedinger (con interación conlombiana) 
tiene un espectro continuo y por tanto su resolvente @I-z)” (que 
es un operador acotado) tambieh lo tiene , lo que no garantiza 
la convegencia del método de Ritz, y la evidencia numérica 
muestra que no hay convergencia ya que NO coinciden las cifras 
de valores esperados distintos de la energía. 

Asi llegamos al problema fundamental que resolvemos en el 

hsarrollar un método que garantice la convergencia a 
las funciones propias del operadorlH cuando este carece 
de resolvente compacta . 

En el capitulo I11 exponemos los aspectos más relevantes de la 

presente trabajo : 

teoría de operadores no acotados que usaremos en el trabajo y 
apartir del capítulo IV comenzamos a desarrollar el método. 

En el capítulo IV mostramos que para una gran variedad de 
potenciales V(x )  ( incluida la interacción coulombiana entre 
N-partículas) el problema de Dirichlet 

(donde fl es una región acotada de R” y 3n.s~ frontera ) puede 
resolverse con toda la precisión deseada (que permita una 
computadora) por el mdtodo de Ritz, lo cual se basa en que el 
operador de Schrgdinger en L2(A) tiene resolvente compacta. 

Intuitivamente, si las dimensiones de son mucho mayores que 
las dimensiones físicas del sistema en estudio (por ejemplo un 
átomo en el centro de un balon de futbol) entonces los estados 
estacionarios del problema de Dirichlet deben ser muy parecidos 
a los del sistema no confinado, y es precisamente este argumento 
los que nos lleva a planterar el método propuesto : 

Las funciones propias del problema de Dirichlet se aproximan 
a las del sistema no restringido cuando la regionn se 
expande por todo el espacio Rm* 

La prueba de la afirmación anterior la damos en el capitulo V 
atrave‘s del importante concepto de estabilidad del espectro 
puntual introducido por Kato [63. Por tanto basta con resolver 



Y 

el problema de. Dirichlet en una región suficientemente grande 
para calcular con l a  presición deseada las funciones propias del 
operador de Schrodinger. 

En el capítulo V I  aplicamos el m&odo a operadores en un8 
dimensión y en el capítulo VI1 mostramos que también puede 
aplicarse para calcular la función de estado base de átomos y 
moléculas. . 

.- 

\ 



I FORMAS SESQUILINEALES Y ESPACIOS DE HILBERT 

1. Conceptos. Desigualdad de Schwartz 

En esta secci6Ín asumimos que H es un espacio vectorial y los 
escaiares son números complejos. 

Def. Una forma sesquilineal (abreviando f.s.1.) sobre un espacio 
vectorial H es una funcioh h:HxH-->Q: que satisface 

h(qf +139 9 %I= O(* h(fi,g)+n' h c g ,  
( I  A q +  pqi = a h q-$ + (3 h ( f ,  

Cada f.s.1. induce una forma cuadrática 

Def. La forma cuadrática inducida E:H-->C 
h(.I.) es 

E ( $ I =  h($,$) ~ p 9 v a  fdi. 

inducida por la forma 

Dada una forma cuadra'tica E(.) puede hallarse la forma h(.,.) 
que la induce como establece el 

Teorema (Identidad de Polarización). Sea h(.,.) una forma sobre 
en espacio vectorial H y E(.) la forma cuadrdtica respectiva, 
entonces 

h($,qi= $ ( E C f + g ) - E C F - g ) + i E  ( f - i c j 1 - i  E ( f + ; g ) ]  

La clase más importante de formas sssquilineales que 
estudiaremos son las simétricas o hermitianas. . 

Def. Una f.s.1. h(.I.) se llama simétrica cuando satisface 

de lo cual se deduce que la forma cuadrdtica respectiva E(.) es 
real valuada 

h ( 5 , 9 1  = h(q,f,* , 

E ( f 1  = k ~ ( $ , f ) = h ( f ~ f ) ~ =  E(f)** 

Def. Una f.s.1. h(.,.) simétrica se llama positiva (no negativa) 
si cumple - 

h(kltl>O p a r %  $#o ( hcf,t i>o p a r a  c a d a  f~ HI.  

La desigualdad siguiente es una de las propiedades más 
importantes que tienen las f .s .1.  positivas. 

Teorema (Desigualdad de Schwartz). Si la f.s.1. h(.I.) es 
positiva entonces 

\hc g , q,\ I \ E (11 E (y]'''. 

2 .  Producto escalar,norma y pre-espacio de Hilbert 

Cada f.s.1. positiva definida en un espacio vectorial H da 
lugar a lo que se conoce como producto interior lo que permite 
definir la estructura de espacio de Hilbert (H,<.!.>),una de las 
más ricas e importantes en aplicaciones tanto físicas como 
matemáticas. 



Def. Cada f.s.1. simtrica y positiva h(.,.) en un espacio 
vectorial H se denomina producto interior (o escalar), se denota 
por <. , .>h  y tiene las propiedades siguientes 

i) <f, U g+h> = U <f,g>+<f,h> , 
ii) < d  f+g,h> = d‘<f,h>+<g,h> , 
iv) <f,f> =O si y sólo si f=O ; 
iii) <f,g> = <g,f>*, 

la desigualdad de Schwartz toma la forma 
1¿5.19)d L <).If>’” (q\q>’’*, 

Cada producto interior <.,.> induce una norma en H, 
recordemos que una norma es una funcion lI*tI:H-->R real valuada 
sobre un espacio vectorial H que satisface 

Teorema. Cada producto interior <.,.>I, induce una norma dada por 
11 F l I h  = < j. 1 f>h”2 

y por tanto la desigualdad de Schwarz tiene la forma 
I( I- ,9>J I- U $ I I ,  ’ iiguh 

Cada norma induce una métrica o distancia d(.,.) entre dos 
elementos arbitrarios del espacio vectorial H con las 
propiedades siguientes 

i) d(x,y)=O si y sólo si x=y ,, 
iii) d (x, y )  <_a (x, z )  +d (y, z) (desigualdad triangular) ; 

d(. , . ) esta dada por 
ii 1 d ( x , Y 1 =d (Y I x)  ( simetria ) , 

d(%,yi  = iI x - Y \ \  . 
I 

Ya que cada producto escalar <:,.> induce tanto una norma como 
una métrica en el espacio vectorial H el par (H.,<.,.>) es un 
espacio normado y métrico a la vez, pero hay una estructura más: 
la de pre-espacio de Hilbert. 

Def. Un espacio vectorial provisto de un producto interior e . , . >  
es denominado pre-espacio de Hilbert y se denota por ( H I < . , . > ) .  

. Nota. En un mismo espacio vectorial H podemos definir distintos 
productos interiores < . , . > h  y por tanto obtendremos distintos 
pre-espacios de Hilbert (H,<.,.>t,), como veremos en los ejemplos 
que involucran al espacio vectorial Cr(fL). 

Ejemplo. El espacio de Hilbert más elemental es el euclidean0 R” 
, Cuyos elementos se definen como 

y la suma y multiplicación por escalares por 

el producto interior es <xly>=Tk xjyJ . 

X =  (XI,. . ., %m) 

d X +  P9 = ( ~ ~ r , + P ~ r  ,. . . , d ~ m  + p ym> 3 

& >  

J t ‘  



Ejemplo. 1, se define como el conjunto de sucesiones {f,} que 
cumplen 

la suma y producto por escalares es análoga a la de R", y la 
prueba de que es un espacio vectorial la da precisamente el 
Producto interior 

E;, J M 2  i 

El conjunto C ? ( f L ) .  Para introducir algunos de los espacios de 
Hilbert más importantes en análisis definiremos al espacio 
vectorial cF (n )  . 
Asumiremos quenER* es una región abierta y conexa (puede ser 

todo Rm), la cual en caso de ser acotada tiene una frontera 
suave. 

Def. El soporte de una funcion f:fi-->qi definida sobre fi es la 
cerradura del conjunto de puntos en los que no se anula f(x). 

I ''11 !qbI qnb, ii., cfls Cq l ,  bll U tqz,  b,i 

6, (x I 1 Ejemplo. -c__ 

d e n d e  s O p y r - + q  
, I X i <  E e xz-Ea  

6 p F {  
x ;  O i X \ 2 0  E > o  

la misma función anterior pero ahora definida en R" 

- 'e-& I X i < €  

6,w= 1 j So$&)= 8 ,  
= bola ceprqdu con CenkVb 

ene\ o-. '\yen '9 t a d ; o = E ,  O iXi2E 

Cuando el soporte de una funcio'n es un conjunto acotado se 
dice que dicha función es de soporte compacto, como los ejemplos 
anteriores. 

Def. Al conjunto de funciones cuyo soporte es compacto, 
contenido e n n  e infinitamente diferenciables se le denota por 

esta 

c a n )  
El ejemplo clásico de elemento de CO(fi) es la función &(x ) ,y  

cualquier función de la forma 

donde g ( x )  es infintamente diferenciable, pertenece a C o ( n ) .  

6 s  (XI  g C %  1 



I 

4 

Nota. C?(í'L) es un espacio vectorial; es 
! pertenecen a C z ( l s )  entonces af (x)+bg(x) 

C : ( A )  para cualesquiera a,b complejos. 

Nota. Otra característica importante del 

decir, si f(x) y g(x) 
también pertenece a 

espacio C r ( n )  es la de 
estar formado por los suficientes elementos de manera que 
podemos aproximarnos a funciones fuera del conjunto C r ( n )  en 
distintos sentidos (métricas), esto involucra el concepto de 
densidad de Co(.SL) en diferentes espacios de funciones que 
estudiaremos más adelante. 

que definiran distintos pre-espacios de Hilbert. 

El espacio L2.(fi). En C g ( n )  definimos el producto interior 

al pre-espacio de Hilbert ( Co (  ) , c . , . > )  lo denotamos por 
(L20(fi),<.,.>), la prueba de que c . , . >  es un producto interior 
es sencilla y la norma respectiva la denotamos por I\-\\. 

El espacio W , " , , ( n ) .  Sobre c:(n) definimos el producto interior 

lo que da el pre-espacio de Hilbert (W; ,o ( f i )  ,<. , .>, ) y la norma 
respectiva la denotamos por I\ - . 
Los espacios WE,,,(.LL). Para generalizar la definición del 
producto interior <.,.>i introducimos la siguiente notación. 

Ahora introduciremos distintos productos escalares en C:(fi) 

< F i g > "  sa f c x ~ * q t x i d x  ; 

( V g h  = l & * y + X h  u=! El* ax, aA a Y w  ] d Y = w g ) + < v f I v g ) j  

Definimos el multi-índice d=(&,..,Q,),d,=entero no negativo y 

14\= rK:, ak ; 

con esto escribirnos -,&, 

cada símbolo D4 representa una derivada parcial de orden \a\ , 
por ejemplo sid=(i1O,2,0,...,0) tenemos 

D# = a 3  
ay, ax) 6 

Denotamos- por 
L e t \ <  14 D4 

la suma de todas las posibles derivadas parciales de orden faJsk 
, por ejemplo en R 2  

a5 + a V  &- + aZ) 
11\52 D4f= E. + ?%,+ax, ar,.+ ax,a'w= ax: 

Ahora sobre C r ( n . )  definimos el producto interior 

y al pre-espacio de Hilbert correspondiente lo denotamos por 
(w~,,(n),c.,.>,),ia norma respectiva es II-II,. 

Los espacios W k , J n ) .  Al espaciobe funciones infinitamente 
diferenciables en la cerradura (a ) de la región n le llamamos 
c"(ñ) y es un espacio vectorial que contiene a c~((*L), sus 



- -- 

elementos pueden ser funciones como 

que pertenecen a cualquier ~r(Zi). 

espacio vectorial C " ( X )  provisto del producto interior <.,.>" 

dh e-'"'' j x'= Y : ~ . . . + X ~  ; C O S  1x1' 

El pre-espacio de Hilbert ( W K , o ( I l ) , < . , . > , 4 )  se define como el 

........................ 
$ 2 .  Espacios de Hilbert 

1. Espacios métricos completos 

En cada pre-espacio de Hilbert (Ho,<.,.>d) la métrica inducida 
por el producto interior 

permite recuperar muchos de los conceptos asociados a espacios 
métricos, como son convergencia, conjuntos abiertos, cerrados y 
compactos, etc., por claridad enunciaremos algunos de estos 
conceptos. 

d C X , ~ )  = 11% - 9 1 1 ~  = < X-9 I x-y>? 

Def. La sucesion (fK)cHo se llama convergente a f€H, si 
satisface Iím I\ f,< - Ill, EO , 
Def. Una sucesión { f k }  se llama sucesión de Cauchy si para cada 

€>O existe una n&IN para la cual se cumple 
\\!I'- f m \ \ d  p a r a  m , ~  2 h, ,. 

que es equivalente a lim I\ f, -f,,,i14 =O. 

Es inmediato que toda sucesiok convergente es una sucesidn de 
Cauchy, pero no toda sucesio'n de Cauchy es una sucesiok 
convergente, ya que al hablar de convergencia estamos afirmando 
que existe un elemento del espacio H, al cual converge la 
sucesión. 

K ,  7* 

Un ejemplo elemental de sucesio'n de Cauchy no convergente es 
la sucesión en Q (los racionales) 

xi. , 1.4 , 7.41 ,í.4142 ,.... I 
que no converge a un elemento en Q, sabemos que converge a fl. 
Otro ejemplo más interesante es la sucesión de funciones 

f i  0 5 c '/!A 

Ya.+&, I x c  1 
en el espacio C [ O , l ]  de funciones continuas en [ 0 , 1 ]  con el 
producto interior de L2,(0,1), es una sucesión de Cauchy en la 
norma \ \ . \ \  pero no se aproxima a una función en este espacio 

btu' j , :i --> lrrj ~ :i 

O 

Estos ejemplos llevan al importante concepto de espacio 
métrico completo (recuérdese que un pre-espacio de Hilbert es un 
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espacio mhtrico). 

Def. Un Pre-espacio de Hilbert (Ha,<.,.>*) se llama completo 
cada sucesioh de Cauchy converge a un elemento del propio 
espacio. 

I 
I si 

El ejemplo clásico de espacio matrico completo son los números 
reales, le siguen Rm y los complejos Cm ,otro ejemplo es el 
espacio 1% que es el prototipo de espacio de Hilbert con que 
trabajaremos. 

Def. Un pre-espacio de Hilbert (H,<.,.>d) que es completo en la 
métrica inducida por el producto interior 
simplemente ESPACIO DE HILBERT. 

se llama 

Def. Un espacio vectorial H con una norma 11*II4 (espacio normado) 
se llama espacio de Banach si es completo en la métrica inducida 
por la noma \\-\id. 

Nota. Todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach, pero como 
no siempre es posible definir un producto interior en un espacio 
normado se tiene que no todo espacio de Banach es un espacio de 
Hilbert. 

Los espacios Rm, J t ,  con el producto interior usual son 
espacios de Hilbert y por tanto de Banach. 

2. Nociones topológicas 

LOS espacios LZ,(~) y wP,,(n,) son espacios que no son 
completos pero pueden ampliarse a espacios más grandes que sí 
son completos. La manera de obtener un espacio métrico completo 
apartir de uno "no completott es sencilla y es exactamente la 
misma que se usa para construir los números reales, tal método 
no lo expondremos aquí,sÓlo daremos algunos conceptos 
involucrados en tal construccidn que usaremos para estudiar 
formas sesquilineales y operadores. En la discusión siguiente 
(H,<.,.>) es un pre-espacio de Hilbert y I.11 su norma. 

Def. La bola abierta B(x,r) con centro en x€H y radio=r es el 
con junto :o y e  1-I 1 \\u- . )u .ct f  

* 
Def. La bola cerrada B(x,r) con centro en x y radio r es 

Def. Un punto interior x del conjunto A es aquel para el cual 
existe una bola abierta B(x,r>O) que esta contenida en A. 

Def. Un conjunto A c H  se llama abierto cuando todos sus elemntos 
son puntos interiores del propio conjunto A. 

Def. Un conjunto es cerrado cuando su complemento es abierto. 

- 
13Cx1rl = { 96 H I lx-gll  1 P 3  O 

Otra manera de caracterizar a los conjuntos cerrados la da el 
concepto de punto de acumulacio'n. 

Def. Un punto x se llama punto de acumulación del conjunto A si 
para cada r>O la bola B(x,r) continene almenos un punto de A. 



Def. La cerradura de un conjunto A se define como el conjunto de 
puntos de acumulación de A, y se denota por Á. 

Es evidente que A s A .  

Proposicioh. Un conjunto A es cerrado si y sólo si Á=A. 

Def. El conjunto A se llama DENSO EN B si A=B, y cuando A=H 
simplemente se llama DENSO. 

Def. Un espacio H se llama Separable cuando tiene un conjunto 
NUMERABLE y DENSO. 

Los racionales forman un conjunto numerable y denso en los 
reales por lo cual estos forman un espacio separable, apartir de 
lo cual es inmediata la prueba de que R"' y jr son espacios de 
Hilbert SEPARABLES. La separabilidad de un espacio de Hilbert es 
importante para probar que siempre existe una base ortonormal 
numerable corno en el caso de R m  . 
Hasta aquí los conceptos dados dependen Únicamente de la 

noción de distancia (métrica) entre dos elementos y si a esto 
agregamos la estructura de espacio vectorial tenemos los 
siguientes conceptos. 

Def. Un subespacio M de H es cerrado cuando es cerrado en H como 
subconjunto, de manera análoga podemos tener subespacios 
abiertos y DENSOS. 

Teorema. La cerradura de un subespacio es un subespacio. 

Teorema. Un subespacio M de (H,<.,.>) es cerrado si y s610 si 
(M,<.,.>) es un espacio de Hilbert , con las mismas operaciones 
de H. 

Def. Denotamos por L(M) al conjunto de combinaciones lineales 

3 .  Complesi6n de un espacio. Los espacios (L2(-),<.,.>), 
( W p  1 , < e  I Y ( W , ( h )  I '" 1 

Hemos visto que los racionales dejan llhuecosll el la recta 
real, no son completos, pero pueden incluirse en los reales ,que 
es un espacio completo, y que preservan las mismas operaciones 
de espacio vectorial de los racionales; a los reales le llamamos 
la complesidn de los racionales. 

Def. Sea (HQ,<.,.>q) un pre-espacio de Hilbert, el espacio de 
Hilbert (H,<.,.>) se llama complesión de He si 

i) H, es un subespacio de H 
ii) el producto interior <.,.>,, en H, es una restricción del 

producto interior <.,.> de H 
{f \q)  P Q ~ Q  f 1 9 ~ H o  - iii) H, es DENSO en H : H,=H . 
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Teorema. Todo pre-espacio de Hilbert posee una complesión qüe es 
un espacio de Hilbert. 

Nota. Como complesión de (Ho<.,.>&), (H,<.,.>) es un espacio 
métrico completo y además es un espacio de Hilbert, lo que 
significa que las operaciones de espacio vectorial y el producto 
escalar en H, son extendidas a los elementos de H. 

Nota. El teorema anterior solo afirma la existencia de la 
complesión pero no da detalles sobre los nuevos elementos que 
completan al espacio original, por ejemplo sabemos que los 
irracionales pueden definirse apartir de sucesiones de decimales 
no perioaicas . 
El espacio (L2(1L),C.,.>). 

La complesiÓn del pre-espacio de Hilbert L2,(n) se llama 
L2(n). La caracterizacidn precisa de los elementos de L2(fi) la 
da la INTEGRAL DE LEBESGUE, que es un concepto de integración 
más general que el de Riemann en varios aspectos y se basa en la 
teoría de la medida, no expondremos tal teoría de integración 
por ser extensa, sólo diremos que cuando fi es una regiffn 
conexa-abierta y de frontera suave (en caso de ser acotada) la 
integral de Lebesgue de una función continua y la de Riemann son 
exactamente l a  misma de manera que al trabajar en Cr(lL) podemos 
usar la integral de Riemann. 

L2(fi)= {conjunto de funciones de cuadrado integrable en 

el sentido de Lebesgue : l f t x ) \ ' d  Y < 00 1 .  

<U\U)= 5, u"\I ¿ x  = Iíln < u, \Vh> 

a u . + p v = \ h  (dun+pvn)*  

Por definición de L2(n), el conjunto CCp(n,) es denso en la 
métrica inducida por <.,.>$y el producto interior <.,.> entre 
dos elementos u(x) y v(x) de L ~ ( A )  se puede definir como 

donde {u,),{v,) son sucesiones en Cr(fi) que convergen a u y v 
respectivamente. De manera andloga se definen las operaciones de 
espacio vectorial ( suma y producto por un escalar). 

~i espacio iw;(n) , c .  , . > t ) .  

La complesi6n de W:,,(LL) en la métrica I l a I l i  se denota por 
W ; ( A )  y se llama espacio de Sobolev. Aquí debemas precisar como 
se define el producto interior ya que los elementos de W p ( l i )  no 
siempre tienen derivas en el sentido clásico. 

Decimos que Uj(X)€L2(LL) es la primera derivada parcial de 
u(x) respecto a X j  si satisface 

tu  j \ \p> = u \ 'Aj> 
u;(x) es mejor conocida como la derivada GENERALIZADA o 

ai S,U;* y d x  : 5 b*gj dr para cado ~EC~(JL) ;  

DISTRIBUCIONAL de U(X). 



donde {u,,),{v,,) son sucesiones de Cauchy en Cr( I l )  que convergen 
a u(x) y v(x) respectivamente, y uj(x) ,Vj (x) son las derivadas 
distribucionales. 

Nota. El concepto de derivada distribucional es muy general y no 
siempre puede asociarse a una función en un sentido ordinario, 
por ejemplo la derivada distribucional de la funcion escaldn 
unitario es la delta de Dirac, que no es una función en el 
sentido riguroso de la palabra. La característica de la primera 
derivada distribucional de los elementos de W p ( n )  es que puede 
identificarse con un único elemento de L 2 ( n ) .  Puede mostrarse 
que Wy(&) es el conjunto de funciones de L2 ( f i )  cuyas primeras 
derivadas distribucionales son elementos de L2( ) .  

Trazas de funciones de W ? ( a ) .  Si u~C?(a) entonces 

otra manera de ver lo anterior es mediante la función 
u t a m =  0 UCaaIz j - unc ioh  de t n - i  v a r i a b l e s ;  

Te: C P ( n - I +  L ~ ( í 3 m  : u --+ T,LC=O 

que asocia a cada u€C?(a) con la función cero en L2(an), este 
planteamiento permita probar que a cada elemento ucW?(sL) puede 
asociársele un Único elemento u(a-n)EL2(all.) (llamado traza de 
u(x)) que es precisamente la función cero en L ~ ( ~ L L ) .  

Cuando utWf( R) , al escribir 
ucan1-o 

nos referimos a la traza de u(x) en L 2 ( 3 n ) .  

elementos u(x) y v(x) de W;(fL) como 

donde u(an,) y v(afi) son la trazas de u(x) y v(x) 
respectivamente; nj es la componente en la direccio'n xj de la 
normal exterior a a n .  

Con lo anterior la fórmula de Green puede extenderse a 

a&* s, axj 8 U * a L  dx = 5 an. ut afi, \I (as-) n; d s- Ja 23; \I d x = - 5 ax; 

Los espacios (W;(fi) , c . ,  .>*). 

con la métrica inducida por el producto interior < . , . > K .  Puede 
mostrarse que las derivadas distribucionales de ordensk-1 tienen 
trazas identicamente nulas (función cero en L ~ ( ~ , c L ) )  : 

Los espacios de Sobolev Wg(n-) son la complesión de W,",,(n,) 

D * ü ( a ^ r ~ - ~  = o  p Q r Q  i d i I  K - l .  

El producto interior entre u ( x )  , v (x )  cW E(fi ) es 

donde {u,,),{v,.,} son sucesiones de Cauchy en Cr(n) que convergen 
a u(x) y v(x) respectivamente y Ddu ,Ddv son las derivadas 
distribucionales. 

Los espacios (W,(fi) , c . ,  . > K ) .  

Los espacios de Sobolev W,(fi) son l a  complesión de W K , o ( f i )  
con el producto interior <.,.>,(, y pueden definirse como el 
conjunto de elementos de L 2 ( n )  cuyas derivadas distribucionales 
hasta orden k son elementos de ~2 (A). 



La traza de cada u€W,(a) es la función u(an)cL2(an) no‘ 
necesariamente nula, por ejemplo u(x)=e-’*’’ tiene traza no nula. 

Nota. Los elementos de los espacios de Sobolev W R ( f i )  son 
elementos de L2(R), pero como espacios de Hilbert 
(WR(n) ,<. , .>I() y (L2(fi) ,<. , .>) son distintos, ademas vistos 
como conjuntos tenemos WR(fi)GWR+,(A). 

Nota. Por definición C F ( s l )  ( C a D ( X ) )  es una conjunto DENSO en 
cada espacio W Z ( f i )  (WK(JL)), por lo que las operaciones de 
espacio vectorial y las que involucren derivadas hasta orden k 
entre elementos de Cg(rr.) ( C?( lL )  ) pueden extenderse a todos 
los elementos de W;(a) ( W k ( ~ ) )  como en el caso del producto 
interior, este argumento de densidad será usado en muchas 
demostraciones, lo que reduce todo a trabajar con C m ( E )  y 
c a n ) .  
El teorema siguiente muestra una de las propiedes importantes 

de los espacios L2 (AL) ,W,”(fi) y W, (A) . 
Teorema. Los espacios (LS (A) ,<. , .>) , (Wi(fi) ,<. , . > R )  y 
(WK(A),<.,.>H) son SEPARABLES, es decir tienen un subconjunto 
NUMERABLE y DENSO. 

4 .  Teorema de Proyección 

El concepto de producto interior permite hablar del concepto 
de ortogonalidad de sencilla intepretadón geométrica y de 
implicaciones muy importantes en la teoría de espacios de 
Hilbert. En lo que resta del capítulo (H,<.,.>) será un espacio 
de Hilbert completo. 

Def. Dos elementos f,g€H son ortogonales si <f,g>=O, fbH es 
ortogonal al conjunto A c H  si es ortogonal a cada elemento de A 
y finalmente dos conjuntos son ortogonales si sus elementos 
respectivos son ortogonales. 

Notación. Sea A c H  un conjunto arbitrario, el complemento 
ortogonal de A se define como el conjunto de todos lo elementos 
en H que son ortogonales a A y se denota por AA. 

Proposición‘ . 
a) CO~”=H 

b) si A c H  es un conjunto arbitrario entonces A’ es cerrado 

c) A C B  implica B ~ C A I  

El siguiente resultado es obvio en Rk y se cumple en espacios 
de Hilbert generales. 

Teorema de Proyección. Sea (H,<.,.>) un espacio de Hilbert y A 
un subespacio cerrado Entonces 

i) A ~ ~ =  A 

ii) cada fcH tiene una expresión única de la forma 



F = j , + J - *  
donde f,€A y f,eAA. 

Def. Sean T,tTt subespacios tales que T,n T,={O}, la suma 
directa de T, y T, es el subespacio 

+T-L =( j - 1 + $ = 1  &te  7, <j F z t z T x ) .  

Cuando T, y T+ son ortogonales la suma directa se llama suma 
ortogonal y se denota como T,@Tz,en este caso el teorema de 
proyeccidn puede enunciarse de la siguiente manera. 

Teorema. Si T es un subespacio cerrado entonces 
i) HI 7, @ T L  

ii) cada elemento fCH tiene una expresión Única de la forma 
F =  L + $ P  2 f,E.T I, J-t a fL. 

5 .  Bases y sistemas ortonormales 

Def. El conjunto { & } 4 t i ~  se llama ortonormal si satisface 

donde 8,, 

conjuntos ortonormales con m elementos a lo ma's, que se pueden 
obtener apartir de conjuntos linealmente independientes por el 
método de Gram-Schmidt, este método también puede aplicarse en 
espacios de dimensio'n infinita. 

A A  

<e&+) = s a @  ; 
es la delta de Kronecker. 

En espacios de dimensión finita R" sabemos que existen 

Teorema. Cada conjunto numerable de elementos linealmente 
independientes puede ortonormalizarse por el método de 
gram-Schmidt para dbtener un sistema ortonormal. 

En espacios de dimensio'n finita Rmsabemos que existe un 
conjunto ortonormal de m elementos con los cuales cada elemento 
x€R"tiene una expresión Única de la forma 

lo que llevg al concepto de base. En espacios de dimensión 
infinita cada suma 

se entiende en el sentido de convergencia en la métrica del 

Def. Un sistema ortonormal M={e,lK€IN} se llama Base del 
Subespacio A si L(M)3A, y se llama simplemente Base Ortonormal 
de H (B.O.N.) si L(M)=H. 

por tanto cada fEL(M) es de la forma 
Nótese que L(M) sólo incluye combinaciones lineales finitas 

y al s$r M-una B.O.N. de H entonces para cada fEH existe una 
sucesion { f , }  en L(M) tal que 
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es claro que cada f, es de la forma 

Hasta aqui hemos supuesto que la B.O.N. existe y es numerable, 
el teorema siguiente da la propiedad del espacio H que garantiza 
la existencia de tal B.O.N. . 
Teorema. Un espacio de Hilbert (H,c. , .>) es SEPARABLE si y sólo 
si posee una B.O.N. NUMERABLE. 

Del teorema de proyección y el anterior se deduce que si (e,} 
es una B.O.N. numerable del espacio H entonces 

Hr: L(G,)$ L @ ._. . .  , 
La dimensión de un espacio de Hilbert es la cardinalidad de la 

Ejemplos típicos de espacios, separables son Rm y 4% en los 

B.O.N. que posee. 

cuales laAbase ortanormal canonica es e,<= (o I ..., o,  i , , o ,  ._... 1 
Los espacios L2(f~) ,W,O(n) y w,.(A) con sus respectivas 

métricas son separables y por tanto tienen una B.O.N. numerable. 

..................... 
$ 3 .  El espacio dual 

1. Definidoh. Teorema de Riez 

Def.Un funcional lineal continuo sobre un espacio de Hilbert es 
una función lineal y continua que va de (H,c.,.>) en los 
complejos 

F :  H A 6  F ( ~ ~ + P ~ ) = c I F C ~ ~ + / ~ F C ~ )  

y de la definición de conkinuidad se sigue que para cada €>O 
existe una S > O  para ia cual se cumple 

donde 1t.N es la norma inducida por c . , . > .  

Def. El espacio DUAL H* a un espacio de Hilbert (H,<. , .>) es el 
conjunto de funcionales lineales continuas. 

Proposición .H* es un espacio vectorial . 

/ I f + \ \ ¿  8 im 91ica I F ( ~ ~ - F C ~ ) I ? I F C ~ - ~ ) ~ ~ E  , 

El concepto de acotacidn de un funcional da un criterio de 
continuidad que es más fácil de verificar. 

Def. Una funcional lineal F se llama ACOTADO si existe una 
constante CiO  con la cual se cumple para cada f€H 

Teorema. Una funcional lineal sobre un espacio de Hilbert es 
continuo si y sólo si es acotado. 

IF(F’I 5 c \\I\\.  

La equivalencia entre acotacio‘n y continuidad depende s610 de 
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la linealidad del funcional. 

La acotación de cada funcional continuo permite introducir una 
norma en el espacio H* definida por 

\If \ \* = S U P  IFCg][= S U P  9 IFc I \  . 
II gii =1 g+o i\g i i  

Teorema. (H*, \\ .\I*) es un espacio de Banach : 

ii) es completo en la metrica inducida por la norma A . U r .  

sobre H. 

Teorema (Riez). Para cada elemento FéHw existe un Único elemento 
fEH que satisface 

i) I I F Q * =  bfii 

i) es un espacio vectorial 

La estructura de espacio de Hilbert de H permite decir más 

ii) F(x) = <f,x> para cada x H. 

iii) El producto interior en H* se define como 
< F \ G >  S, < f  lg) 

para F,GEH* y f,gEH los elementos correspondientes. 

El teorema de Riez afirma que los espacios H y H* son 
esencialmente el mismo espacio de Hilbert . 
2. Convergencia débil 

Tanto en H como en H* hemos introducido el concepto de 
convergencia en la norma ( o métrica ) de cada espacio, pero hay 
otro concepto de convergencia de sucesiones. * 

Def. {x,)CH se llama débilmente convergente a x€H si cumple 
1 1 ~  ¿ x n \  f > =  < x i f >  p a r a  c a d a .  F G  H, 

Para sucesiones de funcionales tenemos : 

Def. (F,)cH* se llama débilmente convergente a F€H* si cumple 

Como su nombre lo indica la convergencia débil es más fácil de 
satisfacer que la convergencia en norma. 

Proposición. Toda sucesión convergente en la norma de un espacio 
de Hilbert es una sucesio'n debilmente convergente. 

El recíproco es falso en general, como ilustra el ejemplo 
siguiente. 

Ejemplo. En 2, la base canónica {e,} es débilmente convergente 
ya que para cada f€g, la suma siguiente es absolutamente 
convergente 

por tanto el término general <&,(,f> de la serie converge a cero 

\;m F,c )O = FCx)  pava  c a d a  FEH. 

2 ,;=, 1 4  I pP IW 

\im <S,\j> = O  , p a r a  cado S-EI . , ~  
". 

- I"--̂  - I- I__ " -. I .U- 
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pero la base canónica no tiene ningún punto de 2cumulaciÓn; es 
decir, no existe un punto al que converjan los eK ya que su 
distancia nuya tjende a cero 

IIe,-e,ii= dT' , p o r a  m + ~ < ,  

La teoría de formas sesquilineales es un campo muy fecundo 
para estudiar operadores diferenciales e integrales ya que es de 
interpretación y aplicaciones muy sencillas. Por otro lado, 
muchos del los conceptos involucrados tiene una extension o 
aplicación en la teoría de operadores lineales. 

1. Formas sesquilineales acotadas 

Def. El dominio D(h) de una f .s .1 .  h(.,.) sobre el espacio de 
Hilbert (H,c.,.>) es el conjunto de elementos de H para los 
cuales esta*definida. 
que la f .s. 1. h(. , . ) es DENSAMENTE DEFINIDA . 
Def. Decimos que la f .s. 1. hi es la restricción de h, (o h, es 
una extensión de h,) si 

Def. Una f.s.1. h(.,.) se llama acotada en el espacio (H,<.,.>) 
si existe una constante CzO tal que 

donde \\O\\ es la norma inducida por c . ,  .>. Al más pequeño de los 
C se le llama norma de h( . , . ) y se denota I\ h(. , . ) 11 . 

Si D(h) es un conjunto denso en H decimos 

*' 

D ( h l I  c D  t h,) y ~ , ( u \ v I - ~ , ( u , u )  p a r a  U ~ V  C- DCh,) 

l h w , v . r \  i; c \\u\\ * \\\1\1 y 

Ejemplo. La f .s. 1. h,(. , . ) dada por 
¿x d x  

es acotada en W'f(-n,n),y por densidad de Cr(-n,n) h puede 
extenderse a todo Wp(-n,n) dando lugar a la f.s.1. #" 

donde las derivadas son distribucionales. 

Cuando una f.s.1. he(.,.) densamente definida es acotada,puede 
extenderse a una f .s .1.  KO( . , . )  que es acotada en todo el 
espacio H, como en el ejemplo anterior. 

Teorema. Cada f .s .1.  h(.,.) densamente definida y acotada en un 
espacio de Hilbert (H,<.,.>) tiene una-Única extension acotada 
en todo el espacio, que denotamos por h(.,.). 

Por t ;te teorema al trabajar con una f.s.1. densamente 
definicta y acotada automáticamente asumiremos que el dominio es 
todo el espacio y es acotada en el mismo. 

Ejemplo. En cada espacio de Hilbert l a  f.s.1. acotada más 
sencilla es la que define precisamente al producto interior de H 



Ejemplo. Cada función q(x) continua y acotada en X define una 
forma sesquilineal acotada en L2(fi) : 

Ejemplo. La f.s.1 dada por 

es acotada en ( W , O ( A ) , < . , . > ~ )  pero no es acotada en L2(fi), este 
es un ejemplo de lo que haremos para estudiar f.s.1. y 
operadores no acotados: cambiamos a un espacio donde sean 
acotados. 

D (in,)= C:hl 7 h, ( u , v > =  <vu \vu) 

2. Formas sesquilineales no acotadas, cerradas y 
cerradura de una forma 

Muchas de las f.s.1. no acotadas que aparecen en aplicaciones 
están asociadas a los operadores diferenciales de la Física, de 
manera que el estudio de tales operadores esta estrechamente 
vinculado al estudio de las f.s.1. respectivas. 

anteriormente son los mismos para formas sesquilineales no 
acotadas, pero en caso de ser densamente definidas no pueden 
extenderse a todo el espacio,de lo contrario serian acotadas lo 
cual es absurdo. Por esta razón al manipular algebraicamente 
formas sesquilineales debemos precisar el dominio en el cual 
tales operaciones tienen sentido. 

Los conceptos de dominio, extensión y acotacio'n dados 

Def. La suma de dos formas sesquilineales h, y hl se define como ' 

la f.s.1. h,+ht dada por 

donde se toma D(h, ) r\  D(h,) para asegurar que h, y h, esten 
definidas . 

Dcht+h=) = D(h,)nD(hl\ ; (h,+h.) \U,VI= h,tu,v\+h,(u,v) , 

La f . s .1 .  CONSTANTE=b se define usando el producto interior 
4 . , . >  del espacio H como 

p(b)=  bcu,v) = b 4 ü,v>. 
Es claro que la suma de cada f .s.1. h(.,.) con una f .s.1. 

_. 
contante siempre está bien definida en el dominio de la primera. 

Def. Una f.s.1 h(.,.) simétrica se llama acotada por abajo por b 
si 

p ~ r a  cada u e  D ( h ) ,  
en notación h a .  

de propiedades a las formas acotadas, y ello se debe a que 
sumándoles una constante apropiada definen un producto interior 
en su dominio lo que da un pre-espacio de Hilbert cuya 
complesión (espacio de Hilbert) tiene muchas propiedades de 
interesantes. 

h(uiLL) = E t u j  kb (UIU) = b  \\~\il 

La familia de f.s.1. acotadas por abajo sigue en importancia 

Proposicio'n. Cada f.s.1. h(.,.) acotada por abajo por b define 



un producto interior en su dominio D(h) (que es un espacio . 

vectorial ) para cadadcb dado por 

Notación. Al producto interior inducido en D(h) por la f.s.1. h 
is denotamos por c.,.>h y asumimos que esta'dada para alguna a 
como afirma el teorema anterior. 

(u\'J>h = h ( u , \ r ) - ~ < U i v >  s U i v E  D(h). 

Cerradura de una forma. Como vimos en $1.2 cada pre-espacio de 
Hilbert (D(h),<.,.>b) tiene una complesidn que es un espacio de 
Hilbert denotado por D(h), en tal espaci-o completo la f.s.1. 
h(. , .) es la restriccidn de una f.s.1. h que llamamos la 
cerradura d e h  en filusiÓn a que D(h) es completo (o de manera 
equivalente D(h)=D(h) es cerrado) . 
Ejemplo. La la f.s.1. h:L2(n)xL2(n)-->Q 

es simétrica y acotada por abajo por el cero, de manera que 

define un producto interior en cr(n). Haciendo4=-1 tenemos 

por tanto la complesión de (C7(n),<.,.>h) es el espacio de 
Sobolev (W;(fi),<.,.>i), en el cual el producto interior 

define la extensión de hJ . , .) dada por 
que es la cerradura de hd.,.). 

Def. Una forma h(.,.) sime'trica y acotada por abajo se llama 
cerrada si (D(h),<.,:>h) es un espacio de Hilbert, donde c . , . > , ,  
es el producto interior asociado a h(.,.). 

O ~ h , ) = C , " c m  , ~ , C q , v ) =  c v u , v v \  

(u,u)h= d i o U , U )  -4 < u , v >  9 d < @  

< e  7 ,)h = < * , .>I 

<U tV ) i =  < V U , V q } +  < U ,  V) 

D 

(¿erivcl¿o.s Jisk.ribvc;onales) 

h,i=VJpCAl , h,rq,ul= <VU,VU)  (derivadas distr ibucionalesl  
- 

bef . La forma h( . , . ) se llama cerradura de h, (.  , . ) si satisface 
i) es cerrada 
ii) es una extesio'n de ha(. , .) . 
Ejemplo. La.f.s.1. definida por el potencial x 1  

no es acotada en L2(R), pero es acotada por abajo por el cero 
por tanto el pre-espacio de Hilbert (C0(R ),c.,.>h) tiene una 
complesión que es un espacio de Hilbert . 
Nota. Una aplicacih importantisima de la teoría de formas 
sesquilineales acotadas por abajo es la prueba de existencia y 
unicidad de soluciones dekiles a ecuaciones diferenciales 
parciales con valores enlafrontera, la cual se basa en 
trabajar en el espacio (D(h),C.,.>h) definido por la complesión 
de (D(h) ,<. , .>h) (Cap. IV) .  

a0 
D ( A o ) =  CO (R'I y hoiu,vi = <%'(I\V> = 5 -46 X ~ U ~ V  d x  

Def. La f .s .1.  t(.,.) se llama acotada relativamente por la 
f . s .1 .  h(.,.) si cumple 

i) D(t)ZD(h) 



\ ii) ittu,ul\< ntiu\\' -i- b ) ~ ? c u , u ) \  i U , ~ , & O  9 U €  OCh) 5 
al valor más pequeño de las b para las cuales se cumple la 
desigualdad se le llama h-cota de t(.,.). 

Ejemplo. Cualquier f.s.1. t(.,a) acotada en la norma del espacio 
tiene h-cota cero para cada f.s.1. h(.,.) no acotada, ya que 

\khA,UI\  c \IUI12'+ (0-l \hcu,w\  = \It\\ IIUIP. 





I1 OPERADORES LINEALES ACOTADOS 

1. conceptos 

Def. Sean H,,Ht espacios de Hilbert. Un operador T:H,-->HI es 
una función lineal de H, en H, . El conjunto de elementos en H, 
para los cuales está definido T se llama dominio D(T) y la 
imagen T(D(T))C H se llama rango Rango(T)={Tf IfGT). En 
particular cuando T:HL-->C , a T se le llama funcional (I-$3). 
Def. Un operador T:H,-->H, se llama densamente definido si su 
dominio D(T) es un conjunto denso en el espacio H, . 
Def. Un operador T:H,-->H, se llama inyectivo cuando la Única 
solucion de la ecuación 

T X = O  

es x=O, de esta manera el operador inverso T-' esta bien definido 
en D (T-') =Rango (T) como aquel que satisface 

T " o T  % =  x p0-a r e D c T l  9 ' T o T - ' y =  y p a r a  RctnqoCT7, 
donde ToT-Ies la composición de funciones, además T''tambi6n es 
un operador lineal. 

Def. Un operador S:H,-->Ha se llama extensión del operador 
T:H,-->H, ( o el operador T es una restriccidn de S) cuando se 
cumple 

Def. El núcleo de una operador T:H, -->HZ es el subespacio de H, 

O(T)C D(S) , Tf= Sf pa ra  cada fCD(T1jhatoci8h TcS. . 

N&c\eo  C T 3 =  N\JCT) ={ f E DCT) 1 E = 0) . 
Nota. Debe tenerse presente que las propiedades de un operador T 
dependen de los espacios H, y H, en que actue, por ejemplo la 
derivada clásica de una función en C F ( a )  tiene distintas 
propiedades como operador dependiendo del espacio'en que 
incluyamos a C ? ( n ) ,  como puede ser L2(A) o un espacio de 
Sobolev W ;(A) . 
Los espacios de Hilbert en que trabajaremos son LL(n) y los 

espacios de Sobolev W i ( s ~ ) , W ~ ( a )  ; e') tales espacios Cz(n.) y 
ea(=) son conjuntos densos con las metricas correspondientes. 

Notación. Al referirnos a un espacio de Sobolev como subconjunto 
de L2(fL) escribimos W , ( n )  y al mencionarlo como espacio de 
Hilbert denotamos (WR(n),<.,.>,J. Al operador T:H-->H que actua 
de un espacio en sí mismo lo denotamos como T : H s .  

Ejemplo 1. El operador DERIVADA . 
a) El operador T o: L2 (-n, n) -->L2 (-n, n) 

está bien definido como un operador que asocia a cada f (x) E 
Cz(-ntn) un elemento único de L2 (-n,n) que es precisamente su 

¿ para CUG~\L~ ,  E D(T,\ 
- D(T,\= C ~ C - ~ , ~ I  , I ,  5- 5 



derivada clásica ya que 

adema's To es densamente definido. 

9, 
C ? ( - n i w - ~  imp\i C Q  & 1- E C O  (-n,nl c ~ , [ - n , n 2 ,  

b) El operador TI : (W p( -n, n) , <. , . >, ) --> (L2 (-n, n) , <. , . >) 

como en el caso anterior está bien definido y por densidad de 
C$(-n,n) en (W:(-n,n) , c . ,  .>, ) es densamente definido. 

D(T)=CIPc- . \ ,n ,  ; T,J.= & p a r a  c a d a  J E  DíT,, , 

c) El operador TZ:L2(-n,n),3 
D(T,)= ~ ~ ( - n , n l  -1-2 :+ p a r a  cada F E  0c71.1  

donde la derivada es ditribucional, estd bien definido ya que la 
derivada distribucional de f€Wp(-n,n) pertenece a L2(-n,n). 

Es inmediato que T, es un extensión de T, ya que 
OCrr,? 3 DCTJ 9 T2 j. = T o  Para cada f e  D(T,>, 

pero T, y T, no tienen conexión aparente por actuar entre 
espacios distintos. 

Ejemplo 2. Operador diferencial con condiciones de frontera. 

a) El operador minimal 1Hg: L2 (-n, n) ;. 

d X' 
donde q(x) es continua y real-valuada en [-n,n], está bien 
definido y es densamente definido. 

d2 + gcx15- D (VAO,] = C z  \-n,.ni , IH, O f- = - - 

b) La extensio'n de Friedrichs IH k: L2 (-n, n)s del operador minimal 
W: es 

D( i~!,l= W:(-n,n~ n VJ,(-n,n) ; 114; = - - d 2  ? +  i r % \  5 d x= 
donde las derivadas son distribucionales. 

c) La generalización de los operadores IHg y IH: a L2 (Bn), donde 
B, es la bola en Rmde radio=n con centro en el orisen, son 

Ejemplo 3 .  El operador integral con Kernel K(x,y). 

Asumimos que la función K(x,y):rr.xS--->C, donde JX es una 
región de Rm que puede ser todo R" , satisface 

es decir, K(x,y)€L2(n)xL2(n). 

El operador integral A:L2(IL)7 con kernel K(x,y) es 

para mostrar que está bien definido probemos que para cada f e  
L S ( n ) ,  A f  (x )  también pertenece a L2(Ll). 

Usando la desigualdad de Schwarz tenemos 
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Ejemplo 4 .  Operadores diferenciales ordinarios de segundo orden. 

D(T)={ F E. i . ( -n,ni  I ~ t l c A 1  e s  c o n t i n i u  en L-n,hí J ; ~b = -a -t ywi j- 
El operador T:L2(-n,n)plo definimos como 

d zx 
donde q(x) es continua y real-valuada en [-n,n]. 

Recordemos que la solución general de la ecuación en u(x) 
-I- U<3c1= { ( X ?  , p a r a  ~-GL,f-n,ni 

donde c I ,c, son complejos arbitrarios; u I ,uz son soluciones 
linealmente independientes de la ecuación homogenea Tu=O y 
W(ur,u2) es el Wronskiano. 

soluciones no triviales. Ahora estudiaremos dos restricciones 
del operador T. 

Es inmediato que T no es inyectivo ya que Tu=O tiene 

a) El operador TO:L2(-n,n)a asociado al problema de valores 
iniciales es 

! ) ( - r - + { ~ d ~ - r ) \  b(-hl= f'(-n7=0) 9 T o  f =TJ ; 
es claro que Tees densamente definido. Este operador es 
inyectivo ya que la Única solucioh al problema de valores 
iniciales 

es la trivial u(x)=O, por tanto Ti'está bien definido y es el 
operador integral 

donde u,,ut son soluciones linealmente independientes de Tu=O. 

b) El operador T,:L2(-n,n)a asociado el problema de valores en 
la frontera es 

es densamente definido e inyectivo ya que la Única solucion de 
la ecuación con condiciones de frontera 

TOW%) = o  '3 uc-ni = u'<- hi =o 

7. 
To-' fc x )  = 5 G c x , ~ )  j c y , d 9  , GC~,~)=W(Z\,,<LIJ'CZI,(XIU~(Y)-U,(X)U,(~I)~ _. -h 

D ( T , ) = \ f E D ( T ) )  FC-hi=)(n>=o) Y Tif 7 

es la trivial u=O, por tanto T4-'está bien definido y es el 
operador integral 

cuyo kernel es la funcio'n de Green 
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donde u i(x) y u %(x) son soluciones de Tu=O linealmente 
independientes que satisfacen las condiciones de frontera en -n 
y n respectivamente. 

Ejemplo 5. Operador maximal de multiplicacio‘h. 

Sea q:R”-->R una función localmente cuadrado integrable : 

El operador maximal de multiplicación por q(x) en L 2 ( h )  se 
define como 

D(Q)= { bc l , t a l \  g c x ~ f c r i  G L?(JJ) ; Q I. = ~ W I  ; 

y es densamente definido ya que Cg(-h) siempre está contenido en 
el dominio D(Q). Este operador es muy importante básicamente por 
dos razones, la primera es que cada potencial q(x) en la 
ecuación 

siempre puede verse como un operacor maximal de multiplicación y 
como tal tiene propiedades que permiten caracterizar al operador 
de Schroedinger; la segunda es que todos los operadores 
diferenciales con coeficientes constantes en L2(Rm) pueden 
transformarse en operadores maximales de multiplicación usando 
la transformada de Fourier de manera que las propiedades de 
operadores diferenciales y las de operadores maximales de 
multiplicación por poiinomios son exactamente las mismas . 

( - A + q . l t ~ = l ~  

Ahora definimos la suma entre oper--idores y la multiplicacidn 
por escalares (que serán números comJlejos) con las cuales el 
conjunto de operadores lineales es u-I espacio vectorial. 

Def. La suma de los operadores T,S:H,-->H, es el operador 

el operador IT con h escalar es 
D(T+Sl= D(T)n DCSI 9 (Tl-5) = TF + S 

D ( X T )  = D ( T )  9 ( I T Q r X 7 - E .  

.Una de las operaciones entre operadores que no puede darse en 
espacios vec.toriales arbitrarios (como R”) es la multiplicación, 
la cual tiene importantes aplicaciones en toda la teoría de 
operadores lineales como el poder usar la teorfa de funciones 
de variable compleja. 

Def. El producto de los operadores S:H,-->H, y T:H.-->H, se 
define como la composición de funciones, y es el operador 

2. Operadores acotados y el espacio de Banach B(H,,H1) 

El ejemplo clásico de operador acotado es una matriz que actua 
entre dos espacios R m y  R” en espacios de dimensión infinita 
los  operadores acotados son la generalización inmediata del 
concepto de matriz pero pueden tener propiedades que no tienen 
las matrices finitas, como poseer un espectro continuo mientras 
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que toda matriz finita sólo tiene un espectro discreto. 

Def. Un operador lineal T:H,-->H, se llama continuo si para cada 
€>O existe una S>O tal que 

\I p 9 \ \  c 8  i M p 1 i c a I1 TF - T g  II = T c t  - 9) u 4 E. 

Def. Un operador T:H,-->H, se llama acotado si existe una C>O 

Como en el caso de funcionales (1-$3.1), los conceptos de 
continuidad y acotacion de un operador son equivalentes, por 
otro lado la acotación de un operador es más fácil de verificar 
y manipular algebraicamente. 

Teorema. Un operador T:H,-->H, es continuo en su dominio si y 
sólo si es acotado en su dominio. 

La acotación de un operador permite definir una norma en el 
espacio de operadores acotados de H, en H, , que denominaremos 
B(H, ,H2) y en el caso H,=H2 usamos B(H) . 
Def. La norma de un operador acotado T se define como 

\i-n = SUP vq\\/i\y p a r o  FE DCT), 

\\ 7- s \I I, I\ 7- \I - \I s It . 
f$* 

Es inmediato que si T<B(H,,H,) y S€B(H.,H,) entonces 

La importancia de la norma de operadores es que el espacio 
B(H,,H.) es un espacio vectorial Completo con la métrica 
inducida por la norma de operadores, lo que hace de B(H,,HL) un 
espacio de Banach, y esta propiedad de completes la usaremos 
para definir operaciones como derivada o integral de un operador 
respecto a un parámetro. 

Teorema (1.1) . El espacio B(H, ,Hz) es un espacio de Banach. 
Los operadores densamente definidos y acotados T€B(H,,H,) 

tienen una Única extension al espacio H,, por lo que al 
referirnos a un operador acotado y densamente definido estaremos 
pensando en tal extensión que denotamos por T . 
Teorema (1.2). Si TCB(H,,H,) es densamente definido y acotado 
Entonces existe una Única extensión TDT tal que 

-. 

Potencia Tn de un operador. Para un operador TEB(H) la potencia 
T” se define como 

por la acotación de T el rango de cada T’ siempre está en el 
dominio D(T)=H por tanto el operador T” esta‘ bien definido; de 
la definicio‘n norma de operadores es inmediata la desigualdad 

Th= T c , ,  T,,,. . . - .  T(-) j 

* 



Ejemplo 6. Cada matriz A:Rm-->R” es un operador.acotada. 

Si f=Ag tenemos 
f i=ZE, aijqj 1 l i s  h y A =  I S i j ]  ; 

fil <xjz IQiji \9ji L {E,,”, ia;jiz}”2 E;, lq;Izj”2 ( p o r  S c h w a  ttz);  

I I A ~ V =  \ \ F I \ ~ = X ~ ,  1 J i \ 2  < {E;:, Zjg ia;j\?j \ I q \ i z  i m  Plica 
!\A\\ 5 { E:, xjz, \Q; j\2 ]  ”’ . 

Ejemplo 1 (continuacidn). 
a) El operador T, no es acotado. Supongamos que T, es acotado 
entonces tiene una Única extension acotada To cuyo dominio es 
todo La(-n,n), en particular tenemos 

lo que indica que FoxK es la derivada distribucional de x #  y 
como esta función es analítica dicha derivada distribucional 
coincide con la derivada clásica 

ya que T, es acotado tenemos 

r d _  
Y 

¿ ~ o x l y , =  - < Y “ \ T J ) >  - - -<X I , ,  \p, p ~ r o  cada y~C:c-h,n) 

T, ?¿&= K xY-’ , )<E iN 

# T o  XKI\ = K I\ xK-1 \I < \lTJ\ II~rcB’ i i  4 

lo cual es absurdo ya que ttzllTO1l está acotado y el lado 
izquierdo de la Última desigualdad es tan grande como se desee 
tomando k suficientemente grande, por tanto To no es acotado. 

b) El operador Ti es acotado. Como la norma de (Wy(-n,n),<-f.>2) 
es 

I\ f\\% = { \\ j. \\ i- I\ E i i 2 ) ”  

entonces 

por tanto Ties acotado y tiene una extensión única T3 ,con 
D(?*)=Wi(-n,n) , que es precisamente la derivada distribucional. 

llT,fil = \\kfill L l l f l l ,  p a r a  cada r- ~C,00(-r i ,hi ,  

c) Es claro que T 
To que no es acotado. 

Ejemplo 2 (continuacioh). El operador segunda derivada es la 
composición del operador derivada con si misma y según el 
ejemplo anterior no es acotado por tanto el operador minimalIH,O 
y su extensio?i de FriedrichsIHA no son acotados. 

Ejemplo 3 (continuación). El operador integral es acotado ya que 
probamos satisface 

no es acotado por ser extensión del operador 

Ejemplo 4 (continuación). Nuevamente, los operadores T,T, y T ,  
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no son acotados pero las inversas Ti' y T;' 
debido a que la función de Green en cada caso satisface 

sí son acotados- 

\ n d x  -*I 1 -n hdy \G(x,y)12 < OO. 
Como los operadores Ti' y T;' so) dasamege definidos y 

acotados tienen una Única extension Ti' y T;' respectivamente 
las cuales son inyectivas y por tanto sus inversas (c r' y (TI-' 
son extensiones de los operadores T, y T, . 
Ejemplo 5 (continuacio'n). Como en el caso de la derivada, el 
operador maximal de multiplicación es acotado o no dependiendo 
de los espacios en que actue. 

a) si Iq(x)\ es acotada por M sobre E C , R  entonces el operador 
Q : L z c n ?  a ' Qf = 9 .F  

es acotado ya que 

por tanto \\QN < 
b) el operador maximal de multilpicación por xK 

no es acotado ya que 

y para cada f$L2 (R) que se anula en E- n''sX, nYzu] tenemos 

si Q K  es acotado entonces 

y como n es arbitrario se llega a un absurdo. Este resultado 
era de esperarse ya que x K  es la transformada de Fourier de la 
k-&sima derivada (que no es un operador acotado sobre L 2 ( R ) ) .  

Q r ; L = C - W >  9 Q K ~ = x ' ~  

n 5 1x1'" p a r a  1x1 2 by*' , n z i ,  q.  - - - .  

li X K J d  * = 5,- \T\*' If,i*d?c 2 21i lit,iiZ 

\ \ Q ~ N  b fn\ i  2 l \ Q x  ft,\t 2 V Z  ~i~ii 

O0 

i m p t i c a  i i ~ ~ l i  2 \Tzr: 

3. Series infintas y funciones de operadores 

Como espacio me'trico completo, en el espacio B(H) podemos 
definir el concepto de convergencia de una sucesio'n de 
operadores { TK )  al operador T.B(H) como 

donde lia\\ es la norma de operadores. 

\im \\Tk-Tl\= O ; 

Una suma finita de operadores acotados es un operador acotado, 
pero una suma infita no siempre define un operador acotado, para 
garantizar que l a  serie 

define un operador acotado es suficiente que tal serie sea 
absolutamente convergente; es decir, que la serie númerica 

converja, ya que en tal caso la sucesión de sumas parciales 
Zk(?* \\T,\\ < 00 
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es una sucesio‘n de Cauchy y por completes de B(H) converge a 
elemento de B (H ) .  

Ejemplo. La exponencial de un operador T€B(H) se define como 
00 -p< 

K! 
y tal serie siempre converge a un operador en B(H) ya que la 
serie numérica de eitTii es convergente para cada 

k! 

- 

11 T k a :  
I\ 2 z Im = e n T l l  )<=o b 

Ejemplo. La serie del binomio con peR 

un 

es convergente para IIT11<1 y permite darle sentido a expresiones 
como ( i + T ) p  . Hay una generalizacidn de este resultado en el 
caso de operadores autoadjuntos que da el Teorema Espectral para 
operadores autoadjuntos. 

Los ejemplos anteriores son ejemplos de funciones cuya 
variable es un operador y la imagen correspondiente es un 
operador; pueden definirse muchas otras funciones mediante 
series de potencias. 

4 .  Funciones operador-valuadas 

Def. Una función operador valuada se define como 
Tz;Q--+t3(H’I:z---+ T ( a 3 6  B ( H ) ,  

Ya que 6 y B(H) son espacios métricos, definimos el concepto 
de funcio‘n operador-valuada continua de la manera usual: 
F:C-->B(H) es continua en el punto z ,Ea !  si para cada &>O existe 
una 8>0 tal que 

con este concepto de continuidad el límite una función T ( z )  
operador-valuada que es continua 

12 - 2,1 4 8 in? plica \\FCzi - F(zo~il 4 ; 

se entiende como el operador T acotado al cual convergen la 
sucesión { Tcz, ,)~ c B(1-i) 

cuando {zh)-->z . 
1it-n I\ TCZ,’) -TCZn? l l=O 

Los conceptos de continuidad y,límite permiten hablar de la 
derivada e integral de una funcion operador-valuada. 

Def. La derivada de la función T ( z )  es el límite (cuando existe) 

Def. La integral de T ( z )  se define por sumas de Riemann como 

I 



cuando las sumas parciales convergen. 

Algunas propiedades 
d T C 2 )  s czi= CJ, 

elementales son 

5. Funciones operador-valuadas analiticas 

Es bien conocido en teoría de variable compleja que los 
conceptos de serie de potencias absolutamente convergente y 
funciones derivables son equivalentes, esto mismo se cumple para 
funciones operador-valuadas . 
Def. Una función T(z):G-->B(H) ( G es un abierto del plano 
complejo) se llama analítica en z,(G si existe una r>O y una 
secuencia {Tk3 en B(H) tal que la serie 

es absolutamente convergente en la norma de B(H) para cada zfG 
que satisfaga \z-z,l <r , r es el radio de convergencia de la 
serie. 

00 
-rC35)= (z - 2,) It Tu 

Apartir de la definicio'n anterior es f&il probar que todos 
los resultados importantes de la teoría de funciones analíticas 
siguen siendo válidos, como el Teorema de Cauchy, las fórmulas 
integrales de Cauchy, el Teorema (serie) de Laurent y el Teorema 
de Liouville. 

Ejemplos importantes de funciones analiticas son 
eiT- Z K 7 - Y  

1) - L O  rc \ 

Nota- Es importante tener presente que un operador T debe ser 
acotado para que pueda tener sentido cuaquier serie de potencias 
de T, en el caso de operadores NO acotados tales series no esta% 
definidas en general, nuevamente el Teorema Espectral para 
operadores autoadjuntos permite dar un significado preciso a 
expresiones como 

cuando T no es acotado. 
ezT 't 
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6. Teorema de Banach-Steinhaus. Convergencia débil y 
fuerte de operadores. 

El concepto de convergencia de sucesiones de operadores {T,) 
'#más fuerte" lo constituye la convergencia en la NORMA de 
operadores, puede probarse que si dos operadores están muy 
cercanos en el sentido de la norma de operadores entonces sus 
propiedades también son muy parecidas. Los siguientes conceptos 
de convergencia son importantes en aplicaciones en particular la 
convergencia fuerte de operadores que usaremos en el capítulo v. 
Def. La sucesion {TK}CB(H,,Hr) se llama FUERTEMENTE CONVERGENTE 
al operador T€B(H,,K) si cumple 

nótese que usamos la noma de H,, no la de operadores. 

Def. La sucesión (T 14] C B (H , , H, ) es DÉBILMENTE CONVERGENTE a 
T(B(H,,H,) si cumple 

l im \IT, 5- - -rf)i2i,= o p a r a  cada ~ ( i 3 H ~ ;  

Iim <T,FI~)= ( ~ ~ t q )  c f  q~ H,, 

Como es de esperarse convergencia en norma implica 
convergencia fuerte y esta a su vez implica convergencia débil, 
pero l a s  implicaciones contrarias son falsas en general. 

operadores lineales. 

Teorema (Banach-Steinhaus). Si para cada f€H, existe una 
constante C(f) tal que la sucesión de operadores {T,)cB(H,,H,) 
cumple 

(nótese que no se pide convergencia en algún sentido) Entonces 
existe una constante C que no depende de alguna ffH en 
particular que acota a toda la sucesión (TK); es decir, 

la sucesión {T,) está acotada en la norma de operadores. 

El siguiente teorema es importante en toda la teoría de 

iiT,~11 < c If, 

I\ T k  II L c 
.. . 

$2. Isomorfismoc entre espacios de Hilbert .......................................... 
io isometrias e isomorfismos 

El concepto de operador permite definir de una manera precisa 
que tan parecidos son dos espacios de Hilbert. 

Def. Un operador U:H,-->H,se llama isometría si cumple 

Def. Una isometria es llamada ISOMORFISMO si Rango(U)=H,, y 
cuando existe un isomorfismo entre los  espacios H, y H, estos se 
llaman isomorfos. 



Teorema (2.1). Sf los pre-espacios de Hilbert H ,  y H, son 
iSosiorf08 t- 

i) H i  88 espacio de Hilbert si y sólo s i  H, lo es 

ii) Un espacio de Hilbert es separable si y s610 si es 
isomorfo a A z o  

2. La Tranmforraba de Fourier sobre L2(Rb) 

La tran8forir~ada de Fourier F,:L2(Rm)9 se define como el 
operador 

tieno propiedade8 importanterr como operador de B(L2(Rh)) que son 
fáciles de probar. 

T e o r e u  (3.2). El operador F, tiene las propiedades siguientes 

i) e8 una i-tria de LS(R'") en sí mismo 

que e8 la conocida identidad de Parseval 

ii) F. e8 dummmnte definido por tanto F. y Fob tienen 

flF.fU= n)\l y UFc?fll = l\fli p a r a  cado feD(F,l 

e-i-8 &iCaS 11-0s F#F"6B(L2(Rw)) 
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3. Lo8 IWbaCi0.i U(*) y W,(R*) son isorsorfos 

Ahora probaremos que FL2r(R*)=WÍ.(R ) de l o  cual se desprende 
que (U 9),<.,.>p) y (LZ(R-),<.,.>) son espacios de Hilbert 
isomor 
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Def. Decimos que do8 nomas l b l l ~  y bU, en un espacio de Hilbert H 
son equivalentes si existen constantes positivas Ca,CI, tales que 

I\fIId F Cd \ \ ~ U c a  9 P J . I I ,  I Cp I I ~ N ,  para cada F E U -  

Es claro que podemos usar cualquiera de las dos n o m s  para 
estudiar la estructura de espacio mdtrico que posee H. 

De~stracidn. Como la transformada de Fourier satisface 

las normas citadas las transformamos en polinomios 
I\Ff\\ = U F U  L) \\Y‘ Ff II = Ii DqfU 

~ f i u , ~ =  5 I F ~ F  zw,sp ixi24dr 

üfili;b= 5 IFflt ( I +  I~ i t ) ’  dx 

gf.Y,:,= 5 \ F f P  ( i + z M , - p l x J w ~ ¿ k  - 
por tanto basta comparar los polinomios 

pero como tienen ai ipisaio grado (r) entonces $xisten conrtamtes~, 
,C1 y C, que sólo dependen de m ( R m )  y r tales que 

por tanto 

Corolario. Lorn errgacios (L2*(Rm) ,<. 8 y (Wt(R”) ,<. , .>,) son 
isonorfos. 

~nostración. i,a prueba es immiiata si obbiervsaio. que 

define un producto interior cuya norma I\. ilrlo es equivalente a 
la no- f i e l l b  por tanto (FL2t.(Ra),<.,.>,,e) y (Wp(Rk),<.,,>p) son 
el mismo espacio entonces 

Corolario. (W,(Rm) ,<., es isomorfo a (L2(Rm) ,<. , .>) . 
Nota. Hemos probado que podemos usar cualquiera de la normas 

\XIa“ 9 ~ l + I Y V l ’  ’9 (!.+E Wpr b12T) : 

1. + 1 i*r=rIXIQ s i  c; ( l+ lx iqc 5 c: ti*,sr lXIU s c: (i+Z,,,,, )XI’.‘) 

QE D. 11 p r l i  5 Cl \\fMv,U I c, i\fiir c c, Il,R,,,  . 

<F*FIF-’ g)r,o = (5 \9) cvl Fig  6 Lr,rCR‘“) 

F-‘ LZ,, ( R Y  = \rJ+(R”). 

\ \ p t  = {z \*\*w I! D*f12] ‘I2 

h kk +,e = \\ ( *+  F f. ]I 9 

af\ittl= \ NF.IP+ E,.(,=~ m~p~}’ ’ ‘  

, 

para trabajar en el espacio de Sobolev W,(Rh), lo que es 
particularmente Útil para mostrar que (W,(Rh),<.,.>h) es la 
gráfica de cada operador deferencia1 de orden (r) con 
coeficientes constantes. 



1. Definición 

El operador adjunto es el primer ejemplo de un operador 
definido via una forma sesquilineal : el producto interior. 

Def. Sea T:H-->H un operador lineal densamente definido. El 
dominio del operador adjunto T* se define como 

por lo cual satisface 
D(T’)={gfH \ex¡ s t e  un h,e \4 LQ\ que <h9\f)=(91Tf) para cada fED(T)} 

-I-* y ~ h ,  7 (T*q\k) = (g\Tj) para cada ~ C T I  2 9“ D(T”). 

Nota. La hipótesis de que T sea densamente definido garantiza 
que T* es un operador ( no es un mapeo multivaluado ) , además T* 
es un operador lineal. 

Nota. La definicio‘n de operador autodjunto es aplicable tanto a 
operadores acotados como no acotados. 

caracterización del adjunto T . 
Teorema- Asumamos que T es densamente definido . Entonces T*es 
acotado si y sdlo si T es acotado en tal caso \lTl\= \IT*\\ 

Si T es un operador acotado el teorema siguiente da una 

I 

2 .  Operadores simdtricos y autoadjuntos. 

La categoria de operadores simdtricos y autoadjuntos es 
importante ya que muchos de los operadores de la Física están 
detro de esta categoría, y para estos operadores hay una extensa 
teoria parte de la cual estudiaremos en este trabajo con la 
finalidad de conocer las propiedades relevantes que permitan 
conocer formalmente a operadores de Schrgedinger y poder 
resolver el problema de autovalores y autofunciones. 

Def. Un operador T:H-->H densamente definido se llama simétrico 
si satisface <Tf\ 9 > =  (5 \ T q )  pa- F , ~ G  D(T). 

Proposición. si T es simétrico entonces TCT* . 
Def. Un operador T simétrico se llama autoadjunto si T=T* . 
Nota. Las definciones son válidas tanto para operadores acotados 
como no acotados, y debe tenerse presente que simétrico y 
autoadjunto son conceptos muy diferentes en general (amenos que 
T sea acotado como veremos enseguida ) algo que en los textos 
ordinario5 de Física no distingyen. Los operadores diferenciales 
de la Mecanica Cuántica son simetricos sobre L2(Rm),  no acotados 
y en su gran mayoria tienen una unica extensión autoadjunta. 
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Teorema (3.1) Si T es acotado y simétrico entonces T es 
autoadjunto. 

La prueba es inmediata ya que por ser T densamente definido y 
acotado la Única extension*que tiene es F,que esf 
sime'trico,entonces de ? C T  y T'CT se concluye T =T . 

da la prueba de que la resolvente de un operador autoadjunto 
siempre e8 un operador autoadjunto. 

El siguiente teorema es importante en teoría espectral, ya que 

Teorema ( 3 . 2 )  . Si T es autoadjunto y T4 existe entonces T-' es 
autoadjunto. 

Ejemplo 6 (continuación). El adjunto A* de la matriz A:Rm-->R rn 
es acotado : 
a) por definicio'n 

b) si a*?=aJ( entonces AJA" y la matriz A es simdtrica 
(autoadyunta) : en espacios de dimension finita los conceptos de 
simétrico y autoadjunto son equivalentes, cosa que no ocurre en 
espacios de dimensio'n infinita en general. 

Ejemplo 2 (continuacio'n) . 
a) El operador minimal es si&trico (no acotado) ya que 

e integrando por partes queda 

b) la extensión de Friedrichs Di; de es simdtrico 
OH: F I  q)= (f \"3) 

donde usamos la fÓ&ula de Green (integración por partes) la 
cual e8 válida para derivadas distribucionales, y para f , g f  Wt (B n) tenemos 

FCao,, = g ~ a o , l = o  
de lo cual se obtine la simetría de U i i  . En el capitulo 
siguiente mostraremos que vk es autoadjunto sobre L2(B,).  

Ejemplo 3 (continuación). 

a) El adjunto A* del operador integral 88 obtiene de 

por tanto 

es decir, A' es un operador integral cuyo kernel se Obtiene 
conjugando el kernel K(x,y)  de A y permutando la variable de 
integración (y) con l a  con la variable ( x ) ;  es claro que 

e m  e\ senkid6 d ekmi s s ,  

(F\Aq)= J h 4 %  pl'Sdq\( 'w,~\qcy AL = 5 ~ 154% .a (IW K ( X , ~ ) ~ T ~ C ~ I  

R* p 1 =  5, Hrq, X P  f c y  dfj j 
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además \\Al\ = I\ A*\\ como era de esperarse. 

b) si K(x,y)*=K(y,x) entonces A=A* (A es autoadjunto) . 
Ejemplo 4 (continuacio'n) 
a) T~ no es simétrico 

qd.r= - ¿ f a  s_*, - d p  dx 'idh,, 
donde -&FY .9\_", + O  e- g e a e w  

por tanto <T,f,g> # <f,T,g> en general para f , s D ( T o ) .  

b) Ti es simétrico, basta con integrar por partes. La inversa T,' 
es un operador simétrico ya que la función de Green es un kernel 
simétrico. 

Ejemplo 5 (continuación). 
a) El adjunto del operador maximal de multiplicación por q(x) es 
inducido por q (x) * : 

b) si q ( x )  es real valuada entonces Q es autoadjunto, ya que 
coincide con su adjuto. 

(9F 19) = < $19*9> 9 DCQ*) = Día1 

El concepto de operador de proyeccioh es fundamental en la 
teoría espectral de operadores autoajuntos y para nuestros 
propdsitos permite justificar el cálculo de funciones propias de 
un operador de Schroediger en regiones acotadas atrave's de la 
suma directa de operadores autoadjuntos. 

M C H 8  H admita la descomposición 
H = M Q M L  ; 

es decir, cada f€H tiene una uhica descomposición de la forma 

lo que permite definir el operador de proyección ortogonal P, 

la definción de P,,,A es análoga. La acotacidn de PM y P,,,,I es 
inmediata 

El teorema de proyección afirma que dado un subespacio cerrado 

f=h+$t /$,EM 3 t S €  M ; \ \ f I P =  \ \ p z +  \ \ f % l l *  ; 

D(P,)=H 9 Pw*k = ~i ; 

Proposición. Si M es un subespacio cerrado entonces P,,, tiene las 
siguientes propiedades 
i) es acotado 

Otra caracterización importante de una proyección ortogonal la 

ii) es autoajunto . 
da el concepto de operador idempotente. 

Def. Un operador P:H-->H se llama idempotente si cumple P'==P. 
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Teorema (4.1). Para un operador PEB(H) los enunciados siguientes 
son equivalentes 

i) P es una proyección ortogonai 
ii) I-P es una proyección ortogonai 

iii) P es idempotente y R(P)=N(P) 
iv) P es idempotente y autoadjunto ; 

donde Rango (P) =Núcleo (I-P) y Núcleo (P) =Rango (I-P) 

Notacioh. Si T,S son operadores simétricos y acotados entonces 
< T f , i >  y < S f , f >  son reales para cada f 4 H  . Si se cumple 
entonces decimos que TzS, en particular T se llama no negativo 
si TzO. 

\p) 2 < 5) If) p a r o  C O ~ Q  F E N  

Ejemplo 7. Si H es separable entonces posee una B.O.N. numerable 
que llamamos {hi& }, a cada 8’ la denotamos por IgR> y el teorema 
de Riez nos dice que le corresponde un único funcional lineal 
acotado en H* que denotamos por <@,I. 

La proyección sobre L(B,) tiene la forma 

Cada oporador PN dado por 
Q‘”’ j= = Wi, i f >  @K z laK><c$HJ if>. 

PrJ = IMP, ml> 0 u\ 
N 

es un proyeccich ortogonal sobre H ya que 
a) 88 idempotante 

b) es autoadjunto por ser simétrico y acotado. 

Proposición. La sucesión de proyecciones (P,,,)-satisface 

Finalmnto daremos una relación muy estrecha entre la cercania 
de dos proyecciones en la norma de operadores y la dimensio’n de 
sus rangos respectivos, este resultado 88 importante para probar 
por ejemplo que operadores acotados cercanos en no- tienen 
subespacios invariantes con las mismas dimensiones. 

Teorema (4.2). Si P y Q son proyecciones ortogonales que 
satisfacen 

\\P -Q\\ 1. 
Er:onces d;m R(P)= dim R(Q) 
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1. El problema de autovalores 

Def. La resolvente de un operador T:H> se define como 

cuando para zEC dada tal operador existe y es acotado sobre H. 

Def. El conjunto resolvente p(T) se compone de todos los números 
complejos zce para los cuales la resolvente esta definida 

~ ( T ~ = ( z E Q  J 2-7  es ih<jectiw,(t-TI''es a c o t a d o  9 Rc\nqo(z-T)= H 1, 

R(z,-r)= (2-TI'' € e (HI 

Def. El espectro d(T) del operador T se define como el 
complemento del conjunto resolvente d(T)=C\p(T) . 
Def. Un punto x del espectro d(T) se llama autovalor del 
operador T si existe una funcioíi fED(T) con la cual se satisface 

la dim NÚcleo(T-A) se llama multiplicidad del autovalor h y a 
la función f función propia. 

T $ = X l  

Def. Al conjunto de autovalores de un operador le llamamos 
espectro puntual d,(T) . 
Nota. El problema de autovalores Tu=hu sólo tiene sentido 
cuando T actua de un espacio de Hilbert H en si mismo ya que si 
u 
espacio de u que es H. Por esto al estudiar la ecuación 

es una función propia entonces Tu debe estar en el mismo 

debemos trabajar en el mismo espacio de Hilbert H,por ejemplo no 
es válido trabajar un operador de Schrsedinger entre dos 
espacios distintos como (Wi(A),<.,.>i) y LZ(n) aunque entre 
estos espacios el operador sea acotado. 

Nota. ES común identificar al espectro con el conjunto de 
autovalores, pero deacuerdo a las definiciones dadas es 
necesario que exista una funcidn EN EL DOMINIO DEL OPERADOR y 
que cumpla Tf=> f para que un punto del espectro sea autovalor. 
Puede haber elementos del espectro para los cuales exista una 
solución no trivial de Tf=Af pero no necesariamente están en el 
dominio del operador. 

Ejemplo. Para el operador T : L 2 ( R ) p  dado por 
D(T)=W,CRI , 7 - f ~  - -  dt 

¿I= f 
las soluciones de la ecuación 

son e*'ax, por tanto si x E [ O ,  too 
cuadrado integrables y por tanto 2 no es un autova1or;'sin 
embargo, en el próximo capítulo probaremos que [O,+m) es el 
espectro de T y carece de autovalores. 

la "funciones propias" no son 



Nota. La diferencia entre operadores en R” y operadores en 
espacios de dimensión infinita e8 que 106 primeros sólo poseen 
espectro puntual discreto y finito mientras que los segundos 
pueden tener espectro continuo o autovalores de multiplicidad 
infinita, de ahí que la motivación de las definciones 
anteriores. 

En la discusioh siguents Ta(H). El problema fundamental de la 
teoría espectral de operadores es la solución de 

y este problema puede plantearse en términos de proyecciones. 
- ru=’xu 

Supongamos que ’X€d(T) es aislado y de multiplicidad finita, 
{Bus) es una B.O.N. del 2-espacio E,, por tanto la proyección 
sobre El es 

y P, conmuta con T, lo que permite descoriponer a H en 
subespacios invariantes bajo T 

H= E , @  E X L  f 

Ahora invirtiendo e l  razonaaianeto tenemos la 

Proposición (5.1). Sea T€B(H) y P una proyección ortogonal que 
conmuta con T Entoncta. el 08pacio H admite la descomposición 

donde Rango(P) y su coatplennto ortglgorrcrl son invariantes bajo 
T, de manera que T pude rxpreoarss cop#) 

donde TP es l a  rsstriccidn da T a Rango(P) y lo mismo en el caso 
de Ti-p y Rango(1-P) . 
Demostración. 
a) es inmediato que por ser P urn proyecoidn ortogonal su rango 
es un 8Ube8pQCiQ cerrado entonces, por eí teorema de proyeccio’n 
y Tea. (4.1) , tenemos 

b) P conmuta con T entonces 

y por $anto Rango(P) y RqngS(1-P) son invariantes bajo T. 

c) Tp=PTP=PT=TP es la restricción de T a Rango(P) y lo mismo 
ocurre con por tanto T puede expresarse como 

donde la suma ortogonal de los operadores TP,T,-p se define como 

H- R-qo ( P I 0  R a h q O ( j . - P )  

T= PTP +(I+P)T(I-P) ; T‘= PTP y T;_,=(l-P)T(I-P) , 

H =  RQm5o (PI 8 Ran90 (F-P) 

T P u ~  PTu€ R ~ n g o ( P )  p a r a  cada u € H  

T= T, 9 T,,, 

T u =  T p P U - t  r,,, ( i - P )  u, 

De la proposicioh anterior se deduce que el problema de 
diagonalizar a T equivale a encontrar todos sus subespacios 
invariantc 
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2. Analiticidad de la resolvente R(z,T) en z€C 

En esta sección supondremos que T€B(H); ahora daremos algunas 
identidades importantes . 
Notación. Cuando no haya dudas escribiremos R(z)=R(z,T). 

Proposición (5.2) (Primera Identidad Resolvente). Si 2 ,  8 2 %  E p(T) 
entonces R ( 2 , )  - Qcz,, = (z,-z%) R(2, )  RCL) 

= ( ~ ~ - 2 , )  R ( 2% )  R t r , ) .  

Consecuencia inmediata de este resultado es el desarrollo en 
serie de Taylor de la resolvente alrededor de z€p(T), lo que da 
una prueba inmediata de que la resolvente es una función 
analítica de z8 resultado que explotaremos en todo el trabajo. 

Teorema (5.3) . Sea TEB(H) y z&p(T) Entonces 
a) para cada z6D (z, 8 \\RczoW' ) se cumple 

R(XI  = ZKTQ ( 2  - 2,) R C Z ~ ) ~ + '  
donde la serie converge en la norma de operadores 

b) p(T) es un conjunto abierto de ú! y por tanto d(T) es cerrado 
c) para cada l z \ >  I\TI\ se cumple 

Rrz, = 1 K= O0 o x - Y - ' T Y .  

Corolario (5.4). Si T€B(H) entonces R(z) es una función 
analítica en cada punto zEp(T). 

Corolario (5.5) . Si T€B(H) entonces d(T) NO ES VACIO. 
Proposición (segunda identidad resolvente). Si S,T€B(H) entonces 
para cada z€p(T)n p(S) se cumple 

R(Z,T)-R(Z, S) = R (Z,T) ( T - S )  RCtiS) 
= R CZ, SI (T- S> RCz,W. 

3. Singularidades de la resolvente 

La mayoria de los operadores de interes físico tiene 
autovalores aislados de multiplicidad flnita, por lo cual 
asumiremos que el operador TEB(H) es autoadjunto y tiene tales 
autovalores. 

.La resolvente R(z) como función analítica de 2 tiene una 
singularidad en cada punto del espectro, en particular cada 
autovalor es una singularidad. 

Ahora probaremos que los residuos de la integral 
i r\ c 6 curva Cerrada 

2Tt S p R ( a ) d =  
son las proyecciones sobre los %-espacios El de los autovalores 
que encierra la curva r . 
1) Supongamos que rCp(T) encierra un autovalor aislado (con 
multiplicidad=m,), por tanto la serie de Laurent alrededor de 
es 
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Para n=m=-1 queda A?, =-A,, por tanto 

es idempotente y autoadjunto (ya que R ( z )  es acotado), entonces 
Py es una proyección. Es inmediato que PA conmuta con T 

R(2)Tdz = P A T  
por tanto Rango(P) es un subespacio invariant@ de T, que es 
precisamente el subespacio propio asociado a 

T PI=-=¡ 1 jpT8(zIda=-- 

. 
2) Definiendo DI=-A, y .SI  h+i- -A, (n>O) tenemos 

A - \<  = ODk-' > k L 2  j 

Como la parte principal de la serie de Laurent es convergente, 
el radio espectral de D s  definido como 

r s p  (DI)= h I\D,bl\ym 
es cero, ya que la serie 

es convergente en el disco D (O, e) con Oee< Y~SP(%) arbitrariamente 
pequdio, y para 6 #O, por tanto 

lo que implica que DX es nilpotent@; es decir, D Y = O  apartir de 
m,(dintansiÓn de Rango(P)). Resumiendo, cada autovalor aislado y 
de multiplicidad mi es un polo de R(z )  de orden m a  

3 )  La generalización es : si r encierra un numero finito { ; n K  1 
de autovalores aislados de multiplicidad finita del operador T 
entonces 

es l a  proyección sobre la suma directa de los subespacios 
propios de los autovalores 

Nota. La Última ecuacio'n es fundamental ya que relaciona de 
directamente a la resolvente R(z )  con las proyecciones sobre 
subespacios invariantes de T. La generalización para operadores 
no acotados la mostraremos en (II,$4.3). 

. 

-1 P=~;irlS, R t z h  

1, . 



1. Definición 

Los operadores compactos son los que más se parecen a las 
matrices en espacios de dimensidn finita, la mayor diferencia es 
que un operador compacto en un espacio de dimension INFINTA 
puede tener infinitos autovalores mientras que las matrices 
finitas sdio tiene un nhero finito; como veremos las matrices 
en Rm son casos particulares de operadores- compactos. 

Def. Un operador T:H,-->HPes compacto si la imagen (Tfy} de 
cada sucesión {f,}c H,acotada contiene una subsucesión 
convergente. 

Nota. El concepto de operador compacto se da entre espacios de 
Hilbert distintos, no necesita ser un operador que actue en el 
mismo espacio, un ejemplo de operador compacto entre espacios de 
Hilbert distintos son los potenciales relativamente compactos 
que estudiaremos en el capítulo siguiente. 

Teorema (6.1). Cada operador compacto es acotado. 

~i recíproco es falso en general , por ejemplo la resoivente 
del operador de Schroedinger asociado a un átomo o molécula es 
un operador acotado pero tiene espectro continuo,lo que 
probaremos en el capítulo siguiente, por tanto no puede ser un 
operador compacto. En el siguiente teorema damos otras 
propiedades de operadores compactos, entre las que destaca que 
la composición de un operador compacto con un acotado da un 
operador compacto. 

Teorema (6.2). Sean H,,H, y H, espacios de Hilbert . 
a) si S€B(H,,H=), T€B(H,,H,) y uno de estos operadores es 

compacto Entonces CT es compacto 
b) suma de operadores compactos es un operador compacto 
c) T es compacto si y sólo si T+ es compacto. 

Ejemplo 8. El operador identidad 1:H-->H , H tiene dimensión 
inf inta, 

es acotado pero no es compacto ya que la esfera unitaria en 
espacios de dimensión infinta no tiene cerradura compacta. 

= f = f  

2. Aproximación por matrices finitas 

Desde el punto de vista numérico o computacional los 
operadores compactos son los Únicos que pueden tratarse como si 
fueran matrices finitas de la manera que estudiaremos a 
continuación. 

Def. Un operador T se llama de rango finito si Rango(T) tiene 
dimensioh f hita . 
Teorema. Un operador TfB(H) es de rango finito (=m) si y sólo si 
existen dos conjuntos linealmente independientes ( f r } ,  (9%) 



en tal caso 
asumirse que los conguntos de vectores mencionados forman un 
sistema ortonormal. 

IiTIl L E,",, ~ J ~ I I  .\lg,,i\ , sin perder generalidad puede 

Este teorema afirma que cada operador de rango finito puede 
verse como una matriz finita de la forma 

Corolario. Todo operador de rango finito (matriz finita) es 
compacto. 

Tij = <@;ITi@j) 2 {Qj) = B.0.N de H, 

La importancia de los operadores de rango finito la da el 

Teorema (6.3). Un operador TEB(H) es compacto si y sólo si 
existe una secuencia {TK) de operadores de rango finto (matrices 
finitas) que convergen a T en la norma de operadores 

Ejemplo 10. Sea H separable (como L Z ( n )  o W ; ( n ) )  , por tanto 
tiene una base ortonormal numerable {Qk} que define las 
proyecciones ortogonales 

I í m  \\TK-TI\=oo 

con las cuales obtenemos los opebradores da rango finito (=N) 

con la representación matriciai 

La pregunta inmediata es en que sentido converge la sucesión 
{T,,) al operador T, l a  respuesta cuando T es compacto l a  da el 
teorema siguiente. 

Teorema (6.4). Si la sucesidn de proyecciones {P,,,} satisface 
3 i) P,--->l (converge fuertemente al operador identidad) 

y el operador T es compacto Entonces 

donde ILii es la n o m  de operadoiies en B(H) . 
El teorema anterior es fundamental para probar que el espectro 

y los vectores propios de la sucesiok de matrices ( T K ~  converge 
a los de T y sólo a ellos. 

Ejemplo 3 (continuación). Hemos probado que el operador integral 

Ahora demostraremos que A es COMPACTO (no necesariamente 
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autoadjunto), mostrando que A es límite en la hiozma Bb 
operadores de una secuencia de Operadores de r- finito las 
cuales se construyen como en el ejemplo anteriar. 

La hipdtesis K(x,y)€LL ( n ) x L 2  (A) implica que 
QI 

K (yay)= hr,h=\ a m ,  @ , ( X I  Oln'ty 
donde {BK) es una B.O.N. de L2 (n) , y por tanto {g,(x) $7,*(y) 3 es 
una B.O.N. de LZ(n)xLZ(n-). 

define el operador integral A,, de rango finito y por tanto es 
compacto. 

Ahora probemos UA,,-AII -->O : A,-A es a l  operador integral 

y como K(x,y)=lim K,(x,y) en la noma de L 2 ( f i ) x L Z ( d  : 

entonces lira ilAN-A\\ =O; es decir A es limite en la norma de 
operadores de la sucesioh de operadors compactos A ,  por tanto A 
es compacto. 

\im I\ K, - K\\ = O  

3. Teoría espectral de operadores Compactos 

un espectro muy parecido a l a s  matrices finitas, lo que 
mostraremos en esta sección. 

Los operadores compactos vistos como matricks infinitas tiene 

Teorema. Sea H de dimensión infinta, si TEB(H) es compacto 
entoces OE d ( ~ ) .  

La prueba es inmediata ya que si el cero pertenece a p(T) 
entonces T'' existe y es acotado y por tanto el operador 
identidad T =  T - ' o T  

es compacto por ser composición de un operador acotado con uno 
compacto, lo cual es absurdo. 

Teorema (6.5). Si el operador TEB(H) es compacto entonces 

a) el espectro d(T) consta de autovalores aislados y el cero. 
b) cada autovalor no nulo es de multiplicidad finita. 
c) si H es de dimensión infinta entonces el cero es el único 

punto de acumulacidn de los aytovalores de T. 
d) h es un autovalor de T si y solo si A" lo es de T* . 
Hasta aquí solo hemos pedido que T sea compacto, pero en los 

casos de interés es autoadjunto, lo que permite dar un teorema 
espectral como en el caso de matrices finitas. 

'i 

TEOREMA (6.6) ESPECTRAL PARA OPERADORES COMPACTOS Y 
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AüTOADJüNTOS: Sea TEB(H) compacto y autoadjunto. Si {a,,a,,..} 
son los autovalores no nulos de T y Pj las proyecciones sobre 
los aj -espacios, entonces 

esta serie converge en la norma de operadores. 

Nota. En el ejemplo 4 hemos definido el operador diferencial 

que no es acotado; sin embargo, su inversa y resolvente dados 
por el operador integral 

es un operador acotado sobre LI(-n,n); más aún, es un operador 
COMPACTO ya que el kernel G,(x,y) satisface (como acabalros de 

h 
R ~1 ~ C X )  = (TL- Z)-’ftx)= 1 -h Ga(x,tj)j-cqldy 

ver en el ejempiopnterior 3 
- 

Sh)t \-$g IG, cx,g’I2 

por tanto en lugar de trabajar con Ti lo hacemos con su 
resolvente para aprovechar que puede aproximarse por matrices 
finitas (Teoremas ( 6 . 3 ) ~  ejemplo 10). Lo anterior permite probar 
que la solucio‘n de 

puede calcularse con la precision deseada resolviendo la 
ecuación matriciai 

T,u=hA ton UC-hl = U i h l  =O 

con un conjunto ortonormal {sa;) 
limite N-->ao recuperamos los autovalores y aptovectores de T y 
solo alios; siempre y cuando f\9;ji:,sea una B.O.N. . 
(definido apropiadamente en LL(n) con nCR”ac0tada) 

- A+ ~ C X )  
también es compacta para una gran clase de potenciales q(x), por 
tanto las soluciones de 

pueden calcularse con la precisión deseada simplemente 
diagonalizando las matrices finitas 

< \ p ; \ - ~ + q i  yj) i , j$ FJ 

Nota. En los libros ordinarios de Mecánica Cuántica es común 
hallar que cualquier **operador** lineal T (diferencial o 
integral) puede “representarse** por medio de la matriz infinita 

T i j =  < Q i \ T \ O j >  i ~ i , j < 0 0  
(donde {dj f  es una B.O.N. )  sin mencionar ninguna condicio’n o 
hipótesis que deba satisfacer T y trivializan el resultado de 
que la matrices FINITAS 

cada vez más grande, y en el 

En el capítulo IV probamos que la resolvente del operador 

(-A + 9 (XI) U = LA , U ( a n , = c >  

tienen un espectro y autovectores propios que **convergen*@ a los 
de T cuando N-->co ( sin precisar lo que entienden por 
convergencia). Como acabamos de ver, esta aproximacio’n por 
matrices finitas sólo es valida cuando T es compacto o tiene 



resolvente compacta en algún espacio de Hilbert 
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Lo anterior permite entender por que en esta época de 
supercomputadora?, los calculos I1precisost* que resuelven en 
L2(R?) la ecuacion 

.L 
\ X i - W j l  

por el metódo de Ritz ( o de proyecciones, que consiste en 
diagonalizar la representacion matricial de IH en espacios de 
dimensión finita) NO tienen por que converger a las funciones 
propias de iH ya que este operador NO tiene resolvente compacta 
por poseer un espectro CONTINUO ( el Teo,(6.5) nos dice que una 
condicion necesaria para que un operador sea compacto es que su 
espectro sea estrictamente DISCRETO). Lo anterior pone en 
evidencia que los problemas de convergencia con los metodos 
actuales no dependen de la capacidad de computo sino del propio 
método. 

) U = h  

1. Representacio'n de operadores acotados por 
formas sequilineales 

En (I,$4) hemos definido las formas sesquilineales acotadas , 
de las que destacan las simétricas y positivas. En esta sección 
daremos la primera coneccidn entre formas sesquilineales y 
operadores. 

Teorema (7.1) . Si TEB(H) es acotado entonces induce la f. s .  1. 

que es acotada y \\til =IITII . 
La prueba es inmediata, 

Schwarz y la acotación de T tenemos 

D( t )=D (T )=H  , t ( u , v ) = < T u ) v )  

ya que usando la desigualdad de 

\ t (U ,W\ L \\TI\ -\\UN - 1lVll. 

Este resultado es l*triviallt pero menos obvia es el 

Teorema (7.2). Cada f.s.1. t(.,.) acotada sobre H define un 
Único operáaor acotado TéB(H) como aquel que satisface 

y adem& 

Extensión de Friedrichs, con el cual apartir de formas no 

kcu ,V> = < u l T v )  
ilk\\ = ii 7 I\ 

El teorema anterior es una forma restringida del Teorema de 

acotadas obtenemos operadores no acotados. 
147894 

2. El Teorema de Lax-Milgram 

El teorema de Lax -Milgram sólo involucra a operadores y f.s.1 
acotados, su planteamiento y demostraciÓn,son sencillos pero 
tiene importantes aplicaciones en la teoria de operadores 
lineales en espacios de Hilbert. 

La primera aplicacioh del Teorema de Lax-Milgram es la de 



obtener extensiones autoadjuntas de operadores sim6tricoc 
mejor conocidas como extensio’n de Fr5e’drichs). La segunda es la 
prueba de exbtencia de soluciones debiles a ecuaciones 
diferenciales con valores en la frontera. 

. 4 3  

Por sencillez asumamos que t(.,.) es una f.s.1. simétrica y 
acotada por abajo por b, por tanto t+d define un producto 
interior <.,:>+ para cada Q<b y hace de (H,<.,.>+) un nuevo 
espacio de Hilbert (pensando en la complesión no perdemos 
generalidad). La esencia de Teorema de Lax-Milgram 
consiste en afirmar que los espz-ios (H,<.,.>) y (H ,c . , .>+ )  son 
exactamente el mismo espacio, gc eralizando al teorema de Riez; 

Teorema ( 7 . 3 )  ,Lax-Milgram. Sea (H,<.!.>) un espacio de Hilbert 
y t(.,.) una forma sesquilineal simétrica sobre H para l a  cual 
existen dos constantes k,K>O tales que 

a) it(utv)] SKI\U\i - livil (es acotada en H ) 

b) t(u,u) (es acotada por abajo por ) 

Entonces para cada funcional acotado F€H* existe un Único UEH 
con el cual F se puede expresar como 

F = t (u,v) p a r a  ciacia V E  H 
y además se satisface la desigualdad 

i 
\!UU 5 ’)r hFII , 

donde \\F\I es la norma del funcional F. 
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I11 OPEKDORES NO ACOTADOS 

....................... 
$1. Operadores cerrados ....................... 
1. Conceptos 

El concepto de operador cerrado es la generalización inmediata 
de operador acotado, pues como veremos los operadores acotados 
son cerrados y cada operador cerrado induce un operador acotado 
en el dominio y la norma apropiados, en particular los 
operadores diferenciales sobre L 2 ( R m )  son cerrados. 

Def. Sean (H,,<.,.>{) y (HZ,<.,.>%) espacios de Hilbert. 
Definimos el pre-espacio de Hilbert (H,xH,,<.,.>) como 

provisto de las operaciones de espacio vectorial 
H,x H,i((x,y) I Y E  H, 

X(X,,V,,+ (x,,!jr>= ( X X , + X ,  9 Xy,+y, )  

q ~ H , j  

y del producto interior < ( x  , ,y, ) , ( x ~ ,  y I>=-, ,X,>,+<Y, ,Y,>%. 

Proposicibn. (H,xH,,<.,.>) es un espacio de Hilbert. 

Def. La gráfica G(T) del operador T:H,-->H, es el subespacio de 

La gráfica G(T) como subespacio de H,xH, puede ser un conjunto 
cerrado, lo que da origen al concepto de operador cerrado. 

Def. El operador T:H,-->H,se llama cerrado si G(T) es cerrado. 

- Cuando el operador T no es,cerrado es posible q e la cerradura 
G(T) de la gráfica sea la - grafica de un operador,xque 
propiedades debe tener G(T) para ser la gráfica de un operador?. 

Proposición. c_ G(T) es la gráfica de un operador S:H,-->H, si y 
solo'si G(T) es un subespacio de H,xH, que tiene la propiedad 
siguiente (O,y)CG(T) implica y=O. 

Demostración. 
a) Si G(T) es la gráfica de un operador S:H,-->H,es evidente que 
es un subespacio y tiene la propiedad mencionada. 

b) Ahora asumamos que G(T) es un subespacio C O ~  la propiedad 
mencionada, esta propiedad garantiza que S esta bien definido1 
es decir , que no es un mapeo multivaluado. Construyamos al 
operador S : 

definimos D(S)={ fEH,) existe un gEH, tal que (f,g)EG(T) } y el 
mapeo S : H, -->HZ como 

+ = 9  p a r a .  cada FE:D(S). 

- 

- 

- 

Primero mostremos que a cada fCD(S) le coresponde un Único -i.--. Sf, 
supongamos que hay - dos g,,g, H tales que (f,gl),(f,gl)€G(T) 
entonces por ser G(T) espacio vectorial tenemos 

c_ 

( - (5.,9?.)= ( O, G(T) 
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por tanto gi-gl=O . 
Ahora mostremos que S es lineal: si f,",f,€D(S) entonces 

q L j  SfI) -t ($%,Sf.,) = ( C x ) i + I . ?  * >S>I+  55-21 
por tanto según la definicidn de D ( S )  a 
un único 'XSf, + Sf, por tanto 

+St) = 'h s$l + 5 f. z 

If,+ fl. le corresponde 

5 ( QE D 
c_ 

Def. El operador T:H, -->H, se llama terra-ble cuando G(T) es la 
gráfica de un operador al que llamamos 

siguiente proposición muestra como determinar Tf con fQD(T) 
apartir de una secesioh {(f,,Tf,,)}cG(T). 

Proposición. Si T:Hi -->Hres cerrable entonces 
a) para cada (x,y)€G(F) existe una sucesidn { (x,,Tx,) )cG(T) 

T . - Es evidente que G(?)=G(T), cuando un operador T es cerrable la 

que converge a (x,y) : 
Ilh t i  X n - Y l I  = o y I \ Y M  IITsh- T x l i  =O 

b) TCT . 
Demostracidn. Es inmediato de la definicidn de cerradura de un 
conjunto,que (x,y)c~(TL) si y sóio si existe una sucesión 
{ (x,,Txn) } en G(T) que converge a (x,y) en la norma de la 
gráfica 

entonces 

I \I c X n  

Iím \ \ y h - x \ \ = o  y llm I i - T - x , - T x 1 1 = 0 ,  

- t x, T x) \I = 0 

de donde se obtiene (a), en particular pasa la sucesión 
constante {(x,Tx)} con x€D(T) tenemos Tx=Tx por tanto TCT . 
caracterización . De la definición de operador cerrado es inmediata la siguiente 

Teorema (1.1). Sobre el dominio D(T) del operador T:H,-->H, 
definimos el producto escalar ( de la gráfica ) 

. q \ q > T =  q i 9 > +  (TfITCJ) 

I i f I I ,  = <flJ>F= { IyPf \\Tfl12\"x 

para f,gED(T). El operador T es cerrado si y sólo si 
(D(T),<.,.>T) es un espacio de Hilbert. 

El siguiente teorema resalta la importancia de que un operador 
sea densamente definido y la utilidad del adjunto para saber 
cuando es cerrable un operador. Recordemos que si un operador es 
densamente definido entonces su adjunto estd bien definido 
(11-$3. i) . 
Teorema (1.2). Sea T:H,-->H, densamente definido. Entonces 
a) T*e cerrado 
b) T es cerrable si y sólo si T*es  densamente definido 
c) Si T es cerrable entonces T=T**y (T)ñ=T* . 



4 6  Ejemplo 1. Operadores acotados . 
Cada operador acotado TEB(H,,H,) acotado es cerrado ya que 

D(T)=H< 

Ejemplo 2. El operador derivada. 

a) En el capitulo anterior (ejemplo 1) mostramos que 

NO es acotado, pero es cerrable ya que su adjunto es 
definido (por Teorema 1.2) 

b) ¿quién es la cerradura To de To?. El operador 

¿ To :L ,C-n,n,?  , DCTo)= CzC-n,nl  7 TO f = d x  - f 

To %- J . = -  par- a G CTp ( - D , ~ I  C D ( T * I  
lGjL 

d T,:t+(-n,nxP , D(T,)= \JJp(-n,h] 7 ; ~  =dc.f 

el operador 

densamente 

(la derivada es distribucional) es una extensión de To y si 
observamos que el producto interior de la gráfica 

es precisamente el producto interior 
es un espacio de Hilbert (1,$2.3) entonces Tz es cerrado. Ya que 
la complesion de (D(T,) ,<., .>%) es (W:(-n,n) ,<. , .>,J entonces 
F,=T,(por Teo. 1.1). 

di€ \ d 2  ) q '9 )-r2= W 9 )  + d x  a x  
el cual Wf(-n,n) 

2. Teorema de la Gráfica Cerrada 

Hemos visto que todo operador acotado es cerrado, pero la 
implicación contraria es faisa,en,generai como muestra el 
ejemplo del operador derivada,t?cual es la diferencia entre un 
operador cerrado y uno acotado?, la respuesta está en el dominio 
del operador como establece el 

Teorema (1.3).( Banach: Teorema de la gráfica cerrada). 

Entonces los enunciados siguientes son equivalentes . Si T:H,-->HZ es un operador y Ht,= son espacios de Hilbert 

a) T es cerrado y D(T) es cerrado 

b) T es acotado y D(T) es cerrado 

c) T es acotado y cerrado. 

Nota. Deacuerdo al teorema (1.3), T acotado y cerrado implica 
que D(T) es cerrado pero no implica que D(H)=H; esta sutileza es 
fundamental para distinguir entre operadores autoadjuntos y 
simétricos. 

El siguiente teorema muestra porque un operador cerrado puede 
verse como un operador acotado cambiado al espacio adecuado (su 
grafica con la norma 1. 

Proposición. Cada operador 
induce un operador acotado 8 :  (D (T) , <. , . >+ ) --> (H L/ < . , . >+ ) 

errado T: (HI,<. , .>l)-->(H,,<. , 

O (T), A 

T f = T j  poro 5éDIT)  
T 

i 

(D(T)CG ,,+\*) i) cerrqdo 



Nota. Como establece la proposicidn anterior un operador cerrado 
puede "transformarsé" en uno acotado cambiando de dominio ( su 
gráfica con ia norma I ~ * I I ~ )  io que permite recuperar algunos 
conceptos de operadores acotados, pero este esquema no puede 
aplicarse para tratar de resolver el problema de autoavalores ya 
que el operador debe actuar siempre en el mismo espacio. 

Ejemplo 2 (continuación). El operador derivada 

derivada definimos el operador 

el cual es acotado y por tanto tiene una Única extension T, 
acotada cuyo domirio es todo Wl(-n,n) y este es precisamente el 
operador acotado T,, ya que Tq es cerrado 

En el capítulo anterior (ejemplo 1) al estudiar el operador 

T ~ ~ ~ ~ ~ ( - ~ , h ~ , ( ' l ~ ~ , ~ ~ L ~ ( - h l h ~ , ( O l ~ ) ) ;  &Tl)=Cr~-hh'I ; f = 

C D ( T )  , (.i*),J = (W;(-n,h>,<-i*>t) 

('ara f G  D C 7 . z )  
(DCTdCL!-hlrl ,(*I.)) C L,(-h,nI, (e \->I 

Finalmente daremos un resultado importante en relacio'n con la 
resolvente (2-T)- de un aperador cerrado T y la teoría 
espectral. 

Teorema 1 1 . 4 ) .  Sea T cerrable e inyectivo. T-' es cerrable si y 
sólo si T es in ectivo, en tal caso T" = T-'; si T'' es acotado 
entonces Rango( 4 ) es igual Rango(T). 
3. Operador maximal de multiplicaciok sobre L 2 ( R )  

operadores de multiplicacidn, acotados y no acotados , pero en 
cualquier caso siempre son cerrados, cualidad que los distingue 
y de gran importancia ya que permiten dar una caracterización 
completa de los operadores diferenciales sobre L2(ET") con 
coeficientes constantes. Asumimos que A S R m  es una region 
abierta. 

Proposicidn. Sea q:Rm-->R localmente cuadrado integrable. 
Entonces el operador maximal de multiplicacio'n 

es CERRADO . 

En el capítulo anterior estudiamos algunos ejemplos de 

_ .  

Q:'-%(fi)P ~ D ( Q ) = { ~ E L , ( ~ ) / q f ~ L , t n , ;  Q f z  ~ + f ]  

Demostración. Sabemos que Q es densamente definido ya que C:(R) 
está contenido en D(Q) por tanto QA está bien definido y ademak 
como D(Q)=D(Q*) 
cerrable. Ya que D(Q)=D(Q*) y 

se desprende que (D(Q),<.,.>Q) es cerrado si y sólo si 
(D(Q?),<.,.>qs) es cerrado, por tanto Q es cerrado ( ya que Q* 
es cerrado, según Teo. 1.2a). 

Q* es densamente definido y por tanto Q es 

4 c-'9,,= < J - \ 9 > Q "  f \ 9  6. DCQ) 



48 4 .  Acotación relativa de operadores. Estabilidad de 
Cerradura bajo perturbaciones 

La cerradura de un operador T:H,-->H,es una propiedad 
importante y es deseable saber cuando sigue siendo cerrado el 
operador T+Q bajo ciertas perturbaciones Q, en esta seccioh 
damos condiciones suficientes sobre Q que garantizan la 
estabilidad de la cerradura. 

En el caso de operadores acotados el problema es trivial ya 
que si T,Q:H,-->H,son acotados en D(T)n D(Q) entonces T+Q es 
acotado; sin embargo, cuando T es cerrado y no acotado los 
problemas de perturbaciones se complican. 

La idea básica de la teoría de perturbaciones de operadores 
cerrados consiste en trabajar en la gráfica del operador ( donde 
es acotado ) en la cual las perturbaciones se clasifican como 
acotadas o no. 

En esta eccion asumimok que T:H,-->H,es un sperador cerrado y 
por tanto 8:  (D (T) , c .  
clasificar la perturbacion Q:H,-->H, estudiamos sus propiedades 

>?I, --> (H %, <. , . >%) es acotado. para 

Es claro que para poder definir a Q sobre la gráfica de T es 
necesario que D(Q)3D(T). 

Def. El operador Q:H -->H se llama T-acotado si satisface 

b) Q es acotado sobre l a  gráfica de T (en la norma % - \ I T )  ; es 
decir, existe una constante C2ü tal que 

a) D(Q)3D(T) 

f i \  L c I\ fiiT = c ~ C V +  I\TF IV}''~ p Q r A  F E O(T)  , 

Si el operador Q es T-acotado entonces 
I'Q 5 Cl\f\\ -t- c Ii-qII ; 

iio 5 . 1 1  2 a \\f\l-+ b I T ~ I I  , 

al infimo de todos los b>O para los cuales existe una constante 
a20 tal que' 

se le llama T-cota de Q. 

Si un operador Q es T-acotado tenemos una condición 
equivalente de acotación relativa. 

Proposición. Sea Q un operador T-acotado entonces las 
desigualdades siguientes son equivalentes para €>O arbitrario y 
tomando a t I -  - (\+E-') A% '1 ti'%= (\-+&)b% , 

IiQf-!l 1 c i l \ f I \ t  b\\-rF\\ si \J S810 si ~ \ Q F \ \ ~ <  ar2Iip2+ b'*\\-iS 112 

en particular b es arbitrariamente pequeño si y sólo si b'lo es. 

Ejemplo 1 (continuación) . Operador acotado. 
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Si T:H,-->H,es cerrado entonces cada operador acotado QéB(H,,H,) 
es T-acotado ya que 

por tanto la T-cota de Q es cero. 
H,  = O ( Q 1 3  D(T) y I iQf- I1 S IiQiI *llfll 3 ( 0 1  I ~ T F I I  , 

Ahora enunciemos el primer teorema de estabilidad . 
Teorema (1.5). Sean T,Q:H,-->H,operadores tales que T es cerrado 
(cerrable) y Q es T-acotado con T-cota<l . Entonces - T+Q es 
cerrado con D(T+Q)=D(T) (T+Q es cerrable y D(T+Q)=D(T) ) . 
La prueba es sencilla ya que las normas 11.\\~ y I\.\\T+Q son 

equivalentes por tanto G(T) es cerrado si y sólo si G(T+Q) es 
cerrado. 

5. Estabilidad de invertibilidad acotada. 

En esta sección damos un criterio sobre Q que garantiza que 
T+Q tiene inversa acotada cuando T tiene inversa acotada. 

Teorema (1.6). Sea T:Hp 
Si el operador Q:H> satisface 

b) II QT"II <1 
Entonces T+Q es inyectivo, (T+Qr'E B(H) 

cerrado con inversa T-'QB(H) acotada. 

a) D(Q)3D(T) 

y 

donde la serie converge en la norma de operadores. 

1. Conceptos 

Los conceptos de operador simétrico y adjunto son los mismos 
para operadores acotados y no acotados (II,$3.2), pero al 
trabajar con un operador no acotado 
cuidado de trabajar en el dominio del operador, ya que no todo 
el espacio es su dominio (de lo contrario seria acotado según el 
teorema de la gráfica cerrada). 

T y cerrado debe tenerse 

Daremos algunas propiedades interesantes de los operadores 
simétricos. 

Teorema (2.1) . 
1 



. 50 a) Cada operador simétrico T:H> es cerrable 

b) La %erradura T de un operador simétrico es un operador 
simetrico. 

Demostración. 
a) si T es simétrico entonces TCT" por tanto T*es densamente 
definido lo que implica que T es cerrable (Teo. 1.2b). 
b) Sea T' la cerradura de T, si f,g€D('F) entonces existen 
sucesiones {f,} y {g.} en D(T) tales que 

Def. Un operador simétrico T:HS se llama esencialmente 
autoadjunto si T=T" (y por tanto T 
El conjunto de operadores esencialmente autoadjuntos es muy 

importante ya que son fáciles de caracterizar y a 41 pertenecen 
la mayoria de los  operadores diferenciales sobre L2(Rm) con 
coeficientes constantes reales y cuyo dominio es CO(Rm) , esta 
propiedad no cambia bajo un enorme clase de perturbaciones como 
el potencial coulombiano. 

Nota. El adjunto T*de un operador sim6trico no es simétrico en 
general, excepto cuando T es esencialmente autoadjunto como 
afirma el teorema siguiente. 

es autoadjunto). 

Teorema. Un operador T:H? simétrico es esencialmente 
autoadjunto si y sólo si T* es simetrico. 

Ejemplo 3. Operador maximal de multiplicacio'n. 

Cada operador de multiplicación Q simétrico automáticamente es 
autoadjunto ya que Q*=Q es simétrico. 

Proposición. Para el operador maximal de multiplicacidn Q:L2(n)a 
los enunciados siguientes son equivalentes 
a) Q es simétrico 
b) Q es autoadjunto 
c) q(x) es real-valuada. 

Ejemplo 4 .  Operador minimal de Schrsedinger el L2(Rm). 

1) El operador minimal IHo:L2(R)s dado por 

(donde q:R-->R es real valuada y localmente cuadrado integrable) 
es simétrico ya que integrando por partes tenemos 

y por tanto es cerrable (Teo. 2.1). 

D ( \ H o ) = C O ( R )  'I l ~ - t ~ ~ =  - etf + Scxlf 

<\H+\q) =(E\ \H*9)  

2) El operador minimal IH,:L2 (Rm)S está dado por 

donde q:Rb-->R es real valuada y localmente cuadrado integrable. 
Como en (l), IH, es simétrico y por tanto cerrable. En la sección 
$ 4 . 4  mostramos que 

D(IHO)=C:(~''') , IH, f. = - A ~ + q k  

lHo es esencialmente autoadjunto para una 
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gran familia de potenciales que incluye a casos como x2y eí 
potencial de Coulomb -l/r. 

Ejemplo 5.. Operador minimal de Schrgedinger en región acotada. 

1) El operador minimal rHH,o:L2 (-n,np dado por 

(q(x) como en ejemplo 4 )  es simétrico y por tanto cerrabie. 

de frontera que se impongan a los elementos del dominio, de las 
cuales destacan: 

D(IHZI= CgC-L\,h? j IHh p-$+ qy: 

Hay varias extensiones delH,D que dependen de las  condiciones 

i) Extension con condiciones de frontera tipo Dirichlet 
D (iHh)= WPC-n,h) A \RJt~-ntn) = { J-E ~ Z ( - n , n )  I F c - m i  = ~ c n - , = o \  

\ 

\hF-= -&ft. q.f (deriuadas d'\s&Pi b u C i o r \ a \ e s I  

es inmediato que lH,!,:L2 (-n,n)a es simdtrico . 
ii) Extension con condiciones de frontera tipo Neumann 

Q(\H';'l= .( W Q L - h , n ?  \ & (*h') =of 
c 1) IH j C - L F t . 9 . F  (derivadas ¿; str¡\ouc;ona\es) d x?- 

integrando por partes 4Hk%,g> se deduce que IH:')es sime'trico. 

2) Sea AcR"una región acotada con frontera suave. El operador 
minimal lHA:L2 (a)> está dado por 

(donde q(x) es la misma del ejemplo 4 ) .  Nuevamente integrando 
por partes se deduce que &-,es simétrico. Las extensiones 
simétricas de MQcon condiciones de frontera tipo Dirichlet y 
Neumann son respectivamente 

0 = c ~  (ni 7 1 K  = -AF4 QF 

2. Operadores diferenciales sobre L2(Rh) con coeficientes 
constantes. 

En esta sección mostramos que cada polinomio en Rm induce un 

Definimos el polinomio p(x) en m-variables y grado r como 

operador diferencial con las mismas propiedades. 

x"= x, dl . . .  Y, 4% = CdX", ) d = c a , , .  . ., drn 1 , 
donde almenos un coeficiente cd con iol\=r es distinto de cero. 
El operador maximal de multiplicación P es 

P : L d R r n ) 9  P J. = p w  5 . 



5.2- Teorema (2.3). Sea F:L2(Rn)> la transformada de Fourier. 
a) Cada polinomio induce un operador diferencial T cerrado 

definido por 
T= F " P F :  L,cRm)> 

" 

donde las derivadas son distribucionales 

b) el adjunto T*es inducido por Px 

c) el operador minimal To :L2(Rm);%, dado por 

(las derivadas son clásicas) tiene por cerradura a T: F0=T. 

T*= F - ' p *  F 

D(T,)=Cr(Rml , T b f = T ~  

Corolario (2.4). Los siguientes enunciados son equivalentes 

iii) To es simétrico 

i) todos los coeficionetes de p(x) son reales 
ii) T es autoadjunto 

iv) Toes Esencialmente Autoadjunto. 

La prueba del teorema anterior se basa en que la transformada 
de Fourier no cambia las propiedades de la gráfica G(P), ya que 
es una isometría, por tanto G(P) y G(T) son cerradas. La 
propiedad del operador minimal de T=?, se debe a que 
(Cg(R?) ,<. , . >r) es denso en D(T) en la norma de la gráfica. 

Una clase muy importante de operadores diferenciales parciales 
es el conjunto de operadores elípticos. 

Def. El operador T inducido por el polinomio p(x) se llama 
elíptico si existe una constante czo tal que 

1-t- ~ P { X ) \  2. C ( t +  ~ q ~ ~ j ~ ' ~  p a r a  cada X E  R"', 

La elipticidad de; operador T es equivalente a pedir que la 
norma de la grafica y la del espacio de Sobolev 
(Wp(R?) ,<. , .>v) sean equivalentes por tanto D(T)=W,(Rm). 

Proposición. Si el operador diferencial T, inducido por el 
polinomio p(x), es elíptico entonces las normas \ I *  b y \ I .  IIp son 
equivalentes. 

Demostracion. Probaremos que las normas y ~ - ~ l r , ~  son 
equivalentes, donde \\,\\v,a  es la norma definida en (II,$2.3) . 
a) por hipótesis existe una contante C>O tal que 

( i+ \x \2) ' /2  5 C (t+ i p ~ x l i )  , e n + o n c e s  p u r a  FEL,,, (Tirn] 

( 4  c I W 2 P  y21 c I 'y + 2 \p\ - \p t IPfi 1 

ahora integrando y usando la desigualdad de Schwarz 
< \Pi t ,  4 )  I IJPJ.)I -+ Ji~ii . .  

9 Qeda 
y usando la trasformada de Fourier queda 

147894 



b) Desigualdad inversa. Es claro que existe una constante C,>o 
tal que 

I+ Ipcr1\ 2 c,‘ ( { +  \yE.IZ)r’= p Q r b  C G d U  x G Rrn 3 \wego - \\p+ \\q-ll2sc; I l ( 1 - k  ) Y W ’ 2 f I P  irnplicq 

1’ p \ T  I ce I\jh.,o , 
Como probamos en (II,$2.3), la norma 11*Iir,oes equivalente a la 

QED norma li*l\r de (Wv(Rm),<.,.>b) . 
Corolario. si T es eiiptico entonces D(T)=w~(R~ 1. 

introducimos la 
Hay otra caracterización de operadores elípticos para lo cual 

Def. Si T es el operador diferencial inducido por el polinomio 
p(x) la parte principal de P está dada por los terminos se orden 

y la parte principal de T es 
Cd Xd pr = L l I P  

T, = z \&\%t. Ca D4. 

(r) 

Teorema. Sea p(x) un polinomio de grado (r) y T el operador 
diferencial inducido por P. Entonces los enunciados siguientes 
son equivalentes 
i) T es elíptico 
ii) la parte pricipal de P sólo se anula en x=O; es decir, 

P, tx)=o i r n p \ i c ~  X = O  

iii) D(T)=W,(Rh) ; 
en tal caso las normas y \i.i\b son equivalentes. 

Ejemplo 6.  El operador de momento lineal 

1)  El operador minimal de momento linealp,:L2(R)q dado por 

tiene las propiedades siguientes 
D(iP,,= Co(R) IP,? - L & f  - í  

i) es esencialmente autoadjunto; ya que su cerradura dada por 
D(¡P,J= W4cRl j \Po 5. h-f dx (derivada d\s\Cvibvc;ond) 

c 

es simétrico y cerrado (Teo. 2.2) 
ii) Fo es elíptico 

2) El operador minimal de momento lineal \Pb,j :L2(Rh)6;> 

tiene propiedades analdgas a las de lko. 

Ejemplo 7. Operador de energía cinética (laplaciano). 

El operador minimal de energía cinética T .:L2 ( R m ) S  

D(P,)=CZ(P,”I  T o  5 = - ~ j  
tiene las propiedades siguientes 
i) es esencialmente autoadjunto (corolario 2.4); es decir, su 

cerradura To : L2 ( Rm ) 6> dada por 



Nota. La esencial autoadjuntes del operador minimal T,:L2(Rm)¿3 

permanece sin cambio bajo una gran clase de perturbaciones, que 
incluye a la mayoría de los potenciales en Física, y permite 
estudiar algunas propiedades de los operadores de Schroedinger 
en regiones acotadas. La esencial autoadjuntes de Te sobre 
L2 (R?) se pierde en L2 (n) ,donde nC Rmes una región acotada con 
frontera suave, debido a que pueden imponerse distintas 
condiciones de frontera a los elementos del dominio 

D ( ~ , \ = c ~ ( \ ? " ~  3 Tof = - A f  

caA-L,=o 0 a f c a - n - k o  f a h  
(ver ejemplo 5) lo que conduce a distintas extensiones 
autoadjuntas del operador minimal 

D(T~=C:(XL) T ~ F  =-AS i 7-2 ; L2 (n ) 2 .  
Con el objeto de obtener extensiones autoadjuntas de T k  es 

importante que este operador sea acotado por abajo, propiedad 
que introducimos en la sección siguiente. 

3. Operadores y formas sesquilineales acotados y por abajo 

Si un operador T : H S  es simétrico entonces induce la forma 
sesquilineal densamente definida t(.,.) 

que a su vez define la forma cuadrática real-valuada 
Bc t l=D<T)  9 t ( u , v k ( T U j V >  

E <u\ = t \ U,U) 

Def. El operador simétrico T : H a  se llama acotado por abajo si 
existe una constante h 6 R  tal que 

a la mayor de las h. se le llama cota inferior de T. 

E ( u ~  Z h\\u\\L para codcx LAE~)DCT], 

La importancia de la acotacioh por abajo de un operador 
simétrico consiste en que permite estudiar sus propiedades y 
obtener extensiones autoadjuntas (extension de Friedrichs) 
usando la teoría de formas sesquilineales. 

Ejemplo 3 (continuacioh). Si la funcidn q:X-->R es continua y 
acotada por abajo; es decir, existe una q, tal que 

entonces qa es una cota inferior del operador de multiplicación 
q t x 1  2 90 p a r a  c a d a  X E E  

Ejemplo 4 (continuación). 
1) Cuando el potencial q(x) es acotado por abajo por q, 

es inmediato que el operador minimalM,es acotado por abajo por 
~ [ X ~ ~ F ,  pc\v-c* cada X E  Rm 
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q,, ya que el término < - ~ , f >  siempre es positivo 

para cada fGCg(Rm). 

2) Si el potencial q(x) es singular , como -l/r, puede mostrarse 
la siguiente 

Proposición. Un operado T simétrico es acotado por abajo si y 
sólo si su espectro es acotado por abajo, en tal caso la cota 
inferior de T yd(T) es la misma. 

Por tanto en casos como el átomo de Hidrógeno, el operador 
minimallH, es acotado por abajo por la energia del estado base. 

Ejemplo 5 (continuación). 

Como en el ejemplo anterior, la acotación por abajo del 
potencial q ( x )  implica la acotaciok del operador minimal lH& . 
Si para un potencial q(x) el operador minrimal IH, sobre C6(Rm) 

es acotado por abajo (como en el caso del Atomo de Hidrógeno, 
ejemplo anterior) 

es inmediato que tal propiedad la hereda el operador minimallHz 
en L ~ ( L )  ya que en particular se cumple 

pai'a cada J-E Cf (II)CC?(R"I. 

El teorema siguiente da la importancia de los  operadores 
eliptfcos en relacion a los operadores acotados por abajo (como 
el laplaciano). 

Teorema. Sea T:L2(Rm)p un operador diferencial eliptico y 
autoadjunto ( o simétrico ) con coeficientes constantes y m>l. 
Entonces T es acotado por abajo cuando 

< \H>f,fi) 2 ĥ bf\P 

El laplaciano es ejemplo tipico de operador elíptico y acotado 
por abajo. 

En el análisis siguiente asumimos que T:HS es un operador 
cerrado. Los conceptos de resolvente, conjunto resolvente, 
espectro etc. son los mismos que para operadores acotados, pero 
hay unas aclaraciones pertinentes en el caso de operadores 
cerrados. 

$ 3 .  Teoría espectral .................... 
1. Conceptos 

Definimos la resolvente como 

b 



R(Z,T, = (z--f)-'€ 0 (HI 

R a n g o b - T )  = O o r n i n i o  %C2,7) = H 

lo que autodticamente implica que para cada 26p(T) e1 operador 
z-T es inyectivo, acotado y los más importante : 

Como T es cerrado el operador 2-T es cerrado por tanto (2-T)" 
también es cerrado (Teo. 1.4), ya que Rango(z-T) es todo H 
entonces automáticamente es acotado (por teorema de la gráfica 
cerrada) lo que permite redefinir el conjunto resolvente para 
operadores cerrados (y acotados) como 

~ ( T ) = { z E c  1 x - 7  es inyect ivo  \3 Aangoc2 -T )  = H), 

Nota. Puede darse el caso de que 2-T se inyectivo y (z-T)-' sea 
acotado por tanto el teorema de la gráfica cerrada indica que 
Rango(z-T)=D(z-T) es un subespacio dr H pero errto no 
implica que sea todo el espacio, esta diferencia es lo que 
distingue a operadores simdtricos y autoadjuntos, por un lado y 
por otro resalta que en el caso de l a  resolvente su dominio 
siempre es todo el espacio H. 

2. Proyecciones ortogonales y Subespacios invariantes 

Cuando un opuador TEB(E) cm un. proyección ortog.Onrr1 
P entonces Rango(P) y su complemento ortogonal son subespacios 
invariantes bajo T , pero en el caso de un operador cerrado y no 
acotado ya no puede darse la identidad TP=PT ya que D(T) no es 
todo el espacio ( de lo contrario seria acotado s e m í  el Teorema 
de la gráfica cerrada) por tanto a lo más puede ocurrir que 
PTCTP D ( P T ) =  (~ED(T)\T+D(P)=HI- WT)  

esto nos lleva a la redefinición de conmutación. 

Def. Decimos que el operador T:H> conmuta con P€B(H) si 
P T C T P ,  

Ahora mostraremos que la conmutación de T con P nos lleva 
nuevamente a la descomposicioh del espacio H en subespacios 
invariantas bajo T. 

Proposición. Sea P una proyecci9n ortogonal sobre H y T un 
operador cerrado. PTCTP si y solo si PD(T)CD(T) y 
TRango (P) C= Rango (P) . 
La prueba es inmediata, con esto podemos tgdescomponertt a T 

como sigue : definimos al operador Tp como D(Tp!=D(T)n Rango(P) 
y T,u=Tu para cada urD(Tp) , analógamente se define Ti-p.  Como T 
es cerrado entonces T, y T,-p son cerrados por tanto T escribirse 
como 

l-= T, + T,-, 
La decomposición anterior puede generalizarse. 

i 

Teorema (3.1). Si el conjunto de proyecciones {P, 3:, satisface 



P K P X  = S k A  P, 
y P K T C T P K  para cada k Entonces e1 operador cerrado T tiene l a  
demcoypodción 
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T=7;+ .-.+T, 
donde 

Otra manera de plantear la descomposicioh de T es pidiendo que 
P conrute con la resolvente 

lo que elimina el problema del dominio ya que P , R ( z , T ) E B ( H ) .  

Teorema (3.2). Sea p(T)d# y P€B(H). 
a) S i  PTCTP entonces W(z,T)P=PR(z,T) para cada zcp (T )  
b) Si para alguna z~p(T) se cumple R(z,T)P=PR(z,T) entonces 

PR (z ,T )  = RhlT )  P 

PTCTP 

3. Resolvente, analiticidad y singularidades 

cerrados, salvo porque deba tenerse cuidado con los dominios. 
Las identidades de la resolvente son vilidas para operadores 

T e o r e  (3.3)- Seam S,T:WSlrcerrado6. 
a) Primera identidad resolvente: para z,z'epp(T) tenemos 

Rt2,m-R (z',T)= (Z'-Z) R ( % , T I  Q L Z ' , T >  
= (El--&) RCZ',T, RL75,l-I 

b) Segunda identidad resolvente: para zc 'p (T )n  p ( S )  y sobre 

Consecuencia inmediata de (a) es el 

Teorema (3.4). Sea T:Hs cerrado. Entonces 
a) si Z,Q p ( ~ )  entonces para Z ~ D ( Z ,  ,nfwvii') se cumple 

b) p(T) es abierto y d ( T )  es cerrado 
c) R ( z )  es analítica sobre p(T). 

h-t 1 R c z , T = z h: * ( t , - Z  1 R tz,,-rl 

Un cálculo similar al de operadores acotados (II,$5.3) muestra 

es una proyección ortogonal : Pz=P y P es autoadjunto, además 
como P conmuta con R ( z ,T )  para cada z&p(T) entonces P conmuta 
con T ( P T C T P )  lo que nos lleva a l  interesante teorema de 
separacioh del espectro. 

Teorema (3.5). Supongamos que d(T)= d'(T) U d l * ( T )  donde CJ"(T) 
consta de un número finito $e autovalores y la curva 
rectificable í' separa a b(T) de CT'IT). Entonces 
a) el espacio H tiene la descomposición 

H= "0 "' 
donde 
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b) el operador T admite la descomposición 
Ti Tw, + TM'# 3 T,,E O W ' )  

donde d(T rv\~) =O' y d (T,,,,,,) -0'' , y los operadores T,. y T 
están dados por 

ana'logamente para TN\". 

D (T,,,,,l= D(T) n iv\' 7 TU p a r q  U€ D ~ T ~ N ) ,  

4. Espectro y extensiones autoadjuntas de operadores simétricos 

Hasta aquí sólo hemos asumido que T:H3 es cerrado, en caso de 
ser simétrico o autoadjunto hay propiedades adicionales de la 
resolvente y el espectro. 

Como cada operador simétrico es cerrable y su cerradura es un 
operador simétrico entonces asumiremos que cada operador 
sim&rico es cerrado. 

El primer resultado es un criterio adicional sobre 
conmutación. 

Teorema (3.6). Sea T simétrico y PEB(H) una proyeccioh 
ortogonal. T conmuta con P ( 9TCTP ) si y sólo si uED(T) 
implica PueD(T) y TPu está en Rango(P). 

ortogonal de operadores autoadjuntos. 
Este teorema es Útil para definir y caracterizar la suma 

Ahora comenzamos a estudiar el espectro de operadores 
simétricos. 

Teorema (3.7). Sea T : H S  simétrico y cerrado entonces 
a) cada autovalor es real 
b) autovectores de distintos autovalores son ortogonales 
c) para cada z€ú!\R,(z-T)-' está bien definido y es acotado 

Demostracioh. Los incisos (a) y (b) son triviales. Para (c) 
tomemos z=x+iy en C\R entonces para cada f€D(T) 

I\ (%-TI-' 11 5 \f m 2I-l. 

II ( 2 - T I p Z =  l i(x--qU'L+ lIpiIf\i* 2 \ 1 m ' f \ =  I \ j I I Z ,  

II (3  -T I-' 9 I\ 5 1 IhiÉ. I-' hg\\ e Q E D  
por tanto (2-T)f#O si f#O; es decir, z-T es inyectivo, sea 
g= (2-T) f entonces 

Observaciones. 
a) Del teorema anterior se desprende que (z-Tj'tiene un dominio 
cerrado: ya que (z-T)-' es cerrado y acotado el teorema de la 
gráfica cerrada dice que Rango(z-T)=D[(z-T)"] es un subespacio 
cerrado de H.  

NO puede concluirse que Rango(z-T)=H; pero por ser cerrado el 
teorema de proyección da 

b) Lo anterior da origen al siguiente concepto 

H =  Rsnqo  c%-T) O R ~ ~ + z - T )  I, 

I n d i c e  D e f e c t o  = d e f  (=-TI = ¿ i h \ ~ a n g o ( a - ~ , ~ \  



y este concepto da la diferencia entre un operador simétrico 
cerrado y un operador autoadjunto CO~Q veremos enseguida. La 
primera propiedad de def(z-T) es : 
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Proposicidn. Sea T simétrico cerrado entonces def(z-T) es 
contante en cada semiplano Im(z)>< O .  

Por tanto basta considerar def(fi-T). 

Teorema. Un operador simétrico cerrado es autoadjunto si y sólo 
si def (+i-T)=O. - 
Cuando un operador simétrico cerrado no es autoadjunto es 

posible establecer cuando tiene extensiones autoadjuntas como 
establece el 

Teorema. Un operador sim6trico tiene extensiones autoadjuntas si 
y s610 si def (i-T) =def (-i-T) 

simétrico sea esencialmente autoadjunto ( aquel cuya cerradura 
es un operador autoadjunto ) como los operadores diferenciales 
simétricos sobre L2(Rm) con coeficientes constantes. 

Teorema (3.8). Un operador simdtrico T:HS es esencialmente 
autoadjunto si y sólo si T es la Única extensioh autoadjunta. 
Nota. Como veremos en $4.1, la propiedad de esencial 
autoadjuntes del operador minimal 

se preserva bajo una gran variedad de potenciales que lo 
perturban , como el potencial coulombiano o x 2  . 
Nota. En L2 (A) con n C R m  region acotada, se pierde la esencial 
autoadjuntes del operador minimal To debido a que pueden 
imponerse distintas condiciones de frontera a los elementos del 
dominio los que lleva a distintas extensiones autoadjuntas del 
operador minimal s, por esta razón recurrimos a la teoría de 
formas sesquilineales ya que da el camino más sencillo para 
obtener extensiones autoadjuntas del operador minimal el cual se 
basa en el Teorema de Extensión de Friedrichs. 

Aquí es donde se aprecia la virtud de que un operador 

T o  ; L2 \Rm)> ,  D(To)=Cr (R" ) ,  T o f z - A f  

Nota. Para obtener extensiones autoadjuntas del operador minimal 
en regiones acotadas usaremos varios resultados de la teoría de 
perturbaciones de operadores diferenciales sobre L2(Rm) con 
coeficientes constantes, por esta razo'n seguiremos en la linea 
de estudiar tales operadores en L2(Rm). 

Finalmente daremos algunos resultados concernientes a 
operado-es autoadjuntos. 

Teorema Un operador simetrico T : H S  es autoadjunto si y sólo 
si ~ ( T C R  . 
Teorema. Sea T : H S  autoadjunto entonces los siguientes 
enunciados son equivalentes 

b) Rango (z-T) =H 
a)  ZEP(T) 



60 c) existe una o 0  tal que \I (z-T)f\\ >cIlfll para cada fED(T) ; 
es decir z-T es inyectivo y \(R(z,T){\ <c 

Ejemplo 3 (continuación) . 
La caracterización del espectro del operador de multipicación 

Q es sencilla ya que z-Q es el operador de mutiplicación 2-q(x) 
; tal caracterización requiere de la teoría de la medida, por lo 
que sólo daremos la 

Proposicion. Si AS Rmes abierto y q(x) es continua sobre 3'Z 
entonces 

D(Q)={YCXI \ x c f i ) = c e r v a d u r a  de\ rango de % t i ) .  

Proposicion. I C  &(Q) es un autovaior si y sólo si ia imagen 
inversa 

es un conjunto de medida positiva. 

r; q-'cw = { ?¿€q qcx, a) 

Un caso particular es 

cuyo espectro es d(Q)=[O,tso) y carece de autovalores. 

Ejemplo 4 (continuación). 

eloperador minimal\H. es esencialmete autoadjunto, por lo que 
asumimos que M, posee tal propiedad. 

resolver la ecuación diferencial en u(x) 

En $4 .4  mostramos que para muchos potenciales como x L  y -1/r 

Para conocer la resolvente R( z )  = (IM0-z)'' , zrp (IH,, ) , debemos 

pa r a  
pero como es bien sabido, la solucichptá dada atravek de la 
función de Green G,(x,y) del operadorIH,-z 

UCX)  = t \H, -~)- 'Jcx)  = J G~(X ,Y )  F C ~ I  ¿y 
El operador integral que representa a R ( z )  es acotado, 

pertenece a B(L2(Rm)), ya que es la resolvente de un operador 
autoadjunto pero no siempre es compacto; por ejemplo, si q=-l/r 
(dtomo de Hidrógeno) entonces R(z) tiene un espectro CONTINUO 
por tan0 NO puede ser un operador compacto (Teo. 6.5-11). 

Ejemplo 5 (continuación). 

Para conocer la resolvente deIHA debemos resolver la ecuación 
diferencial 

sujeta a l a  condicióne de frontera (problema de Dirichlet) 

En $5 .4  mostramos que los operadores IH!, y Mh'son autoadjuntos. 

h l h - z ,  u = $  c o n  a6 p(lH3 y f E L Z ( - w  

ucan-1 ==O. 

U ~ X )  = R (\~:,z> = 
Nuevamente, tal solución se da através de la función de Green 

G-t(x,gIj-(yIdy 
pero a diferencia del ejemplo anterior, para una gran clase de 
potenciales (incluidos x2 y -l/r) l a  resolvente ( IHA-z) es un 



operador COMPACTO en los espacios (L2 ( . . ) , <. I . >) <y 
(W:(Jl),c.!.>,)l probar esto es el objetivo del capitulo IV. La 
gran ventaya de la teoría desarrollada en el capitulo IV es que 
no se necesita conocer la forma explícita de la resolvente detHA 
I basta con probar quelH4tiene ciertas propiedades que son 
fáciles de hallar. 
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Ejemplo 8 .  Espectro de operadores Diferenciales sobre L2(Rm) con 
coeficientes constantes. 

Si T : L 2 ( R h ) s  es el operador diferencial inducido por el 
polinomio 

entonces T y P tienehe1 mismo espectro : 
si z ~ p ( p i  e n t o h c e s  

C& Xd P 1 id\(r 

( Z - P I " E  B ( L z ( R m ) )  9 
(T-T)-I = ( 2 -  F - ~ P F ) - '  = F-' ( 1 ~ -  E 1-1 F 

por tanto Z~P(T) si y sólo si ZGP(P), por tanto 

y no hay autovalores. 

El procedimiento anterior es mejor conocido como método de la 
transSormada de Fourier para resolver la ecuacidn diferencial no 
homogenea 

( t , c , D * - 2 h = j  paro. F E  L, ( R r n ) ,  
ya que aplicando F queda 

UCT) = u-( e,= { pcw X E  R") 

(F I c ~ D ~  A F-I-2) FUC F f  
(Pqb-z )  u =; 

donde se aprecia que P(y)-z-fO para cada yeRT lo que equivale a 
pedir que z€p(P), por tanto 

F l ( 9 )  = f G . c x , 9 ) f ( y l d y  
donde la funcioh de Green est$ dada por 

A 

l l = m y l - 2 \ - ' f  -j u = 

G z ( ~ , y ~ =  c \¿r' 9' 

Tof 'Z - A f  Y 

P(2)-2 

3 d =  c o n s t a n t e  , 
P c y ,  - 2 

Como caso particular tenemos al laplaciano : 
- r o : L d R V ?  , D (Tu) = c c n-1 3 

c (To) = ~ O , + W )  j =To c a r e c e  ¿e autoua\ores,  

En las secciones $2.2 y $3.4 hemos estudiado algunas 
propiedades de los operadores diferenciales sobre 112(R") con 
coeficientes constantes de las que destacan : 
a) el operador minimal T , : L 2 ( R m ) s  

D (To) = C?(Rrnl 7 7 - 0  f = z',,,,, C d  D"'f 



6 2  
es esencialmete autoadjunto cuando c~ER. 

b) si T=To es elíptico y simétrico entonces es acotado por abajo 
c) Cf(T)= &(T) =cerradura del rango del polinomio ZC(,5r&~d y T 

carece de autvalores. 

En las secciones siguientes haremos una clasificación de los 
potenciales q(x):Rm-->R para los cuales el operador T+Q 
conserva las propiedades citadas; ademds obtendremos resultados 
valiosos para estudiar operadores en regiones acotadas. 

1. Estabilidad de Autoadjuntes 

En esta sección y las dos siguientes estudiamos las 
perturbaciones Q ma's sencillas de un operador T: las 
perturbaciones T-acotadas (ver $1.4). 

Teorema (4.1). Sea T:H? autoadjunto (esencialmente autoadjunto) 
sobre el espacio de Hilbert H. Si el operador Q:Ha simétrico es 
T-acotado con T-cotael Entonces T+Q es - autoadjunto y D(T)=D(T+Q) 
( T+Q es esencialmente autoadjunto, T+Q=T+Q- y D(=)=D(T) ) . 
Recordemos que si Q tiene T-cota<l entonces T+Q es cerrado y 

el domino es el mismo, pero en caso de que T saa autoadjunto y Q 
simdtrico además T+Q es autoadjunto. 

La prueba del teorema es relativamente sencilla ,sólo 
involucra los conceptos de Adjunto y propiedades de la 
resolvente. 

2. Estabilidad de acotación por abajo 

Otra propiedad importante (cuando la tiene) de un operador 

Una caracterización de la acotacio'n por abajo la da el 

autoadjunto es la acotación por abajo (ver $2.3). 

espectro. 

Proposición. Un ope/rador simétrico T:HP es acotado por abajo 
con cota si y solo si su espectro esta acotado por abajo por1 . En particular si T es autoadjunto entonces minb(T) es la cota 
inferior de T. 

Sabemos que la mayoría de los operadores elfpticos y 
simétricos son 
conserva bajo perturbaciones simétricas T-acotadas con T-cota<l. 

acotados por abajo, nuevamente tal propiedad se 

Teorema (4.2). Sea T : H q  autoadjunto y acotado por abajo con 
cota Y"7. Si Q : H P  es simdtrico, T-acotado con T-cotacl entonces 
T+Q es autoadjunto y acotado por abajo. Si en particular se 
cumple 

s una cota inferior de T+Q. 
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3. Espectro Esencial y Perturbaciones Reiativamnte Compactas 

Dentro de la clase de perturbaciones T-acotadas destacan las 
perturbaciones T-compactas por dejar invariante al espectro 
esencial. 

De f .  Sea T:H, --Niz cerrado. El operador Q:H, -->H1 se llama 
T-compacto ( o relativamente compacto respecto a T) si es 
T-acotado y compacto sobre la gráfica de T : 

Una propiedad interesante de los operadores T-coapactos es : 

Proposicioh (4.3). Sean T,Q:H,-->H,operadores tales que T es 
cerrado y Q es T-compacto. Entonces Q tiene T-cotaocero; es 
decir, para cada e>O existe una C&>O tal que 

II Q5Ii 6 ca iy -c e i \ ~ f . l I .  

Ahora tenemos el importante teorema sobre invariancia del 
espectro esencial de un operador autoadjunto. 

Teorema (4.4). Sea T:Ho> autoadjunto, Q simetrico y T-compacto 
Entonces r e  (T+Q\ = C ~ C T ) .  

4 . El operador de Schrgedinger -A -t Q en L2 (Rh) 
Las familias de potenciales H,,,,c(Rdn) y Xp(Ra) 

En esta sección estudiamos el operador nininalM,:L2(Rm)S 
D(\Ho)=Cg(R") 2 !Hof =-AF-k q f  

para una familia de potenciales q(x) si&tricas que incluye 
potenciales singulares como el Coulomb. 

Como sabemos el operador minimal To :L2 (R-) 3 
D ( T o ) =  C: c R-1 I To I- = - 

tiene las propiedades siguientes 
a) es esencialmente autoadjunto , T,=T es autoadjunto 
c) T es elíptico y acotado por abajo por el cero. 

es T,-acotado basta con probar que 

es un mapeo acotado y tiene To-cota<l, para lo cual 
introduciremos las familias de potenciales Mp,ioc(Rm).  

Def. Una función q:Rh-->R se llama localmente de cuadrado 

b) D (T) = W t  (Rm) / 

.Como (Wz(Rm),<.,.>d es la gráfica de T, para mostrar que q ( x )  

~:(w,(R~),<-i->~) - ( L ( R m ) ,  < * l a > )  

Al conjunto de funciones localmente cuadrado integrables le 
llamamos L2 lOc (Rm) . 



Def. A cada funcio'n q:R -->R y a cada PER les asociamos la 
funcion 

Ig(r-rl)J' 19tp''' dg 1'" pQrq  rem 
N 9 tx1 par Q p" . M9,p = 

Def. Denotamos por M P , ~ ~ ( R ~ )  al espacio vectorial de funciones 
q(x) para las cuales Mg,., (x) es una función localmente acotada. 

Def. Denotamos por Mp(Rm) al subespacio de Mp,loc(Rb) formado 
por las funciones q(x) para la8 cuales Ms,p(x) es acotada en todo 
R .  Si q(x) está en Mp(Rh) definimos 

M %,,, = S U P  { Wp,p(x) \ Y€ Sb). 
De l a s  definicionw~ e8 inwdiato que si p,sp1 entonces 

M pi>ia c (R") = MpaJOC CR") C L x , \ o c  c R T  
Mp, (R"') C N\p, ( R " )  

Teorema (4.5). Aou8.gor que rE iN y p<2r entonces 
a) Existe una constante Q O  tal que 

b) Para cada e>O existe una Ce>O tal que 
U ~ ~ I I  S Cc ,~ifi\ -t e I I ~ I I ~  p ~ r a  cado fe wrCSrn)* 

diferencial S de orden r sobre L2(Rm) con coeficientes 
constantes, el potencial q(X)EMpdar(Rm) es una perturbación con 
S-cotamo, en particular para al laplaciano tenemos el 

Corolario. Si g:Rm-->R pertenece a Mp(Rm) con <4 entonces 
a) el operador minimal To+Q:L2(Rm)o-' 

Del teorema anterior se desprende que para cada operador 

D ( T o t Q ) = C ~ 4 R h )  3 (Te+Q)I.=-bf+gf - 
es esencialmente autoadjuto y D(T,+Q)=WCL(Rrr) . 

b) El operador de multiplicación Q inducido por q(x) es 
'Iio-acotado y tiene p,-cota=O; as decir, para cada €>O 
existe una CE>O tal que 

c) T,+Q es acotado por abajo. 

T' o-compacto . 

\\QF\\ = \\QcI\ <, Cg l1fiII + E  \iAfil\ para fEWzCRn) - 
El siguiente teorema da un criterio para saber cuando Q es 

Teorema (4 . 6) . Si q(x)€M pd4(Rlh) y 

Entonces el operador Q:(W=(R* ) ,< . , .>~- - -> (L2(Rh) ,< . , .> )  : Qftqf 
es compacto. 

Ejemplo 9. Al operador minimal To:L2(R)S 

D{To)= C~I-oO,o~ j T e  F = ¿ Y +  f 
lo perturbamos con el potencial q(x)d%que tiene las 
propiedades siguientes : 
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i) es continuo y acotado sobre ( -a ) , cx ,  ) ,  por tanto pertenece a 
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Mp(R) para p>O y tiene T-cota=O 
i ie-xxf l \  I i i p i  

ii) es T,-compacto ya que 

por tanto el operador minimal iH, : L2 (R) o> 
D ( \ H ~ ) = C ~ O D ( - ~ Q > ) ,  I H ~  5 - - - ¿% I- + dx* 

tiene la propiedades siguientes 
a) es esencialmente autoadjuto; es decir, .tiene una Única 

- extension autoadjuta dada por - x' 
D(iH, i= W,CSI 3 i%f=-g+E 4 e  5 

donde las derivadas son distribucionales (Teo. 4.1) 
b) lHo-es acotado por abajo por O (Teo. 4.2) 

d) la resolvente deiH, es un operador integral de la forma 
c) &(H,)= ~ e ( % ) = I O , c + o o )  

aD 
R (21 f (XI = 5 G2Cx, 91 f <y] dg -co 

R ( z )  es acotado pero NO es compacto por tener un espectro 
continuo (Teo. 6.5-11) . 

Ejemplo 10. Átomo de Hidrógeno. 

Al operador minimal de energia cinetica T o: L2 (Rm) 2 

lo perturbamos con el potencial coulombiano 

que pertenece a Mp(Rr") para p>2 : 

OC-rJ= c,"rI331 t T o p  = -n J 

qcxi  = -Ix \- '  3 - 4 1 t- 

i) si p23 tenemos 

haciendo x=O (por traslación de ejes llevamos el origen a x) 
M9:P cw =&,$, I +y\- 2 d g  

a 
M,,p CX) = i ~ ) \ - ' d g  = 4 ~ l ' d r  a v t  r - l =  4~ 

ii) para 2<pc3 , y llevando nuevamente el origen a x tenemos 
191-2 19ip-3~ 

IV- y\-2¿uJ = o 

4% 5 b v  ka p-x rp-3 - 4.rr N\91P (%'= s IrjlS, 9= O - p-: 
además g (x) es To -compacto (Tea. 4 . 6 )  ya que 

por tanto el operador minimalIH,:L2(Rh)2 
D ( \ H o \ = C : C R ' ) )  9 L H e f =  -A? - I 

tiene las propiedades siguientes 
es esencialmente autoadjunto; es decir, el operador iH : L 2 ( R h ) a  

1t-1 J- = - A F -  - b f  
(derivadas distribucionales) es la Única extensión 
autoadjunta de IHo 
DI: es acotado por abajo (Teo. 4.2) 

dc(LH )=CXe(T )=LO,+@) (Teo. 4.4); de esto se deduce que si H 
tiene espectro puntual entonces se localiza abajo de O y 
consta de autovalores aislados con multiplicidad finita, 
lo que es conocido en Física, 
La resolvente R ( z )  deIH es un operador acotado pero NO es 

D(\H)=W,(R3) 



compacto por tener un espectro continuo. 

Sabemos que hay casos como el potencial xz que no están en 
alguna familia Mp(Rm), pero hay criterios adicionales que 
garantizan la esencial autoadjuntes del operador minimal T,+Q 
sobre CO(Rm) uno de los cuales damos a continuacio'n. 

Teorema (4.7). Si el potencial q(x) :R-->R pertenece a MP,,,,(IT) 
para algunap<4 y tiene la forma q=q,+q, donde 

9," I \hp (R" )  
q z t x ~  2-C \ Y \ %  para a\qona C ~ O  y Lodo R5 

Entonces el operador minimal 

es esencialmente autoadjunto sobre L2(Rm). 
D ( l H , I = C ? ( R " )  9 IH, f=-Af -+-  %E 

La demostración del teorema anterior consiste en probar 
directamente que los indices defecto del operador minimal son 
cero ($3.4). 

Nota. Para nuestros propósitiorr es irrelevante conocer el 
dominio exacto de la cerradura del operador minimal Tb+Q, basta 
con saber que es esencialmente autoadjunto sobra CZ(R?) .  

Ejemplo 11. 
1) El oscilador armonico. El potencial Y' satisface las 
hipótesis del Teo.(4.i) por tanto el oprador minimal 

es esencialmente autoadjunto y tiene las propiedades siguientes 
a) es acotado por abajo por el cero 
b) sólo tiene espectro discreto; es decir, Ce(tH,)=Q. 

2) Potencial de Mitra. Perturbamos el operador W,, del oscilador 
armónico con el potencial 

que pertenece a Mp,, (R) y es IH,-caiapacto, por tanto el operador 

tiene las propiedades siguientes 
a) es esencialmente autoadjunto (Tso. 4.1) 
b) es acotado por abajo (Teo. 4.2) 
c) sólo tiene espectro puntual y cada autovalor tiene 

multiplicidad finita, ya que deEi,)=d,@f,+Q)= 0 (Tea. 4 . 4 ) .  

\He; L q ( R l S  D CIHol=CE (RI 3 M o  f- = - dz dX+ f +X'f 

q w =  r (**-I) 9 %>O 

Dcs)=c:cR) ; SF = \NejL + q c x 1 5  

En esta sección abordamos el problema de obtener extensiones 
autoadjuntas del operador minimal 

d0nde-R" es una región acotada con frontera suave. Como vimos 
en la sección anterior el operador minimal T =-A sobre Cg(Rm) 
es esencialmente autoadjunto en L2(Rm) lo que implica que tiene 
una única extensión autoadjunta que es precisamente su 
cerradura; la dificultad para obtener extensiones autoadjuntas 
en regiones acotadas LS(n) se debe a que hay una gran variedad 

IH9: LJQ)P j D(INL)=C,"C-CLI 9 IHPR= -*f +9f 



67 de condiciones de frontera que pueden imponerse a los elementos 
del dominio (como en el ejemplo 5 ) ,  mientras que en L2(RF) l a  
única condicioh de frontera 

se satisface automáticamente al pedir que f(x)EL2(Rh). 

Para obtener extensiones 9utoadjuntas del operador minimal en 
L2(+) recurrimos a la teori? de formas sesquilineales, que da 
un metodo de fácil aplicacion. La idea es análoga a la de llevar 
un operador cerrado a su gráfica para estudiar sus propiedades, 
el operador minimal Tedefine una forma t(.-,,) la cual induce un 

la grafica G(T) 1 lo que hace de (D(T),<.,. un pre-espacio de 

t(.,.) con la cual puede mostrarse que existe una extensi05 
autoadjunta en L2(n-) del operador minimal (Teorema de extensión 
de Friedrichs ) 

Iim p ) = o  
\ X I  -,a3 

producto interior < . , . > t  ( análogo al interior c , ,  :>Tde 

Hilbert cuya complesión define una .,,) de la forma 

1. Formas sesquilineales y operadores acotados por abajo. 
Cerradura de una forma sequilineal. 

El operador laplaciano To:L2(Rm)0,, 
D!T,)=C,”(ri”) 1 Tofi= -AF 

es acotado por abajo por el cero; en particular, la restricción 
T&:L2(n)7 D(TZ)= C:(a, T_h f- = 
es acotada por abajo e induce l a  forma 

D(t,l= D(T&I 9 t , C ü l v I  = 
que es densamente definida, simétrica 

La forma ta(. , . ) define sobre D(T2) 
L2(SL) 

q , g , t =  L q l y  - a  q , g >  

< T2 lAJ) = <OulOv) 
y acotada por abajo sobre 

el producto interior 
9 d < O  

lo que hace de (D(tA),<.,.>t) un pre-espacio de Hilbert cuya 
compiesión es ( w p ( n )  ,<., .>E). 
Proposición (5.1) . La complesidn de (D (t,) , c.  , . >t ) es el espacio 
(W ;(n) , <, , .>E) donde la forma ZJlr , , .) se define como sigue 

a) para u,v6Wf(sl.) existen {u,),{vs3c~$(n) tales que 

b) EA(. , . ) es densamente definida, sim&trica y acotada por abajo 
- 
C_hcu,w = l im L A ~ n , W  

c) el producto inierior <. , .>I es 

Demostración. 
a) si tomamos d=-1 entonces 

y por definición la complesioh de (C:(sl) ,<. , ) es 
precisamente el espacio de Hilbert (W ; (n ) , c . , . > , - ) .  
b) para d<o  no hay cambio ya que 

O\g)e= L L ( f , g ,  - d  q, g> 

< u \ v > + =  < U I V > &  paro. U,J  6 C:(n, 

9 d<O. 

< u \ v > ~ =  ( U I U ) ,  + (i+d\ (u\v> para *,VC C 3 S l l  
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por tanto <.,.>% y c.,.>b inducen normas equivalentes. 

La forma E&(. , . ) dada por - 
O(Z,)= Wp(ni y t*cu,v) = ( V U I V V )  

(las derivadas son distribucionales), es la CERRADURA de tJ.,.) 
(ver 1,$4.2), ya que 

D($t,)z D < L )  y ~ , C U , V )  tA(biW p a r a  u,veD(L,) 
por tanto E,(. , . ) es una extensión de tA(. , . ) (EA3ta) . 
un operador no acotado ( en II,$7.1 mostramos la reciprocidad 
entre formas y operadores acotados ) ,  pero como en el caso de un 
operador cerrado sobre su gráfica, la forma td.,.) es acotada 
sobre su @@gráficat@ (W; (A) , <. , . >€) ; el siguiente diagrama 
muestra las analogias entre operadores cerrados y formas 

- 

Es claro que En(.,.) no es acotada en L 2 ( h )  ya que la induce 

2. Acotación relativa de formas y operadores 

Denotamos por Q:LZ(-h)a al operador de multiplicacion 
inducido por q(x). Recordemos que la forma <Qu,u> esta’ 
Xelativamente acotada por la forma asociada al laplaciano 
tA(.,.) si existen a,b>O tales que 

I < Q ~ I u ) I  aIiüiii + b ~ * C U , U )  p a v a  C G ~ Q  ueDC t̂a) 
y al infirno de las b le llamamos &cota de <Qu,u> ( I , $ 4 . 2 )  . 

En general no hay una conección entre la acotacioh relativa de 
dos operadores y las formas que inducen, pero en el caso de 
operadores simétricos y autoadjuntos la acotación relativa de 
operadores implica la acotación relativa de las respectivas 
formas sesquilineales. 

Teorema (5.2). Sea T:L2(fi)3 autaadjunto y positivo, Q 
simétrico y con T-cota<l : 

\\Qu\\ I C -k b \\Tul\ para  lkeD(T) y o < b < i  

Entonces la forma <Qu,u> está acotada por <Tu,u> con cota 
relativa<b; es decir, existen a,bSO tales que 

\ < Q u , u > J  2 Q \ \ U \ \ ~ +  b’ <Tu,\A> p ~ r b  u ~ D C T I  y b‘<bb. 

En nuestro problema hay dos casos en los que se puede 
establecer la acotacioh de <Qu,u> por ~a(~,~)=<PU,V~>. 

Proposición (5.3). Si q:a -->R es continua sobre 3 entonces 
a) Q:L2(fi)p es acotado 

b) Q tiene Tz-cota=O 
llQf\i I m g x  \ q c X l \  *\\f.\\ pGrQ cada f E  LzCn) 
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c) <Qu,u> tiene zA-cota=O (Teo. 5.2) 

I<Qu,u)I I W Q X  I( ) (x>i  1iüii1. 
It 

Nótese que la proposición (5.3) incluye casos como X~ que no 
pertenecen a alguna familia Mp(Rm) ,  pero que en regiones 
acotadas son bien comportados. 

Para potenciales singulares como el de Coulomb teneBos lo 
siguiente. Si q(x)EMp(Rm) para alguna p<4 entonces 
a) para cada€>O existe una C,>O tal que 

esto da la acotación relativa de operadores 
1 Qfl\=llgF\\C Cc I \ $ \ \ +  € IIAfII pqta cado feW,(Q") 

b) en particular sobre C r ( n )  tenemos 
I I Q ~ i l  2 C, 1ifiF-I + E I IA f  I I  

I <Qf , f> I  CE \i$1l2+  E TA. C&,f-> PQra cada fe ci?'cA) 

de lo cual se deduce la acotacio'n de las respectivas formas 
se& Teo. (5.2) 

y por densidad de C z ( h )  en (Wp(n),<.,.>x ) tenemos 
l < Q f  &I 2 CE Iljt\l2+ E 5, cfi,f. ,  PQVPQ coda. p W P ( 4  

por tanto CQU,U> tiene ;E,cota=o . 
Teorema (5.4). Si q(%)EMp(Rm )para alguna p<4;&C R%S una 
regibn abierta, conexa, acotada y con frontera suave entonces 

ii) pa :a cada cada €>O existe una Cc>O tal que 

donde EA( I .  ) es la forma inducida por el laplaciano Tg. 

i) D(y&)PD(e&+<Q. # .>)=w:(&) 8 

\ ( Q F , > > \ S . C ,  \iflP + E  E A L C ~ J )  PQPQ cado feu%% 

que tiene por cerradura a - 
O&.)= W y c n )  , ta(u,v) = < V u \ V V > .  

Coa0 el potencial -l/r pertenece a_Mp<4(Rh) entynces la forma . 
CQf, f> está acotada por E,(. , . ) con t,-cota=O segun Teo. (5.4) ; 
es decir, para cada €>O existe una C,>O tal que 

l<-%r u\u>i  I C, iIu\\2 + f. < V U  IVU>  

Ejemplo 11 (continuacioh) . 
púra C Q ~ Q  ueW\EJcn), 

Como el qotencial x z e s  acotado en-C-n,n7entonces la forma 
cQf,f> esta acotada por E,,(.,.) con t,-cota=O según Prop. (5.3). 
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3. Perturbado5 de formas cerradas 

Como en el caso de perturbación de operadores, la acotacio'n 
relativa de formas permite dar criterios de estabilidad de la 
cerradura y acotaciofi por abajo de una furma sesquilineal. 

Teorema (5.5). Sea Fa(. , .) la forma inducida por el laplaciano 
(cerrada y acotada por abajo) y <Qu,u> una forma con L-cotael. 
Entonces la forma 

ho.(u,v> = CQu\v> -1- (Ou ,Vv )  
tiene las propiedades siguientes 
a) es simétrica y acotada por abajo 
b) D (Ea =D (ha) =W ?(A) 
c) es acotada en la norma N-11 de (Wy(n),<.8.>i); es 

decir, existe una constante K>O tal que 
\h,tu,v,\ L K \\u\\, p r a  u,v a W  

d) hd.,.) es cerrada; es decir, induce un producto interior 

e) C;(JL) es denso en ( W p ( n )  ,d., .>h ) .  
<. , .>h  con el cual (W?(h),<.,.>h) es un espacio de Hilbert 

4. Extensioh de Friedrichs 

Ya tenemos todos los ingredientes para obtener una extensi05 
autoadjunta del operador minimal IHX 

Teorema (5 . 6) 8 Extensión de Friedrichs. Sea s ( . , . ) ,una forma 
sesquilineal densamente definida sobre L~(sL), simetrica, 
cerrada y acotada por abajo. Entonces existe un operador 
autoadjunto T sobre L2(.n) tal que 

b) D(T) es denso en D ( s )  con la métrica inducida por <, , . >3 

c) si u€D(s), wGL2(&) y se cumple 
S ~ U , V I  = < W I V >  pcrt-a cada V E D C S )  

entonces u6D(T) y Tu=w. 

Aplicando el teorema anterior a la forma 

definida en Teo. (5.5) tenemos el siguiente 

Corolario (5 7) . Existe un operador autoad junto \Hi: L2 (n ) 2 
inducido por la forma ha(.,.) de Teo. (5.5) que satisface : 

D(h-)= W? 9 L 4 ( u , w =  < Q ~ , V ) + < V U , V V )  

a) D( i H k , c w p J  y 



72 h,(u,vl= <\HA u,V> para u E D ( i H 2 )  y VE wp(fi) 
b) W ~ U -  Wk u para cada u6Cg(fi) ( HLSIHI ) 
c) si u6Wi (a )n W, (n) , tenemos integrando por partes 

~,cu ,v )  = <( -A fq )U IV )  p opa cada v 6 W: (a) 
por tanto w : ( w n  W.(LL)C D W ~  y 

4 \HA U = -A U 3 9 U 
donde las derivadas son distribucionales (en el capítulo IV 
probamos que DbHb)==Wf(h) 0 W , ( n . )  ) 

Nota. El Teorema de extensión de Friedrichs sdlo afirma la 
existencia de IHA , no da el dominio exacto ni la forma del 
operador, para obtener esta información y otras propiedades como 
la compacidad de l a  resolvente de IHA recurrimos a la teoría de 
ecuaciones diferenciales con valores en la frontera basada en la 
teoría de formas sesquilineales ( Capitulo IV). 

Nota. Deacuerdo el teorema anterior, cada forma s(.,.) induce un 
operador T autoadjunto, esto permite introducir distintas 
condiciones de frontera, por ejemplo si la foma es 

puede mostrarse que el operador autoadjunto 
SCU,V) = <vu,vv> -c<QUlV) + u* v dz DCs)=Wi(n> an 

respectivo es 
D ( i ~ b ) = {  ueW,w- )  I u- an CI=O sobpe Qn) 

IHx’= - A U + q U  Cder-iuodas d i s k v i b u c i o n d e s )  
donde se observa como se heredan las condiciones de frontera de, 
la forma s(.,.). 

t 
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IV PROBLEMA DE AUTOVALORES PARA OPERADORES DE 

SCHR~EDINGER EN REGIONES ACOTADAS 

1. Introducción 

En el presente capítulo JLCR"es una region conexa, abierta, 
acotada y con frontera suave. El objetivo es mostrar que el 
operador autoadjunto f€iíhsobre L2(fi) definido por la forma 

atraves del Teo. (5.6)-I11 (extensión de Friedrichs) , tiene 
resolvente (IH&-z~' compucta en ( L ~ ( L )  ,<. , .>) y ( W ? ( d  ,e., .>i), 
por lo que el método de proyecciones (Bubnov-Galerkin o de Ritz) 
converge al espectro y funciones propias del problema 

La hipótesis fundamental que asumiremos en todo el capítulo es 
que el potencial q:Rm-->R pertenece a la familia Mp,lac(Rm) para 
algunaP<4 , por lo cual induce una forma <Qu,u> acotada por 
<Vu,Vu> con cota relativa cero; es decir, para cada€>O existe 
una CL>O tal que 

Nota. Como solo interesa el comportamiento de q(x) en n G R h  
(acotada) es suficiente que q(x)€Hp,(,,,(Rm) ya que redefiniendo a 

(i.1) I ~ u , L s I ~ c ~ N u u ~ - ~ . ~ < v u , v ~ ,  para c a d a  ,,WP(nl* 

I Y' x6#= x E x  

q(x) como, qoL(>= 
tenenos :(,)e Mp(RM) y con esta trabajamos en L2 a) . 
en el transcurso del capitulo e induce al operador IH,. En $2 
introducimos la teoría de problemas con valores en la frontera 
basada en el concepto de solución débil con el fin de obtener 
108 elementos que permitan caracterizar al operador resolvente 
Rplz) asociado a Ecr, En $3 mostramos que la resolvente R d z )  es 
un operador compacto sobre L2(n), lo que resuelve el problema 
de existencia de soluciones de DI,u=xu, además mostraremos que 
las funciones propias de Wason funciones infinitamente 
diferenciables en el'sentido clásico. En $4 damos otra version 
de la compacidad de la resolvente en el espacio ( W ? ( n ) , < . , . > , )  
lo que ofrece algunas ventajas numericas. Finalmente en $5 
mostramos que el espectro y funciones propias de todo operador 
compacto y autoadjunto como la resolvente RA(z) pueden 
calcularse diagonalizando matrices finitas. 

En la seccion $1.2 definimos la form hd.,.) que estudiaremos 

2. ~l operador minimal ni:, la forma hd.,.) y el operador i"h 

Apartir de (1.1) en III-$5.3 (Teo. 5.5) probamos que la forma 
c1.21 D(h*l=LJ:csL> , h,CU,Ul= <Vu,v~~+<qu,v> 
(derivadas distribucionales) tiene las propiedades siguientes 

(1.3) i) e8 simétrica y acotada por abajo por alguna I,,€ R 

. -  _" . I__ 
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ii) es cerrada; es decir, induce el producto interior 
73 

El operador minimal IH;: L2 (A) a 
D ( I H ~ )  -Z C ~ C A )  , I H L f = - A f + Y f  

es simétrico y acotado por abajo por l & R .  

(1.4) El operador @in: L2 (&)a denota la extensión de Friedrichs 
del operador minimalHz( corolario 5.7-111 ) y tiene las 
propiedades siguientes 

(1.5) i) D( IHn)CD(hd=W;(n-) I 

h, CU,W = < IN,U,V> paro. u6 0(1H,) y V E  WP(-n) 

h, (u,v)= < W ,  v> 
ii) si u ~ w J ~ . )  , W ~ L S ( J L )  y se cumple 

para ca¿a  v ~ W f ' c - 4 )  

entonces ucD( \HA y w9 lHpu, 
iii) IHAes acotado por abajo por 1,(cota inferior de h,) 
iv) W:(s~)c\ W , ( f i ) C D (  IHA y 

1H-f = -Af +qf p a r a  C Q ¿ Q  f 6  Wpc_ni, n W , c n J ,  
donde las derivadas son distribucionales. 

El operador Hadescrito arriba gobierna la dinámica de un 
sistema cudntico confinado e n n .  Este operador es acotado por 
abajo y autoadjunto en L2(n) pero no es acotado en la norma de 
operadores; sin embargo, veremos que su resolvente RA(z)=(¡HA-z)-' 
es un operador compacto en L 2 ( n ) .  

Nota. El teorema de extensidn de Friedrichs sólo afirma que el 
operador Haexiste y da algunas de sus propiedades, pero no dice 
cual es su dominio D O  y la forma explfcita de1H- en la 
siguiente seccidn desarrollamos la teoría de problemas con 
valores en la frontera y veremos queDi,es precisamente la forma 
diferencial -A +q cuyo dominio es va) n W=(JL). 

1. El operadorIH,, la forma hA y el concepto de solución débil 

La resolvente RP( b) = @ia-b)-' asociada al operador lHA es un 
operador autoadjunto y acotado, pero para mostrar que es un 
operadqr compacto sobre (L2(A),<.,.>) debemos estudiar la 
ecuacion 

donde b€P@ia) (conjunto resolvente IH?) , f ( x ) ~ L 2  (LL) y u(x) 
D W a .  La ecuación ( 2 . 1 )  tiene la dificultad de que no conocemos 

(2 .I> ( INA- b) U = f 

i 
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el dominio D(UiA del operador iHA y la forma explícita de ( 2 .1 )  
para un elemento arbitrario de D(IHJ, ya que el Teo. (S.á)-III 
sólo afirma la existencia del conjunto DoHJCW,O (n) sobre el 
cual pises autoadjunto en L2(&) . 
El concepto de Solución Débil. Para cada ueCa(n. )  el 
operador HAse reduce al operador minimalIH2, entonces 
supongamos que para f(x)~L2(n) y beP@lip> existe una solución 
u(x)€C:(fi) de (2 .1 )  : satisface 

a tal u(x) le llamamos solución clásica de ( 2 . 1 ) ,  ya que posee 
derivadas en el sentido cldsico. Si (2 .2 )  se cumple, entonces 
tambien se satisface 

o integrando por partes 

(2,. 2) ( - A+q -b )u=C  ; 

&-A+c+-biu,V)= c f l V >  paro. coda uewy Cn) 

( 2 -3) h a  ~u,u) -b<u,V)=<$,J, para c a d a  J C  W ~ ~ J L )  0 

En otras palabras, cada solución clásica u(x)€W:(a) de (2 .1 )  
satisface ( 2 .3 ) .  

Ahora invirtamos el planteamiento: para f ( x ) g L 2 ( n )  y b6p(H ) 
hallemos una u(x)cWp(a) que satisfaga (2 .3 )  para cada v(x)E 
W , " ( L ) ,  es claro que no toda u(x) que cumpla (2 .3 )  es una 
solución clásica de (2.2)  o de (2 .1 )  ya que para satisfacer 
(2 .3 )  sólo se necesita que u(%) tenga primeras derivadas 
distribucionales que pertenezcan a L2 ( n , ) ,  pero resolver (2 .3 )  
en W:(&)  tiene la ventaja de que conocemos explfcitamente la 
ecuación a resolver (2.3) y si probamos que tal solución #débilt 
es más regular ( u(x) posee derivadas distribucionales de mayor 
orden en L2 ( LL ) )  entonces integrando por partes podemos 
recuperar la ecuación (2.1)  o (2 .2 )  por io que u(x) es la 
solución buscada a (2.1)  o (2 .2 )  . 
Nótese que por este camino, resolviendo (2.3) y dando la 

regularidad de la solucidn d6bil hallamos el dominio D@iJ y 
determinamos l a  forma explícita del operadorlii, además 
obtendremos los resultados que permiten probar la compacidad de 
la resolvente RJb) en L2 (A) . 
Def (2 .1 )  ,preliminar. Sea f ( x ) f L 2 ( n )  ,beP(H& , hd.8 .) la forma 
(1 .2 )  y Hael operador (1.4)  . La función u(x)€W;(_n) es una 
solución dQbil de la-ecuación 
(2.4) (iH,-b) u =  f 
si satisface 
(2.5) haru,V)- b (U ,V )=< I ,q )  paro  coda  V E  W:c~r>. 

2.  

W p ( n . )  queda implícito que u(x) satisface la condicioh de 
frontera 

ya que por ser W?(=) complesión de C z ( h )  en la métrica 
inducida por <. , cada elemento de Wp( XI-) satisface ( 2 .6 )  en 

El problema de Dirichlet en forma débil 

En la definición de solución ddbil a ( 2 . 4 ) ,  al pedir que u(x)€ 

(2.6) w a a x o  

I 



el sentido de trazas (ver I ,$2 .3) .  Como pueden plantearse 
condiciones de frontera m's coaiplicadas ( en el problema de 
Neumann se pide que la derivada normal de cada solución débil se 
anule en la frontera) daremos una definición que menciona 
explícitamente la condición de frontera (2.6) (problema de 
Dirichlet) . 
Def (2.2). Problema de Dirichlet en forma débil. Sea f(x)E 
L2(.íL) b€p(iHJ ha(.? .) la forma (1 .2 )  y1Ha el operador (1.4). 
La funcidn u(x)EWp(n) se llama solución débil a la ecuación 

con la condicion de frontera U ( a A I = O  si satisface 

7 5  

(2.7) ( I t is-  b) U = f 

(2.8) ~ & ( U , V )  - btu,u> =(f,v) cado Ve UJI c f i 3  

Ejemplo 1. Oscilador armónico. Para f(x)EL2(-n,n) y bEPQHJ, la 
ecuación en u(x) con condición der frontera 

tiene asociado el problema de Dirichlet en forma débil que 
consiste en hallar u(x)€Wp(-n,n) tal que se cumpla para cada 

(MA- b) U=$ 9 ur-n> = utn-)= o 9 

Ejemplo 4 .  Átomo de HidrÓgqno. El problema de Dirichlet en forma 
debil asociado a la ecuacion en u(x) para f (x)€L2 (R) y bep(i&) 
dados 

es la ecuación 

(¡H,-b) u =  5 , U(a-cl ,  = o , ad3  j 

que debe debe satisfacer u(x)€Wt(~~) para cada v(x)EWq (A). 

existencia y unicidad de la solución débil. 
En la sección siguiente mostraremos que es fácil probar la 

3. Teorema de Lax-Hilgrarai. Existencia y unicidad de 
soluciones debiles 

El teorema de Lax-Milgram es la clave para probar la 
existencia y unicidad del problema de Dirichlet. 

Teorema (Lax-Milgram). Si para l a  forma h(.,.) definida sobre el 
espacio de Hilbert (Wt(Jl),<.f.>5) existen contantes K,H>O de 
manera que se cumplen para cada par u(x),v(x)€(W€(~),<.,.>~) 

a) \h(u,v)\ s k 'O.U\\1\\VUI ( la forma h(.,.) es acotada ) 

b) h(u,u) rcilull; ( la forma h(.?.) es eliptica ) 

Entonces para cada funcional F acotado sobre (W~(XL),<.,.>~) 
existe un dnico elemento u(x)€W:(fi) con el cual F puede 
expresarse como 

F <VI= h t u , v )  



para cada v(x)€W? (n), y además satisface la desigualdad 76 
Hui(, <&- 1FII 

donde 1F.h es la n o m  de funcional F 

En nuestro caso la forma hd.,.) (1.2) es acotada en 
(W," (A) , <. , . >%) propiedad (1 . 3, iv) , pero es menos obvio que 
satisfaga la hipótesis de elipticidad; esto nos lleva a definir 
una nueva familia de fonnas eesquilineales. 

Def (2.3). Una forma h(.,.) es coerciva sobre (Wt(fi),<.,.>4) si 
existen 4>0 y p€R con las cuales se cumple 

y se iiama estrictamente coerciva (o elíptica) sip=O. 

operador se la llama elíptico. 

los casos de inter& físico los potenciales inducen formas 
eifpticas. 

Ejemplo 1 (continuación) . 

h U,UI 1a\IuiI: - Q I I U I \ ~  pa ta  c a d o  UE W P c n i  

Cuando la forma inducida por un operador T es elíptica a dicho 

Los siguientes son algunos ejemplos de que en la mayoria de 

La elipticidad es inmediata : 
W f I  f> 2 o im p.\; c Q 

h, C F l p  - b <jlp 1 1 %Ua- b N ~ \ P  2 tx u f l i f  
d ~ h d a  bto y a= min { l,-b]. 

h a c f l p =  < g f ; - , % ; f > + ~ x 2 ~ , 1 . >  1 l ldx l i  d i  2 

El Último ejemplo muestra otra cualidad de las familias de 
potenciales M Q < ~ ( R  ) y MP,loc (R") : la estimación (1.1) implica 
la elipticidad de la forma hd.,.) en ( W l (  ) , < . , . > i ) .  

Teorema (2.1). Para los potenciales q ( x )  que satisfacen 

la forma hrJ.,.) (1.2) es acotada y coerciva. 
I<gu,u>l IC, iiunt+e bvuii2 > D C E < ~ ,  p a r a  cada U€ WP(fi) 

La demostración es idéntica a la del ejemplo 2. 

Ahora podemos probar la existencia y unicidad de la solución 
débil al problema de Dirichlet (def 2.2). 

Teorema (2.2). Si el potencial q(x) satisface (1.1) la forma 
hs(.,.) (1.2) tiene las propiedades siguientes : 

existen constantes K A > O  y baR para las cuales ha-b satisface 
i) Ihp(U,V)\ 5 K 1  UN^ lV\\i 



r 

ii) h&u,u)-b<u,u>>u Uu\$ para u,veW?(h) 

Entoncp para cada f(x)CL2(LL) existe una uhica solución débil 
u(x)eW,(n ) de la ecuacion 

que satisface 
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(IH,-b)u= * U(an - ) =O  

L (u ,v ) -~(u , \J )=  < F , v >  p a r a  c a d 6  u ~ u ~ t f i ,  , 
y además cumple la desigualdad 

donde \\-\\I es la norma de (W~(SL)~<.~.>~) y I I . i l  
(L2(LL),c.,.>), con C = 1 /q 

Demostración 
1) Sobre (Wt (n) ,<. , .+) definimos el funcional F 

F w =  <J,v> para .coda \ te W P  c n i  

IiUll, I d IiJIi 

wn 

el cual es acotado sobre (W:(SL)~C.~.>~) ya que 

donde 

\ F < v I I  F l I~l\ NV\\ 1. I\F II \\VI1 t 

F\\ = Y f U según el Teorema de Riez, 

es la norma de 

asociado a f(x)E 

? 

2) Ahora aplicamos el Teo. de Lax-Milgram a F y ha-b. Ya que 
h,-b satisface para un par K,o( >O (Teo. 2.1) 

a) ’ Ih,cü,~) - b<ü,v>\ 5 K ~ I u \ ) ,  \IVU! 

b) 

el Teo. de Lax-Milgram afirma que existe una Única u(x)EW;(S) 
asociada a F que satisface 

y esta,es yrecisamente la ecuación (2.8) que dqfine a la 
solucion debil del problema de Dirichlet; ademas 

h,(u,bI- b (u,u> 2 O( PU\I;L 

F (v\ = h&(ü,~) - b<u,v> = <F,v> 

llUM1 I y. 

para cada F E  \rJ((fi) 

Nota. El teorema anterior da otro significado a la constante b : .  
es aquella con la cual la forma ha-b es eliptica. 

problema de Dirichlet (Def. 2.2) tiene la regularidad necesaria 
para determinar 

El siguiente paso es mostrar que la solución ddbil u(x) del 

a) El dominio del operador IHd 
b) La resolvente R,(b) es un operador compacto. 

4. Regularidad de la solución débil 

Para estudiar el potencial q(x) en regiones acotadas es 
ya que suficiente pedir que q(x)€ M,, lOc(Rm) para alguLa p<4 

puede considerarse a q(x) como cero fuera de a, con esto puede 
mostrarse el teorema siguiente. 



Teorema (2.3). Asumamos que el potencial q(x) pertenece a Mp(Rm) f8 
para algunaPc4 (y por tanto satisface 1.1) y sea ha(.,.) la 
forma (1.2). 

Si f(x)EW,(fi) , para alguna k=0,1,2 ..., entonces existe una 
Única solución débil al problema de Dirichlet 

que satisface 

1) ha( U, V) -b<U, V>=<f, V> para cada v6Wp(a ) 

cIHA -b) U = f 2 u(aa-ní=o 

2) uooEW:(mn w , + , c m  
Nota. Cada elemento f(x)EW,(h) es un elemento de L 2 ( A )  cuyas 
derivadas distribucionales de ordensk pestenecen a L2(a). En 
particular si f (x)<Cm(X), como C o ( E ) =  í ' ! B . g J r ( ~ ) ,  entonces U(X)E 
C?(ñ) y por 
Dirichlet. 

tanto es una solucidn clasica del problema de 

Nota. Como afirma el Teo. (5.6)-111, el dominio DOHA del 
operador IH, es un subconjunto de W f ( n )  por lo cual los 
elementos de DWa) no necesitan ser soluciones clásicas de 
(2.1) basta que pertenezcan a Wi(a)n W , ( A )  para que 
pertenezcan a DOH,) como veremos en la sección siguiente. 

la forma ha(.,.) 

es simétrica,acotada por abajo, cerrada, acotada y elíptica 
en (w:( ) ,<*, .>1)  

para cada fEL2(a) existe una Única solución débil a 
(3.2) ( ¡ H a -  blu=F , ~ l c a a I = o  y bepciH,i 9 

que satisface 
(3. 3)  ha (U ,V ) - b <u\\ l >=<J ,V>  p a r a  cada v € W : ( R I  

(3.43 

(3.1) D(h,')=\EL:cal~ h*CU,3) = <vu ,vv )+~qu ,v~  

h\\ i I c II f \I 

por regularidad, si 'fEW, (a ) entonces u€W! (A ),(l W M + % ( a ) ,  en 
particular si I E L ~  (n) tenemos u~w:(A) nw,(fi 1. 

operador S(b):(L2~),~.,.>)-->(Wf(fi),c.,.>~) . 
La primera consecuencia del teorema (2.2) de existencia y 

unicidad de la solución debil es la existencia del operador 
acotado 
(3.5) Stb) ;(L~(xLI, <,,.>) c-) (\rJWJ, ¿*  \ - > I ) ;  f -3 U=stb)r 



que asocia a cada f (x)€L2 (a) la solución ddbii u(x)S Wl( 
problema de Dirichlet (3.2). 

Proposición (3.1). El operador S(b )  (3.5) que asocia a cada f (x)E 
L2(h) en (3.2) con la solución débil u(x)€W?(~) tiene l a s  
propiedades siguientes : 

) del 
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i) es lineal (por linealidad de 3.3) 

iii) es inyectivo (S(b)f=O implica f=O)  
ii) es acotado (de (3.4 tenemos I uli, = I S  (b) f il,5C Ilf ii) 

iv) Rango(S)=(u€Wp(&) 1 u(x) es una solución débil 
de (3.2) para alguna f€L2(A)) . 

De (iii) se deduce que la inversa S(b)-' está bien definida . 

Inclusión compacta de (W:(SL),<.,.>~) en (L2(n),<.,.> ) .  

El conjunto W~(J-L) provisto del producto interior <.,.>2,es un 
espacio de Hilbert; sin embargo cada elemeto de W~(JL) esta 
incluido en L2(a). Ya que la norma 11 .114  es d s  fuerte que la de 

entonces u (x) EL2 (a ) ; además 

lo que permite definir el operador inclusión 

que identifica a cada elemento de (W:(fi),e.,.>=) como un 
elemento de ( L 2 ( h )  ,<. , .>) . 
Proposición (3.2) . El operador inclusión In (3.6) que identifica 
a cada elemento u(~)€(Wy(rt),C.,.>~) como un elemento de 
(L2 ( Is ) ,< . , .> )  tiene las propiedades siguientes 

IIUII L U\\% ' , 

('3.6) I h : ( w i ( f i > , < . ,  . > q ) - < L s c a ) , < . , . > ) ;  x h u = u  

i) es lineal y acotado 
ii) es inyectivo 

iii) ES COMPACTO . 
Nota. Las dos primeras propiedades son evidentes y validas para 
una region JL acotada o no, pero la COMPACIDAD depende 
exclusivamente de la acotación d e n  y no se cumple en regiones 
NO acotadas, de ilo contrario simplemente no existirian' 
operadores de Schroedinger -A+q con espectro continuo. 

El operador resolvente RJb) : L2 ( n ) ~  . 
Tenenos dos operadores 

S(b): (L2(&,<.,.>) ---->(W:(~L),<.,.>~) y 

In : (W((A),<.,.>~)---- >(L2(51$,<.,*>) ; 

Rango(S(b) )-Wi (a) está en el dominio de -In por tanto podemos 
definir la composición que llamamos RS,(b)=InS(b) y mostraremos 
que es precisamente la resolvente dew, 



Teorema (3.1). El operador Rdb) definido como 

tiene las propiedades siguientes 
R,(b)r I h  s(b,): ( L%(LL I , ¿ . ) . > )a  

i) es lineal y acotado sobre (L2 (R) ,<. , .>) 

ii) es inyectivo y RJb)-'= C(b)-'Iñ' 

iii) es COMPACTO sobre (L2(L),c.,.>) (por Teo. (6.2a)-II) 

iv) siendo hd.,.) la forma (3.1) tenemos que para cada 
f(x)EL2(-) se cumple 

h, ( R a C  b) F, V) - b ¿ R, ( b)f , V> <J, V> P cada VEw POL). 

La prueba de que Rdb) = (lHA-b)-l la haremos en dos partes. En 
la primera mostramos Rango de R~b)=W~(a)nW,(íL) y en la 
segunda D(HA =W: (A )A W, (n ) . 
Proposicioh (3.3) . Rango de RJb) = y (am W,(fi) . 
Demostración 
1) Rango RP(b)C Wp(íL)nW,(a). Para feL2(A), u=R&b)f - 
pertenece a wp(n)Aw,(n) por regularidad de la solucio? débil 
a (3.2). 

2) wf(n)n W, (a)c Rango Rdb) . Si urn:(-) n w%(n) entoces 
f=(-m-b) u pertenece a L2 (n) y satisface (integrando por 
partes) 

para 'cada v6Wf(&), esto prueba que u(x) es solucidn débil de 
(3.2) y por tanto esta en el rango de RJb) (Teo. (3.34~). QE 0 

((-b+Q-b)U\V> = L íACUrV ) -b (U ,V>=  <J,V> 

En la siguiente proposicion usamos las propiedades (1.5) deIH,. 

Proposición (3 . 4) . Para el operador Ma (1.4) inducido por la 
forma h%(.#.) (3.1) se cumple 

Demostración. 

Falta propar que 

D ( 1 ~ ~ )  = LJ: (A) n w,tn-,, 

D(IH,) = W d  n w, ( S I  0 

La inclusión W f ( ~ ) n  W , ( h )  es la propiedad Ú.5$-iv deiH,. 

Si u€D&) entonces OH,-b)u=f€L2 ( ) ; además se cumple 
h-cutqI- b<u,d> =<F,\I> para c a d s  v e w f ( a ) ,  

segu'n propiedad (1.5)-i , esto define a u(x) como solucidn débil 
a (3.2) para la f(x)  dada por tanto el teorema de regularidad 
afirma que u(x)<wt(a)nw,(sl) . O E D  
De las pruebas de las dos proposiciones anteriores es 

inmediato el 

Corolario (3.1) . Para los operadores R-(b) y IH, tenemos 

1) D O  = Rango de R (b) = w':(fi)nw,(n) 
2) Ra(b)=(IHL-b)" . 

c 



Solución de IH,u =A u en L2 (n) . 
Del corolario (T.1) se deduce que 

1) Como D(üia= Wp(LL)nW,(SL) entoncesMaes la forma 
diferencial 

fHAf= -A f+q(x)f > para cada f€D(iH,) 

donde las derivadas son distribucionales, 

2) Siendo IH, autoadjunto en L2 (a) su resolvente Rn(b) = UH4-b)‘’ 
es un operador autoadjunto y compacto sobre L2(R) . 

3) Las funciones propias de lHA so/n las mismas que las de Ra(b) , 
el espectro deIH,-b es el reciproco de RJb) 

(IH,-b)u=hu s i  y SÓIO si l?,(bi U =  u i 

por tanto el teorema espectral para operadores compactos y 
autoadjuntos resuelve el problema R,(b) u =h”u. 

Teorema (3.2). Siendo compacto y autoadjunto sobre L2(n) el 
operador resolvente U b )  del corolario (3.1) tenemos : 

i) El espectro de Rdb) es puramente discreto , acotado 
y el cero es el Único punto de acumulacio’n. 

ii) Cada autovalor es de multiplicidad finita. 

iii) Usando el ,teorema de regularidad tenemos que si u(x) es 
una funcion propia entonces u(x) E Cap(=) y además 
satisface l a  condición de frontera u(aa)=O . 

Corolario (3.2). El espectro del operadorlH-es puramente 
discreto, cada autovalor es de multiplicidad finita y las 
funciones propias pertenecen a CQ(-h); d(&) no tiene puntos de 
acumulación . 
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Otra formulación interesante del problema de autovalores del 
operadorlH,consiste en definir una restriccio'n de la resolvente 
ahora como un operador sobre (W;(A)~<.,.>~). 

1) El operador S(b): (L2(n) ,<. ,,.>)--->(W:(a) ,c .  , .>))  asocia a 
cada f€L2(fL) con la solucion débil del problema de Dirichlet 

2) La inclusión compacta in: ( W F ( A )  ,<. , . > l ) - - - > ( ~ 2 ( ~ ) )  ,<. , .>) 
identifica a cada elemento de ( W : ( n ) f < . , . > l )  como un elemento 
de (L2(n.) , c .  , .>). 

3)  mora efectuamos ia composición 1 

(4.1) R,(b)=S(b)In:(Wp(n,),<., .>, ) - - ->(W:(a),c.,  .>.I) . 
Formalmente RJb) y R(n\b) son operadores distintos ya que 

actuan en espacios distintos (Wf(fi)rc.,.>i) y ( L 2 ~ ) , < . , . > ) ,  
pero podemos decir que Rntb)CRdb), aunque no sea exacto, ya 
que D(RZ(b)) D(R,(b)) y R(hYb)u=R,(b)u para cada u€ W: (n , )  . 

(%I 

Siguiendo las mismas ideas de las demostraciones de l as  
proposiciones (3.3) y (3.4) tenemos el 

Teorema (4.1) . El operador R:(b) (4 . 1) tiene las  propiedades 
siguientes : 

1) es compacto y autoadjunto sobre (Wf ( -zz )  ,<. , .>%) 

2) el espectro de RT(b) es el reciproco de W,-b y tienen las 
mismas funciones propias. 

La ventaja de plantrar el problema lHILu=X u en ( W ( ( f i )  ,C. , .>,) 
usando el operaddr &(b) consiste en que al trabajar 
numericamente en dicho espacio 
garantiza tanto la convergencia en el cuadrado de las funciones 
como de sus derivadas de las mismas lo que puede conducir a una 
convergencia ma's rápida. 

espectro y funciones propias del operador Ma con la presicidn 
deseada. 

la norma inducida por 

Solo queda por mostrar que podemos calcular numericamente el 

En las secciones $1-4 hemos mostrado que si el potencial q(x)  
pertenece a Mp,,oc(€P) para alguna pc4 , \Ha tiene una resolvente 
compacta ya sea en ( L ~ ( A ) , < . , . > )  o en (WP(-h),<.,.>i). Ahora 
daremos un método numdrico de implementación computacional 
sencilla para calcular el espectro y funciones propias deIH,con 
la precisio'n deseada. 

I 



Ref (5.1). El operador T sobre (HI<.,.>). Ya que la 
resolvente del operadorlH,es compacta y autoadjunta en 
cualquiera de los espacios separables de Hilbert (LL(a),<.,.>) 
o (W~(A),<.,.>~), en esta sección asumiremos que T representa a 
dicha resolvente por lo que es un operador compacto y 
autoadjunto sobre el espacio separable de Hilbert (H,<.,.>), que 
puede ser L2(a) o W: (a). 

Como estamos interesados en calcular el espectro de M,si 1 
es un autovalor deIHa-b 
entonces 
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y T la resolvente mencionada arriba 

(5.0) 
por lo cual al referirnos a ?. como un autovalor de T pensamos 
que se trata del escalar que satisface la ecuacion hT u= u . 
Convención. El espectro del operador T es el conjunto de 
escalares que satisfacen (5.0) y por tanto consiste de puntos 
aislados en el eje real que no tienen puntos de acumulacio5. 

1. El metodo de Proyecciones (Bubnov-Galerkin o de Ritz) 

El metodo de proyecciones para resolver la ecuacio’n 
( 5.1) >Tu-u  
consiste en proyectar (5.1) en un espacio de dimensioh finita, 
lo que transforma (5.1) en una ecuacioh matricial; entonces al 
aumentar la dimensioh del espacio de proyección el espectro y 
funciones propias de cada matriz finita converge a las 
soluciones de (5.1) en la norma de (H,<. , .>) . 
Las proyecciones iP,.,. Siendo (H,c.,.>) separable,en el ejemplo 7, 
(11-$4) probamos que existe una base ortonormal numerable {$i)i~l 
con la cual definimos las proyecciones ortogonales 
(5.2) 
que tiene las propiedades siguientes 
i) P” e,,, 

ii) QP,,) converge fuertemente a la unidad 

Denotamos por E N  al espacio sobre, el que proyecta P N  ; es 
decir, E,,, es el espacio de dimension finita generado por {ejIj=,, 
es claro que E,C E,,,+> 

Proyección de >Tu=u . La ecuación (5.1) la sustituimos por 
(5.31 
donde T,,=P,,,T pNes un operador compacto, autoadjunto y de rargo 
\finito (IIos6.2) sobre E,,,, u”)es un vector qropio de TN y 
respectivo autovalor. Como EN es de dimension finita el operaior 
T,, tiene la representación matricíal 

por tanto resolver (5.3) es lo mismo que diagonalizar la matriz 
{TiN;) en la base {pj) de E,, 
Deacuerdo al Teo. (6.4)-11, la compacidad de T permite porbar 

que la sucesidn de operadores ITN) de rango finito converge a T 

el 

T;j‘’’ = < 4; \ TI 6j) 9 4.5 i , j  L bl 
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(5.4) 
con lo que demostraremos que 107 autovalores y autovectores de 
los T,,, convergen a los de T y solo a ellos, 

2. Convergencia al espectro 

permite dar una caracterizacioh precisa del espectro de T, y T. 
Aquí entendemos el espectro de T, T, comoalos escalares para los 
cuales (5.1) y (5.3) tienen soluciones no triviales en 
(H,<., .>) 

Proposición (5.1). Si el operador T es compacto y autoadjunto 
entonces 

La compacidad y autoadjuntes del operador T en (H,<.,.>) 

i) el espectro de T es puntual, acotado y no tiene puntos de 
acumulacidn (cada autovabr es aislado) 

ii) el espectro de cada T,,, consiste de un número finito 
de puntos A''' aislados . 
El lema siguiente contiene la esencia de la demostracio'n de 

la convergencia de los espectros y d(TH) . 
Lema (5.1). Si la sucesión de operadores {T,,) converge a T en la 
norma de operadores I 

entonces para cada conjunto compacto fkf(T) se cumple 

i) existe una constante C>O para la cual tenemos 

hm I\ T,,-TI¡= O 

IRcz,T)U< c par& z ~ r  , RCz,T)= CT-a-'j 

esto significa que la resolvente R(z,T)=(T-zr'está acotada por 
una contante C>O F e  no depende de cada z€r en particular ( es 
decir, R(z,T) esta uniformemente acotada sobre r ) 
ii) para cada O< E <1 existe una n o  grande apartir de la cual 

para cada ny n, se cumple 
IIT,-TII 1. E/C 

iii) la sucesión R(z,T,,)=(T,,-z)-' está uniformemente acotada 
tanto en n como en z6r  y 

i) por analiticidad de la función resolvente sobre p(T) si f 
, y no de cada 

es compacto entonces RQ~t;r)ll es acotada sobre r ; es decir 9 

existe una constante C>O que sólo depende de 
punto en particular, para la cual tenemos 

ii) por tener una sucesión numérica convergente IIT,,,-TII, para 
cada € existe una n o  apartir de la cual se cumple nT,,-T1\ < €/a-* 
iii) sea z e r  arbitrario, mostremos que (TN-z)-' éstá definido. 

Ii Q CZ, T)If < C, 

Como zap(T) R(z,T) está definido y es acotado en norma por C 

I 

Y 

e_<- -- 



(i) ; por (ii) para nino tenemos 
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Trd-2= ( 7 - t )  L R ( 7 , 7 )  ( T N - T ) ~  , 
IIR(;4T)(TN-T)Ui I~QC~,T)\I*IIT~-TU < C f  = E <  2 

por tanto l+R(z,T)(T -T) es inyectivo y tiene inversa acotada 
(Teo. (1.6j-Ii); esto prueba que (T-2) ( l +R (z ,T )  (T -T)) tiene 
inversa acotada 

(T, - 2  I-' RcZ,T"l= 1114 RCZ,T) (TN-TII-' RCz,Ti E 8(  H) 

Ahora podemos mostrar la convergencia de los espectros, la 
prueba la dividiremos en dos partes : 

Proposición (5.2). Sean T , T M  compactos y lim \Ty-T 1 =O. Entonces 
cada punto límite de una secuencia convergente de autovalores 
de ecuacionFs (5.3) es un autovalor de T . 
Demostracion. 
1) por compacidad de T, dentro de un disco D(r) con centro en el 
origen y radio=r hay sdlo un nÚmero finito de autovalores 
aislados de T { ~ , ) ~ , .  
2) por estar aislados 1, I existe una 0 0  de manera que el 
disco abierto D(Al,,€) aisla a de los demas autovalores y 
esta contenido en D(r) por lo cual STPIE= DO) \ U;, D (Akl €1 
un conjunto compacto. 

es .a 
3) por lema (5.1) se deduce que apartir de una n, grande se 
cumple a,,,cPC%). Como T Y  es compacto sólo posee un número 
finito de autovalores en D(r) y ya que Rrlc C pCTuIr se deduce 
que sus autovalores estan en la unión de los discos para 
r-grande 

y como €>O es arbitrariamente pequeña se obtiene la afirmación 
anterior. QE 0 
Proposicidn (5.3). Si 1 está en el espectro de T entonces 
existe una sucesión de autovalores (AtMt) de ecuaciones (5.3) que 
converge a 3\ , 
Demostración por absurdo. 
1) Si no existe tal sucesión de autovalores de las matrices T,,J 
,hay un disco D(h,e) concentro en 'x de radio pequeño que no 
tiene autovalores de T 
T. 

I y aisla a 3 de los demás autovalores de 

1 

- 
2) para O cs <E los compactos 
y como rJcPCT) se deduce, por lema (5.3), que raCp (Ti) 
de no-grande. Ya que para cada 8>0 se tiene rrc~(T,,) y \l~C.r;r,)Y$~, 
se deduce que existe una C>O para la cual tenemos 

apartir 
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IIR (zI,T~) iiS C ; 

en otras palabras, como cerca de A no hayautovalores de T,,y 
R( 2 T,,) está acotada en D( 1 ,E ),cada resolvente R( 2 , T M )  puede 
prolongarse analíticamente a todo el disco D(A,E). 
3) Finalmente para cada 8>0 tenemos 

Q c ~ , T )  = R(~tTro1 I. L+ (TN-7) R(tt7N)-J- ’  # r e r d  Y 
IIR(&T)Il I {I - e llT/rll 1-1 1 

Absurdo ya que por ser 3 una singularidad de la resolvente 
R(z ,T )  esta no puede estar acotada como afirma la desigualdad 
anterior. OEO 

Con las dos proposiciones anteriores tenemos el 

Teorema (5.2).  Para la sucesión de operadores (Tu} compactos y 
autoadjuntos que converge al operador T en la norma de 
operadores tenemos : 

1) cada sucesión convergente {Xyb) de autovalores de las 
matrices TY converge a un autovalor de T 

2) si 3 es un autovalor de T entonces existe una sucesión 
de autovalores { ~ U I } P  de la8 nuttrices T, que converge a a . 

3. Convergencia de funciones propias 

Probada la convergencia de1 espectro lim @(Tu ) = d (T) es 
inmediata la prueba de que tambien el espacio propio asociado a 
cada converge al espacio propio correspondiente al autovalor 
ai 2 ai que converge .( . 
Teorema(5.3. Si {2‘”’)) es una sucesion de autovalores de las 
matrices T que converge al autovalor de T entonces 

1) dim N(TN-X6) = dim N(T -X )  

apartir de no-grande;es decir, el nbero de funciones 
propias de Awy x es igual 

2) sean P‘’,P las proyecciones sobre los espacios propios 
asociados a A‘” y 1 respectivamente, entonces 

\in\ \\ P“ - \? \\ = O. 
‘ C ,  ’ L  

Demostración. 
Como x‘%’x 

apartir de n,-grande, por tanto 

están bien definidos ya que rcpcTp)flP(7). La compacidad de r 
implica que R(2,T )  y R(z,T,,) estah uniformemente acotados en z y 
n (lema5.1) 

y usando la identidad resolvente 

podemos tomar r= circulo que encierra a A y h”’ 
py’= & jp R(i,Tu) d t  y \ P = h  5, RCttTl ¿Z 

\\Rtz,T)\\ , \\RC%TJh 5 c 
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de donde se concluye la afirnacion del Teorema. 

4. Diagonalización de IH, 

Hemos probado que el cálculo del espectro y funciones propias 
de la resolvente R d b )  del operadoriH, puede hacerse 
diagonalizando las matrices 

pero esto parece muy abstracto ya que no conocemos 
explicitamente a la resolvente, so'lo al operador QI, Sin embargo 
en cada espacio de dimension finita E,, ,generado por la B.0.N 
{@j>, podemos calcular la inversa de la matriz R ; j  que es 
precisamente la representaci6n rpatricial deMA-b en E,, 

1) 

R;j - - ( 6 ;  \R,<b)I$j) 

Rdb) (HA-b)''= identidad en L2 (a) 
I en particular se cumple en E,,,, por tanto 

<ai\ Ra(b) [Ma-b) I@j> = 6 i j  1 IC- i , j  1. N 
2) en E,, la identidad tiene l a  forma 

lo que transforma la segunda ecuación de (1) en 
z hz h l & k ) < @ k l = l  

j 

donde los elementos de matriz { IHij) puedan calcularse 
explícitamente. 

t i 
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V CONVERGENCIA GENERALIZADA FUERTE Y EL PROBLEMA DE 

AUTOVALORES PARA OPERADORES DE SCHROEDINGER EL L2(R") 

En la sección $1 definimos la sucesión de operadoresIH,: L 2 ( R m ) 3  
y describimos algunas de sus propiedades, de las cuales las más 
importante es la convergencia en el sentido generalizado fuerte 
al operador lH:L2(Rn)J . Apartir de la convergencia generalizada 
de @In) en $2 mostraremos que podemos converger a cada autovalor 
aislado de DI por una sucesión de autovalores de los operadoreslH,, . En $3 mostramos que bajo hipotesis que sdlo dependen del 
espectro @(U3 ) d e M  podemos converger a las funciones propias 
correspondientes. 

Hagamos un resumen de las propiedades de los operadores 
lH : L2 (Ra ) 2  y IH: :LZ (a )3  que estudiamos en los capitulos I11 y 
IV respectivamente. 

(I) . Las hipotesis que asumimos sobre el potencial q(X):Rm-->R 
son de dos tipos : 

donde M 
en i11-&?4. 

Las propiedades que enunciaremos para los operadoresIH, yIH 
son consecuencia de las hipotesis asumidas para el potencial 
q(x) (capítulo III, $4.4 y $5.4). 

(Ra) y MP(R ) son familias de potenciales defninidas 

(11) . El operador IH : L2 (Rm ) a  

1) el operador minimal M,:L2(Rh)3 dado por 
D(IH,,)=CP(Rrn) , lHef = - A f + q f  

(donde las derivadas tienen el sentido cla'sico) tiene 
las propiedades siguientes 

i) es simétrico y acotado por abajo por una contante A,,, 
ii) es esencialemente autoadjunto; es decir , tiene una unica 

2) el operador ai denota la extensión autoadjunta de @Io 

extensión autoadjunta acotada por abajo por 'x, 

sobre L2(Rm) (Teoremas 4.5 y 4.7,III) 

i) C$(I1") es denso en la gráfica de 1H (es un core de IH) 

ii) la forma cuadrática que define a la energia 
E tu) = < \H u ,u> = < vu , v u >  + < q u, u > 

es acotada por abajo por To (=cota inferior de IH) 

3) en todos los casos de interés el operadorlH tiene un espectro 
puntual que deseamos calcular por lo que asumiremos que: 



el operadorüi tiene autovalores aislados con 
multiplicidad finita 

Nota. Las hipotesis sobre el espectro deüi se cumplen en casos 
como el oscilador armdnico, atomos y moleculas. En los 
capitulos VI y VI1 demostraremos esta propiedades para varios 
casos de interes. 

(111). El operador IH&:L2(n-)S . 
Para la region Rc Rm abierta,conexa y-con frontera suave 

tenernos 

1) el 

es 

2) la 

es 

3) el 

operador minimal 1HIp:L2 (AL) 5> dado por 
D(\HL)= Czc-fL) 
simétrico y acotado por abajo por lo 

forma hd.,.) sobre LI(a) dada por 

cerrada, acotada y elíptica en la norma 11. I1 i 

\HA f = -A f $. 9 f 

D( ha) = LJ; c n l  , ~*riu,\Ik<vu,vv>+ < gu,\r> 

operador Mi:L2 (&)a denota la extensioh de Friadrichs del 

D(iUA)= v J c ) ~ f i ~  n U2(-n~ ; IHAF = - O f + g f  
operador minimal lii& dado por 

tiene las propiedades siguientes : 

i) es autoadjunto en L 2 ( a )  y acotado por abajo por 'x, 

ii) tiene resolventr compacta RA(b)=@IL-b)-'  by^^) 
iii) el espectro de mA es puntual, acotado por abajo por A. 

y sin puntos de acumulación 

iv) cada autovalor tiene multiplicidad finita 

Observaciok. Hemos afirmado que la cota inferior h, de IH 
tambieh es una cota inferior de IH2 lo que probaremos en $1.3 . 

1. Los operadores IH,:L2 (Rm)S 

Cada operador IH?; es autoadjunto sobre L2 (JL ) y pi es 
autoadjunto en L2(Rm). Como los espacios L2(,1i) y L2(Rm) son 
distintos no pueden coaipararseIHky IH 
"dificultad tecnica" introducimos los operadoreslHJLque sí son 
autoadjuntos en L 2 ( P )  y que tienen esencialmente l a s  mismas 
propiedades de los (HA. 

Hilbert de los demas espacios vectoriales es la clave para 
definir apropiadamente al operador !Ha.  

para evitar esta 

El concepto de ortogonalidad que distingue a los espacios de 
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La descomposición L2(Rm)=L2(n)+L2(n)L . El espacio de Hilbert 
~ 2 ( n )  es el conjunto de funciones cuadrado integrables con el 
producto interior 

como cada f (x)EL2(n) puede verse como un elemento de L2(Rh) si 
lo definimos como cero fuera de 21: 

%E zc I f: en C O ~ O  covba.rSto 
y ya que el producto interior de L2(fi) es restricción del de 
L2 ( I F )  entonces L2 (A) es un subespacio cerrado de L2 (Rm) . 

A 

(1.1) f (x)= 

Proposición (1.1). Si cada elemento de L2(2~) se identifica como 
un elemento de L2 (K") según (1.1) entonces L2 (Al) es un 
subespacio cerrado de L2(Rm). 

Aplicando el Teorema de Proyeccion tenemos la 

Proposicidn (1.2)- El espacio L2(Rm) admite la descomposicion 

es decir, cada f (x)EL2 (Rm) tiene una expresión Única de la forma 

donde L2 (h)'L=(f€L2 (R") I f (x)=O en fi 3 

Lz(Rm) = Lzz tn l  @ i1cnP= ; 

f ~ $ 4  1 f8fL(al y f i l E L , u d - ,  

Con la descomposición anterior de L2(Rh) definimos la suma 
ortogonal del operadorlH>L2(JL)a con el operador cero 0 sobre 
L2(n).L. La proposición siguiente resume algunas propiedades del 
operador cero. 

Proposición (1 . 3) . El operador cero sobre L2 (n)" definido como 

tiene las propiedades siguientes 

ii) d(e)=Qé(e)= O 

D(O)=LZ(XL)~ , 8F-o 

i) es acotado y autoadjunto sobre L2(n)' 

Def (1 1) . El operador IH,:L2 ( R - ) a  se dsf ine como la suma 
ortogonal de los operadoresMA y 8 de la siguiente manera : 

si Pa y P i  son las proyecciones ortogonales sobre L2(n) y 
L2 (SA)& respectivamente entonces 

D(M,J= {f€L2(Rm) I P!f€D@ia Y P'f€L2(~l)~) 
h~f= IHf,B,f-k SPkf = IHA P A j  ; 

por construcción, las proyecciones y PA satisfacen 
i) I P ~ u ? ~ = I & ~ = o  

ii) IPA\H,CIHJP4 y lo mismo con PAA ; es decir, P- y Pa* conmutan 

por tanto el Teo. (3.1)-III afirma que D ( W 2 )  y D(b) son 
subespacios invariantes deUI,; mas aún, deacuerdo a 

con IH, (II,$3.2) 

4 



tenemos que las propiedades de Di.: y Hason esencialmente las 
mismas como afirma el 

Teorema (1 . 1) . El operador IH,:L2 ( R m ) a  tiene las propiedades 

q i  

i) es autoadjunto en L2(Rm) 

iii) toda funcio'h propia de H i  es función propia de IHa con 

Nota. Al mencionar a IH,: L2 (Rm)a  nos referimos a I H 3  L2 (n)> 
el mismo autovalor . 

2. Convergencia generalizada fuerte de operadores autodjuntos 

tenemos el operadorM~,,(III)-3 que induce el operador 
Al expander sl generamos una sucesión de regionesa,, en cada 

autoadjunto sobre L2(Rm) dado en la def, (1.1) y que llarnaresos 
LH, en lo que resta del capítulo. La sucesiok de operadores 
autoadjuntos { l H  1 tiene una serie de propiedades importantes 
para nuestros ob&tivos qua estudiarenos a continuación. 

Hasta el momento hemos desarrollado nociones de convergencia 
para sucesiones de operadores que solo involucran operadores 
acotados (ver 11,$1.6): 

1) Convergencia en la n o m  de Operadores: si T, T, son 
acotaüoe, y lira ñ T,-T# -O, donde i i . 4  es la norma del 
espacio de operadores acotados sobre L2(Rm) 

2) Convergencia fuerte T,,-->T: si T,T,, son acotados y se cuaiple 
lim g'&f-TfU =O para cada P(x)€L2(RD) 

3) Convergencia débil Th-*J->T : si T,Tm son acotados y se cumple 
lim<T,, f , g>=<Tf, g> 

I 

pasa cada par f (x) , g (x) bL2 (R") . 
En nuestro caso tenemos un sucesión de operadores .OHh) 

autoadjuntos sobre L2(Rm) que NO son acotados, por lo cual no 
podemos aplicar lac nociones de convergencia de operadores 
arriba mencionadas; sin embargo, sabemos que la resolvete R,(z) 
d8 cada operadorw,, es un operador acotado y autoadjunto sobre 
L2(Rm) por tanto en lugar da trabajar directamente con los 
operadores lfI, lo haremos con sus resolventea, El primer 
resultado es que la resolvente R,(e) siempre estd definida para 
cada complejo z.€G\R (ver Tato. (3.7) -111). 

Proposicioh (1.2). S i  T es un operador autoadjunto sobre L2(Re) 
y z€C\R entonces R(z)=(T-z)-' está bien definido, es acotado y 

ll Rczí \\ I \T*Cm\-'. 

Este resultado es interesante ya que da una cota de la norma 
de R(z )  que adlo depende de z y no del operador T, salvo por la 
hipdtesis de que T es autoadjunto; de esta observación es 
inmediato el corolario siguiente. 
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Corolario (1.3). Si {Th) es una sucesión de operadores 
autoadjuntos entonces la sucasioh {R,,( z)  1 ,  R -( z)  = (T,, -z)- ’ ,  está 
uniformemente acotada en n para cada zEC\R : u R,(z) u slIm(z)l’l . 
Hay otro aspecto muy interesante de las sucesiones de 

operadores autoadjuntos en general., que muestra el 

Teorema (1.2). Sean T,T, (n€iN) operadores autoadjuntos en L2 (R”) 
si existe una Z~GC\R para la cual se tiene R ,,(zo) - ~ - > R ( z ~  
Entonces R,(z)-A->R(z) se cumple para toda z€C\R. 

Nota. Es interesante observar que la autoadjuntez de los 
operadores permite extender una propiedad local (en un punto) a 
todo el plano complejo exceptuando tal vez el eje real; como 
veremos enseguida, la afirmacidn del Teo. (1.2) puede extenderse 
a intervalos del eje real que excluyen al espectro del operador 
T y de cada Th apartir de una ne grande. 

Para poder extender el Teorema anterior a puntos del eje real, 

apartir de una no grande, lo que 
minimamente necesitamos que tales puntos reales no pertenezcan 
al espectro de cada operador T 
nos lleva a definir el conjunto de acotacion Ab . 
Def. La región de acotacion A b  de una sucesión de operadores 
autoadjuntos {Th) es el conjunto de los numeros complejos en los 
cuales R~(z) tiene sentido y l a  sucesión {Rh(z)} está acotada a 
partir de una ne grande : 

de esta definición y del corolario (1.3) tenemos la 
\\ R,(z) \\ 5 .M (31 ; 

Proposición (1.4). Para cada sucesión de operadores autoadjuntos 
{Th} se cumple 

ya en cada zW\R, R,(z) tiene una cota que sólo depende de 2.  

e \ R c h b .  a 

I, 

Tenemos otra propiedad interesante del conjunto de acotación . 
Proposición (1.5).Ab es un conjunto abierto del plano C; sobre 
cada subconjunto compacto r de A b  la sucesión (Rh(z)} está 
uniformemente acotada en z y 

Sean T,Th los, operadores del Tea; (1.2); la condición z E A b  
no basta para garantizar que R,(z)-->R(z) se cumple ya que puede 
suceder que 2 E d  (T) por tanto almenos debe satisfacerse z€ hbr\ p(T) 
Hay una hipotesis adicional que garantiza R~(Z)-~->R(Z) sobre 

AJlpT) como muestra el 

Teorema (1.3). Supongamos que : 

apartir de una no-grande. 

i) T,TF (nEiN) son autoadjuntos en L2(Rm) 

ii) Do es un core de T; es decir, la restriccidn de T a Doda un 
operador Te que es esencialmente autoadjunto ( To= T ) 

iii) para cada u(x)ED, se cumple lim I\T,u-Tu\\ =O 

Entonces R,(z)-k R ( z )  se cumple para cada zEp(T)n bb . 
Este teorema es ba’sico para nuestros propósitos y permite 
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introducir un concepto de convergencia para sucesiones de 
operadores autoadjuntos. 

Def. Se dice que la sucesio’n de operadores autoadjuntos {T,,) en 
L2(Rm) converge al operador autoadjunto Tsen L2(Rh) en el 
sentido generalizado fuerte (notacion T,,--->T ) si tiene lugar 
Rb(z)-2->R(z) para cada Z E  A,npCT). 

Demostración de Teo. (1.3) . 
1) si ZE Abr\p (T) tenemos z€P(T,) apartir de una ne- grande por 
tanto la identidad resolvente está bien definida 

R,c~T - Q (‘ti = Rncai (T,,-T) R (21 
2) sea F-imgen de Do bajo T = T [ D, J ,  como T es autoadjunto 
entonces F está en el rango de la resolvente R(z)-(T-z)-’ y es 
denso en L2(Rm), por lo cual si f(x)EF tenemos u(x)=R(z)f(x)EDe 

por definicion de Ab tenemos 

3) Entorces lim !\T,,u-TuI\ =O impli 3 lim l\R,(z)f-R(z)f \\ =O para 
cada f(x)EF=T[D,,J, y como Do es denso en el dominio de T el 
Último límite puede extenderse a todo elemento de D(T); 

\IR,~r~f-Rcx>f\\ I I Q , , c x I B  \\ T ~ U - T U I I  ; 

11 R,,czTII 5. M (21 y IIR,,(??f- Rcr>fU < M ( z ~  117, u-TuII 

decir, a todo f(x)€L2(Ry. OED 
3. Convergencia generalizada fuerte de la sucesión {Vi ,}  

En esta sección estudiaremos las propiedades de la sucesión 
formada por los operadores UIn (Def 1.1). 

1) Convergencia Generalizada fuerte IH,--->B . Para los 
potenciales que satisfacen (0.1) o (0.2) el operador minimal IH, 
(11) -1 es esencialmete autoadjunto en L2 (Rw) , por lo que su 
cerradura es el opesador autoaü~untoltí (iI)-2 y CF(R’”) es un 

deIH . Ahora demostraremos que la sucesion {IH,,) converge a 
W en el sentido generalizado fuerte. 

s 

Si u(x)€Cg (R-) tenenos 
JH,u= - D U - C ~ U  ( d e r i v a d a s  c i d s i  c a s )  

COBO el soporte de u(x) esta contenido en una Jin,para no 
suficientemente grande entonces para nine tenemos u(x)ÉC~(íiJC 
WH.) Y 

i IH,u=  N,u= - ~ u + q u  
donde las derivadas tienen el sentido clásico por tanto 

y según el Teorema (1.3) la sucesión { IH,) converge en el 
sentido generalizado fuerte al operadPrlH. 

“u= lH,u irnp\i C Q  lim I\\H,u- \Hu lk0  

9ed 
Ahora veamos quién es el conjunto A b n PW) . 

2) C\RC bbn  fXM). 
que, por proposicion (1.4) y Teo. (1.2), C \ R C  Abl\ p(H) entonces 
la parte interesante de AbnP(\H) está en el eje real. 

Ya que W,iH,, son autoadjuntos es inmediato 
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3 )  ( -m, \ )c  Ab r\p(i~) . Por hipo'tesis la parte inferior del 
espectro e IH consiste de autovalores aislados y de I multiplicidad finita, al mínimo autovalor lo hemos llamado 
de manera que se cumple 

A. 
E (u) = (\Nu& 2 IXollU1IZ para u E C : ( R m ) ,  1 

en particular sobre cada C ~ ( S . .  

€(u1 = ha, UA,w 2 L  \\uut 

. I  
por tanto la sucesión { IH,,) esta' acotada por abajo por h, . 
4) Comportamiento 'local' del espectro deIHh Por sencillez, I f 

para estudiar el comportamiento del espectro de Mt, al cambiar 
continuamente de forma an,, consideraremos quen,es la bola B, I 

de radio=r con centro en el origen. Para conocer como cambia el 
espectro de tH,,al aumentar el radio de la bola, es conveniente 
estudiar lo que ocurre con el operadorlHn cuando r varia 
continuamente alrededor de un radio arbitrario ro, este estudio 
local se extiende a toda r>O por prolongacidn analítica. 

I 
I 

Notación. B,=bola de radio r,=r(l+E) , L2(()=L2(BC) , E >o.  
Para cada retenemos el problema de autovalores sobre L2(B,) 

(3. '1 iw: u= hu 

(3.21 uCOB,)=O . 

(3.3) 'X j ( I+E)  9 lXI=Ve y t =  I y k  vou-cé i ;  

(3.4) u(rj)*= U C X )  

con la condición de frontera 

donde IH; es el operador autoadjunto descrito en (111) , y rt está 
dada através de la transformación de coordenadas 

al variar E aparece la dificultad de que cambia el espacio de 
Hilbert L2(€), para evitar esta dificultad introducimos la 
transf ormacioh 

que define una 
producto interior como 

biyección entre L2(€) y L2(0) que cambia el 

u(yEL2(~) 
la cumple. 

Para estudiar el problema de autovalores (3.2) usaremos la 
forma hg ( . ,,.) que define al operador IH; en L2 ( E )  via el Teorema 
de extension de Friedrichs 

aplicando la transformación de Coordenadas (3.3) obtenemos 

la forma h(E) tiene la ventaja xe que está definida en el mismo 
espacio de Hilbert L2(0) para cada e lo que permite estudiar el 
cambio del espectro y funciones propias deJH2 al variar E .  
Aplicando el Teorema de extensión de Friedrichs a la forma h(&) 
esta define un operador W ( E )  autoadjunto en L2 (O) para cada E 

? 



cuyo espectro es el mismo que el del operador H: y las funciones 
propias están relacionadas por la transformación (3.4). Ya que 
cada operador PI: sobre U(€) tiene un espectro puramente puntual 
y sus autovalores son de multiplicidad finita entonces lo mismo 
ocurre con el espectro y autovalores de IH(g) sobre L2 (O) . 
analíticas de operadores en espacios de Hilbert. 
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El siguiente teorema se obtiene de la teoría de perturbaciones 

Teorema (1.4). La forma h(E) (3.5) sobre L2(0) tiene las 
propiedades siguientes 

i) es analítica en & y tiene el desarrollo (b 

hcgl(u,uí= 5 eo \VU\'+ 91~\+h+€jaIvQl~+pla\Zdx+t  K t 2  (-€P J,ioCii'd\ 
ii) los operadores p(e)  definen una familia holonorfica de 

operadores autoadjuntos en E ,  la serie del"(€) en potencias 
de la da precisamente el desarrollo en serie de h(E) 

\ H U I  = H C O ~  + E IH , t  ... 
iii) los autovalores ?(e) son funciones analíticas de E y la 

multiplicidad es la misaa para E pequeño 

iv) las funciones propias U(X,E) son funciones analíticas de C. 

Como ro es arbitrario por prolongación anlítica tenemos el 

Teorema (1.5) . El espectro de los operadores M (r) sobre L2 (r) es 
puramente puntual, cada autovalor Ax(r) es una funcion anaiitica 
de r y para k-fija la multiplicidad de cada autovalor es 
constante. En particular se cumple para la sucesion de 
operadores { IH, 1 .  

A ( € ) .  Si recordamos la formulación variacional clásica del 
problema de aauOovalorem es dm esperar que los autovalores de 
cadaw, decrezcan al aumentar n , 10 que probaremos a 
continuación. 

5) Formulacio'n variacional clásica . En el capítulo anterior 
mostramos que las funciones propias de cada operadorIHn 
pertenecen a C"(&) y satisfa5en la condición de frontera 
u (3nJ =O ,además dependen analiticamente de IC cuando r= (1+€) r,, y 
no cambian las condiciones de frontera al variar 8 .  Estas 
propieüades de las fundams propias permiten aplicar un 
resultado del cdlculo de variaciones clásico que muestra que los 
autovalores x(r) decrecen al aumentar r. Nuevamente haremos uh 
estudio local alredQdor de un radio r,, arbitrario. 

Queda por resolver como son las gráficas de los autovalores 

Las funciones,propias de cada operador H(a son extremales del 
funcional cuadratico 

E,~ul= J \PUP + 9 \u\'- dy  
6 C  

y sus mínimos son precisamente los autovalores de H(e). 

Para la calcular la variación clásica del funcional EE(u) 
basta con trabajar en el conjunto de funciones con segundas 
derivadas continuas y que satisfacen la condici6n de frontera 
(3.2) ya que las funciones propias de cada operador H ( 5 )  
pertenecen a este conjunto. 



Para incluir la condicid' de normalización I\ull=l introducimos 
en Ec(u) el multiplicador de Lagranye 'x que es precisamente el 
autovalor l ( 0 )  asociado a la funcion propia u(0). 

Definimos F= tVUI2 + (9-'N 1~1'. 

Teorema (1.6) . La variación del funcional 
(3.6) 
correspondiente a la transformación 

(i=ll...lm) está dada por 

(3.8) $E(U)=, )g,  ( F u - $ , k . F j ) d x + e J , f  J"1 L.I:FjV+XjFI ax, 

E,tu) = i% lVü\'L + (9 -11 Iülz d k  

C3.7) y p x i  (1+€1 

dx 
- 

Xj %L Y = -zj=, 3 x j  
donde f.;= 9 2  

au,j ' 
En nuestro caso u(0) es una extrema1 de (3.6) por tanto (3.8) 

se reduce a 

e integrando por partes queda 
6 E Zjz ih{Z u X j Y  t Xj ( i ~ ü í ' - ~ q - X ) \ u c a ~ ~ ~ ~ I }  h- J d S  

de lo cual se deduce,que la variación es independiente del 
otencial q-2 entonces para conocer el cambio de cada autovalor 5 (6) basta hacerlo para al funcional 

que define precisamente a la ecuación de Laplace 

cuyas soluciones son bien conocidas e imponendo la condición de 
frontera se obtiene que cada autovalor es de la forma 

y por tanto es una función decreciente del radio. 

E (U) = 5 IOU\'- 2 JUI' dx  
80 

- A U = X U  I u c a 8,) = 0 

?tra propiedad de las graficas x(r) es la existencia de una 
asintota a la cual "converge" cada gra'fica. 

Proposición (1.6). Cada curva h ( r )  se acerca asintóticamente a 
la recta horizontal definida por el inf [ x(r) 3. 
Dem. Consideremos la sucesión decreciante de autovalores { l b i 3  
sobre la gráfica, como esta sucesi7h esta acotada por arriba por 
AJO) y por abajo por h, (la energra del estado base del sistema 
en estudio) entonces tiene una subaucesion a'?') que converge al 
punto inf[ 2(r) J ?  usando la continuidad de la curva se sigue el 
resultado 

Finalmente la asintota de 
cada gráfica y cuantas graficas se acumulan en una misma 
asíntota, una de los resultados que mostraremos es que varias de 



estas asintotas son precisamente autovalores aislados del 
operador PI . 

q7 

La convergencia en la norma de operadores implica la 
convergencia de los espectros, pero en el caso de convergencia 
generalizada fuerte esto no ocurre en general; sin embargo, 
mostraremos que cerca de cada autovalor d e H  hay almenos un 
autovalor de la sucesión { IH,,~. 

Teorema (2.1) . Supongamos que T,T, son autoadjuntos en L2 (R”) . 
Si la sucesión {Tn) converge en el sentido generalizado fuerte a 
T entonces cada abierto que contenga un punto del espectro de T 
contiene almenos un elemento del espectro de Tn apartir de ne 
grande. 

Los operadores N i ,  
la parte inferior del espectro de H consta de autovalores 
aislados de multiplicidad finita. 

puntal de üi, por lo cual existen discos D( A;, E), que aislan a h, 
y A,de los demás puntos del espectro deüi, y según el teorema 
anterior hay almenos, un autovalor I?’ de IHh apartir de una n, 

Al principio de este capítulo asumimos que 

Supongamos que >,(i=1,2) son puntos aislados del espectro 

grande que como €>O es 
convergen a cada 2; 

¿cuantos autovalores de cadaIH, se aproximan a un autovalor 
aislado de IH?. 

Teorema (2.2). Si 3 es un autovalor aislado deJH entonces sólo 
un número finito de autovalores de cadalH, se aproxima a A . 
La demostración del teorema (2.2) es inmediata ya que el 

espectro de cadaiHn ,con n arbitraria, no tiene puntos de 
acumulacidn por tanto en cada vecindad de A solo puede haber un 
número finito de autovalores de cadam,,, con nxconstante. 

Sea A un autovalor aislado deIH y runa curva que aisla a h 
de los demás puntos de d w )  ; de Teo. (2.2) sabemos que r 
encierra un conjunto finito {A‘,”’ 3; de autovalores de cada IHn 
que se aproxima a A apartir de una ne suficientemente grande 
por tanto lg,proyeccion IP’”sobre el espacio propio asociado a 
todos los lk está bien definida y dada por 

es inmediata la siguiente pregunta: ccomo cambia la dim( Pen) ) 
al aumentar n ?, la respuesta encierra el importante concepto de 
estabilidad de un autovalor aislado d e w  y es la clave para 
demostrar que las funciones porpias de los W,, convergen a las de 
P. 

IP‘” = L 5, R , , í r i ¿ ~  t 2 q  1 
(2.1) 
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1. Autovalores estables del operador IH 1 

I 

Llegamos a la parte más importante de todo el trabajo, hagamos 

i) el espectro de cadaIH, es puramente discreto, sin puntos de 
acumulación y acotado por abajo por la energía del estado 
base lo de IH. 

un resumen de las propiedades del espectro de los operadores lHb 
I 

I 

I 

ii) la gráfica de cada autovalor A(r) como función del radio 

horizontal y sobre cada gráfica la mutiplicidad de los 
autovalores permanece constante, salvo en los puntos donde 
se intersecten dos gráficas. 

multiplicidad finita) es límite de una secuencia de 
autovalores {Aq'},de la sucesión .( pIh) y sólo un número 
finito de autovalores de cadam,, se aproxima a 2 . 

multiplicidad finita del operador Di resume lo que se esperaria 
que cumpliera una sucesión { ~ ' ~ ' , ,  de autovalores de los 
operadoresiH que converge a 2 , en relación a la dimesion de 
la proyección IP w (2. i) . 

de la bola es continua, decreciente , con una asíntota I 

iii) Cada autovalor Á K  de IH (punto del espectro de Di con 

El concepto de estabilidad de un autovalor aislado y de 

Def (3.1). Un autovalor 2 aislado y de multiplicidad finita del 
operador IH se llama ESTABLE si la sucesion {A:'),, de autovalores 
de los operadoresw, que converge a 'h satisface 

i) existe una €>O para la cual el disco D( 1 ,E) aisla a 2 de 
los demás puntos del espectro deIH, y la frontera del disco está 
contenida en el conjunto A b n  @I). Esto permite que la sucesión 

(\H-ZI- ' ,zeJ?=3D(x,E). R,(zi 3 (\)-lb- Z)-' 3 R (-ir] = 
de resolventes Y 

I 

esté bien definida en el círculof' apartir de una n, grande. 
Como sabemos, las singularidades de cada resolvente Rh (z )  son 
precisamente los autovalores de DI,, , y como hay un número finito 
de tales autovalores delH,en el interior del círculo r entonces 
l a  integral 

da la proyección pcní sobre el espacio propio asociado a todos 
los autovalores delH, (número finito) que convergen a 2 . Y a  
que r está contenida en Abflp(~€i)  entonces el teorema (1.3) 
afirma que 

lo que implica la convergencia fuerte de las proyecciones 
R , t a  5 R W  pava cada Z E  r 
IP'"' > I P  

ii) hasta aquí no hemos pedido algo que no cumpla l a  sucesión 



Wk). La segunda condicidn de estabilidad es algo que es de 
esperarse 

es decir8 el número deffunciones propias asociadas al conjunto 
de valores propios de cada Di,, que converge a .i\ 
número de-funciones propias del autovalor i\ de1H. 

no excede al 

2. Gran Teorema de Convergencia 

funciones propias del operadorüi. 
Ahora podemos enunciar el Gran Teorema de Convergencia a las 

Teorema (3.1). Si un autovalor 2 de B es estable tenemos: 

es aislado y de multiplicidad finita 

existe una sucesioh de autovalores de los operadoresiH, 
(compuesta por un número finito de autovalores 
cada IH,,) que converge a h 
la sucesión de proyecciones { (Pcn’3 
asociada a cada conjunto 13:;“ 
converge fuertemente a la proyecciÓnIP asociada a 2 

de 

P‘“’ es la proyección 
de autovalores de cada IH,, 

Dim IPcn’ 5 Dim IP 

ENTONCES 

las proyecciones { IPcnl) convergen a lP 
operadores 

en l a  nomaA de 

\im \I P’- iP1I = o 
dirnP‘’’’= d i m e  apartir de una n, grande ; y por tanto el 
conjunto de funciones propias asociadas los autovalores {xr>A: de B,, convergen a un conjunto de funciones propias 
5el espacio propio asociado a 2 . 

Nota. Es importante observar que las hipótesis sólo involucran a 
los espectros de los operadoresIH ylHh, para nada hemos 
mencionado si las funciones propias de la sucesion {IH,,) 
convergen a las d e w  en algh sentido. 

de las funciones propias de los JH, a las de B : 
El Teorema (3.1) da un criterio que garantiza la convergencia 

si se satisface dim IPcn’s&P entonces las funciones propias de 
{ W,) convergen en la norma de L (W )  . 
Hay un cas? en el cua1,la estabilidad es trivial : supongamos 

que hay una üNICA sucesion de autovalores { 2‘hl) compuesta por 
un solo autovalor SIMPLE de cadaIH, 
SIMPLE 1 de üi 

que converge a un autovalor 

”I 
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entonces se satisface trivialmente la segunda hipótesis de 
estabilidad y por tanto las funciones propias convergen a la 
funcion propia de 1 . 
Teorema (3.2). Supongamos que A€dOH) es simple y existe una 
única sucesión sucesion { A W  1, compuesta por un autova1,or 
simple A(!"€d(iH,,) de cadalH, y con B(x) y Plh(x) la funcion propia 
de 2 y A? respectivamente. Entonces la sucesión { B , , ( x ) } ~  
converge a g(x) en la norma de L2 (R?) . 
simples tanto de los operadores IH, como de M : 

1) para los operadores de Schroedinger sobre la recta tanto en 
L2(-oo,ao) como en L2(-n,n) (natH) cada autovalor de lEJn y (H es 
simple entonces las gráficas %(r) NO SE INTERSECTAN, de lo 
contrario el punto de interseccioh tiene multiplicidad=2 lo cual 
es absurdo, por tanto basta con verificar que no hay dos 
sucesiones de autovalores distintas que converjan al mismo 
límite en el espectro puntual deIH, lo que es equivalente a 
pedir que dos gra'ficas AJr) no tengan la misma asíntota 

Hay dos tipos de problemas en el cual tenemos autovalores 

2 )  el segundo caso con autovalores simples corresponde al estado 
base de los operadoresM,. Hay varias referencias en las que se 
muestra que el autovalor mínimo de cada operador IH,,en L2 (Arn) es 
SIMPLE por tanto basta checar que la sucesión de autovalores 
minimos {x'?} converge al autovalor minimo '& de Pi ( que es 
simple en la mayoria de los casos de interes como son átomos y 
molekulas) y no hay otra sucesión que converja al mismo punto. 
Esto Último puede verificarse numericamente lo que da un 
criterio numérico para GARANTIZAR la convergencia a la función 
propia del estado base deM, como establece el Teorema (3.2). 

J 
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VI OPERADORES DE SCHR~EDINGER EN ~2 ( -  03 ,O 

En esta sección aplicamos la teoria desarrollada en el 
capítulo I11 para 
continuo y acotado por abajo son esencialmente autoadjuntos. 

mostrar que los operadores con potencial 

Definimos la forma diferencial LL como 

donde el potencial q(x) satisface : 

(1 .2 )  i) es real valuado y continuo en R 

ii) existe una constante qe>-oo para la cual se cumple 
q(x)iq, para cada xeR. 

resumiendo, el potencia q(x) (1.2) satisface 

a) s(x)€Mp,loc(R) p a r a p  

. b) q(x)iq, para cada xa? 

por tanto el Teo. (4.7)-111 nos dice que el operador minimalIH, 
(1 .3 )  es esencialmete autoadjunto en L2 (R ) .  

(1 .4 )  
extensión autoadjunta del operador minimal IH, tiene la 
propiedades siguientes 

(1.5) i) es autoadjunto en L2(R) y CZ(R) es un cor% 

El operador pl denotara' al operador E., siendo la Única 

ii) es acotado por abajo por q,:< IHf, f>iq,Uf 11' para f€D(pI) 

iii) IHf(x)= Lf(x) para fEDOH), donde las derivadas son 
distribucionales , 



Con el objeto de dar una caracterización completa del espectro 
del operador M (1.4) aplicaremos la teoría de ecuaciones 
diferenciales para estudiar la ecuacion (IL-z) u (x) =f (x) con ze Q: y 
fEL2(R); de esta manera probaremos que los autovalores aislados 
d e w  ( si existen ) son simples y obtendremos una expresioh 
explfcita de la resolvente R(z)=~(lH-z)'~ . 
1 . La ecuación diferencial (a-z) u (x) =O 

La continuidad del potencial q(x)  (1.2) permite probar que la 
ecuación diferencial homogénea 

tiene un cqnjunto de soluciones que forma un espacio vectorial 
de dimension 2; es decir, existe un conjunto fundamental formado 
por dos soluciones linealmente independientes ui(x),k(x) con 
las cuales cualquier solucio'n de (2.1) es de la forma u=c,u,+cOut 
donde c1 , c ,€C.  El wronskiano de u,(x) y u,(x) 

nunca se anula para x t R  por independencia lineal de ut y us 

Nota. $a teoria de eecuaciones diferenciales muestra que cada 
solucion de (2.1) almaesnos tiene derivada continua (en el sentido 
clásico) . 
Consecuencia inmediata de la 2-dimensionalidad del espacio de 

soluciones de (2.1) es que si h es un autovalor de IH (1.4) 
entonces (íH-a)u=O tiene a lo más dos soluciones linealmente 
independientes por tanto la multiplicidad de 3 es 1 Ó 2. 

(2 SI UL-2) L4cx-l = 0 

\/J (u+,)= U,(%) d C X 1  - U,(%) u;(%) 

2. La alternativa de Weyl y e1 caso punto limite (LPC) 

Es claro que no toda solución de la ec. (2.1) pertenece a 
L2(R) que es el espacio donde estamos trabajando, por ejemplo si 
q(x)=O para zeR la ec. (2.1) tiene soluciones que no est&n,en 
L2(R). A este respecto el siguiente Teorema nos dice que solo 
hay dos alternativas. 

Teorema (2.1). Sea CGR finito y zeg, entonces sólo tenemos las 
alternativas : 

i) caso LCC en +w: existe una z&Q: para la cual la ec. 
(IL-ze)u=O tiene dos solucionas linealmente independientes en 
~2(c,+oO); en tal caso lo mismo se cumple para toda zE6. 

O' 
ii) caso LPC en +GO: existe una z0ec para la cual (iL-ze)u=O 
tiene a io más una soiucioh (salvo factor constante) en 
L2(c,+ob) . En este caso la ec. (a-z)u=O para z€C\R tiene 
exactamente una solucion en L2(c,+@). 

De manera análoga se establecen los casos LCC y LPC en -00. 



203 Nota. El teorema anterior establece las dos hicas alternativas 
que tiene las soluciones de (L-z)u=O en cuanto a pertenecer o no 
a L~(c,+oo), y es claro que si tenemos el caso LpC entonces a lo 
más hay una solución en L2 (R) , ya que L2 (c, +a) C L 2  (R) . 
en 200. 

El lema siguiente da un criterio que caracteriza el caso LPC 

Lema 1. si el potencial q(x) satisface 

i) es real valuado y continuo 

ii) existe una k20 tal que se cumple q(x)-kx' para cada xeR 

Entonces tenems el caso LPC en fa  . 
Aplicando el lema anterior al potencial q(x)-q,iO (1.2) 

tenemos el 

Corolario (2 1) Para los potenciales (1.2) 

i) tenemos el caso LPC en 200 

ii) si 3 es un autovaior entonces i(i~- )U=O tiene a io más 
una solución en L2(R); es decir,h es simple. 

Nótese que la teoría anterior da una respuesta completa sobre 
la multiplicidad de los autovalores del operadorIH : todos son 
simples . 

. I  

I 
I 
I 

, 

I 

3. La ecuación Diferencial ( JL-z)u=f y la Resolvente ( tH-2)'' 

Para halrar la form explícita de la resolvente del operadorm 
(1-4)  debanos resolver la ecuacio'n diferencial en u(x) 

para z€ p@) ,f€L2(R) y con la condicidn u(x)€L2(R) . Si 
conocemos dos soluciones linealmete independientes u,(x) y u,(x) 
de la ec. (a-z)u=O la solucicfn general de (3.1) es 

(3.1) (IL - 2 )  u<%)= JCX) 

o 3k r* 

pero la condición u(x)€L2 (R) restringe las solu&ones de 
@;-z)u=O que puedan dar la dicha condición, además los terminos 
cRuK(x) evitan que (3.2) defina un operador. Para resolver este 
problema recurrimos a la funcidn de Green G ( x , y )  con la cual se 
obtiene una soluciÓn particular u(x) de (3.1) que satisface la 
condiciones de frontera u(kcO)=O y que permiten a u(x) 
pertenecer a L2(RL; el método para calcular G(x,y) es bien 
conocido 

Teorema (2-2) .  Para cada ze.C\R l a  resolvente R(z) del operador IH 
(1.4) tiene la forma % 4Cd 

R, p) = UJ (u,,ud-i{ U&JJ-~&)f (Y)¿~  + u-,(xJu,cy FLydq) 
o usando la función de Green G(x,y) x 

LJ(U.-,,U,) u,w u -e ('3' 
w tu-,, U,) U-JW u, C Y  

w 2 y  
4 y 
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tenemos m 

donde u,,(x) ,u**(x) son soluciones de (a-z)u-O que pertenecen a 
L~(-oo,c) y ~2(c,+m) respectivamente (existen y son únicas 
salvo por una constante según Teo. (2.1)-ii ) . 

104 

j-, Gcw,qí J L ~ I ¿ ~  

Y 

Del Corolario (2.1) se obtiene el 

Teorema (3.1). Para los potenciales (1.2), los autovalores (si 
existen) del operadorüi (1.4) son simpies. 

En esta seccioh daremos algunos criterios que garantizan la 
existencia de autovalores del operador M. 

i 1. Espectro puramente puntual 

Teorema (3.2). Si el potencial (1.2) satisface 

Entonces el espectrofdrl operador Ud (1.4) erir discreto. 
lím 5Hhq<tl d t =  too para cada h-F;jaECOij) 

lXi(\*aD y 

Ejemplos típicos son xz, xan, xz+xa/(l+xl) , ex' . 
2. Espectro esencial y existencia de autovalores 

En muchos cams a i  opeitador tii tiene un espectro continuo' por 
lo que es importante saber cuando tiene autovalores aislados. 

Teorema (3.2). S i  el potencial q(x) (1.2) satisface 

i) existe una constante b con la cual existe la integral 

[q(x)-b] dx = f<  00 

= e(i) para IWI muy pequeño 

Entonces 

1) d,W) = [b,+aO) 

2) si * < O  entonces el operadorm tiene almenos un autovalor 
abajo de b. 

Ejemplo . Para q (x) , si b o  tenemos - x* IN=- ¿L =---e -e-"'d x= -fi 
por tanto 1H tiene almenos un autovalor en (-1,O) ya que -1 es 
una cota inferior de JH y 

existe ) es cuando el potencial q(x) (1.2) es relativamente 
compacto (Teo. 4.6-111), en tal caso el Teo. (4.4)-111 afirma 

d,(~)-(O,+co). 

El caso más sencillo para localizar al espectro discreto ( si 
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por tanto si pI (1.4) tiene autovalores estos se localizan en la 
parte inferior del espectro ( abajo de [ O , + a )  ) y son simples; 
el siguiente teorema da algunos casos en los que esto acurre. 

Teorema (3.4). Si el potencial (1.2) satisface 

i) es relativamente compacto: q(x)€Mp(R) para alguna p<4 y 

(1.t- 1x1- 5 -a ~~(x-y,-blz&,.o) 
CD 

\im IK\- )a  -1 i q c X - y ) 1 * ~ 9  = 0 
ii) existen constantes r,QO y €>O tales que 

q c W l  5 - d  QQrQ  \ % I  2\. 
Entonces el operadorM (1.4) tiene infinitos autovalores que se 
acumulan en cero ( en b) y d , O H ) - [ O , + a )  ( #,OH)= [b,+m) 1- 

Ejemplo q(X)=-e-Xt 

I 

I 

ii) C=r=O, q(x) =-e-xzLo por tanto B tiene infinitos autovalores 
simples en el intervalo (-1,O) que se acumulan en cero. 

Nota. Los criterios dados por teoremas (3.2),(3.3) y (3.4) no 
son los Únicos , hayaotros que aprovechan el carácter ordinario 
del operador IH (1.4) . 
Nota. En los casos establecidos por los Teoremas (3.2),(3.3) y 
( 3 . 4 )  el espectro puntual siempre está en l a  parte inferior de 

d(H) y consta de autovalores simples, lo que permite mostrar 
numéricamente que son estables segun el Teo. (3.2)-V y por tanto 
podemos calcular las funciones propias 
de la ecuacion de valores propios en L2(-n,n). 

a partir de la soluciÓn 

$4 El operador iHn- -$--+qrx) en L2 (-n,n) 

1. Extensión de Friedrichs del operador minimal IHk 

Notación. Al referirnos a un espacio de Hirbert en el intervalo 
E-n,nJ escribiremos X(n), por ejemplo L2(n). 

El operador minimal IH; sobre L2(n) inducido por la forma 
diferencial 1L (1.1) es 

y para el potencial q(x) (1.2), \HE es simétrico en L2(n) y 
acotado por abajo por q,,la prueba es idéntica a la dew, (1.3). 

(4 *I) o(iH:I=Cgtn) , "f = I L j  

La forma sesquilineal h," inducida por el operador minimal Mz es 
( 4.2) D( h D ( IHh) ; h: c u,v) =<IH E U,V) 'I < , > + < g ~ )  U, V> 
y para el potencial q(x) (1.2) tiene las propiedades siguientes d 

i) es simétrica en ~2(n) 
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ii) es acotada por abajo por q. 

iii) es acotada en la norma 11.111 : 

[ < Y  ~1 2 qhOX nu\i'q,,,, MI; \q rx , \  5 wax IqwI = qmax 3 
x€C-n,nl 

\A :C" ,d I  llyl\+ )r \<QU,U>I I Ci+g,,) \1lJu; ; 
de estas propiedades se desprende que hh(.,.) puede extenderse a 
todo el espacio (W: (n) , < O  8 . 
La forma sesquilineal hh( . # .) sobre L2 (n) denotará la cerradura 
de h:(.,.) y está dada por 
C4.3) Dei:)= W ( t v \ ~  9 h : ( ~ , Y ) = < & , ~ ) + < ~ U , \ I >  
donde las derivadas son distribucionales. 

~i corolario (5.7)-111 afirma que la forma hi(.,.) con las 
propiedades menciynadas arriba define un operador autoadjunto 
que es la extension de Friedrichs de operador minimalIHh (4.1). 

(4.4) El operadorlkh denotará la extensiok de Friedrichs del 
operador minimal IHk (4.1) y 8s definido por la forma hh( . 8 . ) 
como sigue : 

i) D(l€in)CW:(n); si,u€D(H;) y vSWf(n) entonces 

hn(ulu, = <Mj, u,v) 
para cada uGDW ) .y  viWf(n) 

ii) si wt&2(n), uc;wt(n) y se satisface 
~ ~ ~ ~ \ ~ ~ =  < a l v >  PQth cada VEw(OCh) 

entonces uED(Uik) y WPH~U. 

Para mostrar que la resolvente de1 operador IIi: 'es compacta en 
L2 (n) basta con probar que h?(. 8 . ) es coerciva y por tanto h.-b 
es eilptica para una apropiada. 

2. Elipticidad de hn-b y compacidad de la resolvente 0Hn-b)'' 

Para el potencial q(x)  (1.2) es fácil probar la coercividad 
(Def. (2.3) #IV) de la f0- hk(.,-) 

W ' k  $0 4 h: (u,u) 2 ll$y+ qe 3 

h A  (UtuI-btü,u> 1- &bu\\: Q Q ~ O  C>O, b-: Q=C ,4=~;n1~#] 
por tanto 
que la solucion ddbii. u(x)EW$(n) al problema de Dirichlet (Def. 

hn-b es elfptica para b<q,, de lo cual se desprende 

(2.2) ,IV) 

existe y es única para cada f(x)~~2(n) 8 y satisface 

según afirma el Teo. (2,2)-IV. 

(1HL-b) U = f  uc-hI= u c n ) = O  

hn tu,\iI - b (U,V> = ,v> P Q Y ~  ~ b d á  ve \rJp cnl , 

El teorema de regularidad (2.3)-IV es válido lo que da el 
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Teorema (4.1). Para el potencial q(x)  (1.2) tenemos 

i) el operador Uik (4.4) está dado por 

D UH;) = w; cnl n VJ,W 1% F = \L 
donde las derivadas se entienden como distribuciones. 

ii) la resolvente Ri(b)=(lHn-b)"\ es un operador compacto y 
autoadjunto sobre L2(n) 

iii) la restricción de la resolvente a Wt(n) es un operador 
Rttb) compacto y autoadjunto en (W;(n) ,c.,.>%) 

multiplicidad finita, acotados por abajo por q, y sin 
puntos de acumulacidn 

satisfacen la condición de frontera u(-n)=u(n)=O y 
forman una base de L2 (n) y Wt(n) . 

iv) el espectro deiHi se compone de autovalores aislados, de 

v) las funciones propias de Hkpertenecen a Cab(-,,,), 

Como en $2, aplicaremos la teoría de ecuaciones diferenciales 
para dar una caracterización ma's precisa del operador\Hn (4.4) y 
veremoa como definir otras extensiones del operador minimal1Hh 
(4.1) 

1. Extensiones autoadjuntas del operador minimal IH: 

Con la forma diferencialL (1.1) definimos el operador 

(5.1) D(T)=(fEL2(n) \ f es continuamente diferenciable y 
f' es absolutamente convergente 3 

Tf= \Lf 

D ( T I 1  D(lH:j y T f =  \Hn pava ~ ~ O ( l t - i ~ )  , 
el cual es una extensión del operador minimalIH,O ya que 

pero no es simétrico debido a que 

donde 

es distinto de cero en general. 

operador minimal HE los elementos del dominio D(T*) almenos 
deben satisfacer 

(5-3b) i ~ ,91 .=0  y C F , ~ J - ~ =  O 

(5.2) q J 9 )  = < f J g ) + I f , g 3 , -  C&,g3-, 

c 5 9 93 j r  = f '(Y) *qcx, -f CX) * g'cx, 

Es claro que para cualquier extensión autoadjunta T& del 

(5.34) q , q l b =  c$,ql-n o' 

ya que Td es sim6trico (ec. 5.2). El Teorema siguiente afirma 
que las condiciones de frontera (5.3b) son suficientes para 

I 



definir una extensio'n autoadjunta del operador minimal )i:. 

Teorema (5.1) . La fórmula 
(5.4) 
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D(T)= .( fED(T)I f(-n) cosa- f'(-n) sena= O y 
ai0 f(n) cosp- f'(n) senp = O 1 

-ra,fl f = q 
define una extensio'n autoadjunta del operador minimal Vi: (4.1) 
para 4,b en [ O , n )  arbitrarios. En particular si a=pO tenemos la 
extensidn de Friedrichs iH: (4.4) . 
Nota. Este teorema muestra que en regiones acotadas el operador 
minimalIH,O tiene infinitas extensiones autoadjuntas que dependen 
de las condiciones de frontera que se impongan, a diferencia del 
operador minimal BI, (1.3) en L2(R) que sólo tiene una extensioh 
autoadjunta. 

2. La ecuación diferencial (&-z)u=f en L2(-n,n) 
y la resolvente R :( b) = ( W ~ - z ) - ~  

La ecuación diferencial homogehea 

siempre tiene 2 soluciones linealmente independientes en L2(n) 
ya que [-n,n] es un intervalo compacto y las soluciones pueden 
extenderse continuamente en dicho intervalo, esto contrasta con 
la misma ecuación en. toda la recta para la cual a lo 
solucidn (salvo una constante) esta' en L2 (R) (caso LPC) . 

(IL -21 u= o 

una 

Conocidas dos soluciones linealmente independientes u&(x) y 
u2(x) de ( IL-z)u=O la solucidn general de 

está dada por nuevamente por (3.2). 

una extensión autoadjunta de IH; segdn Teo. (5.1)) y zep(%,,,) 
entonces 

por tanto para encontrar una expresion de la resolvente R,,@(z) 
debemos resolver la ecuación en u(x) 

sujeta a las condiciones de frontera 

(5.5b) u ( n l  c o sp -  b ' t n )  s e n p - 0  
para garantizar u(x)ED(Td,R). La solución a este problema la da 
nueavamente la funcion de Green Ga(x,y). 

Teorema (5.2) . Para cada z €  p(Ta,p) la resolvente R,,p(z)=(Td,B-z)-' 

(it-z) u= f 

Supongamos que f (x) está en el rango de %,p-z (donde Tor,@ es 

(T4,p-z)~ = F  si y s 8 \ 0  s'i U= (T , , , -S- ' )=R. , ,~ZI~ 

(IL-2) u= f 

( 5 . 5 0 )  U(-v\)  COS^- u ' c - ~ )  s end=O  

tiene la forma % h 

R dip (21 F<X) =W(U-~, UJ { J ~)l~_, l i ) ) j (gidg + 5 Q,CXI U,( y f- y) CI y) 
o usando la función de Green -' Y 



donde UJX) ,u,,(x) son soluciones de (iL-z)u=O que satisfacen las 
condiciones de frontera (5.5a) y (5.5b) respectivamente. 

Nota. Apartir de la ecuación (5.6) en el ejemplo 3 ($6,111) se 
da una prueba directa de la compacidad de la resolvente Rd,p(z) 
lo que confirma la teoría de problemas con valores en la 
frontera basada en el concepto de solucidn débil. 

$6. Espectro del operador H2L2 (-n, n ) S  
--------------------_________L________ 

---------------------------~--.~------- 
La compacidad de la resolvente Rk(b)=OH:-z)" da varias 

propieades del espectro de tH: (Teo. (4. ibiv ) pero no dice que 
multiplicidad tienen los autovalores, para lo cual aplicaremos 
la teoría de acuaciones diferenciales. 

Si 'x es un autovalor de Mk entonces existen a lo más dos 
soluciones linealmente independientes de la ecuación 

sujeta a las condiciones de frontera 

pero sólo puede haber una solucio'n a este problema de lo 
contrario la resolvente (5.6) estaria bien definida en 'A . 
Teorema (6.1). El espectro del operador IH; (4.4) consiste de 
autovalores aislados , sin puntos de acumulacioh y de 
multiplicidad=l (simples). 

Ubn) = ' u ~ Y \ k o  

Con esto terminamos por dar una caracterización completa del 
operador de Schrodinger IH: en L2 (n) . 

1. La sucesión { J H , )  

El operador DIh ($1.1, V) define como la suma directa del 
operadorlHI (4.4) y el operador cero 

h 

D( 1 4 )  = fEL2(R)\ P,fED( IHh) y PkfáD(e) ) 

hf = i w n  + 8 P.'f =: \H? ?-$ 
? 

donde Pn , P 
respectivamente y segÚn afirma el Teo. (1.1)- V, iH, tiene las 
propiedades siguientes 

son las proyecciones sobre L2 (n) , L2 (n) A 

i) es autoadjunto en L2(R) 

ii) d( IH , ) =d (  IHh) U { O )  

iii) cada funcioh propia de es una función propia de Bin con 
el mismo autovalor,por tanto cada autovalor deüi, (salvo el 

-_I- - - - *  - - - -- 



cero) es simple y aislado. \\o 
En $1.3-V mostramos que la sucesión { 1H,3 converge en el 

sentido generalizado fuerte al operadorw (1.4) ya que CF(R) 
un core de OI .  - 
2. Estabilidad del espectro puntual d e w  

~ 

es 

Para mostrar la estabilidad,del espectro puntual de IH 
aplicamos el Teo. (3.2)-V segun el cual basta con mostrar que no 
ahy dos sucesiones de autovalores { 2‘;) 3 que converjan al mismo 
punto en el espectro puntual deIH. 

3 . Solución nudrica de &u= 1 u en L2 (-n,n) 
Según probamos en $5-IV la compacidad de la resolvente del 

operadorüít en L2(n) garantiza que las soluciones de la ecuación 
matricial 

, donde { 4 ~ 3  es un base ortonormal de DOH:), convergen a las 
soluciones del problema 

y sdlo a ellas cuando la base aumenta (N-->00 ) .  

Recordemos que en L2 (n) tenemos : 

1Hh u=>u U<-Y\)= U ( h ) = O  

< $ t q ) =  5% -n ~ ” 9  dx 9 I \ F \ I =  < F , ~ > ’ ’ z  y d c F , 9 ) =  R ~ - g f l  
donde la Última igualdad define la distancia entre dos elementos 

Seleccidn de la base. La base más sencilla en dominio D@H,!) es 

donde introducimos el factor é”“’ porque que da el comportamiente 
correcto en i o 0  de las funciones propias de 1H (1.4) . 
Gram-Schmidt para obtener una base ortonoqpl (B ,O,N, )  { 
apartir de {@j3. El espacio generado por { @j 3: lo denotamos por 
E H .  

b 

matricial 

de la cual se obtiene un 
{ 
la bass (N-->OO). 

Convergencia del espectro. Las formas cuadráticas entre espacios 

de L2(n) . . .  

(7 2) dj c w  = e- x0/2 (n2- p) , j =  1 , 2  ,.... 

Con el producto interior de L2(n) aplicamos el mdtodo dg 

A 
Con la base ortonormal {qj} en E,, resolvemos la ecuación 

z.~, c 4 0 \  \\Hn\ti\, - 1 \ ’ ~ ~ ~ ~ j ) u 1 ~ ’ = 0  i(i&N (7.3) J= 
conjunto de valores y vectores propios 

y { Uw$ que forman una sucesich al aumentar el tamaño de 



por tanto la sucesión de autovalores { ~ ( ” )  es CONVERGENTE y 
DECRECIENTE y) d y” > yuti)-’Xtu+a) > . o .  20 
de manera que cuanto mas pequeea es la diferencia 2”- 3c’”u(>O) 
más preciso el el autovalor 

Convergencia de autovectores. Como la sucesión de autovalores 
{ UoU5 converge al autovalor 2*’de \Hh entonces las funciones 
propias respectivas satisfacen 

\;m I\ u(”) -u\= o 
N 

-lo que es equivalente a que {Lltu’) se una sucesio’n de Cauchy 
Iim \\ U”) d \r m+q= 0 

\\ U C E ”  u W4” \\ 

N 
por tanto cuanto más pequeña es la distancia 

entre funciones consecutivas más precisa será u C r J t l )  . 
4. Solución numérica de IHu= 1 u en L2 (- 00 ,o0 ) 

Convergencia de autovalores.. En los ejemplos númericos que damos 
se observa que los autovalores Xr(H:) forman una sucesión 
decreciente de Cauchy 

y no hay dos sucesiones {A:)?,, y {xi:: >,con el mismo limite 

Ch+I 
lim n 1‘;’ -,> = O  

h w h )  

Ik+iCh) 

lo que prueba la estabilidad del espectro puntual d e M  y 
garantiza la convergencia de las funciones propias. 

Convergencia de funciones propias. Aqui debemos recordar que 
cada función propia u@’(x) deIH, se define como cero fuera del 
intervalo [-n,n] (ecuación (1-I.), $1.1-V) de manera que la 
distancia entre uw’ y uCw) es 

donde suponemos que uw’y uw) están normalizadas en la norma de 
L2 (R) 

En el caso del oscilador armonico comparamos las soluciones 
numericas con las exactas (normalizadas) 

t 

. ’  



5. Ejemplos numericos 112 

M 5 -d2 + x *  
d Y' 

Oscilador armónico. 

estado r=4, b=8 r=5, b=9 r=6, b=10 exac 

1 1.00q001 1. o o o p o ~ o o o ~  1 . ooopo~ooopoo 1. o 

2 3.000p3 3 . 000,@09008 3 .-OOO,OOOpO~OO, 3 O 

3 5 0094 5 . ooopoo~  5 . 000p00p0.902 5.0 

4 7.003 7 . 004O03 7 . 0 0 0 ~ 0 0 ~ 0 0 , 3  7.0 
4 

1 

2 

Tabla 2. Convergencia de funciones propias. El primer subíndice 
de Ur,b corresponde al radio y el segundo al tamaño de 
la base 

.o002 .0000002 .00000002 .0000000001 

. O 0 1  .o0002 . 0000001 .0000000006 

3 

4 

. 004 o 00008 0000008 ~000000006 

o o1 . 0003 . 000003 .00000002 

Tabla 3. Comparación con las soluciones extactas. 
El significado de los sibindices es el mismo 
de la Tabla 2. 

1 

2 

3 

4 

. 0002 .000002 .00000002 .00000000009 

. O 0 1  o 00001 .0000001 .0000000006 

.O04 .O0007 .O000008 .000000006 

o o1 . 0003 .O00003 . 00000002 



O * l  
1+2x2 

Potencial de Mitra. IH = -&+ X2 .I 1 + 
dxt 

r,b estado 1 estado 2 estado 3 

2,4 1 -09  3.6 6.8 
w 

3 , 6  1.017 9 3.032 8 5.1 

4,8 1,017 181 3.032 765 5.034 84 

Tabla 1. Convergencia del espectro. r/2= longitud del intervalo 
y b=tamaSo de la base 

5,lO 

6,12 

7,14 

113 

1.017 180 29 3.032 765 79 5.034 442 O 

1.017 180 291 3.032 765 794 7 5.034 441 87 

1.017 180 290 8 3.032 765 794 O 1  5.034 441 872 

estado 1 estado 2 estado 3 estado 4 
\Iuk- uLH1lI IIUK- uH+i! !I''h- uk+ili IIUk- uK+iIl 

. 1 0  03 . 6  .8 

. 007 . 03 .1 .2 

.o00 2 . O01 .O04 . o1 

. O 0 0  007 .o00 02 .O00  07 .o00 3 

.O00 004 .O00  003 .O00  006 O00  005 
t - 
Fernádez reporta en su artículo Int. J. Quant. C.  vol. 37 

(1990) las siguientes cotas para l a  energía del estado base 

1.017 180 297 <, A, 1.017 180 304 . 
a- 





VI I ÁTOMOS Y MOLÉCULAS 

En este capítulo abordamos e.1 problema de calcular las 
funciones propias del operador de Schrsedinger sobre L2 (R”) con 
N11 

bij 3 Q; , b i j ~  Re 
IXi-Xjl 

donde x;eR3y p; son las coordenadas y el momento respectivamente 
de la i-ésima partícula, a; y bij son constantes. Las constantes 
físicas son irrelevantes para las propiedades que estudiamos. 

coulombiana es un operador relativamente compacto respecto al 
operador de energía cinética, apartir de lo cual se muestra que 
las funciones propias en regiones acotadas (las cuales podemos 
calcular con la precisión deseada) convergen en la norma de 
L2 (R?! ) a las funciones propias del operador Ui mencionado 
arriba. 

Todo el problema se reduce a probar que la interaccidn 

1. Esencial autoadjuntes del operador de Cchroedinger en 
L2 (R3N)  y compacidad relativa de la interaccidn coulombiana 

El operador de enegía cinética T, :L2 (R” )P dado por 
ci .1) 
es esencialmente autoadjunto, acotado por abajo y carece de 
autovalores (ver Teo, ( 2 -3 )  y ejemplo 7 de S 2 . 2 , I I I ) .  

O (T,) = Cb R3”) , To = Z;”-, p? = -A 

La interacción coulombiana dada por 
fl Qi ” b;i (1 .a Q = Zi=s t- E icj I x;- xi 1 

es una suma finita de termiñios análogos y como Mp(R3”) es un 
espacio vectorial, basta probar que 

pertenece a Mp(R3’) para alguna p<4 para que QEM ?‘4(R3’). En 
cualquiera de las integrales 

q( x , , w  = I % , -  &I-’ 

no altera las propiedades relevantes que vamos a estudiar, por 
tanto nos concretamos a probar que 

pertenece a MPt4 (R3N) . 
Proposición (I. I) . La función 

pertence a M (R3N) para p>3 y Nz1 

Demostración. 
a) Si f>3N tenemos 

q w =  \xi\- c 

qcx, = I x J i  
. 3 

M\,~(x) =J Jyx2... ¿y, \dg, 19(\-~,)12( C J dyi 1x5- YJ-’ 
\ y 5  i iY,l i 1 



donde 0 0  es una constante, la Última integral es impropia 
cuando Ix,lil ya que tiene una singularidad en xL=ys , sin perder 
generalidad hacemos x,=O lo que lleva la singularidad al origen 

c) en el caso N=l Ms,p(x) 
particular para p>3 . 
acotacioh relativa del potencial coulombiano es el 

es acotada en todo R3 para p>2, en 

Un resultado más débil pero de aplicacidn sencilla sobre la 

Teorema (1.2). Si el potencial Q(x .,..., x ) tiene la forma 

' donde cada qji(x) ( i>l, j r 0  ) es localmente integrable y 
acotada en infinito; es decir, existe una =O tal que 

Entonces para cada €>O existe una C,>O tal que 
\ q j i ~ ~ \ ' ¿ x < c ~  y I9ji (XI I C para 1x12 R 5 I W < R  

l\Qcp I c, \\J\I + E  \\Te~ll para cado. f e  D(7=0')0 

El potencial Ix1-l , xER3,  satisface las hipokesis del teorema 
anterior ya que 

. IX\-zdX e 4 7 ~  (00 y IXI"< R" para iw i zR>~*  
L X I S R  

Para terminar con la caracterización de la interaccidn 
coulombiana tenemos la 



ProPosiciÓn (1.3 1 . El potencial 116 

luego el Gesultado se sigue de Teoremas (4.5) y (4.6), $4.4-111. 

Resumiendo. El operador minimal Te+Q:L2(R3p)43 

tiene las propiedades siguientes 

a) es esencialmente autoadjunto; es decir, su cerradura T,+Q 

D(To+Q)=C~(R’’’’) (T,CR’)~=-LS~-tQf 

- 
que denotamos porüi 
(1.3) D\ \HI= Wz(R3’) 3 IHf-=-nj-+ Q f  
es un operador autoadjunto sabre LL(RaN),donde las derivadas 
son distribucionales 

b) \H es acotado por abajo por una constante o( 

c) la interacción coulombiana (1.. 2) es yo -compacta; es decir, 
para cada €>O existe una C,>O tal que 

paro cada p W 2 C R J N )  IQfliL Cc I i f I I +  E IiT,,~ii 

Q:(WtCS3”) i¿.  , . > t ) + ( L , W * ’ J ) , ¿ ,  1.)) es compacto 

d) 0;5W>=@(~,)= [ o l # + ~ )  

Nota. La acotación relativa de Q por To permite probar que en 
regiones acotadas L2(R) podemos calcular las funciones propias 
del operador de Schroedinger sujetas a la condición de frontera 
u(UL)=O con la precisión deseada. 

Nota. La invariancia del espectro esencial da la prueba de que 
el espectro puntual de H (si tiene) se localiza en la parte 
inferior de d(M) , abajo de d . 
2. El operador de Schraedinger en L2(n) 

Asumimos que f i c R 3 ’  es una region abierta y acotada con 
frontera suave. En esta seccion daremos la definido% exacta de 
lo que entendemos por operador de Schroedinger en L2(fi). 

El resultado fundamental es la acotación relativa de la 
interaccioh coulombiana: para cada€>O existe una C€>O tal que 

por tanto las respectivas formaÉ/sesquilineales de TI, y Q están 
relativamente acotadas 

en particular se satisface 

I Q F U C  Co I iFI i+€ \ \ T e f I \  pata Wz(R3N) 

\<Qf,j% 61 I\f HI + E < yo 5 ,J > para E WL ( R3N) 

(2.1) \<Qf,f)\< C, IIFiI‘ + €  ‘ <V$ ,V f >  p a r a  C Q ¿ ~  f€Cr(li.). 
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El 

cuya 

induce la forma sesquilineal tn(.,.) 

en L2(&) está dada por 
t , u , v ) =  <vu,ov> 

k*CU,V) = <vu, vv> , - 
donde las derivadas distribucionales. 

según (2.1) entonces la forma tJLLu,u)+<Qu,u> tiene la cerradura 
U.?) D.Ih,)=WPtfi) ~ , ~ L ( , v ) = < V U , O V > + < Q U ~ \ / )  
(las derivadas son distribucionales) y hd.,.) tiene las 
propiedades siguientes 

Ya que la forma <Qu,u> está acotada por ta(.,.) con tscotacl 

i) es densamente definida sobre L2(n) 

ii) es simétrica y acotada por abajo 

iii) es cerrada. 

operador de Cchroedinger tH&autoadjunto sobre, L2(a) ( Corolario 
5.7, 111-$5.4 ) que describimos a continuacion : 

Con las propiedades anteriores, la forma hd.,,) induce el 

i) el operador ViA está dado por 

( 2 . 3 )  D (I”’ = Wl(fi)AW,(fi) = { f&W,(a)( f(afi)=O 3 
IHfif= - P F + Q &  

donde las derivadas son distribucionales 

ii) hdu,v)=< lH,u,v> para UED( )HA) y vWi(Jl) 
iii) si utWr(a), W ~ L ~ ( A )  y se satisface 

h, L U , V ~  =<  w , V >  para caaa V i e W j [ R )  

entonces u€D(IHI,) y wlH,u. 

La definición precisa (a) d e b s e  obtiene de la teoria de 
ecuaciones diferenciales con valores en la frontera basada en el 
concepto de solucio’n de‘bil, los incisos (b) y (c) son resultados 
contenidos en el teorema de extensión de Friedrichs. 

El problema de autovalores degI,es 
G A ~ Q I U - C X U  UC3-h) =o 

donde las derivadas son distribucionales, la existencia y 
diferenciFbilidad cla’sica de las funciones propias se muestra en 
la seccion siguiente, 

3, Compacidad de la resolvente (HA-z)-’ en los espacios 
(L2 (n. 1 , < , > 1 Y (w; (n) , c , ’$1 

Por dqnsidad de Cr(fi) en ( W ? ( l L ) , < . , . > % )  es inmediato que la 
acotacion relativa de <Qu,u> por <Vu,Vu> (2.1) se satisface 
para cada u(x)€WY(a); es decir, para cadaE>O existe una % > O  
tal que se cumple 



(3.1) 1<Qu,u)1S.C1 U U i \ t + € < v ~ , ~ u >  para u ~ W C f i )  . 
Con la relación (3.1) es fácil probar que la forma ha(. , .) 

tiene las propiedades siguientes ( Teoremas (5.5)-III y (2.1)-1v 
1 

a) es acotada en ( W p ( n _ )  ,<. I .>&) ; es decir, existe una constante 
R>O t a l  que 

lh.Ahl,d F k il i \\\I \\I pQrQ U , V E  w!(nl 
b) es elíptica; es decir, existen constantes d>O y PER tales que 

hAtu,u) - p< U,U) z r~ NAUI 0 U Y c f i )  
por tanto ( de la teoría de ecuaciones diferenciales basada en 
el concepto de solución débil ) existen dos operadores COMPACTOS 
y AUTOADJUNTOS ( Teoremas (3.2) y (4.1) , IV) 

El teorema de regularidad de l a s  soluciones debiles al 
problema de Dirichlet da los resultados siguientes 

a) R&(~)=(H*- p I-’, y por tanto R ( ) y W~ tienen l a s  mismas 
funciones propias 1 B  

b) R,(p) y Ui- tienen las mismas funciones propias 

c) los autovalores de Ri(B) y Rl(P)  son los reciprocos delHn--pr 

d) las funcion. propias delH,pertenecen a C a D ( h )  y satisfacen 

cada autovalor es de multiplicidad finita 

la condicnion de frontera u(a-ZL)=O . 
La compacidad de R1(B) y R*(P) permite probar que el método de 

proyecciones converge a lo autovalores y autovectores deiH, 
(Teoremas (5.2) ‘y (5.3),IV ) : 

a) Si .( y ;  3 es una base ortonormal en ( L S ( a )  ,<. , ,>) del n 

dominio D(H& : 

entonces los autovalores y autovectores de la ecuación 

4 < y i i 9 ; > = J  A *  \pjdx=S;j A 

y;caa,=o y n 



!Liq 
entonces los autovectoras y autovalores de la ecuación 

convergen a los de W a y  sólo a ellos-en la norma 
\\.u,= { < . , , >J “ 2  cuando N-->00 . 

Con lo anterior el problema de autovalores en L2(rr) 
(-D-tQ)u= ’XU UC?R,)= O 

esta’resuelto desde el punto de vista numérico, queda por 
mostrar que las funciones propias deIH,convrrgen a l as  d e w  
(1.3) cuando JL se expande por todo R’” 

4. Convergencia generalizada fuerte y estabilidad del espectro 
puntual del operador de SchrÓ’edinger. 

Al expander la region acotadan generamos una SucesionR,, ; 
en cadan, hemos definido el operador de SchroedingerIHa, cuyo 
espectro y funciones propias podemos calcular con la precisioh 
deseda, para probar estos que,convergen a loo del operadorlH 
(1.3) construiremos la sucesion de operadores autoadjuntos OH,} 
en L~(R=’’’ . 

A cada elemento f€L2(iL,) lo identificamos con el elemento 
pa- X € 3 , ,  

Ir r -  I F  f cL2 (R3” ) 

) - \  o en COLO contco+‘\e 

por lo cual L2(R,) ,es un subespacio cerrado de L2(R3’) y el 
teorema de proyeccion da : L, (R’N) = L, (an\ @ L I (Ani I. 

Sobre L ~ ( J L ~ ) ~  definimos el operador cero 

por tanto la suma directa de (H+,L2(n,)) y (0,L2(~2,)~) dada 
Por 

A 

D ( 6 ) = L * ( f i n I L  3 ~ F = O  

\H,L,CR3”)7 9 D(IH,)={f€L(R3’3) P,F€DO~!!I y PhAf E OCS,) 
IH, Í. = k -k o = IH,” P, f 

,donde Ph y P$ son las proyecciones sobre L2(n,) y L2(a,)4 es 
un operador autoadjunto qbre L2(RSU) (Def. (1.1) y Teo. 
(i.i),V) . Por construccion, tenemos 
a) c (IHJ = d(lH*,) u {o }  
b) cada autovector d e K n e s  autovector de B, con el mismo 

autovalor. 

La sucesión (M,,} converge en el sentido generalizado fuerte al 
operadorlH : para cada ~fCg(R3~) existe una no apartir de la 
cual 

por tanto 

y como C$(R3’) es denso en la gráfica de tH entonces las 

soporte {ucxj\ c C’tn,) o para  n i t \ ,  

\irn 11 “u- \ H u \ \ = o  
n 



resolventes convergen fuertemente 
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Como la interaccioh coulombianan es Tccompacta el Teo. 

(T)=CO, t 00) 
(4.4)-I11 afirma que 

d e  (IH) = 
por tantoM sólo puede tener autovalores localizados en el 
intervalo ( c$ ,O), c3 es una cota inferior de (H. 

- - -  
si todos los e, tiene el mismo signo, eo tiene el opuesto y 
le,l >\Ik e,\ entonces el operador IH=-A +Q tiene espectro discreto. 

iones como el ion molecular de Hidrógeno 

Teorema (4.2). si Q-(x~ =IU~X{O,-Q(X)] pertenece a M~(R*) para 
alguna <4 entonces el-autovalor mbs pequeño deIH es SIMPLE. 

En nuestro caso, Q(x),=O siempre pertenece a Mpq(~') según 
afirma l a  proposición (1.1) por tanto la energía del estado base 
de IH es un autovalor. SIMPLE. 

El teorema anterior se aplica a cualquier sistema neutro y a 

P 

El min O'( IHn )-a':' es un autovalor simple SIMPLE para cada n, 
por tanto el Teorema (3.2)-V da un criterio que garantiza la 
convergencia de la sucesioh de funciones de estado base de losIH, 
a la función de estado bgdse deIH : basta con que la sucesión de 
autovalores {I':) sea la UNICA F e  converge a la energía de 
estado base d e w  ; en la seccion siguiente damos algunos 
ejemplos que muestran la validez de esta condición de 
estabilidad. 

Nota. La forma de la región n puede seleccionarse de la forma 
más conveniente para aprovechar las simetrías físicas o 
matemáticas del problema en estudio, siempre y cuando tenga 
frontera suave. 



12’ 5. Ejemplos 
,-.-.. * _ _  

Ley-Koo y S.A. Cruz dan la sÓluciÓn exacta a la ecuación de 
Schroedinger para tres sistemas, con uno y dos núcleos y con un 
solo electrón, en regiones acotadas elipsoidales (J. Chem. Phy., 
Vol 79, No. 8, 1981). La idea es usar la aproximacio’n de 
Born-Oppenheimer (nucleos fijos) colocando los nucleos en los 
focos del elipsoide de manera que las coordenadas del electrón 

I 
)o=y / I  

Como la superficie 5=! fo  corresponde a un elipsoide de 
revoluciÓn,la condicidn de frontera toma la forma 

Los parámetros que definen el tamaño y forma del elipsoide son I . 
I _ - . - ,  , - r  - ., - iJ- i/ ~.=excentriCTaiHrn~ ’ 

ii) R = distancia focal 
iii) COR= eje mayor . 
En las figuras 1,2 y 3 se mustran el comportamiento de los 

niveles de energía para R fijo y distintas 

En el trabajo citado se concluye: 

Para los tres sistemas hay una tendencia en el comportamiento 
de los niveles de energía : 

a) al reducir la región la energía aumenta 

b) al aumentar la región los niveles de energía se acercan 
ASINT6TICAnENTE a los valores del sistema libre ( que 
corresponden a los del operador IH ’ en L2 (RSN ) ) , 

. 
t -  

ambas afirmaciones coinciden con las predicciones hechas sobre 
1 el comportamiento de d( IH,,) cuando n-->00 ($1.3, incisos (4) 

,(5) y Teo. (2.2), Cap. V), pero lo más importante es que se 
muestra la estabilidad de la energía del estado base d e w  

los autovalores mínimos de la sucesión {iHn] forma la ÚNICA 
sucesión que converge al estado base delH, 

no se menciona la multiplicidad de los estadosexcitados, pero de 
la convergencia de los espectros es de esperarse que tambieh 
sean estables (Dim P,, Dim Ip ) . 

- +  . Y * - - > .  
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FIG. 3. Energy of the lowest d o  aad nlr states of the HeH* 
molecular ton inside. prolate spherotdal boxee of different r iza  
and eccentricities R = 2ae. 
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Otro trabajo que apoya la conjetura de que el espectro puntual 

El método es numdrico, se aplica a los átomos de Hidrógeno y 

d e M  es estable es el de Marin,Cruz (J. Phys. B,24, 1991). 

Helio $on nucleos fijos de manera que para aprovechar la 
sirnetria del problema-proponen una función 'base de la forma 

y=  (r-rfJ ??(r,e,y,oo 
donde r,=radio de la esfera que encierra al sistema, y para cada 
refijo el parámetro a se ajusta variacionaimente 

- _  - 8  

. .  

Por tratarse de una sola función base,este método es un caso 
particular del propuesto en la Tesis, ya que cada función u'hp 
forma parte de una base en L2 (&) . Las tablas 1,2 y 3 dan la 
convergencia del espectro d(lH,) al aumentar el radio y el 
comportamiento que se observa es congruente con la conjetura de 
que el espectro puntual d e w  es estable; 

.___ , .*.U.!: .:. : . . 

- 

-i 

.. . . i ., - .. 
r 

2P 



, .  Orclosed quaritum sysfents: the direct wriafiortal nierhod 

Table 1. Hydrogen iitom within spherical box with impenctrabte walls. Ground m l e  energy 
as a runction of radiu? of the box'. 

i24 

0.J3622 
0.8100 

* 1.1500 
I .22 195 
1.71 10 
2.tNNW) 
2.2005 
2.44558 
3.04 1 R7 
3.5287 
4.0867 I 
4.4153 

5.RU119 
6.2253 

s . n m  

0.4 I37 
ü.4275 
0.4462 
0.4Sf)S 
0.4806 
0.4vv9 
0.514I 
0.5322 
0.5786 
0.61 78 
0.6616 
0.6859 
0.7262 
0.7691 
0.7883 

25.2474 
8.8550 
2.9906 
2.3803 
0.2534 

-Cl;2SUo 
-0.4642 
-0.6390 
-0.8544 
-0.9277 
-0.9663 
-0.978 I 
-0.9896 
--0.9956 
-0.9971 

25.oooO 
8.784 
2.972 

2.3669 
0.252 

-0.2SO -0.25üü 
-0.464 

-0.6400 
-0.8573 

-0.9707 
-0.932 

-0.982 
-0.992 

-0.998 

6 

-0.9980 

* Energies in Ryd. Ubuncu in a,,. 
bTh is  wart. 

SCF calculations by Ludeib (1977). 
Exad alculation by Ley-Koo and Rubinstein (1979). 

Table 2. Hydrogen atom within spherical box with impenetrable walls. Energy values Tor 
the excited ststcn 2p and 3d as a function of radius of ilie box.. 

Wte  r,, R E:, E:, 

2P 2.0 
2.5 
3 .o 
3.5 
4.0 
5.0 
6.0 
8.0 

10.0 
14.0 

3d 7.0 
7.5 
8.0 
9.0 

10.0 
12.0 
14.0 
18.0 
20.0 

ü.5121 3.1791 
0.4503 1.7173 
0.4 I07 0.9694 
ü.3840 0.5459 
0.3654 0.2888 
0.3433 0.0155 
0.3333 -0.1111 
0.3338 -0.2085 
0.3492 -0.2369 
0.3918 -0.2484 

0.3106 O. I946 
0.2995 0.1376 
0.2900 0.0928 
0.2150 0.0283 
0.2639 -0.0141 
0.2499 -0.0625 
0..2436 -0,0(l62 
0.2450 -0.1044 
0.2501 -0.1076 

3.1520 
1.7039 
0.9625 
0.5424 
0.2870 
0.0152 

-0.1 I1 1 
-0.2089 
-0.2371 
-0.2491 

0.1932 
O. I366 
0.092 I 
0.0280 

-0.0142 
-0.0625 
-0.0862 
-0. I047 
-0.1079 

Energies in Ryd. Distances in u,,. 
bmis work. 

Exad values calculated ibrough the method of Ley-Koo and Rubinstein (1979). 
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Enclosed quatiruin sysienis: die direci wriarioiial method 

Table 3. Helium atom inride a spherical box with impenetrable walls. Ground state ('SI 
energy as i function of ridiua of the box'. 

rll a 

0.5 0.7465 
I .O 0.8320 . 1.5 0.9330 
2.0 I .O435 
2.5 1.1510 
3.0 I .2428 
4.0 I .370 I 
5.0 I A453 
6.0 I .4924 

__ ~~ ~ 

E !L 

22.9229 
I .O626 

-1.8456 
-2.5285 
-2.7213 
-2.7935 
-2.8302 
-2.8392 
-2.0426 

22.79095 
I.06122 

- 1.86422 
-2.56253 
-2.76644 
-2.83083 
-2.85852 
-2.86134 
-2.8ól5l 

' Energies iii Hirincs. Distancm in a,,. 
bThis work. 

SCF values calculated by Ludeña (1978). 



REFERENCIAS Y NOTAS 

Capítulo 1. 

Las secciones $$1,2,3 pueden consultarse en [6],[7],[13] y 
[17]; Rektorys [13] da una introduccidn sencilla y elemental de 
los espacios de Sobolev enfocada a la solucich de ecuaciones 
diferenciales parciales con condicniones de frontera. Kato [6] 
da una exposición detallada de $4. 

Capitulo 2 .  

Las secciones $1.1,2 y 6 pueden conqultarse en 161,173 y [18]; 
para $1.3,4 y 5 ver Kato [6]; $2 es basicamente de Weidmann 
[17]; para $$4,5,6 ver [6],[7] y [17]; para $7 ver [6] y [17]; 
Rektorys [13] da una prueba sencilla del Teorema de Lax-Milgram. 

Capítulo 3. 

Las secciones $1, $2.1 y $2.3 pueden consultarse en [6] y 
[18], en [18] se dan los detalles de $2.2; $3 está contenido 
bdsicamente en 163; los teoremas de perturbacioh de operadores 
autoadjuntos ($4.1,2 y 3) pueden consultarse en [6] y [17]. Los 
teoremas (4.5) , (4.6) y (4.7) se demuestran en Weidmann [ 171 
cap. 10. 

y 4) se estudia con detalle en Kato [6] y usamos las 
estimaciones de Weidmann [17] sobre las familias M (R-) para 

I 

La conección entre operadores y formas sesquilineles ($5.1,2,3 

aplicar los resultados de Kato. 

Capítulo 4. 

Rektorys [13] da una exposición general y muy sencilla ( sin 
dar todas las demostraciones ) de la teoría de ecuaciones basada 
en el concepto de solución débil (secciones $$2,3 y 4) sin 
abordar en detalle el problema de regularidad; Folland [3] 
resulve el problema de regularidad para potenciales 
infinitamente diferenciables ,Gilbarg [5], Schechter [14] y 
Treves [16] dan una exposicidn completa de la teoría de 
ecuaciones diferenciales parciales con condiciones de fronter 
dando un planteamiento y solución general del problema-de 
regularidad. 

Mikhlin [lo], este Último expone varios metodos (casos 
prticulares del método de proyecciones) para resolver 

con distintas condiciones de frontera (en regiones acotadas) s n 

P I 

7 
I Para la sección $5 puede consultarse Krasnosel‘skii [8] y 

Tur : ’Xu  as diptic0 

dar demostraciones de los teoremas importantes. s 
Capítulo 5. 

puede consultarse en 161 y [17]; l a  construccion de los 
La suma directa de operadores es un conceptolelemental que 



i operadores Ha= iH++ ¿ es la primera contribución 
trabajo que permite eludir el problema tt6cnico:no poder comparar 
a DI; conIH, esta construcción permite aplicar toda la teoría de 
sucesiones de operadores autoadjuntos desarrollada por Kato en 
el capitulo VI11 de [ 6 ] .  

concepto de convergencia generalizada pueden consultarse en Kato 
[ 6 ]  pags. 426-431. 

contribución I1personal*l (seccion $1.3 ) ,  ,en el inciso (4)  se 
aplica la teoría de perturbaciones analiticas al problema de la 
perturbación de la frontera que desarrolla Kato en [ 6 ]  ,páginas 
423-426. 

al 

El concepto de conjunto de acotacidn, el Teo. (1 .3 )  y la 

El estudio de las propiedades de la sucesión { M,) es otra 

El Teo. (1 .6 )  se tomo de Gelfand-Fomin [ 4 ]  y la proposici6n 
( 1 .6 )  es una contribución personal. 

El Teo. (2 .1 )  sobre la convergencia de espectros es de Kato 
[ 6 J (pag. 431) y del estudio de las propiedades de d ( )Hh ) se 
concluye el Teo. (2.2) que es otra contribución personal. 

El concepto de autovalores estables y el Gran Teorema de 
Convergencia son de Kato [63 pags.437-439 y la aplicación al 
problema de autovalores del operador de Schroedinger en L2(R?) 
incluido el Teo. (3 .2 )  es otra contribucidn personal. 

Capítulo 6. 

desarrollada en II1,IV y V , excepto por : Teo. ( 2 . 1 ) ,  [ 1 7 ]  
pag. 254; Lema 1, (13; Teo. ( 2 .2 ) ,  [ 17 ]  pag. 257; Teo. (3 .2 )  
,[11] pag. 72; para teoremas ( 5 .1 ) , (5 .2 )  y (6 .1 )  ver Waidmann 
1171 pags, 247-254. 

La mayor parte de esta capítulo es una aplicación de la teoría 

Capítulo 7 .  

Nuevamente este capítulo es aplicación de la t&ía de II1,IV y 
V,  excepto por : Prop. (1.1) personal; el Teo. (1 .2 )  esta 
demostrado-en [ 1 2 ] ;  el Teo. (4 .1 )  es de Schechter [ i s ]  pag. 280; 
el Teo. (4 .2 )  esta en 1173 pag. 326; las figuras 1 , 2  y 3 son del 
trabajo citado de Ley-Koo y las tablas 1 , 2  y 3 del trabajo de 
Marin y Cruz. 
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Llama la atención el divorcio entre el analisis desarrdlado 
por los matemáticos 
quimicos de métodos para reeolver la ecuación de Schr6dinger 

Schoroedinger por el metodo de Ritz sin probar formalmente su 
convergencia, este trabajo muestra que no hay fundamento tedrico 
que garantice tal convergencia a las funciones propias en los 
problemas de mayor interés ( átomos y mol&ulas), lo que tiene 
una enorme importancia practica ya que en la actualidad se esta 
invirtiendo enormes sumas de dinero en ctbputo para calcular 
propiedades atómicas y moleculares con un mhtodo que (a la luz 
de los resultados numéricos) NO CONVERGE. 

EL método propuesto tiene varias ventajas sobre los actuales : 

y el desarrollo por parte de físicos y 

Durante años se ha tratado de resolver l a  ecuación de 

1) Resuelve el problema, hasta el momento abierto, de la 
convergencia a las funciones propias de operadores que carecen 
de resolvente compacta, lo que a su vez garantiza el cálculo 
preciso de las propiedades del sistema en estudio 

2) El marco tedrico en que se desarrolla el m6todo permite 
plantear generalizaciones en distintas direcciones, como el 
calculo de funciones propias de operadores de mayor orden o el 
imponer condiciones de frontera distintas a las del problema de 
Dirichlet 

3) Puede recuperarse un enorme trabajo computacional basado en 
el metodo de Ritz introduciendo apropiadamente las condiciones 
de frontera en las funciones base 

'2 

4) La compacidad de la resolvente en regiones acotadas puede 
aprovecharse para desarrollar metodoads eficientes que el de 
Ritz sin perder la convergencia a las funciones propias . 
Una objeción al método es el tiempo necesario para resolver el 

problema en una serie de regiones, pero si tomamos en cuenta el 
tiempo de los metodos actuales para calcular algo que no tiene 
que ser la solución buscada, resulta un poco irrelevante el 
factor tiempr>. Por otro lado, la solución del problema de 
Dirichlet en una serie de regiones {a,,> ofrece la ventaja de 
verificar la convergencia y precisión del cálculo; por ejemplo 
para los momentos de la densidad de carga la sucesión 

b 

es de Cauchy (donde q,es la solución aproximada al problema de 
Dirichlet en-TLb) por tanto la diferencia 

da una cota 
ofrecen los 

del error respecto a l  valor exacto, algo que no 
métodos actuales. 

-- & __ - - - - - -  - i -  



Espero que con este trabajo se valore un poco el trabajo de 
los maternaticos en el campo del analisis funcional, dejando de 
lado la idea de que es conocimiento que solo sirve para 
justificar lo que fisicos y quimicos ya conocen. Por otro lado, 
se motive la actualizacion de las matematicas en los posgrados 
de fisica y quimica para que el alumno conozca y desarrolle 
alternativas distintas a las que ofrecen los actuales cursos de 
fisica y quimica en los cuales las matematicas que se imparten 
son basicamente talacheras. Es necesario que se rompa el hielo 
entre maternaticos y las ciencias aplicadas ya que la complejidad 
matematica de los problemas actuales impone una colabpracion 
interdisciplinaria. 


