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INTRODUCCION

La ecuacion de Schrddinger se reduce para estados
estacionarios al problema de autovalores

(0.1) Hu= (-A+VvEu=Eu

y existe una reciprocidad entre las funciones de onda (r) y
~las extremales del funcional
E(U) =S UWIH U dx

sujeto a la restriccion

S\u\1 dx = 1 .

(principio variacional)

La formulacion variacional permite aplicar el metodo de Ritz
para hallar los niveles de energia E_ y consiste en lo siguiente

dada una base ortonormal {¢,}

N
u(m = N}

proponemos la funcion
Cg @
k=1 K

y se minimiza el funcional E(Lx) respecto a los coeficientes c
,1o0 que conduce a la ecuacidn matricial FINITA
N
(0.2)

2 yon {<¢1,IH¢K> EV8 e} b = 0

1<k<N
La gran mayoria de los textos de mecanica cuantica, por

ejemplo [2] y [3], asumen por obvios los siguientes resultados

(0.3) cuando N-->0 el espectro del problema (0.2) se aproxima
al del operador IH

(0.4) los vectores propios de (0.2)

"convergen" a los de H

(0.5) cuanto menor es el autovalor minimo de (0.2) mas precisa
en la funcidn propia correspondiente.

Es 1mportante notar que hasta la fecha no existe una

demostracidn rigurosa de las afirmaciones (0.4) y (0.5), en base
a las cuales se han realizado la mayoria de los calculos
atdémicos y moleculares de las ultimas tres décadas.

Las propiedades del sistema en estudio se determinan atraves
de valores esperados de operadores, entre las cuales tenemos los
momentos de la densidad de carga
- .—.i 2. -
La tabla I muestra dos de los calculos mas "prec1sos"
Litio.

v(basados
en el método de Ritz) para.algunos momentos <r¥> del Atomo de




Tabla I. Momentos de la densidad del atomo de Litio

<r-t> 30.242 5 ¢ 30.240 7 ©
<r-t> 5.717 929 5.718 08
<r4 > 550.040 2 550.416 3
<ra > 20.00 x 10° 25.83 x 10°
<r ‘> 21.036 x 10° 40.747 x 107

ARef. [19] y PRef. [20].

Las dlferen01as para momentos pequefios son aceptables pero
para los dos dltimos son desproporc1onadas. Ejemplos como el
anterior pueden hallarse en la literatura mds reciente, y a
pesar de la evidencia numérica de la NO CONVERGENCIA el método
de Ritz, este sigue siendo uno de los pilares de los calculos -
atdmicos y moleculares "precisos". Hay numerosos argumentos para.
justificar las discrepacias entre los calculos sobre un mismo
sistema, pero hasta ahora nadie ha dadoc una prueba formal de sus
arguementos, en la gran mayoria de los trabajos se ha eludido o
se plantea de forma muy vaga el problema fundamental de la
convergencia a las funciones propias en un sentido que garantice
el calculo preciso de valores esperados.

El primer problema que tenemos es :

1* d cual es el concepto de convergencia a las funciones
propias del operador |H que garantiza la convergenc1a
a los valores esperados del operador H?

para responder a esta pregunta recordemos que la condicidn de
normalizacidn

Smex:1<m

equlvale a pedir que la funcidén de onda W(r) pertenezca al
espacio de Hilbert szR“) cuya definicidn y propiedades basicas
introducimos en el capltulo I. Una de las cualidades del espacio
L2(R™) es que es un espacio métrico, lo que permite dar un
significado preciso el concepto de proximidad entre funciones y
por tanto al de convergencia :

la sucesién {W¥, } en L.(R™) converge a W€ L, (R™) si satisface

Vi 1= W= lim {19 -W1*dx =0

y prec1samente este concepto de convergencia garantiza la
convergencia a los valores esperados de un operador simétrico T

lim Wim CRITIVLY = CWVT ¥

lo cual es 1nmed1ato de la desigualdad de Schwartz. Por tanto el
contexto . matematlco para estudiar la ecuacidn de Schrodinger y
su solucidn numérica es el de espacios de Hilbert.

El segundo problema que tenemos es :

Zﬁé.Que propiedades debe tener el operador H para que el
método de Ritz converja a sus fun01ones propias en la
norma de L, (R™)?




La respuesta a esta pregunta no es trivial y requiere de un
concepto preciso de operador, el cual introducimos en el
capitulo II. En este capitulo hacemos énfasis en que las
propiedades de un operador dependen del espacio en que actue.
Los operadores acotados son el objeto principal de estudio, y
entre estos destacan los operadores COMPACTOS para los cuales
tenemos una respuesta afirmativa a la convergencia del método de
Ritz:

Si un operador S:L, (R")~-->L, (R") es compacto y autoadijunto
entonces el método de Ritz converge al espectro y funciones
propias de S ;

(la prueba de la Gltima afirmacién se da en IV.5) lo anterior
permlte enteder por que no coinciden los cdlculos basados en el
‘método de Ritz. Para que un operador sea compacto es necesario
gque carezca de espectro contlnuo pero es bien conocido el hecho
de que el operador de Schroedlnger (con interacidén coulombiana)
tiene un espectro continuo y por tanto su resolvente (@H-2z)"' (que
es un operador acotado) tambien lo tiene , lo que no garantlza
la convegencia del método de thz, y la evidencia numé€rica
muestra que no hay convergencia ya que NO c01nc1den las cifras
de valores esperados distintos de la energia.

Asi llegamos al problema fundamental que resolvemos en el
presente trabajo :

Desarrollar un método que garantice la convergencia a
las funciones propias del operador [H cuando este carece
de resolvente compacta .

En el capltulo III exponemos los aspectos mds relevantes de la
tecrla de operadores no acotados que usaremos en el trabajo Yy
apartir del capituloc IV comenzamos a desarrollar el metodo.

En el capltulo IV mostramos que para una gran variedad de
potenc1ales V(x) ( incluida la interaccidn coulombiana entre
N-particulas) el problema de Dirichlet

[~a+N}¥=¢E , Y3 =0

(donde (L. es una region acotada de R™ y 9SL su frontera ) puede
resolverse con toda la precisidn deseada (que permita una
computadora) por el me€todo de Ritz, lo cual se basa en que el
operador de Schrodlnger en L2(fL) tiene resolvente compacta.

Intuitivamente, si las dimensiones de £ son mucho mayores que
las dimensiones fisicas del sistema en estudio (por. ejemplo un
dtomo en el centro de un balon de futbol) entonces los estados
estacionarios del problema de Dirichlet deben ser muy parecidos
a los del sistema no confinado, y es precisamente este argumento
los que nos lleva a planterar el método propuesto :

las funciones propias del problema de Dirichlet se aproximan
a las del sistema no restrlngldo cuando la reglon.SL se
expande por todo el espacio R™e

. La prueba de la afirmacion anterior la damos en el. capitulo Vv
atraves del importante concepto de estabilidad del- espectro
puntual introducido por Kato [6]. Por tanto basta con resolver
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el problema de Dirichlet en una regidn suficientemente grande

‘para calcular con la presicidn deseada las funciones propias del

operador de Schr8dinger.

Envellcapitulo VI aplicamos el método a operadores en un%
dimensidn y en el capitulo VII mostramos que también puede

aplicarse para calcular la funcidn de estado base de atomos Y
moléculas. v



I FORMAS SESQUILINEALES Y ESPACIOS DE HILBERT

— e wm G — g . G . G G G - S S D = T S - -

1. Conceptos. Desigualdad de Schwartz

En esta seccidén asumimos que H es un espacio vectorial y los
escalares son numeros complejos.

Def. Una forma seéquilineal (abreviando f.s.l.) sobre un espacio
vectorial H es una funcion h:HxH-->C que satisface

htag+pg, = A* hig,q)+B¥ heg, O,

h(f,dqepqr=o by +3 hig,q) ; «,pe C.

Ccada f.s.l. induce una forma cuadratica .

Def. La forma cuadrdtica inducida E:H-->€ inducida por la forma
h(.,.) es
' E(f_): \'\(f.,f.) , pava f.E.H.

Dada una forma cuadratica E(.) puede hallarse la forma h(.,.)
que la induce como establece el

Teorema (Identidad de Polarizacidn). Sea h(.,.) una forma sobre
en espacio vectorial H y E(.) la forma cuadrdtica respectiva,

t
entonces h(g. 9= {E(}+9)-—E(f. 9)+IE(f~'q)"' E(f'+‘9)}

La clase mas 1mportante de formas sesquilineales que
estudiaremos son las simétricas o hermitianas.

Def. Una f.s.l. h(.,.) se llama simé€trica cuando satisface
h(5,9 = heg, p)*

de lo cual se deduce que la forma cuadrdtica respectiva E(.) es
real valuada

E(py=hag.pr=hi, p*= Eq@?*,

Def. Una f.s.l. h(.,.) simétrica se llama positiva (no negativa)
si cumple
h(g.,p)O para }#O( h(;,p}.o pora cada JLEH).

La desigualdad siguiente es una de las propiedades mas
importantes que tienen las f.s.l. positivas.

- Teorema (Desigualdad de Schwartz). Si la f.s.l. h(.,.) es
positiva entonces

‘heg, gl {Eep -E(9}}Vz

2. Producto escalar,norma y pre-espacio de Hilbert

Cada f.s.l. positiva definida en un espacio vectorial H da
lugar a lo que se conoce como producto interior lo que permite
def1n1r la estructura de espacio de Hilbert (H, <.,.>) una de las
mds ricas e importantes en aplicaciones tanto fisicas como
matemdticas.




Def. Cada f.s.l. simtrica y positiva h(.,.) en un espacio
vectorial H se denomina producto. interior (o escalar), se denota
por <.,.>n, Y tiene las propiedades siguientes

i) <f, d g+h> & <f,g>+<f,h> ,

ii) <d f+g,h> a¥<f,h>+<g,h> ,
iii) <f,g> = <qg,£>*,

iv) <f,f> =0 si y sdlo si f=0 ;

la de51gualdad de Schwartz toma la forma

IKEIR) & <fLp>Y <qi190™s,

Cada producto interior <.,.> induce una norma en H,
recordemos que una norma es una funcion Ili-ll:H-->R real valuada
sobre un espacio vectorial H que satisface

i) wfuxo ,

ii) uWwfuw=0 si y solo si f=0
iii) wafh=Ht-N LY -

iv) nf+gu<iel+ygn .

Teorema. Cada producto interior <.,.>, induce una norma dada por
Nl = <pipd"
y por tanto la desigualdad de Schwarz tiene la forma

Cada norma induce una métrica o distancia d(.,.) entre dos
elementos arbitrarios del espacio vectorial H con las
propiedades siguientes

i) d(x,y)=0 si y sdlo si x=y ,
ii) d(x,y)=d4(y,x) ( simetria ) ,
iii) d(x,y)<d(x,z)+d(y,z) (desigualdad triangular);
d(.,.) esta dada por
dex,g) = I x—yli

\

Ya que cada producto escalar <.,.> induce tanto una norma como
una meétrica en el espac1o vectorial H el par (H.,<.,.>) es un
espacio normado y métrico a la vez, pero hay una estructura mas:
la de pre-espacio de Hilbert.

a Def. Un espacio vectorial provisto de un producto interior <.,.>
! es denominado pre-espacio de Hilbert y se denota por (H,<.,.>).

Nota. En un mismo espacio vectorial H podemos definir distintos
productos interiores <.,.>n y por tanto obtendremos distintos
pre-espacios de Hilbert (H,<.,.>,), como veremos en los ejemplos
dque involucran al espacio vectorial C%(LL).

Ejemplo. El espacio de Hilbert mds elemental es el euclideano R"”
, Cuyos elementos se definen como

x-:'(X|).-.l xm)

y la suma y multiplicacidn por escalares por
AXFBY = (AX,+HYy,... ,AXm+ B Y,)

el producto interior es <x, y>=Z X7 yJ
it




Ejemplo. Rz se define como el conjunto de sucesiones. {f } .que
cunplen - o Ca

la suma y producto por escalares es andloga a la de R™, y la
prueba de que es un espacio vectorial la da precisamente el
producto interior

SO =S (¥4, ,

ya que usando la desigualdad de Schwartz en R™ tenemos
m " Lol oo o0
zh‘-' l‘FK+3KIz'<' 2'{ zk:x ‘-""\l-}- Zk:l qulz} SZ"{Z'K:\ \}'“‘2+sz1 ‘9")1} ’
por tanto Z:_, L+ 9,02 L O,

El conjunto Co(f£L). Para introducir algunos de los espacios de
Hilbert mds importantes en andlisis definiremos al espacio
vectorial C&(LL) .

Asumiremos que £Lc<R™ es una regidn abierta y conexa (puede ser
todo R™), la cual en caso de ser acotada tiene una frontera
suave. ‘ ‘

QN
Def. El soporte de una funcion f:£L-->¢ definida sobre L1l es la
cerradura del conjuntoc de puntos en los que no se anula f(x).

Ejemplo. § 0 ‘ :
] /\ [\ SoptgI=ra,, byl ta;, b,)
e I 8, b, a, ba i‘\ .
Ejemplo. 1 et
- (%)
e XTEY xge
55“): ; donde sop,)=[-£,€)
O IX120 €>0 “ o5 - »X
o 2 . " . 2 1 I i I /
la misma funcidn anterior pero ahora definida en R" ’
-—t
5 e x-¢ [XILE
E(X): 3 SOPQSg)z -B-E

e \%\2E = bola. cerrada con cenkro
enel grl gen y radio =g,
Cuando el soporte de una funcion es un conjunto acotado se
dice que dicha funcion es de soporte compacto, como los ejemplos
anteriores.

Def. Al conjunto de funciones cuyo soporte es compacto, esta
cgptenido en f1 e infinitamente diferenciables se le denota por
o(L2L) .

El ejemplo cla:sico de elemento de CP(£) es la funcion §g(x),Y
cualquier funcion de la forma

8¢ ¢tx) gex)

donde g(x) es infintamente diferenciable, pertenece a CJ((l).

N




Nota. C&’(£1L) es un espacio vectorial; es decir, si f(x) y g(x)
pertenecen a Cg(n) entonces af(x)-+bg(x) también pertenece a
C%(LL) para cualesquiera a,b complejos.

Nota. Otra caracteristica importante del espacio CJ(LL) es la de
estar formado por los suficientes elementos de manera que
podemos aproximarnos a funciones fuera del conjunto CZ(£L) en
distintos sentidos (métricas), esto involucra el concepto de
densidad de CJ((.) en diferentes espacios de funciones que
estudiaremos mds adelante. :

Ahora introduciremos distintos productos escalares en Cg(fL.)
que definiran distintos pre-espacios de Hilbert.

El espacio L2,(Ll). En CJ(L.) definimos el producto interior
(5_\9):5_“ fex¥ gxadx
al pre-espacio de Hilbert (C®( ),<.,.>) lo denotamos por

(L2o(£L)),<.,.>), la prueba de que <.,.> es un producto interior
es sencilla y la norma respectiva la denotamos por H-ll.

El espacio W{,(SL). Sobre CP(.) definimos el producto interior

- ™ 2 f* 29 _
| G =f {19+ 2,, %5, 23 Jax=<r1gy+<VEIV gy
lo que da el pre-espacio de Hilbert (Wy o (L) <oy e>) ¥ la norma
respectiva la denotamos por W.l, .

Los espacios Wx,o(fL). Para generalizar la definicidn del
producto interior <.,.>; introducimos la siguiente notacidn.
Definimos el multi-indice d=(dy -+ /dm) , d=entero no negativo y
con esto escribimos et
D% = 9
— ——-?‘—'———"—-—m
ox%® .. X2

cada simbolo D% representa una derivada parcial de orden ld| ,
por ejemplo si<i=(1,0%2,0,...,0) tenemos
D% =

—_— T v ?
9“, axg &

Denotamos- por

o
Zzlu\$\< Y)

la suma de todas las posibles derivadas parciales de orden [dlgk
, por ejemplo en R* :

AP 3 Y SN i -1 * )
2 e VP g %,f"m* W*'ﬂ},‘ixﬁ 5,
Ahora sobre C3(.) definimos el producto interior

CHVD= T (DI = Ty, 3, ORDY %,

Yy %l pre-espacio de Hilbert correspondiente lo denotamos por
(Wego(£2),<.,.>),1a norma respectiva es l.li;.

LIRS

Los espacios Wy,o((L). Al espacio de funciones iqfinitamente
diferenciables en la cerradura (£l ) de la region {1 le llamamos
C®(XL) y es un espacio vectorial que contiene a CJ(LL), sus




elementos pueden ser funciones como
—%E 4 _ &, d,,
3 X = X ""Xm P

que pertenecen a cualquier CJ(1L.).

cos ix?

El pre-espacio de Hilbert (Wy,(f}),<.,.>y) se define como el
espacio vectorial C®(IY) provisto del producto interior <.,.>k.

1. Espacios métricos completos

En cada pre-espacio de Hilbert (H,,<.,.>,) la métrica inducida
por el producto interior

d x, YI= ix -y, = <x~glx~9>v¢

pernite recuperar muchos de los conceptos asociados a espacios
métricos, como son convergencia, conjuntos abiertos, cerrados y
compactos, etc., por claridad enunciaremos algunos de estos
conceptos.

Def. La sucesion {f,}c H, se llama convergente a feéH, si
satisface

We Mg, - fU,=0.
Def. Una sucesion {f,} se llama sucesion de Cauchy si para cada
€0 existe una n.eN para la cual se cumple

que es equivalente a %im “fK-fMH¢=0.
)™

rd

Es inmediato que toda sucesion convergente es una sucesidn de
Cauchy, pero no toda sucesioch de Cauchy es una sucesion
convergente, ya que al hablar de convergencia estamos afirmando
que existe un elemento del espacio H, al cual converge la
sucesion.

Un ejemplo elemental de sucesion de Cauchy no convergente es
la sucesiocn en Q (los racionales)

1. ,1.4, 1A 414,
que no converge a un elemento en Q, sabemos que converge a V2 .

Otro ejemplo méﬁ-interesante es la sucesidn de funciones

O < %X<¢Y,
}“(x’__: 1"‘ (x"‘/ﬂ-)h \/z<'x<‘/z+‘/h
0 Ya4Yn £ x < A

en el espacio €C[{0,1] de funciones continuas en [0,1] con el
producto interior de L2,(0, 1), es una sucesicdn de Cauchy en la
norma \\.\| pero no se aproxima a una funcich en este espacio

?..,,Hl f.,“l

' ———3
\ T r——
— ! 1

1

Estos ejemplos llevan al importante concepto de espacio
métrico completo (recuerdese gue un pre-espacio de Hilbert es un




espacio métrico).

Def. Un Pre- espaclo de Hilbert (H,,<.,.>;) se llama completo_si
cada sucesion de Cauchy converge a un elemento del propio
espacio.

El ejemplo cla51co de espacio matrico completo son los numeros
reales, le siguen R™ y los complejos C™ ,otro ejemplo es el
espacio 2, que es el prototipo de espacio de Hilbert con que
trabajaremos.

Def. Un pre-espacio de Hilbert (H,<.,.>;) que es completo en la
metrica inducida por el producto interior <.,.>4 se llama
simplemente ESPACIO DE HILBERT.

Def. Un espacio vectorial 'H con una norma Il (espacio normado)
se llama espacio de Banach si es completo en la métrica inducida
por la norma W.\;.

Nota. Todo espacio de Hilbert es un espacio de Banach, pero como
no siempre es posible definir un producto interior en un espacio
normado se tiene que no todo espacio de Banach es un espacio de
Hilbert.

Los espacios R”,ﬂt, con el producto interior usual son
espacios de Hilbert y por tanto de Banach.

2. Nociones topoldgicas

Los espacios L2 (N) ¥y WY,e(L) son espac1os que no son
completos pero pueden ampliarse a espacios mis grandes que si
son completos. La manera de obtener un espacio métrico completo
apartlr de uno "no completo" es sencxlla Yy es exactamente la
misma que se usa para construir los numeros reales, tal meétodo
no lo expondremos aqui,sdlo daremos algunos conceptos
involucrados en tal construccion que usaremos para estudiar
formas sesquilineales y operadores. En la discusion siguiente
(H,<.,.>) es un pre-espacio de Hilbert y H.! su norma.

Def. La bola abierta B(x,r) con centro en xeH y radio=r es el

conjunto B (x’r):{ ye H \ Wx - 9\14\‘} .

Def. La bolé_cerrada B(x,r) con centro en x y radio r es
Bevry = {ye | rx-gn sv} .

Def. Un punto interior x del conjunto A es aquel para el cual
existe una bola abierta B(x,r>0) que esta contenida en A.

Def. Un conjunto AcH se llama abierto cuando todos sus elemntos
son puntos interiores del propio conjunto A.

Def. Un conjunto es cerrado cuando su complemento es abierto.

Otra manera de caracterizar a los conjuntos cerrados la da el
concepto de punto de acumulacion.

Def. Un punto x se llama punto de acumulacidn del conjunto A si
para cada r>0 la bola B(x,r) continene almenos un punto de A.




Def. La cerradura de un conjunto A se define_como el conjunto de
puntos de acumulacicdn de A, y se denota por a.

Es evidente que A=A.
Proposicion. Un conjunto A es cerrado si y solo si A=A.

Def. El conjunto A se llama DENSO EN B si KB, y cuando A =H
simplemente se llama DENSO.

Def. Un espacio H se llama separable cuando tiene un conjunto
NUMERABLE y DENSO.

Los racionales forman un conjunto numerable y denso en los
reales por lo cual estos forman un espacio separable, apartlr de
lo cual es inmediata la prueba de que R™ y {, son espacios de
Hilbert SEPARABLES. La separabilidad de un espacio de Hilbert es
importante para probar que siempre existe una base ortonormal
numerable como en el caso de R™ .

Hasta aqui los conceptos dados dependen uUnicamente de la
nocion de distancia (métrica) entre dos elementos y si a esto
agregamos la estructura de espacio vectorial tenemos los
siguientes conceptos.

Def. Un subespacio M de H es cerrado cuando es cerrado en H como
subconjunto, de manera andloga podemos tener subespacios
abiertos y DENSOS.

Teorema. La cerradura de un subespacio es un subespacio.

Teorema. Un subespacio M de (H,<.,.>) es cerrado si y sélo si
(M,<.,.>) es un espacio de Hilbert , con las mismas operaciones
de H.

Def. Denotamos por L(M) al conjunto de combinaciones lineales
FINITAS de los elementos de M:

L(M)’;{I-:z::lCKFK\NG\N ’CKEC Y I'”G‘M}o

3. Complesion de un espacio. Los espacios (L2(q.),<.,.>),
(W), <., ->,) ¥ (W (L) ,<e,.>)

Hemos visto que los racionales dejan "huecos" el la recta
real, no son completos, pero pueden incluirse en los reales ,que
es un espacio completo, y que preservan las mismas operaciones
de espacio vectorial de los racionales; a los reales le llamamos
la complesidn de los racionales.

Def. Sea (H,,<.,.>4) un pre-espacio de Hilbert, el espacio de
Hilbert (H,<.,.>) se llama complesidn de H, si

i) H, es un subespacio de H
11) el producto interior <.,.>« en H, es una restriccidn del
producto interior <.,.> de H

CF19%={p1gd  para fgel
iii) H, es DENSO en H : H_ =H ,




Teorema. Todo pre-espacio de Hilbert posee una complesidn que es
un espacio de Hilbert.

Nota. Como complesidon de (H.<.,.>4), (H,<.,.>) es un espacio
metrico completo y ademds es un espacio de Hilbert, lo que
significa que las operaciones de espacio vectorial y el producto
escalar en H, son extendidas a los elementos de H.

Nota. El teorema anterior solo afirma la existencia de la
complesion pero no da detalles sobre los nuevos elementos que
completan al espacio original, por ejemplo sabemos que los
irracionales pueden definirse apartir de sucesiones de decimales
no periodicas .

El espacio (L2(LL),<.,.>).

La complesicn del pre-espacio de Hilbert L2,(f) se llama
L2({1l). La caracterizacidn precisa de los elementos de L2(.{L) la
da la INTEGRAL DE LEBESGUE, que es un concepto de integracion
mds general que el de Riemann en varios aspectos y se basa en la
teoria de la medida, no expondremos tal teoria de integracidn
por ser extensa, sdlo diremos que cuando L: es una regifn
conexa-abierta y de frontera suave (en caso de ser acotada) la
integral de Lebesgue de una funcion continua y la de Riemann son
exactamente la misma de manera que al trabajar en C3Z(.LL) podemos
usar la integral de Riemann.

L2()= {conjunto de funciones de cuadrado integrable en
el sentido de Lebesgue : S |§(xﬂzd x £ O }.

Por definicion de L2(.nN.), el conjunto C®(n.) es denso en la
métrica inducida por <.,.>;y el producto interior <.,.> entre
dos elementos u(x) y v(x) de L2(f)L) se puede definir como

{UNWND = 5_“ u*Vvidx= Wm 2 u,v,>

donde {u,},{vg} son sucesiones en C&(.L) que convergen a uy v
respectivamente. De manera andloga se definen las operaciones de
espacio vectorial ( suma y producto por un escalar).

AU+ PV =Wm (du,+pV,).

El espacio (W(fL),<.,.> ).

La complesidén de W!,.(q) en la métrica lI-ls se denota por
W:(JL) Y se llama espacio de Sobolev. Aqui-debemcs-precisar como.-
se define el producto interior ya que los elementos de W&(LL) no
siempre tienen derivas en el sentido cldsico.

Decimos que ui(x)eLz(:L) es la primera derivada parcial de
u(x) respecto a'x; si satisface

{u;) \f'> =<u ?%(—J> ® SJLUJ'* Ydx :5'\,\"%% dx para cade YEC:(-“");

u;(x) es mejor conocida como la derivada GENERALIZADA o
DISTRIBUCIONAL de u(x).

Si u(x) y v(x) pertenecen a W{(..) el producto interior se
define como

Luivd, =< u+\l>+2;__", W3\ =i {(uh\vh>+ (Vu,\V vh>} ;




donde {u,},{v.} son sucesiones de Cauchy en cJ(SfL) que conveérgen
a u(x) y v(x) respectivamente, y uj(x),VJ(x) son las derivadas
distribucionales. :

Nota. El1 concepto de derivada distribucional es muy general y no
siempre puede asociarse a una funcidn en un sentido ordinario,
por ejemplo la derivada distribucional de la funcion escaldn
unitario es la delta de Dirac, que no es una funcicn en el
sentido riguroso de la palabra. La caracteristica de la primera
derivada distribucional de los elementos de WP (.1) es que puede
identificarse con un dnico elementoc de L2(()). Puede mostrarse
que WS () es el conjunto de funciones de L2({l) cuyas primeras
derivadas distribucionales son elementos de L2( ).

Trazas de funciones de W{(£.). Si ueC3(.LL) entonces
U= o 5 ULIMI = guncidn de m-1 variables,
otra manera de ver lo anterior es mediante la funcion
T ot —> L, (.0) ¢ W —> Tru=0

que asocia a cada ueéCy(fL) con la funcidén cero en L2 (3fl), este
planteamiento permita probar que a cada elemento u€W! (L) puede
asocidrsele un dnico elemento u(a.n)€L2(aL.) (llamado traza de
u(x)) que es precisamente la funcion cero en L2(2.0.).

Cuando ueW/ (<), al escribir
U =0
nos referimos a la traza de u(x) en L2(3.f.).

Con lo anterior la formula de Green puede extenderse a
elementos u(x) y v(x) de W;(IlL) como '
» ' FY *
‘9 %‘é‘-jéx=53£u¢anl*v<amnjo\5— _n_'%—*{jvdx:—- _:‘!J.VCIX
donde u(a9.a.) Y v(2n) son la trazas de u(x) y v(x)
respectivamente; n; es la componente en la direccioh x; de la
normal exterior a a...

Los espacios (W2(LL),<.,.>).

Los esgacios de Sobolev W; (n.) son la complesién de Weola)
con la metrjca inducida por el producto interior <.,.>x. Puede
mostrarse que las derivadas distribucionales de orden<k-l1 tienen
trazas ideénticamente nulas (funcidn cero en L2(3qa.)) :

D*u(s.01 =0 para Idi& K-1,

El producto interior entre u(x),v(x)eW2(L) es

<UIV) = lvm {Zldlﬁk (DduJD-(VY}} - Z\ansu D U DMV
donde {u,},{Vv,} son sucesiones de Cauchy en C&((.) que convergen

a u(x) y v(x) respectivamente y D*u ,D*v son las derivadas
distribucionales.

Los espacios (W,(fL),<.,.>.).

Los espacios de Sobolev W,(fL) son la complesion de Wy, (..)
con el producto interior <.,.>, y pueden definirse como el
conjunto de elementos de L2(0.) cuyas derivadas distribucionales
hasta orden k son elementos de L2 (L) .
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La traza de cada u€W,(.n) es la funcidn u(axt)eLZ(axm) no’
necesariamente nula, por ejemplo u(x)=e™'*'* tiene. traza no nula.

Nota. Los elementos de los espacios de Sobolev Wy (L) son
elementos de L2(.£.), pero como espacios de Hilbert
(Wg(£2) , <., .>k) ¥ (L2(HL),<.,.>) son distintos, ademas vistos
como conjuntos tenemos w“(11)C2W,+“JL).

Nota. Por definicidn CP(.n) (C®(X.)) es una conjunto DENSO en
cada espacio Wa() (W“(JL)), por lo que las operaciones de
espacio vectorial y las que involucren derivadas hasta orden k
entre elementos de C“"(.Q.) ( c®(XL) ) pueden extenderse a todos
los elementos de Wy(£n) (Wy(£L)) como en el caso del producto
interior, este argumento de densidad sera usado en muchas
dspostrac1ones, lo que reduce todo a trabajar con C®(fiL) y
Co(£LL) .

El teorema siguiente muestra una de las propiedes importantes
de los espacios L2 (L) ,We(£h) y We(L).

Teorema. Los espacios (L2(.n),<.,.>),(Wg(LL),<.,.>x) Y
(Wg(LL) ,<.,.>kx) son SEPARABLES, es de01r tlenen un subconjunto
NUMERABLE y DENSO.

4. Teorema de Proyeccidn

El concepto de producto interior permlte hablar del concepto
de ortogonalidad de sencilla 1ntepretaclon geometrlca y de
implicaciones muy importantes en la teoria de espac1os de
Hilbert. En lo que resta del capitulo (H,<.,.>) serd un espacio
de Hilbert completo.

Def. Dos elementos f,géH son ortogonales si <f,g>=0, f€H es
ortogonal al conjunto AcH si es ortogonal a cada elemento de A
y finalmente dos conjuntos son ortogonales si sus elementos
respectivos son ortogonales.

Notacidn. Sea AcH un conjunto arbitrario, el complemento
ortogonal de A se define como el conjunto de todos lo elementos
en H que son ortogonales a A y se denota por N

Prop081c1on .
a) {0}*=H

b) si AcH es un conjunto arbitrario entonces A* es cerrado
c) AcB implica B'=a?t
d) A*= L(a)*= L(a)*

El siguiente resultado es ocbvio en R™ y se cumple en espacios
de Hilbert generales.

Teorema de Proyeccidn. Sea (H,<.,.>) un espacio de Hilbert y A
un subespacio cerrado Entonces

i)

ii) cada feH tiene una expresion unica de la forma




f.:_f-x""f-z

donde f eA y f,eA™.

Def. Sean T,,T, subespacios tales que T, T,={0}, la suma
directa de T, y T, es el subespacio

T+ To={f,+5.1 56T 4 freT.}.

Cuando T, y T, son ortogonales la suma directa se llama suma
ortogonal y se denota como T,@ T,,en este caso el teorema de
proyeccion puede enunciarse de la 51gu1ente manera.

Teorema. Si T es un subespa01o cerrado entonces

i) H=- T, @7T*

ii) cada elemento féH tiene una expresidn unica de la forma
- L
y“'f’l"‘j‘ll- » €Ty }"GTJ—o

5. Bases y sistemas ortonormales

Def. El conjunto {eahum se llama ortonormal si satisface
(e“‘eﬁ> -— Sdﬁ s

>

donde 8, es la delta de Kronecker.

En espacios de dimensidn finita R™ sabemos que existen
conjuntos ortonormales con m elementos a lo mas, que se pueden
obtener apartir de conjuntos linealmente 1ndepend1entes por el
metodo de Gram-Schmidt, este mdtodo también puede aplicarse en
espacios de dimension inflnlta.

Teorema. Cada conjunto numerable de elementos 11nealmente
independientes puede ortonormalizarse por el metodo de
gram-Schmidt para obtener un sistema ortonormal.

En espacios de dimension finita R™ sabemos que existe un
conjunto ortonormal de m elementos con los cuales cada elemento
x€R™ tiene una expresiodn udnica de la forma

m N
X=2 . *x€x ,
lo que lleva al concepto de base. En espacios de dimensidn
infinita cada suma

[« -]
X = 2o %y e
se entiende en el sentido de convergencia en la métrica del

espacio N A
mn“Y—X“Jm&m=O

Def. Un sistema ortonormal M={e,|kEIN} se llama Base del
Subespacio A si L(M)DA, y se llama simplemente Base Ortonormal
de H (B.0.N.) si L(M)=H.

Notese que L(M) sdlo incluye combinaciones lineales finitas
por tanto cada fCL(M) es de la forma
§=2,. fulu o

y al ser M _una B.0.N. de H entonces para cada f€H existe una
sucesidn {f L} en L(M) tal que

1




{2

m Wp-Fh=0 o ¢=ZF7 [ &

es claro que cada fN es de 1a forma
N
s-N - ZK-:-] <e"‘f> eK.

Hasta aqui hemos supuesto que la B.O.N. existe .y es numerable,
el teorema siguiente da la propiedad del espacio H que garantiza
la existencia de tal B.O.N. .

Teorema. Un espacio de Hilbert (H,<.,.>) es SEPARABLE si y sdlo
si posee una B.0O.N. NUMERABLE.

Del teorema de proyeccion y el anterior se deduce que si {ey }
es una B.O.N. numerable del espacio H entonces

H L(e)@L(e,ﬁ@ .

La dimensidn de un espacio de Hilbert es la cardinalidad de la
B.O0O.N. que posee.

Ejemplos tipicos de espac1os separables son Ry {, en los
cuales la base ortonormal canonica es

el&—(oﬂ ‘O 1|«,0 ..... )

Los espacios L2(£) ,WR(NL) y Wi () con sus respectivas
métricas son separables y por tanto tienen una B.O.N. numerable.

1. Definicion. Teorema de Riez

Def.Un funcional lineal continuo sobre un espacio de Hilbert es
una funcidn lineal y continua que va de (H,<.,.>) en los
complejos ,

FiH—C , Fldp+pg=aFcpr+prLy),

y de 1la definicion de continuidad se sigue que para cada g>0
existe una § >0 para la cual se cumple
hr-9ne¢ § im plica [FCg) - FCS)‘:‘F(J:"?)‘(E

donde HI.| '&s la norma inducida por <.,.>.

?

Def. El espacio DUAL H* a un espacio de Hilbert (H,<.,.>) es el
conjunto de funcionales lineales continuas. S

s s 2 » .
Proposicion .H* es un espacio vectorial .

El concepto de acogacidh de un funcional da un criterio de
continuidad que es mas facil de verificar.

Def. Una funcional lineal F se llama ACOTADO si existe una
constante C>0 con la cual se cumple para cada f€H

[Fep) ¢ C N,

Teorema. Una funcional lineal sobre un espacio de Hilbert es
continuo si y sdélo si es acotado.

La equivalencia entre acotacion y continuidad depende sdlo de
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la linealidad del funcional.

La acotacion de cada funcional continuo permite introducir una |
norma en el espacio H* definida por

* _ su |Feqal
WFNT = sup IReol= sop —rd-

Teorema. (H¥, {|.||*) es un espacio de Banach :
i) es un espacio vectorlal
ii) es completo en la métrica inducida por la norma I-¥¥.

La estructura de espacio de Hilbert de H permite decir mas
sobre H?

Teorema (Riez). Para cada elemento FeH* existe un Unico elemento
feH que satisface

i) HFe¥*= gy
ii) F(x) = <f,x> para cada x H.

iii) El1 producto interior en H* se define como
(FIG> = <[fligY

para F,G¢H* y f,geH los elementos correspondientes.

a

El teorema de Riez afirma que los espacios H y H* son
esencialmente el mismo espacio de Hilbert .

2. Convergencia débil

Tanto en H como en H* hemos introducido el concepto de
convergencia en la norma ( o métrica ) de cada espacio, pero hay
otro concepto de convergencia de sucesiones. -

Def. {x,)}CH se llama debilmente convergente a x¢H si cumple
|m~<x“\F>=.<y\f> pora cado (G H,

Para sucesiones de funcionales tenemos :

Def. {F, }JCH* se llama débilmente convergente a FeH* si cumple
hen Fnix) = Ftx) ' fara coada ‘$EH

Como su nombre lo indica la convergencia de€bil es mas fdcil de
satisfacer que la convergencia en norma. :

. . d
Proposicion. Toda sucesidn convergente en la norma de un espacio
de Hilbert es una sucesioch debilmente convergente.

El reciproco es falso en general, como ilustra el ejemplo
siguiente.

Ejemplo. En & la base cancdnica {é,} es deébilmente convergente
ya que para cada fef, la suma siguiente es absolutamente

convergente -

K=1 l<ekl§>‘24m

por tanto el término general <eK,f> de la serie converge a cero
hm (8 WiF> = , pora cada S"ei‘l-i
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pero la base candnica no tiene nlngun punto de acumula01on, es
decir, no existe un punto al que converjan los e, ya que su
distancia nunca tiende a cero

\lex-e,,,n..w/'“ , pPora wm= K,

—— — — — " ——— - - . — ST S T . G T B D G G S S R T > —— — ———__—

La teoria de formas sesquilineales es un campo muy fecundo
para estudiar operadores diferenciales e integrales ya que es de
interpretacidn y aplicaciones muy sencillas. Por otro lado,
muchos del los conceptos involucrados tiene una exten51on o
aplicacidn en la teoria de operadores lineales.

1. Formas sesquilineales acotadas

Def. El dominio D(h) de una f.s.l. h(.,.) sobre el espacio de
Hilbert (H,<.,.>) es el conjunto de elementos de H para los
cuales esta definida. Si D(h) es un conjunto denso en H decimos
que la f.s.l. h(.,.) es DENSAMENTE DEFINIDA .

Def. Decimos que la f.s.l. h, es la restriccion de h, (o h, es *
una extensidn de h ,) si
D(h)CD(h )y hww=ho(uv para uwve Dlh)).

Def. Una f.s.l. h(.,.) se llama acotada en el espacio (H <eye>)
si existe una constante C>0 tal que

theunl € € woa - s,

donde \‘\ es la norma inducida por <.,.>. Al mas pequeno de los
C se le llama norma de h(.,.) y se denota Hh(.,.) ll.

Ejemplo. La f.s.l. h,(.,.) dada por
n
Dwa) = C(=ryn) y hotu, v)"(d* dx> jh‘i‘f d: dx
es acotada en W{(-n,n),y por densidad de C3%(-n,n) h, puede
extenderse a todo W}(-n,n) dando lugar a la f.s.l. ft

DR)=Wnmi ;  houni=qdd|dyy

donde las derivadas son distribucionales.

Cuando una f.s.l. hg(.,.) densamente definida es acotada,puede
extenderse a una f.s.l. A (.,.) que es acotada en todo el
espacio H, como en el ejemplo anterior.

Teorema. Cada f.s.l. h(.,.) densamente deflnlda y acotada en un
espacio de Hilbert (H,<.,.>) tiene una unlca extension acotada
en todo el espacio, que denotamos por h(.,.).

Por ¢ste teorema al trabajar con una f.s.l. densamente
definida y acotada automdticamente asumiremos que el dominio es
todo el espacio y es acotada en el mismo.

Ejemplo. En cada espacio de Hilbert la f.s.l. acotada mds
sencilla es la que define precisamente al producto interior de H

Ny = 2uw ; Theuw! € tun - auy (por Schwartz),




ﬁjemplo. cada funcidn g(x) continua y acotada en X1 define una

forma sesquilineal acotada en L2((.) @
“qu“‘”‘—&m Q- UVIda & Gy HUL-UVE 5 19X &

Ejemplo. La f.s.l dada por
D)= CR(ay 5, hotu,vi=<Lvuivv)

qma¥ .

es acotada en (W’ (.o),<.,.>y) pero no es acotada en L2(.n.), este

es un ejemplo de lo que haremos para estudiar f.s.l.
operadores no acotados: cambiamos a un espacio donde
acotados.

2. Formas sesquilineales no acotadas, cerradas y
cerradura de una forma

y
sean

Muchas de las f.s.l. no acotadas que aparecen en aplicaciones
estan asociadas a los operadores diferenciales de la Fisica, de
manera que el estudio de tales operadores esta estrechamente

vinculado al estudio de las f.s.l. respectivas.

Los conceptos de dominio, extensidn y acotacion dados
anteriormente son los mismos para formas sesquilineales no
acotadas, pero en caso de ser densamente definidas no pueden
extenderse a todo el espacio,de lo contrario serian acotadas lo
cual es absurdo. Por esta razon al manipular algebraicamente

formas sesquilineales debemos precisar el dominio en
tales operaciones tienen sentido.

Def. La suma de dos formas sesquilineales h, y h, se
la £.s.1. h,+h, dada por

el cual

define como

Dlh,+h) = DERIODMH,) ; (h+hy) v = huw +hcuw

donde se toma D(h, )f\D(h ) para asegqurar que h, y h,
definidas .

La f.s.l. CONSTANTE=b se define usando el producto
<.,.> del espacio H como

Dby=H , bauw=bzuw.

Es claro que la suma de cada f.s.1l. h(.,.) con una
contante siempre esta bien definida en el dominio de

Def. Una f.s.l h(.,.) simétrica se llama acotada por
si

hiuw = € (u 2b <wiwd =b nun?
en notacidn h3>b.

esten

interior

f.s.1l.
la primera.

abajo por b

pare cada wue D(h),

La familia de f.s.l. acotadas por abajo sigue en importancia

de propledades a las formas acotadas, y ello se debe

a que

sumandoles una constante apropiada definen un producto interior
en su dominio lo que da un pre-espacio de Hilbert cuya
complesidn (espacio de Hilbert) tiene muchas propiedades de

interesantes.

Proposicion. Cada f.s.l. h(.,.) acotada por abajo por b define
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un producto interior en su dominio D(h) (que es un espacio
vectorial ) para cada d<b dado por
(O >y = heu,vi—a<ulv> » wWVeE DIh),

Notacion. Al producto interior inducido en D(h) por la f.s.1l. h
le denotamos por <.,.>, y asumimos que estd dada para alguna o
como afirma el teorema anterior.

Cerradura de una forma. Como vimos en $1.2 cada pre—espacio de
Hilbert (D(h),<.,.>}) tiene una comp1e51dn que es un espacio de
Hilbert denotado por D(h), en tal espacio completo la f.s.l.
h(.,.) es la restriccidn de una f.s.l. h que llamamos la
cerradura de_h _ en alusidn a que D(h) es completo (o de manera
equivalente D(h)=D(h) es cerrado).

Ejemplo. La la f.s.l. h:L2 () xL2 () -=->C

Dh=Cl (o, hWotow)= 49u,vv>
es simétrica y acotada por abajo por el cero, de manera gque
du, ¥y = hotuy) —a <u,vd , AL O

define un producto interior en C2(.). Haciendod =-1 tenemos
<c,.>h: <- ,->1_

por tanto la complesidén de (C¥(<),< «re>y) es el espacio de
Sobolev (W7 (LM), <.y > ), en el cual el producto interior

UV L= CTU, TV + QUL VD (derivedos distribucionales)
define la extensidn de h{.,.) dada por
D(k) WY (0, \'\qu\\n = {Tu,yV> (derivedas disktribucionales)

que es la cerradura de h(.,.).
Def. Una forma h(.,.) simetrica y acotada por abajo se llama

cerrada si (D(h),<.,.>,) es un espacio de Hilbert, donde <.,.>,
es el producto interior asociado a h(.,.).

Def. La forma h(.,.) se llama cerradura de h_(.,.) si satisface

i) es cerrada
ii) es una extesioh de h olere)e

Ejemplo. La-f.s.1l. definida por el potencial x*

D(\’\o\"co (RY N \1 tu, vl = XM\ = S o0 Ku¥yde

no es acotada en L2(R), pero es acotada por abajo por el cero
por tanto el pre-espacio de Hilbert (C(R),<.,.>,) tiene una
complesion gque es un espacio de Hilbert .

Nota. Una aplicaciin 1mportantlslma de la teoria de formas
sesquilineales acotadas por abajo es la prueba de existencia y
unicidad de soluciones debiles a ecuaciones diferenciales
parciales con valores en_la frontera, la cual se basa en
trabajar en el espacio (D(h),<.,.>,) definido por la complesidn
de (D(h),<.,.>nw) (Cap. IV).

Def. La f.s.l. t(.,.) se llama acotada relativamente por 1la
f.s.l. h(.,.) si cumple

i) D(t)>DD(h)
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ii) lrlu,ut g puuer + b thtwowl v a,b20 oy ue d(h) '
al valor mas pequefio de las b para las cuales se cumple la
desigualdad se le llama h-cota de t(.,.).

Ejemplo. Cualquier f.s.l. t(.,.) acotada en la norma del espacio
tiene h-cota cero para cada f.s.l. h(.,.) no acotada, ya que

bt 14 Clunz+ o ouwl = el gz,







IT . OPERADORES LINEALES ACOTADOS
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$1. El espacio de operadores lineales acotados B(H,,H,)

1. Conceptos

Def. Sean H, ,H, espacios de Hilbert. Un operador T:H,-->H,

una funcidn llneal de H, en H, . El conjunto de elementos en H
para los cuales estd definido T se llama dominio D(T) y 1la
imagen T(D(T))< H, se llama rango Rango(T)={Tf|féT}. En
particular cuando T:Hl-—>¢ , a T se le llama funcional (I-$3).

Def. Un operador T:H,~-->H, se llama densamente definido si su
dominio D(T) es un conjunto denso en el espacio H, .

Def. Un operador T:H, -->H se llama inyectivo cuando la unica
solucion de la ecua01on

T x=0

es x#o, de esta manera el operador inverso T™' esta bien definido
en D(T')=Rango(T) como agquel que satisface

_'onz'x pore xe DCTY , TOT-'\j?- Yy para ye Romgo(T),

donde T-T'es la composicicn de funciones, ademds T~' también es
un operador lineal.

Def. Un operador S:H, -->H, se llama extension del operador
T:Hy-->H, ( o el operador T es una restriccidn de S) cuando se
cumple

DL(T)= D(S) —rf-’-’Sf- para cada }GD('F);ho*.c\c\bh TeS.,

Def. El nucleo de una operador T:H, -->H, es el subespacio de H,
Nécleo ¢TI= NCTI={ e DT (= o}

Nota. Debe tenerse presente que las propiedades de un operador T
dependen de los espacios H, y H, en que actue, por ejemplo la
derivada cldsica de una fun01on en C¥(-«w) tiene dlstlntas
propiedades como operador dependiendo del espacio ‘en que
incluyamos a Cg(s.), como puede ser L2(LL) o un espacio de
Sobolev Wi(JL)

Los espacios de Hilbert en que trabajaremos son L2(£L) y los
espacios de Sobolev Wy () ,Wyi(<) ; en tales espacios CP(Q.) ¥y
C®(Xt) son conjuntos densos con las métricas correspondientes.

Notacidn. Al referirnos a un espacio de Sobolev como subconjunto
de L2(SL1L) escribimos W, (.n) y al mencionarlo como espacio de
Hilbert denotamos (WK(IL) <.,.>x). Al operador T:H-->H que actua
de un espacio en si mismo lo denotamos como T:Hg.

Ejemplo 1. El operador DERIVADA .

a) El operador T _ :L2(-n,n)-->L2(-n, n)

D= Cw(—h,h) N S = -—- f- pare codw f € DT,

esta bien definido como un operador que asocia a cada f(x) €
Ce(-n,n) un elemento dnico de L2(-n,n) que es precisamente su




derivada cldsica ya que
;.C. Co (-nm) \mp\\ <Q g— g—CCo -myn) < L.,_(- n,nY,
ademas T, es densamente definido. :

b) El operador T, :(WJ(-n,n),<.,.> )-->(L2(-n,n),<.,.>)

D(T=C2 -,y ; Typ= g’i 2 para coda pe D(T)
como en el caso anterior esta bien definido y por densidad de
Ce(-n,n) en (W{(-n,n),<.,.> ) es densamente definido.
c) El operador T,:L2(-n,n)>

D(T)=Wet-nim) » T f= §%  para cada (& DCTa)
donde la derivada es ditribucional, estd bien definido ya que la
derivada distribucional de feW?(-n,n) pertenece a L2(-n,n).

Es inmediato que T, es un extensidn de T, vya que

DCT) = D) Y T = To f Paro cada f€D(T,) ,
pero T, y T, no tienen conexion aparente por actuar entre
espacios distintos.
Ejemplo 2. Operador diferencial con condiciones de frontera.

a) E1 operador minimal JHg:L2(-n, n)
— (-}
DMWY =CY ¢-nym IH,‘:I.“- S F + qu f .
donde g(x) es continua y real-valuada en [-n,n], estd bien
definido y es densamente definido. .

b) La extensich de Friedrichs (H):L2(~n,n)O del‘operador minimal
\HY es

2
DOMYL)= W enm) A Watenya) ; o == S= ¢+ qoa ¢
donde las derivadas son distribucionales.

c) La generalizacidn de los operadores (H2 y \H, a L2(B,), donde
B, es la bola en R™ de radio=n con centro en el origen, son

DOMD=CT(BY  » MWigp =-ap+qmp ;-a=Z" 2
DUHD = WHBINW. (8 » Mufp=-ap+quy |
en la dltima ecuacion las derivadas son distribucionales.

Ejemplo 3. E1l operador integral con Kernel K(x,Y).

Asumimos que la funcidn K(x,y):-L xSk -=>¢, donde £ es una
regién de R™ que puede ser todo R™ , satisface

S,n.é* S_n_dg \K(x,\p\z: M o0 ;
es decir, K(x,y)eL2(n.)xL2(LL).

El operador integral A:L2(fL)e> con kernel K(x,y) es
DAY= Lo () Aroo= §o kixow) fepdy

para mostrar que esta bien definido probemos gque para cada f&
L2(L), Af(x) tambi€n pertenece a L2(LL).

Usando la desigualdad de Schwarz tenemos
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| A }vm]l A §a luu.gnidgﬁ-{ lnl}<9ﬂzd9}
$ L Wanygrdg}e hpur
por tanto
IA N = 5. IAFaolldy < MUp2 <o, A ghs MUEI<oo

para cada f(x)eL2(SL).
Ejemplo 4. Operadores diferenciales ordinarios de segundo orden.

El operador T:L2(-n,n)p lo definimos como
. 2
D(T)={g-€\.,_(-n.m | f'01 es continua en el § s T]—=-——-——i£_‘ + g f o,
donde g(x) es continua y real-valuada en [-n,n].

Recordemos que la solucion general de la ecuacion en u(x)
T U = fex) , para f-&l.,_(-n‘n)
estda dada por

Uely) fL ¢
U0 = C URI+C2 U 1(70+u\(x15 “uae fu_ g dy— ucx)S—-*f_.“ 1) _fly)

W, U, Wiy, U
donde c,,c., son complejos arbitrarios; u,,u, son soluc1ones
linealmente independientes de la ecuacidn homogenea Tu=0 y
W(u,,u,) es el Wronskiano.

Es inmediato que T no es inyectivo ya que Tu=0 tiene
soluciones no triviales. Ahora estudiaremos dos restricciones
del operador T.

a) El operador T_ :L2(-n,n);> asociado al problema de valores
iniciales es

D(TO={e DN fe-m= fhemzo) » Tog=Tp ;

es claro que T.es densamente deflnldo. Este operador es
inyectivo ya que la unica solucion al problema de valores
iniciales

Touw) =0 - uet-nvi = wW't-n=0

es la trivial u(x)=0, por tanto T,' esta bien definido y es el
operador integral

8 -1
T g.cx) S ch.g)fupd(b ,GC'x,&))’—‘\N('u‘, 2 TU, Uy = U, Uty)]

donde u‘,ut son soluc1ones linealmente independientes de Tu=0.

b) El operador T,:L2(-n,n)p asociado el problema de valores en
la frontera es

D(TY={fedM|fem=pm=0} s Tig =T5

es densamente definido e inyectivo ya que la Unica solucion de

la ecuacion con condiciones de frontera
Tiuxr=o ) wi-mr = winmr=o

es la trivial u=0, por tanto T4 estd bien definido Yy es el
operador 1ntegral

n _
Ty o= S_“ 6(%,y) feyydy
cuyo kernel es la funcion de Green
Ut -ndx 4
G(m,g\:{ WAL, UATE 30 Uacy) Y

WUGULYT Ut Wity Y <X4h

>
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donde u(x) Yy u,(x) son soluciones de Tu=0 linealmente
independientes que satisfacen las condiciones de frontera en -n
Yy n respectivamente.

Ejemplo 5. Operador maximal de multiplicacioch.

Sea q:R™-->R una funcidn localmente cuadrado integrable :
Nq‘mz{ S

El operador maximal de multiplicacidn por q(x) en L2(f£) se
define como

D= { e L,_(..rm\ qeifa € L,L(_n:)} ; Qj. gl fo;

y es densamente definido ya que C%(.n) siempre esta contenido en
el dominio D(Q). Este operador es muy importante bdsicamente por
dos razones, la primera es que cada potencial g(x) en la
ecuacidn

eyl ag qeyn? 39} <o para cada xe R™,

(-—A—\-qr)u.—.)u

siempre puede verse como un operacor maximal de multiplicacion y
como tal tiene propiedades que permiten caracterizar al operador
de Schrdedinger; la segunda es que todos los operadores
diferenciales con coeficientes constantes en L2(R™) pueden
transformarse en operadores maximales de multiplicacion usando
la transformada de Fourier de manera que las propiedades de
operadores diferenciales y las de operadores maximales .de
multiplicacidn por polinomios son exactamente las mismas .

Ahora definimos la suma entre operadores y la multiplicacidn
por escalares (que seran numeros comp>lejos) con las cuales el
conjunto de operadores lineales es u.a espacio vectorial.

Def. La suma de los operadores T,S:H ~->H, es el operador

DIT+5)»=D(MADS) » (T+S) ¢ = Tr+S¢

el operador \T con A\ escalar es
D(AT) = D(T) , M p=ATg,

"Una de lags operaciones entre operadores gue no puede darse en
espacios vectoriales arbitrarios {(como R™) es la multlpllcac1on,
la cual tiene importantes aplicaciones en toda la teoria de
operadores lineales como el poder usar la teorfa de funciones
de variable compleja.

Def. El producto de los operadores StH,-->H, y T:H,~-->H, se
define como la composicidn de fun01ones, y es el operador

D(TS={feD | Sge DM}, (T = ToSp,

2. Operadores acotados y el espacio de Banach B(H, ,H,)

El ejemplo clasico de operador acotado es una matriz que actua
entre dos espacios R™y R" , en espacios de dimensidn infinita
los operadores acotados son la generalizacidn inmediata del
concepto de matriz pero pueden tener propiedades que no tienen
las matrices finitas, como poseer un espectro continuo mientras




qué toda matriz finita sdlo tiene un espectro discreto.

Def. Un operador lineal T:H,-->H, se llama contlnuo si para cada
£>0 existe una §>0 tal que
Vg - LX) implica lle.-—TgIl:N‘r(f,_.g,u4e.

Def. Un operador T:H -->H, se llama acotado si existe una C20
tal que
IT ¢l SCWEll para cade g€ D(T),

Como en el caso de func1onales (I-$3.1), los conceptos de
continuidad y acotacion de un operador son equlvalentes, por
otro lado la acotacidn de un operador es mds fdcil de verlflcar
y manipular algebraicamente.

Teorema. Un operador T:H, -->H, es continuo en su dominio si y
solo si es acotado en su dominio.

La acotacidén de un operador permite definir una norma en el
espacio de operadores acotados de H, en H, , que denominaremos
B(H,,H,) y en el caso H;=H, usamos B(H).

Def. La norma de un operador acotado T se define como
WTH = SUP WTeW/0pn pora fe€ D(T),

Es inmediato que si TeB(H,,H
RTsu< WTH-USH,

La importancia de la norma de operadores es que el espacio-
B(H,,H,) es un espacio vectorial Completo con la métrica
1nduc1da por la norma de operadores, lo que hace de B(H,,H,) un
espacio de Banach, Y esta propiedad de completes la usaremos
para definir operac1ones como derivada o integral de un operador
respecto a un parametro.

.) Y SeB(H,,H,) entonces

Teorema (1.1). El espacio B(H,,H,) es un espacio de Banach.

Los operadores densamente definidos y acotados TeéB(H,,H,)
tienen una unica extension al espacio H,, por lo que al
referirnos a un operador acotado y densamente definido estaremos
pensando en tal extensidn que denotamos por T . -

Teorema (1. 2) Si TcB(H,,HI) es densamente definido y acotado
Entonces existe una Unica extensidén TDT tal que

i) WTFu=W0T) vy

ii) D(T)=H,D D(T).

Potencia T" de un operador. Para un operador T€B(H) la potencia
T" se define como

Th —ranv' Tzvn H

2

por la acotacion de T el rango de cada T* 51empre esta en el
dominio D(T)=H por tanto el operador T" estd bien definido; de
la definicion norma de operadores es inmediata la desigualdad

na P 1LY
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Ejemplo 6. Cada matriz A:R™-->R" es un operador.acotado.
Si f=Ag tenemos

Fi= ;‘ Qijg5 5 <

VAL ST Taipagp <

A= \\;I\'L:z;__" 2

AN & {2;’2. ZF‘ a1t

y  A=faijf
‘.J,Iz}'/z {ij, lg}l"‘}"z (por Schwartz);

I

¢ h
S
S{

I/Z

Ejemplo 1 (continuaciocn).

a) El operador T, no es acotado. Supongamos _que T, es acotado
entonces tiene una udnica extension acotada T, cuyo dominio es
todo L2(-n,n), en particular tenemos

® .
4‘7‘0’)((‘)0)': =LA T, 9> = =¥ '9: ¥y para cada YE(K-nmn
lo que indica que To,x%-es la derivada distribucional de x* y

come esta funcion es analitica dicha derivada distribucional
coincide con la derivada clasica

Toxf= Kx*  , ke N
ya que T, es acotado tenemos
W x5 =k lax- i £ WIT0- el —
2k~ —
KAE ¢ T n

-

L3 S 2K+
ZK+I
K (zxn < nt Nl

lo cual es absurdo ya que 2Tl estd acotado y el lado
izquierdo de la Jdltima desigualdad es tan grande como se desee
tomando k suficientemente grande, por tanto T, no es acotado.

b) El operador T, es acotado. Como la norma de (W{(-n,n),<.,.>,)
es
phy = { npnt o g S )

entonces
N Tell= 0 d—— s Ay para  coada [—Gcow(—hnﬂ ’

por tanto T, es acotado y tiene una extensidn unica T, ,con
D(Tz)—Wi(-n n) , que es precisamente la derivada distribucional.

c) Es claro que T no es acotado por ser extensidn del operador
To que no es acotado.

Ejemplo 2 (cont1nuac1on) El operador segunda derivada es la
composicion del operador derivada con si misma y segun el
ejemplo anterior no es acotado por tanto el operador minimal |H?
Yy su extensich de Friedrichs |H, no son acotados.

Ejemplo 3 (continuacion). El operador integral es acotado ya que
probamos satisface

\‘A}“ S Mgl pare coda (€ L, ()
A s{jaxg dy 1Kex, vp\} {w ,

por tanto

Ejemplo 4 (continuacion). Nuevamente, los operadores T,T, ¥ T,
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. - - [ -
no son acotados pero las inversas T,' y T;' si son acotados
debido a que la funcidn de Green en cada caso satisface

"dx § 9y 16 i < 00,

Como los operadores T;' y T{' son densamente definidos y
acotados tienen una uUnica extensidn T y T;' respectivamente
las cuales son inyectivas y por tanto sus inversas (T, Sy (T?Y'
son extensiones de los operadores T, y T, . :

Ejemplo 5 (continuacich). Como en el caso de la derivada,.el
operador maximal de multiplicacidn es acotado o no dependiendo
de los espacios en que actue.

a) si Ilg(x)! es acotada por M sobre JL<R entonces el operador
QL . Qf:Qf

es acotado ya que
NQel*= 5 tqpizdx ¢ M IEN? ;

por tanto WQUW (™,

b) el operador maximal de multilpicacidn por x*

Qu"Lﬁ.(-p\)p ’ Qxf-:xkf-
no es acotado ya que ‘
n < ix\Ee para  IXIX R oy

y para cada ff£L2(R) que se anula en [- nv“ﬁ n%“] tenemos

Wepa®= 5710 (patde 2 20 Npt
si Q¢ es acotado entonces

BQL NE2 NQy full 2VZn NE implica Q42 VER

y como n es arbitrario se llega a un absurdo. Este resultado
era de esperarse ya que x* es la transformada de Fourier de la
k-esima derivada (que no es un operador acotado sobre L2(R)).

3. Series infintas y funciones de operadores

Como espacio metrico completo, en el espacio B(H) podemos
definir el concepto de convergencia de una sucesionh de
operadores {Tg} al operador T.B(H) como

¢

donde W'l es la norma de operadores.

Una suma finita de operadores acotados es un operador acotado,
pero una suma infita no siempre define un operador acotado, para
garantizar que la serie

> e T ,  T.€BC(H)

define un operador acotado es suficiente que tal serie sea
absolutamente convergente; es decir, que la serie numerica

>0 WT N ¢

k30

converja, ya que en tal caso la sucesion de sumas parciales
— o m
5w 2o T 5 WS -SAIET™ WTu—s0




25

es una sucesionh de Cauchy y por completes de B(H) converge a un
elemento de B(H).

Ejemplo. La exponencial de un operador TEéB(H) se define como
'T_. [’ —|—\<
RT=2 .0 ¥
y tal serle siempre converge a un operador en B(H) ya gque la
serie numérica de e"™ es convergente para cada Il TW<:

feTh<y © LTuK o tm

K=o 3 .

Ejemplo. La serie de Nuemann , :
A-TY'=> = 7% , 1U-TY'ISES® (rys= L
Z““ Z o UTH f—~ T
es convergente si 0 T| <1.

Ejemplo. La serie del binomio con pé&R

(1+T)F = zk,o (h T~

es convaergente para lITll <1 y permite darle sentido a expresiones
como (1+T)P . Hay una generalizacidn de este resultado en el
caso de operadores autoadjuntos que da el Teorema Espectral para
operadores autoadjuntos.

Los ejemplos anteriores son ejemplos de funciones cuya
variable es un operador y la imagen correspondiente es un
operador; pueden definirse muchas otras funciones mediante
series de potencias.

4. Funciones operador-valuadas

Def. Una funcién operador valuada se define como

T,:C—B(H):z— T(zre B(H),

Ya gque € y B(H) son espacios métricos, definimos el concepto
de funcion operador-valuada continua de la manera usual:
F:C-->B(H) es continua en el punto z,&C si para cada £>0 existe
una 8§>0 tal que

|Z2-~2Z,1¢8 implica \Fez)—~Fezall < € ;
con este concepto de continuidad el lfmite una funcion T(2)
operador-valuada que es continua

”W\ —r -

o (2 T;zo)
se entiende como el operador T acotado al cual convergen la
sucesion { T(zwn}l < B

l“"‘ “ -T(Zo') -"TCZn)l]'—‘-o
cuando {z }-->z .

Los conceptos de continuidad y limite permiten hablar de la
derivada e integral de una funcidn operador-valuada.

Def. La derivada de la funcfdn T(z) es el 1limite (cuando existe)
d4 Y
& T = lim 2= [ Tzrazn- T

Def. La integral de T(z) se define por sumas de Riemann como




Lo

SP T(zYd=z= lim ZN T(2) 4%z; ’ PcC

nav o 134
cuando las sumas parciales convergen.

-

Algunas propiedades elementales son

g_'RZ)SQr-dI S+"f‘clS
dM - d.__-r—- f. )

S'ﬂz\}dzzzgﬂwmdz-f.
n ,

5. Funciones operador-valuadas analiticas

Es bien conocido en teoria de variable compleja que 1los
conceptos de serie de potencias absolutamente convergente y
funciones derivables son equlvalentes, esto mismo se cumple para
funiciones operador-valuadas .

Def. Una funcidn T(z):G-->B(H) ( G es un abierto del plano
complejo) se llama analitica en 2z4G si existe una r>0 y una
secuencia {Tg} en B(thtal que la serie
-— 13

TCR)= Zk.:o (z2-2,)
es absolutamente convergente en la norma de B(H) para cada 2z€G
que satisfaga |z-z,| <r , r es el radio de convergencia de la
serie.

Apartir de la deflnlclon anterior es facil probar que todos
los resultados 1mportantes de la teoria de funciones analiticas
siguen siendo vadlidos, como el Teorema de Cauchy, las fdrmulas
integrales de Cauchy, el Teorema (serie) de Laurent y el Teorema
de Liouville.

Ejemplos importantes de funciones analiticas son

e®T= Y ®  axTX

1) w7

2) la funcion resolvete R(z) para TEB(H) es
- - [ - -
Rezma=(z-T)" =z (- )= 2,7, 274" T,
la serie converge si WT\W <|z| , en tal caso

£
VRN & i,

Nota. Es importante tener presente que un operador T debe ser
acotado para que pueda tener sentido cuaquier serie de potenc1as
de T, en el caso de operadores NO acotados tales series no estan
deflnldas en general, nuevamente el Teorema Espectral para
operadores autoadjuntos permite dar un significado preciso a

expres:.ones como
2T

e y §T(adz

cuando T no es acotado.
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6. Teorema de Banach-Steinhaus. Convergencia débil Y
fuerte de operadores.

El concepto de convergencia de sucesiones de operadores {T,}
"mas fuerte" lo constituye la convergencia en la NORMA de
operadores, puede probarse que si dos operadores estdn muy
cercanos en el sentido de la norma de operadores entonces sus
propiedades tambien son muy parecidas. Los siguientes conceptos
de convergencia son importantes en aplicaciones en particular 1la
convergencia fuerte de operadores que usaremos en el capitulo V.

Def. La sucesion {Ty}<B(H,,H:.) se llama FUERTEMENTE CONVERGENTE
al operador T€B(H, ,H,) si cumple

‘M\“TKg—'Tfnm::Q para coda fEHi;
ndtese que usamos la norma de H,, no la de operadores.

Def. La sucesion {T,}CB(H H,) es DEBILMENTE CONVERGENTE a
TEB(H, ,H,) si cumple
hm <Txflgd=CTglgd para feH, gy g€ H,,

Como es de esperarse convergencia en norma implica
convergencia fuerte y esta a su vez implica convergencia debil,
pero las implicaciones contrarias son falsas en general.

El siguiente teorema es importante en toda la teoria de
operadores lineales.

Teorema (Banach-Steinhaus). Si para cada f€¢H, existe una
constante C(f) tal que la sucesidén de operadores {T,B(H, ,H,)

cumple
Tl & Copy

(nétese que no se pide convergencia en algun sentido) Entonces
existe una constante C que no depende de alguna f€H en
particular gue acota a toda la sucesidn {Tk}; es decir,

ITell & C

la sucesiodn {T} estd acotada en la norma de operadores.

I'd . .
1. Isometrias e isomorfismos

El concepto de operador permite definir de una manera precisa
que tan parecidos son dos espacios de Hilbert.

Def. Un operador U:H,-->H,se llama isometria si cumple

DUl=H, ,  HUgl=lgy para cada e M, ;

’
es decir, es acotado y preserva la norma.

Def. Una isometria es llamada ISOMORFISMO si Rango(U)=H,, y
cuando existe un isomorfismo entre los espacios H, y H, estos se
llaman isomorfos.




Teorema (2.1). Si los pre-espacios de Hilbert H, y H, son
isomorfos tenemos .

i) H, es espacio de Hilbert si y sélo si H, lo es

ii) Un espacio de Hilbert es separable si y sblo si es
isomorfo a %,.

2. La Transformada de Fourier sobre L2(RM™)

La transformada de Fourier F_ :L2(R™)> se define como el
operador

D(FI=Co(R™ , F, oo = _(.;1.'%_).;,‘ SR- e-ixy fy dy ;

tiene propiedades importantes como operador de B(L2(R™)) que son
fdciles de probar.

Teorema (2.2). El operador F, tiene las propiedades siguientes

i) es una isometria de L2(R™) en si mismo
ﬂF."-\\‘-‘-’ ﬂf\l y “Fo"f\\ = Mgl pare cada fED( Fo)
que es la conocida identidad de Parseval

ii) F, es densamente definido por tanto F,y F;' tienen
extensiones unicas que llamamos F,P~'¢B(L2(R™))

iii) =i d=(d,,...,dm) @8 un multi-indice (c&zO), definimos
x4z x4, x4 y A= X0 d;
D%z TN (+ B
Entonces . ja)
DUF =T F g para el (R tal qua FpeW,, (R™
erp = F 0% para f& Wiy (RM ,
donde las derivadas son distribucionales.

'3. Los espacios L2(R™) y W,.(R™ son isomorfos

El conjunto _ S
Lo RM={f el (R | ctem™p e L. (RM]
es un subespacio de L2(R™), peroc si en él1 introducimos el
producto interior
{E190¢rm =‘S £*9 (1407w =L@ [(4+ it gD

con \:Uw como la norma respectiva, entonces (L2 r(R™,<.,.>,,)) es
un espacio de Hilbert ISOMORFO a L2(R™) ya que

Urt (Lo ®, 419 ) (L (R, 619 2 £ — U, = (1) ™
define una isometria :

(5_]9)“;-:: (U,}lUg) imelica Well (= “U,f“.

Ahore probaremos que FL2y (R®)=W.(R ) de lo cual se desprende
gue (W. ™),<.,.>.) ¥y (L2(R™),<.,.>) son espacios de Hilbert
somor

18
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Def. Decimos que dos normas llily y W-ly en un espacio de Hilbert H
son equivalentes si existen constantes posgsitivas CasCp tales que

Nflle S Calflly Uflia € Caligh, pare cada gel.
Es claro que podemos usar cualquiera de las dos normas para
estudiar la estructura de espacio métrico que posee H.

Proposicicn. Las normas siguientes son equivalentes en W, (R™)
WEhe = {3 g WD ST }Y2
HFleo= BO+R)"2F £ -
- anle
NFlv o= {upura T, D] .
Demostracién. Como la transformada de Fourier satisface
NEgl=ugu y Wx*Fgll= 0 DY
las normas citadas las transformamos en polinomios
pht= § IFpIE 3 e Wi da
BEWL= § IFp (44 1x1M)7 dx
BEUp = S \F}\‘(1+Z“‘=~r|x)"")dx
por tanto basta comparar los polinomios
2w
Zld\iv )2, @+t g (A3 ) ;

pero como tienen el mismo grado (r) entonces existen constantesC,
,CL Y Cy que 8010 dependen de m ( R™) y r tales que

L4 L e ML C Ui  £C T, INE S G U 1)

por tanto

Ugley SCaNEN,, S C, Nellye €y NRN,, QED.
Corolario. Los espacios (L2,(R™,<.,.>y) Y (W.(R™,<.,.>,) son
isomorfos.

Demostracion. La prueba es inmediata si observamos gque
CF R 9>r.o =<f19> ¢, parae g, g€ Lz.,r(RM)

define un producto interior cuya norma W\.l, , es egquivalente a
la norma \-I, por tanto (FL2,(R*),<.,.>.,) ¥ (W.(R™),<.,.>.) son
el mismo espacio egFonces

L 2, (Rm) = wY(Rh)o
Corolario. (W.(R"),<.,.>,) es isomorfo a (L2(R™),<.,.>).

Nota. Hemos probado que podeno§ usar cualduieré de la normas
NEWe = {2 2, WDASNZ)R
MEbee= N(4 ™2 Fell
v
BN =L WEU2 + 3 g, DAY YR

para trabajar en el espacio de Sobolev W,(R™), lo que es

particularmente util para mostrar que (W.(R™),<.,.>,) es la
grafica de cada operador deferencial de orden (r) con

coeficientes constantes.
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$3. El operador Ad)unto

1. Definicidn

El operador adjunto es el primer ejemplo de un operador
definido via una forma sesquilineal : el producto interior.

Def. Sea T:H-->H un operador lineal densamente definido. El
dominio del operador adjunto T* se define como

D(T*):{ge“\emste un hye H kol que <h \f) (9!T§) para cada f.eD(T)}
por lo cual satisface
Trg=hy 4 (TH\p> = (9\"[‘}) para cada €D(T) y g€ DET*).

Nota. La hipdtesis de que T sea densamente definido garantiza
que T* es un operador ( no es un mapeo multivaluado ), ademds T*

es un operador lineal.

Nota. La definicioh de operador autodjunto es aplicable tanto a
operadores acotados como no acotados.

. 8i T es un operadof acotado el teorema siguiente da una
caracterizacion del adjunto T . :

Teorema. Asumamos que T es densamente definido . Entonces G it
acotado si y s8dlo si T es acotado , en tal caso W Tl= u-r*n

2. Operadores simétricos y autoadjuntos.

La categoria de operadores simdtricos y autoadjuntos es
importante ya que muchos de los operadores de la Fisica estdn
detro de esta categoria, y para estos operadores hay una extensa
teoria parte de la cual estudiaremos en este trabajo con la
finalidad de conocer las propiedades relevantes gue permitan
conocer formalmente a operadores de Schroedinger y poder
resolver el problema de autovalores y autofunciones.

Def. Un operador T:H-->H densamente definido se llama simétrico

si satisface <Tf\9>= <.F ‘-‘-9>' para f,9¢ D(T),

Proposicién. Si T es simetrico entonces TCT?* .
Def. Un operador T simétrico se llama autoadjunto si T=%

Nota. Las definciones son validas tanto para operadores acotados
como no acotados, y debe tenerse presente que simétrico y
autoadjunto son conceptos muy diferentes en general (amenos que
T sea acotado como veremos enseguida ) algo que en los textos
ordlnarlos de Fi51ca no distinguen. Los operadores diferenciales
de la Mecanica Cudntica son sxmetrlcos sobre L2(R™), no acotados
Yy en su gran mayoria tienen una unica extension autoadjunta.
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Teorema (3.1). Si T es acotado y simétrico entonces T es
autoadjunto. ,

La prueba es inmediata ya que por ser T densamente definido y
acotado la unica exten51on que tiene es T,que eg
simetrico,entonces de T Ty T*<T se concluye T =T .

El siguiente teorema es importante en teorfa espectral, ya que
da la prueba de que la resolvente de un operador autoadjunto
siempre es un operador autoadjunto.

Teorema (3.2). Si T es autoadjunto y T~ existe entonces T ' es
autoadjunto. '

Ejemplo 6 (continuacion). El adjunto A® de la matriz A:R™-->R™

es acotado :
a) por definicionh

(Wed= 30 2 flag o= L (E D af ))79;= <A pig)
tanto
por A* - X vans puesta conjugeada de la mairiz A s

b) si aij =aj; entonces A=A% y la matriz A es simétrica
(autoadfunta)' en espacios de dimension finita los conceptos de
simétrico y autoad]unto son equivalentes, cosa que no ocurre en
espacios de dimensioh infinita en general.

Ejemplo 2 (continuacion).

a) El operador mlnlmallﬂh es simeétrico (no acotado) ya que
{Hlglgd =«- dxzf-\g) +¢qf1g>  para pge Clnm)

e integrando por partes queda

M2elad=C¢ L M:q>

b) la extensidn de Frledrichs H, de H es simétrico
<-AI-+°H-\‘3>‘"‘Z S 0.3%; "M dS +{V519g) 4 <§\a,9> {f1-89+9.9)

donde usamos la formula de Green (integracion por partes) la
cual es valida para derivadas distribucionales, y para f,gé€

‘ w,(sh) tenemos
}('BB...) =9(3B,=0 en el senkido de ktrazas,

de lo cual se obtine la simetria de M, . En el capitulo
siguiente mostraremos que [, es autoadjunto sobre L2(B,).

Ejemplo 3 (continuacion).

a) El adjunto A* del operador 1ntegra1 se obtiene de

(}\A3> de W)*Sdg\(ug\ﬁ(g) = d'j ‘_S\lx FOR KOx y)* 9(9)
por tanto
A* twas S_“ Ky, x)¥ fty)dy
es decir, A'es un operador integral cuyo kernel se obtiene

conjugando el kernel K(x,y) de A y permutando la variable Ade
integracidn (y) con la con la variable (x); es claro que

EA* & Soax Sdulken, oyt ¥
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ademas ||Al =1 A*| como era de esperarse.
b) si K(x,y)*=K(y,x) entonces A=A* (A es autoadjunto) .

Ejemplo 4 (continuacioh).
a) T, no es simétrico
n a‘LE‘ d}l " » d *
- de = - &1 d
S‘h dx> 3 :X gl—h-’-S-h :!-5_ X d
donde -a—;f" ‘9l %0 en genera/
por tanto <T_f,g> # <f,T,g> en general para £,g€D(T,).

b) T4 es simetrico, basta con integrar por partes. La inversa T;'
es un operador simétrico ya que la funcidn de Green es un kernel

simétrico.

Ejemplo 5 (continuacidn). _
a) El adjunto del operador maximal de multiplicacién por q(x) es

inducido por q(x)* :

{(q519>=<f19*qg) , D" =D(Q)
b) si q(x) es real valuada entonces Q es autoadjunto, ya que
coincide con su adjuto. :

El concepto de operador de proyeccion es fundamental en la
teoria espectral de operadores autoajuntos y para nuestros
propdsitos permite justificar el cdlculo de funciones propias de
un operador de Schrdediger en regiones acotadas atraves de la
suma directa de operadores autoadjuntos.

El teorema de proyeccion afirma que dado un subespacio cerrado
MCH, H admite la descomposicion -

H= M® M+,
es decir, cada f€H tiene una unica descomposicidn de la forma
Fefr+fa €My oM ; NEl2= Mgl NE, 2
lo que permite definir el operador de proyeccion ortogonal P
D(PL=H s PwFk = fy 5 '

la defincion de P, es andloga. La acotacidn de P, y Py: es
inmediata

“pmf’“: “&“6“}“ ; OSHPMHS J 14?894
cada operador de proyeccion es autoadjunto <P,f,g>=<f,P,g>.
Proposicion. Si M es un éubespacio cerrado entonces P,, tiene las
siguientes propiedades

i) es acotado
ii) es autoajunto,

Otra caracterizacidn importante de una proyeccidn ortogonal la
da el concepto de operador idempotente.

Def. Un operador P:H-->H se llama idempotente si cumple P%=P.
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Teorema (4.1). Para un operador PeéB(H) los enunciados siguientes
son eguivalentes

i) P es una proyeccidn ortogonal
ii) I-P es una proyeccicdn ortogonal
iii) P es idempotente y R(P)=N(P)
iv) P es idempotente y autoadjunto

donde Rango (P)=Nucleo(I-P) y Nucleo(P)=Rango(I-P) .

Notacion. Si T,S son operadores simétricos y acotados entonces

<Tf,f> y <Sf,f> son reales para cada f¢H . Si se cumple
(T}\})Z(S}\f-) para cada ;.e\-\

entonces decimos que T>S, en particular T se llama no negativo

si T>0.

Ejemplo 7. Si H es separable entonces posee una B.0.N. numerable

que llamamos {@y« }, a cada # 1la denotamos por |9x> y el teorema
de Riez nos dice que le corresponde un ¥nico funcional lineal

acotado en H*® que denotamos por < ¢,I.

La proyeccidn sobre L(@,) tiene la forma
¢
P™ 5= 4B lf> Bz 16,5< Byl - I£D.
Cada operador P, dado por
N

Pu=2,., <o |

@8 un proycccién ortogonal sobre H ya qu
a) es idempotente

N
pl = f Z l¢u> <¢K'¢m> <dml :f |¢K>< ¢|<l= PN

K3t m=i K=
b) es autoadjunto por ser simétrico y acotado.

Proposicidn. La sucesion de proyecciones {P,} satisface

i) Py s Py,
ii) {P,} converge fuertemente al cpérador identidad
lim W P, F - ‘L}\\:o para cada feH ;
la dltima afirmacich se desprende de
f--‘-Z':, CQuifd By = Wm Z'::‘ 192<86 - f 5 wmplicg
lim AT

mlOO< g - 1 gll=0,

Finalmente daremos una relacidn muy estrecha entre la cercania
de dos proyecciones en la norma de operadores y la dimensioch de
sus rangos respectivos, este resultado es importante para probar
por ejemplo que operadores acotados cercanos en norma tienen
subespacios invariantes con las mismas dimensiones.

Teorema (4.2). Si P y Q son proyecciones ortogonales que

satisfacen
WP -Qh <t

Er tonces d°'m R(P)= dim R(Q) .
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1. E1 problema de autovalores

Def. La resolvente de un operador T:H se define como
Rz Mm=(z-T)" € B (H)

cuando para z€C dada tal operador existe y es acotado sobre H.

Def. El conjunto resolvente p(T) se compone de todos los numeros
complejos z€¢ para los cuales la resolvente esta definida

P(T) {ZG(}! -Tes mqec’cwo,(i-T) es acotado y RQngO(Z-T)=H}.

Def. El espectro o¢’(T) del operador T se define como el
complemento del conjunto resolvente J(T)=C\p(T) .

Def. Un punto A del espectro J(T) se llama autovalor del
operador T si existe una funcion feD(T) con la cual se satisface

T§:1S‘
la dim Nucleo(T-)A ) se llama multiplicidad del autovalor A y a
la funcidn f funcidn propia.

Def. Al conjunto de autovalores de un operador le llamamos
espectro puntual Op(T) .

Nota. El problema de autovalores Tu=Au solo tlene sentido
cuando T actua de un espac1o de Hilbert H en si mismo ya que si
u es una funcion propia entonces Tu debe estar en el mismo
espacio de u que es H. Por esto al estudiar la ecuacion

TE=2¢
debemos trabajar en el mismo espacio de Hilbert H,por ejemplo no
es vdlido trabajar un operador de Schroedinger entre dos

espacios distintos como (Wj(L)),<.,.>;) y L2(n) aunque entre
estos espacios el operador sea acotado.

Nota. Es comun identificar al espectro con el conjunto de
autovalores, pero deacuerdo a las definiciones dadas es
necesario que exista una funcidn EN EL DOMINIO DEL OPERADOR y
que cumpla Tf=X f para que un punto del espectro sea autovalor.
Puede haber elementos del espectro para los cuales exista una
solucidn no trivial de Tf=Af pero no necesariamente estdn en el

dominio del operador.

Ejemplo. Para el operador T :L2(R)3> dado por
— - at
DM =Watr) , Tg=-2n¢
las soluciones de la ecuacion
T uslu
son e*‘ﬁ‘", por tanto si A€ (0,+00) la "funciones propias" no son
cuadrado 1ntegrab1es y por tanto A no es un autovalor; sin

embargo, en el prdoximo capitulo probaremos que [0,+00) es el
espectro de T y carece de autovalores.
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Nota. La diferencia entre operadores en R"™ y operadores en
espacios de dimension infinita es que los primeros sdlo poseen
espectro puntual discreto y finito mientras que los segundos
pueden tener espectro continue o autovalores de multiplicidad
infinita, de ahi que la motivacidn de las definciones

anteriores.

En la discusion siguente T€B(H). El problema fundamental de la
teoria espectral de operadores es la solucidn de

Tu=u

y este problema puede plantearse en términos de proyecciones.

Supongamos que 2\€J(T) es aislado y de multiplicidad flnlta,
{#x} es una B.O.N. del a-espacio E,, por tanto la proyeccicdn

sobre E., es

P\‘; Z " |0u‘>(¢,‘

K=t
y P, conmuta con T, lo que permite descomponer a H en
subespacios 1nvar1antes bajo T

H= E5@ B 5
TEsn=E, yTE{CE{L.

Ahora invirtiendo el razonamianeto tenemos la

Proposicion (5.1). Sea T€B(H) y P una proyeccidn ortogonal Que
conmuta con T Entonces el espacio H admite la descomposicidn
H= Rango (P1@ Rango (1~ P)
donde Rango(P) y su complemento ortogonal son invariantes bajo
T, de manera que T puede expresarse como
T=PTP+(+P)T(1-P) ; Tp=PTP y T, =(-P)T(-P),

donde Tp es la restriccidn de T a Rango(P) y lo mismo en el caso

de T¢-¢ y Rango(1-P).
Demostracion.
a) es inmediato que por ser P una proyeccidn ortogonal su rango

es un subespacio cerrado entonces, por el teorema de proyeccioch
y Teo. (4.1) , tenemos

H-= R°“5° (M D Rcmgo (1-P)

b) P conmuta con T entonces

TPu= PTuEanso(P) para cada uéeH
y por tanto Rango(P) y Rango(l-P) son 1nvar1antes bajo T.

c) T p =PTP=PT=TP es la restriccion de T a Rango(P) y lo mismo
ocurre con Ty por tanto T puede expresarse como
T=Te® T,

donde la suma ortogonal de los operadores Te ,T,_p S€ define como
Tu= TePu+ T, (1-Pu,

De la proposicion anterior se deduce que el problema de
diagonalizar a T equivale a encontrar todos sus subespacios

invariante
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2. Analiticidad de la resolvente R(z,T) en z€EQ

En esta seccidn supondremos que T€B(H); ahora daremos- algunas
identidades importantes .

Notacidn. Cuando no haya dudas escribiremos R(z)=R(z,T).

Propbsicidn (5.2) (Primera Identidad Resolvente). Si 2z, ,z, € p(T)
entonces’ Rzn—Rzy= (2,—2Z.) Rz Rz
= (Z,—2.) R (2R,

Consecuencia inmediata de este resultado es el desarrollo en
serie de Taylor de la resolvente alrededor de z¢p(T), lo que da
una prueba inmediata de que la resolvente es una funcion
analitica de z, resultado que explotaremos en todo el trabajo.

Teorema (5.3). Sea T€EB(H) y 2,p(T) Entonces
a) para cada zeD(z,,\R(zo\"') se cumple

Re2y=2 o, (E-2) Rz )"
donde la serie converge en la norma de operadores
b) p(T) es un conjunto abierto de ¢ y por tanto <’(T) es cerrado
c) para cada {z|> Tl se cumple
Ray= L > 2% TY,
Corolario (5.4). Si T€B(H) entonces R(z) es una funcidn
analitica en cada punto z¢p(T).

Corolario (5.5). Si TeB(H) entonces ' (T) NO ES VACIO.

Proposicidn (segunda identidad resolvente). Si S,T€B(H) entonces
para cada zep(T)/\ p(S) se cumple
Rz T —R(2,9)= R¢(z, T)(T-~S) R(z,5)
= R (2. S) (T"S) R;Z,T).

3. Singularidades de la resolvente

La mayoria de los operadores de interes fisico tiene
autovalores aislados de multiplicidad finita, por lo cual
asumiremos que el operador TEB(H) es autoadjunto y tiene tales
autovalores.

.La resolvente R(z) como funcidén analitica de z tiene una
singularidad en cada punto del espectro, en particular cada
autovalor es una singularidad.

Ahora probaremos que los residuos de la integral

7_1‘“.‘ Sv R(2) dE p Nc € curva cerrada

son las proyecciones sobre los “\-espacios E, de los autovalores
que encierra la curva [ .

1) Supongamos que M"c p(T) encierra un autovalor aislado )\ (con
multiplicidad=m,), por tanto la serie de Laurent alrededor de
es

i

R@=L" WA, , A= ) (z-2"" Rez1dz

nT-o ! 2
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Yy para otra " curva.cerca de r tenemos
2 ~ne ~-m-) .
A.,Am" (1) ,5,.. S‘. (2-07" (20" R@R(zdadz

que se reduce ,usando la primera identidad resolvente, a
L r2o
Ah Am: (Tn“"cm“l)An-rm-n H Tn:{o h <O

Para n=m=-1 queda A% =-A_, por tanto
- =1
Py = 25 S,- Rez)dz

es idempotente y autoadjunto (ya que R(z) es acotado), entonces
P, es una proyeccion. Es inmediato que P, conmuta con T

TP'A:‘{?;;' Sr‘TR(z)dz:----z-!-‘.-TS‘_1 R(2)Tda = P, T
por tanto Rango(P) es un subespacio invariante de T, que es
precisamente el subespacio propio asociado a . ’

2) Definiendo D,=-A, y.S';'"=Ah (n>0) tenemos

A_k-:___Dk-\ y K22 J
P, D= D, P)"_ Dy vy p)‘rz'zssz= °
® _-—rp- @ n+i
Remy==(2=2)P = T, 20" D)+ a-nmS,
Como la parte principal de la serie de Laurent es convergente,
el radio espectral de Dy definido como
)
rsp {Dy)=lim 1O\ /n
es cero, ya que la serie
- -—n- n @ -
Lo @-VTDI=EET 67D L g= (20
es convergente en el disco D(0,e) con 0<e<9hgg)arbitrariamente
pequefio, y para § #0, por tanto

I 1
- - (D -
0<«1§] ll-1l<rsp(.0;o > O < rsp (D)) <1z2-N1<LE
lo que implica que D, es nilpotente; es decir, D2’=o apartir de
m, (dimension de Rango(P)). Resumiendo, cada autovalor aislado y
de multiplicidad m, es un polo de R(z) de orden m, .

3) La generalizacidn es : si ' encierra un numero finito {)}4 }
de autovalores aislados de multiplicidad finita del operador T
entonces P -1 S 4

| s Jp R(E)AZ
es la proyeccicn sobre la suma directa de los subespacios
propios de los autovalores )\, .

Nota. La ultima ecuacion es fundamental ya que relaciona de
directamente a la resolvente R(2z) con las proyecciones sobre
subespacios invariantes de T. La generalizacion para operadores
no acotados la mostraremos en (II,$4.3).
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$6. Operadores Compactos y Autoadjuntos

1. Definicidn

Los operadores compactos son los que mas se parecen a las
matrices en espacios de dimensidn finita, la mayor diferencia es
que un operador compacto en un espacio de dimension INFINTA
puede tener infinitos autovalores mientras que las matrices
finitas sdlo tiene un numero finito; como veremos las matrices
en R™ son casos particulares de operadores- compactos.

Def. Un operador T:H,-->H, es compacto si la imagen {Tf } de
cada sucesidn {£,}c H, acotada contiene una subsucesiodn

convergente.

Nota. El1 concepto de operador compacto se da entre espacios de
Hilbert distintos, no necesita ser un operador que actue en el
mismo espacio, un ejemplo de operador compacto entre espacios de
Hilbert distintos son los potenc1ales relativamente compactos
que estudiaremos en el capitulo siguiente.

Teorema (6.1). Cada operador compacto es acotado.

El reciproco es falso en general , por ejemplo la resolvente
del operador de Schrdedinger asociado a un &tomo o molécula es
un operador acotado pero tiene espectro continuo,lo que
probaremos en el capitulo siguiente, por tanto no puede ser un
operador compacto. En el siguiente teorema damos otras
propledades de operadores compactos, entre las que destaca que
la composicidn de un operador compacto con un acotado da un

operador compacto.

Teorema (6.2). Sean H, ,H, y Hy espacios de Hilbert .

a) si SeB(H,,H,), T€B(H,,H,) Y uno de estos operadores es
compacto Entonces ST es compacto

b) suma de operadores compactos es un operador compacto

c) T es compacto si y sdlo si T* es compacto.

Ejemplo 8. El operador identidad I:H-->H , H tiene dimension
infinta,
Te=f

es acotado pero no es compacto ya que la esfera unitaria en
espacios de dimension infinta no tlene cerradura compacta.

2. Aproximacion por matrices finitas

Desde el punto de vista num€rico o computacional los
operadores compactos son los unicos que pueden tratarse como si
fueran matrices finitas de la manera que estudiaremos a
continuaciodn.

Def. Un operador T se llama de rango finito si Rango(T) tiene
dimension finita.

Teorema. Un operador T¢B(H) es de rango finito (=m) si y sdlo si
existen dos conjuntos linealmente independientes {f¢}, {gu})




S

g

Lales«que ™
Tf =L <P g, =L 19 9045l - £

en tal caso U—TN<»£Kﬂh}ﬂln9“n, sin perder generalidad puede
asumirse que los conjuntos de vectores mencionados forman un

sistema ortonormal.

Este teorema afirma que cada operador de rango finito puede
verse como una matriz finita de la forma

CTij=LedTie)> 5 {¢}= B.O.N de H,
Corolario. Todo operador de rango finito (matriz finita) es
compacto.

La importancia de los operadores de rango finito la da el

Teorema (6.3). Un operador TeéB(H) es compacto si y sdlo si
existe una secuencia {Ty} de operadores de rango finto (matrices

finitas) que convergen a T en la norma de operadores

Ejemplo 10. Sea H separable (como L2(n.) © Wg(£)) , por tanto
tiene una base ortonormal numerable {¢, } que define las
proyecciones ortogonales

PN—ZK':I 194> <Pyl
con las cuales obtenemos los operadores de rango finito (=N)
- Ty=P, TP,
con la representacién matricial
T = <D TLB,) , Agxcagn,

La pregunta inmediata es en que sentidoc converge la sucesion
{Tw} al operador T, la respuesta cuando T es compacto la da el

teorema siguiente.

Teorema (6.4). Si la sucesidn de proyecciones {Py} satisface

i) PK-§->1 (converge fuertemente al operador identidad)

ii) Py, < Px-n
y el operador T es compacto Entonces
lim W T,-Tl=0
donde .| es la norma de operadores en B(H).

El teorema anterior es fundamental para probar que el espectro
y los vectores proplos de la sucesion de matrices {Tk} converge

a los de T y sdlo a ellos.

Ejemplo 3 (continuacidh).ﬂﬂemos probado que el operador integral
AL, (v, AF(’"’"S.:L KX y) fCyrdy

cuyo Kernel K(x,y) pertenece a L2(_a)xL2(<.) :
M= S_nfb‘ SAd‘) ek, ol = “K(x,tg)":qn_z <00

es acotado y Il Al <

Ahora demostraremos que A es COMPACTO (no necesariamente
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autoadjunto), mostrando que A es limite en la norma ?a.
operadores de una secuencia de operadores de rango finito las
cuales se construyen como en el ejemplo anterior.

La hipétesis K(x,y)€L2 (. )xL2((.) implica que

ma=|
donde {#.} es una B.O.N. de L2(Q.), Yy por tanto {ﬁ,(x)ﬂfky)} es

una B.O.N. de L2(a)xL2(Ly).

El kernel N :
Ko o= L mnzt Gmn $mlx) GRCY)

define el operador integral A, de rango finito y por tanto es
compacto.

Ahora probemos #A,-Al -->0 : A, -A es al operador integral
(AN—A) 5—()() = ‘S_(L[k"(xllﬁ‘) '“K(xug)] P(")dy 3

cuya norma satisface va

“AN“A“S {Si“ Si‘l ‘K,,,(X,\Q)“K(x,g)\l} = “KN—K“L-..XL—;_
y como K(x,y)=lim K,(x,y) en la norma de L2(q )xL2(n) :

im WKy =Kl Ly, =O

entonces lim (|A,-AW =0; es decir A es limite en la norma de
operadores de la sucesion de operadors compactos A, por tanto A
es compacto.

3. Teoria espectral de operadores Compactos

Los operadores compactos vistos como matrices infinitas tiene
un espectro muy parecido a las matrices finitas, lo que
mostraremos en esta seccidn.

Teorema. Sea H de dimensidn'infinta, si Te€B(H) es compacto
entoces 0e J(T).

La prueba es inmediata ya que si el cero pertenece a p(T)
entonces T existe y es acotadc y por tanto el operador

identidad -
Tz T 'T

es compacto por ser composicion de un operador acotado con uno
compacto, lo cual es absurdo.

Teorema (6.5). Si el operador T€B(H) es compacto entonces

a) el espectro g (T) consta de autovalores aislados y el cero.

b) cada autovalor no nulo es de multiplicidad finita.

c) si H es de dimension infinta entonces el cero es el udnico
punto de acumulacidn de los autovalores de T.

d) A es un autovalor de T si y sélo si A¥ 1o es de T* .

Hasta aqui solo hemos pedido que T sea compacto, peroc en los
casos de interes es autoadjunto, lo que permite dar un teorema
espectral como en el caso de matrices finitas.

™

TEOREMA (6.6) ESPECTRAL PARA OPERADORES COMPACTOS Y




AUTOADJUNTOS: Sea T€B(H) compacto y autoadjunto. Si {a, ,a,,..}
son los autovalores no nulos de T y P; las proyecciones sobre
los a; -espacios, entonces

T _'ij=| J J H]

esta serie converge en la norma de operadores.

Nota. En el ejemplo 4 hemos definido el operador diferencial
Tilichmd D(T.)-{[-ED(T)lf.( M= pm=0] ;
T‘-f"- zf' +qcx)}: s
gque no es acotado; sin enbargo, su inversa y resolvente dados
por el operador integral N
R(= o= (Ta- Z)"f(x)z S-,,G*("")f'“-")dg

es un operador acotado sobre L2(-n,n); mds aun, es un operador
COMPACTO ya que el kernel G,(x,y) satisface (como acabamos de
ver en el ejemplo Janterior 3 )

dx oy 162 cxpl® <o

por tanto en lugar de trabajar con T, lo hacemos con su
resolvente para aprovechar que puede aproximarse por matrices
finitas (Teoremas (6.3) y ejemplo 10). Lo anterior permite probar
que la solucion de

Ti u= ) U Lon UMY = UM =0

puede calcularse con la precisidn deseada resolv1endo la
ecuacion matricial

T BT PO - 2" & Ju=0  , 1¢ieN

con un conjunto ortonormal {? } cada vez mds grande, y en el
limite N-->o0 recuperamos los autovalores y autovectores de T vy

solo ellos; siempre y cuando {y-} sea una B.O.N. .

En el capltulo IV probamos que la resolvente del operador
(definido apropiadamente en L2(f.) con Ll cR"acotada)

-0+ qoO
también es compacta para una gran clase de potenc1a1es d(x), por
tanto las soluciones de

(a+9qm)u=2tu , L(d3n)=0
pueden calcularse con la precisidn deseada simplemente
diagonalizando las matrlces finitas

<y\~A+q\YJ > 4¢0,j¢ N
Nota. En los libros ordinarios de Mecdnica Cudntica es comun
hallar gue cualquier "operador" lineal T (diferencial o
integral) puede "representarse" por medio de la matriz infinita

Tij= <\ TP » L41,j¢00

(donde {®;1 es una B.0.N.) sin mencionar ninguna condicion o
hipotesis que deba satisfacer T y trivializan el resultado de
que la matrices FINITAS

Ty =<\ TIGD 4N

tienen un espectro y autovectores propios que "convergen" a los
de T cuando N-->o ( sin precisar lo que entienden por
convergencia). Como acabamos-.de ver, esta aproximacion por
matrices finitas sodlo es valida cuando T es compacto o tiene
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resolvente compacta en alqun espacio de Hilbert

Lo anterior permite entender por que en esta época de
supercomputadoras, los calculos "precisos" que resuelven en
L2(RY) la ecuacion . \

= v 4 -

\H U':-("A"‘Z;-_.T';T +§Z;<J- —,—;;:;.—,)u—)u
por el metddo de Ritz ( o de proyecciones, que consiste en
diagonalizar la representacion matricial de |[H en espacios de
dimension finita) NO tienen por que converger a las funciones
propias de IH ya que este operador NO tiene resolvente compacta
por poseer uh espectro CONTINUO ( el Teo. (6.5 nos dice que una
condicion necesaria para que un operador sea compacto es que su
espectro sea estrictamente DISCRETO). Lo anterior pone en
evidencia que los problemas de convergencia con los metodos
actuales no dependen de la capacidad de computo sino del propio
metodo. '

— > S - > SV D A SR TS D i GED S S A G S S G M G G SN G S M G D S G G Gmn GRS M PN Smb GHS SL4 SN SR G My - S

1. Representacich de operadores acotados por
formas sequilineales

En (I,$4) hemos definido las formas sesquilineales acotadas ,
de las que destacan las simétricas y positivas. En esta seccidn
daremos la primera coneccidn entre formas sesquilineales y
operadores.

Teorema (7.1). Si TEB(H) es acotado entonces induce la f.s.1l.

DY=D(TI=H | 4 (uwn=<Tulw
que es acotada y uty =A\TH .

La prueba es inmed%ata, ya que usando la desigualdad de
Schwarz y la acotacion de T tenemos

VEou, ol € 0TI - wul - wvit,

Este resultado es "trivial" pero menos obvia es el

Teorema (7.2). cada f.s.l. t(.,.) acotada sobre H define un

inico operador acotado TéB(H) como aquel que satisface
L =<ulTv

y ademas el = 0T i .

El teorema anterior es una forma restringida del Teorema de
Extension de Friedrichs, con el cual apartir de formas no
acotadas obtenemos operadores no acotados. o
147894
2. E1 Teorema de Lax~Milgram

El teorema de Lax -Milgram sdlo involucra a operadores y f.s.l
acotados, su planteamiento y demostracicn son sencillos pero
tiene importantes aplicaciones en la teoria de operadores
lineales en espacios de Hilbert.

La primera aplicacion del Teorema de Lax-Milgram es la de
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obtener extensiones autoadjuntas de operadores simétricos (-
mejor conocidas como extensich de Friedrichs). La segunda es la
prueba de existencia de soluciones débiles a ecuaciones
diferenciales con valores en la frontera.,

Por sencillez asumamos que t(.,.) es una f.s.l. simétrica y
acotada por abajo por b, por tanto t+d define un producto
interior <.,.>¢ para cada o<b y hace de (H,<.,.>4) un nuevo
espacio de Hilbert (pensando en la complesion no perdemos
generalidad). La esencia de Teorema de Lax-Milgram
consiste en afirmar que los espe~ios (H,<.,.>) y (H,<.,.>4) son
exactamente el mismo espacio, ge¢ eralizando al teorema de Riez.

Teorema (7.3) ,Lax-Milgram. Sea (H,<.,.>) un espacio de Hilbert
y t(.,.) una forma sesquilineal simétrica sobre H para la cual
existen dos constantes k, X>0 tales que

a) |t(u,v)] <Ry - {ivit (es acotada en H )

b) t(u,u) >Knun* (es acotada por abajo por X )

Entonces para cada funcional acotado FEH¥ existe un dnico ue€H
con el cual F se puede expresar como

Fan =+t (u,V) paro cada VE H
y ademds se satisfa?e la desigualdad
LU € 9 UFL,

donde WFlIl es la norma del funcional F.
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ITI OPERDORES NO ACOTADOS

1. Conceptos

El concepto de operador cerrado es la generalizacicdn inmediata
de operador acotado, pues como veremos los operadores acotados
son cerrados y cada operador cerrado induce un operador acotado
en el dominio y la norma apropiados, en particular los
operadores diferenciales sobre L2(R™) son cerrados.

Def. Sean (H,,<.,.>;) Yy (H,,<.,.>,) espacios de Hilbert.
Definimos el pre-espacio de Hilbert (H, xH,,<.,.>) como

H,x|41:{(mg)lxe¥4,, yeH,j

provisto de las operaciones de espacio vectorial
A, Y0+ (Xa, 40 = (X% 4% 5 Ay, +Y,)

y del producto interior <(x,,y,),(¥,,¥,)>=<X,,X,> +<Y, , ¥, >, -

Proposicidén. (H,xH,,<.,.>) es un espacio de Hilbert.
Def. La grafica G(T) del operador T:H,-->H, es el subespacio de
HyxH,

G(T ={, | e DT,

La grdfica G(T) como subespacio de H, xH, puede ser un conjunto
cerrado, lo que da origen al concepto de operador cerrado.

Def. El operador T:H,-->H,se llama cerrade si G(T) es cerrado.

Cuando el operador T no es cerrado es posible gue la cerradura
G(T) de la grdfica sea la graflca de un operador,Cque
propiedades debe tener G(T) para ser la gréflca de un operador?
Prop051016h. G(T) es la grafica de un operador S:H y——>H, si y

sold si G(T) es un subespacio de H, xH, que tiene la propiedad
siguiente (O,y)€G(T) implica y=0.

Demostracion.
a) Si G(T) es la graflca de un operador S: H|-—>Hzes evidente que
es un subespacio y tiene la propiedad mencionada.

b) Ahora asumamos que G(T) es un subespacio con la propiedad
mencionada, esta propiedad garantiza que S esta bien definido;
es decir , que no es un mapeo multivaluado. Construyamos al
operador S :

definimos D(S)={ f€H,(| existe un geH, tal que (f,g)eG(T) } y el
mapeo S:H,-->H, como

Sj—zg pora cada SLC:DCS).
Primero mostremos que a cada f€D(S) le coresponde un unico Sf,

supongamos que hay dos g,,g, H tales que (f,q,),(f,qg,)€G(T)
entonces por ser G(T) espacio vectorial tenemos

(£490-(£,9,12(0,q,~9,)€ G(T)
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por tanto g,-g.=0 .

Ahora mostremos que S es lineal: si~f;,f1€D(S) entonces
lqu})+<}%Sf)-(lh+}¢,15}-+5}0

por tanto segun la definicidn de D(S) a \f, + £, le corresponde.
un udnico ASE, + Sf, por tanto

5(ap, +50= 255, +55a. QED

Def. El1 operador T:H,~-->H, se llama cerrable cuando G(T) es la
grafica de un operador a1 que llamamos T .

Es evidente que G(T)—G(T), cuando un operador T es cerrable la
siguiente prop051c1on muestra como determinar Tf con feD(T)
apartir de una secesion {(£,,Tf,) } <G(T).

Proposicidn. Si T:H, -->H,es cerrable entonces
a) para cada (¥, y)eG(T) existe una sucesidn {(x,,Tx,) }cG(T)
gue converge a (X,Y) ¢

hm N Xn=%) =0y b § Tx,—- Txll =0
b) TCT .

Demostracidn. Es inmediato de la definicidn de cerradura de un
conjunto,que (%,yY)EG(T) si y sélo si existe una sucesion
{(Xn,TXy,)} en G(T) que converge a (X,y) en la norma de la
grdfica .

im W% Tra) = (X, TXI =0

entonces ,
im Ix,—%W=0 y Hm N T, - Txll=0 s

de donde se obtiene (a), en particular para la sucesion
constante {(x,Tx)} con x€D(T) tenemos Tx=Tx por tanto TCT .

De la definicidén de operador cerrado es inmediata la siguiente
] s &
caracterizacion .

Teorema (1.1). Sobre el dominio D(T) del operador T:H,~-->H,

- definimos el producto escalar ( de la grafica )

<§\3>T::<f\9>+-<T;\Tg>
Nfhe = <FLET= {hpu+ 0 Tpene

para f,geD(T). El operador T es cerrado si y sdlo si
(D(T),<.,.>¢) es un espacio de Hilbert.

}I'L

El siguiente teorema resalta la importancia de que un operador
sea densamente definido y la utilidad del adjunto para saber
cuando es cerrable un operador. Recordemos que si un operador es
densamente definido entonces su adjunto estd bien definido-
(IT-$3.1).

Teorema (1.2). Sea T:H,-->H, densamente definido. Entonces
a) T*e . cerrado

b) T es cerrable si y solo si T*es densamente definido

c) Si T es cerrable entonces T=T**y (T)*
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Ejemplo 1. Operadores acotados .

Cada operador acotado TEB(H,,H,) acotado es cerrado ya que
D(T)=H,
Y

Ejemplo 2. El operador derivada.

a) En el capitulo anterior (ejemplo 1) mostramos que el operador
Toibotnm e ,TH=Conm) , Top=g-¢

NO es acotado, pero es cerrable ya que su adjunto es densamente
definido (por Teorema'1.2)

‘T‘ =~ -——— - F pavra yCC?(J\\h)C D(T™)
b) dquién es la cerradura T, de T,’. El1 operador
Tl G, DT)= WoEnm) , Ty f = S

(la derivada es dlstrlbuc1onal) es una extensidén de T, y si
observamos que el producto 1nterlor de la grafica

gy, = <gig> + < $E 18D

es precisamente el producto interior <.,.> con el cual Wy(-n,n)
es un espacio de Hilbert (I,$2.3) entonces T, es cerrado. Ya que
la complesion de (D(T,)., <.p.>,) es (Wi(-n,n),<.,.>,) entonces
T,—T (por Teo. 1.1).

2. Teorema de la Gréfica Cerrada

Hemos visto que todo operador acotado es cerrado, pero la
implicacion contraria es falsa.,en general como muestra el
ejemplo del operador derivada, dcual es la diferencia entre un
operador cerrado y uno acotado’ la respuesta estd en el dominio
del operador como establece el

Teorema (1.3).( Banach: Teorema de la grafica cerrada).
Si T:H,-->H, es un operador y H;, son espacios de Hilbert
Entonces los enunciados siguientes son equivalentes .

a) T es cerrado y D(T) es cerrado
b) T es acotado y D(T) es cerrado
c) T es acotado y cerrado.

Nota. Deacuerdo al teorema (1.3), T acotado y cerrado implica
que D(T) es cerrado pero no implica que D(H)=H; esta sutileza es
fundamental para distinguir entre operadores autocadjuntos y
simétricos.

El siguiente teorema muestra porque un operador cerrado puede
verse como un operador acotado cambiado al espacio adecuado (su
grafica con la norma ).

Proposicidn. Cada operador gerrado T:(H,,<.,.>,)==>(H,,<.,.>,)
induce un operador acotado T: (D(T), <oy o>y )——>(Hz,<.,.> ) .

. A
0 %3—\ Tf‘:T} para K.GD(T)
(DTMICH L4 ) —mreas CH, , ¢19Yy)
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Nota. Como establece la proposicidn anterior un. operador cerrado
puede "transformarse" en uno acotado cambiando de dominio ( su
grafica con la norma i*il++) lo que permite recuperar algunos
conceptos de operadores acotados, pero este esquema no puede
aplicarse para tratar de resolver el problema de autoavalores ya
que el operador debe actuar siempre en el mismo espacio.

Ejemplo 2 (continuacidn). El operador derivada

En el capltulo anterlor (ejemplo 1) al estudiar el operador
derivada definimos el operador

Ti.(‘N,(-h,h),('\')1)"3(L2(-h,h3,('|'))5 D(T)=Co rym) ; W E= %"&'

el cual es acotado y por tanto tiene una unica extension T,
acotada cuyo dominio es todo Wi (-n,n) y este es precisamente el
operador acotado T,, ya que T, es cerrado
(DT, ¢125) = (WSe-nm, & 1Dy) — A
—ri f'—‘Tz §= T'L 5
pora } G D(T.)
(Deraell-nn) 1) —7s oL Chin), 1))

Finalmente daremos un resultado importante en relacion con la
resolvente (z-T) de un operador cerrado T y la teoria
espectral.

Teorema {(1.4). Sea T cerrable e inyectivo. T~ ‘' es cerrable sivy
sdlo si T es inyectivo, en tal caso T = T°'; si T' es acotado
entonces Rango(T) es igual Rango(T).

3. Operador maximal de multiplicacion sobre L2 (L)

En el capitulo anterior estudiamos algunos ejemplos de
operadores de multiplicacidn, acotados y no acotados , pero en
cualquier caso siempre son cerrados, cualidad que los distingue
y de gran importancia ya que permiten dar una caracterizacion
completa de los operadores diferenciales sobre L2(R™) con
coeficientes constantes. Asumimos que =& R™ es una region
abierta.

Proposicidn. Sea q:R™-->R localmente cuadrado integrable.
Entonces el operador maximal de multlpllcac1on

QL. |, D(Q)-{g.EL.,_(n)IC”eL,LLn) ; Qp=qgl
es CERRADO .

Demostracion. Sabemos que Q es densamente definido ya que C“(Jl)
estd contenido en D(Q) por tanto Q* esta bien definido y ademas
como D(Q)—D(Q*), Q”* es densamente definido y por tanto Q es
cerrable. Ya que D(Q)=D(Q*) y

CEVFLFVPax pore fige D)

se desprende dque (D(Q) <.,.>q) es cerrado si y sOlo si
(D(Q%),<.,.>qx) es cerrado, por tanto Q es cerrado ( ya que Q*
es cerrado, segun Teo. 1.2a).




4. Acotacidn relativa de operadores. Estabilidad de . 48
Cerradura bajo perturbaciones

La cerradura de un operador T:H, -->H es una propiedad
importante y es deseable saber cuando 51gue siendo cerrado el
operador T+Q bajo ciertas perturbaciones Q, en esta seccioh
damos condiciones suficientes sobre Q que garantizan 1la
estabilidad de la cerradura.

En el caso de operadores acotados el problema es trivial ya
que si T,Q:H,-->H,son acotados en D(T)N D(Q) entonces T+Q es
acotado; sin embargo, cuando T es cerrado y no acotado los
problemas de perturbaciones se complican.

La idea bdasica de la teoria de perturbaciones de operadores
cerrados consiste en trabajar en la grdfica del operador ( donde
es acotado ) en la cual las perturbaciones se clasifican como
acotadas o no.

En esta seccion asumimos que T:H,-->H,es un aeperador cerrado y
por tanto T: (D(T), <.,.>,)—->(H1, .,+>,) es acotado. para
clasificar la perturbac1on Q:H, -->H, estudiamos sus propledades
cuando actua como un operador Q: (D(T), <.,.>T)——>(H <epe>,)

(DM, &dq) (DT, &1 A
~ ! Tt 3.\ ™ Q Qr=Q¢
i N ' para f.GDCT}
(o(may \,(\51) W(“q,( DPY] (DCT)CD(Q‘)‘cHU(.‘.)i).—.?_‘_._)( H1’<,\_>2) .

Es claro que para poder definir a Q sobre la gridfica de T es
necesario que D(Q)>D>D(T).

Def. El1 operador Q:H -->H se llama T-acotado si satisface
a) D(Q)>D(T)

b) Q es acotado sobre la graflca de T (en la norma 1. ‘i) es
decir, existe una constante C20 tal que

NQehsChglls =Cinpurs WTeh® } pora fe_D(T),
Si el operador Q es T-acotado entonces
NQgEh < Chpl+ C UL

al infimo de todos los b>0 para los cuales ex1ste una constante
a0 tal que’

UGl £ A NEN+ b YTl

se le llama T-cota de Q.

k]

Si un operador Q es T-acotado tenemos una condicidn
. « 2/ .
equivalente de acotacion relativa.

Proposicidh. Sea Q un operador T-acotado entonces las
desigualdades siguientes son equivalentes para £€>0 arbitrario y

tomando gl (14&Ma  y bz (f4gybr :
IQ elig i ‘ i WQeW?g a? ’
NQpl<abph+bhTpn siy solosi NQpNL atipnz+ b FUTE N,

en particular b es arbitrariamente pequeno si y sdlo si b’1lo es.

Ejemplo 1 (continuacidn). Operador acotado.
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Si T:H, -->H,es cerrado entonces cada operador acotado Q€B(H,,H,)
es T-acotado ya que-

H,=D@A>D DM NQell £ UQU-HIgl + co WTell,

por tanto la T-cota de Q es cero.
Ahora enunciemos el primer teorema de estabilidad .

Teorema (1.5). Sean T,Q:H,-->H.operadores tales que T es cerrado
(cerrable) y Q es T-acotado con T-cota<l . Entonces T+Q es
cerrado con D(T+Q)=D(T) (T+Q es cerrable y D(T+Q)=D(T) ).

La prueba es sencilla ya que las normas by y H.lv4q son
equivalentes por tanto G(T) es cerrado si y sblo si G(T+Q) es
cerrado.

5. Estabilidad de invertibilidad acotada.

En esta seccion damos un criterio sobre Q que garantiza que
T+Q tiene inversa acotada cuando T tiene inversa acotada.

Teorema (1.6). Sea T:Hp@ cerrado con inversa TﬂeB(H) acotada.
Si el operador Q:Hp> satisface

a) D(Q)>D(T)

b) 1QT'll <1

Entonces T+Q es inyectivo, (T+Q)'¢ B(H) vy

(T+* =T ”  =0nTNQRTH”

donde la serie converge en la norma de operadores.

Demostracion.
a) T+Q es cerrado ya que Q tiene T-cota<il

HQpel =NQ TN QT - RTel
b) T+Q es inyectivo y acotado

(T+rV'=LU+QTHTI" =T (4r@T ™)',
T 'es ocokado Yy como NQT™H<4<4L entonces
(+QT"N™" es acotado QED

1. Conceptos

Los conceptos de operador simétrico y adjunto son los mismos
para operadores acotados y no acotados (II,$3.2), pero al
trabajar con un operador no acotado T y cerrado debe tenerse
cuidado de trabajar en el dominio del operador, ya que no todo
el espacio es su dominio (de lo contrario seria acotado segin el
teorema de la grdfica cerrada).

Daremos algunas propiedades interesantes de los operadores
simetricos.

Teorema (2.1).
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a) Cada operador simétrico T:H3 es cerrable

b) La cerradura T de un operador simétrico es un operador
simétrico.

Demostracidn.

“a) si T es sim€trico entonces TC T* por tanto T * es densamente
definido lo que implica que T es cerrable (Teo. 1.2b).

b) Sea T la cerradura de T, si £,g9€D(T) entonces existen
sucesiones {f,} vy {g,} en D(T) tales que

mp,=f y T, =Tg 50 misme con (4a) y CTgmly
por tanto

CTRlgd= m < Tl gn) =m {fal Ty =¢f1TgY . QED

Def. Un operador 51métrlco T:H;> se llama esencialmente
autoadjunto si T=T™ (y por tanto T es autoadjunto).

El conjunto de operadores esencialmente autoadjuntos es muy
importante ya que son fdciles de caracterizar y a €1 pertenecen
la mayoria de los operadores diferenciales sobre L2(R™) con
coeficientes constantes reales y cuyo dominio es CP(R™) , esta
propiedad no cambia bajo un enorme clase de perturbaciones como
el potencial coulombiano.

Nota. El adjunto T* de un operador simétrico no es simétrico en
general, excepto cuando T es esencialmente autoadjunto como
afirma el teorema siguiente.

Teorema. Un operador T:H simétrico es esencialmente
autoadjunto si y sélo si T™ es simetrico.

Ejemplo 3. Operador maximal de multiplicacion.

Cada operador de multiplicacion Q simdtrico automdticamente es
autoadjunto ya que Q*=Q es simétrico.

Proposicidn. Para el operador maximal de multiplicacidn Q:L2(L1L) >
los enunciados siguientes son equivalentes

a) Q es simétrico

b) Q es autoadjunto

c) gq(x) es real-valuada.

Ejemplo 4. Operador minimal de Schroedinger el L2(R™M).

1) El operador minimal |H,:L2(R)z> dado por
D(\\'\o)‘:Cm(R) N ll—\of.:—é-%f.-l-qcmf

(donde Jd:R-->R es real valuada y localmente cuadrado integrable)
es simétrico ya que integrando por partes tenemos

(\Ho?\%) —-<}.HHO 9)

Yy por tanto es cerrable (Teo. 2.1).

2) El operador minimal IH,:L2(R™)p esta dado por
D(IHJ:Cm(Rm) , IH"F:_A}—‘-q'I

donde q:R™-->R es real valuada Y localmente cuadrado 1ntegrab1e.
Como en (1), H, es simétrico y por tanto cerrable. En la seccidn
$4.4 mostramos que  |H, es esencialmente autoadjunto para una
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gran familia de potenciales que incluye a casos como x>y el
potencial de Coulomb -1/r.

Ejemplo 5. Operador minimal de Schroedinger en region acotada.

1) El operador minimal (Hg:L2(-n,n)® dado por
| ki
DIMA=CPCnimd ; IH? j.z—-%—xag.-t- q f
(g(x) como en ejemplo 4) es simétrico y por tanto cerrable.

Hay varias extensiones de |H? que dependen de las condiciones
de frontera que se impongan a los elementos del dominio, de las
cuales destacan:

i) Extension con condiciones de frontera tipo Dirichlet
DA = WP-nm) N Wal-nm) = { FEWal-nym) | fFe-m=fam= 07]

My p= g—x-lﬁ—i- qf (derivados diskribycionales)
es inmediato que |H):L2(-n,n)p es simétrico .

ii) Extension con condiciones de frontera tipo Neumann
PUNI={FE Wot-nm | & FOEM =0}

Hmf- = -a—x—i_f- +qr (derwvodas distribucionales)
integrando por partes <Hyf,g> se deduce que IHi*)es simetrico.

2) Sea sr=R'una regidn acotada con frontera suave. El operador
minimal HR:L2 (5 )3> estd dado por

DUHS) =C® (Y » HL = —af+qF

(donde g(x) es la misma del ejemplo 4) . Nuevamente integrando
por partes se deduce que Ha es simétrico. Las extensiones
simétricas de IHS con condiciones de frontera tipo Dirichlet y
Neumann son respectivamente

i) T DURLI= WO NW,.(a)
Mo = -Af + qf
1i) , ° (\Hf‘:’) ={fFe W, tm ‘ - flom=o0 , 3. derivada normal o 92}

\H;ﬁf=—A}-+q9

J
en (i) y (ii) las derivadas son distribucionales.
2. Operadores d1ferenc1ales sobre L2(R") con coeficientes
constantes.

En esta seccion mostramos que cada polinomio en R™ induce un
operador diferencial con las mismas propiedades.

Definimos el polinomio p(x) en m~variables y grado r como
- A o4 .
P(’xl— Z‘d\sr Cd'xd , d‘cJ|)_..ldm), X ‘xl“.. Ynm

donde almenos un coeficiente c, con ldl =r es distinto de cero.
El operador maximal de multiplicacién P es

P:L.gm o . P_f....\oax)}.
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Teorema (2.3). Sea F:L2(R™)p la transformada de Fourier.
a) Cada polinomio induce un operador diferencial T cerrado

T= F'PF: L,(R™MP

definido por
DTI=F D)= { pel(RM| Fp e DcP
- o ™ Y
TF= Lo w0y D* =TT, ("‘%Tg) J
donde las derivadas son distribucionales

b) el adjunto T* es inducido por P*
TA=FTPrF

c) el operador minimal T, :L2(R™)D dado por
DITI=CR(R™  , Top=Tg

(las derivadas son cldsicas) tiene por cerradura a T: To=T.

Corolario (2.4). Los siguientes enunciados son equivalentes
i) todos los coeficionetes de p(x) son reales
ii) T es autoadjunto

iii) T, es simétrico
iv) T, es Esencialmente Autoadjunto.

La prueba del teorema anterior se basa en que la transformada
de Fourier no cambia las propiedades de la grdfica G(P), ya que
es una isometria,. por tanto G(P) y G(T) son cerradas. La
propiedad del operador minimal de T=T, se debe a que
(C5(RT) ,<.,.>4) es denso en D(T) en la norma de la grafica.

Una clase muy importante de operadores diferenciales parciales
es el conjunto de operadores elipticos.

Def. El1 operador T inducido por el polinomio p(x) se llama
eliptico si existe una constante €20 tal que

L+ \pew) > C (44 1) poro cado xe R™M

La elipticidad del operador T es equivalente a pedir que la
norma |\.\; de la grafica y la del espacio de Sobolev
(Wy (R?) ,<.,.>y) sean equivalentes por tanto D(T)=W.(R™).

Proposicion. Si el operador diferencial T, inducido por el

polinomio p(x), es eliptico entonces las normas li.li+ y l.l, son
equivalentes.

Demostracion. Probaremos que las normas W.li: y ¥.lr, son
equivalentes, donde .|, es la norma definida en (II,$2.3)

a) por hipdtesis existe una contante C>0 tal que
(LY & ¢ (A+ \P(x))) , €ntonces para feLq)r(R"’]
A+t Iprg CF iz 2ip-1p+ PRI

ahora integrando y usando la desigualdad de Schwarz

LRV g, g> € NBgl + Uyl
Aveda (A T RIS C gy ta nppne]” 147894

y usando la trasformada de Fourier gueda

WE N, =h RO F R cCEN i+ 0T gt




55 donde F f=f para  fe Wy (R™),

b) Desigualdad inversa. Es claro que existe una constante C,>0

tal que
4 1+\P(X)'\ < Cq_q (4+ W\\z)r’z paro codu X & Rm ,\ueso
DENZA MR FlI2C2 O+ IBDY2 (1Y amplicg
A
L P ST
Como probamos en (II,$2.3), la norma M-lnoes equivalente a la
norma 'Wr de (W.(R™),<.,.>) . . CQE[)

Corolario. Si T es eliptico entonces D(T)=W,(R™ ).

Hay otra caracterizacion de operadores elipticos para lo cual
introducimos la

Def. Si T es el operador diferencial inducido por el polinomio
p(x) la parte principal de P estd dada por los terminos se orden

(r) - a4
FL - z:wntr Ca X
y la parte principal de T es

—r;‘ = Z 14y =r Ca Dd.

Teorema. Sea p(x) un polinomio de grado (r) y T el operador
diferencial inducido por P. Entonces los enunciados siguientes
son equivalentes
i) T es eliptico
ii) la parte pricipal de P sdlo se anula en x=0; es decir,

Pe txi=o  implica x=0

iii) D(T)=W(R™) ;
en tal caso las normas W\,y W\, son equivalentes.

Ejemplo 6. El operador de momento lineal

1) El operador minimal de momento lineal \P,:L2(R)> dado por
DUPI= CT(RY ; WPep=+d ¢

tiene las propiedades siguientes
i) es esencialmente autoadjunto; ya que su cerradura dada por
g ———— \ .
DUR)=W4(RY 5 1P, £ %x—-f- (derivada distribucional)
es simétrico y cerrado (Teo. 2.2)
ii) P, es eliptico

2) El operador minimal de momento linealleszZ(R“);D

DUP,)=Co(R™; Wo;p=1 3¢

J 9 %j
tiene propiedades analdgas a las de P .

Ejemplo 7. Operador de energia cinética (laplaciano).

El operador minimal de energia cindtica To:L2(R™) 3D

DT)=Cce:m Top=-n¢
tiene las propiedades siguientes
i) es esencialmente autoadjunto (corolario 2.4); es decir, su
cerradura T, :L2(R™)z> dada por




DCT)= W, (R™) R ﬁ‘o} - “‘Af (decivodas d'\s\:{-'\bu cfonc:\\es)

es un operador autoadjunto
ii) T, es eliptico.

Nota. La esencial autoadjuntes del operador minimal T,:L2(R™)D
DITH=CTR™M 5 Top=-ag

permanece sin cambio bajo una gran clase de perturbaciones, que
incluye a la mayoria de los potenciales en Fisica, y pernite
estudiar algunas propiedades de los operadores de Schrdedinger
en regiones acotadas. La esencial autoadjuntes de T, sobre

L2 (R™) se pierde en L2(J}),donde LL<R"™es una regidén acotada con
frontera suave, debido a gque pueden imponerse distintas
condiciones de frontera a los elementos del dominio

fa09)=0 o %;‘.g-ia.n.):o

(ver ejemplo 5) lo que conduce a distintas extensiones
autoadjuntas del operador minimal

DT =CS() , Tap=-a¢ , Ta L (P,

Con el objeto de obtener extensiones autoadjuntas de TS es
importante que este operador sea acotado por abajo, propiedad
que introducimos en la seccidn siguiente.

3. Operadores y formas sesquilineales acotados y por abajo

Si un operador T:HZ es simetrico entonces induce la forma
sesquilineal densamente definida t(.,.)
DeYy=H(m™ , t(\).,\l):("\‘u,.\»
que a su vez define la forma cuadratica real-valuada
E=tiuw.

Def. El operador simétrico T:H3 se llama acotado por abajo si
existe una constante A& R tal que
E (b 2 Aot paroe codoa we DCTY,

a la mayor de las A se le llama cota inferior de T.

La importancia de la acotacioh por abajo de un operador
simétrico consiste en que permite estudiar sus propiedades y
obtener extensiones autoadjuntas (extension de Friedrichs)
usando la teoria de formas sesquilineales.

Ejemplo 3 (continuacioh). Si la funcidn g:Xi-->R es continua y
acotada por abajo; es decir, existe una q, tal que
QI 2q, para cada xe X%

entonces q, es una cota inferior del operador de multiplicacidn
Q ya due
P2 a2 1129,  imeplica LA, 2 q UgN?,

Ejemplo 4 (continuacién).
1) Cuando el potencial ¢g(x) es acotado por abajo por q,

Qxy > g, para cada xe R™
es inmediato que el operador minimal H,es acotado por abajo por
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d,, Ya que el termino <-Af,f> siempre es positivo
C—Af, > = KVE,Ip) para £ &CZ (R™

por tanto LFI2 g 2 1017q,  implicd

ClHog, 52 g lign?
para cada feCP(R™).

2) Si el potencial g(x) es singular , como -1/r, puede mostrarse
la siguiente

Proposicidn. Un operado T simétrico es acotado por abajo si y
sdlo si su espectro es acotado por abajo, en tal caso la cota
inferior de T y g(T) es la misma.

Por tanto en casos como el 4tomo de Hidrdgeno, el operador
minimal lH, es acotado por abajo por la energia del estado base.

Ejemplo 5 (continuacion).

Como en el ejemplo anterior, la acotacion por abajo del
potencial q(x) implica la acotacion del operador minimal {HS .

Si para un potencial g(x) el operador mlnlmaIIH° sobre C3(R™)
es acotado por abajo (como en el caso del Atomo de Hidrdgeno,
ejemplo anterior)

ClHHo ¢, > 2 X WEWY pare cada peCh (R™)

es inmediato que tal propiedad la hereda el operador minimal IHS
en L2() ya que en particular se cumple
(\\"\_n.f £> 2 P TS poro cada I.CC () C CICR™,

El teorema siguiente da la importancia de los operadores
elipticos en relacion a los operadores acotados por abajo (como
el laplaciano).

Teorema. Sea T: L2(RF);> un operador diferencial ellptlco Yy
autoadjunto ( o simétrico ) con coeficientes constantes y m>1.
Entonces T es acotado por abajo cuando

\im P<x) =+c0

1Y+ 00 o

El laplaciano es ejemplo tipico de operador eliptico y acotado
por abajo.

1. Conceptos

En el andlisis siguiente asumimos que T:H3 es un operador
cerrado. Los conceptos de resolvente, conjunto resolvente,
espectro etc. son los mismos que para operadores acotados, pero
hay unas aclaraciones pertinentes en el caso de operadores
cerrados.

Definimos la resolvente como




- 6
RezaT)=(z—-T)"e B(H S
lo que automaticamente implica que para cada z¢p(T) el operador
z-T es inyectivo, acotado y los mas importante :

Rango (2-T) = Dominio MNa,Ti= H,

Como T es cerrado el operador z-T es cerrado por tanto (z-T)"!
también es cerrado (Teo. 1.4), ya que Rango(z-T) es todo H
entonces automaticamente es acotado (por teorema de la grafica
cerrada) lo que permite redefinir el conjunto resolvente para
operadores cerrados (y acotados) como

P(T)={?.E£ ‘ 2-T es ‘myect'wo y Rango (2-T) = Hf.

Nota. Puede darse el caso de que z-T se inyectivo y (z-T)"' sea
acotado por tanto el teorema de la gridfica cerrada indica que
Rango(z-T)=D(z~T) es un subespacio ¢grradg de H pero esto no
implica que sea todo el espacio, esta diferencia es lo que
distingue a operadores simétricos y autoadjuntos, por un lado y
por otro resalta cque en el caso de la resolvente su dominio
siempre es todo el espacio H.

2. Proyecciones ortogonales y Subespacios invariantes

Cuando un operador TEB(H) conmuta con una proyoccién ortogonal
P entonces Rango(P) y su complemento ortogonal son subespacios
invariantes bajo T , pero en el caso de un operador cerrado y no
acotado ya no puede darse la identidad TP=PT ya que D(T) no es
todo el espac1o ( de lo contrario seria ;acotado sequn el Teorema
de la grdfica cerrada) por tanto a lo mas puede ocurrir que

PTC TP D(PTI={feD(M| Tpe D(P)=H}= DXT)
D(TP = {fe DIP)] Pre D(T) § ;

esto nos lleva a la redefinicidn de conmutacion.

Def. Decimos que el operador T:H connuta con PéB(H) si
PTC TP,

Ahora mostraremos que la conmutacion de T con P nos lleva
nuevamente a la descomp051c1on del espacio H en subespacios
invariantes bajo T.

Proposicidn. Sea P una proyecc1dn ortogonal sobre H y T un
operador cerrado. PTC TP si y solo si PD(T)&D(T) vy
TRango (P) & Rango (P) .

La prueba es inmediata, con esto podemos "descomponer" a T
como sigue : definimos al operador Tp como D(TP)-D(T)F\Rango(P)

Y Tpu=Tu para cada ueD(Tp), analogamente se define T4-p. Como T
es cerrado entonces To ¥ THP son cerrados por tanto T escribirse

como
La decomposicion anterior puede generalizarse.

Teorema (3.1). Si el conjunto de proyecciones {P,}., satisface
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PKF& - Skl P

y P TCTP para cada k Entoncas el operador cerrado T tiene la
descomposicidn

T=T+ ...+7T, M= D(TH+... + D(T,)

donde

D(Tx): D(T)annso(P") )] Tk u:Tu PQ“O UGDCTK)Q
Otra manera de plantear la descomposicion de T es pidiendo que

P conmute con la resolvente

PRz, 7T = Rz P
lo que elimina el problema del dominio ya que P,R(z,T)EB(H).

Teorema (3.2). Sea p(T)#%p y PeB(H).

a) Si PTC TP entonces R(z,T)P=PR(z,T) para cada ze&p(T)

b) Si para alguna zep(T) se cumple R(z,T)P=PR(z,T) entonces
PTC TP .

3. Resolvente, analiticidad y singularidades

Las identidades de la resolvente son vdlidas para operadores
cerrados, salvo porque debe tenerse cuidado con los dominios.

Teorema (3.3). Sean S,T:HP cerrados.
a) Primera identidad resolvente: para z,z’ep(T) tenemos
Rz, M—AR(2,T)= (2'-2) R(2,T) R(z', ™
= (z'-2) R(ZYT) Rz, T)

b) Segunda identidad resolvente: para zep(T)(\ p(S) y sobre
D(T) N D(S)
Rz, TI-R(z,8)=R(z,T)(T-5) R2,5)

=R(z2,HN(T-5) R(z2,T),
Consecuencia inmediata de (a) es el

Teorema (3.4). Sea T:Hp cerrado. Entonces

a) si zep(T) entonces para z€D(z, ,I\th.m) se cumple
o n

Rz, TI=2 7, (2,~2)" R(z,,™

b) p(T) es ablerto Y J(T) es cerrado
c) R(z) es analitica sobre p(T).

Un calculo similar al de operadores acotados (II,$5.3) muestra

que
P — ?-e“' ; S R(Z T)d?. ) Nz curve cerroda p(T)}

es una proyeccion ortogonal : P*=P y P es autocadjunto, ademds
como P conmuta con R(z,T) para cada z¢p(T) entonces P conmuta
con T (PT&TP) lo que nos lleva al interesante teorema de
separacion del espectro.

Teorema (3.5). Supongamos que og(T)=a(T)U T (T) donde O (T)
consta de un numero finito de autovalores y la curva
rectificable I separa a O(T) de J'(T). Entonces

a) el espacio H tiene la descomposicion

H= M@ M

donde
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b) el operador T admite la descomposicion
—r_ TM,+TM“ , TN\'E B(M’)

donde O(T )= =0' y g (Tyw)=0" , y los operadores Tpy ¥ T~
estan dados por

D (TN\') -— D(T) ﬂ N\' "2 TM' u: Tu PGTO, ue D(.TMI) )
analogamente para Tpyn.

4. Espectro y extensiones autoadjuntas de operadores simétricos

Hasta aqui solo hemos asumido que T:H® es cerrado, en caso de
ser simétrico o autoadjunto hay propiedades adicionales de la
resolvente y el espectro.

Como cada operador simétrico es cerrable y su cerradura es un
operador simétrico entonces asumiremos que cada operador
simétrico es cerrado.

El prlmer resultado es un crlterlo adicional sobre
conmutaciodn.

Teorema (3.6). Sea T simétrico y PeB(H) una proyecc1dh
ortogonal. T conmuta con P ( PTCTP ) siy s0lo si ueD(T)
implica Pu€D(T) y TPu estd en Rango(P).

Este teorema es util para definir y caracterizar la suma
ortogonal de operadores autoadjuntos.

Ahora comenzamos a estudiar el espectro de operadores
simétricos.

Teorema (3.7). Sea T:HP simé€trico y cerrado entonces

a) cada autovalor es real

b) autovectores de distintos autovalores son ortogonales

c) para cada ZSC\R,(z-T)' esta b1en definido y es acotado
Rez=-TY7'H & 1 Im 217

Demostracion. Los incisos (a) y (b) son triviales. Para (c)
tomemos z=x+iy en C\R entonces para cada f£€D(T)

I (Z-TIpU%= HOx -T2 4 W apn? 2 1 Tm21® npy2,

por tanto (z-T)f#0 si f#0; es decir, z-T es inyectivo, sea
g=(2z-T)f entonces _
I(z2-T)"gh & 1 Twz!™" Ngll . QED

Observaciones.

a) Del teorema anterior se desprende que (z-Tf'tiene un dominio
cerrado, ya que (z—T)' es cerrado y acotado el teorema de la
grdfica cerrada dice que Rango(z-T)=D[ (z-T)"'] es un subespacio
cerrado de H.

NO puede conclulrse que Rango(z-T)—H, pero por ser cerrado el
teorema de proyeccion da

H= Rango (2- T)@Rongo(?: -T)y

b) Lo anterior da origen al siguiente concepto
Indice D erecto =def (&-T) =31M§chgo(z'-‘r)'l'§
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y este concepto da la diferencia entre un operador simetrico
cerrado y un operador autoadjunto como veremos enseguida. La
primera propiedad de def (z-T) es :

Proposicidn. Sea T simétrico cerrado entonces def (z-T) es
contante en cada semiplanoc Im(z)% O.

Por tanto basta considerar def (X i-T).

Teorema. Un operador simétrico cerrado es autoadjunto si y sdlo
si def (+i-T)=0. :

Cuando un operador simétrico cerrado no es autoadjunto es
posible establecer cuando tiene extensiones autoadjuntas como
establece el

Teorema. Un operador simétrico tiene extensiones autoadjuntas si
y sdlo si def (i-T)=def (-i-T).

Aqui es donde se aprecia la virtud de que un operador
simétrico sea esencialmente autoadjunto ( aquel cuya cerradura
es un operador autoadjunto ) como los operadores diferenciales
simétricos sobre L2(R™ con coeficientes constantes.

Teorema (3.8). Un operador 51métrlco T:H& es esencialmente
autoadjunto si y sdlo si T es la unica extensioh autoadjunta.

Nota. Como veremos en $4.1, la propiedad de esencial
autoadjuntes del operador minimal

To il (A, NTI=CR™ |, Top=—AF

se preserva bajo una gran variedad de potenc1ales que lo
perturban , como el potencial coulombiano o x?* .

Nota. En L2(.n.) con LLCR™ regioh acotada, se pierde la esencial
autoadjuntes del operador minimal T, debido a gue pueden
imponerse distintas condiciones de frontera a los elementos del
dominio los que lleva a distintas exten51ones autoadjuntas del
operador minimal Tg, por esta razdn recurrimos a la teoria de
formas sesqulllneales ya que da el camino mds sencillo para
obtener extensiones autoadjuntas del operador minimal el cual se
basa en el Teorema de Extensidn de Friedrichs.

Nota. Para obtener extensiones autoadjuntas del operador minimal
en regiones acotadas usaremos varios resultados de la teoria de
perturbaciones de operadores diferenciales sobre L2(R™) con
coeficientes constantes, por esta razon seguiremos en la linea
de estudiar tales operadores en L2(R™M).

Finalmente daremos algunos resultados concernientes a
operado—es autoadjuntos.

Teorema Un operador simetrico T:H® es autoadjunto si y sdlo
si &(T'CR

Teorema. Sea T:Hp autoadjunto entonces los siguientes
enunciados son equivalentes

a) zep(T)

b) Rango(z-T)=H




c) existe una c>0 tal que Il (2-T)fl >clifl para cada f€D(T) ;
es decir z-T es inyectivo y WR(z,T){{ <c .

Ejemplo 3 (continuacidn).

La caracterizacidn del espectro del operador de multlplca01on
Q es sencilla ya que z-Q es el operador de mutiplicacidn z-q(x)
; tal caractlerizacidn requiere de la teoria de la medida, por lo
que sélo daremos la

Proposicion. Si i< R es abierto y g(x) es continua sobre IT
entonces

O'(Q)={q_cn \xe_n.}:cerruduro del rongo de q tx).

Proposicion. A€ J(Q) es un autovalor si y solo si la imagen
_inversa

CJ;'('X) = { reL|quo :1}
es un conjunto de medida positiva.

Un caso particular es

D(Q)=La2 (R™ » Qp=(Z o 0D fF= NP

cuyo espectro es J(Q)=[0,#0) y carece de autovalores.
Ejemplo 4 (continuacion).

En $4.4 mostramos que para muchos potenciales como x* y -1/r
eloperador minimal |H, es esencialmete autoadjunto, por lo que
asumimos que H, posee tal propiedad.

Para conocer la resolvente R(z)=Mo.-z)'! , zep(H,), debemos
resolver la ecuacidn diferencial en u(x) ' '

(‘—\:\—o"Z\U: I. Para le—. L'L(Rh‘)
pero como es bien sabido, la solucion esta dada atraves de la
funcién de Green G,(x,y) del operador |[H,-2
Lo = (M) gz § Gl pegrdy,
El operador integral que representa a R(Z) es acotado,
pertenece a B(LZ(R“)), ya que es la resolvente de un operador
autoadjunto pero no siempre es compacto; por ejemplo, si g=-1/r

(dtomo de Hidrdgeno) entonces R(z) tiene un espectro CONTINUO
por tano NO puede ser un operador compacto (Teo. 6.5~II).

Ejemplo 5 (continuaciocn).
En $5.4 mostramos que los operadoreslHJ;y H

Para conocer la resolvente de |H. debemos resolver la ecuacidn
diferencial

(HL-2)u=¢ con ze PURL) y F&L, ()
sujeta a la condicidhé de frontera (problema de Dirichlet)
weany =0,
Nuevamente, tal solucion se da através de la funcidn de Green
) = ROMA,2) = o Gty fypdy

pero a diferencia del ejemplo anterior, para una gran clase de
potenciales (incluidos x%y -1/r) la resolvente (IH -z) es un
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operador COMPACTO en los espacios (L2(..),<.,.>) 7
(W2 (1), <.,.>1), probar esto es el objetivo del capitulo IV. La

_gran ventaja de la teoria desarrollada en el capitulo IV es que

no se necesita conocer la forma explicita de la resolvente de {HY
, basta con probar que |H} tiene ciertas propiedades que son
fdciles de hallar.

Ejemplo 8. Espectro de operadores Diferenciales sobre L2(R™) con
coeficientes constantes.

Si T:L2(Rm)z;> es el operador diferencial inducido por el
polinomio

- d

POO= Y oy Ca X

entonces T y P tienenel mismo espectro :
X 2ep(?) entonces (z-21'e B(L(RM) y

(2-T)' =(2-F'PF)7' = F'(z2-B)"F
por tanto zep(T) si y solo si zep(P), por tanto

glT) = o ()={pw| xerm]
Yy no hay autovalores.

El procedimiento anterior es mejor conocido como metodo de 1la
transformada de Fourier para resolver la ecuacidn diferencial no
homogenea

(chdD“—Z)u:f. para f€ L. (R™ )
ya gue aplicando F queda
(cma\bd F'=2) Fu= F_F

(Puyr—-2) {1 = ¢

donde se aprecia que P(y)-2#0 para cada y&RT lo que equivale a
pedir que z€p(P), por tanto

1 = =YV e = F _Fto)
K=(Bwr-2YV"f — u=F_ 22 T " S G2(xy) feyrdy
donde la funcioh de Green esta dada por
G . et(x-gm Yy’
(x,y1= ¢ e C= constantke ,
AL 8 ’ Py -2 ? " "

Como caso particular tenemos al laplaciano :
T, RM P, DITH=CTIR™ ,
Toj‘- = —Aj: N
T(To)= LO,+w) 3 To corecede avtovalores,

T G > T D W T S . T G = S T T D T D T D D G e W . g — B> G = — S —— —

$4. Perturbacidn de Operadores Autoadijuntos

. e S —— - T S S = D S - Y G S G e (D S L G L L —— Y — T —_— c— — ——

En las secciones $2.2 y $3.4 hemos estudiado algunas
propiedades de los operadores diferenciales sobre L2 (R™) con
coeficientes constantes de las que destacan :

a) el operador minimal T, ,:L2(R™)

D (To): c:’(Rm) s To F= Zm\sr Ca DqF
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es esencialmete autoadjunto cuando c4€R.
b) si T=T, es eliptico y simétrico entonces es acotado por abajo
c) T(T)=0e(T) =cerradura del rango del polinomio X, Gx* Yy T
carece de autvalores. - B

En las secciones siguientes haremos una clasificaciodn de 1los
potenciales ¢g(x):R™-->R para los cuales el operador T+Q
conserva las propiedades citadas; ademds obtendremos resultados
valiosos para estudiar operadores en regiones acotadas.

1. Estabilidad de Autoadjuntes

En esta seccidn y las dos siguientes estudiamos las
perturbaciones Q mas sencillas de un operador T: las
perturbaciones T-acotadas (ver $1.4).

Teorema (4.1). Sea T:HP autoadjunto (esencialmente autoadjunto)
sobre el espacio de Hilbert H. Si el operador Q:He® simétrico es
T-acotado con T-cota<l Entonces T+Q es autoadjunto y D(T)=D(T+Q)
( T+Q es esencialmente autoadjunto, T+0=T+Q y D(T+Q)=D(T) ) .

Recordemos que si Q tiene T-cota<l entonces T+Q es cerrado y
el domino es e} mismo, pero en caso de que T sea autoadjunto y Q
simdtrico ademds T+Q es autoadjunto.

La prueba del teorema es relativamente sencilla ,sdlo
involucra los conceptos de Adjunto y propiedades de 1la
resolvente.

-

2. Estabilidad de acotacidn por abajo

Otra propiedad importante (cuando la tiene) de un operador
autoadjunto es la acotacidn por abajo (ver $2.3).

Una caracterizacion de la acotacioh por abajo la da el
espectro.

Proposicidn. Un operador simétrico T:H 3 es acotado por abajo
con cota A si y sdlo si su espectro esta acotado por abajo porl
. En particular si T es autoadjunto entonces min 0 (T) es la cota

inferior de T. :

Sabemos que la mayoria de los operadores elipticos Y
simétricos son acotados por abajo, nuevamente tal propiedad se
conserva bajo perturbaciones simdtricas T-acotadas con T-cota<l.

Teorema (4.2). Sea T:Hpy autoadjunto y acotado por abajo con

cota "f1. Si Q:H® es simétrico, T-acotado con T-cota<l entonces

T+Q es autoadjunto y acotado por abajo. Si en particular se

cumple ’ :

lasl € algli+ b ITel para cada peD(m s O-Qozo
1

-entonces 3 <

b
*S una cota inferior de T+Q.
147893

Yrrg= ¥y - mox { 2 ,a+bmn]
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3. Espectro Esencial y Perturbaciones Relativamente Compactas

Dentro de la clase de perturbaciones T-acotadas destacan las
perturbaciones T-compactas por dejar invariante al espectro
esencial.

Def. Sea T:H, -->H, cerrado. El operador Q:H, -->H, se llama
T-compacto ( o relativamente compacto respecto a T) si es
T-acotado y compacto sobre la grdfica de T :

(T, ¢
o 4:( ) Q compacto ,Qf---Q; para & DM
(D(TICH,, & - >,)>Q CHal <o1dy) o

Una propiedad interesante de los operadores T-compactos es :

Proposicioh (4.3). Sean T,Q:H,-->H,operadores tales que T es
cerrado y Q es T-compacto. Entonces Q tiene T-cota=cero; es
decir, para cada e>0 existe una Ce.>0 tal que

Qe £ Co g+ @NTgI,

Ahora tenemos el importante teorema sobre invariancia del
espectro esencial de un operador autoadjunto.
Teorema (4.4). Sea T:H D autoadjunto, Q simetrico y T-compacto
Entonces oo (T+Q) =Te(T).

4. El operador de Schroedinger —A+QqQ en L2(R™),
Las familias de potenciales M, ,.(R™ y Mp(R")

En esta seccidn estudiamos el operador minimal [Ho:L2(R")&
DOMI=CT(R™ , Hof = —af+ qf
para una familia de potenciales g(x) simétricos que incluye
potenciales singulares como el Coulomb.
Como sabemos el operador minimal T,:L2(R™) P
D(TI=ZCT(R™  » Tof=-Df

tiene las propiedades siguientes
a) es esencialmente autoadjunto , To=T es autoadjunto

b) D(T)=W2(R™)
c) T es eliptico y acotado por abajo por el cero.

Como (W (R™) ,<.,.>,) es la gridfica de T, para mostrar que q(x)
es T,-acotado basta con probar que

QWL (R™), ¢-1:),) — (Lo (R™), <& 1-))

es un mapeo acotado y tiene T,-cota<l, para lo cual
introduciremos las familias de potenciales Mpnoc(Rm)~

Def. Una funcidn gq:R™->R se llama localmente de cuadrado
integrable si satisface

V2 ' ™
N%m:{ S\\g\st |Q(x-9)l"'dg} <o para cada XE& R

Al conjunto de funciones localmente cuadrado integrables le
llamamos L2, (R™).




64

Def. A cada funcion q:R -->R y a cada p&R lesvzasociamos la
funcion { S' g Iq(x-yal® Iy1P ™™gy, ) para p<m
N\%\P (V= 9 £
Nq('m para f2m,

Def. Denotamos por Mp . (R™) al espacio vectorial de funciones
q(x) para las cuales H,M, (x) es una funcidn localmente acotada.

Def. Denotamos por Mp(R™) al subespacio de Mp,oc (R") formado
por las funciones q(x) para las cuales Mq“s(x) es acotada en todo
R™ Si g(x) estd en My(R™) definimos

N\ehf’ = sSvup { N\Q:P(’”\ X€ R'n}.

De las definiciones es inmediato que si p, <p, entonces
Mpyoc (R™ C Mpic (R™ C Layie (R™
Mp, (R™ S M, (R™),

Teorema (4.5). Asumamos que ré IN y p<2r entonces
a) Existe una constantae C>0 tal que

,'Qf-“ < C‘M‘LP "f“.. para cadao qu?(R") y f€ W,(R™

b) Para cada e>0 existe una Ce>0 tal que
lqplh S Ce igh + € Nglly  para cada g€ W (R™),

Del teorema anterior se desprende que para cada operador
diferencial S de orden r sobre L2(R™ con coeficientes ,
constantes, el potencial q(x)€Mp..r(R™) es una perturbacion con
S-cota=0, en particular para el laplaciano tenemos el

Corolario. Si q:R™-->R pertenece a Mp(R™) con <4 entonces
a) el operador minimal T.+Q:L2(R™) 3>

D(T+Q) =CT(R™ , (Te+t@)g=—~af+qy
es esencialmente autoadjunto y D(T.+Q)=W,(R™).
b) El operador de multiplicacidn Q inducido por q(x) es

To-acotado y tiene T,-cota=0; es decir, para cada €>0
existe una C¢>0 tal que

Naeh=0ggn £ Ce NEN+E NAEN para f€ W,R(R™)
c) T,+Q es acotado por abajo.

_ El siguiente teorema da un criterio para saber cuando Q es
T o—COmpacto.

Teorema (4.6). Si Q(X)EM pq(R™) ¥

\||:\\_’m Nq(xl =0
Entonces el operador Q:(W.(R™,<.,.>,)-->(L2(R™ ,<.,.>) : Qf=qf
es compacto.

Ejemplo 9. Al operador minimal T,:L2(R)3D
D(T,)= CRt-wa) 5§ T £ = ~%1_ [2

lo perturbamos con el potencial q(x)=e"‘tque tiene las
propiedades siguientes : '




i) es continuo y acotado sobre (-w,wx ), por tanto pertenece a
MP(R) para p>0 y tiene T-cota=0

ne RN < g

ii) es Trcompacto ya que

h ® o om
Ixi-> 00 S.oo € dy=o
por tanto el operador minimal |H,:L2(R)>

D(\H )'—'-C:b(-oo,co) ‘Ho f' :_%};1 f. + e—x'lf

tiene la propiedades siguientes
a) es esencialmente autoadjuto; es decir, tiene una dnica

extension autoadjuta dada por n
— a— 13 - X
D(WI= WalR) , Mep=-%-. 5 +€ ¢
donde las derivadas son distribucionales (Teo. 4.1)
b) {H._es acotado por abajo por 0 (Teo. 4.2)
C) Ce(H,)= Te(To)=[0,+x)
d) la resolvente deIH° es un operador integral de la forma
o
R(2Yfpmxr= S - G u) FLordy
R(2) es acotado pero NO es compacto por tener un espectro
continuo (Teo. 6.5-II).

Ejemplo 10. Atomo de Hidrdgeno.

Al operador minimal de energia cinetica T ,:L2(R™) D
DCTI=CP(RY , T =-A¢

lo perturbamos con el potencial coulombiano
qx) = =ix\-' = —~A/r

que pertenece a Mp(R™) para p>2 :
i) si p23 tenemos
~al-7
Mepn= | gy VX912 dy
haciendo x=0 (por traslacién de ejes llevamos el origen a x)
2 _ -2 _ ) -
Mqﬂp (.“—Sl‘jl.ﬂl 1y dy = 4’ITS°clr Y vt = 4T

ii) para 2<p<3 , y llevando nuevamente el origen a x tenemos
z = 2 gy IP-3y, - ' o p3 4T
N\%:P(X)‘ :Su,;m 19"y d‘) qTS&' Fie e = 75:7 J

ademas q(x) es T,-compacto (Teo. 4.6) ya que

IX~y|~2
\‘7&\-900 Slg(m e 49 ©
por tanto el operador minimal |H,:L2(R™)&

DOHA=CZ®(RY , Hop=-ap-L¢

tiene las propiedades siguientes
a) es esencialmente autoadjunto; es decir, el operador \H :L2(R™)D

(derivadas distribucionales) es la unica extensiocn
autoadjunta de |Ho

b) HH es acotado por abajo (Teo. 4.2)

c) Oe(H )=0e(T )={0,+®) (Teo. 4.4); de esto se deduce que si H
tiene espectro puntual entonces se localiza abajo de 0 y
consta de autovalores aislados con multiplicidad finita,

lo que es conocido en Fisica,
d) La resolvente R(z) de|H es un operador acotado pero NO es




compacto por tener un espectro continuo.

Sabemos que hay casos como el potencial x* que no estdn en
alguna familia MP(R“), pero hay criterios adicionales que
garantizan la esencial autoadjuntes del operador minimal T.+Q
sobre CP(R™) uno de los cuales damos a continuacion.

Teorema (4.7). Si el potencial g(x):R™->R pertenece a MPJMXRP)
para alguna p<4 y tiene la forma gq=q,+q., donde

q,| N\P(R"‘)

Gatx) 2 —C \X1* para algena C0 y todo xe R™

Entonces el operador minimal

DUHJY=CR (R™ ‘H°I‘="Af'+ qf
es esencialmente autoadjunto sobre L2(R™).

La demostracicn del teorema anterior consiste en probar
directamente que los indices defecto del operador minimal son

cero ($3.4).

Nota. Para nuestros propdsitios es irrelevante conocer el
dominio exacto de la cerradura del operador minimal T,+Q, basta
con saber que es esencialmente autoadjunto sobre CQJ(RT).

Ejemplo 11.
1) El oscilador armonico. El potencial x? satisface las

hipdtesis del Teo. (4.7) por tanto el operador minimal
© HolLafRYP |, DIMA=CST(R) » Hop= - %‘J_ +xg

es esencialmente autoédjunto'y tiene las propiedades siguientes

a) es acotado por abajo por el cero
b) sdlo tiene espectro discreto; es decir, O. ( HH,)=0¢ ,

2) Potencial de Mitra. Perturbamos el operador |H, del oscilador
armcdnico con el potencial
quiy =2 (3% —1) s A0
que pertenece a Mp>o(R) y es |Ho-compacto, por tanto el operador
DUSHI=CPCRY S¢= Mof +qexr g
tiene las propiedades siguientes
a) es esencialmente autoadjunto (Teo. 4.1)
b) es acotado por abajo (Teo. 4.2)

c) sdlo tiene espectro puntual y cada autovalor tiene
multiplicidad finita, ya que Qb (H,)=O(H,+Q)= @ (Teo. 4.4).

$5. Operadores de Schrtfedinger en regiones acotadas

En esta seccidn abordamos el problema de obtener extensiones
autoadjuntas del operador minimal

H2 L. (@) 5 DIWSI=CPta) , H2 = —-Afp+qFf

donde SLC.R™ .es una region acotada con frontera suave. Como vimos
en la seccidn anterior el operador minimal T =-A sobre C%(R™)
es esencialmente autoadjunto en L2(R™ 1lo que implica que tiene
una Unica extension autoadjunta que es precisamente su
cerradura; la dificultad para obtener extensiones autoadjuntas
en regiones acotadas L2(q.) se debe a que hay una gran variedad

b




o7 de condiciones de frontera gque pueden imponerse a los elementos
del dominio (como en el ejemplo 5), mientras que en L2(R™) la
dnica condicioh de frontera

tim Fex)=0
A ->

se satisface automdticamente al pedir que f(x)€L2(R™).

Para obtener extensiones autoadjuntas del operador minimal en
LZ(IL) recurrimos a la teorla de formas sesguilineales, que da
un método de fdcil aplicacion. La idea es andloga a la de llevar
un operador cerrado a su grafica para estudiar sus propiedades,
el operador minimal T, define una forma t(.,.) la cual induce un
producto interior <.,.>; ( andlogo al producto interior <.,.>fde
la grafica G(T) ) lo que hace de (D(T), <"'>t€ un pre-espacio de
Hilbert cuya complesidn define una extensidn t(.,.) de la forma
t(.,.) con la cual puede mostrarse gue existe una extension
autoadjunta en L2(<«) del operador minimal (Teorema de extensién

de Friedrichs ).

1. Formas sesquilineales y operadores acotados por abajo.
Cerradura de una forma sequilineal.

El operador laplaciano T,:L2(R™)g
D(T)=Cg(R™ 3 Tf_-—A)'.
es acotado por abajo por el cero; en particular, la restriccion
L2 (a ) DCT_ﬂ.)"CQ(_Q.) , ..n.“'"'Aj:
es acotada por abajo e induce la forma
Deo)=DCTY) » tL(uV) =< TR U, =<9y, vV
que es densamente definida, simetrica y acotada por abajo sobre
L2() .
La forma ta(.,.) define sobre D(T3) el producto interior

f,9%=tn (F, P —aA<F,9) 5 dL0
lo que hace de (D(ty),<.,.>t) un pre-espacio de Hilbert cuya
comp1e81on es (We(a), <.,.>;).

Proposicion (5.1). La comp1e51dn de (D(t,),<.,.> ) es el espacio
(Wi(),<.,.>;) donde la forma tol.,.) se deflne como sigue

a) para u,veWw{(n ) existen {u,}, {valcCS(n.) tales que
tacu, v =lim talun, V)
b) £.(.,.) es densamente definida, simétrica y acotada por abajo

c) el producto 1n;erlor <.,.>§ es

AP = ralg, ) ~ad <f, 9> , d<O,

Demostracion.
a) si tomamos o =-1 entonces

Culvd, = <uivdi  para uve Cla)

y por definicion la comp1e51on de (CP(s),<.,.>) es
precisamente el espacio de Hilbert (Wo(sl) <"'>1)
b) para O <0 no hay cambio ya que

CUIVD = Culvy, + (1+d) <UlVd  para Ve Coa)
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por tanto <.,.> y <.,.>, inducen normas equivalentes.

La forma ta(.,.) dada por :
D(E)= WS , Eotu,v)=<oulvw
(las derivadas son distribucionales), es la CERRADURA de t(.,.)

(ver I,$4.2), ya que -
D(EL)D Dlkn) y tatuw = ta(uVv) para uve D(ty)

por tanto tg(.,.) es una extension de ta(.,.) (EaDt,).

Es claro que EJJ.,.) no es acotada en L2(f.) ya que la induce
un operador no acotado ( en II,$7.1 mostramos la reciprocidad
entre formas y operadores acotados ), pero como en el caso de un
operador cerrado sobre su grafica, la forma t;q.,.) es acotada
sobre su "grdafica" (WJ(L),<.,.>f); el siguiente diagrama
muestra las analogias entre operadores cerrados y formas

cerradas :

(D(T) Q\.)T) + acotade (DG),‘?'1>L)t t acotado
(D(T)CH (\))>»(H.<-l->) (D('&)CH#""%«EMQ C

cerrado
AP +TEITY <FIPE= {<}|9)-u<f19>
(DCT), <+ 1+>) @s un espacio (0Ck), & 1->F) es un @spacle

de Hilbert de Hiltherte,

2. Acotacidn relativa de formas y operadores-

Denotamos por Q:L2(L1)7> al operador de mult1pllcac1on
inducido por q(x). Recordemos que la forma <Qu,u> esta’
;elatlvamente acotada por la forma asociada al laplaciano
ta(.,.) si existen a,b>0 tales que

KQuiwl € allun* + b Eatuu) para cada usDEa)

y al infimo de las b le llamamos T,.~cota de <Qu,u> (I,$4.2).

En general no hay una coneccion entre la acotacicdh relativa de
dos operadores Y las formas que inducen, pero en el caso de
operadores simétricos y autoadjuntos la acotacidn relativa de
operadores implica la acotacidn relativa de las respectivas

formas sesquilineales.

Teorema (5.2). Sea T:L2(f )3 autoadjunto y positivo, Q
simétrico y con T-cota<l :
fqul € Chun+b ATull para ueD(T) y 0¢bet

Entonces la forma <Qu,u> esta acotada por <Tu,u> con cota

relativa<b; es decir, existen a,b>0 tales que
1{Qu,udl < anun? + b’ ('I‘u u> para WED(TY y b¥b.

En nuestro problema hay dos casos en_los que se puede
establecer la acotacion de <Qu,u> por Ea(u,u)=<wu,vu>.

Proposicion (5.3). Si g:n -->R es continua sobre XL entonces
a) Q:L2(L )z~ es acotado '
NQplh € max 1g90) kgl para cada g€ La o)

b) Q tiene T-cota=0
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c) <Qu,u> tiene ta~cota=0 (Teo. 5.2)
KQuul & max Tgool - wun?,

Notese que la proposicién (5.3) incluye casos como x?* que no
pertenecen a alguna familia M, (R™), pero que en regiones
acotadas son bien comportados.

Para potenczales singulares como el de Coulomb tenemos lo

siguiente. Si q(x)GMp(R"‘) para alguna p<4 entonces
a) para cadat¢>0 existe una C,>0 tal que

le\\:l\q_f-\\S. Ce VWY € ALl Para cada }&W,_(R“)

esto da la acotacidn relativa de operadores
b) en particular sobre C$(fL) tenemos

HQel & Ce Upll+€ Nagl
de lo cual se deduce la acotacion de las respectivas formas
segin Teo. (5.2) .
|<Qf,j~>| < Ce g2+ € £ CF, p paro. cada g€ Co(n)

y por densidad de C®(sn.) en (W9(a),<.,.>3 ) tenemos
|<Qf f‘>\ CE "f“i*EL.n_(j. f) pora cada f&W ()
‘por tanto <Qu,u> tiene t n—cota=0 .

Teorema (5.4). Si g(x)EMp(R™ )para alguna P<4; 5 C R"es una
rogién abierta, conexa, acotada y con frontera suave entonces

i) D(Ea)=D(tat<Q.,.>)=W{(a) ,
ii) pa *a cada cada £>0 existe una ce >o tal que

W@y, })\<C hgh? + € Ea¢p,f) para cada peWlCa),
donde t,(.,.) es la forma inducida por el laplaciano T3.

Ejemplo 10 (continuacion).

El operador minimal T3:L2(n)3> |,
D(TA=CP () 5, TR fF=-AF

induce la forma
DCE)=D(TYY & tatuw=<KYU,9V)

que tiene por cerradura a
DAL)=Woom) , Toluwn=49wmIVv),

Como el potenc1a1 -1/r_pertenece a My 4 (R™) entonces la forma
<Qf,f> estd acotada por t_,,_(.,.) con t_.,:-cota=0 segun Teo. (5.4);
es decir, para cada €>0 existe una C,>0 tal que

K wiUD 1 £ C lUWE 4 € (VU lVU) pcu—o. coda WEWP (),

Ejemplo 11 (continuacion).

El operador minimal T2:L2(~n,n)3> (n€|N)
DTD=C2nm) 5 Top=-94 ¢

induce la forma cerrada
DCEDN= Woeh,n) » EwnluW= <P dx>

Como el potenc1al x* es acotado en_C-n,nl entonces la forma
<Qf,f> esta acotada por E (.,.) con t -cota=0 segun Prop. (5.3).
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3. Perturbacion de formas cerradas

Como en el caso de perturbacidn de operadores, la acotacion
relativa de formas permite dar criterios de estabilidad de la
cerradura y acotacich por abajo de una forma sesquilineal.

Teorema (5.5). Sea ta(.,.) la forma inducida por el laplaciano
(cerrada y acotada por abajo) y <Qu,u> una forma con ta-cota<l.
Entonces la forma

ho tu v = QU + (TU, TV

tiene las propiedades siguientes

a) es_simétrica y acotada por abajo

b) D(t,)=D(ha)=WS(s.)

c) ha(.,.) es acotada en la norma W:-l4 de (WS(n.),<.,.>,); es
decir, existe una constante K>0 tal que

\\'\_n_(UAn\ < K “U“i “\‘“1 fPara uwv GW?(—Q‘)

d) ha.,.) es cerrada; es decir, induce un producto interior
<.,.>% con el cual (W9(s.),<.,.>,) es un espacio de Hilbert

e) CP(n.) es denso en (WO(L),<.,.>n ).

Es claro gue la forma h,(.,.) es inducida por el operador
minimal simétrico [H3:L2 ()3

DIMQ=Cc2(ny , H2¢= ~0f+qf

y satisface
hatuv) = <HS W, V) pare LEDUHS) y ve Wiy,

4. Extension de Friedrichs

Ya tenemos todos los ingredientes para obtener una extension
autoadjunta del operador minimal [Hf .

Teorema (5.6), Extensidn de Friedrichs. Sea s(.,.) una forma
sesquilineal densamente definida sobre L2(5), simetrica,
cerrada y acotada por abajo. Entonces existe un operador
autoadjunto T sobre L2(.1L) tal que

a) D(T)=D(s) y s(u,v)=<Tu,v> para ué€D(T) y VveD(s)
b) D(T) es denso en D(s) con la métrica inducida por <.,.>g
c) si u€D(s), wel2(a) y se cumple

S(u,V) = {WIV) para coada ve D(s)
entonces u€D(T) y Tu=w.

Aplicando el teorema anterior a la forma
DIv =W end)  » W uWI= Quid+<vu,9v)
definida en Teo. (5.5) tenemos el siguiente
Corolario (5.7). Existe un operador autoadjunto ]Hi;Lz(sl):)

inducido por la forma hg(.,.) de Teo. (5.5) que satisface :
a) D(HIH)CWI(Q) y
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hg tuv=<HL u, V) para ueDCHL) y VE W?2(a)
b) WH3u= IHA u para cada uec®(n.) ( HADIHS )
c) si ueWf(n )N W, (N) , tenemos integrando por partes
h,tu,v) = <(=a+gq)uv) pare cada vE W? ()
por tanto W{ ()N W,(N.)C DQHZ) ¥
Hiu=-Aauw-=+qu
donde las derivadas son distribucionales (en el capitulo IV
probamos que D@HL)=Wo(Q )N W, () ).
Nota. El Teorema de extensicdn de Friedrichs sdlo afirma la
existencia de lHi , no da el dominio exacto ni la forma del
operador, para obtener esta informacién y otras propiedades como

la compacidad de la resolvente de I[Hi recurrimos a la teoria de
ecuaciones diferenciales con valores en la frontera basada en la

teoria de formas sesquilineales ( cCapitulo 1IV).

Nota. Deacuerdo el teorema anterior, cada forma s(.,.) induce un
operador T autoadjunto, esto permite introducir distintas
condiciones de frontera, por ejemplo si la forma es

D)= W, (s , scu\vu=<vu,vv>+<qu.v>+5mu*vd'c
puede mostrarse que el operador autoadjunto respectivo es
D(‘“-g.)):{uewm(_n_) ‘ %-—\L:O ?obre 'a_n.}

‘H::\ = —A 9 -+ q w (der‘“‘odus diskribuci OﬁQIQS)

donde se observa como se heredan las condiciones de frontera de
la forma s8(.,.). .
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Iv PROBLEMA DE AUTOVALORES PARA OPERADORES DE
SCHROEDINGER EN REGIONES ACOTADAS

I Y S - e Y A Y e G R A P W G G G i B D G T W S P G e S R S G D -

1. Introduccion

En el presente capitulo .N\.CR es una region conexa,abierta,
acatada y con frontera suave. El objetivo es mostrar que el
operador autoadjunto Hgq sobre L2(£1) definido por la forma

D(ha)=Wl) ; hatuwn=¢u,9v) +<quv

atraves del Teo. (5.6)-II1 (extension de Friedrichs) , tiene
resolvente (H,-z)' compacta en (L2(f£.),<.,.>) ¥y (W) .,<.,->1),
por lo que el meétodo de proyecciones (Bubnov-Galerkin o de Ritz)
converge al espectro y funciones propias del problema

Hou=2u , utes=o,

La hipdtesis fundamental que asumiremos en todo el capitulo es
que el potencial ¢:R™-->R pertenece a la familia Mp,j,c(R™) para
alguna p<4 , por lo cual induce una forma <Qu,u> acotada por
<Vu,Vu> con cota relativa cero; es decir, para cada £>0 existe
una C.>0 tal que

(1.1 JRu,WIL C U+ E4VU,TWY  para cada ue W/ ().

Nota. Como solo interesa el comportamiento de q(x) en H.c R
(acotada) es suficiente que gq(x)eM p,10c(R™) ya que redefiniendo a
q(x) como, { Qexy X€ %

q(x):
o x ¢ I
tenemos &(x)e MP(R"') y con esta trabajamos en L2(L).

En la seccion $1.2 definimos la forma h.(.,.) que estudiaremos
en el transcurso del capitulo e induce al operador {Ho. En $2
introducimos la teoria de problemas con valores en la frontera
basada en el concepto de solucicn débil con el fin de obtener
los elementos que permitan caracterizar al operador resolvente
Rg(z) asociado a Ha, En $3 mostramos que la resolvente Rqa(z) es
un operador compacto sobre L2((.), lo que resuelve el problema
de existencia de soluciones de H,u= 2 u, ademds mostraremos que
las funciones propias de |[H, son funciones infinitamente
diferenciables en el sentido cldsico. En $4 damos otra version
de la compacidad de la resolvente en el espacio (W{(<.),<.,.>,)
lo que ofrece algunas ventajas numericas. Finalmente en $5
mostramos que el espectro y funciones propias de todo operador
compacto y autoadjunto como la resolvente Ria(z) pueden
calcularse diagonalizando matrices finitas.

2. El operador minimal {HJ, la forma hga(.,.) y el operador H,

Apartir de (1.1) en III-$5.3 (Teo. 5.5) probamos que la forma
A.2) D(h =Wy | bt v=<Tugv+<qu.v»
(derivadas distribucionales) tiene las propiedades siguientes

(1.3) i) es simétrica y acotada por abajo por alguna 1,e R
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ii) es cerrada; es decir, induce el producto interior
(P Pw=hals @ =<9, Al),
con el cual (W$(n.),<.,.>K) es un espacio de Hilbert
iii) es acotada en la norma #.l,: existe una K>0 tal que

Ihacu b Ko tudgly vt para uve W) (a)
iv) €S(n) es denso en (Wo(oL),<.,.>h).

El operador minimal HHS:L2 ()32
DM =Ctay , IHZ g=-bf+qf
es simétrico y acotado por abajo por )\,eR.

(1.4) E1 operador H,:L2(s)e denota la extension de Friedrichs
del operador minimal H3( corolario 5.7-III ) y tiene las
propiedades siguientes

(1.5) i) D(IHLY)CD(h)=Ws (),
hatuw) = <M u,v>  para ue DU y ve W)

ii) si ueWl.a), wel2(n) y se cumple
hatuviz<w, v para cada v eE WP (a)

entonces ueD(\H,) y w=1IHu,
iii) lH_n.es acotado por abajo por 2, (cota inferior de h,)

iv) Wi(a )W, (2 )TD(IH,) ¥
”4_.-..,’. =-df+qg para cada e W ()N W, (),
donde las derivadas son distribucionales.

El operador H, descrito arriba gobierna la dinamica de un
sistema cuantico confinado en f1... Este operador es acotado por
abajo y autoadjunto en L2(f.) pero no es acotado en la norma de
operadores; sin embargo, veremos que su resolvente R, (2z)=(H,-z) '

es un operador compacto en L2({l).

Nota. El teorema de extensién de Priedrichs sdlo afirma que el
operador H, existe y da algunas de sus propiedades, pero no dice
cual es su dominio D@H,) y la forma explicita de |Hn, en la
siquiente seccich desarrollamos la teoria de problemas con
valores en la frontera y veremos que (H, es precisamente la forma
diferencial -4 +q cuyo dominio es W )N W, ().

- — - G S G A G T S ———_— S T G T G P G - — G Wy Gt D T WD Sy G B D Bt Wy WD W s Y S W D S e > G B > S

$2. Teoria de problemas con valores en la frontera basada
en el concepto de solucion débil

- G D T e D S e S U D T G Sy S D S R G G G S Rk i T G SO S B T S S e St G W T D T ) W . S G A — T " G -

1. El operador [H,, la forma h, y el concepto de solucidn debil

La resolvente R,(b)=(@H.-b)"' asociada al operador |H, es un
operador autoadjunto y acotado, peroc para mostrar que es un
operadcr compacto sobre (L2({l.),<.,.>) debemos estudiar 1la
ecuacion

2.0 (Mo~ u=§f

donde bepoﬂ_a) (conjunto resolvente Ha), f(x)eL2(£L) y u(x)e
D(H,) . ecuacion (2.1) tiene la dificultad de gque no conocemos




el dominio D(H_.) del operador |H, y la forma explicita de (2.1) 14
para un elemento arbitrario de D(H,), ya gque el Teo. (5.6)-III

solo afirma la existencia del conjunto D¢H,)C W° (.n) sobre el

cual H, es autoadjunto en L2(fL).

El concepto de Solucidn Débil. Para cada ueCJ(n.) el
operador H, se reduce al operador minimal |HS , entonces
supongamos que para f(x)eL2((l) vy beP(H,) existe una solucidn
u(x)eCcy(sL) de (2.1): satisface

(2.2) (—a+q-BYu=¢

a tal u(x) le llamamos solucidn clasica de (2.1), ya que posee
derivadas en el sentido cldsico. Si (2.2) se cumple, entonces
tambien se satisface

{(-249-bIu, V=<, W pora coda ve W] ()

o integrando por partes
(2.3) h_n. (U WV =B U WV=4{f£,¥) para cada ve WP,

En otras palabras, cada solucién clasica u(x)eW$(.s.) de (2.1)
satisface (2.3).

Ahora invirtamos el planteamiento: para f(x)eL2(f.) y bep(H )
hallemos una u(x)eW?(sn) que satisfaga (2.3) para cada v(x)€
W; (L), es claro que no toda u(x) que cumpla (2.3) es una
solucidn clédsica de (2.2) o de (2.1) ya que para satisfacer
(2.3) solo se necesita que u(x) tenga primeras derivadas
distribucionales que pertenezcan a L2(s5 ), pero resolver (2.3)
en W} (5) tiene la ventaja de que conocemos explicitamente la
ecuacidn a resolver (2.3) y si probamos que tal solucidn ’debil’
es mas regular ( u(x) posee derivadas distribucionales de mayor
orden en L2(£L\)) entonces integrando por partes podemos
recuperar la ecuacidn (2.1) o (2.2) por lo que u(x) es la
solucioch buscada a (2.1) o (2.2).

Notese que por este camino, resolviendo (2.3) y dando la
regularidad de la solucidn débil hallamos el dominio D(H,) y
determinamos la forma explicita del operador |H,, ademas
obtendremos los resultados que permiten probar la compacidad de
la resolvente R (b) en L2(sv.).

Def (2.1),preliminar. Sea f(x)€L2(SL),beP(Hy), hal(.,.) la forma
(1.2) y |H, el operador (1.4). La funcidn u(x)eWg(n) es una
solucidn débil de 1la ecuacidn

(2.4 (Ma-Du=¢

si satisface
(2.5) hacu -y, vd=<¢¢ V) para cada ve W? ().

2. El problema de Dirichlet en forma débil

En la definicidn de solucion débil a (2.4), al pedi; que u(x)e
WP(£L) queda implicito que u(x) satisface la condicion de
frontera

(2.6) ui3aIny=0o

ya que por ser Wi(q) complesion de C2(<S) en la métrica
inducida por <.,.> cada elemento de W)(f.) satisface (2.6) en
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el sentido de trazas (ver I $2.3). Como pueden plantearse
condiciones de frontera mas complicadas ( en el problema de
Neumann se pide que la derivada normal de cada solucidn debil se
anule en la frontera) daremos una definicion que menciona
explicitamente la condicidén de frontera (2.6) (problema de

Dirichlet).

Def (2.2). Problema de Dirichlet en forma débil. Sea f(x)€
L2(Ly), bEP@HL) , ha(.,.) la forma (1. 2) ytHJLel operador (1.4).
La funcidn u(x)cW?o(.) se llama solucién débil a la ecuacion

(2.7) (Ha-blu= f

con la condicion de frontera W(J3)=0 si satisface
(2.8) hatuV - beu,vd =<EW poro coda VE WP L),

Ejemplo 1. Oscilador armdnico. Para f(x)éL2(-n,n) y beP (Hy) , la
ecuacién en u(x) con condicidn de frontera

(Ha-blu-=¥f , UEm)y=uwini=o0,

tiene asociado el problema de Dirichlet en forma debil que
consiste en hallar u(x)ew°(-n n) tal que se cumpla para cada
v(x)ew (-n, n) la ecuaciodn

{ du* %—1 + Xt =b) U‘\l}dx = S_hn f’\'dx.

x

Ejemplo 4. Atomo de Hidrogeno. El problema de Dirichlet en forma
debil asociado a la ecuacion en u(x), para f(x)€L2(x.) y beP(Ha)

dados,
(Ho-®)u=p¢g , uteadl=0 ,aeR?,

'4
es la ecuacion

§ {Tu* v = (L rb)urvldx = Sn FAvdx
que debe debe satisfacer u(x)eW$(sL) para cada V(X)EWS(LL).

En la seccidén siguiente mostraremos que es facil probar la
existencia y unicidad de la solucidn débil.

3. Teorema de Lax-Milgram. Existencia y unicidad de
‘'soluciones debiles

El teorema de Lax-Milgram es la clave para probar la
existencia y unicidad del problema de Dirichlet.

Teorema (Lax-Milgram). Si para la forma h(.,.) definida sobre el
espacio de Hilbert (W$(f.),<.,.>,) existen contantes K,o>0 de
manera que se cumplen para cada par u(x),v(x)E(WE(S.),<.,.>)

a) |h(u,v)| < k Luy, vy, ( la forma h(.,.) es acotada )

b) h(u,u) gouun‘t ( la forma h(.,.) es eliptica )

Entonces para cada funcional F acotado sobre (W9 (.u),<. re>q)
existe un uUnico elemento u(x)eW?(fL) con el cual F puede
expresarse como

Fan=
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para cada V(x)eWS(s), y ademas satisface la desiqualdad
Iy, < 2— IFN
donde W1} es la norma de funcional F .

En nuestro caso la forma haf{.,.) (1.2) es acotada en
(Wg (L) ,<.,.>4) propiedad (1.3, iv), pero es menos obvio que
satlsfaga la hipdtesis de elipticidad; esto nos lleva a definir
una nueva familia de formas sesquilineales.

Def (2.3). Una forma h(.,.) es coerciva sobre (W{(f.),<.,.>y) si
existen d>0 y P€R con las cuales se cumple

hou,w) 2afully - @ hun> para cada ye W)
y se llama estrictamente coerciva (o eliptica) si‘3=o.

Cuando la forma inducida por un operador T es eliptica a dicho
operador se la llama eliptico.

Los siguientes son algunos ejemplos de que en la mayoria de
los casos de interds fisico los potenciales inducen formas

elipticas.
Ejemplo 1 (continuacich).

La elipticidad es inmediata :
RLIEd>20 iwmplica haCfp0= (ﬂ-"— -ﬂ-l'-)-i'(x?-;. 2 -‘E‘IIz

h.n.(;.p-bq £ 2 Voo npne 2o upud
donde beo y d-mm-{i ~-b}.

Ejemplo 2 (continuacion).
Usamos la estimacién (1.1). Tomando 0< £ <1 existe una C.>0 tal
I KQuudl & Celiva + EATUNT — 0 <Qu.ud+Cluut 4 eNTUNE >

(1-8) Ut ha tu,u) +Cehuut —»
(1- €) llvul\‘sh_.,,cu W) -(E-1-Col<uud : d=41-€ y b=g-1-C4.

El ultimo ejemplo muestra otra cualidad de las familias de
potenciales Mpcq(R ) Y Mp,1oc (R™) : la estimacidn (1.1) implica
la elipticidad de la forma h,(.,.) en (WS( ),<.,.>4).

Teorema (2.1). Para los potenciales gq(x) que satisfacen
I<qu,u>| < Cc lun?+ € hvun> y 0<E<1, para coda Ue W)
la forma h,(.,.) (1.2) es acotada y coerciva.
La demostracidn es idéntica a la del ejemplo 2.

,Ahora podemos probar la existencia y unicidad de la soluciodn
debil al problema de Dirichlet (def 2.2).

Teorema (2.2). Si el potencial g(x) satisface (1.1) la forma
ha(.,.) (1.2) tlene las propiedades siguientes :

existen constantes K,d>0 y b€R para las cuales h,-b satisface
i) lha(u,v)1< K Vulg Lvil,
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ii) ha(u,u)~b<u,u>2d ully para u,vew; (£.)

Entonces para cada f(x)eLZ(IL) existe una unica solucidn debil
u(x)eW(SL) de la ecuacidn

(Ha —blu= ¢ ,  w(amn=o
que satisface

houWV-bUuWw=<f,v> para cada veW®(a) ,
y ademis cumple la desigqualdad

tutt, £ C g

donde \-\y es la norma de (W{(a.), <-,->1) y .1 es la norma de
(L2(fL),<«,.>), cON C =1 /X .

Demostracion

1) Sobre (W$(<a.),<.,.3%) definimos el funcional F asociado a f(x)€

L2 (0 )
F=<g,v»  para.coda ve WH(n,

el cual es acotado sobre (W9(<L) ,<.,.>4) Ya que
IFCVI Bel - vt € “Fll-“vui

donde 0| FWl = Ifl segun el Teorema de Riez,

2) Ahora aplicamos el Teo. de Lax-Milgram a F y h,~-b. Ya que
h,-b satisface para un par K,d >0 (Teo. 2.1)

a) " ihfuwn - bcuwdt £ K tul, Wiy
b) ha(uwi-bauud 2 o vuug
el Teo. de Lax-Milgram afirma que existe una unica U(X)EWP (L)

asociada a F que satisface
FO = hatu=b<u,v) =<f,v»  para cada g€ W/(a)

y esta es prec1samente la ecuacidn (2.8) que deflne a la
solucion débil del problema de Dirichlet; ademds

Nudyg € (30) Mgl
Nota. El teorema anterior da otro significado a la constante b :.
es aquella con la cual la forma h.-b es eliptica.

El siguiente paso es mostrar que la solucién débil u(x) del
problema de Dirichlet (Def. 2.2) tiene la regularidad necesaria

para determinar

a) El dominio del operador [H.
b) La resolvente R,(b) es un operador compacto.

4. Regularidad de la solucién debil

Para estudiar el potencial q(x) en regiones acotadas es

suficiente pedir que q(x)€ M;p, (R™) para alguna p<4, ya que
puede considerarse a q(x) como cero fuera de XL, con esto puede

mostrarse el teorema siguiente.



Teorema (2.3). Asumamos que. el potencial q(x) pertenece a Mp(R™) -78
para alguna p<4 (y por tanto satisface 1.1) y sea h(.,.) la
forma (1.2).

Si f(x)eWw,(n.) , para alguna k=0,1,2 ..., entonces existe una
inica solucidn débil al problema de Dirichlet

(Ha —®) u=y 5 uawI=o0

que satisface

1) hg(u,v)-b<u,v>=<f,v> para cada veW? (s )

2) u(x)EW (LN W, (K1) .

Nota. Cada elemento f(x)€W,(fL) es un elemento de L2(f.) cuyas
derivadas distribucionales de ordensk pertenecen a L2(q.). En
particular si £(x)€C®(xi), como C®(i)= N, W (), entonces u(x)e
CP(f1) y por tanto es una solucidn clasica del problema de

Dirichlet.

Nota. Como afirma el Teo.(5.6)-III, el dominio D(H,) del
operador JH, es un subconjunto de WP (sL) por lo cual los
elementos de D@H,) no necesitan ser soluciones cldsicas de
(2.1), basta que pertenezcan a WS(«.)\ W,(H.) para que
pertenezcan a D(H,) como veremos en la seccicon siguiente.

s g - — - > G @ S an .

$3. Compacidad de la resolvente Rgu(b) en L2(n.) y la solucidn
de [H,u(x)=2Au(x)

Hagamos un resumen de los resultados obtenidos. Si el
potencial gq(x):R"--->R pertenece a My oc (R™) para p<4 entonces :

1) la forma h,(.,.)
(3.1 DCh.L)=WI ), hatu V) =<ou,7v> +<qu,vw
es simétrica,acotada por abajo, cerrada, acotada y eliptica
en (W ( ),<.,.>1)
2) para cada f€L2(f.) existe una unica solucidn débil a
(3.2) (Ha-blu=¢ ,utdrl=o0 'y lbepUH,),

que satisface
(3.3) ho (W V)= U N =<E WD para cada VE W)

(3.4) ol < CUpN

3) por regularidad, si ‘f€W, (2 ) entonces u€W|(a Y\ W _,,(f.), en
particular si féL2(f.) tenemos ueW{ (o) (AW, (f).

El operador S(b): (L2(L) ,<e,>)==>(W2(LL),<.,.>1).

La primera consecuencia del teorema (2.2) de existencia y
unicidad de la solucidn debil es la existencia del operador
acotado

(3.9) SC0)1(L (0, ¢,,0) = (WU, G D) f— U= Sy

~a PR T PN
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que asocia a cada f(x)€L2(<L) la solucion deébil u(x)eEWs¢( ) del
problema de Dirichlet (3.2).

Prop051c1on (3.1). El operador S(b) (3.5) que asocia a cada f(x)€
L2(fL) en (3.2) con la solucion débil u(x)€w°(41) tiene 1las

propiedades siguientes :

i) es lineal (por linealidad de 3.3)
ii) es acotado (de (3.4 tenemos Iu“,—nS(b)fn‘<C En)
iii) es inyectivo (S(b)f=0 implica £=0)
iv) Rango(S)={ueW?(s.) | u(x) es una solucidn débil
de (3.2) para alguna feL2(Jg.)} .

De (iii) se deduce que la inversa S(b)"' estd bien definida

Inclusion compacta de (W9(.n),<.,.>;) en (L2(.n),<.,.> ).

El conjunto Wi(a) prov1sto del producto interior <.,.>3, es un
espacio de Hllbert, sin embargo cada elemeto de Wo.n) esta
incluido en L2(x5.). Ya que la norma Ii. iy es mas fuerte que la de

L2(n.)
uu\\i-{\\u\\’-+\vuu§ <o  para we& W?!Ca

entonces u(x)e€L2(.n.); ademas
pun < “U“l’,

lo que permite definir el operador inclusidn
(3.6) In:(Wo oy, <., > —>(L, (), <., 3 u—> Tnu=u

que identifica a cada elemento de (W9(n).,<.,.>4) como un
elemento de (L2(f£L),<.,.>).

Proposicidn (3.2). El operador inclusidn In (3.6) que identifica
a cada elemento u(x)e(W?(s.),<.,.>) como un elemento de
(L2(£X) ,<.,.>) tiene las propiedades siguientes

i) es lineal y acotado
ii) es inyectivo
iii) ES COMPACTO .

Nota. Las dos primeras propiedades son evidentes y validas para
una region L. acotada o no, pero la COMPACIDAD depende
exclusivamente de la acotacidn de L y no se cumple en reglones
NO acotadas, de 1o contrario simplemente no existirian :
operadores de Schrdedinger -A+q con espectro continuo.

El operador resolvente Rg(b): L2(Q.)e&=> .
Tenemos dos operadores
S(b): (L2 (o) 1<eye>) ---->(w°l(-n~)i<°l‘>1) Y

In : (Wi(),<.,.>)====>(L2(),<.,.>) ;

Rango(S(b))—w4(11) esta en el dominio de.-In por tanto podemos
definir la composicion que llamamos Rg(b)=InS(b) y mostraremos
que es precisamente la resolvente de \Hg.




Teorema (3.1). El operador Rg(b) definido como
Rotbi= In St): (L, (),<., 5D

tiene las propiedades siguientes
i) es lineal y acotado sobre (L2(01),<.,.>)
ii) es inyectivo y R(b)'= s(b)'In™
iii) es COMPACTO sobre (L2(.L),<.,.>) (por Teo. (6.2a)-I1I)

iv) siendo h,(.,.) la forma (3.1) tenemos que para cada
f(x)eL2(n) se cumple
halRalblp, v) —& CRallbdp,vd=<f,W  para cada veWi(a),

La prueba de que Ra(b) = (H.-b)' la haremos en dos partes. En
la primera mostramos Rango de R(b)=W%(n )[A\W,(fL) y en la
segunda D(H,)=W? (. )N\ W, ().

Proposicion (3.3). Rango de Ro(b) = W (a )N\ W, () .

Demostracidn
1) Rango Ro(b)c WP (O )NW,(a ). Para feéL2(<L), u=Ra(b)f -
pertenece a W? (fL)[1W,(N.) por regularidad de la solucion débil

a (3.2).

2) W(QL)N W, (QL)C Rango Ra(b) . Si ueWf (L) N W. () entoces
f=(-0+g-b)u pertenece a L2(n.) y satisface (integrando por

partes) §
{Ea+3-bBYulvd = hocu —beuwy = <f, W

para cada véW?(.n.), esto prueba que u(x) es solucidn ddbil de
(3.2) y por tanto esta en el rango de Rg(b) (Teo. (3.1D-iv). ED

En la siguiente proposicion usamos las propiedades (1.5) de IH,.

Proposiciocn (3.4). Para el operador H, (1.4) inducido por la
forma hga(.,.) (3.1) se cumple
DMLY= WO () N W, (o),

Demostracidn. ‘
. La inclusion Wf(a.)N\ W,(f) es la propiedad (1.5iv de \H,.
Falta propar que ’ '
DORL S WharNW, (),
Si ue¢D@H,) entonces (H.-b)u=feL2( ); ademas se cumple
hoa - b<u v TRV para cada Vv eWltn),

segun propiedad (1.5)-i , esto define a u(x) como solucidn débil
a (3.2) para la f(x) dada por tanto el teorema de regularidad

afirma que u(x)eEW? (o) IW, ().

De las pruebas de las dos proposiciones anteriores es
inmediato el ‘ :

Corolario (3.1). Para los operadores Ro(b) yH, tenemos

1) D@H,) = Rango de R (b) = Wo(.n)[1W, ()
2) Ro(b)=(Hg-b)"! .

80




Solucidn de JH,u =Au en L2(0).
Del corolario (3.1) se deduce que

1) Como DMHL)= WX(LL)N W, (L) entonces [H, es la forma
diferencial

H, f= - f+gq(x)f , para cada f€D(H,)
donde las derivadas son distribucionales,

2) Siendo IH, autoadjunto en L2(.n) su resolvente Ra(b)=(H_~b)"!
es un operador autoadjunto y compacto sobre L2(.0.) .

3) Las funciones propias delHJLson las mismas que las de R(b),
el espectro de H,-b es el reciproco de R_a(b)
(Hi-B)u=Au  siy sdlo si Ratblu= ’XU‘ >
por tanto el teorema espectral para operadores compactos y
autoadjuntos resuelve el problema R,(b) u =2X'u.

Teorema (3.2). Siendo compacto y autoadjunto sobre L2(fL) el
operador resolvente R(b) del corolario (3.1) tenemos :

i) El espectro de R.(b) es puramente discreto , acotado
y el cero es el unico punto de acumulacion.

ii) cada autovalor ‘es de multiplicidad finita.

iii) Usando el ,teorema de regularidad tenemos que si Ju(x) es
una funcion propia entonces u(x)€ C®(n) y ademas
satisface la condicién de frontera u(a5.)=0 .

Corolario (3.2). El espectro del operador |Hna es puramente
discreto, cada autovalor es de multiplicidad finita y las
funciones propias pertenecen a C®(); J (H,) no tiene puntos de
acumulacidn .

Ejemplo . Para el potencial cero q(x)=0 el operador H, es
- - d?
DUR D ={f€ Woenm| feemizpemi=o) 5 Mag = dxt [

ecuacicn de autovalores

-84 y= Au > W=Mmi= Uun) =0
dx?*
tiene la solucion
1) espectro M= k2T 4 n? » kK= 4,72,.....

2) funciones propias :

uilﬂz cos 7—-%%11\"% paro Mo+l .
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$4. E1 problema Hou=Xu en (W9(n),<.,.>)

-y e o G e =

Otra formulacion interesante del problema de autovalores del
I} s ] . . [ 4
operador |H, consiste en definir una restriccion de la resolvente
ahora como un operador sobre (Wf(JL),<.,.>1).

1) El1 operador S(b):(L2{(~n.), <.,.>)--—>(w (n),<.,.>,) asocia a
cada feL2(fn.) con la solu01on débil del problema de Dirichlet

2) La inclusidén compacta In:(Wf(;L),<.,.>,)-—->(L2(JL)),<.,.>)
identifica a cada elemento de (W2(.n.),<..>;) como un elemento
de (Lz(n)'<o'o>)o

3) Ahora efectuamos la composicion
(2
(4.1) Ro(b)=S(b)IN: (WP (e ),<e)e>y)===>(Wo(),<ese>) .

Formalmente R,(b) y R“kb) son operadores distintos ya que
actuan en espacios distintos (W¢(<q.), <epe>q) Y (L2(0),<.,.>),
pero podemos decir que R“Kb)C:Rmib), aunque no sea exacto, vya
que D(R%(b)) & D(R, (b)) ¥ R{(b)u=R,(b)u para cada ue W{(n ).

Siguiendo las mismas ideas de las demostraciones de las
proposiciones (3.3) y (3.4) tenemos el

Teorema (4.1). El operador Rﬁkb) (4.1) tiene las propiedades
siguientes :

1) es compacto y autoadjunto sobre (W?(;L),<.,.>1)

2) el espectro de Rﬁkb) es el reciproco de [H,~b y tienen las

mismas funciones propias.

La ventaja de plantear el problemalnnp-)uu en (Wo(xu),<.,.>4)
usando el operador ﬂ;kb) consiste en que al trabajar
numericamente en dicho espacio la norma inducida por <epe>y . »
garantiza tanto la convergenc1a en el cuadrado de las funciones
como de sus derlvadas de las mismas lo que puede conducir a una
convergencia mas rdpida.

Solo queda por mostrar que podemos calcular numericamente el
espectro y funciones propias del operador M, con la presicidh
deseada.

$5. Solucion numérica de Hhyu =Au’

En las secciones $1-4 hemos mostrado que si el potencial q(x)
pertenece a M), (R™) para alguna <4, |H, tiene una resolvente
compacta ya sea en (LZ(JL) <.,.>) O en (W°(JL) <.,.>4). Ahora
daremos un método numeérico de implementacidn computac1onal
sencilla para calcular el espectro y funciones propias de |[H, con
la precisich deseada.

-t an YV v nu‘..‘
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83 ref (5.1). El1 operador T sobre (H,<.,.>). Ya que la
resolvente del operadorlH,Les compacta y autoadjunta en
cualqulera de los espacios separables de Hilbert (L2(.a),<.,.>)
o (Wi(a),<.,.>4), en esta seccidén asumiremos que T representa a
dicha resolvente por lo que es un operador compacto y
autoadjunto sobre el espacio separable de Hilbert (H,<.,.>), que

puede ser L2(qn) o Wl(n).

Como estamos interesados en calcular el espectro de M,si A\
es un autovalor de|H_~b y T la resolvente mencionada arriba

entonces
(5.0 (Ho-)Uu=XU siy sdlé si ATu=u

por lo cual al referirnos a ) como un autovalor de T pensamos
que se trata del escalar que satisface la ecuacion AT u= u .

E Convencidn. El espectro del operador T es el conjunto de
escalares que satisfacen (5.0) y por tanto consiste de puntos
aislados en el eje real que no tienen puntos de acumulacion.

1. El1 método de Proyecciones (Bubnov-Galerkin o de Ritz)

El metodo de proyecciones para resolver la ecuacion
(5.1) AT u="u
consiste en proyectar (5.1) en un espacio de dimension finita,
lo que transforma (5.1) en una ecuacioh matricial, entonces al
aumentar la dimensioh del espacio de proyeccidn el espectro y

funciones propias de cada matriz finita converge a las
soluciones de (5.1) en la norma de (H,<.,.>).

Las proyecciones \P,. Siendo (H,<.,.>) separable,en el ejemplo 7
(II-$4) probamos que existe una base ortonormal numerable {¢ h“:
con la cual definimos las proyecciones ortogonales

(5.2) Py= T, \dD< il

que tiene las propiedades siguientes

i) ®, <Py,
ii) {P,} converge fuertemente a la unidad

lim t Pyu-1ull=o0 para coada WE H,

Denotamos por E N al espacio sobre el que proyecta P, ; es N
decir, E, es el espacio de dimension finita generado por {9. h,‘,

es claro que E,CE ot

Proyeccidn de 7\Tu=u . La ecuacidn (5.1) la sustituimos por

(5.3) A B, TR utM=yw™
donde T,=P,T |P,es un operador compacto, autoadjunto y de rargo
finito (II-$6.2) sobre E,, uf " es un vector propio de Ty y A el
respectivo autovalor. Como E, es de dimension finita el operailor
Ty tiene la representacidn matricial

Ty =<9 Ty, t& 4N
por tanto resolver (5.3) es lo mismo que diagonalizar la matriz

(N

{T{j} en la base {q)} de E, .

Deacuerdo al Teo. (6.4)-II, la compacidad de T permite porbar
que la sucesion de operadores {T,} de rango finito converge a T
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en la norma de operadores
(5.4) lim W Ty -TH=0,

con lo que demostraremos que los autovalores y autovectores de
los T, convergen a los de T y solo a ellos.

2. Convergencia al espectro

La compacidad y autoadjuntes del operador T en (H,<.,.>)
permite dar una caracterizacion precisa del espectro de Ty y T.
Aqui entendemos el espectro de T, T, como -los escalares para los
cuales (5.1) y (5.3) tienen soluciones no triviales en

(H,<.,.>).

Proposicion (5.1). Si el operador T es compacto y autoadjunto
entonces

i) el espectro de T es puntual, acotado y no tiene puntos de
acumulacion (cada autovabr es aislado)

ii) el espectro de cada T, consiste de un numero finito
de puntos A™ aislados .

El lema siguiente contiene la esencia de la demostracion de
la convergencia de los espectros 9(T) y (T},

Lema (5.1). Si 1la sucesion de operadores {Ty4} converge a T en la
norma de operadores - S

lim W T,-Tl=0

entonces para cada conjunto compacto PC:?(T) se cumple

i) existe una constante C>0 para la cual tenemos
IRz, TIICC  paro zel , Rz, TI=(T-2)7

esto significa que la resolvente R(z,T)=(T-z)' estd acotada por
una contante C>0 que no depende de cada z€L[' en particular ( es
decir, R(2z,T) estd uniformemente acotada sobre [ ).

ii) para cada 0< £ <1 existe una n, grande apartir de la cual
para cada n> n, se cumple

VT, —Th<E/C

iii) la sucesion R(z,T,)=(Ty~2)" esta uniformemente acotada
tanto en n como en z&fl

IRz & y fCP(TN).

. s 1-€
Demostracion.

i) por analiticidad de la funcidn resolvente sobre P(T)si [
es compacto entonces HIRETN es acotada sobre [ ; es decir,
existe una constante C>0 que sdlo depende de [ , y no de cada
punto en particular, para la cual tenemos IRz, TMULC,

ii) por tener una sucesidn numerica convergente || Ty— T/, para
cada £ existe una n, apartir de la cual se cumple jJT,-TW< E/q..

iii) sea zel® arbitrario, mostremos que (TN—ZY' ésta definido.

como zep(T), R(z,T) estd definido y es acotado en norma por C
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(i) ; por (ii) para n2ng,tenemos
Tu-2=(T-2) Li4+ Re(z,T) (T-T)1 ,

HRZTHT—THLIREDIIT-TIKCE =£<1

por tanto 1+R(z,T) (T -T) es inyectivo y tiene inversa acotada
(Teo. (1.6)-II); esto prueba que (T-z)(1+R(z,T)(T -T)) tiene
inversa acotada

(Tu-2)1"'= RG22, T)= U+ RET(Te-TT" R(z,T) € B(H)

y ademds

IRz, T\ S. 0T+ Rex,T) (Ty-T)17"0 - IR (z, T
IR¢z, TWIl< 3@_-5- OED

lo que se cumple para z€l' arbitraria y a partir de una n,grande.

Ahora podemos mostrar la convergencia de los espectros, la

prueba la dividiremos en dos partes :

Proposicion (5.2). Sean T,T, compactos y lim VT,-T | =0. Entonces
cada punto limite de una secuencia convergente de autovalores {\*}
de ecuaciones (5.3) es un autovalor de T .

Demostracioh. _
1) por compacidad de T, dentro de un disco D(r) con centro en el

origen y radio=r hay sdlo un numero finito de autovalores:

aislados de T {7\, }x= -
2) por estar aislados A, , existe una £>0 de manera que el

disco abierto D(.,€) aisla a A, de los demas autovalores y
esta contenido en D(r) por lo cual £, .= D()I\ Ug, D (2, &) es

un conjunto compacto.. *:ﬁj‘-——~\\\
N At o~

3) por lema (5.1) se deduce que apartir de una n, grande se
cumple S scP(T). Como T, es compacto sdlo posee un numero
finito de autovalores en D(r) y yvya que L;.< p(Ty), se deduce
que sus autovalores estan en la union de los discos para

r-grande
A& € Ug, DOhe)

y como £>0 es arbitrariamente pequefia se obtiene la afirmacion
anterior. QED

Proposicién (5.3). Si \ esta en el espectro de T entonces
existe una sucesicdn de autovalores {\‘¥)} de ecuaciones (5.3) que
converge a A .

Demostracion por absurdo.
1) Si no existe tal sucesion de autovalores de las matrices T,

;,hay un disco D( )\ ,e) concentro en A de radio’pequeﬁo gue no
tiene autovalores de T y aisla a A de los demas autovalores de

T.
L3
<)
Ts
2) para 0 <§ <¢ los anillos [i= D) NDIN4) son compactos
y como [jc.f(T) se deduce, por lema (5.3), que [jcpP(T,) apartir
de n,-grande. Ya que para cada §>0 se tiene E;CP(TN) Yy “R@.T.o)KC;
se deduce que existe una C>0 para la cual tenemos -
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en otras palabras, como cerca de A no hay autovalores de T,y
R(z,T,) estd acotada en D(1Q ,£),cada resolvente R(z,T,) puede
prolongarse analiticamente a todo el disco D( A ,€).
3) Finalmente para cada 8§>0 tenemos

R(z2,T) = R(z2,Ta) L1+ (Ty-TY Rz, TW1' ,2€ly vy

IRZTIS & {1-¢ WThu-Tu}”

Absurdo ya que por ser X una singularidad de la resolvente
R(z,T) esta no puede estar acotada como afirma la desigualdad

anterior. QED

Con las dos proposiciones anteriores tenemos el

Teorema (5.2). Para la sucesion de operadores {T,} compactos Y
autoadjuntos que converge al operador T en la norma de
operadores tenemos :

1) cada sucesidn convergente {)\*'} de autovalores de las
matrices T, converge a un autovalor de T

2) si A es un autovalor de T entonces existe una sucesidn
de autovalores {2%}}-de las matrices T, que converge a A .

3. Convergencia de funciones propias

Probada la convergéncia del espectro lim g°(T,)=0 (T) es
inmediata la prueba de que tambien el espacio propio asociado a
cada A™ converge al espacio propio correspondiente al autovalor

al A al gue converge {A“™}.

Teorema (5.3. Si {2‘“} es una sucesion de autovalores de las
matrices T gque converge al autovalor de T entonces

1) dim N(T,-X") = dim N(T-)})

apartlr de n,-grande;es decir, el numero de funciones
propias de 'xmy A es igual

2) sean PP las Proyecciones sobre los espacios propios
asociados a \* respectivamente, entonces

lim W P —-PUN=0,

LR

' Demostrac:.on. T ' >
Como A7)\ podemos tomar [= circulo que encierra a A y A

apartir de n,-grande, por tanto

‘Pw— L S Rgnide y IP= A 5[. Rz, Tidz

2‘1‘|
estan bien definidos ya que L'c TN PCT). La compacidad de [
implica que R(z,T) y R(2z,T W) estan uniformemente acotados en z Y

n (lema5.1)
AR, TN, W RCz2, TN < ¢

Yy usando la identidad resolvente
R Tw) =Rz, T)= RzTy (T—T,) Rez,T)

t N o
enemos “P( \~ \P“ i %—‘-—f So C?' " TN—-T” d’t
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de donde se concluye la afirmacion del Teorema.

4. Diagonalizacidn de H g

Hemos probado que el calculo del espectro y funciones propias
de la resolvente R_(b) del operador |H, puede hacerse
diagonalizando las matrices

Rij = <4 IRLCe) 1)

pero esto parece muy abstracto ya gue no conocemos
explicitamente a la resolvente, solo al operador H,. Sin embargo
en cada espacio de dimension finita E,. ,generado por la B.O.N
{@;}, podemos calcular la inversa de la matriz R;j que es
precisamente la representacién matricial de {H,~b en E,

1) Rjg(b) (Ha=b)"'= identidad en L2(.n)
en particular se cumple en E,, por tanto

Coil R (Ma- oD = &y ,140,5¢N
2) en E, la identidad tiene la forma
2‘:;' ‘¢l¢><¢ul= 1

lo que transforma la segunda ecuacidén de (1) en
, N
(DIR 400 (a0} =7 <Gl Ru( &Y<l Wo—lol B = 83
3) por tanto la :cuaq;on matricial s?bro E,
T KEIRLID-AT G4 j1ciew
se transforma en :
T LM, 6 ~Qab) g =1

donde los elementos de matriz {IHH}'pueden calcularse
explicitamente. :




\'4 CONVERGENCIA GENERALIZADA FUERTE Y EL PROBLEMA DE
AUTOVALORES PARA OPERADORES DE SCHROEDINGER EL L2 (R")

En la seccion $1 definimos la sucesidn de operadores iH,: L2 (R™)®
y describimos algunas de sus propiedades, de las cuales las mds
importante es la convergencia en el sentido generalizado fuerte
al operador H:L2(R™)P . Apartir de la convergencia generalizada

de {H,} en $2 mostraremos que podemos converger a cada autovalor
aislado de [H por una sucesidn de autovalores de los operadores !H,

. En $3 mostramos que bajo hipotesis que sdlo dependen del
espectro: g°(H ) de [H podemos converger a las funciones propias

correspondientes.

Hagamos un resumen de las propiedades de los operadores
H:L2(R*)2> y Hi:L2(5) que estudiamos en los capitulos III y

IV respectivamente.

(I) . Las hipotesis que asumimos sobre el potencial g(x):R™-->R
son de dos tipos :

(0.1) (x)eMp(R') para alguna p<4
o’
(0.2) q(x)eMp,ioc (R') para alguna p<4 y tiene la forma g=q,+ dq,

donde g4 Y d: satisfacen

i) g(X)€M p.4(R"™)
ii) q(x)z-clxlt . para una C20 y para cada x€R™

donde M, 10(R*) ¥ Mp(R ) son familias de potenclales defninidas
en ITI-$4.4.

Las propiedades qgue enunciaremos para los operadores |H, y IH
son consecuencla de las hipotesis asumidas para el potencial’

q(x) (capitulo IIX, $4.4 y $5.4).
(II) . El1 operador HL2(R™) > .
1) el operador minimal H,:L2(R*)3D dado por
DHY=CP(R™) | Mep= —af+qf

(donde las derivadas tienen el sentido clasico) tiene
las propiedades siguientes

i) es simétrico y acotado por abajo por una contante 'A,
ii) es esencialemente autoadjunto; es decir , tiene una unica
extensidén autoadjunta acotada por abajo por A\, :

2) el operador H denota la extension autoadjunta delH°
- sobre L2(R™) (Teoremas 4.5 y 4.7, III)

i) CH(R") es denso en la gréfica deiH (es un core de I|H)

ii) la forma cuadradtica que define a la energia
EWW =< Hu,u>=<vu, 90 +<qu, W

es acotada por abajo por 7\ (=cota inferior de |H)

3) en todos los casos de interés el operador |H tiene un espectro
puntual que deseamos calcular por lo que asumiremos que:

88
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el operador |H tiene autovalores aislados con
multiplicidad finita

Nota. Las hipotesis sobre el espectro de H se cumplen en casos
como el oscilador. armdnico, atomos y moleculas. En los
capitulos VI y VII demostraremos esta propiedades para varios

casos de interes.
(III). El operador JHLX:L2(n.)a> .

Para la region fLC R™ abierta,conexa y-con frontera suave
tenemos

1) el operador minimal H}:L2(£) ¢ dado por
DOMAI=CP(n) , Mag=-ar+q5

es simétrico y acotado por abajo por 2\,

2) la forma h,{.,.) sobre L2(q.) dada por

DIh_y=Wocar , hatuv=<vu,vVD+<qu,Vd
es cerrada, acotada y elfiptica en la norma .l

3) el operador HAi:L2(S1)> denota la extension de Friedrichs del
operador minimal IHZ, dado por

DMLY= Wocan N W.(a) ; IH_:\_)'. = -—Bf +qf
tiene las propiedades siguientes :
i) es autoadjunto en L2(fL.) y acotado por abajo por A,
ii) tiene resolvente compacta R(b)=(H}~b)" rbﬁPoﬂl)

iii) el espectro de IH‘{ es puntual, acotado por abajo por A,
Y sin puntos de acumulacion

iv) cada autovalor tiene multiplicidad finita .

Observacion. Hemos afirmado que la cota inferior A, de #
tambieh es una cota inferior de [H} lo que probaremos en $1.3 .

T G G G . G D G S D S G S s - —— -

1. Los operadores {[H,:L2(R®)3D

Cada operador H es autoadjunto sobre L2(S.) v H es
autoadjunto en L2(R™). Como los espac1os L2(L2) y L2(R™) son
distintos no pueden compararse IH_,l Yy lH , para evitar esta
v"dificultad tecnica" introducimos los operadores |[H, que si son
autoadjuntos en L2 (R”') Y que tienen esencialmente las mismas

propiedades de los [H}

El concepto de ortogonalidad que distingue a los espacios de
Hilbert de los demas espacios vectoriales es la clave para
definir apropiadamente al operador H, .




La descomposicion L2(R")=L2(fL)+L2(n. )+ . El espacio de Hilbert
L2(.) es el conjunto de funciones cuadrado integrables con el

producto interior

CF, =, F*adx,
como cada f(x)EL2(.n.) puede verse como un elemento de L2(R™) si
lo definimos como cero fuera de

A f X€E Qv
(1.1) f(x)={ o

en Ca o conkrario

Yy Ya que el producto interior de L2(.).) es restriccidn del de
L2(R") entonces L2(f.) es un subespacio cerrado de L2(R™).

Proposicidn (1.1). Si cada elemento de L2(n.) se identifica como
un elemento de L2(R™) segun (1.1) entonces L2(.{L) es un
subespacio cerrado de L2(R™).

Aplicando el Teorema de Proyeccion tenemos la

Proposicidn (1.2). El espacio L2(R™) admite la descomposicion
Lo(R™ = L, ()@ Lt ;

es decir, cada f(x)€L2(R™ tiene una expresidn unica de la forma
f=F*+fa g pELa) y faelatnd

donde L2(fL)*={f€L2 (R"‘)| £f(x)=0 en L. }

Con 1la descompos:.cion anter:l.or de L2(R™) definimos la suma
ortogonal del operador H!:L2( ) con el operador cero O sobre
L2(fN1)*. La proposicion siguiente resume algunas propiedades del

operador cero.

Proposicidn (1.3). El1 operador cero sobre L2(Q. )" definido como
D=L, ()t | Of=0

tiene las propiedades siguientes
i) es acotado y autoadjunto sobre L2(.n.)*

ii) O (®)=0(o)=0 .

Def (1.1). El operador [H,:L2 (R"‘)p se define como la suma
ortogonal de los operadores HY y ® de la siguiente manera :

siPay ®s son las proyecciones ortogonales sobre L2(() Yy
L2 (L )+ respectivamente entonces

D(H,)= {feLZ(R"‘)] >, £ED(HY) ytP*feLz(.n.)*}
Haf= HL P+ OPYp = HE P g
por construccién, las proyecciones P, Y P, satisfacen
i) P, Pr=1B}P=0

ii) IRJH,CH,IP, y lo mismo con \P,*; es decir, WP, y P} conmutan
con H, (II,$3.2)

por tanto el Teo. (3.1)-III afirma que D(lﬂ_n_) y D(®) son
subespacios invariantes de |H 7 mas aun, deacuerdo a

\H_n_s.-\\—\‘,_\Pn_;_ para (e DC\H_,,_)
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tenemos que las propiedades delﬂz y H_son esencialmente las
mismas como afirma el

Teorema (1.1). El operador IH,:L2(R™3D tiene las propiedades
i) es autoadjunto en L2(R™)
ii) O'(Hy)=C@HL)U C(8)=TMHI)U {0}

iii) toda funcion propia de H! es funcion propia de H, con
el mismo autovalor .

Nota. Al mencionar a lHj :L2 (R"‘);) nos referimos a IHY:L2 (. ) e TN

2. Convergencia generalizada fuerte de operddores autodjuntos

Al expander L generamos una sucesion de regiones f,, en cada
L, tenemos el operador HJ,(III)-3 que induce el operador
autoadjunto sobre L2(R™ dado en la def. (1 1) Yy que llamaremos
H, en lo que resta del capftulo. La sucesion de operadores
autoadjuntos {JH,} tiene una serie de propiedades importantes
para nuestros thetivos gue estudiaremos a continuacidn.

Hasta el momento hemos desarrollado nociones de convergencia
para sucesiones de operadores que solo involucran operadores
acotados (ver II,$1.6):

1) Convergencia en la norma de operadores: si T, T, son
acotados y lim 1 T,~T\ =0, donde \.| es la norma del
espacio de operadores acotados sobre L2(R™)

2) Convergencia fuerte T;-i>T: si T,T, son acotados y se cumple
lim MT, £-TfA =0 para cada f(x)eL2(R")

3) Convergencia débil T,~>T : si T,T. son acotados y se cumple
1im<T,f,g>=<Tf,g> para cada par £(x),g(x)EL2(R").

En nuestro caso tenemos un sucesidn de operadores {IH,}
autoadjuntos sobre L2(R™) que NO son acotados, por lo cual no
podemos aplicar las nociones de convergencia de operadores
arriba mencionadas; sin embargo, sabemos que la resolvete R,(2)
de cada operador |H, es un operador acotado y autoadjunto sobre
L2(R™) por tanto en lugar de trabajar directamente con los
operadores |H,, 10 haremos con sus resolventes. El primer
resultado es que la resolvente R ,(z) siempre esté definida para
cada complejo z€C\R (ver Teo. (3. 7)-III) N

Proposicion (1.2). Si T es un operador autoadjunto sobre L2(R"™)
Yy ze€\R entonces R(z) (T-z) esta bien definido, es acotado y

P Rez2yh £ \Twm T

Este resultado es interesante ya que da una cota de la norma
de R(2) que sdlo depende de z y no del operador T, salvo por la
hipdte51s de que T es autoadjunto; de esta observac1on es
inmediato el corolario siguiente.
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Corolario (1.3). Si {T,} es una suceSLOn de operadores
autoadjuntos entonces la sucesion {R,(z)}, R ~(2)=(T, -z)™, esta
uniformemente acotada en n para cada zGC\R H uR (z)u <1Im(2)1"! .

Hay otro aspecto muy interesante de las sucesiones de
operadores autoadjuntos en general, que muestra el

Teorema (1.2). Sean T,T, (n€éiN) operadores autoadjuntos en L2(R™).
Si existe una z.€C\R para la cual se tiene R.(2,)- ->R(z )
Entonces R (z)-JL->R(z) se cumple para toda zeC\R.

Nota. Es interesante observar que la autoadjuntez de los
operadores permite extender una propiedad local (en un punto) a
todo el plano complejo exceptuando tal vez el eje real; como
veremos enseguida, la afirmacicn del Teo. (1.2) puede extenderse
a intervalos del eje real gue excluyen al espectro del operador
T y de cada T,, apartir de una n, grande.

Para poder extender el Teorema anterior a puntos del eje real,
minimamente necesitamos que tales puntos reales no pertenezcan
al espectro de cada operador T apartir de una n, grande, lo que
nos lleva a definir el conjunto de acotacion 4, .

Def. La regidén de acotacion A, de una sucesion de operadores
autoadjuntos {T“} es el conjunto de los numeros complejos en los
cuales Rn(2) tiene sentido y la sucesion {Rn(2)} esta acotada a
partir de una n, grande :

WR.c2)W S My

de esta definicidn y del corolario (1.3) tenemos la

Proposicion (1.4). Para cada sucesidn de operadores autoadjuntos

T se cumple
{To} P C\RCAb
ya en cada z€C\R, R,(z) tiene una .cota que sdlo depende de z.

Tenemos otra propiedad interesante del conjunto de acotacidn .

Proposicion (1.5). A, es un conjunto abierto del plano C; sobre
cada subconjunto compacto I’ de A, la sucesion {R,, (2)} estd
uniformemente acotada en z y n apartir de una n,-grande.

Sean T,T, los, operadores del Teo. (1.2); la condicidn z € 4,
no basta para garantizar que Rh(z)di>R(z) se cumple ya que puede
suceder que z€O (T) por tanto almenos debe satisfacerse z€ AN P(T)

. Hay una hipotesis adicional que garantiza Rh(z)-§->R(z) sobre
AN P(T) como muestra el

Teorema (1.3). Supongamos que :
i) T,T, (neiN) son autoadjuntos en L2 (R™)

ii) D, es un core de T; es decir, la restriccidn de T a D,da un

operador T, que es esencialmente autoadjunto ( T,= T )
iii) para cada u(x)eD, se cumple lim |l T,u-Tul =0
Entonces Rn(z)—5-> R(z) se cumple para cada zel)(T)ﬂA\p .

Este teorema es basico para nuestros propdsitos y permite
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introducir un concepto de convergencia para sucesicnes de
operadores autoadjuntos.

Def. Se dice que la sucesioh de operadores autoadjuntos {T,} en
L2 (R™) converge al operador autoadjunto T en L2 (R"\) en el
sentido generalizado fuerte (notac1on T, -=~>T ) si tiene 1lugar
Rp(2)-32->R(z) para cada z€ 8,0 p(T),

Demostracidn de Teo. (1.3) .
1) si ze A‘,(\p (T) tenemos 2zef(T,) apartlr de una n, grande por
tanto la identidad resolvente estd bien definida

R, 21— Rc2y= Rpt2) (T,=T) R(2)

2) sea F=imgen de D, bajo T =T [ D, }], como T es autoadjunto
entonces F estd en el rango de la resolvente R(2)= (T-z)" y es
denso en L2(R™), por lo cual si f(x)é€F tenemos u(x)=R(z)f(x)€D,

WRumr f =Rl € IR (b - W Tau-Tull

por definicion de &4, tenemos ,
IR ca i< M2y y  lIRy@ - Reaipl < M@ IMau-Tull

3) Entorces lim \T,u-Tul =0 impli a lim WR,(2)f-R(2)£fW\ =0 para
cada f(x)EF=T[Ds ], y como D, es densc en el dominio de T el
ultimo limite puede extenderse a todo elemento de D(T); es
decir, a todo f(x)EL2(R™). QED

3. Convergencia generalizada fuerte de la sucesidén { H,}

En esta seccidn estudiaremos las propiedades de la sucesidn
formada por los operadores [H, (Def 1.1).

1) Convergencia -‘Generalizada fuerte IH“-3—> JH . Para los
potenciales que satisfacen (0.1) o (0.2) el operador minimal |H,
(II)-1 es esencialmete autoadjunto en L2(R™), por lo que su
cerradura es el operador autoadjunto H ( II)-2 y C%(R™) es un
core de |H . Ahora demostraremos que la sucesion {IH,} converge a
H en el sentido generalizado fuerte.

Si u(x)ec® (R™) tenemos
,H°U= —Au+Qqu (derivadas cldsi cos)

como el soporte de u(x) esta contenido en una flp, A para n,
suficientemente grande entonces para n2n, tenemos u(x)EC(fL,)C

D¢H,) y

Hou=Hiuz —au+qu
donde las derivadas tienen el sentido clasico por tanto
H,u= Hou \mpli ca fim Mt u- Wull=o

y sequn el Teorema (1.3) la sucesidn { \H,} converge en el
sentido generalizado fuerte al operador (H. qed

Ahora veamos quién es el conjunto AN P(lH) .

2) C\RC A\,r\pc\m Ya que |H,H, son autoadjuntos es inmediato
que, por proposicion (1.4) y Teo. (1.2), G\Rc AN P(‘H) entonces
la parte interesante de A4, nP(\m estd en el eje real.
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3) (m0/)\J)C Ay NP(IH) - Por hipotesis la parte inferior del
espectro de H consiste de autovalores aislados y de
multiplicidad finita, al m{nimo autovalor lo hemos llamado Ao

de manera que se cumple
E (u) = LW uwud 2\ ut para ueCP(R™),

en particular sobre cada C?;(.n;)

E(uw) = hg (u,u) 2% Wup?
y por densidad de C®(fn,) en (WI(R,),<.,.>4)-

Ra ()= CIHE u W = CHa v ) 20 IUIT para WEDOHY)
por tanto la sucesidn { IH,} esta’ acotada por abajo por A, .

4) Comportamiento ’local’ del espectro de|H,, . Por sencillez,
para estudiar el comportamiento del espectro de H, al cambiar
continuamente de forma a f., , consideraremos que f..es la bola B,
de radio=r con centro en el origen. Para conocer comc cambia el
espectro de [H, al aumentar el radio de la bola, es conveniente
estudiar lo que ocurre con el operador IH& cuando r varia
continuamente alrededor de un radio arbitrario r,, este estudio
local se extiende a toda r>0 por prolongacidn analitica.

Notacidn. Bg=bola de radio rz=r(l+e) , L2(€)=L2(B¢), £>0.

Para cada r, tenemos el problema de autovalores sobre L2(Bg)
(3.1) M w=Au
con la condicidén de frontera
(3.2) U(?Bg)'—"—o.

donde ngl es el operador autoadjunto descrito en (III), y r; esta
dada através de la transformacidn de coordenadas

(3.3) V3= 3(A+8)  , IXI=Y, y = lyl= Yo (4+€);

al variar & éparece la dificultad de que cambia el espacio de
Hilbert L2(f), para evitar esta dificultad introducimos la
transformacioh

(3.4) utyr= tx

que define una biyeccién entre L2(E) y L2(0) gue cambia el
producto interior como

A
Ss; Fey® 9(9)69:58 FOa* o €dxX
y deja sin cambio las gondici°ones de frontera (3.2): u(y)L2(€)
satisface (3.2) si y solo si d(x)EL2(0) tambien la cumple.

Para estudiar el problema de autovalores (3.2) usaremos la
forma he(.,.) que define al operador IH! en L2(£) via el Teorema
de extension de Friedrichs

h‘(u‘V) = 59‘ {V’U(‘j)*'VV(g)—fq u'(gl\l(g)}dg ;

aplicando 1la transformacion de coordenadas (3.3) obtenemos

() = ORI A oitovus+d }
(3.5) hew NGRORD) See{we Va%yN+d Gy a+er}dx
la forma h(c) tiene la ventaja de que estd definida en el mismo
espacio de Hilbert L2(0) para cada £ lo que permite estudiar el
cambio del espectro y funciones propias de jH} al variar €.
Aplicando el Teorema de extension de Friedrichs a la forma h(g)
esta define un operador H(g) autoadjunto en L2(0) para cada £
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cuyo espectro es el mismo que el del operador H: y las funciones
propias estan relacionadas por la transformacién (3.4). Ya que
cada operadorin} sobre L2(c¢) tiene un espectro puramente puntual
y sus autovalores son de multiplicidad finita entonces lo mismo
ocurre con el espectro Yy autovalores de |[H(g) sobre L2(0).

El siguiente teorema se obtiene de la teoria de perturbaciones
analiticas de operadores en espacios de Hilbert.

Teorema (1.4). Labforna h(e) (3.5) sobre L2(0) tiene las
propiedades siguientes

i) es analitica en € y tiene el desarrollo ®
heertuuwi= j%w&\u G101 dy+ e &-\vm% gilzdx +) 2(-6)" j,. v dx
K®
ii) los operadores H(f) definen una familia holomorfica de

operadores autoadjuntos en £, la serie de I[H(€) en potencias
de £ la da precisamente el desarrollo en serie de h(g)

Hw =Ho) + € H, ...

iii) los autovalores "\ (¢) son funciones analiticas de g y la
multiplicidad es la misma para &€ pequefio

iv) las funciones propias u(x,€) son funciones analiticas de E&.
Como r, es arbitrario por prolongacion anlitica tenemos el

Teorema (1.5). El espectro de los operadores [H(r) sobre L2(r) es
puramente puntual, cada autovalor Jy(r) es una funcidn analfitica
de r y para k-fija la multiplicidad de cada autovalor es
constante. En particular se cumple para la sucesion de
operadores { |H,}.

Queda por resolver como son las gréficas de los autovalores
}.(E). Si recordamos la formulacidn variacional cldsica del
problema de autovalores es de esperar que los autovalores de
cada |H, decrezcan al aumentar n , lo que probaremos a
continuacidn.

5) Formulacicn variacional cldsica . En el capitulo anterior
mostramos que las funciones propias de cada operador IH}
pertenecen a C®(n,) y satisfacen la condicicn de frontera
u(9£})=0 ,ademds dependen analiticamente de &€ cuando r=(1+€)r, Yy
no cambian las condiciones de frontera al variar €. Estas
propiedades de las funciones propias permiten aplicar un
resultado del cdlculo de variaciones cldsico que muestra que los
autovalores A(r) decrecen al aumentar r. Nuevamente haremos un
estudio local alrededor de un radio r, arbitrario.

Las funciones propias de cada operador H(€) son extremales del
funcional cuadratico

E.tu)= 53‘ IVull + g luz dy

y sus minimos son precisamente los autovalores de H(g).

Para la calcular la variacidén clasica del funcional E.(u)
basta con trabajar en el conjunto de funciones con segundas
derivadas continuas y que satisfacen la condicidn de frontera
(3.2) ya que las funciones propias de cada operador H(;)
pertenecen a este conjunto.
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Para incluir la condiciodh de normalizacion llull=1 introducimos
en E(u) el multiplicador de Lagrange A que es precisamente el ,
autovalor "\ (0) asociado a la funcion propia u(o0). 1

Definimos F= |VUui* + (Q"N tuiz,

Teorema (1.6). La variacidn del funcional

(3.6) E.cuy= Sa,, VUi + (g -2 Uit dx ;
correspondiente a la transformacion 1
(3.7 Viz=Y%i (1+€) ’ !

(i=1,...,m) esta dada por - :
(3.8) SEw=J, (Fy i,ax F)dx+a§ 2 35 DR T +xF1 |
donde ._ 9F - |

TR TP Y= "ZJ-' ) axJ .

En nuestro caso u(0) es una extremal de (3.6) por tanto (3.8)
se reduce a

e integrando par partes queda
§E=€3 7 S‘ {2u ¥ +x¢( lvul‘+(q-1)\u<aa)\7-)} h;dS

de lo cual se deduce que la variacion es independ:.ente del
otencial g~ A entonces para conocer el cambio de cada autovalor
g\ (€) basta hacerlo para el funcional’ .

E (W= S I9Ut—- A Iw?  dx
que define prec1samente a la ecuacion de Laplace
—-AUTAuU , uta3B)=0

cuyas soluciones son bien conocidas e imponendo la condiciodn de
frontera se obtiene que cada autovalor es de la forma

__C
€)= 2 rry

y por tanto es una funcidn decreciente del radio.

otra propiedad de las graficas l(r) es la existencia de una
asintota a la cual "converge" cada grafica.

Proposicidn (1.6). Cada curva A(r) se acerca asintdticamente a
la recta horizontal definida por el inf( l(r)]

Dem. cOnsz.deremos la sucesicn decreciante de autovalores {‘)f’"} _ "
sobre la grafica, como esta suces:.on esta acotada por arriba por

A «(0) y por abajo por A, (la energla del estado base del sistema

en estudio) entonces tiene una subsucesion {Q‘7 ‘} que converge al

punto inf[ A (r)], usando la continuidad de la curva se sigue el

resultado mencionado ( ver la grafica siguiente)

m'm ¥
r

ot
Finalmente queda por ver que significado tiene la asintota de
cada grdfica y cuantas graficas se acumulan en una misma
asintota, una de los resultados que mostraremos es que varias de
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estas asintotas son precisamente autovalores aislados del
operador H.

T - — G T D D D Y = S G D G S A ST S G S e

$2 cConvergencia al espectro de H

- -~ —-— — A s U s G T T T - —— -

La convergencia en la norma de operadores implica la
convergencia de los espectros, pero en el caso de convergencia
generalizada fuerte esto no ocurre en general; sin embargo,
mostraremos que cerca de cada autovalor de H hay almenos un

autovalor de la sucesidn { HH,}.

Teorema (2.1). Supongamos que T,T, son autoadjuntos en L2(R™).
Si la sucesidn {T.} converge en el sentido generalizado fuerte a
T entonces cada abierto que contenga un punto del espectro de T
contiene almenos un elemento del espectro de T, apartir de n,

grande.

Los operadores IH, H,. Al principio de este capitulo asumimos que
la parte inferior del espectro de H consta de autovalores
aislados de multiplicidad finita.

Supongamos que A3(i=1,2) son puntos aislados del espectro
puntal de HH, por lo cual existen discos D(]d,a), que aislan a Ay
y A.de los demdas puntos del espectro delH, y segun el teorema
anterlor hay almenos un autovalor 2;™ de |H, apartir de una n,
grande que pertenece a un disco D( 1,,5) y como £>0 es
arbitrarimente pequeffa las graficas de 2AY%Xr) convergen a cada A;

L
s

dcuantos autovalores de cadalHn se aproximan a un autovalor
aislado de H?.

Teorema (2.2). Si A es un autovalor aislado delH entonces sdlo
un numero finito de autovalores de cada |H, se aproxima a A .

La demostracidn del teorema (2.2) es inmediata ya que el
espectro de cada lH, ,con n arbitraria, no tiene puntos de
acumulacidn por tanto en cada vecindad de A solo puede haber un
numero finito de autovalores de cadalHn, con n=constante.

Sea A un autovalor aislado delH y I’ una curva que aisla a A
de los demds puntos de T (H); de Teo. (2.2) sabemos que
encierra un conjunto finito { ‘“ }ew de autovalores de cada IHp
gue se aproxima a A apartir de una n, suficientemente grande
por tanto 15’proyeccloan“’sobre el espacio propio asociado a
todos los A7 esta bien definida y dada por

[4)) -

(2.1) P = 2§ Rumadz
es inmediata la siguiente pregunta: d como cambia la dim( P‘™ )
al aumentar n ?, la respuesta encierra el importante concepto de
estabilidad de un autovalor aislado de |H y es la clave para
demostrar que las funciones porpias de los H, convergen a las de

H.
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1. Autovalores estables del operador |H

Llegamos a la parte mds importante de todo el trabajo, hagamos
un resumen de las propiedades del espectro de los operadores H,

i) el espectro de cada lH, es puramente discreto, sin puntos de
acumulacidn y acotado por abajo por la energia del estado
base A, de IH.

ii) la grdfica de cada autovalor A(r) como funcion del radio
de la bola es continua, decreciente , con una asintota
horizontal y sobre cada grdfica la mutiplicidad de los
autovalores permanece constante, salvo en los puntos donde
se intersecten dos graficas. - -

iii) Cada autovalor A, de I|H (punto del espectro de JH con
multiplicidad finita) es limite de una secuencia de
autovalores {A%},de la sucesidén { H,} y sdlo un numero
finito de autovalores de cada [H, se aproxima a A .

El concepto de estabilidad de un autovalor A aislado y de
multiplicidad finita del operador H resume lo que se esperaria
que cumpliera una sucesién {A%}'}, de autovalores de los
operadores JH que converge a A , en relacion a la dimesidn de
la proyeccidn P (2.1). ’

Def (3.1). Un autovalor A aislado y de multiplicidad finita del
operador [H se llama ESTABLE si la sucesion {},”}, de autovalores
de los operadores {H, que converge a A satisface

i) existe una £>0 para la cual el disco D(} ,£) aisla a 7 de
los demds puntos del espectro de [H, y la frontera del disco estd
contenida en el conjunto A N Sfm-i). Esto permite que la sucesidn
de resolventes | ,

R.¢z21= (H,-2z) g Rz1=(H-2) ,1&[‘:'8D(1.e),_

esté bien definida en el circulo [ apartir de una n, grande.
Como sabemos, las singularidades de cada resolvente R, (z) son
precisamente los autovalores de H, , y como hay un ndmero finito
de tales autovalores de [H,en el interior del circulo [’ entonces

la integral o ( :
P = T 3[‘ Ra(2)d2 ” ’P‘-‘-—;-—.,?"I' Iy R(zydz
da la proyeccion |p™ sobre el espacio propio asociado a todos
los autovalores de [H, (numero finito) que convergen a A . Ya
que [’ estd contenida en Ab[\ P(IH) entonces el teorema (1.3)

afirma que .
P\“(I)"‘"") Rez) para cada ze [°

lo que implica la convergencia fuerte de las proyecciones

P £ P

ii) hasta aqui no hemos pedido algo que no cumpla la sucesion
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{H.}. La segunda condicion de estabilidad es algo que es de
esperarse )
dim P™ £dimP |

es decir, el numero de ‘funciones propias asociadas al conjunto
de valores propios de cada H, que converge a A no excede al
nimero de funciones propias del autovalor A de |H.

2. Gran Teorema de Convergencia

Ahora podemos enunciar el Gran Teorema de Convergencia a las
funciones propias del operador H.

Teorema (3.1). Si un autovalor A de H es estable tenemos:
i) es aislado y de multiplicidad finita

ii) existe una sucesicn de autovalores de los operadores IH,
(compuesta por un numero finito de autovalores {ZK‘“} <a® de

cada |H,) gue converge a
iii) la sucesidn de proyecciones g iP*™}, P es la proyeccién

asociada a cada conjunto {‘A‘ } de autovalores de cada IH,,
converge fuertemente a la proyecc1on |P asociada a A

iv) Dim |P™ < Dim |P
ENTONCES
3 (13}
1) las proyecciones { |[P‘®} convergen a |[P en la norma de

operadores lim I PP~ Pl=o0

2) dim P™= dim P apartir de una n, grande ; y por tanto el
conjunto de funciones propias asociadas los autovalores
{A™S de H, convergen a un conjunto de funciones propias

del espacio propio asociado a A .

Nota. Es importante observar que las hipotesis sélo involucran a
los espectros de los operadores H y IH,,, para nada hemos
mencionado si las funciones propias de la sucesion { [H,}
convergen a las de [H en algun sentido.

El Teorema (3.1) da un criterio que garantiza la convergencia

de las funciones propias de los |H, a las deH :

si se satisface dim |P™™ <dnP entonces las funciones propiaé de
{ H,} convergen en la norma de L(R™).

Hay un casg en el cual 1la estabilidad es trivial : supongamos
que hay una UNICA sucesidn de autovalores { A ‘"} compuesta por
un solo autovalor SIMPLE de cada IH, que converge a un autovalor
SIMPLE A de H A

A NG

A




entonces se satisface trivialmente la segunda hipdtesis de
estabilidad y por tanto las funciones propias convergen a la

funcion propia de A .

Teorema (3. 2) Supongamos que A€ 0 (H) es simple y existe una
dnica sucesidn sucesion { A '™}, compuesta por un autovalor
simple 7\"“60’0!'[.\) de cada H, y con @(x) y @n(x) la funcion propia
de A y A% respectivamente. Entonces la suces;\.on {Bn(x)},
converge a @(xX) en la norma de L2(R?").

Hay dos tipos de problemas en el cual tenemos autovalores
simples tanto de los operadores |H, como de H :

1) para los operadores de Schroedinger sobre la recta tanto en
L2(-00,00 ) como en L2(-n,n) (n€iN) cada autovalor delH, Y H es
simple entonces las grdficas ’),(r) NO SE INTERSECTAN, de 1lo
contrario el punto de interseccion tiene multiplicidad=2 lo cual
es absurdo, por tanto basta con verificar que no hay dos
sucesiones de autovalores {A'%Y} distintas que converjan al mismo
limite en el espectro puntual de H, lo que es equlvalente a
pedir que dos graficas 24r) no tengan la misma asintota

2 \ Am
3 \ M

12
2, (ri

2) el segundo caso con autovalores simples corresponde al estado
base de los operadores [H.. _Hay varias referencias en las que se
muestra que el autovalor minimo de cada operador H, en L2 (.(7_) es
SIMPLE por tanto basta checar que la sucesion de autovalores
minimos {A%} converge al autovalor minimo A, de H ( que es
51mple en la mayoria de los casos de interes como son atomos y
moleculas) y no hay otra sucesidn que converja al mismo punto.
Esto dltimo puede verificarse numericamente lo que da un
criterio numerico para GARANTIZAR la convergencia a la funcion
propia del estado base de |lH, como establece el Teorema (3.2).
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VI OPERADORES DE SCHROEDINGER EN L2 (-0, )

$1. El1 operador I{H =-g-§-.+q(x\ en L2(-00,00)

En esta seccion aplicamos la teoria desarrollada en el
capitulo III para mostrar que los operadores con potencial
continuo y acotado por abajo son esencialmente autoadjuntos.

Definimos 1la forma diferencial IL como

(1.2) "‘f’——dx’f +qog

donde el potencial gq(x) satisface :
(1.2) i) es real valuado y continuo en R

ii) existe una constante g,>-® para la cual se cumple
q(x)2gq, para cada xe€R,

El operador minimal |H, se define como

(1.3) DUHN=CO(-w,) , Mo g = Leg

es facil mostrar que [H, es simetrico y acotado por abajo por q,

qw29, , <qgpip>2q,hf* ,
(£, 45> +<ap,8> = CHof, £> 2 9o 0p17

para ver que [H, es esencialmete autoadjunto probaremos que q(x)
pertenece a la familia Mpnoc(R) con p>0 ($4.4-III) :

a) 0<p<1 :~M;'P(x1: j_'_ 1qx-y1? 1P~ dy 2

3t xela, bl entonces X-4y @S conkinva en X 9)€C0,b3x\'-‘h"]
por Lanto Iqix-yl? @3 condinua y acctada sobre
£LQ,bIxL-1,11: \

MQ’P x) £ c:-b S_. lljlf dg = & Cq,b /P paro xet_:o,b'_\

b) P>1 1 Mqip £ 2Cet <® para XELQbI

resumiendo, el potencia q(x) (1.2) satisface
a) q(x)EM g, 10c(R) para pP>0
. b)' q(x) 29, para cada x€R

por tanto el Teo. (4.7)-III nos dice que el operador minimal |H,
(1.3) es esencialmete autoadjunto en L2(R).

(1.4) El operador H denotard al operador H., siendo la unica
extensidn autoadjunta del operador minimal |H, tiene la
propiedades siguientes
. . (-4
(1.5) 1) es autocadjunto en L2(R) y CZ(R) es un core
ii) es acotado por abajo por q_:< JHf,£>>q,lifII* para feD (H)

iii) |Hf(x)= ILf(x) para feDgH), donde las derivadas son
distribucionales.
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Con el objeto de dar una caracterizacion completa del espectro
del operador H (1.4) aplicaremos la teoria de ecuaciones
diferenciales para estudiar la. ecuacion (L-z)u(x)=f(x) con zeC y
feL2(R); de esta manera probaremos que los autovalores aislados
de H ( si existen ) son simples y obtendremos una expresion
explicita de la resolvente R(z)=(H-z)™' .

1. La ecuacion diferencial (L-z)u(x)=0

La continuidad del potencial q(x) (1.2) permite probar que la
ecuacidn diferencial homogénea

2.0 (L-Z2)uxr =0

tiene un conjunto de soluciones que forma un espacio vectorial
de dimension 2; es decir, existe un conjunto fundamental formado
por dos soluciones linealmente independientes u4(x),u, (x) con
las cuales cualquier solucicnh de (2.1) es de la forma u=c,u,+c,u,
donde c,,c.€C. El wronskiano de u,(x) y u,(x)

W U, W)= UX) BELR) = W (X) Uy (X)
nunca se anula para x€R por independencia lineal de uy y u, .,

Nota. La teoria de ecuaciones diferenciales muestra que cada
solucidn de (2.1) almenos tiene derivada continua (en el sentido

clésico).

Consecuencia inmediata de la 2-dimensionalidad del espacio de
soluciones de (2.1) es que si A es un autovalor de |H (1.4)
entonces (H-A )u=0 tiene a lo mds dos soluciones linealmente
independientes por tanto la multiplicidad de A es 1 o 2.

2. La alternativa de Weyl y el caso punto limite (LPC)

Es claro que no toda solucidn de la ec. (2.1) pertenece a
L2(R) que es el espacio donde estamos trabajando, por ejemplo si
g(x)=0 para z€R la ec. (2.1) tiene soluciones que no estan en
L2(R). A este respecto el siguiente Teorema nos dice que sdlo
hay dos alternativas.

Teorema (2.1). Sea ceéR finito y z€¢, entonces sdlo tenemos las
alternativas :

i) caso LCC en +00: existe una z.,6C para la cual la ec.
(L-z,)u=0 tiene dos soluciones linealmente independientes en
L2(c,+00); en tal caso lo mismo se cumple para toda zE&€.

o’ .
ii) caso LPC en +60: existe una z,eC para la cual (L-2Z.)u=0
tiene a lo mas una solucioh (salvo factor constante) en
L2(c,+®) . En este caso la ec. (L-z)u=0 para z€C\R tiene
exactamente una solucioh en L2(c,+®).

De manera andloga se establecen los casos LCC y LPC en -0.




Nota. El1 teorema anterior establece las dos unicas alternativas

que tiene las soluciones de (L-z)u—o en cuanto a pertenecer o no
a L2(c,+mw), y es claro que si tenemos el caso LPC entonces a lo

mas hay una soluc1on en L2(R), ya que L2(c +a»c:L2(R)

El lema siguiente da un criterio que caracteriza el caso LPC
en *00.

Lema 1. Si el potencial g(x) satisface
i) es real valuado ¥ continuo

ii) existe una k>0 tal que se cumple q(x)>-kx® para cada xeR
Entonces tenemos el caso LPC en £+ Q0 .,

Aplicando el lema anterior al potencial q(x)-q 20 (1.2)
tenemos el

Corolario (2.1). Para los pbtenciales (1.2)
i) tenemos el caso LPC en *00

ii) si A es un autovalor entonces (H-7\ )u=0 tiene a lo mds
una solucion en L2(R); es decir, A es simple.

Notese gue la teoria anterior da una respuesta completa sobre
la multiplicidad de los autovalores del operador |[H : todos son

simples.

3. La ecuacion Diferencial ( |L-z)u=f y la Resolvente ( 1H-2)"!

Para hallar la forma explicita de la resolvente del operador {H
(1.4) debemos resolver la ecuacion diferencial en u(x)

(3.1 (@ ’Z)U(x)-'}(x)

para ze‘paﬂ) ,fEL2(R) y con la condicidn u(x)eL2(R). Si
conocemos dos soluciones linealmete independientes u,(x) y u.(x)
de la ec. (L-z)u=0 la solucion general de (3.1) es

(3.1 Ux1= €, U )4 C, UL ) 4 Uy (X) y_-_‘_”iﬁ?_a — ULx ,59_‘1’_2_. dy , CeR;

e W, Wiu,ul*Y
pero la condicion u(x)€EL2(R) restringe las soluclones de
(IL-2z)u=0 que puedan dar la dicha condicidn, ademds los terminos
cxu x(x) evitan que (3.2) defina un operador. Para resolver este
problema recurrimos a la funcidn de Green G(x,y) con la cual se
obtiene una solucion particular u(x) de (3.1) que satisface la
condiciones de frontera u(tcn)-o Y que permiten a u(x)
pertenecer a L2(R); el método para calcular G(x,y) es bien
conocido .

Teorema (2.2). Para cada z€C\R la resolvente R(z) del operador |[H
(1.4) tiene la forma

Rz ¢ = W(u UJ‘{U 005 u ‘97f(\))dg+u wju upg.ug)dg}
o usando la funcidn de Green G(x,y)
G (X,y) = W (U, Uy) U (0 U oty %2y
WU g, Uy) Wit Vgt X<y
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tenemos o
Rapm= 5_ G tx,9) flyrdy

donde u_g(X) ,U,q,(X) son soluciones de (LL-z)u=0 que pertenecen a
L2(-w,c) y L2(c,+m) respectivamente (ex1sten Y son unicas
salvo por una constante sequn Teo. (2.1)-ii ).

Del Corolario (2.1) se obtiene el

Teorema (3.1). Para los potenciales (1.2), los autovalores (si
existen) del operador H (1.4) son simples.

En esta seccion daremos algunos criterios que garantizan la
existencia de autovalores del operador H.

1. Espectro puramente puntual

Teorema (3.2). g%‘el potencial (1.2) satisface

JJ\QQ, . q_(h dt= + oo para cada \’\-[-'njo.e 0,1
Entonces el espectro del operador |H (1.4) es discreto.

2
e*” .

Ejemplos tipicos son x*, x*", x+x*/(1+x?)

2. Espectro esencial y existencia de autovalores

En muchos casos el operador |H tiene un espectro continuo por
lo que es importante saber cuando tiene autovalores aislados.

Teorema (3.2). Si el potencial g(x) (1.2) satisface
i)'existe una constante b con la cual existe la integral

[q(x)-b] ax =¥< o

b2 At

ii) sup S]q(t)\dt o(1) para |wl muy pequefio
-0LxX 4D
Entonces

1) O H) = [b,+m®)

2) si ¥ <0 entonces el operador H tiene almenos un autovalor
abajo de b.

Ejemplo. Para q(x)=-e'“} si b=0 tenemos

He-gt ie™ ) (% e ey

-0
por tanto |H tiene almenos un autovalor en (-1,0) ya que -1 es
una cota inferior de|H y Q. (H)=({0,+®).

El caso mas sencillo para localizar al espectro discreto ( si
existe ) es cuando el potencial gq(x) (1.2) es relativamente
compacto (Teo. 4.6-I11), en tal caso el Teo. (4.4)-III afirma




que

Tel-gnl=0e - +qul=to+om

por tanto si H (1.4) tiene autovalores estos se localizan en la
parte inferior del espectro ( abajo de [0,+m) ) Yy son simples;
el siguiente teorema da algunos casos en los que esto acurre.

Teorema (3.4). Si el potencial (1.2) satisface

i) es relativamente compacto: q(x)eM (R) para alguna p<4 Y

A
lim y ‘Q(X %”zdg =0 (\"—’Q S ‘Q(X-‘j) bl Jg o)

Ixi—=¥ 0
ii) existen constantes r,C30 y £>0 tales que

gy £ -CRy-rrE para IXI2vp

Entonces el operador H (1.4) tiene infinitos autovalores que se
acumulan en cero ( en b) y O’(lH) =[0,+®) ( O,@H)= [b,+00) ).
Ejemplo q(x)=-e *

. . ® -tx-y?

1) \uwlvcog . e df’ =0
ii) Cc=r=0, q(x)=-é”ogp por tanto JH tiene infinitos autovalores
simples en el intervalo (-1,0) que se acumulan en cero.

Nota. Los criterios dados por teoremas (3.2),(3.3) y (3.4) no
son los udnicos , hay - otros que aprovechan el carédcter ordinario

del operador [H (1. 4).

Nota. En los casos establecidos por los Teoremas (3.2),(3.3) y
(3.4) el espectro puntual siempre estd en la parte 1nferlor de
d'(H) )Y consta de autovalores simples lo que permite mostrar

numéricamente que son estables segun el Teo. (3.2)-V y por tanto |

podemos calcular las funciones propias a partir de la solucion
de la ecuacion de valores propios en L2(-n,n).

$4 El1 operador H =-¢ +q_cx) en L2(-n,n)

1. Extensidn de Friedrichs del operador minimal [H®

Notacion. Al referirnos a un espacio de Hirbert en el intervalo
[-n,n] escribiremos X(n), por ejemplo L2(n).

El operador minimal |H? sobre L2(n) inducido por la forma
diferencial |[L (1.1) es

(4.1 DOHD=CPny) , Mg =g

Yy para el potencial g(x) (1.2), |H? es simétrico en L2(n) y

acotado por abajo por q,,la prueba es idéntica a la de \H, (1.3).

La forma sesquilineal h? inducida por el operador minimal HY es
(4.2) DChd=D(HD ; hetuwvy=<Hu W= <%3 Y+ u, vy

Y para el potencial g(x) (1.2) tiene las propledades siguientes

i) es simétrica en L2 (n)
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ii) es acotada por abajo por q,

iii) es acotada en la norma .l :
< =
‘IS max 199012 Qugy > FGUWL L q g, BUITE Gruar hul]

theuml & \\%%l\—\- 1Kquudl & (1 +G,m,,) Ul

de estas propiedades se desprende que hj{(.,.) puede extenderse a
todo el espacio (W} (n),<.,.>;).

La forma sesquilineal h&(.,.) sobre L2(n) denotard la cerradura
de h8(.,.) y estd dada por

(4.3 D(h=Woinm , h;(u.v3=<§§,%%)+<qu,v>

donde las derivadas son distribucionales.

El corolario (5.7)-~III afirma que la forma h%(.,.) con las
propiedades menciqpadas arriba define un operador autoadjunto
que es la extension de Friedrichs de operador minimal IHY (4.1).

(4.4) El operador IH} denotara la extensich de Friedrichs del
operador minimal |[H® (4.1) y es definido por la forma h}(.,.)
como sigue :
i) DOH})C. W(n); si-ueD(H)) y veW{(n) entonces
hicuwv) = <H u, V) |
para cada ueD(H ) y veW?(n)
ii) si weL2(n), ueW$(n) y se satisface
hituw) = <w,vd para coada veW?(n)
entonces ueD(H)) y w=Hiu.

Para mostrar que la resolvente del operadorlnﬁ'es compacta en
L2 (n) basta con probar que h%(.,.) es coerciva y por tanto hﬁ-b
es eliptica para una b apropiada.

2. Elipticidad de h:-b y compacidad de la resolvente ()H,,“-b)’1

Para el potencial q(x) (1.2) es fdcil probar la coercividad
(Def. (2.3) ,IV) de la forma h}l(.,.)
o Fm2q, = hauw 2 1)t q, 1t > |
hiuwi-—beuuw 2 ajuu; paro C>0, b= qzC deminfs,¢}

por tanto hi-b es eliptica para b<q,, de lo cual se desprende
que la solucion débil u(x)eW(n) al problema de Dirichlet (Def.

(2.2),1IV)
(ML —¥) u=f » W)= Uln)=0
existe y es unica para cada f(x)€L2(n), y satisface
Rl —oduw =<g,v»  para cada ye Win),
sequn afirma el Teo. (2.2)-IV.

El teorema de regularidad (2.3)-IV es vdlido lo que da el
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Teorema (4.1). Para el potencial g(x) (1.2) tenemos

i) el operador H! (4.4) esta dado por
DUHMD= Wi N Wem) , Hip=1L¢

donde las derivadas se entienden como distribuciones.

ii) la resolvente R}(b)=(@H.-b)"' es un operador compacto y
autoadjunto sobre L2(n)

iii) la restriccidn de la resolvente a W®(n) es un operador
R%(b) compacto y autoadjunto en (W9 (m),<.,.>)

iv) el espectro de |H! se compone de autovalores alslados, de
multiplicidad flnlta, acotados por abajo por q, Yy sin
puntos de acumulacidén

v) las funciones propias de H!pertenecen a C®(-n,n),
satisfacen la condicidn de frontera u(-n)=u(n)=0 y
forman una base de L2(n) y W2(n).

- TP SIS P S S = S — — = - T T = T S T T P S . — - - T T - S - G -

Como en $2, aplicaremos la teorla de ecuaciones diferenciales
para dar una caracterizacicon mas prec1sa del operador \HY (4.4) y
veremos como definir otras extensiones del operador minimal tH?

(4.1).

1. Extensiones autoadjuntas del operador minimal (H2
Con la forma diferencial IL (1.1) definimos el operador

(5.1) D(T)={f€L2(n) | f es continuamente diferenciable y
f’ es absolutamente convergente = }
=W
el cual es una extensidén del operador minimal JH? ya que
D(TYD DY y Tf= \\"\:f para (€ DAHY) R
pero no es simetrico debido a que

(5.2) &Tf,9>=<f, T +14,91,-(F,9]n

donde
¢, 91k = flon¥gu—fex* g ‘™)

es distinto de cero en general.

Es claro que para cualquier extensidn autoadjunta T, del
operador minimal HQ los elementos del dominio D(T,) almenos
deben satisfacer

(5'-5“) [Ptglhztftg“-h o]
(5.3b)  1f,q1.=0 y (£,41.,=0

Yya que T4, es simétrico (ec. 5.2). El Teorema siguiente afirma
que las condiciones de frontera (5.3b) son suficientes para




108

definir una extension autoadjunta del operador minimal H.

Teorema (5.1) . La formula

(5.4) D(T)= { £eD(T)| £(-n) cosa - f‘(-n) send= 0 y
«6 f(n) cosp- £’(n) senp =0 }

—rd.g F= lL.F
define una extension autoadjunta del operador minimal H? (4.1)

para o, P en [0,T) arbitrarios. En particular si d=ﬁ-0 tenemos la
extension de FriedrichsIH} (4.4).

Nota. Este teorema muestra que en regiones acotadas el operador
minimal |[H? tiene infinitas extensiones autoadjuntas que dependen
de las condiciones de frontera que se impongan, a diferencia del
operador minimal H, (1.3) en L2(R) que sdlo tiene una extensioh

autoadjunta.

2. La ecuacion diferencial (L-z)u=f en L2(-n,n)
y la resolvente R \(b)=(H]}-z)-

La ecuacidn diferencial homogenea
(L-2Yu=o0

siempre tiene 2 soluciones linealmente independientes en L2(n)
ya que [-n,n] es un intervalo compacto y las soluciones pueden
extenderse continuamente en dicho intervalo, esto contrasta con
la misma ecuacidn en toda la recta para la cual a lo mas una
solucidn (salvo una constante) esta en L2(R) (caso LPC).

Conocidas dos soluciones linealmente independientes u,(x) y
Uy(x) de ( |L-z)u=0 la solucicn general de

(L-z2)u=rf

estd dada por nuevamente por (3.2).

Supongamos que f(x) estd en el rango de Typ-z (donde Ta,s es
una extensidn autoadjunta de IH® sequn Teo. (5.1)) y zefuihﬁ)
entonces

1 ‘ -\ -
(Tup—Zlu=g siy solo si u=(Tue-2" £=R (2r¢
por tanto para encontrar una expresion de la resolvente Rﬂp(z)
debemos resolver la ecuacidn en u(x) ,
(\\..—'Z:) \A‘:-f

sujeta a las condiciones de frontera

(5.5q) U¢-n) cosk—u’t-n) send=0

(5.5) un) cosp-win) senp=0

para garantizar u(x)eD(Tg4,) . La solucidn a este problema la da
nueavamente la funcion de Green G, (x,Yy).

Teorema (5.2). Para cada anP(po) la resolvente Rnp(z)=(T;p-z)"
tiene la forma o h ! Y
Rupp 1500 =Wllp, U {-hu..tx)u_,,ng) 5(9)dg+3\x_hw Unt9) ;cg)dg}

o usando la funcion de Green %

W (Uon, W)™ U a0 UL ) X 2\
"’\-’(“A-,\,U‘ YUl ey LU\ vy

Gd'p(x'y) = {




tenemos Cn '
(5.6) Rue @f00=§  Guatxy) peuddy

donde u_(x),u,(x) son soluciones de (L-z)u=0 que satisfacen las
condiciones de frontera (5.5a) y (5.5b) respectivamente.

Nota. Apartir de la ecuacién (5.6) en el ejemplo 3 ($6,III) se
da una prueba directa de la compacidad de la resolvente Ry,(2)
lo que confirma la teorfia de problemas con valores en la
frontera basada en el concepto de solucidn débil.

La compacidad de la resolvente R;(b)=0H;—z)” da varias
propieades del espectro de IH! (Teo. (4.2-iv ) pero no dice que
multiplicidad tienen los autovalores, para lo cual aplicaremos
la teoria de acuaciones diferenciales.

si A es un autovalor de H}! entonces existen a lo mas dos
soluciones linealmente independientes de la ecuacion :

(H:—l)u:o
sujeta a las condiciones de frontera
Ul-ny) ="uN¥=0 ,

pero sdlo puede haber una solucioh a este problema de lo
contrario la resolvente (5.6) estaria bien definida en A .

Teorema (6.1). El espectro del operadorlH: (4.4) consiste de
autovalores aislados , sin puntos de acumulacion y de
multiplicidad=1 (simples).

Con esto terminamos por dar una caracterizacidn completa del
operador de Schrodinger IH} en L2(n).

1. La sucesidn {1{H,}

El operador H, ($1.1, V) define como la suma directa del
operadorlH& (4.4) y el operador cero

D(IH,) = { f€L2(R)| P,feD(|H!) y Pifep(e) }
Hof= MaPop +0Pre= WMiP g |

donde Pn,P:‘son las proyecciones sobre L2(n),L2(n)t
respectivamente y sequn afirma el Teo. (1.1)- V, iH, tiene las
propiedades siguientes

i) es autoadjunto en L2(R)
ii) J(WH,)=0d(IH} U {0}

iii) cada funcion propia de H} es una funcion propia de H,, con
el mismo autovalor,por tanto cada autovalor de |H, (salvo el
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cero) es simple y aislado.

En $1.3-V mostramos que la sucesidn { |H,} converge en el
sentido generalizado fuerte al operador (H (1.4) ya gque C(R) es

un core de H.

2. Estabilidad del espectro puntual de |H

Para mostrar la estabilidad del espectro puntual de IH
apliecamos el Teo. (3.2)-V segun el cual basta con mostrar que no

' ahy dos sucesiones de autovalores {2}? } que converjan al mismo
punto en el espectro puntual de [H.

: 3. Solucicn numérica de {H'u=2Au en L2(-n,n)

Segﬁn'probamos en $5-IV la compacidad de la resolvente del
operador IH! en L2(n) garantiza gue las soluciones de la ecuacidn
matricial N o)

: 12 .
() Z (MM A &Pu =0 1 ien
, donde {é&} es un base ortonormal de DOH}), convergen a las
soluciones”del problema
H! v=u UE-M= Ut =0
y sélo a ellas cuando la base aumenta (N-->00 ).

Recordemos que en L2(n) tenemos :

<$,9>= (" ¢wqdx 5 NEl= < pd"e y dep,ga= Rp-git

donde la iudltima igualdad define la distancia entre dos elementos
de L2(n).

Seleccidn de la base. La base mds sencilla en dominio D@H/}) es
- t .‘ .
(1.2) Gy =% (nroxy It jza,e,

donde introducimos el factor éﬂw‘porque que da el comportamiente
correcto en T de las funciones propias de IH (1.4).

Con el producto interior de L2(n) aplicamos el método de
Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal (B.O.N.) {¢7}
apartir de {Qﬁ}. El espacio generado por {¢5b=‘ lo denotamos por

EN-

Con la base ortonormal {é%} en E, resolvemos la ecuacidn .
! matricial N R '
: 4 » .
(7.3) Zo (4 1mep -A"8)up =0 1<ien
de la cual se obtiene un conjunto de valores y vectores propios
{A™} v {u"Y} que forman una sucesidn al aumentar el tamafio de
la base (N-->00).

Convergencia del espectro. Las formas cuadraticas entre espacios
consecutivos E, y E g4

N
h'w= 2, =1 YRR AL NEHR N

satisfacen

[a RSV I NCAURTTWeN para We By




por tanto la sucesion de autovalores {A™'} es CONVERGENTE y
DECRECIENTE
(M) (N+1 w (N+3)
_AHD S Qe oy

~)
de manera que cuanto mas pequequ es la diferencia A“'-
mds preciso el el autovalor AW,

A%*(>0)

Convergencia de autovectores. Como 1a sucesidn de autovalores
u""’} converge al autovalor A®!de |H} entonces las funciones
proplas respectivas satisfacen 4

\\m nu™ —ul=0

-lo que es equlvalente a que {U"} se una sucesion de Cauchy
lim | U™ -yu®i=0

por tanto cuanto mdas pequeffa es la distancia

i\ uw WA NHD 0
(NHY)

. * . /
entre funciones consecutivas mds precisa sera u' -

4. Solucidn numerica de |Hu= Au en L2(-® ,® )

Convergencia de autovalores. En los ejemplos nuimericos que damos
se observa que los autovalores 'X”‘(H‘ forman una sucesion
decreciente de Cauchy

hm 'X(") _,') (n+}) =0

y no hay dos suces:l.ones {1"“} )4 {).;:" h,con el mismo limite

')“m‘ m(n)

o \\____L)HM)
13,1
Mu M“’

lo que prueba la estabilidad del espectro puntual de H y
garantiza la convergencia de las funciones propias.

Convergenc1a de funciones propias. Aqui debemos recordar que
cada funcidn propia u '(x) de [H, se define como cero fuera del
intervalo [-n,n] (ecuacion (1.1), $1.1-V) de manera que la
distancia entre u™ y u®H es

U -y wsy 2 m,—j U0 dy- zj MCIEL de “lueny,

donde suponemos que u®™y u“"‘" estdn normallzadas en la norma de

L2 (R) N
| futyz= S Wl dy = S W™ l?dx = ]
por tanto e -

w\ (m-\) —— Va,
fu = { 2% (41— (\l“” UH'D>} , (U“” YW ).j
Y cuanto mds pequena es esta dlstanc1a mas prec1sa es uw .

(n) (N+l)

En el caso del oscilador armonico comparamos las soluciones
numericas con las exactas (normalizadas)

" ul”)_ ut\ac“ = {L(i - S.N\l(m U exac d\‘)} .
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5. Ejemplos numericos

2
Oscilador armonico. H = -g—;‘ + x*
Tabla 1. Convergencia del espectro, r/2=longitud del intervalo,
b=numero de funciones base
stado r=4,b=8 =5, b=9 r=6,b=10 exac
1 1.000001 1.0000000002 1.00000G000000 | 1.0
2 3.00003 3.000000008 - 3.00000000Q000, | 3.0
3 5.0004  5.0000002 5.00000000002 5.0
4 7.003 7.000003 7.0090090093 7.0
Tabla 2. Convergencia de funciones propias. El primer subindice
de u,), corresponde al radio y el segundo al tamaRo de
la base
stado “ Upe ~ us,'i" "us,q" u“w" “ Yoo~ l?w,n" “ Y~ Y “
1 .0002 .0000002 .00000002 .0000000001
2 .001 . 00002 .0000001 . 0000000006
3 .004 . 00008 .0000008 . 000000006
4 .01 .0003 . 000003 .00000002
Tabla 3. Comparacion con las solucj'.ones extactas.
El significado de los sibindices es el mismo
de la Tabla 2.
pstado T I I ™ | Yo Yemac ll | | W~ Beaell
1 .0002 . 000002 . 00000002 .00000000009
2 .001 .00001 . 0000001 .0000000006
3‘ . 004 . 00007 .0000008 . 000000006
4 .01 .0003 . 000003 .00000002




Potencial de Mitra. WH

Tabla 1. Convergencia del espectro. r/2= longitud del intervalo

-3£1+ x {1+

y b=tamafio de la base

0.1,
1+2 x?

r,b estado 1 estado 2 estado 3
2,4 1.09 3.6 6.8

3,6 1.017 9 3.032 8 5.1

4,8 1.017 181 3.032 765 5.034 84

5,10 | 1.017 180 29 3.032 765 79 5.034 442 0
6,12 ] 1.017 180 291 3.032 765 794 7 5.034 441 87
7,14 | 1.017 180 290 8 3.032 765 794 01 5.034 441 872

Tabla 2. Convergencia de

funciones propias,[lu;-uk+d|

es la distancia entre funciones de intervalos
consecutivos comenzando de r/2=2 y con las
mismas bases de Tabla 1.

estado 1 estadb 2 gstado 3 estado 4
Nuy= ueull D9 Yl | 19~ Byull L Y |
.10 .3 ’ «6 .8

.007 .03 i «2

.000 2 . 001 .004 .01

.000 007 . 000 02 .000 07 .000 3
.000 004 .000 003 .000 006 . 000 005

Fernadez reporta en su articulo Int. J. Quant. C. vol. 37
(1990) las siguientes cotas para la energia del estado base

1.017 180 297 < Ag < 1.017 180 304 .
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VII ATOMOS Y MOLECULAS

En este capltulo abordamos el problema de calcular las on
funciones proplas del operador de Schrdedinger sobre L2(R?

N>1
]H Z(P.+ Q'l)-‘-zw txb‘—Jx, ,a:,b;jeRe

donde x%&R’y pi son las coordenadas y el momento respectivamente
de la i-€sima particula, a; Y bj; son constantes. Las constantes
fisicas son irrelevantes para las propiedades que estudiamos.
Todo el problema se reduce a probar que la interaccidn
coulombiana es un operador relativamente compacto respecto al
operador de energia cinética, apartir de lo cual se muestra que
las funciones proplas en regiones acotadas (las cuales podemos
calcular con la precisicdn deseada) convergen en la norma de
L2(R?.) a las funciones propias del operador {H mencionado

arriba.

) con

1. Esencial autoadjuntes del operador de Schrdedinger en
L2(R3") y compacidad relativa de la interaccidén coulombiana

El operador de enegia cinética T, :L2(R®*" )P dado por
(1. D(TI=CRR®™ |, T,=X, pi=—

es esencialmente autoadjunto, acotado por abajo y carece de
autovalores (ver Teo. (2.3) y ejemplo 7 de $2.2,III).

La interaccidh coulomblana dada por

A.2) Q=T o +Z.<J Tu?"%zn
es una suma finita de terminios andlogos y como M (R’") es un
espacio vectorial, basta probar que

G (X, %)= X =%, |7}
pertenece a Mp(R3") para alguna p<4 para que Q€M9<4(R3"). En
cualquiera de las integrales
1q(xy-x xO\%dx o S 19(x,~x1? lx—-y\?’"‘c\_x

Slx-‘j\sd. Ix-y1< 4

el cambio de variables
K= Xy~ Xa , Xe= Xy+%X, , Xij= % para 3BLigN

no altera las propiedades relevantes que vamos a estudiar, por
tanto nos concretamos a probar que

Qi) = 1y, 17t
pertenece a H?44(R3»)

Proposicidn (1.1). La funcion
qx) = Ixy17t
pertence a Mf(R3") para‘P>3 y N>1 .

Demostracion.
a) Ssi ?>3N tenemos

Mq pR = S dy,... dy, Sdgi Iqex-y1*< C S dy, 1%g-y,1"?
et yqdsét
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donde C>0 es una constante, la ultima integral es impropia
cuando Ix,<1 ya que tiene una singularidad en x,=y, , sin perder
generalidad hacemos x,=0 lo que lleva la singularidad al origen

| L
M;.j,CX) <C 5! 124 “;hl“clgi:q'ﬂ'C'Jo bzr-* dr= qTC <@
por tanto Yl e
Mgp0 & {4TC}"™ para p23N y coda xeR*

b) si N>1 y 3<p<3N tenemos ﬁ 3N
2 -
M%,P (X)= SIx—)ﬂSi |q(30|z |x"5| dy 9
definimos §=(x,_, ceesXy) Y ¥ de manera andloga, lo que da
IK-G1 e 1x=-y14 4 '\\ﬁp\'\Q’& A< IX=-YIT S 1R=-F 7
y como 3N-p>0 queda . N
1< Ix=yi1P2¥ ¢ (-5 P37,
2 2 o Gy P3N da¥ o~ P-3N Sd (3
Mg,) s Sl!—!l&i IQ(jg)\ i x-y1\ dyiczgﬁ_,’.‘ﬂh 9‘ "r:;‘?(‘h)‘
\
< 3N~1-1 p-3N S Lyt
= Sgr v r? RPT IXg-Yal A\Js. ’cz W3 n-3

’ . . -3
donde win-3 s el area de la esfera unitaria en rR* Yy C, s una

constante positiva, la segunda integral la calculamos en (a) y
con la primera queda S 4 p-a ¢
. .2 ) - - 3
& C, Waqy- duy 1x,~ ) dr ¥' = ——= <00
M%P(X)"ct 3N 3( 1uglg 1 Xa=Y,l So T—3
por tanto

M';:P(X)S{ PC}'.S }‘/'L para 3 < p< 3N y cada ¥€R3N

¢) en el caso N=1 MQ,P(X) es acotada en todo R® para P>2’ en
particular para p>3 .

Un resultado mds débil pero de aplicacidn sencilla sobre la
acotacion relativa del potencial coulombiano es el

Teorema (1.2). Si el potencial Q(x ,...,x ) tiene la forma

N N
Q = z}ajq°‘ (xi ) +1$Z<jqj 5 (XJ —Xi)
donde cada qj; (x) ( i>1, j>0 ) es localmente integrable y
acotada en infinito; es decir, existe una R>0 tal que
.. "- .
Smm 195; 00\ dx < CO ¥y 1gii<e  para m2R
Entonces para cada £>0 existe una C¢>0 tal que

Qe < Ce Mgl +€ | Togll pora coda fe D(Ts).

El potencial Ix|~?, x€R?, satisface las hipotesis del teorema

anterior ya que
~2dx = 4TR <Oy IXI"' < R”  para cada I1XI2RD0,

IxisR

Para terminar con la caracterizacidn de la interaccidn
coulombiana tenemos la
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Proposicidén (1.3). El potensial

N I
Q=2 Q45" _bu
- = Il 4] ”i"le
es T;compacto.

La demostracidn es inmediata ya que Q€M3<‘4R3N) y

lim  Neoo={limg, §, 0 1R =p12dy e =0

e 4~ Ix-»
luego el resultado se sigue de Teoremas (4.5) y (4.6), $4.4-III.

Resumiendo. El operador minimal T,+Q:L2(R*" )™
D(T+Q)=Co(R*™)  , e+ f=-2f+Qyf

tiene las propiedades siguientes

a) es esencialmente autoadjunto; es decir, su cerradura T, +Q
que denotamos por H

(1.3) DUMI=W.(R3™ , Hp=—-Af+ Q¢

es un operador autoadjunto sobre L2(R3M),donde las derivadas
son distribucionales

b) |H es acotado por abajo por una constante &

c) la interaccion coulombiana (1.2) es T,-compacta; es decir,
para cada €>0 existe una C,>0 tal que

BQEIE C hfli+ € | Topll  pora cada g€ W (R?")
Q :(wt(Rsr),<-).>g)-—'§(Lq_(R3N’,<. \.)) s com Pac to

d) gg)=g' (T,)= [at,+00) .

Nota. La acotacion relativa de Q por T, permite probar que en
regiones acotadas L2(fL) podemos calcular las funciones propias
del operador de Schroedinger sujetas a la condicién de frontera
u(d£L)=0 con la precisidn deseada.

Nota. La invariancia del espectro esencial da la prueba de que
el espectro puntual de H (si tiene) se localiza en la parte
inferior de ¢’(H) , abajo de & .

2. El operador de Schroedinger en L2(().)

Asumimos que {LcR3*" es una region abierta y acotada con
frontera suave. En esta seccion daremos la definicion exacta de
lo que entendemos por operador de Schrdedinger en L2(f.).

El resultado fundamental es la acotacion relativa de 1la
interaccionh coulombiana: para cada £>0 existe una Ce¢>0 tal que

‘Q}“ﬁ Cg_ llf.ll -+ £ “To}h pora f € W, (R3¥)

por tanto las respectivas formaéfsesquilineales de T, y Q estan
relativamente acotadas

\(Qf-,f)K_Cg |\J'-H"+E $=F°,F»,F> para f:€ WL(R?““)

en particular se satisface K

(2.1) 14Qg, 1< Ce BEI +e/-"<v;,vp para cada peCy (O,

i e TR BT
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El operador T, (1.1) induce la forma sesquilineal t,(.,.)
Dt )=Co(n) , ta(uv=<4vu, vV
cuya cerradura Enx.,.) en L2() estd dada por
DGEH=Wiay, Tauwn= <Tu,vVv)>,

donde las derivadas distribucionales.

Ya que la forma <Qu,u> estd acotada por t,(.,.) con tzcota<il
segun (2.1) entonces la forma tg(u,u)+<Qu,u> tiene la cerradura

2.2 D) =W , N (uwz=<TU, 9V +<Q UV

(las derivadas son d15tr1buc1onales) Y hga(.,.) tiene las
propiedades siguientes

i) es densamente definida sobre L2(0))
ii) es simétrica y acotada por abajo
iii) es cerrada.
Con las propledades anteriores, la forma hg(.,.) induce el

operador de Schroedinger H, autoadjunto sobre L2(n.) ( Corolario
5.7, III-$5.4 ) que describimos a continuacidn :

i) el operador\ﬂn‘esta dado por

(2.3) D (H,) = WOH(NL)NW. () = { feW,(a )| £(a.0)=0 }
Haf=-np+Q ¢

donde las derivadas son distribucionales

ii) hg(u,v)=<|H u,v> para u€D( |H,) y VEWT (L)

iii) si ueW?(a ), weL2(s) y se satisface
ha. tu =< W,¥> paro coda veW(n)

entonces u€D(H,) y w=H,u.

La definicidn precisa (a) de lHa se obtiene de la teoria de
ecuaciones diferenciales con valores en la frontera basada en el
concepto de solucion debil, los incisos (b) y (c) son resultados
contenidos en el teorema de extensidn de Friedrichs.

E1 problema'de autovalores de H, es
(-A+Qlu=2%Nu , ulen)=0

donde las derivadas son dlstr1buc1onales, la existencia y
diferenc1ab111dad clasica de las funciones propias se muestra en

la seccion siguiente.

3. Compacidad de la resolvente (H.-z)"' en los espacios
(L2() ,<e,0>) ¥ (WO(LL) ,<.,.>4)

Por densidad de co(a) en (WH(w),<.,.>,) es 1nmed1ato que la
acotacion relativa de <Qu,u> por <yu,Ju> (2.1) se satisface
para cada u(x)€EW¢(L); es decir, para cada £>0 existe una Ce >0

tal que se cumple
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(3.1)  KQu.u)1< Qg Ut 4 EXVU, TU> para weWI (). |

Con la relacidn (3.1) es fdcil probar que la forma h,(.,.)
tiene las propiedades siguientes ( Teoremas (5.5)-II1 y (2.1)-1IV

)

a) es acotada en (W (n.), <.,.>); es decir, existe una constante
K>0 tal que

thotuadl € K U, Wiy para  u,v € WStn) »
b) es eliptica; es decir, existen constantes o>0 y peR tales que

h_ntu.u)—§<u\u> 2d Wl para u e W)

por tanto ( de la teorla de ecuaciones diferenciales basada en
el concepto de solucion débil ) existen dos operadores COMPACTOS

Yy AUTOADJUNTOS ( Teoremas (3.2) y (4.1), IV)
1) R;(ﬁ)*(LZ(SL)1<-:o>X;) Y D(R4(§))=LZCIL)
2) Rt(p)=(W?(SL),<-:->a)D Y D(RL(P))=W?(JL)

gue satisfacen
h, tR(p\;v)—wR,&p)f WD = <D
LY LRu(BIfF, V] - B <Rapg, V> = <D
para cada f€L2(S).) y cada veWj ().

El teorema de regularidad de las soluciones debiles al
problema de Dirichlet da los resultados siguientes

a) R,‘(p) (Ho- g y! . Y por tanto R (P) y H, tienen las mismas
funciones propias

b) R‘(P) Yy H, tienen las mismas funciones propias

c) los autovalores de Ri(P) y R.(B) son los reciprocos delqn-p,
cada autovalor es de multiplicidad finita

d) las fun01ones propias de H, pertenecen a C®(xy) y satisfacen
la condicnion de frontera u{aL)=0 .

La compac1dad de Ri(p) Y Ra.(P) permlte probar que el método de
proyecciones converge a lo autovalores y autovectores de H

(Teoremas (5.2) y (5.3),IV ) :

a) Ssi {‘y,} es una base ortonormal en (L2(aqa.),<.,.>) del
domlnlo D(Hg) :

A A - ﬁ’ A- .
preoy=0 y <FilPid=l i Fidx =4y
entonces los autovalores y autovectores de la ecuacidn

o (PN - g du a0, 14 g :

convergen a los dele_y sélo a ellos en la norma |l.li=V<., >
cuando N-->00 .

b) Si { ? } es una base ortonormal en (w°(;L) <.,.>,) de D(ﬁn)
¥i9.a=0 y <‘f\~f3>— g 'f3+V‘f’~*-\'7\° Ydx= A&

O T
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. v . ”
entonces los autovectores y autovalores de la ecuacion

PR R AT /S VD il A NTS T BN R PR Y

convergen a los de H_ Yy solo a ellos en la norma
W= {<., o0 cuando N-->Q0 .

Con lo anterior el problema de autovalores en L2(..)
F24+Q)u=2Au , uRWI=0

esta resuelto desde el punto de vista numérico, queda por
mostrar que las funciones propias de |lH, convergen a las de |H
(1.3) cuando Sk se expande por todo R’"

4. Convergencia generalizada fuerte y estabilidad del espectro
puntual del operador de Schroedinger.

Al expander la region acotada Ll generamos una sucesion.), ;
en cada {1, hemos definido el operador de Schroedinger |JHa, cuyo
espectro y funciones propias podemos calcular con la precisiof
deseda, para probar estos que convergen a los del operador IH
(1.3) construlremos la sucesion de operadores autoadjuntos {H,}

en L2(R*™).

A cada elemento f€L2(f.,) lo identificamos con el elemento
£E€L2 (R*)
{ F paroe x€ XL,

f' -
por lo cual L2 (_Q..‘) es un subespacio cerrado de L2 (R¥") y el
teorema de proyeccion da: L (R = L, (an @ Lo (N>,

0 en coso conkraris

Sobre L2((L,)* definimos el operador cero
D(®)=L(an* , Gp=0
por tanto la suma directa de (H L2 (n,.)) ¥ (0,L2(n )+) dada
PO ML (RMP ,Duu,,)={;em='9|a.,enm,,u y PlpeD(®)]
Hnf= Mo, Pop +OR =M, Pog

,donde P, y P, son las proyecciones sobre L2(a,) y L2 (_n_“)*, es

un operador autoadjunto sobre L2 (R3¥) (Def. (1. ) y Teo.
(1.1) ,V) . Por construccion, tenemos.

a) o (H) = T (Ha ) U {0}

b) cada autovector de |H, es autovector de H, con el mismo
autovalor.

La sucesidon {H,} converge en el sentido generalizado fuerte al
operador |H : para cada u€CJ(R3¥) existe una n_, apartir de la

cual ,
soporte {fumic C¥(a.,) para mn2wn,

por tanto

\im TMH, u-Hull=0

Yy como C‘Z(R’“’) es denso en la grafica de |H entonces las
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resolventes convergen fuertemente
lim WRez,Ha g — Rz, Mipli=0
para cada feL2(R3") y cada zeAbD?(jH).

Como la interaccioh coulombianan es Tycompacta el Teo.
(4.4)~-I1I1 afirma que

Te ) =0e (T)=C0, +0)

por tanto IH sélo puede tener autovalores localizados en el
intervalo (o ,0), QA es una cota inferior de [H.

Teorema (4.1). Para el potenc1a1
K~-1 e« g!

Q Z‘—’. lxll +Z“gq Z -1_ |Xx-x_,

si todos los e, tiene el mismo s1gno, e, tiene el opuesto y
le.l >\2 e,| entonces el operador |[H=-A +Q tiene espectro discreto.

El teorema anterior se aplica a cualquler sistema neutro y a
iones como el ion molecular de Hidrdgeno .

Teorema (4.2). Si Q{x)_ =max{0 -Q(x)} pertenece a Mp (R™) para
alguna‘?<4 entonces el autovalor mas pequeffo de H es SIMPLE.

En nuestro caso, Q(x)_=0 siempre pertenece a Mp44(R“) segun
afirma la proposicidn (1 1) por tanto la energia del estado base

de IlH es un autovalor SIMPLE.

El min O(IHp )= Af es un autovalor simple SIMPLE para cada n,
por tanto el Teorema (3. 2)-v da un criterio que garantiza la
convergencia de la sucesion de funciones de estado base de los [Hy
a la funcion de estado badse de [H : basta con que la sucesion de
autovalores {A'7} sea la UNICA que converge a la energfa de
estado base de [H ; en la seccion siguiente damos algunos
ejemplos que muestran la validez de esta condicidn de

estabilidad.

Nota. La forma de la reqlon £l puede selecc1onarse de la forma
mds conveniente para aprovechar las simetrfas fisicas o
matemdticas del problema en estudio, siempre y cuando tenga

frontera suave.

B L 7 S
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5. Ejemplos

Ley-Koo y S. A. Cruz dan la solucidn exacta a la ecuacidn de
Schroedlnger para tres sistemas, con uno y dos micleos y con un
solo electron, en regiones acotadas e11p501dales (J. Chem. Phy.,
Vol 79, No. 8, 1981). La idea es usar la aprox1mac1on de
Born-Oppenheimer (nucleos fijos) colocando los nucleos en los
focos del e11p501de de manera que las coordenadas del electron

son g _ A Y e
- R l///g//////ﬁ .
e < - Oy
Y=Y

Como la superficie &= %, corresponde a un elipsoide de
revolucidn, la condicidn de frontera toma la forma

w}('§1=§;: h,Y)=

Los parametros que definen el tamafio y forma del elipsoide son

e

iy 1/ ¥, =excentricidad ™
ii) R = distancia focal

iii) &, R= eje mayor .

En las figuras 1,2 y 3 se mustran el comportamiento de los
niveles de energia para R fijo y distintas .

En el trabajo citado se concluye:

Para los tres sistemas hay una tendencia en el comportamiento
de los niveles de energia :

a) al reducir la regidn la energia aumenta

b) al aumentar la regidn los niveles de energia se acercan
ASINTOTICAMENTE a los valores del sistema libre ( que
corresponden a los del operador |H en L2(R3MN) )

ambas afirmaciones coinciden con las predicciones hechas sobre
el comportamiento de O’( {H,) cuando n-->00 ($1.3, incisos (4)
,(5) y Teo. (2.2), Cap. V), pero lo mds importante es que se
muestra la establlldad de la energla del estado base de H

los autovalores minimos de la sucesidn {H,} forma la UNICA
sucesidn que converge al estado base de HH,

no se menciona la multiplicidad de los estados excitados, pero de
la convergencia de los espectros es de esperarse que tambien
sean estables (DimIP,< Dim [P ).
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123 Otro trabajo que apoya la conjetura de que el espectro puntual
de IH es estable es el de Marin,Cruz (J. Phys. B,24, 1991).

El método es numér:.co, se aplica a los 4tomos de Hidrdgeno y

Helio con nucleos fijos de manera que para aprovechar la
T simetria del probleina proponen una funcidn base de 1a forma

\Y= (r-ro) @(rlelfld)

donde r.,=radio de la esfera que encierra al sistema, y para cada
r, fijo el parametro ™ se ajusta variacionalmente

3. w?-A+Q)~v dx =0

Por tratarse de una sola funcidn base,este método es un caso
particular del propuesto en la Tesis, ya que cada funcidn \Py-.lq
forma parte de una base en L2(j,). Las tablas 1,2 y 3 dan la
convergencia del espectro (¢'(|H,) al aumentar el radio y el
comportamiento que se observa es congruente con la conjetura de
que el espectro puntual de |H es estable’

Hid ro'geho

B il R

Helio

e e e e e e e T R e e e e e e ts

[ e, e e T et e T e A W T N R A
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Enclosed quantum systems: the direct variational method

Table 1. Hydrogen atom within spherical box with impenetrable walls. Ground state energy
as a function of radius of the box".

To a E:r’n ESer Egnﬂ
0.53622 0.4137 25.2474 25.0000
0.8100 0.4275 8.8550 8.784

1.1500 0.4462 2.9906 2972

1.22195 0.4505 2.3803 . 2.3669
L7110 0.4R06 0.2534 0.252

2.(KHX) 0.4999 - =.2500 -0.250 -0.2500
2.2008 0.5141 —0.4642 -0.464

2.44558 0.5322 -0.6390 ~0.6400
Jodr? 0.5786 -0.8544 -0.8573
3.5287 0.6178 -0.9277 -0.932 .
408671 0.6616 -0.9663 -0.9707
4.4153 0.6859 -0.9781 -0.982

5.0200 0.7262 -0.9896 -0.992

5.80119 0.7691 -0.9956 -0.9980
6.2253 0.7883 -0.997¢ ~0.998

* Energies in Ryd. Listances in a,.

® This work. .

s F calculations by Ludedia (1977). ¢
¢ Exact caiculation by Ley-Koo and Rubinstein (1979).

Table 2. Hydrogen atom within spherical box with impenetrable walls. Energy values for
the excited states 2p and 3d as a function of radius of the box".

State ro @ E®,, ES e
2p 2.0 0.5121 3.1791 3.1520
2.5 0.4503 1.7173 1.703%

30 0.4107 0.9694 0.9625

kR ] 0.3840 0.5459 0.5424

4.0 0.3654 0.2838 0.2870

50 0.3433 0.0155 0.0152

6.0 0.3333 ~0.1111 -0.1111

80 0.3338 ~0.2085 -0.2089

10.0 0.3492 -0.2369 -0.2377

14.0 0.3918 —0.2484 —0.2491

3 7.0 0.3106 0.1946 0.1932
1.5 0.2995 0.1376 0.1366

8.0 0.2900 0.0928 0.0921

9.0 0.2750 0.0283 0.0280

10.0 0.2639 -0.0141 —-0.0142

12.0 0.2499 -0.0625 -0.0625

14.0 0.2436 -0.0862 -0.0862

18.0 0.2450 ~0.1044 -0.1047

20.0 0.2501 -0.1076 ~0.1079

® Energies in Ryd. Distances in a,.
® This work.
€ Exact values calculated through the method of Ley-Koo and Rubinstein (1979).
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Enclosed quantum systems: the direct variational method

Table 3. Helium atom inside a spherical box with impenetrable walls. Ground state ('S)
energy as a function of radius of the box".

o o El., Esce
0.5 0.7465 22.9229 22.79095
1.0 0.8320 1.0626 1.06122
. L5 09330 —-1.8456 -1.86422
2.0 1.0435 ~2.5285 —-2.56253
2.5 1.1510 -2.7213 —2.76644
30 1.2428 ~2.7935 —2.83083
4.0 1.3701 -2.8302 —-2.85852
5.0 1.4453 -2.8392 ~2.86134
6.0 1.4924 -2.8426 -2.86151

* Energies in Hartrees. Distances in a,.
® This work.
¢ scr values calculated by Ludeiia (1978).




REFERENCIAS Y NOTAS

capitulo 1.

Las secciones $%1,2,3 pueden consultarse en {6},{7],[13] ¥y
[{17); Rektorys [13] da una introduccidn sencilla y elemental de
los espacios de Sobolev enfocada a la solucidn de ecuaciones
diferenciales parciales con condicniones de frontera. Kato (6]

da una exposiciodn detallada de $4.

capitulo 2.

Las secciones $1.1,2 y 6 pueden congultarse en [6],[7) v [18];
para $1.3,4 y 5 ver Kato ([6]; $2 es basicamente de Weidmann
[17]); para $$4,5,6 ver [6],[7] y [17]); para $7 ver [6] y [17);
Rektorys [13] da una prueba sencilla del Teorema de Lax-Milgram.

Capitulo 3.

Las secciones $1, $2.1 y $2.3 pueden consultarse en [6] ¥y
[18], en [18] se dan los detalles de $2.2; $3 esta contenido
bdsicamente en [6]; los teoremas de perturbacion de operadores
autoadjuntos ($4.1,2 y 3) pueden consultarse en [6] y [17]. Los
teoremas (4.5), (4.6) y (4.7) se demuestran en Weidmann [17]

cap. 10.

La conecciodn entre operadores y formas sesquilineles ($5.1,2,3
y 4) se estudia con detalle en Kato [6] y usamos las :
estimaciones de Weidmann [17]) sobre las familias Mf(R') para
aplicar los resultados de Kato. ]

Capitulo 4.

Rektorys [13] da una exposicion general y muy sencilla ( sin
dar todas las demostraciones ) de la teoria de ecuaciones basada
en el concepto de solucidn débil (secciones $$2,3 y 4) sin
abordar en detalle el problema de regularidad; Folland (3]
resulve el problema de regularidad para potenciales
infinitamente diferenciables ,Gilbarg [S], Schechter. [14] y
Treves [16] dan una exposicidn completa de la teoria de
ecuaciones diferenciales parciales con condiciones de frontera
dando un planteamiento y solucidn general del problema—de ﬂ
regularidad. I

|

Para la seccion $5 puede consultarse Krasnosel’skii [8] y
Mikhlin [10], este Ultimo expone varios metodos (casos
prticulares del método de proyecciones) para resolver

Tu=-Au » T es eliptico

. . . s . le
con distintas condiciones de frontera (en regiones acotadas) s}n
dar demostraciones de los teoremas importantes.

I

Capitulo 5.

La suma directa de operadores es un concepto’elemental que
puede consultarse en {6] y [17]}; la construccidén de 1los




operadoreslHn=IHl+ & es la primera contribucién "original" al
trabajo que permite eludir el problema técnico:no poder comparar
a |[H} con |H, esta construccidn permite aplicar toda la teorfa de
sucesiones de operadores autoadjuntos desarrollada por Kato en

el capitulo VIII de [6].

El concepto de conjunto de acotacidn, el Teo. (1.3) y la
concepto de convergencia generalizada pueden consultarse en Kato

(6] pags. 426-431.

El estudio de las propiedades de la sucesioén { H,} es otra
contribucién "personal" (seccion $1.3), en el inciso (4) se
aplica la teoria de perturbaciones analiticas al problema de la
perturbacidn de la frontera que desarrolla Kato en [6] ,pdginas

423-426.

El Teo. (1.6) se tomo de Gelfand-Fomin [4] y la proposicién
(1.6) es una contribucidén personal.

El Teo. (2.1) sobre la convergencia de espectros es de Kato
[6]) (pag. 431) y del estudio de las propiedades de ¢ (|H,) se
concluye el Teo. (2.2) que es otra contribucién personal.

El concepto de autovalores estables y el Gran Teorema de .
Convergencia son de Kato [6] pags.437-439 y la aplicacidn al
problema de autovalores del operador de Schrdedinger en L2(R%)
incluido el Teo. (3.2) es otra contribucidn personal.

capitulo 6.

La mayor parte de esta capitulo es una aplicacidn de la teoria
desarrollada en III,IV y V , excepto por : Teo. (2.1), [17]
- pag. 254; Lema 1, [1]; Teo. (2.2), [17] pag. 257; Teo. (3.2)
[11] pag. 72; para teoremas (5.1),(5.2) y (6.1) ver Weidmann
[17) pags, 247-254.

Capitulo 7.

Nuevamente este capitulo es aplicacion de la tekia de III, IV y
V, excepto por : Prop. (1.1) personal; el Teo. (1.2) esta
demostrado-en [12]; el Teo. (4.1) es de Schechter [15] pag. 280;
el Teo. (4.2) esta en [17] pag. 326; las figuras 1,2 y 3 son del
trabajo citado de Ley-Koo y las tablas 1,2 y 3 del trabajo de

Marin y Crusz.
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CONCLUSIONES

Llama la atencién el divorcio entre el analisis desarrdlado
por los matematicos y el desarrollo por parte de fisicos y
quimicos de métodos para resolver la ecuacidn de Schrddinger

Durante afios se ha tratado de resolver la ecuacidn de
‘Schordedinger por el método de Ritz sin probar formalmente su
convergencia, este trabajo muestra gue no hay fundamento tedrico
que garantice tal convergencia a las funciones propias en los
problemas de mayor interes ( atomos y moléculas), lo que tiene
una enorme importancia practica ya que en la actualidad se esta
invirtiendo enormes sumas de dinero en cémputo para calcular
propiedades atdmicas Y moleculares con un método que (a la luz
de los resultados numéricos) NO CONVERGE.

.

EL método propuesto tiene varias ventajas sobre los actuales :

1) Resuelve el problema, hasta el momento abierto, de la
convergencia a las funciones propias de operadores que carecen
de resolvente compacta, lo que a su vez garantiza el cdlculo
preciso de las propiedades del sistema en estudio

2) E1 marco tedrico en que se desarrolla el método permite
plantear - generalizaciones en distintas direcciones, como el
calculo de funciones propias de operadores de mayor orden o el
imponer condiciones de frontera distintas a las del problema de

Dirichlet

3) Puede recuperarse un enorne trabajo computacional basado en
el metodo de Ritz introduciendo apropiadamente las condiciones
de frontera en las funciones base

4) La compacidad de la resolvente en regiones acotadas puede
aprovecharse para desarrollar metodosmids eficientes que el de
Ritz sin perder la convergencia a las funciones propias .

Una objecidn al método es el tiempo necesario para resolver el
problema en una serie de regiones, pero si tomamos en cuenta el
tiempo de los metodos actuales para calcular algo que no tiene
que ser la solucidén buscada, resulta un _poco irrelevante el
factor tiempo. Por otro lado, la solucion del problema de
Dirichlet en una serie de reglones {SL } ofrece la ventaja de
verificar la convergencia y precisidn del calculo; por ejemplo
para los momentos de la densidad de carga la sucesion
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es de cauchy (donde ,es la solucion aproximada al problema de
Dirichlet en £, ) por tanto la diferencia

| Qval e 9,y = <9, L ER YL O

da una cota del error respecto al valor exacto, algo que no
ofrecen los metodos actuales.




Espero que con este trabajo se valore un poco el trabajo de
los matematicos en el campo del analisis funcional, dejando de
lado la idea de que es conocimiento que solo sirve para

justificar lo que.fisicos y quimicos ya conocen. Por otro lado,

se motive la actualizacion de las matematicas en los posgrados
de fisica y quimica para que el alumno conozca y desarrolle
alternativas distintas a las que ofrecen los actuales cursos de
fisica y quimica en los cuales las matematicas que se imparten
son basicamente talacheras. Es necesario gque se rompa el hielo
entre matematicos y las ciencias aplicadas ya que la complejidad
matematica de los problemas actuales impone una colabpracion
interdisciplinaria.




