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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Cristales liquidos

Aunque se han realizado estudios de los cristales liquidos desde 1930 [36, 17], debido a que son
susceptibles a cambiar de orientacién a causa de una estimulaciéon externa como por ejemplo, la
influencia de algiin campo externo o alguna superficie confinante, contintian siendo un tema de
interés [31].

Ya son bien conocidas las aplicaciones que se le ha dado a los cristales liquidos en la fabricaciéon
de pantallas, sin embargo, los cristales liquidos también estan siendo utilizados para la deteccién
de agentes contaminantes. Un ejemplo de esto se trata en el estudio realizado por Lin et al. [30]
utilizando cristales liquidos nematicos para la detecciéon de endotoxinas. En este estudio muestran
que al cambiar el confinamiento del cristal liquido de peliculas a gotas, mejoraron la deteccion de
agentes contaminantes en seis ordenes de magnitud. En este tipo de experimentos la estabilidad de
las emulsiones puede ser un problema, si una vez que se forman las microgotas coalecieran en un
lapso de tiempo tan corto que no fuera posible obtener informacion de la orientacién dentro de estas.
Sin embargo, estudios realizados por Tjipto et al. [44] muestran que el fenémeno de coalecencia se
observa hasta pasado el mes y el tiempo caracteristico de difusion de los contaminantes es del orden
de segundos.

Debido a que la orientacion de las moléculas en las gotas de cristal liquido que induce un lipido
es diferente a la que induce el agua, es posible detectar que sustancia esta recubriendo la microgota
al visualizar la orientacion de las moléculas del cristal liquido. Un sistema similar es estudiado por
Prishchepa et al. [39], en este estudio muestran una gama de configuraciones que es posible obtener
al variar la concentraciéon de tensoactivos en el solvente donde se encuentra la emulsiéon. Estudios
hechos por Whitmer et al. [47] donde tienen microgotas de C. L. en solvente, muestran que al
incorporar tensoactivos en la superficie de la gota, estos se sittian en los defectos topologicos de
ésta.

El propésito de este trabajo es el de proponer una metodologia que simule estos fenémenos y
que nos ayude a comprender cuales son los pardmetros que determinan la configuracion estable del
cristal liquido dentro de la gota. Ademaés, la metodologia a proponer debe tener la posibilidad de
estudiar sistemas con defectos topoldgicos e incluir mas grados de libertad que los propuestos por
distintos investigadores [14], con la finalidad de enriquecer las diagramas de transicion estructural
conocidos.
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Con esta metodologia estudiaremos situaciones en las que tengamos dos tipos de orientaciones
en la superficie de la microgota (imitando zonas ricas en solvente y tensoactivo). Propondremos
una explicacién teoérica que nos permita entender cuales son los parametros adimensionales que
gobiernan la configuracion de la gota y conocidos estos pardmetros, construiremos un diagrama de
transicion de configuraciones en el espacio de parametros que nos permita determinar que conjunto
de parametros son necesarios utilizar para observar una situacion especifica. Finalmente daremos
una justificacion cuantitativa del por que los tensoactivos se sitian en los defectos de las gotas.

Para estudiar a los cristales liquidos confinados, comencemos por explicar los estados de agrega-
cion de la materia. De esta forma, podremos situar a los cristales liquidos como uno de los estados
de agregaciéon y asi podremos irlos clasificando segin que tan ordenados estén. Una vez hecha la
diferencia entre un liquido isotrépico y un cristal liquido nematico, podemos definir un parametro
de orden que mida qué tan alejados estamos de la fase desordenada. Estudiaremos que fené6menos
se presentan al confinar al cristal liquido y finalmente, estudiaremos el caso en que la superficie con-
finare no es homogénea. Con esto en mente, comencemos por definir algunos estados de agregacion
de la materia.

1.1.1. Estados de la materia

Un cristal es un estado de agregacion de la materia que presenta un arreglo periédico, de tal for-
ma que mantiene este arreglo a largas distancias. En comparacién con otros estados de agregacion
de la materia, un cristal no tiene simetria de traslacién ni de rotaciéon salvo para algunas determi-
nados vectores; dichos vectores corresponden a traslaciones por un niimero entero de periodos y a
rotaciones finitas que dejen invariante a la red cristalina (ver la Fig. 1.1.f). En contraste, un liquido
homogéneo e isotropico es otro estado de agregacion de la materia que carece de periodicidad, te-
niendo simetria traslacional y rotacional para cualquier traslaciéon o rotaciéon, tal como lo describe
su nombre (ver Fig. 1.1.a).

Un cristal liquido es un estado de agregacion de la materia al que también llamamos mesofase,
va que es una fase intermedia entre los sélidos y los liquidos. Al igual que un cristal, las moléculas
de cristal liquido presentan orden orientacional, es decir, son anisétropos. Por esta razon solo se
presentan en sistemas conformados por moléculas de estructura anisotropicas (alargadas o planas).
Sin embargo, la estructura de un cristal liquido no tiene orden traslacional completo (como sucede
en un solido cristalino), sino que en al menos una direccién los centros de masa de las moléculas
estan desordenados. Dependiendo del grado de orden posicional, los cristales liquidos se clasifican en
nematicos, esmécticos y columnares (Ver Fig. 1.1b-e). Otra razon del nombre de los cristales liquidos
es que todos ellos fluyen, ademés de que pueden presentar difusion en al menos una direccién.

A los C.L. que presentan estas mesofases por un cambio de temperatura se les llama termotro-
picos y a los que lo hacen por un cambio en la concentracion se llaman liotropicos. Onsager realizé
estudios tedricos en un modelo de C.L. liotropico y mostré que, para moléculas suficientemente
alargadas, se obtiene una transicién de primer orden entre las fases isétropa y nemética al variar la
concentracion [36].

1.1.2. Clasificaciéon de fases por su orden posicional y direccional

Las mesofases intermedias entre un fluido is6topo y un sélido cristalino se pueden clasificar con
base en el grado de orden posicional y direccional presente en cada fase. Esto se ilustra en la figura
1.1.2, donde se clasificaron distintas fases segun el tipo de orden y el niimero de dimensiones espa-
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ciales en las que se observa dicho orden. En esta tabla hemos puesto las fases en orden creciente
de ordenamiento, empezando por un liquido isotrépico y terminando con un soélido de arreglo cris-
talino. Hay que hacer notar que todas las fases de cristal liquido tienen orden orientacional pero
también tienen, en al menos una dimensién, desorden posicional.

Fase Orden orientacional Orden posicional
Isétropo No No
Nemético Si No
Esmeéctico Si unidimensional
Columnar Si bidimiensional
Cristal Si tridimensional

Tabla 1.1: En esta tabla catalogamos a las fases comenzando por la mas desordenada y terminando
por un sélido cristalino que es la fase mas ordenada.

La clasificacion comienza con un liquido is6tropo homogéneo (fig. 1.1 a). Esta fase esta total-
mente desordenada, esto es, los centros de masa de las moléculas estan distribuidos aleatoriamente
en todo el volumen que ocupan. Ademés, ya que estamos pensando en moléculas con geometria
anisotropica, tales moléculas estédn orientadas en todas las direcciones, por esta razon, esta fase tie-
ne invarianza tanto traslacional como rotacional. La fase que le sigue en orden es la fase nematica
(fig. 1.1 b): tiene orden orientacional, esto es, las moléculas estan orientadas en un eje especifico
pero aun estan distribuidas aleatoriamente ya que, sus centros de masa estan distribuidos de forma
homogénea en todo el volumen. La siguiente fase de esta clasificacion es la esméctica, ya que tiene
orden no solo en la orientacién, sino, también orden posicional en una dimensiéon: en esta fase se
pueden observar planos definidos de las moléculas pero, en estos planos, los centros de masa de
las moléculas estan distribuidos homogéneamente. En la fase esméctica tenemos varios tipos de
situaciones, por dar ejemplos nos referiremos a los esmécticos A y C. Los primeros se caracterizan
porque la orientacion de las moléculas es perpendicular al plano que conforman ( fig. 1.1 ¢), en
los segundos las moléculas forman un angulo no recto con el plano de las capas (fig. 1.1 d). A
continuacion tenemos la fase columnar (fig. 1.1 e), esta fase es propia de moléculas en forma de
obleas. En esta fase, las moléculas estan orientadas y forman columnas; a su vez, las columnas
forman arreglos hexagonales o rectangulares en dos dimensiones, pero a lo largo de cada columna
los centros de masa no estan ordenados. En términos de nuestra clasificacion, la siguiente fase es
un soélido cristalino, con orden orientacional y orden posicional en en las tres dimensiones: cuando
una fase tiene este tipo de orden, la llamamos cristal (fig. 1.1 f).
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Figura 1.1: Se presentan las distintas fases comenzando por la fase is6tropa hasta llegar a la fase
cristalina.

1.2. Parametro de orden

Ahora que ya tenemos una imagen clara de lo que son los cristales liquidos y en especial, un
cristal liquido nemético, nos enfocaremos en construir un parametro de orden que nos permita
saber si nos encontramos en una fase isdétropa o en una fase neméatica. Comencemos por hacer una
descripciéon de un nematico.

1.2.1. Nemaéaticos

Un cristal liquido nemético esté constituido por moléculas anisotropicas. Esta mesofase es la mas
desordenada de los cristales liquidos pues los centros de masa de las moléculas estan distribuidos
homogéneamente, tal como lo estarian en un liquido isotrépico pero, a diferencia de este taltimo, un
nematico esté orientado a un eje preferencial. Al vector unitario que es paralelo al eje preferencial
al cual se orientan las moléculas lo llamamos el vector director (7). Dado que un nemético es
invariante frente a una reflexién en un plano perpendicular a 7, no importa si tomamos a 7 0 a -7
como el director. Esto se hace evidente comparando la funcién de distribucién angular que tendria
un sistema de moléculas anisotropicas en su fase isotropica (fig 1.2 a) contra la que adoptaria en una
fase nematica (fig 1.2 b). Lo que podemos apreciar es que en la fase isotropica tenemos la misma
proporcién de moléculas orientas en todas las direcciones, a diferencia de lo que sucede en una fase
neméatica, en esta fase las moléculas estan orientadas mayormente en el eje del director.
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Figura 1.2: La funcién de la derecha es la que tendria un liquido en la fase nemética, en contraste
con la que se obtiene para un liquido isotrépico, que es la grafica de la izquierda

En la necesidad de diferenciar la fase nematica de la fase isotropa, definiremos un parametro de
orden. La densidad no es un buen candidato para ser este parametro pues, dado que la distribucion
de los centros de masa de las moléculas en ambas fases es muy similar, usar la densidad no nos
permite diferenciar en qué fase nos encontramos. Es por eso que utilizamos un parametro de orden
que esté relacionado con la funcién de distribucién angular, ya que ésta si nos brinda informacién
sobre la fase en la que nos encontramos. El parametro de orden que utilizaremos es S, que esta
relacionado con el segundo polinomio de Legendre(<cos2 0— %>), donde estamos promediando el
angulo que forman las moléculas con el director. Este parametro de orden esté construido de tal
forma que cuando su valor es cero, nos estd informando que el liquido se encuentra en una fase
is6tropa y para un valor cercano a uno tendremos una orientacién molecular completa con el director.
Experimentalmente, el valor de S en las fases nematicas no es tan alto (con valores tipicos cercanos
a 0.34 tenemos una fase nematica [45]).

1.2.2. Parametro de orden tensorial Q

El director tiene el inconveniente de no siempre estar bien definido en todo el cristal liquido,
fenomeno que no pasa con el parametro de orden tensorial Q [42], por esta razon nos interesa
construir al parametro de orden tensorial. A continuacién detallaremos como construimos a nuestro
pardmetro de orden tensorial. Este pardmetro es un promedio de la orientacién local que tiene el
C.L. Para poder construirlo, necesitamos una forma de determinar cual es la orientaciéon de cada
particula, es por esto que usamos una funcién de distribucién angular.

Consideremos el caso de un liquido con moléculas anisotropicas. Este liquido esta constituido de
millones de particulas anisotropicas, esto nos permiten asignarles a cada una un vector que nos de
la orientacién de estas, llamemos a este vector ;. Entonces, estableciendo un sistema coordenado
donde 7 sea paralelo al eje z, podemos representar al vector Z; como:

Z; = (sinf; cos@;,sinb; sin¢;, cosb;). (1.1)

A través de la funcion de distribucion angular (f) podemos calcular cual es la probabilidad de
localizar una molécula con una orientaciéon determinada (f(Z)) en un punto del espacio(¥). Esta
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funcion de distribuciéon angular debe estar normalizada, esto es, la suma sobre todas las posibles
direcciones(sobre todo el angulo solido) debe ser igual a la unidad.

Para el caso de un liquido que esta en una fase isotrépica, las moléculas estan distribuidas en
todas las direcciones con la misma probabilidad, por esto, la funcién de distribucién es uniforme.
Al integrar sobre el angulo so6lido(€2), tenemos que,

/ fro(®)d = 1. (1.2)
Q
Como fis0(Z) es constante,

fiso(Z) /Q o = 1 (1.3)

fisld) = 1 (1.4)
7r
Si el liquido esta en la fase nemética, la funcién de distribucién angular es de tal forma que
f(&) = f(—2), es decir, el sistema tiene un eje preferencial y no una direccion preferencial.
Calculemos el primer momento de la funcién de distribucién angular. Este momento nos da el
promedio del coseno del angulo entre el director y el vector de orientacion de la molécula, esto es,

(cosB)y = / f(&) cos® dQ. (1.5)
Q
Como ya hemos visto, f(Z) es una funciéon par, entonces,
27 T
(cos) = / do / f(&) cosf sinf db (1.6)
0 0

0

(cosf) = 0. (1.7)

Dado que el primer momento no nos dio informacién, vamos a construir el segundo momento.
El segundo momento de la funcién de distribuciéon angular es:

M — /x 2@ (&) do (1.8)
En forma matricial se puede expresar como,
x% 12 Tr1T3

M = / Tox1 T3 wow3 f(@)dQ. (1.9)

xr3x1 3o x%

Calcularemos el momento cuadrupolar de la fase is6tropa. Comencemos por los elementos fuera
de la diagonal.
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1 s 27
Myo=Ms; = —/ sin®0 do / cos ¢ sin¢ dg
4 Jq 0
0
= 0.
1 ™ 27
Myzg=M;; = — sin® 0 cos 0 dt9/ cos¢ d¢
7 am Jo 0
—_—
0
= 0.
1 T 27
Mos=Mss = — sin?@ cos @ d9/ sing do¢
4T J 0
—_——
0
= 0.

A continuacion calcularemos los que estan en la diagonal,

1 T 27
M, = 7/ sin® 0 de/ cos’ ¢ do
47T 0 0
4/3 ™
_ 1
3
1 T 27
Moy = — [ sin6 do/ sin® ¢ do
47T 0 0
4/3 ™
_ 1
= 3

1 T 27
Mss = —/ cos? 0 sind d9/ do
47'(' 0 0
——
2/3 27
_ 1
= 3

Una vez conocidas todas sus componentes, tenemos que

10

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)
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1
M, = 51 (1.22)

La definicion de M es para un vector unitario cualquiera (&), entonces,
Tr (M) = / (23 + 23 +23) f(2)dQ = 1. (1.23)
Q
Como queremos saber que tan alejados estamos de la fase is6tropa, definimos a Q tal que,

Q = M *Miso~ (124)

De la forma en que hemos construido a M es de valores reales, cuadrada y simétrica, es por esto
que Q tiene valor reales. De esta forma, Q es ortogonalmente diagonalizable, por lo tanto, en su
sistema de ejes principales, tenemos que Q es,

Q1 0 0
Q= 0 @ O . (1.25)
0 0 Qs
Calculando la traza de Q,
Tr[Q] = Tr[M — M) (1.26)
— Ty [M] — Tr M) = 1 — g 0. (1.27)
Dado que la traza de Q es cero, se debe cumplir que,
Qs =—Q1— Q2. (1.28)

De esta forma, ya estamos haciendo manifiesta la elecciéon del tercer eje como un eje preferencial y
si ademaés consideramos que el sistema tiene simetria radial (sistema uniaxial), entonces Q1 =Q2=Q
y el tensor Q se puede escribir como,

Q@ 0 0 -=3¢ 90 0
Q = 0 Q@ 0 |= 0o =9 0 , (1.29)
0 0 —2Q 0 0 -3Q(1-13%)
-3 0 0
= -3Q| 0o -3 0 (1.30)

Sin pérdida de generalidad, hemos considerado que n = Z3. Ademaés, definiendo a S como

S = 3("223, podemos finalmente expresar a Q como,
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00 0 L [1 00
Q = syloo0o0f-g{010 , (1.31)
00 1 00 1
1
Q = S{fm—gI}. (1.32)

La ecuacién 1.32 se conoce como la representaciéon uniaxial del tensor Q. Para determinar a S,
realizamos la siguiente proyeccion la ecuaciéon 1.24,

n-Q-n = n-M-n—n-Mi 1N, (1.33)
usando las ecuaciones 1.32, 1.9 y 1.22, sustituimos a Q, M y Mj,, en la ecuacion 1.33,
1’% T1X2 13

S - {fm— ;I} ‘o= ﬁ/ ToTz T3 Tow3 f(@)dQ-n —

Tr3x1 3T Z‘%

A-Ten . (1.34)

W =

Ya que 1 # () y que x5 = cos

S = /coszéf(ﬁ)dﬂ—1 f(z)dQ (1.35)
Q

[SVRN )

S = 3-[2{00520—;}f(£)d9 (1.36)

3 9 1
S = 2<cos€ 3>. (1.37)

Hay que hacer notar que el valor méas bajo de este parametro de orden escalar no es el cero

pues, aunque para la fase mas desordenada (fase isétropa) S vale cero, podria ser que las moléculas

del sistema estén distribuidas en un dngulo cercano a 5 con el director y de esta forma el valor de

S es negativo. Esto lo podemos ver si evaluamos la ecuacion 1.37 en 6 = 7/2. Asi, S tiene valores
que van desde f% hasta 1. En la figura 1.3, tenemos un ejemplo de la configuracién que tendria un

nematico con parametro escalar de —%.
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Figura 1.3: Mostramos la imagen de una de los lados(a) y de frente (b) que tendria un nematico
con S=-1. La flecha representa la direccioén del director (7).

Con el parametro de orden tensorial (Q), podemos describir con mejor detalle la estructura que
tiene el material cuando se encuentra en la fase nemética . Ahora, podemos utilizar el pardmetro
de orden tensorial para desarrollar un modelo que nos permita estudiar a nuestro material de
una forma mas cuidadosa. Antes de adentrarnos en el desarrollo de nuestro modelo, estudiaremos
algunos teorias que describen a los cristales liquidos.



Capitulo 2

Arreglo y distorsiones en un cristal
liquido nematico

Este capitulo lo desarrollamos en dos secciones. En la primera secciéon estudiaremos el caso
para el cual nuestro nemaético es homogéneo, esto quiere decir, estudiaremos a un nematico en el
bulto, donde solo hay interaccion estérica entre los meségenos. En la segunda seccién estaremos
considerando que es un sistema en no-homogeneo, esto es, tenemos distorsiones que se lleven acabo
en el nematico de una longitud mayor al tamano de los mesogenos.

2.1. Nematicos homogéneos

Existen varios modelos que describen la transicion de fase de is6tropo a neméatico. Un modelo
que describe esta transicion para un C. L. liotrépico es el modelo de Onsager [36]. Para el caso
del C. L. termotropico que deseamos modelar, usaremos el propuesto por Landau-de Gennes para
describir esta transicion.

Ya que nos interesan los cristal liquidos termotrépicos, en esta seccidon estudiaremos el modelo
desarrollado por Landau-de Gennes. En el modelo de Landau-de Gennes se expresa a la energia
libre como un desarrollo en serie de potencias de un pardmetro de orden. Para construir a la energia
libre de Landau, lo que estamos considerando es que el parametro de orden debe ser pequeno cerca
de la transicién, asi, la serie de potencias no diverge. Ademaés, dado que la energia es un escalar,
lo que utilizaremos para dar una descripcion de la transicion de fase de isétropo a nemético tipo
Landau seran potencias de la traza del pardmetro de orden tensorial Q.

Considerando que el cristal liquido no esta bajo el efecto de algin campo externo, ademés, esta
en una regién donde no existen efectos de confinamiento, entonces tenemos que la densidad de
energia libre es [11, 41],

Jrac(T) = fo+(T) Qi + %Q(T) Qi; Qji + %%(T)Qij Q@i + iC(T)Qij Qi Qim Qmi-  (2.1)

Donde fy corresponde a la energia libre de un estado de referencia (en este caso, corresponde
a la energia libre del liquido iso6tropo, para el cual Q = 0). Dado que Q;; = 0, no consideramos al

14
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segundo termino, ademas ya que,

1
(QQ5)° = iQij Qi1 Qim Qmi, (2.2)
tenemos que la densidad de energia libre es,
1 1 1
frac(T) = fo+5a(T) Qi Qs + 3B(T)Qy Cn@u + ;AT) (@ Qi) (2.3)

Para estudiar como se lleva a cabo la transicion de nematico a isétropo, consideremos que
tenemos un cristal liquido uniaxial, es decir, sustituimos la ecuaciéon 1.32 en la ecuaciéon 2.3. Asi, la
densidad de energia libre la reescribimos como,

frac(T) = f0+1{

! 2a<T>} s <1-2‘B(T)> 4 (1.%@)) st (2.4)

3 39 29

Ya que es una energia, situamos el cero arbitrariamente, fijando f; = 0. Tomando en cuenta
todo esto, la densidad de energia libre la podemos simplificar como,

A&wzéﬂﬂy—w§+uy, (2.5)
en donde,
2
Hr) = Za), 26)
2
w o= WD), (2.7)
w = %Qﬂ. (2.8)

La teoria de Landau-de Gennes es una teoria fenomenologica, es por esto que los coeficientes se
ajustan a través de experimentos. Tipicamente, se considera que solo el coeficiente que esta asociado
a 52 es funcion de la temperatura, mientras que los otros dos coeficientes de la ecuacion 2.5 son
constantes [41, 11].

El coeficiente asociado a S2, se expresa como,

r=a(T -T%), (2.9)

donde T™ es el limite de la metaestabilidad de la fase isotrépica.

En la figura 2.1 podemos observar el comportamiento de la densidad de energia como funciéon
del parametro de orden escalar (S) para diferentes temperaturas. Explicaremos esto comenzando
por temperaturas altas. Para una temperatura mayor que el limite de metaestabilidad de la fase
nematica(T**), solo tenemos un minimo, este se encuentra en el origen (linea a trazos) y por lo tanto
corresponde a una fase isdtropa. La linea punteada es para una temperatura igual a la del limite
de metaestabilidad del neméatico. Conforme disminuimos la temperatura encontramos dos minimos,
siendo el de la fase isotropa el mas profundo(S = 0), por lo que en estos casos la fase nemaética es
metaestable frente a la fase isétropa. Seguimos disminuyendo la temperatura hasta llegar a la de
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transicion de fase (T.), esta temperatura es aquella donde la densidad de energia libre tiene dos
minimos igualmente estables (linea sdlida). Si seguimos disminuyendo la temperatura, el minimo
de la fase nematica se hace mas estable que el de la fase is6tropa, hasta llegar a la temperatura T,
que es el limite de metaestabilidad de la fase isotropa (linea a puntos y trazos): por debajo de esta
temperatura, la densidad de energia solo tendria un minimo en la fase nemética.

flae
7

Figura 2.1: En la figura podemos ver la densidad de energia de Landau-de Gennes como funcion
del parametro de orden para cuatro temperaturas distintas. La linea a trazos es para T > T**. La
linea punteada es para T = T**. La linea solida es para T= T.. Por ultimo, la linea a puntos y
trazos es para T= T*

Con esto, podemos ver que la transicion de la fase isotropica a nematica para el parametro escalar
es discontinua, es decir, es de primer orden pues, para temperaturas mayores a la temperatura de
transicion (T=T,), la fase isotropica es la fase estable y para temperaturas mas bajas que la
temperatura de transicion, la fase nematica es la fase estable.

Para determinar los valores que extreman a nuestra funciéon, tomamos la parcial de la energia
con respecto al pardmetro de orden escalar, obteniendo que,

IFLac
oS
Evaluando la ecuacion 2.5, a temperatura T, es decir donde coexisten la fase is6tropa y nemaética
(ver figura 2.1 linea solida), tenemos que,

=0. (2.10)

= [r — 3wS + 4u52]

S‘S:SC,r:rc
T=T.

1
Friglp—y, = (27“0 —wS, + uSS) S22 =0. (2.11)

Combinando las dos tdltimas ecuaciones y despejando a . y S, en términos de v y w, tenemos
que la transicion de fase se da cuando,
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. = —, 2.12
2
w
. = —. 2.13

Recordemos que ésta es un teoria fenomenolégica, para poder tener el valor numérico de la tran-
sicion es necesario determinar experimentalmente los coeficientes w, u y T.. Para el caso particular
de utilizar al MBBA, Mkaddem y Garland encontraron los siguientes valores [34]:

= 21333 x 10® J/m?,
u 8.75 x 10% J/m?,
T. = 45°C.

2.2.  Neméaticos no homogéneos

Usando la teoria del continuo podemos hacer una descripcién de las deformaciones que llegan a
ocurrir en el cristal liquido debido a diversos factores, como lo son: la presencia de un campo externo
(Fg,a) o de una superficie confinante (Fs,p), entre otras. El modelo desarrollado por de Gennes
[11], considera que la descripcion la podemos hacer a través de una energia libre (F) conformada
por la contribuciones energéticas de los diversos factores, de manera que,

F = FLdG +FFTank:—Oseen+FE,]\/[+FSupa+"' . (214)

Comencemos el estudio de los nematicos no homogéneos con el modelo de Frank-Oseen, en
la cual se supone que el pardmetro de orden escalar S es constante en el espacio, y las tnicas
inhomogeneidades en el cristal liquido provienen del director n. Dejaremos para el siguiente capitulo
la descripcion en términos del tensor Q.

2.2.1. Elasticidad de Frank-Oseen

La propuesta hecha por Frank [16] para considerar las distorsiones en el C. L. es a través de
una teoria de medio continuo. En esta teoria, se supone que las variaciones del director se dan en
una escala mucho mayor a la distancia intermolecular. Asi, podemos expresar estas distorsiones en
términos de las derivadas espaciales del director, esto es,

1 1 1
FFTCLTL/C—OSEETL - /dv {2K1 (v ) ﬁ’)2 + §K2 [(v X ﬁ) ) ﬁ]2 + §K3 [ﬁ X (v X ﬁ)]2} ) (215)
donde,

K es la constante elastica debido a un ensanchamiento (splay),

K> es la constante elastica debido a una torcedura (twist) ,

K3 es la constante elastica debido a una curvatura (bend).
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Ejemplifiquemos cada una de estas deformaciones. Tal como la mostramos en la fig 2.2 a, una
deformacion del tipo splay existe cuando las lineas de campo del director dejan de ser paralelas y
se abren o cierran. Se tiene una deformacién del tipo bend cuando las lineas de campo del director
no son lineas rectas, sino que tienen una curvatura, tal como se aprecia en la figura 2.2 b. La
deformacion del tipo twist so observa cuando el director, entre planos paralelos, esta rotando, en la
figura 2.2 ¢ hay un ejemplo de esto.

~
<

01y, 7 \
L7 - 1T

a b C

-
S
11

Figura 2.2: En esta figura tenemos una representacion de las deformaciones elésticas splay (a), bend
(b) y twist (c).

Los valores tipicos de estas constantes elasticas son tales que [32, 11]:

K3 > K; > Ks. (216)

Para estimar el valor de las constantes elasticas podemos hacer la aproximaciéon de que las tres
constantes elasticas sean iguales,

K = K, =K,=Ks, (2.17)

de esta forma, la ecuaciéon 2.15 se puede simplificar de la siguiente manera:
1 . R
Frrank—0scen = /dV {§K {(V . n)2 + (V X TL)Q] } . (218)

Ya simplificada la ecuacion, realizamos un anéalisis dimensional,

[FFrank—0scen] = [/ dv {%K [(V )%+ (V x ﬁ)ﬂ H . (2.19)

Como ya sabemos, las unidades de Fr qnk—0scen SOn de energia, la integral tiene unidades de
volumen y las de V-7 y V x 7 tiene unidades de uno sobre longitud (L~1), con esto,

(K] = % (2.20)
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es decir, las constantes elasticas tienen la dimension de una fuerza. Como ya hemos dicho, quere-
mos hacer una estimacion de esta constante eléstica. Proponemos que la energia sea del orden de

las interacciones intermoleculares, digamos de 2

molecular (L ~ 14 A)[11], esto es,

U

~
~

kcal

mol’

kcal

mol’

2000 cal
6.23 x 10—23’

2000

1.3441 x 10720 J.

Ya conocida la energia, la constante elésticas es,

1.3441 x 10720 J
14 A

1.3441 x 10720 J
1.4x 1079 m

)

Con esto, podemos estimar que el valor de esta constante es,

K ~ 1x107'N.

a la longitud la identificamos con la escala

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Ya que estamos partiendo de la idea de que las tres constantes elasticas de Frank-Oseen (K7,
K,,K3) son iguales, lo que esperamos es que estas constantes elasticas sean de este orden de
magnitud[11, 3, 41]. En la tabla 2.2.1 mostramos los valores utilizados por diversos investigado-
res para las constantes elasticas para materiales como el MBBA y el PAA.

Constante elastica MBBA (25 C) PAA (120 °C)
K 6 x10719 N 7 x1071° N
K, 4 x10719N 4.3 x1071° N
K; 7.5 x1071° N 1.7 x107° N

Tabla 2.1: En esta tabla tenemos los datos experimentales para el cristal liquido MBBA [34] y para

el 5CB [11]

Podemos notar que los valores reportados experimentalmente son similares con la estimaciéon

que hemos hecho.
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2.2.2. Nematicos Quirales

Un nematico quiral es un C.L. en el que, sin que se le estimule de alguna manera, tiene un
torcimiento (twist) en su configuracion estable en el bulto, esto se modela en la energia libre de la
siguiente forma:

2

1 1 1
Frrank—Oseen = /dV SKIV - 2)? + 5K |(Vx ) - qg| + 5 Ka [ x (Vx ) 5. (2.28)

quiral,

Esto significa que la distorsion tipo twist (V x 71) -7 es no nula en el estado con minima energfa
elastica. Este valor estd por ¢p. Se denomina paso (en inglés, pitch) a la longitud para la cual el

director da un giro completo (ver figura 2.3).

Figura 2.3: A la longitud correspondiente a un giro de 360° que da el director de un nemético quiral
se llama pitch.

Este tipo de comportamiento se observa en los cristales liquidos colestéricos, donde la interaccién
entre los mesdgenos vecinos favorece que la configuracion estable sea de este tipo, generando un
pitch. Un fenémeno debido a la existencia del pitch es el de reflexion selectiva pues, cuando la
longitud de onda de la luz es igual a la longitud del pitch, ésta se refleja mientras que longitudes
de onda distintas no lo hacen.

2.2.3. Ciristal liquido nematico y campos externos

Estudiemos el caso en que el cristal liquido puede estar bajo la influencia de algin campo
externo. Para poder describir la energia libre del sistema dado un campo externo, comencemos
por situarnos en un caso en concreto. Supongamos que nuestro nemético es un material dieléctrico
confinado donde podemos variar el campo eléctrico a placer, como sucede en un capacitor. Ademas,
supongamos que el dispositivo es lo suficientemente grande para que el bulto no se vea afectado
por efectos de confinamiento. Asi, en el bulto del dispositivo, podemos despreciar la energia de
Frank-Oseen, considerando tinicamente la energia debido al campo eléctrico. La energia libre del
sistema es,

F = Fp. (2.29)
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La energia libre del sistema en presencia del campo eléctrico la definimos como,

Fp = /deE, (2.30)

donde fg es la densidad de energia en presencia del campo eléctrico. Para calcular explicitamente
esta densidad de energia, recordemos que tenemos el material confinado y lo que estamos variando
es el campo eléctrico externo, asi,

1 [~ -
fo= —E/D -dE, (2.31)

donde D esta definido por la siguiente relacién constitutiva,

D = e-E, (2.32)
con € como el tensor dieléctrico.

Para el caso de un nemaético uniaxial (ecuaciéon 1.32), el tensor dieléctrico tiene dos eigenvalores
distintos, a los cuales caracterizamos como €| y €1, que son los valores de la constante dieléctrica
paralela y perpendicular al director, respectivamente. La anisotropia dieléctrica(Ae) queda definida
como la diferencia entre la constante paralela y la perpendicular, es decir:

Ae = EH — €] . (233)

Ahora seleccionamos un sistema cartesiano para nuestro dispositivo, tal que el vector director
esté en el eje z, entonces nuestro tensor dieléctrico tiene la siguiente forma:

€1 0 0
€= 0 e 0 |. (2.34)
0 0 GH

Sustituyendo la ecuaciéon 2.34 en la ecuacion 2.32, el desplazamiento eléctrico es:

D= <€J_ E., €1 Ey, € EZ). (2.35)

Con lo anterior podemos calcular cual es el valor de fg, partiendo de la ecuaciéon 2.31,

1 [~ =
f& = —E/DdE’, (2.36)
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sustituimos la ecuaciéon 2.35 en la ecuacion 2.36,

fo = _ﬁ/(ﬁ El, 1 E), ¢ E.)-(dE,, dE,, dE.,), (2.37)
1 E, Ey Ex
= [/O e, B dE, + /0 €1 E; dE?’J + /o e B, dE|, (2.38)
1
= gl (B2 + B+ B2 ], (2.39)
1
= 5 [er (B2 + E}) + € E2 +e1 (E2-E2)], (2.40)
1
= ool (B + B+ B+ (g - ) B2, (2.41)

usando la definicion de Ae (ecuacion 2.33) y dado que 7 || 2,
1 L\ 2
f5 = —5 {GLE?’ + Ae (n E ) } . (2.42)
™

Ya que el primer término de la ecuacién 2.42 tnicamente es funciéon de E y no se ve afectado
por el director, podemos despreciarlo, asi, la densidad de energia libre asociada a la anisotropia del
cristal liquido en presencia del campo eléctrico es

fe = —% Ae(ﬁ~E)2. (2.43)

Sustituyendo la ecuacién 2.43 en la ecuacion 2.30 tenemos que,

Fp = —%ﬂ/dv Ae (n E)Q. (2.44)

Podemos notar que esta energia tiene la misma caracteristicas que la energia eléstica de Frank-
Oseen, ya que todos los términos son cuadraticos en 7, de tal forma que no se ven afectadas por un
cambio de direccion en la que apunta el director (. — — 72). Otra caracteristica es que dependiendo
del valor de la anisotropia dieléctrica(Ae), tendremos que la energia se minimiza cuando el campo
eléctrico es perpendicular o paralelo al director: si Ae < 0 la energia se minimiza cuando el director
queda perpendicular al campo eléctrico aplicado y si Ae > 0, el director debe quedar paralelo al
campo eléctrico para que se minimice la energia.

Un resultado analogo se pude obtener si en vez de tener un campo eléctrico tenemos un campo
magnético, es decir,

Far = —/dV % (n ﬁ)z, (2.45)

y el analisis que hicimos para la anisotropia dieléctrica (A€) es similarmente valido para la aniso-
tropia de la suceptibilidad magnética(Ax = x| — x1)-
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2.2.4. Confinamiento del cristal liquido.

Cuando el cristal liquido esta confinado, se acopla a la superficie que lo delimita. Al acoplarse,
el director con frecuencia tiene una orientacion preferencial (anclaje) con la superficie, a esta orien-
tacion se le conoce como eje facil. Utilizando técnicas como la de auto-ensamblado de monocapas
[21, 38] o técnicas como las capas de Langmiur-Blodgett [24, 5], podemos tener anclajes homeotro-
picos (perpendicular a la superficie), planares (paralelo a la superficie) o inclinados. Estos anclajes
también podemos dividirlos en anclaje fuerte o débil [11], en donde un anclaje fuerte es cuando el
cristal liquido esté fijo al eje facil y el anclaje débil es cuando el C.L. tiene la posibilidad de estar
desviado del eje facil. A la energia debida al anclaje que tiene el cristal liquido con la superficie
confinante la identificaremos como una energia superficial.

Experimentos realizados por Atherton et al. [2] , donde utiliza una superficie con distintos tipos
de anclajes, muestran que la configuracion estructural del C. L. se enriquece cuando se confina a
estas mesofases. Un ejemplo de como la energia de anclaje puede dar lugar a nuevas configuracio-
nes estructurales lo podemos ilustrar en el siguiente dispositivo. Imponiendo un anclaje planar en
dos placas paralelas que estan rotadas, podemos forzar a un nemético no quiral a que tenga una
distorsion de twist, esto lo podemos visualizar en la figura 2.4.

<

Figura 2.4: En esta figura se puede apreciar la rotacién que tienen por capas, la paredes no se
incluyen con el fin de que se pueda apreciar la rotacion.

El confinamiento que nos es de interés es el confinamiento esférico. Esto debido a los fen6menos
que se llegan a apreciar en las gotas de cristal liquido. Experimentos realizados por Prishchepa
et al. [39] con una gota de cristal liquido de 2 ym. de didmetro inmersa en un solvente organico
muestran una transicion estructural de la gota. El anclaje de esta gota esta determinado por zonas
ricas o pobres en tensoactivo, que resultan en regiones definidas de anclaje homeotrépico, planar 6
inclinado. Se puede apreciar que la gota cambia de una configuracion bipolar a una radial de forma
continua al ir ampliando la zona de anclaje planar a expensas de la zona de anclaje homeotrépico,
esto se detalla en la figura 2.5. Ademas de este experimento, se han hecho simulaciones numéricas
en las que se puede modificar la intensidad del anclaje. En estas simulaciones se puede apreciar una
transicion de una configuracion bipolar a una configuracion radial al cambiar de un anclaje planar a
un anclaje homeotropico[22, 14]. Asi, podemos notar que al confinar al C. L. en una esfera podemos
manipular las distintas configuraciones estructurales del cristal liquido al cambiar el anclaje.
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E=3 Planar anchoring
E=3 Planar boundary conditions — Tilted boundary conditions

a) Bipolar b) Monopolar

— Tilted boundary conditions oo Homeotropic anchoring

¢) Preradial d) Radial

Figura 2.5: En estas figuras se muestran la transicion que encuentra Prishchepa et al. [39] al incre-
mentar la concentracion de tensoactivo (lecitina). En la figura a) tenemos una estructura bipolar, en
la figura b) tenemos una estructura monopolar, la figura c) es una estructura preradial y finalmente
la figura d) es una estructura radial.

2.2.5. Ciristal liquido nematico y superficie confinante

Comencemos por definir a la energia superficial a través de la densidad de energia superficial,

Foup = /dSup fsup- (2.46)

En 1969 Rapini y Papoular propusieron un modelo de la densidad de energfa superficial (ecuacion
2.47) [40, 25]. Este modelo consiste en incrementar a la densidad de energia superficial del sistema
a medida que el director (1) se desvia del eje facil (7g),

fsup = % sin(6)?, (2.47)
donde 6 es el angulo entre el director y el eje facil, W es la intensidad del anclaje superficial. De
esta forma, la energia superficial es una simple expresion armonica en el seno del angulo 6, en donde
la diferencia entre la direccion del director y la del eje facil genera una penalizacion energética. Tal
como lo habiamos clasificado antes, podemos hablar de un anclaje fuerte y un anclaje débil. Esta
clasificaciéon tienen que ver con la energia que se necesita para modificar la orientacion del director
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con respecto al eje facil. Para dar una cuantificacién de lo que es un anclaje fuerte o débil, nos
centraremos en un ejemplo en particular.

Pensemos que tenemos una gota en la cual solo hay contribuciones a la energia dadas por dis-
torsiones elésticas y de confinamiento, de esta forma, cuando el sistema esta en estado estacionario,
la energia elastica debe ser del mismo orden de magnitud que la energia superficial, asi,

AFelas ~ AFSup- (248)

Para dar una estimacion de la distorsion elastica en la gota, utilizamos la ecuacién 2.19 donde
estamos considerando que las tres constantes elasticas son iguales. De esta forma, una variacién en
la energia elastica la aproximemos por el producto de la constante elastica y el radio de la gota (a),

AF... = K a. (2.49)

Para la energia superficial, aproximamos un cambio de esta por el producto de la intensidad del
anclaje y el radio de la esfera al cuadrado,

AFg,, = W d% (2.50)
De esta forma,

AFSup - Wa2 - W a
AFgss = Ka K

(2.51)

Definimos el pardmetro ¢ para comparar a la intensidad de anclaje W con la relacion entre la
constante elastica K y el radio de la esfera a [11], asi,

W a

= . 2.52
6 = (2:52)

Definimos a la longitud de extrapolaciéon como,

K
le = —, 2.53
- (2:53)

tenemos finalmente que,
o = 2. (2.54)
le

Con este resultado podemos determinar que, cuando a >> I, (si ¢ es del orden de 20), estamos en
el caso de un anclaje fuerte y para el caso en que a & l.(si ¢ es del orden de 1), estamos hablando de
un anclaje débil [14]. Este coeficiente de anclaje (W), se ha podido determinar experimentalmente,
dando valores del orden de 1 x 107* J m~2 [1, 9.

Estudiemos ahora que ocurriria en un dispositivo que ademas de estar confinado entre dos placas
paralelas, también existe un campo eléctrico externo que modifica su configuracion (ver figura 2.6).
Al fenémeno que presentan este tipo de dispositivos se le conoce como transicion de Freedericksz
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en un caso estacionario. Asi, la energia libre de Helmholtz de nuestro dispositivo estéd dada por la
contribucion de tres energias,
F = FFrankfoseen + FE + FSup~ (255)

En un principio el sistema esta sin campo eléctrico y una vez activado el campo eléctrico,
esperamos a que el sistema esté en estado estacionario.

Figura 2.6: En esta figura mostramos el sistema sin campo y con campo en estado estacionario.
Consideramos un anclaje planar infinito y un campo eléctrico en la direccion 2.

De esta forma, tenemos que el director queda representado en este sistema coordenado como,
i = (cosf(z),sinf(z)). (2.56)
Ya que utilizaremos la ecuacién 2.18, calculamos el rotacional y la divergencia, asi,

V-n = cosbt, (2.57)
Vxh = —singd. (2.58)

Utilizando lo obtenido en las ecuaciones 2.57 y 2.58, simplificamos a la ecuaciéon 2.18 como,

d
K
Frrank—0Oseen = / ? 9/2d2- (259)
0

Para la energia eléctrica, partimos de la ecuacion 2.44 y usamos la ecuacion 2.56 que describe
al director. De esta manera la energia eléctrica es,

™

d 2
Ac E
Fp = - / ; sin? 0d.z. (2.60)
0

Como ya hemos dicho, vamos a considerar que tenemos un anclaje infinitamente fuerte, esto se
puede plantear como las siguientes condiciones a la frontera,
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0(z=0)=0 y 0O(z=d)=0. (2.61)
Con lo anterior, tenemos que la energia libre es,

d 2
K Ae FE
IZA |:2 0/2_ ;777 Sin29 dz. (262)

Al minimizar la energia usando el método de Euler-Lagrange, obtenemos las siguientes ecuacio-
nes,

2
g—‘g = fAZﬂ_E sinf cosb, (2.63)
dof  _ "
oy = K¢ (2.64)

Antes de continuar, haremos la suposicion de que 6 es un angulo pequeno (§ << 1 — sinf ~ 6
y cosf =~ 1), asi, la ecuacion a resolver ahora es,

2
Ac E?
0" 0= 2.65
+ ( o K) 0, (2.65)
que es la ecuacién de un oscilador armoénico. La soluciéon a la ecuaciéon anterior es,
Ae E2 Ae E?
_ c 3 . 2.
0(z) Cy bln( e z) +Cy c05< K z) (2.66)

Recordemos que atin no hemos usado las condiciones de frontera, las cuales nos implican que,

0(z=0) = 0y (2.67)
0(z=0) = (5 estoes (2.68)
Cy =0. (2.69)

Usando la otra condicién de frontera, tenemos que,

_{ [AeE?
0(z = d) = Cy sin ( 4; i d> = 0. (2.70)

Para no tener la solucion trivial (Cy; = 0), lo que se debe cumplir es que,

Ae B2
Sl

K = nm. (2.71)
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Bien, ahora vamos a fijarnos en un campo eléctrico que sea lo suficientemente pequeno, de tal
forma que se cumpla,

Ae E?
d
47 K

. (2.72)

La tnica forma en que se cumplan a condiciones de frontera, es que C; = 0. Aumentamos la
intensidad del campo eléctrico hasta que se cumpla que,

Sd= . (2.73)

Con esto, el valor de C; puede ser distinto de cero y se sigue cumpliendo con las condiciones
de frontera. Al campo eléctrico que cumple con esto, lo denotamos como campo critico. En 1927
Freedericksz observo que no detectaba ningtin cambio en la configuracién del nemético conforme
se aumenta el campo eléctrico hasta llegar al campo eléctrico critico, una vez alcanzado este, la
configuracion se orienta con el campo gradualmente [17].

Una vez definido el campo eléctrico critico, podemos trabajar un poco con esta expresion para
obtener como resultado la ley de Freedericksz. Despejando al campo eléctrico, obtenemos que,

Eo ~ (2.74)

E )
es decir, que el campo critico(E,.) es inversamente proporcional a la separacion del capacitor, que
en nuestro caso es d. Este resultado es conocido como la ley de Freedericksz. Un resultado analogo
se obtiene de utilizar un campo magnético en lugar de un campo eléctrico.

2.2.6. Defectos topologicos

Otro fenémeno que llega a presentarse en un C. L. es cuando hay una discontinuidad en el campo
director, a este fenémeno se le conoce como defecto topoldgico. Estos defectos topologicos pueden
ser puntuales, en una linea o todo un plano. Podemos clasificar a los defectos topologicos en dos
tipos: los que se generan en la interfaz cristal liquido-superficie confinante y los que se generan en
el bulto.

Entre los defectos topologicos que se generan en el bulto tenemos defectos puntuales como el
de tipo hedgehog. Un ejemplo de estos es el que se aprecia en el centro de una gota de C.L. que
tiene un anclaje fuerte homeotropico (ver figura 2.7)[44]. El defecto se genera en el centro de la
gota debido a que los mesogenos estan siguiendo el ordenamiento que les impone la superficie. Este
defecto es puntual pues, el director no esté definido solo en el centro de la esfera.
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Figura 2.7: En esta figura se presenta solo un corte de la gota de C.L. con la intencién de observar
un defecto topologico hedgedog.

Entre los defectos topologicos que se generan en la interfaz tenemos los de tipo boojum. Un
ejemplo de este tipo de defecto se presenta en una gota de C. L. con un anclaje planar. Al imponer
este anclaje en la gota se generan defecto boojum en los polos de la gota (ver figura 2.8) [44].

Figura 2.8: En esta figura se muestra la configuracion que tendria el director solo en la superficie,
con el fin de que se pueda observar el defecto tipo boojum.

Otros efectos que ocurren en el bulto son los defectos lineales conocidos como disclinaciones. En
estos defectos el director no adopta ninguna orientaciéon en una linea, como el que se genera en una
configuracion axial: este tipo de configuracion tiene un defecto en todo el ecuador, ya que, dado el
anclaje que se impone en la superficie, el director no puede tomar tomar una orientacién de forma
continua (ver figura 2.9).
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En el defecto axial se puede apreciar que, dentro de la gota, el parametro de orden escalar es
de un nemético, mientras que en la superficie, es visible que existe un cinturén en el ecuador que
tiene un parametro de orden escalar propio de una fase isétropa [45].

S
0.3
s
j0.2 I
0.1 0.2
l 0.1
0 [
0
a) vista interna. b) vista de la superficie.

Figura 2.9: En esta figura tenemos la representacion de una configuracion con defecto en todo el
ecuador. la figura a) muestra la configuracion del director asi como, el parametro de orden escalar
en el interior de la gota. La figura b) muestra el parametro de orden escalar en la superficie de la
gota.

Hasta ahora solo hemos hablado de defectos topologicos que se generan en confinamientos es-
féricos, esto es debido a que es precisamente este tipo de confinamientos los que son de nuestro
interés. Sin embargo, el tema de los defectos topologicos es mucho mas amplio de lo que nos ocupa
en esta tesis. En el siguiente capitulo daremos una descripcién mas detallada de la estructura y
propiedades en una microgota de cristal liquido, esta vez usando una representacién mas apropiada
al caso en que el parametro de orden escalar no es homogéneo, en términos del parametro de orden
tensorial y sus derivadas espaciales.



Capitulo 3

Microgotas de cristal liquido

Este capitulo lo dividimos en dos secciones: la descripciéon de una microgota de cristal liquido
nematico y el modelo que construimos para representar a esta microgota.

En la primera secciéon exhibiremos los experimentos y simulaciones realizadas, asi como las
configuraciones que se han obtenido. Recopilaremos que parametros son los que gobiernan a estos
fenomenos, con la finalidad de poder ver cuales son los aspectos relevantes que debemos tomar
en consideracion en el modelo teérico a desarrollar. En la segunda seccién construiremos nuestro
modelo basado en los fenémenos de la primera seccién, utilizando el menor ntimero de parametros
necesarios para reproducir a estos fenémenos. Dicho esto, comenzaremos por la descripcién del
sistema.

3.1. Descripcion de una microgota de CLN

Experimentalmente, existen diversos métodos para poder estabilizar gotas de C.L. y poder
realizar estudios sobre las configuraciones que estas tienen. En uno de estos métodos se da un
tratamiento ultrasonico a un soluciéon de 5CB en agua, con esto se consigue una emulsion con
gotas de tamano del orden de 1 um que son estables por periodos cercanos a un mes [44]. Otro
método para obtener este confinamiento es usando capsulas poliméricas [20], este método permite
tener control en el tamano de las gotas, asi como de los agentes quimicos de la superficie que las
encapsulan y, de esta forma, controlar el tipo de anclaje en el sistema.

Dependiendo del tipo de anclaje que el cristal liquido tenga con la superficie, el radio de la gota,
la existencia de un campo externo que interactiie con el C.L. y de si el C. L. es quiral, se pueden
obtener diversos tipos de configuraciones en la gota de cristal liquido: la configuracion bipolar, la
toroidal, la radial, entre otras; varias de estas configuraciones se ejemplifican en la Figura 3.1 [39].

31
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Figura 3.1: En esta figura se puede apreciar algunas configuraciones que se observan en gotas de
cristal liquido nematico. La figura a) es la configuracion bipolar, b) es para una bipolar con twist,
¢) es una configuracion toroidal, d) es una configuracion radial, e) es axial sin la linea de defecto,
f) es axial,g) es una configuracion de escape radial y h) es radial con twist [39].

Los tipos de configuraciones observados en las gotas de C.L. se han podido reproducir en simu-
laciones en donde se consideran tinicamente el anclaje, las distorsiones elasticas y la transicion de
fase is6tropo-nemaético. Otros aspectos importantes que se controlan en las simulaciones son el radio
de la gota y su temperatura. Aunque podriamos considerar la existencia de un campo externo que
interactte con el C.L., por motivos de simplificaciéon y debido a que basta considerar los aspectos
fisicos anteriores para poder reproducir lo observado, no lo consideramos mas en esta tesis. Sin
embargo, en caso de que se quisiera considerar la existencia de un campo eléctrico o magnético,
la estructura que estamos dando a este modelo aceptaria la inclusiéon de tales campos externos.
Comencemos por ver con méas detalle los tres aspectos que queremos modelar.

Dentro de la esfera, en el bulto del C.L., se puede modelar el comportamiento de los meségenos a
través de una densidad energia libre de bulto que describa la transicion de fase (isétropo-nemético)
y otra densidad de energia libre que tome en cuenta la elasticidad orientacional. Como ya sabemos,
la transicion de fase de isotropico al nematico, se puede modelar simplemente considerando inter-
acciones repulsivas entre los mesogenos, tal como lo realiz6 Onsager [36]. Esta aproximacion deja
en claro que la transiciéon de isotrépico a nematico se obtiene de considerar fuerzas de un alcance
del orden de la longitud de los mesogenos. Asi, para modelar esta transicion usamos la teoria de
Landau-de Gennes, para lo cual utilizaremos a Q como pardmetro de orden. Hemos mencionado
también que en un fase nemaética, los mesogenos estan orientados en la direccién del director y
cuando el sistema no es homogéneo, las distorsiones que se dan ocurren en escalas mucho mayores
a la longitud de los mesdgenos. Para estas deformaciones consideramos un modelo como el pro-
puesto por Frank-Oseen, donde dan una descripcion del sistema a partir de las derivadas espaciales
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que tiene el director pero, ya que nuestra descripcion es en funcion del tensor Q, requerimos una
representacion de la elasticidad orientacional en términos de las derivadas espaciales de Q.

En la superficie de la gota, la interaccion que se modela es la que existe entre el cristal liquido y
la superficie confinante, mediante la especificaciéon de algtun tipo de anclaje. Entre los diversos tipos
de anclajes que se pueden modelar, nos enfocaremos en dos de ellos, que son los que nos producen
mayor interés: el anclaje homeotrépico y el anclaje planar. Estos anclajes se pueden reproducir en
un experimento cuando la superficie que esta confinando al C.L. es un tensoactivo (homeotropico) o
cuando esta rodeado por agua (planar) [31, 39]. Con esto en mente, comencemos a modelar nuestro
sistema.

3.2. Modelo del sistema

Dado que deseamos modelar gotas del didmetros del orden de micras, modelamos a nuestro
sistema a partir de una teoria del continuo. Como ya hemos explicado, haciendo una interpretaciéon
termodinamica de nuestro sistema, consideramos que la energia libre de éste consta de las siguientes
contribuciones,

‘F(Q) = FLdG +Fclas +FSup' (31)

La energia de Landau-de Gennes (Fpqg) contiene la informacion del fenomeno que se da a dis-
tancias del orden de la longitud de los mesogenos, es esta energia la que describe la transicion de
fase. Cuando el C.L. no es homogéneo, debemos considerar las distorsiones que en él existen, la
descripcion sobre estas distorsiones esta dada en el término elastico(Feas). Para la altima contribu-
cion a la energia libre, tenemos la que describe al cristal liquido y la superficie confinante, que esta
considerado en el altimo término(Fsyp). Estamos considerando tnicamente a estas contribuciones
debido a que en nuestro modelo de la gota no existe la interaccién con ningtn campo externo, asi,
desarrollaremos la energia libre en funcién del tensor Q.

3.2.1. Energia libre de Landau-de Gennes

La teoria de Landau exige que se tenga un parametro de orden, tal que, a través de este se pueda
expresar la transicién de fase en estudio. Ademaés, este parametro de orden debe permitir que la
energia se exprese como un desarrollo en serie de potencias, por lo que el parametro de orden debe
ser pequeno para que sea una aproximacion razonable truncar dicha serie. El parametro de orden
que seleccionemos debe ser tal que no importe el sistema coordenado que se tome para describir a
nuestro sistema. Asi, tomamos como parametro de orden al tensor Q. De esta forma, la energia de
Landau-de Gennes es,

Flac(T,Q) = / AV frac(T, Q). (32)

donde frag(T, Q) es la densidad de energia libre de Landau-de Gennes y esta dada como,

fLae(T,Q) = fo+ %G(T) Qi Qs + %EB(T)QU QnQu + EQI(T)QU Qi1 Qim Qmi-  (3.3)
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Utilizando el hecho de que podemos fijar arbitrariamente el cero de la densidad de energia como
aquella correspondiente a la fase is6tropa, y que

1
(QQ5)° = iQij Qi1 Qim Qmi, (3.4)
la densidad de energia de Landau-de Gennes que obtenemos es [11],
1 1 1
frac(T,Q) = ia(T) Qi Qji + g%(T)Qu Q@ + ZQ(T) [Qy Qn)”. (3.5)

Para poder determinar los coeficientes de nuestro desarrollo, usaremos la teoria molecular de
Doi, este modelo parte de la ecuacion cinética,

oY - (U o
-, Dr . —— scf e - : (A k- ) ) .
N R Ri/)JrKBT’R(U erU)} R-(uXxk-uyp (3.6)
en donde
P Es la funcién de distribucién angular.
D, es el coeficiente de difusion rotacional.
0
R 1 d diente —
es el operador gradiente R
Uscy Es el potencial de campo medio que actiia sobre los meségenos.
U, Es el potencial debido a un campo externo.

k Es la velocidad del fluido.

Para nuestro caso, vamos a considerar que no hay campo externo y que el cristal liquido esta
en reposo, esto es, consideramos U, = 0 y k = 0, de esta forma, la ecuacién 3.6 es,

o = Y
a = D/R R¢+ Kg TRUscf ’ (37)

en donde utilizaremos la aproximacion de la teoria de campo medio de Maier y Saupe [11] para el
potencial de interaccién entre moléculas, es decir,

Usey o S%  de tal forma que, (3.8)
3

Uscf = _iUkBTUaUB (uauﬁ> s (3.9)
3

= —iUkBTuau/gQaﬂ. (310)

usando lo anterior en la ecuacién 3.7, obtenemos que nuestra ecuacion es,

3

5 = D, R - Rw—%dﬂ%uauﬁ (uqug)| - (3.11)
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Ahora, hacemos una proyeccion en la ecuacion 3.11 en el segundo momento de esta funcion de
distribuciéon para obtener la siguiente ecuacion,

0 Y dij o = 0ij 3U i
o da'vy (uiuj - 3j> = /du P {DT’R~ [R@/} (uquj - ;) - 71/}72 (u,-uj - 3]> UaUg (uauﬁﬁ }(3.12)

Al hacer la integracion la ecuacion 3.12 en @/, la ecuacion que obtenemos es [13],

8@;1- = —6D,Qij + 6D,U [Qia (tatj) — Qap (usujuaug)] . (3.13)

0

Como esta ecuacion esta en términos del cuarto momento de la funcion de distribucién, usaremos
una aproximacion para desacoplarlas y que todo quede en términos del segundo momento, ésta es:

Qagp (Uinjuaus) = Qap (uaup) (uiug). (3.14)
Asi, utilizando esta aproximacion en la ecuacion 3.13 obtenemos lo siguiente,

0Qi;
ot

= o0, |(1-5) 5~ U (Quia ~ 2Qus@us ) + Uy (Qus@us)] - (319

Ahora, en ausencia de fluctuaciones termodindmicas y de flujo hidrodinamico, la ecuacién de
evolucion temporal del pardmetro de orden tensorial es de la forma [19, 46],

0Q  _ oF Ly (oF
Q[ (Y], 10

Sustituyendo la ecuacién 3.5 en la ecuacion 3.16

% = T'|2a(T) Q5 +3B(T) (Qiana - ?Qa[g@ag) +4€(T)Qij (QupQap)| - (3.17)

Con esto, para que las ecuaciones 3.17 y 3.15 sean consistentes, se tiene que cumplir que,

r = 6D, (3.18)
oT) = ‘;1<1g) (3.19)
B(T) = —ATU (3.20)
ery = AU (3.21)

P'k ‘

Al sustituir estos coeficientes en la ecuacion 3.5, tenemos

fc = 5 (1 - g) 1) - 2 (@) + 27 12 (@2))°. (3.29)



CAPITULO 3. MICROGOTAS DE CRISTAL LIQUIDO 36

Podemos adimensionalizar a la densidad de energia libre al dividir por el coeficiente A, obte-
niendo

. 1 U U U 5
flac = 3 (1 - 3> Qy Qs — 3@y Qn@u + 1 [Qy @l (3.23)
donde
fac Es la densidad de energia libre Landau-de Gennes adimensional.
A Es la constante de adimensionalizacion.

Cabe hacer notar que la teoria molecular de Doi estd desarrollada bajo hipdtesis de que los
mesogenos son polimeros con forma de vara rigida, esto es, los estamos considerando como agujas,
de tal forma que no hay un potencial de interacciéon entre ellos mas que de volumen excluido[13].

3.2.2. Energia libre elastica

En la gota existen distorsiones que debemos considerar en nuestro modelo de energia libre.
A estas distorsiones las consideramos en la energia elastica. Desarrollaremos nuestro modelo de
energia elastica en términos de Q a partir del modelo de Frank-Oseen, el cual estd basado en
el director, n. Utilizaremos este modelo debido a que las constantes elasticas que considera han
sido medidas experimentalmente [8] y diversos autores se refieren a valores conocidos para estas
constantes [11, 32]. Sin embargo, ya que las configuraciones observadas en las gotas contienen
defectos topologicos, una representacion en términos del director no nos seria 1til, ya que el director
no esta definido en un defecto [42]. Dado que el modelo de Frank-Oseen esta en términos del director,
primero haremos un tratamiento matematico para poder dejar estas expresiones en términos del
tensor Q.

Asi, comencemos por expresar la energia de Frank-Oseen [6, 35],

1 1
FFrank—Oseen = /dV {2K11 (V ' ’ﬁ')Q + §K22 [(V X ﬁ’) : ﬁ]Q + §K33 [’ﬁ‘ X (v X ﬁ)]Q

—% (Kaog + Koa) V- [0 (V-7) + 7 X (V xA)] —qoKaz [+ (V X ﬁ)]} . (3.24)

El cuarto término en la densidad de energia elastica se ha encontrado, experimentalmente,
contribuye en un confinamiento esférico[31] y en el quinto término esta considerada la quiralidad
del C.L. Esto lo podemos ver si reescribimos la ecuacion 3.24,

1 1 A
Firank—Oseen = /dV {2K11 (V- ﬁ)2 + §K22 [(Vxn) n— qo}2
1 1

Estamos considerando una energia elastica prima pues, estamos fijando el cero de la densidad
de energia en el termino constante proporcional a gy. En la ecuaciéon 3.25 podemos ver que atn
cuando (V X 1) - 7t sea cero, el sistema tiene una contribucion elastica de twist[11]. Este modelo de
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energia elastica es funcién de segundas derivadas o de primeras derivadas al cuadrado, esto hace
manifiesto el hecho de que la energia es simétrica ante un cambio en la direccion del director (72 a
—7).

Para el desarrollo que haremos, partiremos de la ecuaciéon 3.24. Planteando a estd como una
ecuacién vectorial,

fFrank—Oseen = Relas 'ﬁF—Ov (326)
donde,
}?elas = (I{lla @a @7 _K22 s K24a _q0K22> ) (327)
2 2 2 2 2
= A2 ~ A12 A AN12
Froo = ((V-2),[(V ) -al*, [ x (7 x @))%,
V(Y- R)+ i x (VX)) [ (V x a)]). (3.28)

Ademas, al vector Fr_p lo podemos expresar como,

Fr_o = A-Ff, (3.29)

con,

= on; 2 on; on; ony, ony, on; anj Ing
P |Ge) (5 () onems (5) () () (52 o ] o0

€ij1 es el pseudotensor de Levi-Civita,

1 0 0 0 0
0 1 -1 -1 0
A = 0 0 1 0 0 (3.31)
1 0 0 -1 0
0 0 0 0 1
Asi, la ecuacion 3.26 es,
fFrank—Oseen = [?elas “A- f (332)
Al vector f podemos expresarlo como,
f = B-g (3.33)
donde,
1 —6 0 0 2
1 -3 0 0 0 0
B = 8 -1 0 0 0 -2 , (3.34)
1 0 —6 0 2
0 0 0 6 0
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- (1 0Qjr 0Qj, 1 0Qj1, 0Q; 1 0Qjk 0Q4 €Jle 3ka 1 Q.kanm 0Qim
im

52 a’l“l 8rl 52 Brk 87"1 52 87”‘1 8rk 7”[ 3 J 87”j 8?"k )’ (3.35)

donde hemos supuesto que el tensor Q es uniaxial (ecuacion 1.32). Sustituyendo la ecuacion 3.33
en la ecuacién 3.32 tenemos,

fFrankfoseen - elas A-B- (336)
1
= (1252 (=K1 +3Kas + K33), 252 (K11 — Koz — Ka4),
B L (Ku = Kag) ) %
252 24752% 22, ~ gz ML T A3
0Qjk 0Qjr 0Qjk 0Qj 0Q;k 0Qj1 3ka OQum OQum
( ory Ory " Or, O’ Orp Ory, €t Qm » Qi or; Org (3.37)

Definimos al vector Lj,s como,

=

1 1 1 1
Lelas = (12 (—K11 4+ 3Ka + Ks3) , 3 (K11 — Koo — Kaa), §k24, qo K22, 5 (K33 — K11)) . (3.38)

De esta forma, la densidad de energia elastica en términos del tensor Q es,

0Q 1 0Q 5ng 0Qj1
fElas |:L 87’[ 87‘1 + 8Tk 87"1
0Qjx 0Qj1 OQkm ~0Qum 0Qum
+ Ls o, o +L46Jle]m o, L5Q]k 87“]' o . (339)
Finalmente, la energia elastica es,
1 0Q ;1 0Q 0Q 1 0Q
3.+ J J J J
]:Elas /d " {Ll 87“1 87“1 +L2 67"k 67"[
0Q 1, 0Q OQkm 0Q1m Qi
thay o b La€jriQjm or, + LsQjk o, oy | (3.40)

Como ya hemos mencionado, en esta representacion esta incluida la quiralidad del sistema en
el término proporcional a L,, misma que para nuestro prop6sitos no vamos a considerar.

3.2.3. Energia superficial.

Hasta el momento ya podemos modelar los fen6menos que ocurren en el interior de la gota (el
bulto), lo que nos atane ahora es poder modelar el fenomeno de anclaje en la superficie de la esfera.
Para esto nos enfocaremos en dos anclajes especificos: el anclaje homeotropico y el anclaje planar.
El anclaje homeotropico ocurre cuando el cristal liquido minimiza su energia cuando el director
yace en la normal a la superficie y el anclaje planar ocurre cuando el cristal liquido tiene por eje
facil el plano tangente a la superficie [8, 31].



CAPITULO 3. MICROGOTAS DE CRISTAL LIQUIDO 39

Comencemos por crear un modelo de la energia superficial. Supongamos que es posible hacer
un desarrollo en serie de Taylor de la densidad de energia superficial en términos de la traza de Q
en el punto de equilibrio (Q) [10]. Asi,

oy (Q) = sup (@) + Fup (@) T (@— Q) + 222 (@) (Q-Q1) : (Q-QY) 4+ (341)

Como Q° minimiza la energia, la primera derivada es cero,

fSup (Q) = fSup (QO) + % (QO) (Q - QO) : (Q — QO) + e (3,42)

Despreciamos el primer término por no ser funcion de 7 y definiendo a la constate Canclaje =

Y (Q%), podemos simplificar la ecuacion 3.42,

Sup

fo (@) = Q@) (Q-Q%) 4. (3.43)

Despreciando derivadas de orden superior,
. Canclaje 0\ 2
Jouw(Q) = T Tr(Q - Q7). (3.44)

Desarrollando la ecuacién 3.44 y asumiendo que el parametro de orden tensorial sea uniaxial
(ecuacion 1.32), simplificamos la ecuacion anterior,

Clanclai
fSup (Q) = %laje SQ (3’/11 n; — 5,']‘ - STL,? n? + 6ij) (3TL] n; — (5]‘1‘ - 3719 n? + 5]1) s (345)
_ 9 Canclaje SQ 0 0 o,0,0 0
= —5 (ni ng njng —2n; nf nj ng 4+ ng ng nd nf), (3.46)
= 9 Canclaje 5% (1 —cos®0) . (3.47)
sea % =9 Canclaje S 2 donde W es la intensidad de energia de anclaje superficial, con esto, tenemos

que la densidad de energia de anclaje es,

Jsup = % sin” 6. (3.48)

Este resultado ya ha sido discutido por distintos autores [12, 40]. Ademés, haciendo la apro-
ximacion de que 6 sea un angulo muy pequenio (6 << 1), obtenemos una nueva expresion de la
densidad de energfa superficial [11],

w
Fsup = 5 07, (3.49)
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Con esto, podemos ver que de la ecuacion 3.44 obtenemos el modelo originalmente propuesto
por Rapini y Papoular en 1969 [40].

Ahora que hemos demostrado que es posible utilizar este modelo de la densidad de energia libre
superficial en funcién del parametro de orden tensorial, lo utilizaremos para describir el fenémeno
de anclaje homeotropico. Definimos a la densidad de energia libre superficial homeotropica como,

fhom = @Tﬁr {(Q_QL)Q}, (3.50)

donde,

Q. Es el tensor correspondiente a una orientacién uniaxial con director normal a la superficie,

Whom Es la intensidad del anclaje superficial homeotropico.

En la definicién del tensor Q; se pone de manifiesto el eje facil, la direccién en la cual los
mesogenos del cristal liquido se orientan al anclarse con la superficie:

Q. = 51 [1917 - ;51']'] ) (3.51)

donde v es un vector unitario normal a la superficie y el pardmetro de orden escalar S| es el
pardmetro que se tiene en la superficie.

Ya que tenemos un modelo para el anclaje homeotropico, lo que nos resta es construir un modelo
para el anclaje planar. El anclaje planar que deseamos modelar es el que se da en la interfaz de un
cristal liquido y el agua [30]. En esta interfaz el director esta restringido al plano tangente, pero
todas las direcciones en dicho plano son equivalentes y deben tener la misma energia. A este tipo de
anclaje le denominamos anclaje planar homogéneo. Para representar el anclaje planar homogéneo
la ecuacién 3.50 no nos es tutil pues este modelo tiene una sola direccién privilegiada, tal como si en
la superficie hubieran surcos por los cuales las moléculas de cristal liquido tuvieran que alinearse.
Dado que esto no es lo que deseamos modelar, utilizaremos lo propuesto por Galatola y Fournier.
Ellos parten de un modelo que, efectivamente, da el mismo valor de energia a todas las direcciones
tangentes a la interfaz, ademas favorece que el parametro de orden escalar sea igual a un valor
determinado Sy. El modelo que ellos proponen es [15],

foe = TEn[@-Q)Y+ 22 (@ Q) - s, (3.52)

donde, definimos a Q, YT y al tensor de proyeccién superficial (Q ) como,

— 1

Q = Q+35IL

T = I-00

Q = 7r-Q

Wy Es la intensidad del anclaje superficial relacionado con la orientacion planar.

W2 Es la intensidad del anclaje superficial relacionado con el orden superficial.
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El término relacionado con W) ; incrementa la energfa del sistema cuando los directores se
separan del plano tangente a la superficie y el término relacionado con W), 5 incrementa la energia
del sistema si los directores se encuentran con un parametro de orden escalar distinto a Sy. Para
que la energia del sistema se minimice es necesario que se satisfagan ambas condiciones. Ademés,
para este caso el anclaje fuerte implica que simultdneamente W, 1 d/K y Wy s d/K sean valores
grandes para asegurar que el estado de Q en la superficie no se perturba con respecto a la condicion
privilegiada. Experimentalmente, W, 1 y W, 2 son del orden de 1x1073J/m? [4].

Dado que nuestro modelo pretende representar una gota con regiones donde existe un anclaje
planar y otras donde existe un anclaje homeotropico, describiremos a nuestra densidad de energia
superficial de la siguiente forma,

fSup = (1 - C) fpla + thom; (353)

donde ¢(r) es un parametro que depende de la posicion en la superficie de la gota y puede tomar
valores entre 0 y 1: en las regiones donde ( es cero el anclaje es localmente planar, y en las regiones
donde ( es uno el anclaje es localmente homeotropico.

En este momento, ya tenemos los elementos necesarios para poder describir a nuestro sistema
de interés, es decir, una microgota de cristal liquido. En el siguiente capitulo nos propondremos
encontrar las configuraciones de energia minima correspondientes a las contribuciones a la energia
libre que nuestro modelo plantea.



Capitulo 4

Solucidn numeérica

En los capitulos anteriores hemos hecho una descripcion del sistema que deseamos estudiar y
desarrollamos un modelo matematico que lo representa. Lo que haremos en este capitulo es proponer
una metodologia que nos permita encontrar una solucion a las ecuaciones que nos planteamos para
minimizar la energia libre de la gota de C. L. Dada la complejidad del sistema, buscar obtener una
solucién analitica de estas ecuaciones no es viable, es por esto que utilizaremos un método numérico.
Entre los distintos métodos numéricos que podriamos utilizar, hemos elegido el método de Monte
Carlo. Lo que nos resta en este capitulo es dar una descripciéon de como resolvemos nuestro sistema
de ecuaciones empleando este método.

4.1. Simulacion Monte Carlo

Un método Monte Carlo se realiza a través de un muestreo estocastico. Esto determina los
fenémenos que se pueden estudiar con esta técnica, algunos de los cuales son los relacionados con
mecénica estadistica, donde para un par de sistemas idénticos, su evolucién temporal describe
distintas trayectorias en su diagrama fase dependiendo de las condiciones iniciales.

Antes de describir como hemos empleado este método numeérico en nuestro caso, explicaremos
en que consiste un método Monte Carlo. Para esto, emplearemos este método en un caso sencillo.

4.1.1. Método Monte Carlo

Para explicar como se emplea el método Monte Carlo, nos enfocaremos en un caso particular:
estimaremos el valor 7, con este ejemplo podremos enfatizar los puntos importantes del método.

Consideraremos un cuadrado de dos unidades de longitud y dentro de este, un circulo de radio
uno. Con esto, el area del circulo es

2
ACfI‘CUlO = Tr. (41)

Como r tiene como longitud la unidad,
Actreulo . (4.2)

Ya que estamos considerando un cuadrado, sabemos que su area es,

A - 2

cuadrado

42
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donde [ tiene dos unidades de longitud,

A 4, (4.4)

cuadrado

Lanzamos puntos al azar dentro de nuestro cuadrado y hacemos una comparaciéon del nimero
de puntos que estan dentro del circulo del total lanzado (ver figura 4.1.1 ).

Figura 4.1: En esta figura tenemos 10* puntos lanzados en todo el cuadrado.

Haciendo una relacién del area con los puntos lanzados tenemos que,

Acireulo No. de puntos dentro del circulo

~ . 4.
A No. de puntos totales (45)

cuadrado

Sustituyendo el area del circulo y del cuadrado tenemos que,

No. de puntos dentro del circulo
T &~ 4X

4.6
No. de puntos totales (4.6)

En la siguiente tabla se muestra el valor estimado para el valor de 7 como funcién del namero de
puntos utilizados.

numero de puntos Aproximacion |r — Aprox. cal. M.C.|
1x10° 3.24 0.0984073
1x10* 3.1384 0.00319265
1x10° 3.14033 0.00126065
1x10° 3.14171 0.000121546

De esta forma, lo que podemos apreciar es que conforme nuestro muestreo es cada vez mayor,
el valor que vamos estimando es mas parecido con el valor conocido. Con esto determinamos que
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nuestro método depende fuertemente de la lista de puntos que tomemos. Aunque en este ejemplo
calculamos el area de un circulo (para comparar con la respuesta analitica), el método puede
aplicarse para cualquier figura cerrada para la cual sea dificil evaluar analiticamente el area.

4.1.2. Meétodo de Metropolis

En el ejemplo anterior no teniamos ningtn tipo de restricciéon en la generacion de los puntos,
siempre que estuvieran dentro del cuadrado. La generaciéon de un nuevo punto no depende en
nada del punto anterior. Sin embargo, en la simulacion del sistema fisico que deseamos realizar,
la generacion del nuevo estado depende de la configuracion del estado previo. Ademés, nuestra
intencién es que la simulaciéon que realicemos nos conduzca al estado con menor energia, a este
estado le llamamos estado de equilibrio. Ya que el estar generando estados nuevos, sin tomar en
cuenta su energia, no nos garantiza la convergencia al estado de equilibrio, utilizaremos un criterio
que nos permita asegurarnos de esto. El criterio que utilizaremos es conocido como el criterio de
Metroplis.

En el criterio de Metroplis generamos una secuencia de estados tal que el aceptar un nuevo
estado depende de una probabilidad de transicién. Esta probabilidad de transicion depende de la
diferencia de energia entre el estado anterior y el estado propuesto. Esto genera una secuencia
de configuraciones sucesivas en las que cada estado aparece con una cierta probabilidad. Nuestra
cadena de configuraciones es no deterministica, pero en equilibrio térmico a una temperatura T, el
sistema tiene una funcién de particion dada por

Z= /drN exp [—ﬂ U (I'N)]7 (4.7

donde,
1

kg T’
U (rN ) es la energfa del sistema al adoptar la configuracion r?.

Hemos usado la definicién de la funcion de particiéon canodnica pues, el sistema que estamos
estudiando lo modelamos a temperatura y volumen fijos. Con esto, podemos definir la densidad de
probabilidad de que el sistema se encuentre en una configuraciéon particular como,

exp [fﬂ u (rN)] '
Z

N (V) = (4.8)

Sean rYY y r’Y dos configuraciones de nuestra cadena de configuraciones que hemos ido generando.
Dado que esta cadena es tal que, para generar la nueva configuracion(r?) solo toma en cuenta el
estado actual(r) y no la trayectoria que ya ha realizado para llegar al estado actual, tenemos una
cadena de Markov. Ahora definamos a la probabilidad de transicién de ir de un estado actual al

estado nuevo como,

m(a—n) = P(rﬁ:rf}'rgq:rs]), (4.9)
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es la configuracion a la que se encuentra el sistema al tiempo ¢,

donde,
7,
rflv es la configuraciéon actual ,
rlY es la configuracion nueva .
Ademas, la probabilidad de transicién debe cumplir con,
(4.10)

0<7(a—mn) <l

Z m(a—n)=1

n
La condicion de balance exige que las transiciones desde el estado actual del sistema no modifi-

quen la distribucién de equilibrio, esto es,
(4.11)

N (x]) ZZN(rflV)W(a%n).

Sin embargo, dada la complejidad de exigir que se cumpla la condicién de balance, vamos a
pedir que cumpla con una condiciéon aun mas fuerte: vamos a pedir que cumpla con la condicion de

balance detallado, esta es,

N(E)r(n—a)=N(r))m(a—n). (4.12)

Es facil ver que si exigimos que cumpla con la condicién de balance detallado se cumple con la

condicion de balance pues, partiendo de la condicién de balance detallado: tenemos que, si hacemos
una suma sobre los estados actuales en ambos lados de la ecuacién 4.12, lo que obtenemos es

(4.13)

ZN(r,jy)w(n%a) = ZN(rflv)w(a%n),

haremos uso de las propiedades de la probabilidad de transicion (ecuacion 4.10),
N(rg)Zﬂ'(n%a) = Z./\/'(rflv)ﬂ'(a%n). (4.14)
a . a
Finalmente lo que obtenemos es,
NEY) = Y NEN)r(a—n), (4.15)

que es la condicién de balance.

Lo que haremos a continuaciéon es construir una probabilidad de transicién para poder avanzar
en la ecuacion de balance detallado y asi, poder relacionar las densidades de probabilidad del estado

actual y el estado nuevo.
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Proponemos que la probabilidad de transiciéon la podemos descomponer en dos factores,

m(a—n) = acla—n)ala—n), (4.16)
donde,
ac(a = n) es la probabilidad de aceptar o rechazar el nuevo estado,
ala — n) es la probabilidad de generar el estado nuevo partiendo del estado actual.

Sustituyendo la ecuacion 4.16 en la ecuacion de balance detallado (ecuacion 4.12)

NErn—a) = NEY)r(a—n), (4.17)

a

N () )ac(n —a) a(n—a) = N (r))ac(a = n) a(a — n). (4.18)

Ahora, imponemos que la probabilidad de generar al estado nuevo partiendo del estado actual
debe ser igual a la probabilidad de generar al estado actual partiendo del estado nuevo lo que
significa que la matriz « es simétrica. Utilizando esto en la ecuacion 4.18,

N (xY)ac(n —a) = N (r))ac(a —n), (4.19)
acla—n) N (r))
ac(n —-a) N (£N). (420)

Usando la definicion de N (rN) (ecuacion 4.8) en la ecuacion 4.20, tenemos que,

exp |— rV exp | — v
ZSEZ:Q - =l BZU( n)]/ 2l Bzu( ) (4.21)
WO e {op (U ) U ()]} )

Esta es la relacion que se debe cumplir para que se satisfaga balance detallado. Ahora, siguiendo
la propuesta de Metropolis et al. [33], propongamos que la probabilidad de aceptacion del estado
e1 al estado ez(ac(e; — e3)) sea,

exp{=f[U (L) U]} sIN(re) <N ()
aclep — e3) = . (4.23)
1 siN(ré\g)ZN(rg)

La propuesta anterior se conoce como el criterio de Metropolis. Verifiquemos que esta propuesta
cumple con la condicién de balance detallado, primer supongamos que N (rflv ) >N (rnN ), con esto
tenemos que,
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Sustituyendo en las ecuaciones 4.24 y 4.25 en la ecuacion 4.21,

ac(a — n) exp{—ﬁ [U(rﬁ) —Z/{(rflv)]} (4.26)
ac(n — a) 1 ’ '
ac(a = n)
ac(n = a) = Cxp{—ﬁ [Z/l(rf:]) —Z/{(rflv)]}, (4.27)
con esto, tenemos que el primero caso satisface la condicion.
Para el segundo caso suponemos que N (rflv ) <N (r,]y ) con esto,
acla—n) = 1 y (4.28)
ac(n —=a) = exp{-B[U())-u(x))]}. (4.29)
Sustituyendo en las ecuaciones 4.28 y 4.29 en la ecuacion 4.21,
ac(a —n) 1
acln v a) e BUGY) UE] 430
ac(a — n)
ac(n »a) P {=6[u () —u ()]} (4.31)

Asi, probamos que nuestra propuesta satisface con la condiciéon de balance detallado para ambos
casos.

4.2. Descripciéon del método Monte Carlo mesoscoépico

Hasta ahora ya hemos detallado en que consiste el método numérico Monte Carlo y en que
consiste el criterio de Metroplis. Lo que haremos a continuacion es detallar como es que implemen-
tamos este método en nuestra simulaciéon. Primero detallaremos como es que estamos modelando a
nuestro sistema, para poder dejar en claro de que forma es que podemos incluir el M.C. y utilizar el
criterio de Metroplis. Comencemos por dar una explicacion de la representacion que estamos dando
de la gota que deseamos modelar.

4.2.1. Representacién mesoscopica

El sistema que estamos modelando es una gota de cristal liquido que tienen por didmetro unas
centenas de nanometros. Ademés, como ya hemos hecho referencia, estamos modelando a este
sistema por un ensamble canonico, asi, la descripciéon que haremos de nuestro sistema modelado,
serd a volumen, cantidad de materia y temperatura fija. Atn cuando estamos hablando de que
mantendremos la cantidad de materia fija, estamos modelando al sistema desde un punto de vista
mesoscopico, es decir, no vamos a enfocarnos en dar una descripciéon molecular del sistema, con esto
lo que estamos diciendo es que en nuestra simulaciones no daremos una potencial de interaccion
molecular, sino que haremos una descripcién de campo medio. Con esto en mente, lo que haremos
en nuestra simulacion es proponer una red de puntos (malla) que estaran tanto dentro de nuestro
confinamiento esférico como en la superficie de este, donde representaremos el estado del sistema
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(a través del parametro de orden tensorial Q). La descripcion de como construimos esta malla de
puntos la daremos en el siguiente capitulo. Por el momento, daremos por conocido el pardmetro
de orden tensorial en toda la red y de esta forma, podremos seleccionar uno de estos puntos al
azar y perturbarlo. Esta perturbacién siempre debe ser de tal forma que, el tensor perturbado siga
teniendo sentido fisico, es decir generamos una configuracion fisicamente aceptable.

Dado que partimos del supuesto de que conocemos el valor de Q en toda la malla, podemos
calcular la energia de la esfera. Recordemos que para conocer la energia de la esfera debemos
realizar calculos numéricos en funcion de Tr (QQ), Tr (Q3) y de las derivadas espaciales de Q. Por
esta razon, utilizaremos dos estrategias con el fin de poder realizar estos calculos numéricos y forma
eficiente. Lo primero que haremos es escribir a Q como una combinacién lineal de 5 tensores de
rango dos que formen una base apropiada para este problema. Para poder estimar el valor de las
derivadas de Q utilizaremos una interpolacion; la funcién de interpolacion que implementaremos es
una funcién de base de radial.

Comencemos entonces por describir a Q en funcién de una base ortonormal de tensores de rango
dos.

Base ortonormal

El tensor Q es una matriz de 3x3, por lo que es necesario conocer el valor de sus nueve com-
ponentes para poder determinarlo, pero usando sus propiedades podemos reducir el nimero de
componentes independientes a determinar. Dado que es una matriz simétrica, solo tiene 6 com-
ponentes independientes y ademads, como la traza de nuestro tensor Q es cero, solo nos quedan 5
componentes independientes. Asi, es posible escribir a nuestro tensor como la siguiente combinacion
lineal[7],

5
Qij = Y aTf, (4.32)
k=1

los tensores T con i = 1,2,3,4 y 5 son,

T = g 22, (4.33)

T = V2 @9, (4.34)

™ = va'7s, (4.35)
3r—

™ — [[m:ﬂ—yy} (4.36)
2

T = V2 gz, (437)

| |
donde M | es la parte simétrica sin traza del tensor M, esto es,
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| — Mij —|—Mji

M;; = 0is
2

— Tr (M) 3 (4.38)
Los tensores T son una base ortonormal, pues se cumple que
Tr (T* T7) = 6;;. (4.39)

Con esta descripciéon del tensor Q, podemos obtener una expresiéon para calcular el valor de
Tr (Qz) y de Tr (Q3). Comencemos por calcular Tr(Q)2,

5 5
™(Q*) = Tr (Z a T %> ay Tk> : (4.40)
=1 k=1

dado que es una base ortonormal, solo los términos I = k son no nulos asf,

Tr(Q?*) = af+ad+aj+aj+al (4.41)

Para Tr (Q3),

5 5 5
™ (Q%) = Tr <Z a; T x Zak Tk % Z A, T’”) , (4.42)
=1 k=1 m=1

después de realizar las simplificaciones, podemos dejar expresada a Tr (Q3) como,

a} 3 a3 + a? 3 a? — a?
Tr(QY) = \%—\/;fh(a%—ai-l- ‘32 5>+\/§(a432 +a2a3a5>. (4.43)

Como ya hemos mencionado, nos es de gran interés el poder determinar cual es el valor de
Tr(Q)® y de Tr(Q)® pues, como ya hemos visto en la seccion(3.2.1) y en la seccion (3.2.3), la
energia de Landau-de Gennes y la energia superficial estén en funcién de estos dos términos. Sin
embargo, estos dos términos no son suficientes para poder calcular a la energia total del sistema,
pues nos hace falta considerar la energia eléstica.

Interpolacion a través del método de funcién de base radial.

Como hemos descrito en la seccion (3.2.2), la energia eléstica es funcion de las derivadas espa-
ciales del tensor Q, es por ello que necesitamos poder evaluar estas derivadas. Ya que en el modelo
que estamos utilizando el tensor Q estd determinado solo en los puntos de la malla, el parametro
de orden tensorial esté discretizado y no nos es posible determinar el valor de estas derivadas. Por
esta razon utilizaremos una funcién de interpolacién, pues de esta manera podremos proponer una
funcién que aproxime a Q en todo el espacio de interés y poder estimar el valor de las derivadas.



CAPITULO 4. SOLUCION NUMERICA 50

La funcion de base radial que utilizaremos para interpolacion es la funcion generalized thin-
plate spline [29]. Esta funcion es un método de interpolacion de superficies a través de funciones
polinémicas suaves definidas a trozos. La definicién de esta interpolacion es,

N
o) = 3N U(F-F)+PE,  con TeR", (4.44)

Jj=1

donde W (|7 — 7;||) es una funciéon radial en el sentido que solo depende de la norma del vector
17 = 75

V(7 =75l) = 7= log (I = 7)) (4.45)

P(7) es un polinomio de grado 3, sus términos son todas las posibles combinaciones de las
componentes de 7 (ry, 79, -+ ,7,) , es decir,

2

{Pk} = {17x’y7 ZﬂxQ’xy’xZ?y27yZ7 22?x37x2y’$y23x Z’xz27xyzﬁy3?y2zﬂy22’23}' (4'46)

Dado que hemos podido expresar a Q como una combinacion lineal de una base ortonormal,
interpolar a Q se traduce en interpolar a los coeficientes a; con i = 1,2,3,4,5. De esta forma,
tenemos que,

n k+20
a(f) = Y aa¥(|F=F+ Y awPi(@. (4.47)
k=1 k=n-+1

Ya que el tensor Q esta definido en toda la esfera, esto implica que 7 € R3. Para determinar el
valor para a; (7) es necesario conocer los coeficientes o) y para poder determinar estos coeficientes
necesitamos resolver la siguiente ecuacion:

AaT=b", (4.48)
donde
v P
A = ( pT 0 ) , (4.49)
ademaés, el vector a; esta dado por
G = {auh (4.50)

Por ultimo, el vector b; se define como

—

by ={a; (1) ,a; (13), -+ ,a; (r;),0,0,--- 0} (4.51)
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El vector l_;z es el valor a; en los puntos de la malla y se anaden los veinte ceros, esto debido al
polinomio ctbico que estamos incluyendo [28].

Una vez resuelta la ecuacion de eigen-valores (ecuacion 4.48), podemos conocer al vector a; (7)
y asi, la derivada espacial del tensor Q es

(gg) = <8xl 25; ) (4.52)

ahora, dado que los elementos de la base T? son constantes,

0Q 0 =\
(63”) (M ;a (7 )) T, (4.53)

Usando lo que ya sabemos para a; (7)(ecuacion 4.47),

0Q k-+20
(83:) - [690 Z (Z iV (|7 = 75]) + Z ik Py (7_”)> (4.54)
: ! i=1 = k=n-+1
recordamos que las o, también son constantes, tenemos finalmente que,
k+20
0Q o ) i
(8%1) - Z [Z Qik ( |7“ - r]ll)) Z Qi <8$1Pk (7”)> T (4.55)
=1 k=n-+1

De esta forma podemos estimar el valor de la derivada espacial de Q. Con lo que hemos explicado
hasta ahora, ya tenemos los elementos necesarios para poder detallar con mas precision la forma en
que estamos realizando el calculo numérico para poder determinar la energia de nuestra esfera. En
la siguiente seccién, daremos una descripcion detallada de como calculamos la energia libre total
de la gota para poder utilizar el criterio de Metroplis.

4.2.2. Calculo de la energia libre total

Hasta ahora podemos calcular la densidad de energia del sistema pero, dado que utilizamos el
criterio de Metroplis para aceptar o rechazar la configuracion que estemos proponiendo, necesitamos
conocer la energia libre total de la gota. Para poder calcularla, lo que haremos es dividir la energia
en dos: la energia superficial y la energia volumétrica.

Energia volumétrica

En la energia volumétrica o energia de bulto, estamos considerando a la energia de Landau-de
Gennes( Frqg) v a la energia elastica (Feas)-

Foulto = /dV [frac + fElas) - (4.56)
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Sustituyendo las ecuaciones (3.22, 3.39) en la ecuacion 4.56 obtenemos que,

T = / v {A (1 ) g) (@) - T (@) + A [ (@)

0Qjr 0Q 0Qjr, 0Qj 0Qjr 0Qj
L L
87"1 87‘1 + L2 87% 37“1 t s 87”1 37‘k

+ {Ll (4.57)

en donde solo hemos considerado los tres primeros términos elasticos por simplicidad. Definamos a
€ como la energia caracteristica dada por

L3
€ = j. (4.58)

Adicionalmente, definimos a la longitud caracteristica del nemético como la longitud de cohe-

rencia, \., dada por
[ L1
Ae = e (4.59)

Dividiendo a Fpuio entre €, definimos a la energia de bulto adimensional como

% ]:bul o
Fbulto = € : ) (460)

= /d?’r Juag | /d3r f% (4.61)

€

Realizando operaciones algebraicas para la primera integral podemos ver que

/d%ﬁg [ ( )[ <1_g> H(@) - U (Q3)+Z[Tr(q2)]] (4.62)

Sustituyendo la ecuaciéon 4.58 en la ecuacion 4.62 obtenemos,

[ Jus _ JL Q [ (1 - g) @) - S (@) + (QZ)ﬂ . (4.63)

Si ahora definimos a & como,

g = —, 4.64
o=y (464)
tenemos que
d’l“i
de; = . 4.65
no= 1 (465)

Sustituyendo la ecuacién 4.65 en la ecuaciéon 4.63, en términos de la longitud caracteristica
encontramos que

Jordoe [ @) - Sr@)+ L @)]] . wes)

€ c
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Haciendo el cambio de variable propuesto en la ecuacién 4.64, obtenemos

Jar s o fas { (1_) (@) - ST (@) + @) @)

De esta forma, la densidad de energia de Landau-de Gennes adimensional (f';¢) es

fae = 5(1-5)™(@) - @)+ T (@), (469

Retomando la ecuacién 4.61, para la segunda integral tenemos,

/d?’r@ _ /d3 1 [L 9Qjk 0Qjk LI 0Q;1 0Qj Ll 3ng 36271}
€

4.
57”1 8'm 2 ark arl (97’1 ark ( 69)

nuevamente utilizamos la definicién de la energia caracteristica (ecuacion 4.58) y sustituimos en la
ecuacion 4.69,

felas 1 / 3 A 0Qjr 0Qjr Lo 0Qjr 0Qj L3 0Qjr 0Q
d®r = - | &y Ly | Ry 2R SR R SEIR TR (470
/ 2 " in’ ! (3'7’[ 87‘[ + L1 aTk 87"[ + L1 a’l"l aTk ( )
Haciendo el cambio de variable propuesto en la ecuacién 4.64, reescribimos a la ecuacién 4.70
de la siguiente forma:

3 feas 1 /ﬁ/ 3 3. 1 [0Qjr 0Qjk L2 0Q;k 0Qj | L3 0Q, ik 0Qji
/d " € o 2 L1 /\C d I)\g (9{1,‘1 8{1,‘1 +L1 6xk axl +L1 ail (%ck ’ (471)

Ademas, sustituyendo el valor de la longitud caracteristica (ecuacion 4.59) en la ecuacion 4.71,

felas / 3 1 10Qjk 0Qjk | L2 0Qx 0Qji | L3 0Qjk 0Qj
d3 Jelas d3z J J —a J J ol J J . 4.72
/ " € Ox; Oz + L, Oz, Oz + Ly Ox; Oz ( )
Definimos a la densidad de energia elastica adimensional (fJ,.)como,
. 1[0Qjr 0Qjr L2 0Qj1, 0Qs L3 0Q ;1 0Q 5
== — == . 4.73
felas I: 6‘zl 81‘[ + L1 Bsck ﬁxl + L1 8xl axk ( )

De esta forma, tenemos que la energia de bulto adimensional, la podemos obtener sumando las
dos contribuciones anteriores:

]:lfulto = /de [fEdG + fglas] : (474)
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Energia superficial

Lo que nos resta ahora es poder determinar la energia superficial adimensional, para esto par-
timos de la ecuacion (2.46),

‘Fiup = /dA fsup» (475)

donde la densidad de energfa superficial (fsup) la retomamos de la ecuacion(3.53), que estd en
términos de la densidad de energia planar (fplanar) ¥ homeotropica ( fhom):

fSUP = (1 - C)fpla + thorrp (476)

De esta forma, tenemos que al dividir a la ecuacion anterior entre la energia caracteristica (e)
adimensionalizamos la energia superficial, esto es:

* fsu
Foap = Tp, (4.77)
= /dA @, (4.78)
€
= /dA [(1—@“)fpla+<fh°m] (4.79)
€ €
Usando las ecuaciones (3.50, 3.52), sabemos que fhom ¥ fpia SON, respectivamente,
W om
from = —Tr[(Q-Qu)?, (4:80)
W, — = 2 W, — 2
oo = —ET[@-Q)]+ 22 [@:Q) - 5] (4.81)
Evaluamos primero la integral del anclaje homeotroépico,
thom o 2 Whom . 2
/dr dom /dr o Ty [(Q QL) } . (4.82)

Haciendo el cambio de variable x; = r; /A y utilizando la definicion de € y A., podemos identificar
a esta integral como

[t = [ ml@-qu). (1.89
_ / 2z, QE/V% m[Q-Qu). (4.84)

Por tanto, encontramos que la densidad de energia superficial homeotropica adimensional (f...)
es:

Whom
2v/A Ly

fljom =

T[(@-Qu)]. (4.85)
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El resultado anterior corresponde finalmente a dividir al integrando por la energia caracteristica
y realizar el cambio de variable de r; — z;. Por tanto, podemos concluir que la forma adimensional
de la densidad de energia superficial, para el caso planar, es

% Wp 1 — — \2 Wp.g — 212

0 = Ty — : : -5 4.86

fpla 2\/147111 |:(Q QL) :| + 4\/E [(Q Q) 0} ( )
Finalmente, la energia superficial adimensional total es
" Whom 9 Wpa — = 2 Wpa /= — 012
= 1-— T — — : —
]:Sup \/TLl d“z {( C) |:2Whom r (Q QJ_) + 4Wh,om [ Q Q) SO]

+ % Tr (Q — QL)Z} : (4.87)

Esta manera de evaluar la energia nos es 1util para el caso en que Q esté descrito en una forma
continua. Sin embargo, en nuestros célculos el tensor Q esta descrito de una forma discreta. A
continuacion daremos una explicacion detallada de como hacemos la evaluacion de la energia para
nuestro caso discreto.

4.2.3. Evaluacién numérica de la energia

Para realizar la evaluacion numérica de la energia, aproximamos las integrales por una sumas
de Reimann, por ejemplo,

N
f(7) A = > f(i) AVol. (4.88)

Vol n=1

Con esto en mente, trabajemos cada segmento de la energia, comenzando por la energia de
Landau-de Gennes.

Energia de Landau-de Gennes

Para la energia de Landau-de Gennes tenemos que,

Frda “ *
2= Fag = [ @ fu (189)

donde € es la energia caracteristica y = es un adimensional, ademads, f{,q es la adimensionalizacion
de la densidad de energia de Landau-de Gennes. De esta forma,

Npulto

Frac = € Z fiacAvol, (4.90)

i=1

donde, Avol es igual al volumen adimensional total de la esfera, dividido entre el nimero de nodos
(Dpulto) en el interior de dicha esfera:
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47 R\*?
Avol = — ] . 491
Ve 3 Npulto (AC) ( ! )

Con esto, la energia de Landau-de Gennes la podemos evaluar como,

A € R 3 Dpulto
Frac = () Z frac- (4.92)
i=1

3 Npulto )\c

Dado que conocemos al tensor Q en todos los puntos de la malla, evaluar la energfa de Landau-de
Gennes es simplemente,

A € R 3 Dpulto .
Frac = — > fac: (4.93)
=1

3 Npulto )\c

Sustituyendo sustituimos lo obtenido para la densidad de energia de Landau-de Gennes (ecuacion
4.68) en la ecuacion 4.93, aproximaremos a la energia de Landau-de Gennes como

dre [ R\® Txuerq U U U 2
~ - (1= =)6rQ% — ZtrQ3 + = (trQ? 4.94
deG 3 Nbulto <)\c> Z |:2 ( 3) er 3 er + 4 ( er) ) ( )

1=

donde Q;, es el valor del parametro de orden tensorial en el ¢-ésimo punto en el bulto.

Energia elastica

Dado que la energia eléstica es volumétrica, la calcularemos de forma similar a la que calculamos
la energia de Landau-de Gennes. Con esto en mente, para la energia elastica tenemos que,

fclas
€

= (;klas = /dgz e*las' (495)

Aproximando a esta integral por una suma de Reimann, tenemos que,

Npulto

—Felas ~ € Z féklasAVOl‘ (496)

=1

De igual forma que con la energia de Landau-de Gennes, usamos la ecuacion(4.91). Reescribimos
la ecuacion 4.96 como,

A € R 3 Nbulto .
]:elas ~ ()\c) Zl felas' (497>

3 Npulto
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Usando lo obtenido para la energia elastica adimensional (ecuacion 4.73) en la ecuacion 4.97, tene-
mos que

]:elas ~
Ae

2

AT € R\?3 Pbue 1 0Q7, 0Q7; Ly 0Q7, 0Q% L 0Q7,. 0Q% (4.98)
&rl a$l L1 3(Ek 6xl L1 6‘xl 8(Ek ' '

3 Npulto

Al igual que antes, Qéj es la componente 5 del tensor Q en el [-ésimo punto en el bulto y para

evaluar las derivadas de Qéj usamos la ecuacion 4.55.
Ya conocidas la energia elastica y la de Landau-de Gennes, tenemos que la energia volumétrica
total es,

]: - 47 € E ’ nio f* (4 99)
bulto ~ 3nbulto )\c gt bulto» '
donde,
f{)kulto = f:las + fEdG' (4100)

A continuacién describiremos como calculamos la energia en la superficie.

Energia superficial

Para la energia superficial tenemos que,

—Fsup
€

=Foup = / Q2 [ from + frra) - (4.101)
Nuevamente, aproximamos a esta integral por una suma de Reimann,

Dsup

‘FSUP ~ € Z [fl:om + f;la} Asupa (4102)
i=1

donde, Asup es el area adimensional total de la esfera dividida entre el nimero de nodos de la
discretizacion en la superficie (ngp):

2
Asup = in <R> . (4.103)

Nsup Ac

Sustituyendo la ecuacién 4.103 en la ecuacion 4.102 obtenemos,

dre (R\® 2 N .
‘FSUP ~ — I\ T Z [fhom + fpla:l . (4104)

Nsup Ac P
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Usando las ecuaciones (4.85 y 4.86 ), reescribimos a la ecuacion 4.104 como

Fap =~ T(BY S0 o [ e @ -]
sup "~ Deup Ac e 9 ALl r i L

W2 Whom
4/AL, 20/A L,

El subindice i denota el valor del tensor Q en el i-ésimo punto en la superficie. Factorizando el
término ;V% de la ecuacién 4.105, podemos expresar a nuestra energia como,
1

e (@ @) - si] o+ [k Q- ur]]} )

AT € Whom (R)? X Wy 2
fsup - Nsup \/A Ly (AC) ; {(1 - C> |:2Whom Tr [(Ql a QJJ) }

b (@) s+ [y mf@-auwd | e

De esta forma, la energia superficial adimensional es

* W 5 ey aY
fsup = (1 - C) |:2VVZ})mlmTr |:(Q7, - QJ_i)Q}
Whp.2

4I/Vhom

+ [(Qi: Qi) - S{ﬂﬂ +¢ B Tr {(Qi - QLi)QH : (4.107)

Finalmente tenemos que la energia superficial la podemos estimar como,

47 € Whom [ R 2o
Fop = kil * 4.108
e () > (1.108)

Ahora que ya tenemos forma de conocer cual es la energia que tiene el sistema en alguna con-
figuracion dada, podremos utilizar el criterio de Metroplis para poder determinar si una nueva
configuraciéon que estemos proponiendo sea aceptada o rechazada. Esto lo explicaremos a continua-
cion.

4.2.4. Aceptacion de la nueva configuracion

Lo que nos resta ahora es describir como es que estamos llevando acabo nuestra iteraciéon en
el método Monte Carlo, dado que ya tenemos una forma explicita para calcular la energia de una
configuracion especifica.

Partimos de una configuracion inicial conocida y, para generar una configuracién nueva, lo que
hacemos es seleccionar un punto al azar en la malla. Para ejemplificarlo, supongamos que el punto
seleccionado al azar es el k-ésimo y perturbamos a las componentes de este tensor, esto es

Qij (k) = Qij (Tk) + &ij- (4.109)
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Al igual que Q, £ es un tensor simétrico y sin traza. Recordando la ecuacion(4.32), perturbar a
Q de esta forma es lo mismo que,

a; (Fk) = a; (Fk) + &;. (4.110)

Con esto, AF™ es,

AF* = F*[Qi; +&j] — F* Qi) - (4.111)

Tal como hemos ido desarrollando nuestro modelo,

Mbulto Nsup
F* = Z [ fEdG + fc*las] Avol =+ Z [ f}Tom + f;la] Asup, (4112)
i=1 i=1

utilizando las ecuaciones (4.91, 4.103 y 4.112), podemos determinar a AF* como,

Nbulto Tsup
AF* = Y [A flag + Afdas] Avol + D [A fion + Af.] Asup. (4.113)
=1 i=1

La probabilidad de aceptar una nueva configuracion, segtn el criterio de Metropolis es (ecuacion4.23),

ac (€actual = €nueva) = min[l,exp (—BAF")]. (4.114)

Con esto, estamos diciendo que la probabilidad de aceptar una nueva configuracion es del 100 %
si la nueva configuraciéon tienen una energia menor que la que tiene la configuracion actual, si esta
tiene una energia mayor, lo que hacemos es tomar un namero al azar entre 0 y 1. Si este ntimero
seleccionado al azar es menor que exp (—SAF™*), se acepta la configuracion propuesta; en caso
contrario, la configuracion propuesta se rechaza.

Ya hemos dado una explicacion detallada de como obtener a AF™* y lo que nos falta es dar una
explicacion del parametro [ para que podamos utilizar el criterio de Metropolis, esto lo haremos
en términos de la escala espacial del sistema. Tenemos que SAF™ es,

BAF* = B{A Figw+A F} (4.115)

Dado que 8 es un adimensional, partamos de un valor arbitrario para este, por ejemplo 5y, con
esto, la ecuacion (4.115) es,

60 AF* = 60 {A ‘Fl;kulto—’_A FS":_IP}' (4116)

Haciendo uso de las ecuaciones( 4.99 y 4.108 ), podemos escribir la ecuacion anterior como,
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3Nbulto

. 47T R Npulto 47_(_ Whom R 2 Dsup .
ﬁO AF* = 50 { <>\C> Z A fbulto 7 ) Ll (>\c> ; A fsup} : (4117)

Factorizamos (R/\.)?,

i} R\? Poulte A7 Wiom (M) <= . ..
BO AF* = 50 (/\(‘) { Z A fbulto o A Ll (R) ;A fsup} . (4118)

3nbulto i—1 Nsup

Para tener mas compacta esta expresion, usamos la definicion de A. (ecuacion(4.59) en el segundo
sumando,

R\’ e AT Whom 1 [Li X
AF* = — A = A fxos . (4119
50 BO <>\0> { Snbulto ; fbulto Ngup \/TLl R A ; fsup ( )
. R 3 Dbulto An Whom Ngup
5() AF* = ﬂ() /\7 3 Z A fbulto P Z A fsup (4120)
c Nbulto P Nsup

Ahora, partiendo de la ecuacion(4.115), si cambiamos al factor § escalandolo por una constante
a,

B = «abo, (4.121)
tenemos que
BAF —ap, (B ’ nimA g AT Whom niA f (4.122)
- 0 /\C 3nbult0 g bulto Neup R A p sup ( ° .

Escogemos a tal que,

(R)B S (4.123)

Asi,
B AF* = By AF*, (4.124)

donde, AF* es,

Npulto Nsup
AF* Z A fiuo + 5 ( ) ZA Frn- (4.125)
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Al implementar esto en el criterio de Metroplis, la posibilidad de aceptar una nueva configuracion
la podemos reducir variando el pardametro [y variar este pardmetro es analogo a cambiar la relacion
entre la longitud de coherencia y el radio de la esfera.

Ahora que ya tenemos expresada la manera en que estamos haciendo nuestras iteraciones, lo que
necesitamos es dar una explicacion de como iniciamos la simulaciéon Monte Carlo, como procesamos
la informacién generada y explicar qué resultados hemos obtenido. Esto es lo que realizaremos en
el siguiente capitulo.



Capitulo 5

Resultados

Ahora que ya tenemos un método para poder simular sistemas en un confinamiento esférico,
emplearemos este método para poder estudiar el comportamiento de distintos sistemas fisicos de
interés [39]. Los sistemas que deseamos estudiar son gotas de cristal liquido que tienen zonas de
anclaje planar y zonas de anclaje radial, asi como para distintos radios y distintas constantes
elasticas.

Para estudiar a este tipo de sistemas fisicos, lo que haremos es inicializar a nuestro programa
Monte Carlo con los datos necesarios para poder representar un sistema fisico en particular. El
programa se ejecuta hasta que la energia de la gota se minimice y se tenga una configuracién
de equilibrio. Estas configuraciones y las energias correspondientes se analizan para obtener los
resultados buscados. En una primera etapa, para establecer que el método propuesto funciona
correctamente, reproducimos resultados reportados previamente en la literatura. Después de esta
comprobacion, aplicamos el método para estudiar a microgotas de C.L. en nuevas situaciones.

Con esto en mente, partamos entonces por dar una descripciéon de los datos con los que inicia-
lizamos a nuestra simulacion.

5.1. Simulacién Monte Carlo y procesamiento de datos.

En esta seccién haremos una descripcion de como estamos utilizando nuestra simulacién para
modelar las gotas. Comencemos por describir el proceso de la simulacion.

En la figura 5.1 mostramos un diagrama de flujo de todo el proceso que realizamos para la
simulaciéon de la microgota de cristal liquido. Todo el proceso lo podemos resumir en tres etapas:
en la primera etapa realizamos la simulaciéon Monte Carlo, en la segunda etapa procesamos los
datos obtenidos y en la dltima etapa podemos visualizar el interior de la gota asi como estudiar
la evolucién de la energia. Describiremos con maéas detalle cada una de ellas, comenzando con la
simulacién Monte Carlo.

Simulacién Monte Carlo

Para que nuestro programa comience a realizar la simulacion Monte Carlo, es necesario que le
demos un archivo de inicializaciéon desde el cual el programa lea los datos de los cuales debe partir.
Este archivo tiene los parametros a través de los cuales estamos fijando al sistema que deseamos

62
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modelar y datos que nosotros proporcionamos para poder controlar la recopilacion y el almace-
namiento de la informacién en nuestra simulacién. Comenzaremos por detallar a los parametros
obtenidos de experimentos y finalizaremos con los parametros necesarios para el método numérico.

inicio.txt

datos.bin

Procesamiento,

energia.txt tensor.vtk

Mathematica paraview

Visualizacion

Figura 5.1: En esta figura estamos representando a los archivos como rectangulos, los programas
como triangulos y a las figuras obtenidas con una elipse.

Entre los datos obtenidos de experimentos que nos sirven para modelar al sistema fisico, tenemos
pardmetros como el radio de la gota: los experimentos con los que deseamos comparar tienen
un radio de unas 2 pm [39]. Las constantes elasticas también son parametros importantes, para
nuestro caso estamos pensando en algin material como el 5CB o el MBAA [2, 11, 35, 34]. Le
damos parametros de algiin material a nuestra simulacion pero tenemos la opcion de modificar
los valores de estas constantes elasticas para representar a materiales distintos. Otros parametros
que proporcionamos son los que imponen la configuracion que tiene en un principio la gota. En un
experimento real es necesario todo un proceso previo para poder partir del punto de arranque que
nosotros estamos imponiendo por construcciéon. En ambos casos, la intencion es fijar el sistema que
deseamos estudiar. La simulacién que tenemos programada nos permite partir de una configuracion
uniforme, radial, bipolar o aleatoria. Estos son los parametros fisicos que utilizamos para modelar



CAPITULO 5. RESULTADOS 64

la gota, a continuaciéon detallaremos los parametros numéricos que utilizamos.

Uno de los parametros numéricos que utilizamos es el niimero de puntos en los cuales estamos
muestreando al tensor Q. Comencemos por discutir sobre el niimero de puntos que son necesarios
para estudiar al sistema. Es cierto que el comportamiento real del sistema no depende del ntimero de
puntos en donde estemos realizando las mediciones, sin embargo, debido a que estamos utilizando
un método numeérico para representar un sistema fisico, nuestro método si. Para que el método
sea util, debe verificarse que, para nimeros de puntos suficientemente grandes, la variacion entre
aumentar o disminuir este nimero de puntos ya no sea significativa, pero es necesario determinar
que naimero de puntos es suficientemente grande. Esto lo haremos més adelante, en la secciéon 5.2.

Para la distribuciéon del ntmero de puntos en el interior de la esfera, en el programa tenemos
la opcién de dar una distribucién aleatoria o distribuirlos por capas concéntricas, donde los puntos
en cada capa tienen una distribucién homogénea. En las simulaciones que realizamos tenemos
una, distribucién por capas con el propoésito de poder comparar los distintos sistemas que estemos
modelando y en caso de existir diferencias en la configuraciéon de estos sistemas, no se le pueda
atribuir al hecho de que tenemos distinta conformacién entre los puntos de los diferentes sistemas.
Ya que tenemos los puntos en el interior de la esfera, lo que nos resta es generar los puntos en la
superficie de esta. Generaremos los puntos en la superficie de la esfera a través de un icosaedro pues,
de esta forma garantizamos que los nodos son equidistantes entre ellos, ya que si la distribuciéon de
estos puntos la hubiéramos hecho a través de coordenadas esféricas, tendriamos una densidad mayor
de puntos en los polos que en el ecuador. En la figura 5.2 se puede apreciar esto. En esta figura
vemos la superficie de la esfera desde uno de los polos, en el caso a) tenemos los puntos generados
con coordenadas polares y en el caso b) los puntos generados con un icosahedro.

Figura 5.2: En la (a) se muestran los puntos de la malla generados con coordenadas polares, obser-
vados directamente desde uno de los polos. En (b) se muestran los puntos generados a partir de la
divisién de icosahedro.

De esta forma tenemos ya la distribucion de los puntos tanto en la superficie como en el interior
de la esfera. Otro pardmetro numérico que utilizamos es el que nos determina cada cuanto recopi-
laremos los datos, este parametro es el niimero de pasos Monte Carlo que damos para almacenar la
configuracion en la que se encuentra nuestra simulacién. El almacenamiento de la configuracion lo
hacemos con el propodsito de poder conocer la evoluciéon del sistema, aunque debemos recordar que
debido a que la simulacién que estamos realizando es un Monte Carlo y que esta evolucién no esta
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ligada a una evolucién temporal.

Una vez que el programa ha leido todos los pardmetros del archivo de inicio, comienza la simu-
lacion. Al inicio de la simulacién construimos la configuracion de la que vamos a partir, misma que
llamaremos configuraciéon actual. La construccion de esta configuraciéon se realiza en dos secciones:
en la primera seccion asignamos que tipo de anclaje tendréa en la superficie nuestra gota, mientras
que en la segunda seccion asignamos que tipo de configuracion tendra el interior. Para la configu-
racion en la superficie tenemos la opcion de distintas zonas de anclaje, por ejemplo, podemos dar
un anclaje totalmente radial, totalmente planar,un anclaje radial con una regién circular de anclaje
planar o al revés, un anclaje planar con una regién circular de anclaje radial. Para la configuracion
interna de la gota tenemos la opciéon de darle una configuracion radial, aleatoria, uniforme o bipo-
lar. Una vez seleccionada una opcién, sabemos que direccién debe tener el director y el valor del
pardmetro de orden escalar (S) en cada nodo, con esta informacion, creamos al parametro de orden
tensorial Q en toda la malla.

Una vez construida la configuraciéon, comienza el método de Monte Carlo. Se toma al azar algin
punto en la malla y perturbamos el parametro de orden tensorial en este punto. En la figura 5.3
ejemplificamos esto en un caso en el que solo existen dos nodos, con la tnica intencién de dejar en
claro que es lo que esté sucediendo en la simulacién.

a) b)

Figura 5.3: En la (a) tenemos la configuracion actual y en la (b) tenemos lo que seria la configuracion
nueva

Partimos de la configuracion actual (fig 5.3 a) y seleccionamos al segundo nodo de izquierda a
derecha. Al perturbarlo, obtenemos como resultado la nueva configuracion (5.3b). Calculamos la
diferencia de energia de ambas configuraciones y a través del criterio de Metropolis, aceptamos o
rechazamos esta configuracion nueva. Si se acepta la nueva configuraciéon, la renombramos como
configuracion actual. En caso de ser rechazada, la configuracién actual se restablece como la que
existia antes de la perturbacion. En cualquiera de los dos casos, siempre tenemos una configuracion
actual, a la cual le repetimos este proceso hasta un niimero de veces que nosotros establezcamos.

Debemos recordar que toda la informacion esta en la memoria RAM de la computadora. Para
evitar que se pierda, cada cierto nimero de pasos vamos almacenando en archivos la informacion
sobre la energia del sistema, asi como de la configuracion que tenga. Estos archivos se escriben en
un formato binario con la finalidad de no ocupar demasiado espacio computacional en el disco duro.
Ya con estos archivos, comenzamos la etapa de procesamiento de informacion.
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Procesamiento de informacién

Una vez que tenemos almacenada la informacién de la evolucion del tensor Q en la gota, asi
como de la energia de esta, necesitamos extraerla pues, como ya hemos dicho, estd en formato
binario.

El objetivo que perseguimos es el de analizar como se estd comportando la energia y cual es
la configuracion estructural de la gota, es por esto que los archivos a generar deben de estar en
un formato ttil para poder ser analizados en los programas que seleccionemos. Los programas que
utilizaremos para visualizar seran Mathematica [48] y paraview [26], es por esto que los archivos
que generamos estan en formato tzt y formato vtk.

En la etapa de procesamiento de informacion extraemos la informacion de cada archivo binario
correspondiente a las energias y la reescribimos (en formato {zt) para analizar en Mathematica.
Con esto ya podemos estudiar la evolucion de la energia, lo que nos resta es analizar la estructura
interna de la gota.

Para visualizar la estructura interna de la gota utilizaremos el programa paraview. La informa-
cion de la estructura de la gota esta en los archivos binarios que describen al tensor Q. Lo que
visualizaremos con paraview es el parametro de orden escalar (S) y al director (), para lo cual hay
que extraer (de los archivos binaros) al tensor Q en cada nodo, diagonalizarlo y guardar en archivos
con formato VTK los campos respectivos S(7) y 7u(7).
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Figura 5.4: En figura (a) vemos el parametro S en la malla y en la figura (b) tenemos la interpolacion
del parametro S en toda la esfera.

Recordemos que sblo conocemos los valores del tensor Q en la malla que hemos designado, esto
es una limitante pues, si deseamos estudiar la estructura y topologia de los campos S y 7 en el
interior de la gota, entonces es necesario tener al parametro de orden escalar (,S) de forma continua.
Para obtener al parametro de orden escalar de forma continua, interpolamos a este parametro con
la funcion generalized thin-plate spline en toda la malla. En la figura 5.4 se puede apreciar la
comparacion de conocer al parametro de orden escalar en la malla y de la interpolacion.

Con esto, ya hemos procesado la informaciéon que recopilamos de la simulacién, lo que nos resta
es analizar la estructura de la gota asi como la evolucién de la energia de esta.
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Analisis de la energia y visualizacion interna de la gota

Comencemos por visualizar los archivos en los que tenemos almacenada la evolucion de la ener-
gia de la gota. Importando los datos a un graficador (que para nuestro caso usamos Mathematica),
podemos visualizar la evolucion de la energia como funcién de los pasos. De esta forma, veremos
cuando esta relajando al equilibrio y ver como finalmente flucttia alrededor del valor de equilibrio,
como se muestra en la figura (5.5). Adicionalmente, podemos usar las funciones de regresion de Mat-
hematica para caracterizar el valor medio de la energia en el equilibrio y conocer su incertidumbre
estadistica asociada.
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Figura 5.5: En esta figura estamos mostrando como es posible visualizar con ayuda de Mathematica
la evolucién de la energia total como funcién del nimero de pasos

El visualizador que utilizaremos para analizar la estructura de la gota es el programa llamado
paraview. Este visualizador requiere de un formato vtk [27], mismo que generamos en la etapa
anterior. Una vez procesada la informacién del tensor Q, podemos visualizar al pardmetro de orden
escalar (S) en toda la esfera y al director (7) en la malla de la esfera. En la figura (5.6) tenemos un
ejemplo de esto, donde se us6 la capacidad de paraview de mostrar simultaneamente a S (en una
escala de colores) y a 7 (como varillas).

Figura 5.6: En esta figura estamos mostrando el resultado de interpolar el parametro de orden
escalar (S) y al director en la malla.

Ya que tenemos una forma de como visualizar el interior de la esfera, lo que nos interesa es
verificar que los resultados del método Monte Carlo propuesto reproducen los resultados previa-
mente encontrados con otros métodos. Una vez establecido esto, podremos estudiar nuevos sistemas



CAPITULO 5. RESULTADOS 68

y condiciones. En la siguiente seccion llevamos a cabo la verificacion, comparando con resultados
reportados en la literatura.

5.2. Comparacién con distintos sistemas.

Compararemos nuestro resultados con dos sistemas de gotas esféricas de cristal liquido: en el
primer sistema solo consideramos energia elastica y de Landau-de Gennes, para el segundo sistema
consideraremos energia superficial y elastica. Para el primero verificaremos que nuestros resulta-
dos estén en concordancia con los obtenidos por Mkaddem et al. [34], donde solo se consideran
contribuciones energéticas debidas a la energia elastica y la de Landau-de Gennes . Para el se-
gundo mostraremos que el método reproduce la configuracion radial, axial y uniforme al estar en
condiciones similares a las que se encuentra esta configuracion en experimentos[39] y simulaciones
previas|14], donde solo se considera contribuciones energéticas debidas a la energia superficial y
elastica. Comencemos por el sistema estudiado por Mkaddem et al. [34].

Estudios teoricos en los que se utiliza al parametro de orden tensorial y de simulacién numérica
utilizando el método de elemento finito realizados por Gartland et al. [18] y Mkaddem et al. [34],
encuentran una transiciéon entre una configuracién radial y una configuracion que tiene un defecto
de anillo. Esta transicion fue estudiada previamente por Sonnet et al. [43]. Sin embargo, Mkaddem
encontr6 mediante simulaciones de elemento finito que la transiciéon no es una transicion abrupta,
sino que existe una zona donde coexisten ambas configuraciones, esto lo podemos apreciar en la
figura 5.7 donde se indican las configuraciones observadas para valores dados del radio R de la gota
y de un parametro adimensional t (que indica la proximidad de la temperatura del sistema a la
temperatura de transicion is6tropo-nematico)..
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Figura 5.7: En el diagrama de fase obtenido por Mkaddem [34], la linea solida es la transicion y la
zona entre las lineas punteadas es la zona de coexistencia entre las configuraciones radial (hedgehog)
y de anillo.

Tomando las mismas condiciones que las utilizadas por Mkaddem et al. [34], fijamos el valor
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de 6x107!2J/m para la constante elastica (L;) y utilizaremos la aproximacién de que todas las
demas constantes elasticas sean cero. Utilizamos una longitud de coherencia de 120 nanémetros, al
igual que lo utilizado por Sonnet y Mkaddem. Los estudios que realiz6 Mkaddem son para sistemas
que van de un radio de 1 a 25 longitudes de coherencia. Nosotros nos enfocamos en estudiar a un
sistema de 17 longitudes de coherencia pues este tamano esta dentro del intervalo estudiado por
Mkaddem. Escogimos este sistema por practicidad, ya que un sistema més grande requeriria de un
mayor tiempo de computo y el propdsito de este calculo es verificar que el nuevo método reproduce
los resultados ya publicados.

En los estudios que realiza Mkaddem et al. [34], la energia de Landau-de Gennes tiene la siguiente
forma,

[tr (Q2)]? (5.1)

=1 Q

A B
fb = gtr (Qz) — gtr (QB) -
donde A = a(T — T™) y el parametro adimensional ¢ se define como,
274 _1- ¢
T "
B2 — =

c

t = (5.2)

Dado que nosotros expresamos a la densidad de energia de Landau-de Gennes adimensionalizada
(ecuacion 4.68) como,

N 1 U U U 2
o = 3 (1-5) @) - Sm(@)+ (@), 53
tenemos que el parametro adimensional ¢ en términos de U es,
1-L
t = 1 _ [[]]C . (5'4)
U*

Ya que t estd en funcion de U, y el valor de U*, necesitamos determinar los valores corres-
pondientes a la forma dada en la Ec. (4.68). El valor de U, para el que ocurre la transicion es
U = 2.7[19]. Para determinar el valor de U* debemos recordar que es el limite de metaestabilidad
de la fase isotropica, es por esto que lo que debemos pedir es que U™ sea tal que,

>0
5=0

<0, (5.5)
S=0

(82deG(U* - e))
952

(32deG(U* + 6))
052

con € arbitraria. Esto pasa para U = 3, es por esto que U™ es tres.

Para comparar con los resultados obtenidos por Mkaddem, realizamos muestreos en las tres
zonas que exhibe Mkaddem para un valor de 17 longitudes de coherencia, estas tres regiones se
muestran en la figura 5.8. La primera region (linea roja) es para 0.84< t <1, es la zona en que la
gota adopta una configuracion radial. La segunda region (linea azul) es para -4.6< t <0.84, es en
donde coexisten las dos configuraciones. La tercera region (linea verde) es para un valor de ¢ < -4.6,
y aqui la gota adopta una configuracién con defecto de anillo.
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Figura 5.8: En esta figura se muestran las regiones encontradas por Mkaddem [34] para un valor del
radio de la gota R=17. Por encima de la linea punteada tenemos la fase isotropica, la linea solida
roja es la region de la fase radial. La linea azul es para la regién de coexistencia y la linea verde es
la zona de defecto de anillo

Hacer un muestreo en la zona en que la gota adquiere una configuracion radial tiene el problema
de estar muy cercana a la transicion a la fase isotropica, es por lo que encontramos que el director
tiene una configuracién radial pero el pardmetro de orden escalar es muy cercano al valor de la
transicion. Esto lo podemos apreciar en la figura 5.9.
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Figura 5.9: En esta figura mostramos la configuracion de equilibrio para los puntos azules sobre la
linea roja que es la zona radial.

A continuacion vamos a realizar un muestreo en la zona de coexistencia. Mkaddem et al. [34]
encuentran que en esa zona dando los mismos valores para t pueden encontrar que el sistema adopta
una configuracion radial o de anillo. Lo que nosotros encontramos es que en esta zona, podemos
encontrar que para un valor de ¢ en esta regiéon, no podemos saber a priori cual seréa la configuracion
de equilibrio. Hemos encontrado que para un valor especifico de ¢, la configuracion de equilibrio sea
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la que tiene un defecto de anillo pero, un ligero cambio en el valor de ¢ o en las condiciones iniciales
hace que la configuracion de equilibrio sea la radial. Esto se aprecia en la figura 5.10.
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Figura 5.10: En esta figura mostramos la configuracién de equilibrio para los puntos azules sobre
la linea a trazos que es la zona de coexistencia.

Por dltimo lo que nos resta es explorar la zona en donde la configuracion estable es la que tiene
un defecto de anillo; en efecto, recuperamos la configuracion esperada. Esto lo mostramos en la
figura 5.11. Con esto, podemos ver que nuestro método esta en concordancia con lo reportado por
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Mkaddem [34].
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Figura 5.11: En esta figura mostramos la configuracion de equilibrio para los puntos azules sobre
la linea solida negra que es la zona de configuracién de anillo.

Otro sistema contra el que deseamos comparar es el utilizado por Erdmann et al. [14]. Nuestro
modelo tiene mas grados de libertad que este modelo, ya que nosotros estamos considerando tres
contribuciones energéticas (la energfa superficial, elastica y la de Landau-de Gennes) y el método
utilizado por Erdmann et al. [14], solo considera dos energias: la energia superficial y la energia
elastica.
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Debido a que no se especifican los parametros utilizados para las constantes elasticas en el
articulo de Erdmann et al. [14], lo que haremos sera considerar un sistema muy similar al estudiado
por Mkaddem et al. [34], ya que en este articulo si se especifican todos estos parametros.

Dado que no estamos considerando exactamente el mismo sistema, es natural pensar que el
diagrama de transiciéon de fase no sea el mismo, pero debemos obtener la misma estructura cuali-
tativamente.

La tnica variable que Erdmann et al. [14] cambian para obtener la configuracion radial, axial
y uniforme es la razoén entre el radio de la esfera y la longitud de extrapolacién. De esta forma,
tenemos que, para un anclaje fuerte (R/Leyxs >> 1) el sistema adquiere una configuracion radial.
La configuracion uniforme se obtiene cuando el anclaje es débil (R/Lext < 1) y la configuracion
axial se obtiene para un anclaje intermedio (R/Lext =~ 10), tal como se muestra en la figura 5.12.
Algo similar obtiene Hernandez et al. [22], solo que el trabajo que ellos realizaron lo llevan a cabo
en gotas de un radio cercano a 10 nanémetros utilizando dindmica molecular. Gupta et al. [20]
estudian este tipo de configuraciones, pero en sus experimentos las gotas que pueden manipular son
de mas de 700 nanémetros.

Si bien es cierto que Erdmann y colaboradores varian solamente la razon R/Lext, lo que se
estd modificando implicitamente es la energia superficial en relaciéon con la energia eléstica. Esto es
debido a que la energia superficial es, aproximadamente,

AFaup = WoR?. (5.6)

Para la energia elastica tenemos que,

AFuas ~ KR. (5.7)

De esta forma, la razon entre ellas es proporcional al cociente R/ Lext,

AFop _ Wy

A, © K (5.8)
KR

= KL (5.9)
R

= I (5.10)

Entonces, para el sistema que estan estudiando, las transiciones de fase las encuentran para,

AFup
A«7:elas

~ 1,10,18.2, (5.11)
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R/de>18

Figura 5.12: Esta es la transicién que obtienen Erdmann et al. [14]

Como ya hemos dicho, el sistema que estamos estudiando no es exactamente el mismo ya que
las constantes elasticas que utilizamos no necesariamente son iguales (dado que Erdmann et al. no
las proporcionan). Nosotros daremos las relaciones que deben cumplir la energia superficial vs. la
energia elastica para obtener estas mismas transiciones para el sistema que hemos decidido estudiar.

Inicializaremos los tres sistemas de forma idéntica, en donde solo haremos variar la relacién
R/Leyxt. Los tres sistemas tienen 258 nodos, de los cuales 42 se encuentran en la superficie y 216
estan en el bulto. Estamos considerando gotas con un radio de 18 longitudes de coherencia y dado
que tenemos una longitud de coherencia de 120 nandémetros, entonces el radio de las gotas es de
2.16 pm. Ademas, el valor de la constante elastica es de 6.1 x 1072 J/m, que corresponde a los
parametros del cristal liquido MBBA [34]. En la figura 5.13, estamos mostrando la inicializacion de
las tres simulaciones.
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Figura 5.13: En (a) tenemos la configuracion en el exterior de la esfera y en (b) tenemos la confi-
guracion en el interior de la esfera, para el sistema a comparar con los resultados de Erdmann et
al.

Después de 1.5x10° pasos MC, obtenemos los resultados mostrados en la figura 5.14. Lo que
nosotros obtenemos es que para un valor de R/ < 0.5 tenemos una configuracion uniforme. Para
valores entre 0.5< R/£y <2 coexisten la configuracion axial y uniforme. Para valores en el intervalo
2 < R/&y < 10.2 tenemos una configuracion axial y por ultimo, para valores de R/£y > 10.3 tenemos
que la configuracion estable es la radial.
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Como esperabamos, el sistema que hemos estudiado no tiene la transicion exactamente en los
mismos puntos que el sistema estudiado por Erdmann et al. [14]. Esto es debido a que estamos
considerando distintas constantes elasticas, sin embargo, el sistema estudiado presenta exactamente
las mismas estructuras que en el estudio realizado por Erdmann y colaboradores y no encontramos
alguna otra configuracion entre estas tres.

R/&,=0.1 R/&o =5 R/& =12

R/& < 0.5 2 <R/£=<10.2 10.3 < R/é

Figura 5.14: Esta es la transicion que obtenemos para el sistema estudiado

Ya que tenemos evidencia de que nuestro método reproduce adecuadamente lo reportado por
otros investigadores [43, 14, 34], lo que haremos es estudiar como varian los resultados numéricos
en nuestra gota al ir cambiando el niimero de nodos en nuestra simulacion.

En nuestro método tenemos la libertad de seleccionar el niimero de puntos en los que deseamos
estar midiendo al parametro de orden tensorial. Es claro que, si seleccionamos muy pocos puntos
para nuestra malla, es posible que el sistema sea susceptible a un cambio en estos. Sin embargo,
para un numero lo suficientemente grande de ellos, algtin incremento ¢ disminucién en estos, no
deberia afectar las estructuras que observemos.

Una forma de demostrar esto es a través del estudio de la energia como funciéon del ntimero
de nodos en el sistema. Para esto, estudiamos el comportamiento de tres sistemas con un radio de
20 longitudes de coherencia y consideramos los parametros del MBBA [34]. En estos sistemas solo
variamos el ntimero de nodos. En la figura 5.15 mostramos la configuracién de equilibrio para un
sistema de 1042, 1770 y 2828 nodos, de izquierda a derecha.
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Figura 5.15: En esta figura se muestra la configuracion interna de las gotas. De izquierda a derecha
va incrementando el nimero de nodos.

En la figura 5.16 graficamos la energia de la gota vs. la raiz ctubica del inverso de los nodos pues
estamos considerando que la relacién lineal que siguen esta determinada por la distancia media
entre los nodos.
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Figura 5.16: En esta figura se esté graficando la energia total vs. la raiz cibica del inverso de los
nodos.

Ya que hemos hecho pruebas que confirmen que nuestro método proporciona informaciéon ade-
cuada, comenzaremos a estudiar los sistemas de nuestro interés, esto lo haremos en la siguiente
seccion.

5.3. Sistemas estudiados

Algunos experimentos realizados por Prishchepa et al. [39] muestran que la configuracion interna
de las gotas cuando tienen condiciones de anclaje heterogéneas es diferente a las que se obtienen
cuando las condiciones de anclaje son homogéneas. En nuestro trabajo, la intencién es construir
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un diagrama de transicion de las configuraciones debidas a la competencia entre los tres tipos de
energia libre consideradas en nuestro modelo en términos del tensor de alineacion Q.

5.3.1. Gotas de anclaje radial con una zona de anclaje planar y un radio
de 100 longitudes de coherencia.

En esta seccion la intencion es estudiar como el cambio en los parametros del sistema favorece
a una de las tres energias que estamos considerando y esto genera que el sistema adopte distintas
configuraciones. Para empezar a analizar y comparar las energias, haremos una estimacion de estas.

Consideremos entonces un confinamiento esférico en el que toda la esfera tiene un anclaje radial
salvo por una zona en que el anclaje es planar. Entonces podemos estimar como es que estan com-
pitiendo estas energias y asi identificar a los parametros adimensionales que gobiernan la estructura
interna de las gotas de cristal liquido.

Comencemos por la energia superficial. Para la energia superficial tenemos que un cambio lo
podemos aproximar por la regiéon del parche multiplicada por la intensidad del anclaje,

AFgp =W ASup. (5.12)
Analogamente para la energia de Landau-de Gennes, estimamos a esta energia por el volumen

donde el parametro de orden escalar sea menor al del neméatico y lo multiplicamos por la constante

A

)

A]:LdG ~ A AVol (513)

Para la energia elastica, recordemos que la expresion para calcular ésta (3.40) y la aproximamos
considerando a L1 # 0 y las demés constantes elésticas iguales a cero; de esta forma la ecuacion
3.40 es

_ & 3 8ij ?
Felas = D) /d T ( or, . (514)

Nuevamente, la integral la aproximaremos tomando que la derivada es del orden de la unidad

dividida por el radio del parche, asi,
0Qjk 1
~ 5.15
(%)~ 7 (5.15)

donde R¢y, es el arco del centro del parche hasta su periferia.
Aproximamos un cambio de la energia eléstica como

Ly
RZ 42

AFuas =~ AVol. (5.16)

Ya que tenemos una aproximacion del incremento energético en un cambio en la configuracion
del sistema, podemos establecer zonas en el espacio de parametros en las que una de estas energias
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es menor que las demas. Comencemos por comparar la energia de Landau-de Gennes contra la
energia superficial. Podemos calcular la razén entre estas usando las ecuaciones (5.13) y (5.12),

A]:LdG - A AVol
AFap W ASup’

(5.17)

Para poder relacionarlas, aproximaremos al volumen que se encuentra debajo del parche como el
area del parche por veinte longitudes de coherencia. Esta aproximacion esta basada en lo observado
en las simulaciones (ver figura 5.17). Con esto, la relacion que tenemos es

a)

Figura 5.17: En esta figura se hizo un corte a 80 longitudes de coherencia para los casos en que el
C. L. esté en fase isotropica (a) y para el caso en que existen distorsiones elasticas (b).

R
AVol ~ —
Vo 3

ASup. (5.18)

Sustituyendo la ecuacién 5.18 en la relaciéon 5.17,

A]:LdG - AR Asup

~~ . 5.19
AFsup 5W  ASup ( )

Utilizando la definicién de la longitud de extrapolacion (2.53) y la definicion de la longitud
caracteristica (4.59), podemos escribir la razon anterior como,

(5.20)

Ahora comparamos la energia elastica contra la energia superficial. La razén entre estas dos
energias la podemos calcular usando las ecuaciones (5.16) y (5.12),
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AFues Ly 1 Avol

~ —_ . 5.21
A-7:.sup Rg(b% w ASllp ( )
Sustituimos la ecuaciéon 5.18 en la relacion 5.21,
AFelas L 1 A
Aeas  _In R ASup (5.22)

AFap  R202 W 5 ASup’
Nuevamente utilizamos la definicion de la longitud de extrapolaciéon (ecuacion 2.53) y obtenemos,

A-F‘elas ~ 1 le

- le 5.23
AFsup 5¢2 R’ ( )
multiplicamos y dividimos entre la longitud de coherencia (\.),
1
A]:cslas 1 )TE
- - 5.24
AFsup 5¢2 & (5.24)

>

c

Dado que las relaciones 5.20 y 5.24 estan en términos de las variables adimensionales R/\. y
le/Ae, las definiremos como radio de la gota reducido (R*) y longitud de extrapolacion reducida
(I%), respectivamente. De esta forma, reescribimos a las ecuaciones 5.20 y 5.24 en términos de las
variables reducidas,

AFrdc 1

~ - R I} 2
AFsup 5 Rl (5.25)
A«7:e1'(3»s 10

R 5.26
A-7:.'sup 5 ¢2 R* ( )

Estudiaremos tres distintas situaciones. En la primera situacion, la energia de Landau-de Gennes
es la menor de todas. En la segunda situacién la energia elastica es la menor comparada con las
otras dos. En el tercer y ultimo caso, es la energia superficial la menor de las tres. Esto nos lo
planteamos para poder ver cuales son los efectos dentro de la gota.

Partimos de una gota con un radio de 100 longitudes de coherencia, con una longitud de cohe-
rencia de 20 nanémetros y un valor de 1 x 107! J/m para la constante elastica (L;). En esta gota
tenemos mayormente un anclaje radial y solo una zona de ésta tiene un anclaje planar, tal como
se puede visualizar en la figura 5.18. En estas imégenes, las lineas negras son la representacion del
director y el color indica el parametro de orden escalar (S).
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Yy
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0.1 < 0.1
i N i
0 0

Figura 5.18: En esta gréfica se muestra cual es la configuracién inicial para las tres distintas situa-
ciones

La tres diferentes situaciones las describiremos a continuacion.

Caso I: Cuando la energia de Landau-de Gennes es la menor

Para que la energia de Landau-de Gennes sea la menor, partamos de la ecuacién 5.25. Para un
radio reducido fijo, considerando una longitud de extrapolaciéon reducida mucho menor de uno,

~- R I} 1 5.2
Afsup 5 R e << I ( 7)

con esto, estamos favoreciendo a que el sistema minimice la energia a través de la energia de Landau-
de Gennes. En la figura 5.19 se observa este caso. Lo que hay que notar es que en los nodos que
son de anclaje planar la orientacion del C.L. sigue estando tangente a la superficie. Atn cuando
podriamos pensar que existen distorsiones eldsticas dado que el director se esta orientando con el
anclaje planar, dado que el pardmetro de orden escalar es muy cercano a cero, esto implica que
Q =~ 0 al igual que sus derivadas espaciales. Ya que las derivadas espaciales de Q son cercanas a cero
en esta region, cualquier contribucién energética debido a las distorsiones elasticas es despreciable.
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Figura 5.19: En esta figura observamos la configuracion estable para un anclaje fuerte.
A continuacién estudiaremos el caso en que la menor de las tres energias es la eléstica.

Caso II: Cuando la energia elastica es la menor

Para que el sistema minimice la energia a través de distorsiones elasticas, lo que debemos de
considerar es tener un anclaje superficial medio, pues asi, la longitud de coherencia seria del orden
de la longitud de extrapolacion y de esta forma, se cumple que,

AFelas 1
~ < <1 5.28
AFsup 2 ¢2 R* ( )

En la figura 5.20 tenemos el caso en que la longitud de extrapolacion es parecida a la longitud de
coherencia.



CAPITULO 5. RESULTADOS 83

Figura 5.20: En esta figura observamos la configuracion estable para un anclaje medio.

Tanto en el caso I como en éste, podemos apreciar que los nodos de anclaje planar no dejan
de ser tangentes a la superficie. También se perciben distorsiones elasticas cercanas al parche pero,
dado que el parametro de orden escalar es el de un nematico, ahora estas distorsiones elésticas si
contribuyen energéticamente, a diferencia del caso anterior . Ya solo nos resta estudiar el ultimo
caso, que es cuando la energia superficial es la menor de todas.

Caso III: Cuando la energia superficial es la menor

El sistema minimizara la energia a través de la energia superficial cuando el anclaje sea débil,
pues de esta forma [, >> A, y esto implica que,

AJ elas 10
~ £ 1. 5.29
AJ sup 2 (7252 R* == ( )

Esta caso se observa en la figura 5.21. Lo que podemos observar de este caso es que algunos
nodos que en un principio estaban en un anclaje planar, ahora estan practicamente radiales a la
superficie. Notamos que en el bulto el parametro de orden escalar es mayor al de transicion y que
casi no existen distorsiones elasticas en el director.
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9.3
0.2
0.1

Figura 5.21: En esta figura observamos la configuracion estable para un anclaje débil.

Estas tres situaciones las exhibimos en el siguiente diagrama de transicion de configuraciones
(figura 5.22). En la zona gris (caso I), es cuando el sistema minimiza la energia a través de la energfa
de Landau-de Gennes, que es el caso de un anclaje fuerte. Para la zona blanca (caso II), lo que
tenemos es un anclaje mediano y el sistema minimiza a través de la energia eléstica. Para la ultima
seccion (caso I11),el sistema est4 minimizando la energia a través de la energia superficial que es el
caso de un anclaje débil.

10*

g Caso | (E 4G es la menor) Caso Il (Eg,s es la menor) Caso lll (Egyp es la menor)
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Figura 5.22: En esta figura observamos la transiciéon estructural debida a la intensidad del anclaje.
Los puntos sefialados como A, B y C corresponden a los sistemas mostrados en las Fig. 5.20 a 5.22,
respectivamente.
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5.3.2. Gotas de configuracién interna bipolar y anclaje superficial planar
con una zona de anclaje radial.

El sistema que estudiaremos a continuacién es una configuracion bipolar que tiene una zona de
anclaje homeotropica (parche radial). Este parche radial, que tiene por didmetro el 40 % del radio
de la esfera, lo situamos en un punto fijo de la esfera y realizamos una simulacién para obtener la
configuracion de equilibrio. Luego, realizamos varias simulaciones con el parche en distintos lugares
en la superficie de la esfera. En la figura 5.23 mostramos la superficie de dos sistemas al inicio de
la simulacion.

S S
9.3 9.3
éo.z fo-2
] 0.1
E0.1 i
0 0
a) b)

Figura 5.23: En la figura a) tenemos a una gota con el parche en el polo (§ = 0°) y en la figura b)
tenemos el parche en el ecuador (0 = 90°).

Para dar una predicciéon del comportamiento de la energia de la gota, primero partamos por dar
una justificacién al desarrollo que haremos. Comencemos por definir el sistema coordenado en el
que se encuentra nuestra gota. Elegimos arbitrariamente que el eje z atraviese los polos de la gota
bipolar. Esto lo hacemos solo para simplificar la descripcion que daremos del sistema.

Dado que la gota de configuracion bipolar con una zona de anclaje radial tiene simetria azimutal,
lo que esperamos es que la energia de la gota sea solo funciéon del angulo polar. Es por esta razéon
que haremos un desarrollo en serie de Fourier para la energia, de esta forma, estariamos haciendo
uso de la periodicidad y simetria del sistema. La energia se puede expresar como

E@®) = i Ay sin(n 6) + i By, cos (m ). (5.30)
n=1 m=0

Como ya hemos dicho, la energia no es funcion del angulo azimutal (E # E(¢)), entonces para
una valor dado de 6 y de ¢, podemos hacer una rotacién de 180° en ¢ y la energia del sistema no se
perturba, pero hacer esta rotacion especifica también se pude obtener si en vez de tener el parche
en un angulo (6, ¢) lo tenemos en (—6, ¢). Como ambas configuraciones son la misma, concluimos
que,

E () = E(-9). (5.31)
Con esta condicion, el desarrollo debe de ser a través de funciones pares: esto implica que

A, = 0. (5.32)
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Hasta ahora la energia de la gota la podemos expresar como,
oo
E () = Z By, cos(m 0). (5.33)
m=0

Ahora vamos a imponer la condicion de que los polos de la gota sean indistinguibles, esto se
interpreta como

E®) = E(rn-90). (5.34)
Al imponer esto, se debe cumplir que,
cos(m 6) = cos|m(m—0)] (5.35)
= cos (2mm) cos (2m#@) + sin (2mm) sin (2mb) (5.36)
0
= cos(2mm) cos (2m#) . (5.37)

Esto se cumple solo si cos (2mm) = 1 y esto es cierto solo si m es un nimero par. Aplicando esta
condicion tenemos que la energia esté en funciéon de un desarrollo de la siguiente forma,

o
E(0) = > Bapcos(2mb). (5.38)

m=0
En la figura 5.24 mostramos los resultados de la energia como funciéon de 6 obtenidos con
simulacion Monte Carlo para gotas de 18 longitudes de coherencia de radio, con una longitud de
coherencia de 7.15 nanémetros y el valor de la constante eldstica es de 1 x 107 J/m (L1) que
corresponden a los pardmetros de una gota de 5CB [23]. Estos sistemas tienen 162 nodos en la

superficie y 510 nodos en el bulto.
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Figura 5.24: En esta grafica se muestra la energia total de la gota como funcién de 6. Los puntos
azules son las simulaciones realizadas y la linea a trazos es la interpolacion que se realizo.



CAPITULO 5. RESULTADOS 87

Lo que encontramos es que cuando el parche se encuentra en uno de los polos, la gota tiene la
menor energia. Al alejar el parche del polo observamos que la energia se incrementa hasta alcanzar
su maximo en el ecuador.

Whitmer et al. realizaron una simulacién de dinamica molecular para una gota de 25 o con
parches de 8 y 10 g de diametro. Estos parches tiene una longitud del 16 % y 20 % del radio de la
esfera, respectivamente. Sus resultados se ilustran en la Fig. (5.25).
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Figura 5.25: En esta grafica se muestra el comportamiento de la energia como funcién del angulo
# para dos parches de diametro 8 y 10 o [47], obtenidas por Whitmer et al. por medio de una
simulacion de dinamica molecular para particulas de Gay-Berne.

La esfera que Whitmer et al. estudian es una esfera de 12 nanémetros de radio con un parche
del 20% del radio de la esfera y obtienen que la diferencia de energia de tener al parche en el
polo a tenerlo en el ecuador corresponde aproximadamente a 75 kgT'. Nuestro estudio lo realizamos
para gotas de 130 nanémetros de radio. El radio de nuestro parche es del 40 % del radio de la gota
y obtenemos que la diferencia energética es de 230 kgT. Podemos apreciar que cualitativamente
tienen el mismo comportamiento y dado que el radio de nuestro parche es mayor, tenemos una
diferencia energética mas grande que la exhibida por Whitmer et al.

Estos son los sistemas que hemos estudiado y con esto concluimos el estudio de cristales liquidos
en un confinamiento esférico.
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Conclusiones y perspectivas.

El objetivo de este trabajo fue analizar la estructura interna de gotas de cristal liquido de radios
en un intervalo de centenas de nanémetros a micras. Estas configuraciones corresponde a estructuras
de equilibrio que se obtienen al minimizar la energia libre de las microgotas con condiciones de
anclaje heterogéneas.

En los tres primeros capitulos se estudian cristales liquidos confinados, asi como la definicion
del parametro de orden tensorial. Esto se hizo con la intencién de delimitar el fen6meno en estudio.
En el capitulo cuatro se propuso un método que nos permitiera estudiar a estas microgota. En este
modelo, se consideraron tres contribuciones a la energia libre: la energia superficial, la de transicién
de fase isotropo-nematico y la energia elastica. Ya que hasta el momento no se han reportado
simulaciones mesoscopicas tipo Monte Carlo en donde se incluyan estas tres energias, en el capitulo
cinco se verificd que el método funciona adecuadamente al reproducir lo ya reportado por otros
investigadores [43, 14, 34]. Una vez hecha la comparacion, utilizamos este método para estudiar los
sistemas de nuestro interés.

El describir la configuracion del C. L. en términos del pardmetro de orden tensorial y no del
director, nos permite obtener informacion del sistema aun cuando exista algun defecto en la confi-
guracion de la gota pues, en un defecto topologico, el director no esté definido y el pardmetro de
orden tensorial si esta definido [42].

Al utilizar a Q podemos perturbar tanto al pardmetro de orden escalar S como al director 7 ,
esto genera que tengamos mas grados de libertad que el modelo utilizado por Erdmann et al. donde
pueden variar solamente al director (S esta fijo). Asi, el tener méas grados de libertad nos permite
construir un diagrama de transiciones estructurales mas detallado que los obtenidos por Erdmann
et al. Esto se hace evidente al comparar la configuraciéon radial predicha por Erdmann et al. con la
predicha por nuestro modelo. En el modelo de Erdmann et al. en la configuracion radial encuentran
un defecto tipo puerco espin (hegdehog) en el centro de la esfera y en nuestro modelo encontramos
que, si bien el director tiene una configuracion radial, el parametro de orden escalar es cercano al
que adopta en fase isdétropa en una region en el centro de la gota, por lo que no tiene sentido hablar
del director en esa zona. Esto mismo se presenta en la configuracion axial, donde lo reportado
por Erdmann et al. solo muestra la curvatura de las lineas de campo del director. Nuestro modelo
muestra es que ademas de que las lineas de campo del director tienen esa curvatura, el pardmetro
de orden escalar revela que existe un defecto lineal en el interior de la gota en forma de toroide
o anillo. Asi, vemos que gracias a la inclusién de mas grados de libertad tenemos un diagrama de
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transicion de estructuras mas amplio que el propuesto por Erdmann et al.

El primer sistema que estudiamos, una gota con anclaje radial y una zona planar, nos permitioé
saber en que region del espacio de pardmetros podemos observar las distorsiones elasticas. Este
sistema simula una gota cubierta mayormente por tensoactivo y una zona pequefia por solvente. Al
estudiar este sistema, con las tres energias libres descritas ya, se propuso una explicacion tedrica de la
importancia relativa de cada una de ellas para poder construir un diagrama de transicién estructural
en el espacio de parametros. Este diagrama nos predice cual de las distintas configuraciones adoptara
el sistema al variar la intensidad del anclaje planar. Lo que encontramos es que la configuracion
que adoptara la gota esta en funcion de los pardmetros adimensionales R/A. y lo/Ac, esto es,
los distintas combinaciones de parametros fisicos (como el radio, las constantes elasticas y los
coeficientes de anclaje) dan lugar a la misma situacion cuando se examinan en el espacio de variables
adimensionales.

Una vez conocido el intervalo de los parametros en los cuales podemos observar las distorsiones
elasticas, estudiamos una gota recubierta por mayormente por solvente y con una regién menor
cubierta por tensoactivo. Inicialmente tienen una configuracion interna bipolar, dado que el anclaje
es mayoritariamente planar. Experimentalmente se reporta que cuando una microgota esta en esta
situacion, la zona de tensoactivo estd4 en una de los polos [47]. Simulamos la energia libre de la
gota como funciéon de la posicion del parche radial y encontramos que mientras mas cercano esté
el parche al polo, menor sera la energia. El maximo se alcanza cuando el parche se encuentra el el
ecuador. De esta manera se justifico lo observado en los experimentos.

Como perspectivas futuras que se obtienen de haber realizado este trabajo, se contemplan varias
posibilidades. Una posibilidad es incluir méas de un parche y calcular la energia de interacciéon entre
ellos. Esto se puede aplicar para ambos sistemas estudiados, tanto los de tipo radial como los
bipolares. La inclusién de mas parches nos lleva a pensar que es necesario dejar que éstos puedan
moverse libremente por la superficie de la microgota, con el fin de encontrar cual es la configuracion
mas estable que adoptaria el sistema en una sola simulacién.

Otra posibilidad es variar el tamafio de las zonas de anclaje radial pues, al comparar con lo
obtenido por otros investigadores [47] se hace evidente que la energia de la gota debe ser funcion
del tamano del parche.

Trabajos realizados por Hernandez et al. [22] obtienen un transicion continua de la configuracion
bipolar a la configuraciéon uniaxial al cambiar gradualmente de un anclaje planar a un anclaje
homeotroépico. En las simulaciones que realizamos el anclaje no varia gradualmente sino que, tenemos
un cambio abrupto entre un anclaje planar o un anclaje homeotropico. En las perspectivas se
considera realizar estudios donde variemos gradualmente el anclaje.

En el modelo de energia elastica de Frank-Oseen se consideran modulos elasticos que por falta de
informacion, experimental y teorica, algunos investigadores no inclufan [14]. En recientes estudios
tedricos se dan estimaciones de los valores de las constantes elasticas [37]. La metodologia propuesta
puede usarse para simular y estudiar las configuraciones estables que se obtendrian de considerar
estas constantes e incluir la energia de Landau-de Gennes, lo cual puede servir para disenar los
experimentos correspondientes.

Finalmente, hasta este momento la metodologia planteada no considera a un campo externo,
pero la inclusién de un campo eléctrico o magnético es muy simple y experimentalmente factible.
El incluir a estos campos agrega mas energias libres y parametros adimensionales al sistema, por
lo que, el diagrama de transicién de estructura para este sistema podria ser més rico.
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