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Resumen

Este trabajo aborda el estudio de patrones de Turing, estructuras espaciales autoor-
ganizadas generadas por sistemas de reaccion-difusion, con énfasis en su formaciéon sobre
superficies tridimensionales. Se parte de una introduccion al concepto de difusion, las leyes
de Fick y los sistemas de reaccién-difusion como base para modelar la dinamica de estos
patrones.

En la seccién sobre mecanismos para la creaciéon de patrones, se presentan las condicio-
nes matematicas necesarias para la generacion de patrones de Turing en regiones planas.
Estas condiciones, derivadas del andlisis de estabilidad espacial y temporal, establecen los
criterios fundamentales para la aparicion de patrones y se utilizan como base para exten-
der el estudio hacia superficies tridimensionales mediante la introduccién del operador de
Laplace-Beltrami. A partir de estas condiciones, se desarrollan modelos de Turing capaces
de cumplirlas, como los modelos Turing lineal y exponencial, lo que permite generar una
gran variedad de patrones segun el tipo de sistema considerado. Ademas, se realiza un ana-
lisis de convergencia para verificar la confiabilidad de los resultados numéricos obtenidos
mediante el método de los elementos finitos.

En las formulaciones sobre superficies, el uso de la ecuacion de Laplace-Beltrami es central
para definir los problemas de reaccion-difusion en geometrias tridimensionales. Esto incluye
la formulaciéon variacional del problema, la construccion de funciones base y el ensamblaje
de las matrices de masa y rigidez necesarias para resolver las ecuaciones resultantes.

En la seccion de simulaciones numeéricas, se presentan una gran variedad de patrones
obtenidos sobre superficies tridimensionales a partir de los distintos modelos presentados,
tales como el modelo de Schnakenberg y el modelo de Gray-Scott. Ademas, se comparan
estos resultados con los patrones generados en regiones planas, analizando las similitudes
entre ellos. Este analisis permite evaluar el éxito de la estrategia utilizada para extender
la generacion de patrones en regiones planas a superficies tridimensionales.

Finalmente, las conclusiones resaltan la importancia del enfoque numérico para explorar
la formacion de patrones de Turing en superficies tridimensionales y plantean perspec-
tivas futuras, como la exploracion de nuevos modelos y aplicaciones en biologia, fisica
matematica y otras areas.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes y descripcion general del problema

En distintos &mbitos de la ciencia, en muchas de sus diversas aplicaciones surge comiin-
mente la necesidad de resolver ecuaciones diferenciales parciales sobre superficies, como
por ejemplo, en la dindmica de fluidos, la ciencia de materiales, los graficos por compu-
tadora, procesamiento de imagenes, formacion de patrones, etcétera. En nuestro caso, es
de principal intéres el estudio de patrones espaciales sobre superficies tridimensionales.

Como punto de partida podemos comenzar citando el articulo original de Alan Turing
[1], "The Chemical Basis of Morphogenesis", en el cual Alan Turing propone un modelo
tedrico para explicar como los patrones espaciales y las formas en organismos biolégicos
podrian surgir a partir de interacciones quimicas simples. Utiliz6 un sistema de ecuaciones
de reaccion-difusion para mostrar como la difusion de sustancias quimicas y su reacciéon
mutua podrian generar patrones complejos en un medio. Turing argument6 que esta in-
teraccion entre difusion y reaccién podria ser el mecanismo subyacente responsable de la
morfogénesis en organismos vivos, y sugirié que esta teoria podria aplicarse a una variedad
de contextos biologicos, como la formacion de piel, la morfogénesis de 6rganos y la gene-
racion de patrones en animales y plantas. Su trabajo sent6 las bases para la comprension
moderna de cémo los procesos quimicos pueden dar forma a la estructura y funcion de los
seres vivos durante su desarrollo.

A partir del trabajo de Turing, han surgido problemas asociados a la formacion de pa-
trones, la mayoria de ellos sin una respuesta clara atn [24]. Para modelar la difusiéon en
superficies y dominios curvos arbitrarios es necesario utilizar la geometria diferencial. El
modelo clasico de la difusion de Fick se puede extender a una variedad riemanniana orien-
table compacta general (por ejemplo, una superficie bidimensional lisa) reemplazando el
operador de Laplace con el operador de Laplace—Beltrami, que se puede escribir en coor-
denadas en la variedad en términos de un tensor métrico. Esto recupera exactamente el
Laplaciano en la superficie de esferas, cilindros y otros sistemas de coordenadas curvili-
neas, pero permite que los modelos se coloquen en superficies y dominios mas generales,
incluso en aquellos en los que un solo sistema de coordenadas global puede no ser posible
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125].

Si bien el analisis bésico de inestabilidad no cambia para los operadores de Laplace—Beltrami,
en comparacion con el Laplaciano estandar, la curvatura puede influir en la seleccion del
modo, asf como en la estructura de los estados modelados. A medida que aumenta el ta-
mano relativo del dominio (o disminuyen los parametros de difusion), la estructura de los
patrones observados se vuelve similar a la de los grandes dominios euclidianos, debido al
tamano relativo de la curvatura en comparacion con la escala de los patrones localizados.
Tales efectos de curvatura de tamaiio finito pueden desempenar un papel importante en
entornos celulares y de desarrollo donde solo emergen unos pocos elementos localizados
[26]. Sin embargo, méas alld de predecir cuando podriamos esperar tales efectos de tama-
no finito, al parecer el analisis lineal no ha sido explotado con éxito hasta la fecha para
describir cémo la curvatura deforma los patrones localizados.

El analisis de estabilidad lineal de equilibrios homogéneos para sistemas de reaccion—difusion
en variedades curvas es una extension leve del analisis en dominios unidimensionales. Sin
embargo, muchas de las herramientas para analizar la formacion de patrones lejos del esta-
do estacionario homogéneo no tienen extensiones directas a las variedades. Como ejemplo,
un valor propio espacial particular en la esfera tendra, en general, muchas funciones pro-
pias distintas, a menudo denominadas degeneradas, debido a su multiplicidad. Esto hace
que sea imposible predecir la estructura del patrén a partir del modo de crecimiento mas
rapido y complica el analisis utilizado para comprender la competencia del modo y la
estabilidad del patron |24]. Més alla de los problemas de degeneracion, hay muchas pre-
guntas abiertas sobre la influencia de la curvatura y la geometria multiple en general en
el aparicion y estabilidad de patrones alejados del equilibrio, especialmente en el caso de
estructuras poco localizadas, como las rayas [24].

En este sentido, este trabajo tiene como uno de sus objetivos obtener soluciones numéri-
cas utilizando aproximaciones mediante el método de los elementos finitos, debido a que
tiene un sustento teorico solido [28]. La generalizacion de codigos computacionales para
resolver problemas de difusiéon sobre superficies generales requiere tomar en cuenta las
caracteristicas de la geometria y su discretizacion, asi como la proyecciéon de los opera-
dores diferenciales estandar sobre el plano tangente a la superficie [27]. Finalmente, los
resultados numéricos nos permitiran desarrollar una buena intuicién acerca de las distin-
tas probleméticas relacionadas con la apariciéon de patrones en dominios curvos: efectos
de curvatura, efectos de tamano finito, seleccién de patrén por curvatura, entre otros.

1.2. Panorama general sobre patrones de Turing

La naturaleza siempre ha sido una fuente inagotable de inspiracion y maravilla. Desde
tiempos antiguos, hemos observado cémo los seres vivos, ya sean animales, plantas u otros
organismos, exhiben patrones sorprendentes en su apariencia y comportamiento. Estos
patrones no solo son estéticamente hermosos, sino que también desempenan un papel
crucial en la supervivencia y adaptacion de estas especies en sus entornos.

14



Figura 1.2.1: Patrones en la naturaleza.

Mas alla de la belleza que caracteriza los patrones en la naturaleza, una pregunta inquie-
tante desde el punto de vista cientifico, es conocer el origen y la causa de dichos patrones.
Uno de los primeros estudiosos en observar y analizar estos patrones en la naturaleza fue
el matematico y bidlogo britanico Alan Turing, en su ya citado y mencionado escrito pu-
blicado en 1952 que lleva por titulo "The Chemical Basis of Morphogenesis" [1], surgieron
como una soluciéon a la pregunta fundamental de cémo los organismos biologicos pueden
generar estructuras complejas y formas especificas a partir de procesos quimicos simples
y uniformes.

Antes de profundizar en las contribuciones revolucionarias de Turing, es importante desta-
car que otros cientificos, aunque en menor medida, tales como Thompson [2] e I. Prigogine
[3], entre otros, también aportaron a la comprension de los patrones en la naturaleza, desde
los patrones en las escamas de los peces hasta la simetria en las hojas de las plantas, cada
observacion ha contribuido a nuestro entendimiento del mundo natural que nos rodea.

Turing propuso que ciertos mecanismos de reacciéon-difusion podrian explicar como se
forman los patrones durante el desarrollo de organismos, como la distribucién de pigmentos
en la piel de los animales o la disposicion de células en estructuras como las plumas de las
aves. Los sistemas de reaccion-difusion, propuestos por Turing, ofrecen un marco teérico
para comprender como pequenas fluctuaciones en la concentracion de sustancias quimicas
pueden desencadenar la formacion de estructuras ordenadas y complejas. Estos sistemas
consisten en un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales que modelan la evoluciéon
temporal y espacial de las concentraciones de diferentes sustancias quimicas.

En los capitulos posteriores, nos sumergiremos en las condiciones matematicas y los prin-
cipios fundamentales propuestos por Turing, explorando como sus ideas han transformado
nuestra comprension de los patrones en la naturaleza y han abierto nuevas perspectivas
en campos como la biologia del desarrollo y la ciencia de los sistemas complejos.
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1.3. ;Qué es un patréon de Turing?

En el contexto del modelo propuesto por Alan Turing, un patréon de Turing se refiere
a la formacion de estructuras espaciales regulares y complejas en un sistema dinamico,

especialmente en sistemas biologicos, a partir de la interaccién entre un activador y un
inhibidor.

Activador. El activador es una sustancia quimica que promueve la formacion de un
patrén especifico. Su presencia estimula una reaccién autocatalitica®, lo que significa que
cuanto més activador hay en una region, mas activador se produce en esa misma region.
Esto conduce a la amplificacion local de la concentracion del activador. Asi mismo, el
activador es el encargado de producir al inhibidor mediante autocatalisis.

Inhibidor. El inhibidor es una sustancia quimica que suprime la formaciéon del patron.
A pesar de que su produccion depende del activador, este actia de manera opuesta al
activador, limitando su actividad en ciertas regiones y evitando que el patron se extienda
de manera ilimitada.

El mecanismo de formacion de patrones de Turing se basa en la interaccion entre el acti-
vador y el inhibidor, junto con la difusién de estas sustancias en el espacio. En términos
quimicos, el mecanismo de Turing para la creaciéon de patrones consiste en una compe-
tencia entre la activacion de cierto compuesto X y la inhibicion de cierto compuesto Y.
Entonces, para que este mecanismo pueda dar lugar a la generacion de patrones espaciales,
es necesario que el inhibidor Y se difunda més rapido que el activador, ya que, de otra
manera, el activador X se difundird méas rapido en el medio provocando asi la prevalencia
del inhibidor Y en el medio, sin la generacion de algtin patrén espacial en el mismo.

Cuando se establecen ciertas condiciones, como tasas de difusion y parametros especificos
del sistema, se produce un fendémeno de autoorganizaciéon que lleva a la formacion de
patrones espaciales regulares.

Este proceso puede resumirse de la siguiente manera:

Inicializacién: Se inicia con una distribucion homogénea de activador e inhibidor en
el sistema.

. . B Activador
@
. . [ Inhibidor

Figura 1.3.1: Distribucién inicial.

Autocatalisis y supresion: El activador promueve su propia formacion y la del

!Significa que el activador tiene la capacidad de promover su propia produccion.
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inhibidor a través de una reaccién autocatalitica, mientras que el inhibidor suprime esta
actividad en ciertas regiones. El tipo de supresion ejercida del inhibidor sobre el activador
depende en gran medida a las reacciones involucradas.

Activador . . .

Autocatalisis

positiva |::> . . .
Autocatdlisis . .
negatlva
Inhibidor
Figura 1.3.2: Reaccion autocatalitica. Figura 1.3.3: Supresion del inhibidor

sobre el activador.

Difusién: Ambas sustancias se difunden en el espacio, permitiendo que sus concentra-
ciones varien en diferentes partes del sistema.

o0 L X N ) @
“ .‘*.(. ". . . ‘. L‘,&#.'A_‘_,‘AYA‘_"_;TA{}¢¢¢ f'*‘/‘.v».,,t‘,
. ......‘..".. A A i A LA 4 A A
go0o A At AR AL AAAG s
./'."%. .,.. . i _"A_Y.'AY)r)'A‘l#'-TA'A"‘\"~'A'\
00000000000 YA AAA A AA AAAAALA A4
. . .,/. .)'...(.‘.. 6. “"Y‘v""‘/'f*'v"‘v"r‘f}‘f"*#'A""‘V"}
000000 00.000 UL EIRGEE00CTT

Ld A A A 4 A4 A A A i d 4 Addddby

Figura 1.3.4: Difusion. Figura 1.3.5: Reaccion.

Patron emergente: Debido a la interaccion entre el activador y el inhibidor, junto
con la difusion, se producen gradientes de concentracion que eventualmente conducen a la
formacion de patrones regulares, como rayas, manchas o celdas hexagonales.

Figura 1.3.6: Patron generado.

En resumen, un patron de Turing surge de la interaccion compleja entre un activador y
un inhibidor, donde el activador promueve la formacion del patrén y el inhibidor lo limita.
Esta dinamica, combinada con la difusion, da lugar a la autoorganizacion y la formacion
de patrones espaciales regulares en sistemas biologicos y otros sistemas dinamicos.
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1.4. Objetivos de esta tesis

Al inicio de la parte introductoria se establecieron los objetivos generales del presente
trabajo, sin embargo, tales objetivos no fueron expresados de manera especifica; asi que,
enseguida enunciaremos, de manera mas clara y precisa los objetivos a cumplir en esta
tesis:

= Capitulo 1. Dar una descripciéon general del problema y proporcionar un panorama
general sobre los patrones de Turing.

= Capitulo 2. Proporcionar los conceptos, definiciones y resultados requeridos, que
permitan una comprension mas rapida en capitulos posteriores.

= Capitulo 3. Establecer las condiciones matematicas para la generacion de patro-
nes de Turing sobre regiones planas y presentar algunos modelos para los cuales
se realicen simulaciones computacionales teniendo como base teérica el Método de
Elemento Finito y como sofware computacional el programa MATLAB.

= Capitulo 4. Presentar el operador de Laplace-Beltrami como herramienta que nos
permita resolver numéricamente problemas de difusion sobre superficies tridimensio-
nales. Acto seguido, generalizar para dominios superficiales mediante este operador
los sistemas reaccion-difusion estudiados en el capitulo 3. El objetivo es resolver la
ecuacion Laplace-Beltrami en su forma parabdlica (dependiente del tiempo) y co-
mo un caso particular, resolver dicha ecuacion en su forma eliptica (no dependiente
del tiempo) con su respectivo analisis de convergencia del programa computacional
utilizado para resolver dichas ecuaciones.

= Capitulo 5. Se procedera a presentar las simulaciones computacionales realizadas
para superficies tridimensionales, no sin antes presentar el método de solucién nu-
mérica a utilizar y proporcionar un estudio detallado de la generacion de mallas
triangulares tanto para regiones planas como para superficies y analizar su calidad.

= Capitulo 6. Conclusiones y perspectivas.

Es importante mencionar que varios de los resultados obtenidos en esta tesis fueron publi-
cados en un articulo titulado "Numerical Turing Patterns Formation on 3D Surfaces with
a Linear Finite Flement Method", el cual fue publicado el 25 de noviembre de 2024 en
el Boletin de la Sociedad Mexicana de Computacion Cientifica y sus Aplicaciones (SMC-
CA). En dicho articulo, ademaés, se consideran algunos modelos de reaccion-difusion para
la generacion de patrones de Turing que no se abordan en esta tesis, pero que pueden ser
consultados para complementar y ampliar los temas tratados en esta tesis (ver [42]).
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Concepto de difusién

La difusién molecular es un fenémeno fundamental que abarca diversos campos cienti-
ficos y aspectos de la vida cotidiana. Este proceso, presente en la fisica, quimica, biologia,
medicina y mas, implica el movimiento de particulas desde regiones de alta concentraciéon
hacia regiones de baja concentraciéon en un medio continuo.

Para lo que nos ocupa, es necesario suponer que siempre se estard trabajando sobre
un medio continuo o simplemente medio, ya que es muy comin utilizar esta percep-
cion cuando tratamos de describir fenémenos fisicos, en nuestro caso, difusion molecular.
En consecuencia, cuando estemos trabajando con sistemas reaccion-difusion, podremos
suponer que nuestro dominio de definicién para dichos sistemas, ya sea un dominio bidi-
mensional Q C R? o un dominio tridimensional £ C R3 (para nuestro caso serdn super-
ficies), tales dominios puedan ser representados cémo la imagen de una funciéon continua
fa :UCR™ :— R (n=1,2) de clase C'(U).

Definicién 2.1.1 (Difusion molecular). La difusion molecular o simplemente difusion
es el transporte neto de particulas en un medio, moviéndose desde zonas de alta concen-
tracion hacia zonas de baja concentracidon hasta alcanzar una distribucién homogénea en
todo el medio.

Figura 2.1.1: Difusiéon molecular.

® 0 00 O |,

q ,ﬂQ ,b é_’\. Q .,'Q ”,.O tipo A

': L 4 : [J Particulas

. é . O . .‘O ‘. tipo B
@ ® () @) ()

Este proceso conduce a la mezcla gradual de sustancias y es esencial para entender
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fendémenos como la dispersion de olores, la absorcion de nutrientes en células biologicas
o la difusion de gases en el aire, etcétera. La difusion es provocada por el movimiento
molecular aleatorio, el cual esta intimamente relacionado con las caminatas aleatorias y el
movimiento browniano ([4], [5]).

A través de la difusion, las sustancias se entrelazan y se distribuyen de manera uniforme,
desempenando un papel crucial en la dindmica de sistemas naturales y artificiales.

iLa difusion es la clave para comprender como el mundo a nuestro alrededor se mezcla
y se equilibra constantemente!

2.2. Estudio cuantitativo de la difusion

El anélisis o estudio cuantitativo de la difusiéon molecular es fundamental para com-
prender como se propaga el movimiento de particulas en un medio. Este analisis se realiza
tipicamente mediante la solucion de las ecuaciones de difusion utilizando métodos analiti-
cos o numeéricos, dependiendo de la complejidad del problema y las condiciones de contorno
especificas.

2.2.1. Flujo y gradiente de concentraciéon

Para abordar el fenémeno de difusiéon es importante tener en cuenta el concepto de gra-
diente de concentracion, el cual se da enseguida.

Definicion 2.2.1 (Gradiente de concentracion). El gradiente de concentracién en un
medio se refiere a la variacion espacial de la concentracién de una sustancia especifica en
relacion a la posicion en el medio. Indica como cambia la concentracién a medida que nos
desplazamos en una direccion especifica en el medio.

Para entender matematicamente este concepto, consideremos la figura 2.2.1. Suponga-
mos que C(x,t) representa la concentracion para el caso unidimensional de una sustancia
en un medio para cierta posicion x al instante t.

C(x,t) C(x + Ax, t)

Figura 2.2.1: Gradiente de concentracion.

En este caso, la diferencia de concentracion esta dada por AC(x) = C(x + Ax,t) —
C(x,t). Luego, al dividir entre Ax tal diferencia, obtenemos la concentracion media C,, (x, t),
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esto es
C(x + Ax,t) — C(x, t)

Ax
y al hacer tender a cero Ax, obtenemos el gradiente de concentracion VC(x)
oC
VC(x) = lim Cn(x,t) = &(x,t).

Ax —0

Cm(x7 t) =

Este gradiente de concentracion juega un papel central en la determinacion del flujo
neto de particulas en un sistema, ya que las particulas tienden a moverse de regiones de
alta concentracion hacia regiones de baja concentraciéon en busca de equilibrio.

Definicién 2.2.2. El flujo de un fluido denotado por J se define como la cantidad de
masa del fluido que atraviesa un elemento de superficie (perpendicular a J) por unidad de
area y tiempo.

S Si el fluido tiene densidad volumétrica p

_‘/:__":ﬂ';ﬁ" (masa por unidad de volumen), entonces al
/ ). considerar el campo de velocidades v del flu-

: B / JO se tiene que
,J\ﬂ ——————— v T=pv

Las magnitudes fisicas que componen el flu-
Figura 2.2.2: Flujo de un fluido que jo J son:
atraviesa una superficie S. masa

(longitud)? x tiempo

De manera similar podemos pensar el flujo de una sustancia sobre una region, debido a gra-
dientes de concentracion de la misma. Generalmente se introduce este concepto mediante
las llamadas Leyes de Fick, como se hace a continuacion.

2.2.2. Leyes de Fick

Las leyes de Fick son fundamentales para comprender y describir fenémenos relacio-
nados con difusiéon en diversos contextos, desde la biologia hasta la ingenieria. Estas leyes
establecen relaciones cuantitativas entre el flujo de una sustancia a través de un medio y
los gradientes de concentracion. Enseguida mostramos dichas leyes.

Primera Ley de Fick. Esta ley establece la relacion entre el flujo difusivo y el gradien-
te de concentracion. Establece que el flujo va de regiones de alta concentracion a regiones
de baja concentracion. La magnitud del flujo es proporcional al gradiente de concentracion,

es decir
J=-DVC (2.2.1)

donde
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mol
m2-s

= J es el flujo difusivo, y se mide en unidades de

2

s D es el coeficiente de difusion y se mide en —.
3

.. X mol
s C es la concentraciéon medida en —.

m3
El coeficiente de difusion D es proporcional al promedio del cuadrado de la velocidad
con que las particulas se difunden, de acuerdo a la relacion de Stokes-Einstein (|[5], pag.

32).

Segunda ley de Fick. La segunda ley de Fick nos permite saber como la concentracion
de una sustancia varia respecto al tiempo. La expresion matematica para esta ley es la

siguiente
oc _ V(DVC(C) (2.2.2)
T . 2.
El coeficiente de difusion puede variar respecto a la posicion, es decir, D = D(x) y cuando

D es constante simplemente expresamos

d
a_(t: =DV?C (2.2.3)

donde V2 es el operador Laplaciano.

Sin las leyes de Fick, seria dificil o incluso imposible predecir como se distribuyen y se
mueven las sustancias en sistemas donde la difusion es un factor clave. Por lo tanto, estas
leyes son esenciales para analizar y resolver problemas relacionados con la difusion de
manera precisa y eficiente.

2.2.3. Sistemas reaccion-difusion

Como se ha mencionado en el capitulo anterior, Turing propuso que ciertos mecanismos
de reaccion-difusion podrian explicar como se forman los patrones durante el desarrollo
de organismos, de manera que, es necesario introducir los denominados sistemas reaccion-
difusién. Tales sistemas nos van a permitir modelar los fenémenos de difusiéon que nos
interesan. Por tal motivo es importante conocer su estructura y los términos que las
componen.

Un sistema reaccién-difusion es un modelo matematico que describe la dindmica en un
medio entre dos o mas sustancias, cuya concentraciéon varia en el tiempo y el espacio, bajo
la influencia de dos términos principales: reaccioén, en el cual la concentracién incrementa
o disminuye por la interaccion local en el medio, y la difusién que hace que las sustancias
se dispersen en el medio.

La descripcion matematica de un sistema reccion-difusion es la siguiente :
Supongamos que tenemos M especies interactuando en un medio Q C R™ (n = 1,2).

Supongamos que Ci(x,t) con i = 1,2,..., m, representa la concentracion de la i-ésima
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especie en la posicion x € T" al tiempo t > 0. Si D; representa el coeficiente de difusion de
la i-ésima especie y ademés suponemos la presencia de fuentes en el sistema, es decir, una
funcion R = R(C) que describe las interacciones entre la m especies, entonces el sistema
reaccion-difusion se expresa de la siguiente manera

& =V (DY) R(C). (2.2.4)

Para el caso que se tengan dos sustancias mezclandose en un medio contenido en el
plano R? con concentraciones respectivas u(x,t) y v(x,t) y términos reactivos f(u,v) y
g(u,v) correspondientemente, la ecuacion (2.2.4) se expresa como

d
a_LtL =V - (DuVu) + f(u,v),
d
a% =V - (DyVv) + g(u,v),

donde D, y D, representan los coeficientes de difusion de las sustancias u y v, respectiva-
mente. Si suponemos a D, y D, constantes, lo anterior puede ser reescrito matricialmente
de la siguiente manera

oC
== =DpVv?
- C +R(C),

u(x,t) D, O Vu flu,v) .
con C = (v(x,t))’ D= ( 0 DV), V2C = (V%) vy R(C) = (g(u,v))' A la matriz

D se le denomina matriz de difusividades, la cual es una matriz diagonal. Cuando
esta matriz de difusividades D es diagonal, el tipo de difusiéon que ocurre en el sistema
se conoce como difusién isotrépical. Si, en cambio, los coeficientes de D fuera de la
diagonal no son cero, se estaria hablando de difusién cruzada o difusién anisotrépica,
donde los coeficientes de difusion dependen de las interacciones entre las diferentes especies
involucradas en el medio. En este trabajo trabajaremos tinicamente con difusion isotropica.
Si se esta interesado en la difusion cruzada o anisotropica, pueden consultarse [9], [10].

Los sistemas de principal interés seran aquellos que tengan condiciones Neumann homo-
géneas y condiciones iniciales. Un sistema con esas caracteristicas se expresa como sigue

0
==V DLV +flwy),  ¥(xt) € Qx (0,00)
0
6_:: - (D, V) + g(u,v), V(x,t) € Q x (0,00),

(h-V)u=(a V)v=0, Vx € 9Q x (0, 00),
u(x,0) = ug(x), v(x,0) =vo(x), VxeQ,

con Q C R™ (n = 2,3). Las funciones u, v : Q —— R son funciones escalares, y las
funciones de reaccion también lo son, pero definidas sobre el conjunto w(Q) x v(Q) donde
u(Q) y v(Q) son las imagenes respectivas de uy v.

'Los coeficientes de difusién de las sustancias 1(x) y v(x) tienen sus propios coeficientes de difusion
independientes entre si, es decir, no existe interacciéon difusiva entre las diferentes sustancias involucradas
en el medio.
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Capitulo 3

Mecanismos para la creacion de
patrones

En este capitulo se estableceran las condiciones matematicas que deben satisfacer cier-
tos sistemas de reaccidon-difusion que garanticen la formacién de patrones espaciales a
partir de sus soluciones temporales. FEs importante mencionar que gran parte de lo de-
sarrollado en este capitulo esta basado en [6], [7], [8] ¥ [12], con ciertas aportaciones de
nuestra parte.

3.1. Presentacion del modelo

Como se establecio en la seccion (1.3) el modelo mateméatico que propuso Alan Turing
para describir patrones en la naturaleza fue un sistema reacciéon-difusion. La idea principal
de Turing radica en lo siguiente:

"Un sistema en estado estable puede guiarse a un estado inestable a través de la difusion
y, en ese estado, aparecerdn los patrones”.

Enseguida mostramos el sistema reaccidon-difusion que nos permitird establecer las con-
diciones matematicas para la generacién de patrones espaciales, mismas que seran utili-
zadas en capitulos posteriores para superficies tridimensionales utilizando el Operador de
Laplace-Beltrami.

Considérese el siguiente sistema reaccion-difusion bidimensional, con condiciones de fron-
tera tipo Neumann homogéneas y condiciones iniciales :

ou

rTi D.V*u + v f(u,v), V(x,t) € Q x (0,00), (3.1.1)

% DV 4+vgwv),  Y(xt)€Qx(0 00, (3.1.2)
m-Viu=(n-V)v=0, Vx € 0Q x (0,00), (3.1.3)
u(x,0) = up(x), v(x,0) =vo(x), VxeQ, (3.1.4)
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donde vy > 0 es conocido como factor de escala y més adelante se vera que este factor
determinara el tamano y la complejidad de los patrones generados por las condiciones de
Turing. Las funciones u(x,t), v(x,t) representan las concentraciones de dos sustancias
mezclandose en un medio Q) al tiempo t cuyas concentraciones iniciales estan dadas por
(3.1.4), respectivamente. Mas precisamente, la funcion u(x, t) jugara el papel del activa-
dor y v(x,t) el del inhibidor. Los coeficientes de difusion estan dados por D, D, >0y
n es el vector normal unitario a la frontera de Q, representada por 0Q).

Siguiendo la idea planteada al inicio, el mecanismo encargado de la generacion de
patrones en un sistema como en (3.1.1-3.1.4) se debe principalmente a la inestabilidad
de Turing. La inestabilidad de Turing tiene lugar cuando en ausencia de difusion (i.e.,
D, = D, = 0) se tiene un punto de equilibrio estable (u*,v*) tal que al incorporar
nuevamente los términos difusivos en (3.1.1-3.1.2) el punto de equilibrio (u*,v*) se hace
inestable.

El analisis matematico de la inestabilidad de Turing nos permite predecir el tipo y la forma
de los patrones que surgen de la solucion temporal de (3.1.1-3.1.2). La razon por la que se
asumen condiciones de flujo nulo (3.1.3) en la frontera, es para asegurar que los patrones
formados se deban tnicamente a la auto-organizaciéon en Q y no a flujos externos.

3.2. Estabilidad temporal en ausencia de difusién

El primer paso para determinar el valor de los pardmetros que dan origen a la ines-
tabilidad de Turing en (3.1.1-3.1.2) es estudiar en ausencia de difusion dicho sistema. En
este caso tenemos

0
6_1: — v flu, V), (3.2.5)
0
a—‘t’ —vg(w,v). (3.2.6)
Supongamos que existe un punto de equilibrio estable (u*,v*), entonces se satisface
flu",v*) = g(u*,v*) =0 (3.2.7)

Denotamos w = (u,v)" y R(w) = (f(w), g(w))T. Al linealizar (3.2.5-3.2.6), utilizando la
expansion de Taylor de primer orden alrededor de w* = (u*,v*)T, se tiene que

o * (v A,
W = R(W) ~ R(W )+‘YJ(W_W )7 donde J - <9u(U*,V*) gv(u*7v*).> )

y al hacer z = w — w™* obtenemos
z=vlz. (3.2.8)

Es muy comiin proponer soluciones de la forma z = Ke?', en donde A es un valor propio
de la matriz J y K es el vector propio asociado a A. Sustituyendo esta expresion para z en
(3.2.8) se tiene

(vyJ—AI) Ke =0. (3.2.9)

26



Puesto que buscamos soluciones no triviales, de (3.2.9) se tiene que A debe ser raiz del
polinomio caracteristico

p(A) =det(yJ —Al,

es decir,
det(yJ —AT) =0. (3.2.10)
Como
B _ vYfu—A fy 2 9
det(yJ —AT) —det( gu ng—7\> =N = Ay Te(]) + vy det(]),
entonces,

A= % {Tr(ﬂ) + \/[Tr(J)]2 — 4det(J)] . (3.2.11)

Finalmente, como queremos que en el sistema linealizado (3.2.5-3.2.6) el punto (u*,v*) sea
estable, entonces por el teorema de Hartman-Grobman ([15], pag. 120), (|16], pag. 155)
debemos suponer que (u*,v*) es un punto de equilibrio hiperbdlico, es decir, Re(A) # 0y
ademas para garantizar la estabilidad se debe cumplir que

Tr(J) < 0, (3.2.12)
det(J) > 0. (3.2.13)

Hemos asi establecido las primeras condiciones para la generacion de patrones.

3.3. Inestabilidad espacial en presencia de difusiéon

El segundo paso para establecer las condiciones matemaéticas que nos garanticen la
aparicion de patrones generados por la solucion del sistema (3.1.1-3.1.2) es suponer que
en tal sistema Dy, D, > 0, es decir, hay presencia de difusion. En este caso, el estado
de equilibrio (u,v) = (u*,v*) dependera de la difusion y estara dado por la solucion del
sistema

D, Vu+7y f(u,v) =0, (3.3.14)
D,V* +vyg(u,v) = 0. (3.3.15)
Es decir, (u*,v*) debe satisfacer V2u* = V2v* = 0. De esta manera la difusion no afecta
a la existencia de puntos o estados de equilibrio, pero que si afecta a su estabilidad. Por
lo tanto, buscamos un punto de equilibrio (u*,v*) que sea estable en (3.2.5-3.2.6), pero al

activar la difusion, cambie de estable a inestable por medio de pequenas perturbaciones
espaciales no uniformes.

Nuevamente, linealizando el sistema en el estado de equilibrio w* = (u*,v*)T, y usando
la notacién introducida previamente, se tiene

z=vJz+DV?z, (3.3.16)
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donde V?z = V(w — w*) y D la matriz diagonal con las difusividades D, y D,. Para
resolver (3.3.16) proponemos una solucion de la forma (separacion de variables):

z(x,t) = Z(x) T(t), (3.3.17)

donde Z(x) = (Z:(x),Z»(x))" es una funcién vectorial en R? y T(t) es una funcion real.
Sustituyendo (3.3.17) en (3.3.16) se obtiene

Z(x)T(t) =yJZ(x) T(t) + DT(t) V3Z. (3.3.18)

Equivalentemente,
Z, T\ _ _ (fu £\ [(ZT L (Du 0 (TV2Z,
z,7) "V \gu o) \ZT 0o D) \Tviz,)

Zi T =v (fuZi + f,Z)T + D, T V?Z4,
ZoT =v(guZy + g, Z2)T 4+ D, V3Z,,

es decir

y suponiendo Z; # 0, Zy # 0, se sigue que

T 1 v2Z,

- = —v(fuZ, + fyZy) + Dy~ 3.1
T ZlV( 1+ fuZs) + Z, (3.3.19)
T 1 V2Z,

— = —v(guZi + g Z5) + D, . 3.2
T ZQY(Q 1+ gvZs) + Z (3.3.20)

T
Las ecuaciones (3.3.19-3.3.20) se satisfacen si — = A para cierta constante A. Cabe mencio-

nar que esta constante A no es la misma A de (3.2.9-3.2.11), pero juega un papel equivalente,
como se vera mas adelante, en (3.3.35). De esta manera obtenemos

T=AT, (3.3.21)
Ny = (fuZy + fuZs) + D, V?Z,, (3.3.22)
}\ZQ =Y (guzl + ngQ) + DVVQZQ. (3323)
De (3.3.21) se tiene que
T(t) = CeM (3.3.24)

y reescribiendo en forma vectorial (3.3.22-3.3.23) se obtiene
DV?Z +vJZ = A\Z. (3.3.25)

Como D es una matriz definida positiva y, por tanto, invertible, la ecuacion (3.3.25) equi-
vale a

V2Z+D ' (yJ—A)Z =0. (3.3.26)
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Para resolver esta ultima ecuacion hay que considerar los valores propios ! k? de la matriz
A =D !(yJ —Al), es decir, los valores k? tales que AZ = k?Z. Por lo tanto, se tiene la
ecuacion

V*Z +¥Z =0, (3.3.27)

denominada ecuacidon de Helmholtz con condiciones de flujo nulo (n-V)Z = 0 en la fron-
tera. Es bien conocido que las soluciones de esta ecuaciéon son oscilatorias con respecto
a las variables espaciales y dependen tinicamente del dominio () y de las condiciones de
frontera. Ademas, debemos notar que el valor propio k? es también valor propio asociado
al operador Laplaciano negativo —V?2. Adicionalmente, el valor de k representa la frecuen-
cia de la oscilacion y se denomina el modo de onda de la funciéon propia asociada. Las
frecuencias k generalmente toman valores discretos y se pueden enumerar.

Sea Zy(x) la funcién propia asociada al valor propio k2. Cada funcion Z satisface la
ecuacion (3.3.27), es decir
V2Zy +K*Zy, =0 (3.3.28)

y ademas satisfacen las condiciones de flujo nulo en la frontera (n-V)Z, = 0. De acuerdo
a (3.3.28) y suponiendo que hemos encontrado el conjunto de los posibles valores para k,
proponemos como solucion para (3.3.16) a la funcion

z(x,t) = ) Cpe™'Zi(x), (3.3.29)

donde los Cy son los coeficientes de Fourier, A es el valor propio determinado en la solucién
temporal (3.3.24) y determina el crecimiento temporal (a diferencia de k?; el cual esta
asociado a la parte espacial). El simbolo Ay en (3.3.29) hace énfasis en que el valor A
depende del valor de k. Al sustituir (3.3.29) en el sistema linealizado (3.3.16) se obtiene

DV?Zy +vJZy = A\ Zy. (3.3.30)

Utilizando (3.3.28), se obtiene
Al —yJ 4+ kK°D)Zy =0, (3.3.31)

y puesto que estamos buscando soluciones no triviales, utilizamos el polinomio caracteris-
tico
Pr(Ak) = det(AM I — v J + k°D) = 0, (3.3.32)

es decir
AL+ (K*Tr(D) —yTr(]) A + h(k?) =0, (3.3.33)

donde h(k?) es la siguiente funciéon cuadratica en la variable k:
h(k?) = det(D)k* —v(Dyfy + Dugy)k? +y3det(]). (3.3.34)

Las raices de px(Ay) estan dadas por

YTr(J) — K2Te(D)] = 1/ [@Te(D) —yTr(D) — 4h(Kk?)
. .

Ak = (3.3.35)

'El exponente al cuadrado es por conveniencia algebraica al momento de realizar calculos.
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Nota. Obsérvese que para el caso k = 0y Re[A¢] < 0 recuperamos las condiciones (3.2.12-
3.2.13) obtenidas para el caso en donde no hay difusion en el sistema.

Por otro lado, para que el estado de equilibrio w* = (u*,v*)" sea inestable en presencia
de difusion se requiere que Re[Ax] > 0 para al menos un k? > 0. Sabemos que Tr(J) < 0
por (3.2.12) y, en consecuencia, y Tr(J) — k®*Tr(D) < 0. Por lo tanto la tnica manera
que Re[A] > 0 en (3.3.35) es que h(k?) < 0 para al menos un valor de k*. Observando
la funcion cuadratica (3.3.34) vemos que es una funciéon convexa de k? que se puede
representar mediante una parabola, como se ilustra en la figura 3.3.1. Por lo tanto para

que tome valores negativos basta con que h(k? ;. ) sea negativo. El minimo k2 ;.. se obtiene
igualando a cero la derivada de h con respecto a k2, y es igual a
Vs
y = h(k?)
y2det(J),
> 2
h(kpn)
Figura 3.3.1: h(k?) = det(D)k* —y(D,f. + D.gy)k? +y2det(]).
D,fy + Dugy
Kiin =YV ————22 > 0. 3.3.36
El valor de h en este modo k2 ;,, es
(vau + Dugv)2
hmin = h(kiin) =V |det(]) — <0 3.3.37
( mln) ‘y € ("H) 4detUD)) Y ( )
de modo que las dos raices de h(k?) estan dadas por
Ki2=—"__ [(Dyf, +Dyg, Dufy + Dygy)? — 4det(D]det(T) |, (33,
1K = Tqem) [(Pvfu+Dugy) F V(Dofu+Dugy) et(D)det(J) |, (3.3.38)

en donde el discriminante (dentro del radical) es positivo por (3.3.37). Por lo tanto, los
modos que desestabilizan el punto de equilibrio w* = (u*,v*)T por difusién, son aquellos
que se encuentran dentro del intervalo (k?,k3).

Cuando se trabaja con ecuaciones adimensionalizadas se acostumbra a utilizar la razén
de difusividades:

d:=—">0, (3.3.39)



obteniendo las condiciones equivalentes a (3.3.36), (3.3.37) y (3.3.38) siguientes:
dfy + gy

Knin =Y—5p5 >0, (3.3.40)
dfy v 2
hmin - YQ |:det(a]]) - %} < 0, (3341)
N
KK = b [(dfu +g)) F V(dfatgo)?—4d det(e]])} . (3.3.42)

Nota. Es claro que si el discriminante en (3.3.38) o en (3.3.42) es igual cero, entonces
ki =k3 = k2, (3.3.43)

donde Dyfy + D df, +
viu ugv u 9\)
K2 = = .

=¥ %detd) ' 2D,
El valor de d para el cual esto ocurre se denomina coeficiente de difusién critico y

se denota por d.. Al modo asociado k. se le denomina el modo critico. Por lo tanto, el
valor limite de k? para el cual h(k?) < 0 se obtiene en k..

(3.3.44)

En conclusion, las ecuaciones (3.2.12-3.2.13) y (3.3.40-3.3.41) proporcionan las condi-
ciones que garantizan la generaciéon de patrones espaciales, denominadas condiciones de
Turing. Estas condiciones se resumen en:

fu+ gy <0, (3.3.45)

fugy —fugu >0, (3.3.46)

dfy+ gy >0, (3.3.47)

(dfy+gy)? —4d det(J) >0, (3.3.48)
Kkl <k < k. (3.3.49)

Finalmente, por medio de éstas ecuaciones podemos adicionar unas pequenas restricciones
respecto a d, f, y gy

1. El coeficiente d = D, /D,, satisface d > 1 y ademaés los coeficientes de la matriz J
satisfacen
fu>0, g,<0yfogu <O0. (3.3.50)

2. El valor de d. se obtiene a partir de la expresion

(2det(J) — fugy) + /(fugy — 2det(]))? — 1292
3

d. = (3.3.51)

3. Si d = d. entonces no habra generacion de patrones espaciales, pues en este caso se
tiene que h(k?) > 0 para todo valor de k. Lo mismo ocurre cuando d < d..

4. Si d > d. entonces habra generaciéon de patrones espaciales ya que esto implica
h(k?) < 0 y los modos de onda de interés seran aquellos que satisfagan (3.3.49).
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Las primeras dos propiedades no son tan evidentes como las dos tltimas. Pero se pueden
demostrar en forma sencilla con algunos calculos algebraicos como sigue:

Demostracién de la propiedad 1. De (3.3.45) y (3.3.47) se obtiene (d — 1) f, > 0,
y entonces hay dos posibilidades, ambos factores son positivos o ambos son negativos. El
segundo caso no es posible, ya que (3.3.47) implicaria que f,, + g, > d f, + g, > 0, lo cual
contradice (3.3.45). Por otro lado, si ambos factores son positivos, de (3.3.45) se tiene que
gy < —fy < 0. Esto es, f, >0y g, < 0. Finalmente, dado que f,,g, < 0 por lo acabado
de demostrar se sigue de (3.3.46) que f,g, < fug, <0.

Demostraciéon de la propiedad 2. El valor de d. se da cuando h,in = 0, asi de
(3.3.41) se tiene que d. debe satisfacer la ecuacion

4dc det(J) — (defu + gv)? =0,

es decir,
2 d2 + 2(fugy — 2det(]))d. + g2 = 0.

De donde se obtienen las dos raices d.,, dc,:

(2det(J) — fugy) F /(fugv — 2det(]))2 — f2 g2

fi

dC17 dC2 = (3352)

Primeramente de (3.3.46) hay que notar que —2det(J) < 0 de donde f, g, — 2det(J]) <
fugy <0, por lo cual (f,g, —2det(J]))? > f2g2 > 0y asi, (f.g, — 2det(J))? — f4 g2 > 0.

Ahora, de acuerdo a la propiedad 1 anterior el valor critico d. debe satisfacer que d. > 1y
ademés que cumpla las condiciones de Turing anteriormente establecidas. Siguiendo esto,
veremos que el valor d., no satisface la condicion (3.3.47). Suponiendo que d., satisface
dicha relacion, se tiene que d., > —g,/f, v asi

do > =% — = [20et(9) — fugy) — V(Fugu — 24t I — 7263 | > A
= (fugy —2fy,gu) — V/(fugy —2det(]))2 — f2g2 > —f,g,
= 2(fugy — fugu) > V/(fugy — 2det(J))? — 2 g2
= A(fugy — fugu)? > (2fyGu — fugy)? — f2g2
= fig; > fufugugy
=  fugy <figu (porque fugy < 0).

Esto es, fugy — fygy < 0, lo cual no es posible ya que esto contradice (3.3.46). Por lo
tanto, la tinica opcién posible para d. es d,, es decir, d. = d,.

Como complemento a las propiedades (1-4) descritas anteriormente, y la ecuacion
(3.3.43) para calcular el modo de onda critico k2 se tiene la siguiente grafica para h(k?):
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2
h(k*) d=d

c

d=d,

d<d,

y?det ()

k2

Figura 3.3.2: Grafica de h(k?). Condiciones
para la generacion de patrones espaciales
por medio de d. y k2.

Es importante mencionar que la propiedad 1 de que d > 1, es la manera de expresar
matematicamente lo mencionado en la seccion (1.3) respecto a la generacion de patrones
espaciales, ya que si d < 1 lo cual no es posible como ya se vio anteriormente, implica
que el coeficiente de difusion D, del activador es mayor al coeficiente de difusion D,,
del inhibidor. Esto implica que el activador se difunde a una velocidad mayor a la del
inhibidor y, de esta manera el inhibidor terminaria por suprimir por completo al activador
v la reacciéon terminaria sin la obtenciéon de algtin patréon espacial.

Matematicamente, a aquellos patrones espaciales que surjan a partir de la soluciones del
sistema (3.1.1-3.1.4) que satisfaga las condiciones (3.3.45-3.3.49) seran llamados patrones
de Turing.

3.4. Construccion de algunos Modelos de Turing

En las secciones pasadas, para el caso bidimensional, se estudiaron y analizaron las
condiciones matemaéticas que deben cumplir los sistemas reaccion-difusion que garanticen
la generacion de patrones espaciales en el medio. En esta seccidon presentaremos algunos
modelos que generen patrones de Turing basdndonos en un modelo un tanto general.

Consideremos el siguiente sistema reaccion-difusion con condiciones de frontera tipo
Neumann homogéneas y condiciones iniciales:
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O D VRt y(awfi(v) + Byhw), V(o) €O x (0,00),  (3.4.53)

ot
% =D,V +y(dufs(v) —evfy(u)), Vi(x,t) € Q x (0,00), (3.4.54)
(A-Vu=(a-V)v=0 V(x,1) € 00 x (0, 00), (3.4.55)
u(x,0) = up(x), v(x,0) =vp(x), VxeQ, (3.4.56)

donde fy, fy, f3 y fs son funciones escalares definidas en un intervalo I C R que contiene a 0
tales que f1(0), f2(0), f3(0), f4(0) # 0. Este sistema tiene al menos como punto de equilibrio
al punto (u*,v*)T = (0,0)T en ausencia de difusién. Al hacer F(u,v) = awf; (v)+p v fa(u)
y §(u,v) = dufsz(v)—evfy(u) se tiene que la matriz Jacobiana de este sistema sin difusion
en el punto (u*,v*)T = (0,0)" esta dada por

~ (F.(0,0) F,(0,0)\  [oafi(0) Pf(0)
= (9u(0,0) S+(0, 0)) - (5 f3(0) —e f4(0)> : (3.4.57)

D
Asi, al hacer d = D—V > 1, las condiciones (3.3.45-3.3.48) para la formacion de patrones
espaciales se traducen en

1. afi(0) — e f4(0) < 0,

2. ae £1(0)F4(0) + BS £2(0)f5(0) < 0,

3. dofi(0) — e fy(0) >0,

4. [dofi(0) — e fa(0))> > —4d [oe £1(0)£4(0) + B8 F2(0)3(0)).

Adicionalmente, se debe satisfacer af;(0) > 0, —e f4(0) < 0y dfy(0)f3(0) < 0. Como un
caso particular de esto, consideramos f;(0) = f5(0) = f3(0) = f4(0) = 1. En tal situacion,
la matriz Jacobiana del sistema queda expresada como

_(x B
J= (6 _€> (3.4.58)
y las condiciones de inestabilidad de Turing quedan expresadas de la siguiente forma:
1. a—e <0,
2. xe+ P06 <0,
3. da—e >0,

4" (da—€)? > —4d (xe + BS),

y ademéas o > 0, € > 0y 36 < 0. Los coeficientes «, 3, 8, € y d junto con las desigualdades
(1’ — 4') anteriores, determinan sobre el espacio R® la denominada regiéon o espacio de
Turing. Por ejemplo, fijando 8 = 2y d = 6, la region de Turing para la terna (o, 3, €) € R3
es la siguiente :
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<

N

Figura 3.4.1: Region de Turing generada Figura 3.4.2: Proyeccion de la region de
por las condiciones (1’ —4'). Turing sobre el plano x-f3 cuando € = 5.

la cual es una region no acotada. En la imagen de la derecha se muestra los posibles
valores que pueden tomar los coeficientes & y 3 cuando € = 5.

3.4.1. Creaciéon de pulsos en condiciones iniciales

Consideremos un sistema como en (3.4.53-3.4.56). Supongamos que Q C R™ (n =2, 3)
es el dominio de definicién de las concentraciones u(x) y v(x) de dicho sistema. Sea
O C Q cierta subregion del medio Q, y supongamos que (u*,v*)T es un punto de equilibrio
del sistema en ausencia de difusion y ug(x), vo(x) las concentraciones iniciales (t = 0).
Supongamos que en cierto contexto de un problema, el cual es modelado por el sistema
(3.4.53-3.4.56), se tiene que las concentraciones iniciales ug(x), vo(x) toman un valor
(u(x),v(x))"T = (u,v)" para todo x € O y (u(x),v(x))" = (u*,v*)T para todo x € O\O,
esto es,

(uwv)T +er(x) sixe Q\O,
(@, v)" + er(x) six €O,

(uo(x), vo(x)) T = {

donde 0 < € < 1 representa el porcentaje de ruido aleatorio que se agrega alrededor del
punto de equilibrio (u*,v*)T, y r es precisamente el ruido aleatorio, el cual, en realidad,
es una variable aleatoria con distribucién uniforme (o normal) multivariada. Cuando apli-
quemos esto a las condiciones iniciales de un sistema reaccion-difusion dado, diremos que
hemos agregado un pulso a dicho sistema.

Los pulsos son de gran utilidad para la generacion de patrones espaciales ya que como se
vera méas adelante en algunos resultados obtenidos mediante simulaciones computacionales,
al aplicar un pulso o méas a las condiciones iniciales del sistema, se obtienen gran variedad
de patrones muy interesantes. En las secciones posteriores se mostrara la aplicaciéon de
esto para algunos modelos en particular, y se generaran patrones sobre regiones planas
mediante simulaciones computacionales utilizando el método de elemento finito.
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3.5. Modelos de Turing en el plano

En esta secciéon mostraremos algunos modelos construidos mediante lo presentado en la
seccion 3.4. Cabe mencionar que los nombres otorgados a cada modelo, no es que se llamen
asi como tal o que Alan Turing los haya nombrado de esa manera. Simplemente, habia
que asignar un nombre a cada modelo y se decidi6 nombrarlos de acuerdo a la naturaleza
de las reacciones utilizadas en los mismos.

3.5.1. Modelo de Turing lineal

El siguiente sistema reaccion-difusion tomado de [23] con una ligera modificacion, fue
uno de los primeros sistemas desarrollados a principios de la década de 1950:

ou

pri D, VX +vy(axu+ Bv), (3.5.59)
)
a_: =D, V& +y(du—ev), (3.5.60)

donde «, 3,8, € son parametros que determinan el comportamiento de los términos reac-
tivos y Dy, D, > 0 son los coeficientes de difusion. Para este modelo se tiene F(u,v) =
au+Bvy G(u,v) =8u—ev. El punto de equilibrio del sistema es w* = (0,0)". De
acuerdo a lo presentado en la seccion anterior, por medio de las restricciones (1’ —4') que
garantizan la generacion de patrones espaciales por medio de las soluciones temporales de
este sistema, debe cumplirse &, € > 0y 6 < 0. Al fijar 6 = 2, la regién de Turing para
la terna (o, B, €) € R? y su proyeccion sobre el plano «-f3 cuando € = 1.5 son:

Figura 3.5.1: Region de Turing generada Figura 3.5.2: Proyeccion de la region de
por las condiciones (1’ —4'). Turing sobre el plano «-f3 para € = 1.5.

Para mostrar la generaciéon de patrones de patrones mediante simulacién numérica,
consideramos QO = [0,L] x [0,L] con L = 1. Del problema espacial de valores propios
(3.3.28), sus soluciones escalares (cada componente de Z, ) son de la forma

mm nmn m? +n?
Znn(x,Yy) =cCmon cos (TX> cos (Ty) . K=mn? (T) , (3.5.61)
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donde m, n son enteros positivos y los ¢, n son constantes que dependen de las condiciones
iniciales. Obsérvese que estas funciones propias satisfacen las condiciones de frontera (n
V)Z,,» = 0 para todo (x,y) € 0Q. La solucién inestable con patrones espaciales esta
determinada por (3.3.29) y (3.6.70) como

z(x,y,t) = Z Z Cmne™t cos (%Tx) Ccos (%y) , (3.5.62)
m=1n=1

con k? < k? < k3. Esta desigualdad y (3.6.70), implican que, una vez seleccionados los
parametros «, 3, 8, € y d, debe elegirse vy de tal manera que se satisfaga la desigualdad

I_2k2 [2k3
<m’+n*< — =2, (3.5.63)
para garantizar la aparicion de patrones espaciales. Consideramos x =1, = —1, 8 =2

y € = 1.5. De acuerdo con (3.3.51) el coeficiente de difusion critico esta dado por

—(oce +2B8) + /(2B8 + xe)? — o2e?

d. =
o2

=4.5.

Esto quiere decir que debemos considerar un valor de d mayor a 4.5 para garantizar la
generacion de patrones espaciales. Al considerar Dy, = 1x 1072 y D, = 6 x 1072 se obtiene
d =6 > d.. Ahora calculamos el nodo de onda critico k2 :

dc
K2 = y% — 37.57, (3.5.64)

el cual depende del factor de escala y elegido. A partir de (3.3.42) tenemos

K2 = 2VD [(doc—e) _ \/(doc—e)2+4d(oce+66)] — 13.56437,
K2 = 2VD [(doc—e) + \/(doc—e)2+4d(oce+66)] — 61.4357.

Asi, de (3.5.63) se tiene que habra aparicion de patrones espaciales siempre y cuando
existan enteros no negativos m y n que cumplan la desigualdad

1.3744vy < m? +n? < 6.2247.

Elegimos vy = 10. Para las condiciones iniciales se consideraré el pulso

(0,0)T + er(x) si x € OQ\O,

T
Up(x),vo(x))" = )
(Uoxc), vo(x)) {(1/2,1/4)T+£r(x) six €0,
con ¢ = 0.1, es decir, se perturbara el sistema con ruido aleatorio con una intensidad del
10 %. Para este caso O es un cuadrado inscrito en Q = [0, 1] x [0, 1], con aproximadamente
el 10 % de las dimensiones de Q. Se consider6 un tamaiio de paso de tiempo At =1 x 1073
y una malla de 145 x 145. Para el cuadrado se realizaron un total de 35000 iteraciones
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y para el circulo se realizaron 10000 iteraciones. Las simulaciones se realizaron con el
programa de MATLAB y los programas utilizados fueron desarrollados durante un curso
de T6picos selectos, en donde se vio la solucién de ecuaciones elipticas y parabdlicas en el
plano mediante el método de elemento finito. Se obtuvieron los siguientes resultados

Cuadrado:

Condicion inicial u, Concentracion inicial vy

Figura 3.5.3: Concentraciones iniciales (t = 0).

u(x,y) t=35 10" v(xy) t=35 x10'°
N - - A
1 09 &
. ' . ' )
07
06
05' ' . ‘ 05. . I . ’
04
' . . . ' ' ' . . ' 4
04
B
L e o B W B
0 0
0 0.2 04 0.6 08 1 0 0.2 04 0.6 08 1

Figura 3.5.4: Concentraciones al tiempo t = 35.

Mostramos la grafica de la solucion u(x,y) con dos perspectivas diferentes para mostrar
que los patrones generados en el cuadrado unitario corresponden a la proyecciéon de la
superficie u(x,y) sobre el plano xy:

%

Figura 3.5.5: Solucion u(x,y).

38



Circulo : Radio del circulo R = 1. Se utilizaron los mismos paradmetros que en la simulaciéon
anterior incluyendo el pulso. Se realizaron un total de 10000 iteraciones.

Condicion inicial u, Condicion inicial Vo

08

06

0.25

04t

02F

0.15

02k

04

06}

08} 0.05

Figura 3.5.6: Concentraciones iniciales (t = 0).

u(x,y) t=10 v(x,y) t=10
1000
10 1
1500
08f — 08
1
osl 000 06 500
04t 500 04
. s : , \*» °
[ ‘ ‘ . . o0 ’ ‘ ‘ . '
02 ' ‘ 02 ' ‘ -500
- -
04f 04
- - -
06 -06 -1000
2000
081 “— 08 —
2500
1 . 1 . . -1500
1 05 0 05 1 1 05 0 05 1

Figura 3.5.8: Solucion u(x,y).

Ahora se muestra el resultado de la simulacion realizada en el circulo unitario, solo que

esta vez, fueron agregados 4 pulsos en las condiciones iniciales. El resultado obtenido es el
siguiente :
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Condicion inicial Uy u(xy) t=20

1 —
:
06 08 ’ - \ 8
o0 . -»
06 ' 1
& : YA ML A AN
o AN A S A
02 - »
02 b4 . . ’ 0
0 0 - . -
02 . 02 ". . ' 08
» N
0.4 02 04 \ . ‘ . . / 1
06 06 .
. » 15
08 01 08 \ - , ,
; .
El

s
P 05 o 05 M E 05 0 05 1 <10

Figura 3.5.9: Concentracion inicial ~ Figura 3.5.10: Concentracion u al tiempo
u(x,t =0). t = 20.

Solucion u(x,y) Solucion u(x,y)

Figura 3.5.11: Solucién u(x,y).

Notamos que hay un cambio significativo en los patrones generados, dependiendo el
nimero de pulsos utilizados.

Es importante mencionar que las funciones propias y los valores propios para el Lapla-
ciano negativo ya no son los mismos en el circulo de radio R = 1, pero el modelo sigue
produciendo patrones con los mismos parametros.

3.5.2. Modelo de Turing-exponencial

El modelo que denominamos Turing-exponencial tiene la siguiente forma:

0
a_tL =D, Vu+vy(axue’ + ve"), (3.5.65)
0
6_: =D, Vv +y(due’ —eve"). (3.5.66)

El punto de equilibrio de este sistema es w* = (0,0)" y las condiciones para generar patro-
nes son exactamente las mismas que en el sistema Turing-lineal presentado anteriormente.
Se llevaron a cabo simulaciones de este modelo considerando casos con la aplicacion de
uno o mas pulsos, asi como otros sin ellos, con el proposito de comparar los patrones
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generados. En cada simulacion, se emplearon los siguientes parametros: coeficientes de
difusion Dy = 1072, D, = 6 x 1072, un tamafio de paso de tiempo At = 1073 y valores
parametrales de las reacciones: ax =1, 3 =—1,0=2,e =1.5y y = 10.

Cuadrado: Las dimensiones del cuadrado utilizado son [0,10] x [0,10] y se gener6
una malla de 150 x 150 que consta de 22801 nodos y 45000 elementos o tridngulos. Se
realizaron un total de 20 000 iteraciones.

Condicion inicial uy Condicion inicial Vo

S . — . L[ PP —— I
o e .: TR A Do o 7
> & 1 X

Figura 3.5.12: Concentraciones iniciales (t = 0).

Figura 3.5.13: Concentraciones al tiempo t = 20.

Cuadrado con hexagono inscrito: Mismos parametros que en la simulacion ante-
rior. Se realizaron un total de 20 000 iteraciones.
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Condicion inicial uy Condicion inicial Vo

0.25

0.15

0.05

u(x,y) t=20 . v(x,y) t=20

Figura 3.5.15: Concentraciones al tiempo t = 20.

Para las siguientes simulaciones se consider6 un circulo de radio R = 5. Se utiliz6
una malla que consta de 41281 nodos y 81920 elementos. Se consideraron los mismos
parametros que en la simulaciones anteriores.

Circulo : Se realizaron un total de 15000 iteraciones.

Condicion inicial u, Concentracion inicial Vo

0.09

0.08

0.07

0.06

0.05

0.03

0.02

0.01

Figura 3.5.16: Concentraciones iniciales (t = 0).
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& IS & o EN o - N w IS o

Circulo con hexagono inscrito: Se realizaron un total de 30 000 iteraciones.

u(x,y) t=15

Figura 3.5.17: Concentraciones al tiempo t = 15.

& IS & o EN o - N w IS o

v(x,y) t=15

Concentracion inicial Vo

5 5
4 0.6 4 0.3
3 3
0.5 0.25
2 2
1 04 1 02
0 0
0.3 0.15
4 -1
2 02 2 0.1
3 3
0.1 0.05
4 4
S 0 5 0
0 0
Figura 3.5.18: Concentraciones iniciales (t = 0).
u(x,y) t=30 v(x,y) t=30
5 5 05
2
4 4
0
3 o 3
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Figura 3.5.19: Concentraciones al tiempo t = 30.

Circulo con 4 cuadrados inscritos: Se realizaron un total de 30000 iteraciones.
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Condicion inicial u, Concentracion inicial Vo

0.25

0.15

0.05

v(x,y) t=30

Figura 3.5.21: Concentraciones al tiempo t = 30.

Cardioide r = 2 4 2 cos 0 : Se utilizd6 una malla que consta de 41281 nodos y 81920
elementos. Se utilizaron los mismos valores de los pardmetros de las simulaciones anteriores
con un factor de escala y = 20. Se realizaron un total de 10 000 iteraciones.

Condicion inicial l.lo Condicion inicial Vo

Figura 3.5.22: Concentraciones iniciales (t = 0).
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Figura 3.5.23: Concentraciones al tiempo t = 10.

Cardioide r = 2 + 2 cos 0 con pulso: El pulso utilizado se estableci6 sobre la region
delimitada por la curva [x — (24 0.2sen 10y + 0. 3 cos 3y)]*> + y? = 1. Se utiliz6 una malla
que consta de 41281 nodos y 81920 elementos. Se utilizaron los mismos valores de los
parametros de las simulaciones anteriores con un factor de escala y = 20. Se realizaron un
total de 20000 iteraciones.

Figura 3.5.24: Concentraciones iniciales (t = 0).

u(xy) t=20 v(x,y) t=20

Figura 3.5.25: Concentraciones al tiempo t = 20.
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Es evidente el cambio en los patrones generados cuando se le agrega uno o méas pulsos
a las condiciones iniciales en comparacion a cuando no. Aunque en todos los casos, los
patrones obtenidos resultan ser muy interesantes.

3.6. Modelo de Schnakenberg en el plano

El modelo de Schnakenberg es un modelo clasico para el estudio de patrones de Turing,
y es uno de los modelos més sencillos de reacciéon-difusion utilizado en morfogénesis?. En
su forma bidimensional, el modelo esta descrito por

0

6_1: =vy(a—u+u?v) + Vau, (3.6.67)
ov 9 9

Pl v(b —u*v) 4+ dV-v, (3.6.68)

donde a,b y y son constantes positivas y d es el coeficiente de difusion. En este caso el
punto de equilibrio del sistema sin difusion, est4d dado por

b

Tomando f(u,v) = a—u+u?vy g(u,v) =b —u?v se tiene que la matriz Jacobiana del
sistema sin difusion en el punto de equilibrio (3.6.69) esta dada por

b_
2 (a+b)?
J=| %P o (3.6.70)
“a+b —la+b)

Considerando a < b las condiciones (3.3.45-3.3.48) para la formacion de patrones, se
traducen en

1.0<b—a< (a+b)
2. d(b—a) > (a+b)3,
3. [d(b—a)— (a+b)3) > 4d(a + b)~.

El espacio de Turing & C R? para la terna (a,b, d) generado por el modelo de Schna-
kenberg para a < b y la proyeccién sobre el plano a-b se muestra enseguida para el valor
de d = 10:

2Parte de la Embriologia que se encarga de estudiar los procesos bioldgicos que llevan a que un
organismo desarrolle su forma.
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Figura 3.6.1: Region de Turing generada por Figura 3.6.2: Proyeccion de la region de
las condiciones (1-3). Turing sobre el plano ab cuando d = 10.

Escogiendo L = 1 consideramos los valores a = 0.126779 y b = 0.792366. Para este
modelo y este valor de parametros, los valores criticos son

d. =8.6199 y k2 =0.3198.

De acuerdo con (3.5.63) para garantizar la generacion de patrones espaciales se requiere
que existan enteros positivos m, n tales que

0.1864y < m? +n? < 0.4533.

Para la simulacion numérica sobre el cuadrado se consider6 un valor de y = 1000 y una
malla de 40 x 40 para discretizar el cuadrado unitario. El intervalo de tiempo considerado
fue [0, 1], con un paso de tiempo de At = 1 x 10™* para el cual se realizaron un total de
10000 iteraciones. El resultado se muestran graficamente en las siguientes figuras.

Cuadrado:

Condicion inicial u, Condicion inicial Vo

Figura 3.6.3: Concentraciones iniciales (t = 0).
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Figura 3.6.4: Concentraciones al tiempo t = 2.

Adicionalmente se realizaron otras simulaciones con distintos pardmetros, tomando como
dominio Q las regiones acotadas por la circunferencia unitaria, el cardioide r = 1 + cos 0
y otras curvas. Los resultados obtenidos se muestran en las siguientes imagenes.

Circulo : Radio del circulo R = 2. Se utiliz6é una malla que consta de 32401 nodos y 64620
elementos. Parametros: a = 0.126779, b = 0.792366, y = 2000, At =1 x 10~* y d = 30.
Se realizaron un total de 20000 iteraciones.

Condicién inicial u Condicién inicial v,

Figura 3.6.6: Concentraciones al tiempo t = 2.
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Cardioide : Se utiliz6 una malla que consta de 32401 nodos o vértices y 64620 tridngulos
o elementos. Parametros: a = 0. 126779, b = 0. 792366, y = 1000, At =1x10"*y d = 60.
Se realizaron un total de 10000 iteraciones.

Condicion inicial ug Condicion inicial Vo

05

0.5

0.5 0 05 1 1.5 2 0.5 0 05 1 1.5 2

s - !
: " L. » -
4 .
05 05 . ‘ o8
35 .
. 0.7
: -
: 0 .
25 . 0.6
: - -
05 05 . 05
15 .
- o
1 '
-1 -1
0s - ”

05 0 05 1 15 2 -05 0 05 1 15 2

Figura 3.6.8: Concentraciones al tiempo t = 1.

Curva (x —y%)? +y? =1: Se utiliz6 una malla que consta de 41281 nodos y 81920 ele-
mentos. Parametros: a = 0. 126779, b = 0. 792366, vy = 5000, At =1 x 10~* y d = 30. Se
realizaron un total de 50 000 iteraciones.

Condicion inicial Vo

-05 0 0.5 1

Figura 3.6.9: Concentraciones iniciales (t = 0).
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Figura 3.6.10: Concentraciones al tiempo t = 5.

Curva (x —0.2sin 10y — 0. 3 cos 3y)? + y* = 1: Se utilizé una malla que consta de 33025
nodos y 65536 elementos. Parametros: a = 0.126779, b = 0.792366, vy = 2000, At =
1 x 107* y d = 80. Se realizaron un total de 50 000 iteraciones.

Condicion inicial u, Condicion inicial vy

0).

N 055
L 05
. . » LI
. P 0.45
' 04
\ 035
g

Figura 3.6.12: Concentraciones al tiempo t = 3.

Anillo circular An(ry;ry): An(r;m) = {(1,0) € R? : 1, <1 < 1,0 <0 < 27
con 11 = 1y 19 = 4. Se utilizé una malla que consta de 30880 nodos y 60795 elementos.
Parametros: a = 0. 126779, b = 0. 792366, v = 1000, At = 1 x10~*y d = 20. Se realizaron
un total de 30000 iteraciones.
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Condicién inicial u
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Figura 3.6.14: Concentraciones al tiempo t = 3.

Del articulo Dufiet [18] y de [8] segiin cambios en los valores de a y b se obtienen
variedades de patrones espaciales como se muestra enseguida.

Cuadrado : Se utilizo una malla de 110 x 110 sobre un cuadrado de dimensiones [0, 1. 1] x
[0,1.1], que gener6 12321 nodos y 24200 triangulos. Parametros: a = 0.07, b = 1.61,
D.=1,D, =20,y =10000 y At = 1 x 107°. Se realizaron un total de 70 000 iteraciones.

Condicion inicial up Condicion inicial v
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u(x,y) t=0.7 v(x,y) t=0.7
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Figura 3.6.16: Concentraciones al tiempo t =0.7.

Cardioide : Se utilizdé una malla que consta de 41281 nodos y 81920 tridngulos. Para-
metros: a =0.14, b=1.34, D, =1, D, = 20, y = 10000 y At = 1 x 107°. Se realizaron
un total de 100000 iteraciones.

Figura 3.6.18: Concentraciones al tiempo t = 1.

Curva (x — 0.2sin 10y — 0. 3 cos 3y)? + y2 = 1: Se utiliz6 una malla que consta de 41281
nodos y 81920 triangulos. Parametros: a =0.14, b =1.34, D, =1, D, = 20, v = 5000
y At =1 x 1075, Se realizaron un total de 150 000 iteraciones.
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0.62

Figura 3.6.19: Concentraciones iniciales (t = 0).

u(xy) t=1.5 v(x,y) t=15

Figura 3.6.20: Concentraciones al tiempo t = 1. 5.

De acuerdo con los resultados obtenidos en las simulaciones realizadas para diferentes re-
giones del plano, observamos que la geometria de la region puede influir significativamente
en la formacion de los patrones esperados. Por ejemplo, en las dos tltimas simulaciones
presentadas, los pardmetros utilizados para generar rayas sobre un cuadrado (ver figura
3.6.16) se aplicaron de manera similar. Sin embargo, los patrones resultantes mostraron
rayas en algunas partes de las regiones, mientras que en otras areas el patron generado no
correspondié necesariamente a la forma de rayas.

3.7. Modelo de Gray-Scott en el plano

El modelo de reaccion-difusion de Gray-Scott proporciona informacion sobre patrones
y dinamica observada en diversos fen6menos naturales, como los patrones del pelaje de
los animales, las reacciones quimicas e incluso la formacion de patrones intrincados en las
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conchas marinas. Su expresion matematica ligeramente modificada ® es la siguiente

ou

pra D.V2u + v(F(1 —u) — uv?), (3.7.71)
0
a—: =D, V> +y(uw? — (F+ k)v), (3.7.72)

donde F, k > 0 son parametros de la reaccion, D, D, > 0 son los coeficientes de difusiéon
vy > 0 es el factor de escala. Tomando f(u,v) = F(1—u)—uw? y g(u,v) = uv?— (F+«)v,
se tiene que los puntos de equilibrio de este sistema, bajo ciertas condiciones, en ausencia
de difusion (D,, = D,, =0) son:

(u,vi)" = (1,07, (3.7.73)
1
(W) =1 5 3.7.74)

.
A(F + )2 F \/TW
((1+ == )’2(F+K)<1_ == ))
.
e oar (1 4(F+«)? F 4(F+«)?
(“3"’3)T_<§(1_ Ty )’2(F+K)<1+\/1_T>>

0.25

(
(3.7.75)

F =4(F +x)?
;

0.2

0.15

0.1

Figura 3.7.1: Region parametral para puntos de equilibrio
en la reaccion de Gray-Scott.

Auxilidindonos de la figura 3.7.1 y por medio de las ecuaciones (3.7.73-3.7.74) se tiene
que el sistema (3.7.71-3.7.72) tendra como tinico punto de equilibrio el punto (w!,vi)T =
(1,0)T cuando los valores k y F de la reaccién se encuentren en el area II de la figura
3.7.1. Esto corresponde a la desigualdad F > 4(F + k)2. El sistema tendra dos puntos de
equilibrio

F T
(UT,VT)T = (1,O)T y (u;,v;)T = <%, m) . (3776)

Esto ocurrird cuando se cumpla la igualdad F = 4(F + k)2, curva que corresponde en la
figura 3.7.1 a la trazada en color rojo. Finalmente, para que se dé la existencia de los tres

3Unicamente se les multiplicé por v a cada una de las reacciones respecto al modelo original.
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puntos de equilibrio (3.7.73-3.7.74) en el sistema (3.7.71-3.7.72) es necesario se satisfaga
la desigualdad F < 4(F + «)? cuya grafica corresponde a la region I de la figura 3.7.1.

Realizando un anélisis de estabilidad y por medio de [20] se tiene que el punto de equilibrio
(ul,vi)T = (1,0)T es estable en ausencia de difusion independientemente de los valores que
puedan tomar F y K, es decir, siempre es estable. Sin embargo, los otros puntos de equilibrio
resultan ser inestables en ausencia de difusion. En consecuencia, los patrones generados
por este sistema reaccion-difusiéon no se presenta debido al mecanismo de inestabilidad
de Turing, descrito por las ecuaciones (3.3.45-3.3.48) y esto se debe a que los patrones
espaciales generados por las soluciones del sistema se deben principalmente a los términos
de reaccion y no de difusion como es el caso de los patrones de Turing. Asi que, en sentido
estricto, podemos decir que los patrones generados por el modelo de Gray-Scott "No son
patrones de Turing”. Sin embargo, como se mencion6 al principio, los patrones que genera
este modelo aparecen frecuentemente en la naturaleza con una gran diversidad de formas.

Para realizar simulaciones numéricas correspondientes a este modelo, tomaremos la
idea utilizada en [8] y [21] de crear un pulso para las condiciones iniciales

(10, vo) T = {(1,O)T +er(x), six € O\O, (3.7.77)

(1/2,1/4)T + er(x), six € 0O,

con ¢ = 0.1, es decir, consideraremos ruido aleatorio al 10 %. Podemos considerar a O
como un rectangulo, hexagono, circulo,..., etcétera, que se encuentre inscrito en el dominio
Q), seglin sea conveniente.

A manera de gufa, enseguida proporcionamos una tabla de valores para el modelo de
Gray-Scott, obtenida de [22|, para los parametros F y K junto con el patron que generan :

| Tipodepatron | F | « |
Ondas 0.014 | 0.045
Caos 0.026 | 0.051
Puntos y bucles 0.018 | 0.051
Puntos en movimiento | 0.014 | 0.054
Caos y agujeros 0.034 | 0.056
Laberintos 0.029 | 0.057
Agujeros 0.039 | 0.058
Solitones pulsantes | 0.025 | 0.060
Gusanos 0.078 | 0.061
Solitones 0.030 | 0.062

Cuadro 3.1: Tabla de valores para la reacciéon de Gray-Scott.

Cabe mencionar que la razon de difusividades d = D, /D, para el modelo de Gray-
Scott debe satisfacer que d > 1 a diferencia de los sistemas que generan patrones de
Turing, pues para tales sistemas se tiene que d < 1. Esta es otra razon mas, para decir
que los patrones generados por este modelo no son patrones de Turing. Ahora mostramos
algunas simulaciones realizadas para ciertas regiones del espacio R?:
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Cuadrado con hexagono inscrito. Se utilizé6 una malla de 160 x 160 que gener6 25921
nodos y 51200 triangulos. Parametros: Dy, = 2 x 107°, D, = 1 x 107°, F = 0. 029,
k =0.057, vy =1y At = 5. Se realizaron un total de 20000 iteraciones.

Condicién inicial v

)
@
°
°
o

u(x,y’ t=100000 v(x,y) t=100000

2 - —

0.2

Figura 3.7.3: Concentraciones al tiempo t = 100 000.

Circulo con hexigono inscrito. Se utilizdé una malla que consta de 41281 nodos y
81920 elementos. Parametros: Dy, =2x107°, D, =1x107°, F=0.05, k =0.063, y = 1
y At = 5. Se realizaron un total de 24 000 iteraciones.

Condicion inicial u, Condicidn inicial Vo

Figura 3.7.4: Concentraciones iniciales (t = 0).
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u(x,y) t=120000 v(x,y) t=120000

Figura 3.7.5: Concentraciones al tiempo t = 120 000.

Elipse rotada con hexigono inscrito. Se utiliz6 una malla que consta de 41281
vértices y 81920 triangulos. Parametros: D, = 2 x 107°, D, = 1 x 107, F = 0. 025,
k =0.060, vy =1y At = 5. Se realizaron un total de 10000 iteraciones.

Condicion inicial A

9- 0.35
13
15- w 03
1- 1.1 0.25
05- !
09 0.2
0-
0.8 015
05-
0.7
- 05 0.1
15- 05 005
2- 0.4
! 0
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
Figura 3.7.6: Concentraciones iniciales (t = 0).
u(x,y) t=150000 v(x,y) t=50000
2
0.45
12 15
0.4
. 1 03
05 A . 03
08 0 .'.:._ 025
s 05 0.2
1 0.15
0.4 0.1
15
0.05
0.2 2
! 0
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3

Figura 3.7.7: Concentraciones al tiempo t = 50 000.
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Nonecigono con circulo inscrito. Se utiliz6 una malla que consta de 18721 nodos y
36864 triangulos. Parametros: D, = 2 x 107°, D, = 1 x 107°, F = 0.029, k = 0.057,
v =1y At = 5. Se realizaron un total de 20000 iteraciones.

Condicion inicial u, Condici6n inicial v

Figura 3.7.8: Concentraciones iniciales (t = 0).

u(x,y) t=100000 v(x,y) t=100000

Figura 3.7.9: Concentraciones al tiempo t = 100 000.

Curva (x —y3)? +y2 = 1. Se utiliz6 una malla que consta de 28901 nodos y 57630 trian-
gulos. Parametros: Dy, = 2x 107°, D, =1 x107°, F = 0.039, k = 0.058, vy = 0,5 y
At = 5. Se realizaron un total de 6 000 iteraciones.

Condicion inicial ug Condicion inicial Vo

0.8
0.6
0.4

0.2

0.2
0.4
0.6

0.8

- 0.5 0 0.5 1 -1 0.5 [ 0.5 1

Figura 3.7.10: Concentraciones iniciales (t = 0).
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u(x,y) t=30000 v(x,y) t=30000

" R A ..‘.o.o.. \.

»
g *s et 02

Figura 3.7.11: Concentraciones al tiempo t = 30 000.

Curva (x —0.2sin 10y — 0. 3 cos 3y)? + y? = 1. Se utiliz6 una malla que consta de 32401
vértices v 64620 tridangulos. Parametros: Dy = 2 x 107°, D, = 1 x 107°, F = 0. 05,
k =0.063, vy =1y At = 5. Se realizaron un total de 4000 iteraciones.

Condicion inicial uy Condicion inicial vo

14

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -1 -0.5 o 0.5 1 1.5

Figura 3.7.12: Concentraciones iniciales (t = 0).

u(xy) t=200000 v(xy) t=200000
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1.5

)
>
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Figura 3.7.13: Concentraciones al tiempo t = 20 000.

Para este modelo, los patrones obtenidos para diferentes valores de los parametros de
reaccion fueron consistentes con las formas esperadas, tal como se establece en la tabla
3.1 Ademas, se observd que la implementacion de pulsos en las condiciones iniciales no
alterd significativamente la forma de los patrones generados en cada simulacion en la que
se aplicaron dichas condiciones.
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Capitulo 4

La Ecuacion de Laplace-Beltrami y el
método de los elementos finitos

En este capitulo nos centraremos en dar los fundamentos para resolver de manera
numeérica mediante el método de elemento finito las ecuaciones de la forma

¢
Pt
xd —Ds Vi d =T, (4.0.2)

denominadas ecuaciones Laplace-Beltrami en su forma parabdlica y eliptica, res-
pectivamente. Esta metodologia sera la base, mediante algunas adecuaciones minimas, que
nos permitira resolver de manera numérica los sistemas reaccién-difusion que nos interesan
para la generacion de patrones de Turing, pero ahora sobre dominios superficiales.

—DsVigp =1, (4.0.1)

Antes de presentar los fundamentos matematicos para resolver tales ecuaciones, es nece-
sario introducir el operador de Laplace-Beltrami ya que dichas ecuaciones se expresan en
términos de este operador.

4.1. Operador Laplace-Beltrami (LBO)

El operador de Laplace-Beltrami es una generalizacion del operador de Laplace comtn,
para funciones definidas sobre superficies en el espacio euclidiano y, de manera atn més
general sobre superficies y variedades Riemannianas. En nuestro caso lo utilizaremos para
funciones definidas sobre superficies tridimensionales en el espacio euclidiano.

Definiciéon 4.1.1. Sea £ C R? una superficie suave, n un vector normal unitario exterior
aly¢:XCR—— Runa funcion definida sobre X de clase Cl. Se define el gradiente
tangencial de ¢ en x € X denotado por Vsd(x), mediante

Vid(x) = Vh(x) = (Vo(x),n)n, (4.1.3)

donde (-, -) denota el producto interior en R3.
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X

Figura 4.1.1: Gradiente tangencial Vs d(x).

Geométricamente, el gradiente tangencial es la proyeccidon ortogonal del vector gra-
diente V(x) sobre el plano que tiene por vector normal al vector n como lo muestra la
figura 4.1.1. De esta manera, al considerar la matriz de proyeccion, dada por el producto
externo P =nn', se tiene que Vs d(x) también puede expresarse de la siguiente manera:

Vidp(x) = (I-P)V(x), (4.1.4)

donde I representa a la matriz identidad de tamano 3 x 3 e [—P es la proyeccion ortogonal
complementaria a P.

Definicién 4.1.2. Sea ¢ : £ C R3 — R de clase €%, y

Vi = (Dxb.Dyd,D:¢)" .
Se define la divergencia tangencial de ¢ denotada por divy ¢, mediante

divi  =Vsz-d =Dxd+Dyd+ D.od.

Definiciéon 4.1.3. Sea ¢ : £ C R?> — R de clase C2. Definimos el operador de
Laplace-Beltrami de ¢ denotado por V%@, mediante

Vip =Vs-Vio,

o equivalentemente, Vb = divy (Vs ¢). En muchos textos, se denota a este operador por
As .

Cabe notar que cuando X es una superficie plana, el operador de Laplace-Beltrami V% es
el operador de Laplace estandar V2.

Continuando con nuestros objetivos, sabemos que por medio de la segunda ley de Fick
(2.2.3) podemos analizar la variacion de la concentracion ¢ de una sustancia que se difunde
"a través” de una superficie que encierra cierto volumen . La expresion matematica para
esta ley, como ya se sabe es

0

—~ = DsV?p. 4.1.
S =DV’ (4.1.5)
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Sin embargo, estd ecuacién que sirve para describir tal fen6meno difusivo por medio del
operador de Laplace V2 es 1til cuando se desea estudiar dicho fenémeno, como ya se dijo,
a través de la superficie, es decir, se analiza el proceso difusivo en la parte del volumen
encerrado por la misma. No obstante, en nuestro caso, necesitamos estudiar dicha variaciéon
de la concentracion ¢ sobre la superficie  y no en su interior. Por esta razon es necesario
proyectar el gradiente V¢ sobre la superficie X, es decir, usar el gradiente tangencial Vy®
para después por medio de este, utilizar el operador de Laplace-Beltrami VZ¢, el cual
acttia solamente sobre la superficie dada.

Ahora procedemos a dar algunos ejemplos de dicho operador sobre algunas superficies en
especifico.

Ejemplo 4.1.1 (LBO sobre la esfera unitaria). Supongamos que £ = S? es la esfera
unitaria y ¥ una funcién de clase €2(S?). Un vector normal unitario a S? esta dado por

. T . . . .
n= [x y z] ; luego, la matriz de proyeccion ortogonal P se determina mediante

x? xy xz

P=n-n'=|xy y> yz|. (4.1.6)
xz yz z*

De esta manera, el gradiente tangencial V¥ de V¥ es

1—x* —xy —xz o (Y2 +22) 3 —xy3 g{y— xz %t
VeV = (I-P)VY¥Y=| —xy 1-—y? vz =y %‘i’ (x + 22 o yz3¥
—xz —yz 1-2*| [ _XZ__UZay + (x4 y?)2

y, finalmente, para calcular el operador de Laplace-Beltrami VZ,¥, aplicamos el operador

nabla V = [K % a_z} al gradiente tangencial VgV

O (@YW a0 0Y oW oy o
ax 9T F Uay oz ) Y TR e yay yaxay 0z~ ooz

9 (L« a;y+(x2+z2)a—w— Sl INNCL AN oW +(x2+z2)a2\y— CL
oy \ P ox oy oz “ox T Yoyox 0y 0z Poayoz
9 (L + (x* + 2)ﬂ _ oW oY oW +(x*+ 2)62_‘1/
oz x oy Y92 ) T % Pazox oy PFozoy Yz

Entonces, debido que ¥ es de clase C%(S?), se tiene la igualdad de derivadas parciales
cruzadas; asi que, al sumar estas igualdades anteriores se obtiene

0%y 0%y 0%y 0%y 0%y
2 Y= 2 2 —9 —9 I
Vi (y*+z )ax2 +(x*+z )ay2 + (x*+y )622 Xyaxay xzo - o
_2262‘1’ _QXO‘P_Q 6‘1’_226111 o
Y dyoz ox yay 0z



Ahora, proporcionamos una definicion alternativa para el operador de Laplace-Beltrami,
la cual, en gran variedad de textos que tratan dicho operador, parten de esta misma. A
diferencia de la definicion 4.1.3 en este caso el operador de Laplace-Beltrami dependera
de las coordenadas locales en las que este expresada la superficie X. La definicién es la
siguiente

Definicion 4.1.4 (LBO en coordenadas locales). Sea ¢ : £ C R? — R de clase €,
con X una superficie r(u,v) con parametros u; = u, Uy = v y tensor métrico (matriz)
(gij) = (0r/du; - Or/dw;) para i,j = 1,2. Denotamos g = det(gy;), (¢g7) = (gy)~". El
operador de Laplace-Beltrami de una funciéon ¢ actuando sobre la superficie £ se

define como: ,
Vid=) — (\/_ ¥ ) (4.1.8)

Utilizando la notaciéon de Einstein para la suma reescribimos este operador como

Vid = \/‘ai (\/agijg—i) : (4.1.9)

En [36] (secc. 1.4) se hace un estudio detallado del operador de Laplace y simultdneamente
del operador de Laplace-Beltrami partiendo de la definicién 4.1.3. A través de una serie de
resultados se demuestra que el LBO calculado en 4.1.3 también se puede calcular mediante
4.1.4 utilizando coordenadas locales de X.

Ejemplo 4.1.2 (LBO sobre la esfera unitaria en coordenadas esféricas). Calcularemos el
LBO de una funcion ¥ de clase C?(S?) en donde S? esti dada en coordenadas esféricas :

x = cos ¢ sin O, (4.1.10)
y =sin $sin6, (4.1.11)
z = cos 0, 0<O<m 0<d¢<2m (4.1.12)
Tenemos
r(0, ) = (cos ¢ sin O, sin dpsin B, cos )7, (4.1.13)
con
or . . T
ro =35 = (cos d cosB,sin ¢ cosO,—sinB) "',
or
Ty = ad) = (—sin g sin 0, cos psin0,0) 7.
Luego,

Joo = I'g rg = 1, Joop = I‘l; 'y = SiIl29, Jdop = gopo = I‘g 'y = 0.
Entonces,
1 0 S 10 : )
(91)) = |:O Sin29:| ) (9 )) = |:0 1 :| Yy g= SIHQG, con i) = 97(1)
sin20
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Por lo tanto, de acuerdo a (4.1.8) se tiene que

1 6( 6‘1/) 1 %Y

mels )y o
i * nZ0 092

2 _
V2LV = -

sin 0 00 (4.1.14)

Ejemplo 4.1.3. Ahora utilizaremos las ecuaciones (4.1.7) y (4.1.14) para el operador
de Laplace-Beltrami para mostrar que la funcion u(x,y,z) = xyz es solucion exacta del
problema eliptico

—Viu = 12xyz (4.1.15)
con dominio £ = S? la esfera unitaria. Las derivadas parciales de u son:
ou ou ou
% YE @:xz, PPl
0*u 0*u 0*u

oxdy T 0yoz -0
’u _ *u _ 0%u 0
ox2 oy 0z2

Por lo tanto, de (4.1.7) se tiene que VZu = —12xyz y, en consecuencia, —Viu = 12xyz.

Ahora, para (4.1.14) expresamos u en coordenadas esféricas por medio de las relaciones
(4.1.10-4.1.12). Tenemos (0, d) = %sinQG cos 0sin 2¢, entonces

ou 1, ) 9 1 o0 (. . 0u .
== —1 — =) = —1
30 2sme sin 2¢ (3cos“0 — 1), 1020 (sm@ 66> cos 0sin 2¢ (3cos20 — 1),
0 1 02
% = sin?0 cos O cos 20, MaT; = —2cos 0sin 2¢.

Por lo tanto,

Viu = 3cos 0sin 2¢ (cos?0 — sin’0 — 1) = 12 cos O sin ¢ cos ¢ (cos?0 — 1)
12xyz
== —yl (22 — 1) = —12xyz.
Esto es, —V%u = 12xyz. Notamos ademés que para ambos métodos los resultados coinci-
den.

El siguiente ejemplo se basa en [38], para el cual se proporcionan soluciones exactas
de la ecuacion Laplace-Beltrami en su forma eliptica sobre una superficie toroidal y un
cilindro circular recto sin tapas.

Ejemplo 4.1.4 (LBO sobre un toroide). Vamos a obtener la formula del operador de
Laplace-Beltrami para una funcion ¥ de clase C*(Z) con £ = T un toroide de radios
mayor y menor, R > 0 y r > 0, respectivamente, cuya parametrizacion esta dada por

x = (R+ rcos0)cos ¢, (4.1.16)
y = (R+ rcos0)sin ¢, (4.1.17)
z=r1sinb, (4.1.18)
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donde 0, ¢ € [0, 271).

Hacemos
r(0,$) = ((R+rcosB)cos d, (R+rcos0)sind, rsin 0)7, (4.1.19)
con
or . . . T
ro = 30— (—rsinOcosd,—rsinOsin P, rcoso)’,
ry = :_(.';') = (—(R+rcosB)sin d, (R+rcosB)cos d,0)'.
Luego,

Jeo = rg ro =17, 9o = r$ ry = (R+rcos 0)%, Jop = Yoo = rg ry =0.
Entonces,

9= |7 (g =g Y — (R rcos6)’
95710 R+71eos0)2]” 970 ! y 9= cosBIS

(R+Tcos0)2
con i,j = 0, ¢d. Por lo tanto, de acuerdo a (4.1.8) se tiene que

1 0 oYy 1 RAVY
Y = —((R — : 4.1.2
Vi 12(R+T1cos0) 00 (( +rcosd) 69) * (R+ rcos0)? 0?2 ( 0)

Expandiendo las derivadas parciales, obtenemos

sin © oy n 1 0%y n 1 o2y
T(R4+71cos0) 00 12002 (R+71cos0)20¢p?

Viy = — (4.1.21)
e Ahora, mostraremos que la funciéon u(x,y,z) = z es solucion exacta de la ecuacion

—V2u= T% (2— RO +y?) 2, (4.1.22)

con X =T la superficie toroidal considerada anteriormente. En términos de los dngulos ¢
y 0 se tiene que u(¢,0) = rcos 0; luego, de acuerdo a (4.1.21) se tiene que

sin © v 10%Y

VQ — _ -
T4 = TR L rcos0) 20 | 12 002
_ sin® 2rcosB+R+ R __Z, R
1t | R4reos®  AXZFyZ| 2 VE+y?|’
2 0+ R 2R
ya que por medio de (4.1.16-4.1.18) se tiene que Zreosfr R 2——————= R+71cos0 =

R+ rcos6 VX2 +y?’
VX2 +y?ysin® =z/r.
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4.2. Formulacién parabélica

Sea £ C R? una superficie. Supongamos que ¢(x,t) representa la concentracion de una
sustancia que se difunde en un medio a través de X al tiempo t. Se requiere resolver

o

v DsVid=f, V(x,t)€Zx(0,T), (4.2.23)
$(x,0) = do(x), VxeZ, (4.2.24)
(V-n)p =0, VxeoI, (4.2.25)

con p, T >0y ¢o(x) es la condicion inicial. Dy > 0 es el coeficiente de difusion y V% es
el operador de Laplace-Beltrams definido en la seccion anterior.

Para obtener una soluciéon mediante aproximaciéon numérica de este problema, pro-
cedemos primero a realizar la discretizaciéon del mismo por medio del método de Euler
implicito.

Discretizamos el intervalo [0, T] mediante t, = n At con At > 0 la longitud de cada
subintervalo temporal y n = 0,1,2,... Dada la condicién inicial ¢q(x), suponiendo que

$°(x) = o(x), d'(x) = d(x,At), ¢?(x) = d(x,2At),..., ¢™(x) = d(x,n At), podemos
calcular una aproximacioén para ¢™ ! (x) resolviendo el sistema
d)nJrl _ d)n
P AL

y condicién inicial ¢p°(x) = ¢o(x). Entonces, al hacer ¢ = ¢™!, o« = p/Aty f = f + o p™
se tiene que en cada paso de tiempo t > 1 debemos resolver un problema de la forma

—Ds V" =" V¥xeX (4.2.26)

xp—DyVidp=Ff VxeZ (4.2.27)
(V-a)p =0, Vxcor. (4.2.28)

denominado sistema eliptico sobre la superficie L.

Para resolver (4.2.27-4.2.28) consideramos el problema en su forma variacional: encon-
trar ¢ € H'(X) tal que para todo v € H'(Z) se cumple

ch d)vdZ+DzJ vzq»vzvdzzj fvds, (4.2.29)
z z z

donde
HY D) = {v € LX) : J

[Vsv|* dZ < oo} (4.2.30)
x

y dX representa la diferencial de superficie.

Observacion 4.2.1. Si la superficie £ C R? es cerrada (i.e., 09X = 0)) o no cerrada (i.e.,
0X # () siempre trataremos con la formulacion variacional (4.2.29) debido a que, para el
caso en el cual X sea no cerrada, se aplicaran condiciones tipo Neumann homogéneas a la
frontera 0X.
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Nota. La funcion f en (4.2.23-4.2.25) debe pertenecer al espacio H'(X) y cuando p = 0,
cumplir la condicién de compatibilidad con el dominio £ C R3, es decir:

J fdz =0. (4.2.31)
z

Esta condicién es necesaria porque en este caso se tiene un problema eliptico del tipo
Neumann puro. Dicho problema tiene solucién si, y solo si, se satisface la condicion de
compatibilidad anterior. Ademas, es importante senalar que la solucién no es tnica, ya que
si ¢ es una solucion del problema, entonces ¢ + ¢ con ¢ € R también lo es. Sin embargo,
podemos pensar que la solucion es tinica salvo constantes considerando que la soluciéon ¢
pertenece al espacio cociente H'(X)/R. Para méas detalles, puede consultarse [19].

4.2.1. Aproximaciéon del problema variacional

En el capitulo 5 daremos un breve desarrollo para la generacién de mallas triangulares
sobre superficies y las caracteristicas que deben satisfacer. Denotamos con P; al conjunto
de polinomios en dos variables de grado 1. Dada una malla triangular Ty que aproxima a
la superficie Z C R?, es decir,

donde T, denota e-ésimo tridngulo o elemento en Ty, y N, el numero total de ellos, apro-
ximamos H'(Z) mediante el espacio finito-dimensional de funciones lineales por tramos:

Vi, = {V S Go(i) : \)|Te elP, VT, € th} , (4232)

donde T es la discretizacion de £ mediante la triangularizacion Ty,. Denotamos con Vy, el
conjunto de vértices de Tr,.

9p(Q) Para cada P € V}, consideraremos la funcién
\ piramidal @p perteneciente a V;, que cum-
ple la siguiente propiedad bésica para cada
vértice Q € Vy,

\ > 1 siQ=P,
R L o eV or(Q = O
\ / P 0 siQ#P.
\é:"""_i_ < / [V
/\// Estas funciones piramidales @p con P € Vy,

forman una base del espacio de funciones Vi,

Figura 4.2.1: Funciones piramidales. que aproxima a 3, (Z).

Es decir,
Brn={@p : PEVp}
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es una base de Vy,. Denotamos con

N = dim V}, = #(Vr) = Namero de vértices en la triangulacion Ty,.

Ahora podemos discretizar el problema variacional (4.2.29) de la siguiente manera:

Encontrar ¢y € Vi, tal que

(XJA d)hvh dx + D): I[A V)Zd)h . VZVh dx = JA f\)h dZ, V\)h € Vh. (4233)
> X >

Como esta formulacion es valida para cada vy, € Vy, en particular, lo es también para
cada funcién piramidal @p de la base. Ademas, al expresar ¢pp € V}, como combinacién
lineal de las funciones piramidales

br(x) = D bn(P) @r(x), (4.2.34)

PeVL

se tiene la reformulacion de (4.2.33) en términos de las funciones piramidales @p :

> (ochcppch 4z +Ds | Vser- Vsoq dZ) on(P) = | foodz ¥QeD.
x x x

PEVh
(4.2.35)

El problema variacional también se puede expresar en la siguiente forma. Encontrar
los valores ¢; = ¢1.(Py), 1 =1,2,..., Ny tales que
Ny

> (ocJA 01 O dZ+D;JA Vs@i- Vs@; dZ) di :J'Af(pj dr, Vvj=1,2,...,NL
z z

i=1 z

(4.2.36)
Expresado en forma matricial se obtiene

(aM+ DsK)p =F, (4.2.37)
donde ¢ es el vector de incognitas {¢pi}, M = (My;), K= (Ky;) y F = (Fy,...,Fn,)7, con

Jx

Kij =1 V):(pi . V):(Pj dZ, (4239)
Jx

Fj = | f(pj dZ, (4240)
Jx

donde M y K corresponden a la matriz de masa y la matriz de rigidez, respectivamente
y a F se le conoce como vector de carga. Utilizando la propiedad de sumabilidad de
las integrales, obtenemos

My = JA Pi@;df = ) J ¢i @ dTe, (4.2.41)
= TeeT) Te
Kij = JA V@i Vig;dl = Z Vr1,9i - V1, dTe, (4.2.42)
x L JT
TecTy ~ ¢
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donde ‘J']if representa a los elementos triangulares que contienen a los vértices adyacentes
Pi, P; y V1, es el gradiente tangencial sobre el triangulo Te.

4.2.2. Construccion de las funciones base en cada elemento

Para cada e = 1,2,..., N, con N, el nimero de elementos triangulares en la malla
Th, el tridngulo T, € Ty, tiene por vértices los puntos P{, PS y P$ cuyas coordenadas estén
dadas por (x§,y$,z%), (x5,YS,25) v (x5, y$, z§), respectivamente. Consideramos la matriz
de conectividades {g(e,A)} para 1 < e < N,y 1 < A < 3 que relaciona la numeracion
global de los nodos V;, de T con la numeracion local A = 1,2, 3 de los vértices de cada
Te, en donde i = g(e, 1), j = g(e,2) y k = g(e, 3). De esta manera una funcion piramidal
@; restringida al elemento T, la podemos denotar mediante

(Pi(x) :(pi(X”Tea Sii:g(@M»

denominada funcién de forma.

Propiedades de las funciones de forma Enseguida mostramos algunas propiedades
que destacan a las funciones de forma.

Proposiciéon 4.2.1. Para cada e = 1,2,..., N, y para todo A = 1,2,3, la funcién de
forma @f sobre el tridngulo T, satisface:

(a) @% es un polinomio en las variables x, y, z de grado < 1 sobre T..
(b) X (x5, Yp,zh) = O, con 1T <A < 3y 8y es la delta de Kronecker.
)T

(c) Para todo punto x = (x,y,z)" se tiene que

@1 (x) + @3(x) + @5(x) = 1. (4.2.43)

Si ademas, x € T, entonces, x se puede expresar como promedio ponderado de los
vértices del tridngulo con pesos determinados por la funciones de forma. Es decir,

(%, y,2)" = @f(x)P} + 05 (x)PS + @5 (x)Ps. (4.2.44)

Demostracion. Los incisos (a) y (b) son consecuencia inmediata de la definicion de las
funciones de forma. Para demostrar (c) consideremos

@5 (x,Y,z) = axo+ axix + axoy + a3z (4.2.45)

Para cada A, u = 1,2, 3 se tiene que @3(P7) = da,, de donde obtenemos el sistema lineal
de 3 x 4:

e e e
axo+ ax1X] +axoyy +axszz; =1

e e e
aAxo + ax1Xy + Ax2Yy + Ax3zy =1

e e e
ax,o + an) 1Xg + ax.2Yys + ax3Z3 = 1
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Figura 4.2.2: Tridngulo T y sus proyecciones triangulares.

Resolvemos el sistema en términos de aj o, es decir, los coeficientes ay 1, ax 2, ays van

a depender del valor de ay . Se tiene que

e e
X1 Y1 Zq
e _ |ve .,e el __ e(,.e e e_e e(e. e e_e e( €. e e, e
A® = x5 ys5 z5| =x7(y5z5 —ys5z5) FyT(x5z5 —x5z5) + 27 (X3Y5 — X5Y3)
e e
X3 Yz Z3
. e e e e e e
=2 (x{AS +UYTA] +2fAS)

(4.2.46)

donde A, A7, A son las dreas respectivas (ver [17], pag. 365) de los tridngulos T¢, TS, T2
mostrados en la figura 4.2.2. Tales tridngulos corresponden a las proyecciones del tridngulo

T. sobre los planos YZ, XZ y XY, respectivamente. Por otro lado, tenemos

I—aip yi zi

Aayp=| —a1o Y5 z5
e

—a10 Y3z Zg

x; 1—ajo zf

= (Y225 —Y325) — 2a10A5,

J— e e — e e e.e e
Aajp = x5 —aio z5| = (X325 —X525) — 2a10Ay,
e e
e e
X{ yi l—aip
e e e e e
Aajz = x5 Y5 —aio | = (X3Y3 —X3Y5) — 2a10AS.
X5 Yys —aip

Similarmente, se tiene que

e.e e.ce e e.e e.ce
Aay; = (Y527 —Yizs) —2a20A5, Aags = (X725 —x527) — 2a0A

Aasz = (x3Y] — X7Ys) — 2az0A;, Aasz: = (Yiz; —Ysz7) — 2azpA

e e e_e e e, e e, e e
Aagy = (X527 —X7z5) — 2a30Ay, Aazz = (xfys —x5Y7) — 2a30Ax.



Entonces,

1
PT0x,Y,2) = aro + 1o { (U525 —y5z5) — 2a1 oA x + [(x§25 —X525) — 2a10A5 ] y

+1(x5y5 —x§y3) — 2a10AZ] 2},

©5(x,Y,z) = asp + é{ [(yszf —yizs) —2a20ASI x + [(xfzg —x5z7) — 2a270A§} y
+[(xSyf —x{ys) — 2az0AZl 2},

©3(x,Y,z) = azo + é{ [(y7z5 —ys327) — 2a30AL] x + [(xng —X{z3) — 203,0A§} Y
+ [(xfy5 —x5y§) — 2aseAsl z}.

Vemos que hay una infinidad de funciones de forma que satisfacen las condiciones reque-
ridas ya que ax € R por ser variable libre para cada A = 1, 2, 3. Entonces, restringiremos
un poco los valores para los coeficientes a y consideramos a aquellos que cumplan la
condicioén a; o + azp + aso = 1. Por lo tanto, al suponer tal igualdad se tiene que

1
1 (x) + @35(x) + @5(x) = (a0 + azo + asp) + E{2A§ —2(a10+ azp + azo)AL}
1
+ E{QAE —2(ai o+ azo + a3,O)A§}

1
+ E{2A§ — 2(0170 + 0.270 + Clgp)Ai}
=1.

Adicionalmente, puesto que las funciones de forma @§ son funciones afines, entonces son
funciones concavas y convexas a la vez y, por lo tanto, sus valores minimo y maximos
absolutos se encuentran en algin vértice del triAngulo T, pues T, es una regioén convexa.
En consecuencia, se tiene que @$%(x) € [0, 1] para todo A =1,2,3 y x € T. De esta manera,
las funciones de forma @ actian como las coordenadas baricéntricas del tridngulo T.. Por
lo tanto, cada x € T, puede ser expresado como promedio ponderado de las funciones de
forma, es decir,

x = @7 (x)P] + @3(x)P5 + @5(x)P3,

como se queria demostrar. O

Elemento de referencia y transformacion afin. Consideremos el tridngulo rectangulo
unitario T (denominado tridngulo o elemento de referencia) en las coordenadas &-
1N v un elemento triangular T, € 7}, en el sistema cartesiano x-y-z cuyos vértices son
PE = (x£,y%,28)T, Pf = (x§,yS5,25)T vy P£ = (x£,y$,zE) T como en la figura 4.2.3
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na
P3(x3,¥5,23)

(0,1)

—

P
1yt 20 Py (x5, y5,25)

(0,0) (1,0 E

X

Figura 4.2.3: Transformacion del elemento de referencia T al elemento fisico Te.

Cuidando que la numeracion de los nodos vayan en el mismo sentido (antihorario), la
transformacion afin r. : T — T, que se requiere esta dada por

re(&,m) = @1(&M) (x5, Y5, 25) T + @2(E,m) (x5, 5. 25) " + @3(&,m) (x5, s, 25) T, (4.2.47)
donde

¢1(&Em) =1—-&—n,
(APZ(EnT]) = En
@3(&7“) =mn.

Notamos que se tiene la correspondencia

0T — (x$,y5,25)7,
(L,0)" — (x§,y5,29)7,
DT — (x5,ys,28)7

) )

en donde el superindice T denota la transpuesta, es decir, los vectores son columna, y
ademas se respeta el sentido antihorario en el que van los nodos o vértices. Al escribir
re(&,m) = (x,y,2z)7, la transformacion (4.2.47) anterior puede reescribirse de la siguiente
manera

Xf (f)l(‘(-van) +X§ @2(&711) +X§ @5(&7]1) - Xf + (XS _XT) Ev+ (X?e) _XT)TL
Y7 ¢1(&,n) + Y3 ¢2(&,m) +y3 ¢3(&,m) =yi + (y; —y7) &+ (Y5 —yi)m,
zy ©1(&,M) + 25 ©2(&,n) + 25 @3(E,n) = z{ + (25 —z7) &+ (25 — z{)n.

N e R
I

Luego, la matriz Jacobiana J. de la transformacion afin (4.2.47) es

Cox o -
gs 83 xS —x§ x§—x¢§

Je = % o | = ys —yf ys—yf |. (4.2.48)
0z o0z | L#-E z-a
| 08, Om |
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Los vectores columna de esta matriz son los vectores fundamentales rg y ry de la trans-
formacion de coordenadas

e e e e

Xg =X X3 —Xq

e __ e e e __ e e
rs=1Y2 — Y1 y rp,=1Ys —Y; (4.2.49)

z§ —z$ z$ — z§

y tienen asociado el vector normal siguiente

(ys —u$) (25 —2§) — (y§ —y$) (25 —z5)
rexrd = | (x§ —x§) (25 —2) — (x§ —x§) (25 —25) |, (4.2.50)
(x§ —x§) (Y5 —yS) — (x5 —x) (y§ — )

cuya norma cuantifica la deformacién de area del elemento de referencia T bajo la trans-
formacion.

Una propiedad muy importante de la transformacion r. se establece en el siguiente
resultado:

Teorema 4.2.1. Para cada e = 1,2,..., N, la transformacion afin r. : T — T, cuya
regla de correspondencia esta dada por (4.2.47) es biyectiva.

Demostracion. Inyectividad : Sean & = (§,m)7, & = (& ,n)" € T tales que & # &'. Por ser
J. una matriz de rango completo (rango 2) se tiene que P¢ + J & # P¢ + J &', de donde
re(&) #re(&).

Suprayectividad : Debemos probar que para todo x = (x,y,z)' € T, existe algiun

E=(&m)' ¢ T tal que r.(&) = x, es decir, P{ + J.& = x. En efecto, la matriz Jacobiana
J. es de rango completo, entonces JIJ. es una matriz invertible de tamafio 2 x 2, dada

T

por:
ell2 (re)Tre
JTJe — ”rE,H & n:| ’
) {(I‘E)Tfﬁ 5]
B 1 HreH2 _(I.e Tre}
con (JIJ.)™!' = ——— T e £ 51, donde det(JIJ.) = |r¢ x r¢|? =
R [—(ramﬂ el "> donde detllede) = it > xl

4[Area(T,)]%. Luego, para cada x = (x,y,z)" € T, consideramos la igualdad P¢ + J.& = x.
El sistema J.& = x — P{ es un sistema sobredeterminado, cuya solucion de minimos cua-
drados se obtiene utilizando la pseudoinversa izquierda de Moore-Penrose para Je :

= (I 0 (x —P§)

:;{ [ —(rz)Trs] [(rg ( —Pf)]
det(T1T.) |~ e 2 | ()T (x—PE)
: [ e I2(x¢)T (x — P§) — [(x¢)Txe] (x$) (x — P§) 1

T <P [ (8 e ] ()T (x — PE) + g 2(r) T (x — PY)

T

)
)T

Ahora, de la proposicion (4.2.1) se sigue que el vector x € T, puede ser expresado como
x = @7 (x)P] + @5 (x)P5 + @5(x)P5,
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con @f(x) + @5(x) + @$(x) = 1. Por lo tanto, al utilizar la igualdad, obtenemos

Iee]2(r8) " (x — P) — [(r8)Txe] (x8) T (x — P§) = I8 x ril[* @5 (x)
—[(8) ] (08) T (x — PE) + rg2(re) T (x — PF) = |Irf x rg |25 (x),

de d/(znde g = (@S5(x),95(x))T, con 0 < @5(x) < 1y @¢(x) < 1— @(x). Por lo tanto,
& € T. Verificamos
re(&) = re(@s(x), @5(x))
=[1 - @3(x) — @5(x)]1 P{ + 03 (x)P; + @35 (x)P5
= @1 (X)P] + @3 (x)P; + @5 (x)P5
= X.

[]

Corolario 4.2.1. Paratodo e =1,2,...,N. y A = 1,23 se tiene que @»(§) = @5 (x) si
y solo si r.(&) = x.

Demostracion. Es inmediato, ya que la funcién r. manda a cada & = (§,1)" € T a las
coordenadas baricéntricas del punto x = (x,y,z)" € T, las cuales tienen representacion
tinica, por lo cual @, (&) = @f(x) siempre que r (&) = x. H

4.2.3. Ensamble de la matriz A = « M+DsK utilizando el elemento
de referencia

Ensamble de la matriz de masa M. De la ecuacion (4.2.41), suponiendo i = g(e, A)
y j = g(e, u), se tiene que

My; = Z J (OFY (prdTe-
TeeT) Te

Utilizando la transformacion r. dada en (4.2.47) y el corolario 4.2.1 se obtiene lo siguiente

My = 3 [ @aem @ulem st xaslidedn = lig <yl ¥ Maw, (1250

L JIT ;
TeeTy TeeTy)

donde K/l\;\PL = JJA PA(E, )P (&, 1) dE dn. La matriz /I\ZM es la matriz de masa local

y es de tamano 3T>< 3, es decir 1 < A, < 3y se ha utilizado la notaciéon de integracion
doble para enfatizar que son integrales de area o superficie. Esta integral puede calcularse
utilizando la regla de Simpson, es decir el promedio ponderado del integrando sobre los
puntos medios de las aristas del elemento de referencia T:

~

= i i T, - )
My, = JJA PAlEm) @ (&) dEdn ~ 3 {Or ®uliy21/2) + Or Ppli1/20) + @A Puli0ay2) }
T

1 J1/2 sid=p 1 ]2 sid=qp
6 |1/4 siAAp 24 |1 siA#£p
(4.2.52)
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~ 1 ~
donde |T| = 5 representa el area del triangulo T. Estos nueve coeficientes se pueden

almacenar en una matriz de 3 x 3

o 2 11
M:ﬂ 1 21 (4.2.53)
11 2
Por lo tanto,
My~ ) lIrg x gl May. (4.2.54)
Te€T)

Ensamble de la matriz de rigidez K. Los coeficientes (4.2.42) de esta matriz,
suponiendo que i = g(e,A), j = g(e, 1), se pueden expresar como

Kij = JA V@i Vig;dl = Z J V.05 Vo) dTe, (4.2.55)
* TeeTy) Te
con V1,95 = (I-P.)Ve$, siendo P, la proyeccion sobre la normal al elemento triangular
T.. Por lo tanto,
Kij= ) | [=P)Vey- (I—Pe)Ves dTe. (4.2.56)

L JT
TeeTy ¢

Como @x(&,1) = @X(x(&,1),y(&,n), z(&€,n)), entonces

Lo
d05) 208 2x d9idy 205 2x)  rdx By 22 | oo
~ | 0& | _ | ox 0§ 0y 0§ 0z 0&| _ |0& 0& 0& Ao qT
Vor= |29k | = |dws X o¢k 0y  des 02| = |oX oy 0z |y | T Ve
on dx on  dy dn = 9z On om om oml |9;x
0z
(4.2.57)
Ademés, V3 es combinacion lineal de r§, ry y n°, es decir
e e _.e e _.e e e S e rgxrg
V5 = asrg + byry +c5n®, con 0= _—— ", (4.2.58)
e x rgl

y multiplicando escalarmente por V@3 por rg, ry y n°, obtenemos respectivamente

(r$)" V§ = a (r¢)'rf 4+ bg (rf)re

(re)" Vo5 = aj (rg) 'rg 4 b5 (re) 're (4.2.59)
(0°)T V¢ = cs.

Es decir, se obtiene directamente el coeficiente c. Para obtener los otros dos coeficientes,

formamos el vector incégnita &« = (a¢,bs)T vy reescribimos en forma vectorial las primeras
A A O
dos ecuaciones en (4.2.59). Obtenemos

IIVes =0T, at. (4.2.60)
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Utilizando la ecuacion (4.2.57) obtenemos la soluciéon para «f en términos de los gradientes
de las funciones base en el elemento de referencia T

o5 = (JeJe) 'V i (4.2.61)
Sustituyendo los coeficientes & y c§ en (4.2.58), obtenemos
VS = Je o +0° (5%) VS = I (J11e) 'V + PVl (4.2.62)

Asi que,
(I—-P)Ve5 =Je (JiJe)'VPa, A=1,2,3, (4.2.63)

y el producto escalar en el integrando de (4.2.56) se reduce a (V@) (JIJ.) "1V ,. Por
lo tanto, se concluye que

Ky= ) ” (Vo) U 'V lieg xrsldedn = Y [Ieg x r&lIKS,,, (4.2.64)
TeeT))
con

~ 1 R B )

K =5(VOr) (Jede) ' Vou, 1<A <3, (4.2.65)

y los gradientes son los vectores constantes

Vu(Em) = ( ! )  VeulEm) = ( ! )  Vs(Em) = ( X ) C (4260)

En resumen, los coeficientes de la matriz A = «M + Dy K, se generan por medio de la
formula:

ay= Y leg xxg] (ocﬂ/l\m+DZIZ§H) con i=g(e,A), j=gle,w). (4.2.67)

TeeT)

4.2.4. Calculo de los coeficientes F; del vector de carga F

Utilizando nuevamente la relacion entre el indice global y el indice local de cierto
elemento T, € T}) que nos proporciona la matriz de conectividades g mediante i = g(e, A)
y j = g(e, 1), utilizando la aproximacion

3

fleyz)m Y F (x5 25) @5 %y, 2) (4.2.68)

A=1
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la integral de (4.2.40) se calcula de la siguiente manera

F;

=j fx,y,2) 05(x,y, 2) AT
>

=) ” f(x,y,z) @} (x,y,z) dZ

Te€T}) ¢

3
) Zf(xi,yi,zi)” 0$(x.y.2) @5 (x,y, 2) X
Te

TeeT)) A=1

Q

3
-y Zf(xi,yi,zi)JL oA (£,M) @ul(E,m)[IrS x x| dE d

TeeT) A=1

3
= 3 xS (x5 U5 25) Mg
1

.€TY A=
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4.3. Solucién del caso eliptico y analisis de convergencia

Nuestro objetivo principal es resolver (4.2.23-4.2.24) de la cual ya desarrollamos lo
necesario para hacerlo numeéricamente, sin embargo, antes de esto, resolveremos el caso
particular (4.2.27-4.2.28) y hacer un anélisis de convergencia para tener garantia que la
solucion que obtengamos para (4.2.23-4.2.24) en cada instante de tiempo t,, = nAt > 0,
los resultados obtenidos sean confiables y precisos.

Para la ecuacion (4.2.27-4.2.28) consideraremos « = 0, Dy = 1, f(x,y,z) = 12xyz,
problema del cual se mostré en la seccidén 4.1 que tiene solucion exacta ¢(x,y,z) = xyz.
Para realizar la simulacion computacional se utiliz6 una malla triangular sobre la esfera
unitaria obtenida mediante el método de subdivision de un icosaedro inscrito en una esfera
de radio R > 0. Denotamos con N el nimero de subdivisiones realizadas al icosaedro ins-
crito. Enseguida se muestran las mallas para los valores de N = 0, 3, 4, 5, respectivamente.

Malla de la esfera, Flementos=20, Nodos=12

Malla de la esfera, Elementos=1250, Nodos=64¢

05

z-axis
o
z-axis

05

1

Figura 4.3.1: Icosaedro inscrito N = 0. Figura 4.3.2: Malla triangular para N = 3.

Malla de la esfera, Elementos=5120, Nodos=256¢2 Mesh solution, Elements = 20480, Nodes = 10242

z-axis

Figura 4.3.3: Icosaedro inscrito N = 4. Figura 4.3.4: Malla triangular para N = 5.
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Analizaremos la convergencia de la soluciéon aproximada ¢y a la solucion exacta ¢,
obtenida por medio del método de los elementos finitos, de los problemas elipticos, verifi-
cando la desigualdad, con r > 0

lp — dpnllizz) < Clldllizz) h', (4.3.69)

para valores de h, h/2 y h/4. C y r son constantes positivas. El valor de h es una medida
del tamano de los elementos en la malla, que decidimos obtenerlo como promedio de las
longitudes de los lados de cada uno de los elementos en la malla triangular. Si el valor de r
es aproximado a dos, entonces quiere decir que nuestro algoritmo converge 6ptimamente.
Se sabe que cuando se utilizan elementos lineales (polinomios lineales en cada elemento),
el analisis teorico arroja 1 = 2 en la norma L%, asegurando que [|[¢ — dnlli2(x) converge
a cero cuando h tiende a cero y la velocidad (orden) de convergencia esta dada por el
exponente T.

Dado que ¢p(x Zl 1 ®(Pi) @i(x) se tiene entonces que

N
L SO0 AT | Y 0(Pps(x) Y b(P)ey(x) dx
—ZZ¢ )My ¢(P;) =U'MU,
j=1

i=1

1§12 5, =

con U = (¢(Py),...,d(Pn,)) . Andlogamente se estima || — dnllfz(s)

Para determinar el valor de r utilizaremos los valores de h, h/2 y h/4 y aplicamos la
formula (4.3.69), obteniendo:

Para hy h/2

h T
16~ ullos) ~ Clollos Wy I~ bl ~ Clolhocs) ()

b — dnlliz(s) { b — dnlliz(s) } /
~2'" = rxIn In(2).
lp — dnyallizs) lp — dnyallizs)
Similarmente para h/2 y h/4, se obtiene
b — bnyollizis) ~9 s el [Hd)—d)hmHLQ(z)] /1n(2)
b — Pryallizis b — Ppryallizis
Utilizando estas formulas, podemos calcular el orden de convergencia al resolver nu-
méricamente la ecuacion (4.2.27) con o« = 0, f(x,y,z) = 12xyz y d(x,y,z) = xyz. Los

resultados obtenidos para los valores de h, h/2 y h/4 que corresponden a los valores
respectivos de N =3, N =4 y N =5 utilizados para las mallas triangulares, son:

b — dnllizz) = 0.0107,  |ld — dnyollizs) = 0.0028,  [|d — dryalliz(s) = 6.9252x 1074,
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y los valores estimados para el orden de convergencia son respectivamente:

Il — drlliz(s) } / [IId) - ¢h/2||pm} /
r~In In(2) = 1.9341 r~ln In(2) = 2.0155,
Lkb — Pryallizz) Y 1 — dryalliz(z)

lo cual indica que la malla construida con N = 5 subdivisiones (ver figura 4.3.2) propor-
ciona una buena solucién aproximada para el problema eliptico dado.

Enseguida mostramos graficamente la comparacion entre la solucion aproximada obte-
nida y la solucién exacta.

Solucion aproximada Solucion exacta
0.15 0.15
0.1 0.1
1 1 ) '
0.5 0.05 0.5 0.05
N 0 0 N 0 0
0.5 05
-0.05 -0.05
-1 -1
-1 1 -1 1
0.1 -0.1
0 0 0 0
-0.15 -0.15
X 1 Y X 1 - Y

Figura 4.3.5: Comparacion entre la solucion exacta y la soluciéon aproximada
del problema eliptico (o« = 0).

El error relativo ¢, en la norma L, de dicha aproximacién fue e, = 2x1073, correspondiente
al valor N =5 del refinamiento de la malla triangular de la esfera unitaria.

De [37] consideramos & = 1, Dy =1y f(x,y,z) = 7z* — 6 z(x* + y?) para la ecuacion
(4.2.27-4.2.28) cuya solucion exacta esta dada por d(x,y,z) = z*. Se puede hacer un
analisis similar al acabado de hacer, para verificar que el algoritmo también converge
Optimamente en este caso. A continuaciéon mostramos la comparacion entre la solucién
excata dada y la solucién aproximada obtenida
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Solucion aproximada 108 Solucion exacta 108

10.6 10.6

104

Figura 4.3.6: Comparacién entre la solucion exacta y la soluciéon aproximada
del problema eliptico (o« = 1).

El error relativo €, en la norma L, de dicha aproximacién fue e, = 1. 9858 x 107, corres-
pondiente al valor N = 6 del refinamiento de la malla triangular de la esfera unitaria.

4.3.1. Utilizacién del Algoritmo de Grado Minimo para matrices
sparse

Como se ha visto anteriormente, para resolver (4.2.23-4.2.24) se requiere que en cada
paso de tiempo t, = nAt > 0 se resuelva un sistema de la forma (4.2.27-4.2.28). Esto
implica que, para cara instante de tiempo t,, se resuelva un sistema lineal

(O(M+ D):K)(b = F,

en donde la matriz A = oM + DyK ademads de ser simétrica definida positiva, tiene la
propiedad, como veremos mas adelante, de ser rala o sparse. Las definiciéon que daremos
enseguida, esta basada en [30].

Definicién 4.3.1. Una matriz A € R™*™ se dice que es rala o sparse si la mayoria de
sus entradas son cero.

Una parametro que permite determinar si una matriz A € R™*™ es rala o no, es por
medio de la densidad de la matriz A. La densidad 85 de una matriz A se define como el
cociente entre el numero de elementos no nulos de la matriz A, denotado por N,(A), y el
nimero total de entradas de la matriz. Esto es,

S = . (4.3.70)



La densidad de una matriz es una cantidad porcentual cuando se multiplica por 100.
Un rango de valores aceptable para 65 se encuentra en el intervalo [0.01,0.05], es decir,
A se considerara una matriz rala o sparse cuando el nimero de elementos distintos de cero
en A oscile entre un 1y 5% respecto al niumero total de entradas de dicha matriz.

De acuerdo a (4.2.38) se tiene que
My = JA Pi@;dx y Ky = JA Vs@i-Vig;dL, (4.3.71)
b3 b3

donde 1, j son los nodos adyacentes en la malla Ty. Ahora, por ejemplo, en las mallas
(4.3.1-4.3.4) utilizadas anteriormente, hay solo 5 o 6 nodos adyacentes a cualquier nodo.
Asi, el nimero maximo de coeficientes distintos de cero de M serd menor a 6 N. Por lo

tanto,
6N 6
& = — < 0.05, cuando Ny > 120. (4.3.72)
NZ N

6m<

Analogamente para Ok se tiene que dx < 0.05 cuando N1 > 120. Por lo tanto, tenemos que
las matrices M y K son matrices sparse, para un valor adecuado de Ny y, en consecuencia,
la matriz A dada por A = « M + DsK es también una matriz rala o sparse.

Ahora, como ya se dijo anteriormente, cuando resolvemos numéricamente el sistema
parabolico (4.2.23-4.2.24), para cada instante de tiempo t,, > 0 resolvemos un sistema de
ecuaciones lineales

Adp =F, (4.3.73)

para el cual, es necesario aplicar factorizacion de Cholesky A = LLT a la matriz A que nos
permita resolver dicho sistema sin la necesidad de calcular A~!. Sin embargo, el hecho que
A sea una matriz rala, conlleva a ciertas complicaciones y consideraciones importantes :

1. Llenado (Fill-in):

» Durante la factorizacion de Cholesky, algunos ceros en la matriz A pueden
convertirse en elementos no ceros en L (factor de Cholesky). Estas entradas son
conocidas como fill o fill-in. Esto es, Li; # 0 aunque Ay; = 0.

= El fill-in incrementa el nimero de elementos no nulos en la matriz, lo que con-
lleva un aumento en los requerimientos de almacenamiento, un mayor nimero
de operaciones y, por ende, un incremento en los errores de redondeo. Estos fac-
tores, en conjunto, provocan un aumento significativo en el tiempo de computo.

= El fill-in también puede aumentar el ancho de banda de la matriz resultante. El
ancho de banda de una matriz es la diferencia méxima entre los indices de las
filas y columnas de los elementos no cero méas alejados de la diagonal. Es decir,

Ancho de banda(A) = max{|i —j| : ai; # 0}.
17]

Incrementar el ancho de banda, hace que las operaciones sean menos eficientes
debido al acceso menos localizado a la memoria.
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2.

Costo computacional.

= El costo computacional de la factorizaciéon Cholesky para matrices densas es
O(N?/6), pero para matrices rala, el costo depende del patron de dispersion y
del fill-in.

= Si el fill-in es significativo, el tiempo de computo y la memoria necesaria pueden
aumentar drasticamente.

» Un ancho de banda grande también implica un mayor costo computacional
durante la factorizacién, ya que mas elementos fuera de la banda principal
deben ser considerados en las operaciones. Esto puede llevar a un uso menos
eficiente de la memoria y un incremento en el tiempo de acceso a la misma.

Para realizar una factorizacion eficiente, empleamos el Algoritmo de Grado Mini-
mo. Este algoritmo busca reordenar las filas y columnas de la matriz A por medio una
matriz de permutacion P (matriz ortogonal), antes de realizar la factorizacion de Cho-
lesky A =LLT, con el objetivo de minimizar el llenado. Por lo tanto, si P es una matriz
de permutacion, el objetivo es encontrar P tal que PAPT = LLT y el factor de Cholesky
resultante L tenga el minimo nimero de elementos no nulos, es decir, N, (L) es minimizado.

Los principales beneficios al usar esta técnica son :

Reduccion del llenado : Al minimizar el llenado, la matriz L resultante serd mas
dispersa, lo que reduce los requerimientos de memoria.

Reduccién del costo computacional: Al tener una matriz L mas dispersa, el
nimero de operaciones necesarias para resolver (LLT)¢ = F se reduce significativa-
mente.

Optimizacion del tiempo de computo: El disminuir el niimero de operaciones y
la cantidad de elementos no nulos en la matriz L, implica una reduccién significativa
en el tiempo de cémputo.

Mejor utilizacién de la memoria caché: Al reducir el llenado, el algoritmo
favorece la agrupacion de operaciones en areas de memoria contiguas, lo que mejora
la eficiencia del acceso a la memoria caché y disminuye los tiempos de acceso a la
memoria.

Mejora en la estabilidad numérica: Con una matriz mas dispersa y menos
elementos no nulos en L, se reduce la propagacién de errores de redondeo, lo que
contribuye a una mayor estabilidad numérica durante las operaciones subsiguientes.

A continuacién presentamos la implementacion del Algoritmo de grado minimo para
resolver sistemas de ecuaciones lineales Ap = F'.

Algoritmo de Grado Minimo. Dado el sistema lineal

Ap=F

con A € R™™ una matriz sparse simétrica definida positivay ¢, F € R™.
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1. Calcular la matriz P. Calcular la matriz permutaciéon P de tamano n x n tal que
la matriz PAPT tenga menos llenado al aplicar la factorizacion Cholesky. Hacemos

Ap = PAPT

denominada matriz permutada.

2. Factorizacién de Cholesky. Se realiza la factorizacion Cholesky sobre la matriz
permutada Ap, es decir, Ap = LLT con L una matriz triangular inferior.

3. Resolucién del sistema lineal.
a) Permutar los vectores ¢ y F de acuerdo a P: dp =P y Fp = PF.
b) Obtener el sistema equivalente (LL")¢pp = Fp.
¢) Resolver el sistema triangular inferior: Lo = Fp  (resolver para @ = LT dyp).
d) Resolver el sistema triangular superior: LTdp = @  (resolver para ¢p).
e) Aplicar la permutacion inversa para obtener ¢: ¢ = PTp.

La solucion obtenida ¢ = PT¢p resuelve A = F debido a que estamos trabajando
con un sistema de ecuaciones lineales equivalente al original :

Ap=F < AlL¢p=F
~— A(P'P)p=F (porque P71 =PT)
<= (PAP")P¢$p =PF
— Apdpp =Fp.

El programa de MATLAB tiene el comando amd (A) que calcula un vector permutacion p
de tamano n x 1, a partir del cual se puede construir la matriz de permutaciéon P mediante

la siguiente asignacion :
. 1 sij=p(i),
P(i,j) = {

0 en otro caso.

Sin embargo, en MATLAB se puede determinar la matriz P y a su vez calcular Ap = PAPT
mediante la instruccion A(p,p), donde p = amd(A). En el apéndice A se proporciona
el codigo para dicho programa que nos permita resolver sistemas lineales Ax = b para
matrices ralas simétricas definidas positivas. Adicionalmente el comando spy (A) en matlab
nos permite obtener la visualizacion grafica de la estructura de la matriz A y bandwidth (A)
nos proporciona el ancho de banda de dicha matriz.

Si se desea profundizar en este tipo de técnicas para sistemas que involucran matrices ralas
y otras més, se puede consultar [31], [32], [33], [34], [35]

A manera de ilustracion consideremos la matriz A = aM+DysK para x = 1y Dy = 20,
en donde £ C R? corresponde a la esfera unitaria. Discretizamos £ mediante una malla
triangular que corresponde a un valor N = 5 de refinamiento y que consta de 10242 nodos
y 20480 elementos. En consecuencia, el tamano de la matriz A serd de 10242 x 10242.
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Enseguida mostramos las graficas generadas mediante el comando spy en matlab para la
matriz A junto con su correspondiente factorizaciéon Cholesky en ambos casos.

Estructura de la matriz A:
N_(A) = 71682, d, = 0.00068335

1000 [
2000 [
3000
4000
5000
6000
7000
anoo (51

9000 [
T

&
10000 §’

o 1000 2000

Figura 4.3.7:

5000 6000 7000

nz = 71682

3000 4000 8000 9000 10000
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Estructura de la matriz A_:
N_(A) = 71682, d,, = 0.00068335
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Factorizacion Cholesky de la matriz A:
N_(A) = 5247040, d , = 0.05002

1000 [

2000 |-

3000

4000

5000

&000

7000

8000

2000

DT A

10000

1000

°

2000

Figura 4.3.8:

4000 5000 6000
nz = 5247040

7000

8000 9000 10000
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Factorizacién Cholesky de la matriz A _:
N_(A) = 871714, d , = 0.0083101
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Figura 4.3.9: Estructura de la matriz A  Figura 4.3.10: Factorizaciéon Cholesky de la
permutada. matriz A permutada.

Observamos un aumento significativo en la densidad de la matriz A en ambos casos. Para
el primer caso, en donde no se permuta la matriz A, se tiene una densidad inicial 0, =
6.8335 x 1074, la cual aumenta a 5, = 5.002 x 1072 al aplicar la factorizacion Cholesky
A =LL". De la misma manera, al considerar Ap obtenida de permutar la matriz A cuya
densidad inicial 8, es la misma que A cambia a una densidad de §,, = 8.3101 x 10? al
aplicar la factorizacion Cholesky Ap = LLT. Por lo tanto, vemos que es més conveniente
trabajar con la factorizacion Cholesky de Ap en lugar de la factorizacion de A, al momento
de resolver el sistema Ad = F, debido a la gran diferencia entre sus respectivas densidades.

Para terminar de convencerse de qué es mucho mejor resolver los sistemas lineales resultan-
tes mediante el método de grado minimo, realizamos simulaciones numéricas por compu-
tadora ! para el sistema (5.4.32-5.4.33)que corresponde al modelo de Schnakenberg para
superficies tridimensionales. Los parametros utilizados en la reacciéon son: a = 0. 126779,

1Se utiliz6 un procesador intel(R) Core(TM) i5-6200U CPU 2.30 GHz 2.40 GHz. Memoria RAM:
15.7 GB.
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b = 0.792366, Dy = 20, v = 1000, un tamafio de paso de tiempo At =1 x 10~* y un
tiempo final T = 0. 1, es decir, se realizaron un total de 1 000 iteraciones para cada dominio
superficial considerado.

La tabla siguiente muestra los resultados obtenidos :

Superficie Tamano de la malla | Ty (seg) sin P | T, (seg) con P T /Ts
Esfera # Nodos = 40962 12568.446300 285.226158 44.064844
(R=1) # Elementos = 81920

Toroide # Nodos = 30000 634.278239 171.920037 3.689379
(R=3,r=1) # Elementos = 60000

Cilindro c/tapas | # Nodos = 31902 1265.213245 173.818299 7.278941
(R=1,h=2) # Elementos = 63800

Cuadro 4.1: Comparacion de tiempos a 1000 iteraciones.

Vemos que, para las superficies consideradas el tiempo de computo se optimiza signifi-
cativamente cuando utilizamos el método de permutacion de grado minimo en la solucion
de los sistemas de ecuaciones lineales resultantes para cada instante de tiempo. Notamos
que para el caso de la esfera, el tiempo total utilizado para realizar las 1 000 iteraciones fue
44 veces menor en comparacion a cuando no se utilizé la permutacion de grado minimo.
Para el caso del toroide, la realizacién de las 1000 iteraciones se hizo 3.68 veces mas rapido
y 7.27 para el caso del cilindro con tapas.

En conclusion, resulta mejor utilizar el método de permutacion de grado minimo pues el
ahorro en el tiempo de computo resultod ser significativo para cada caso.
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Capitulo 5

Simulaciones numéricas sobre
superficies tridimensionales

5.1. Generacion de mallas

En las secciones (3.5-3.7) se realizaron simulaciones numéricas para generar patrones
sobre regiones planas, cuyos programas computacionales estan fundamentados por medio
del método del elemento finito. De esta manera, ya sea para el caso bidimensional o el
caso tridimensional, se requiere la generaciéon de una malla que discretice el dominio de
definicion del sistema. Dado un dominio Q C R™ (n = 2,3), existen muchas formas de
subdividirlo en subdominios o elementos. Para nuestro caso, lo realizamos en subdominios
triangulares. la figura 5.1.1 ilustra el dominio y una triangulacion del mismo.

Figura 5.1.1: Dominio () con frontera 9Q) y su triangulacion.

Denotamos con Ty, a la triangulacion de Q, es decir

Th = conjunto de tridngulos en la discretizacion de Q.

El parametro de discretizacion h, es una medida de la malla, y se refiere al diametro
maximo de los tridngulos o elementos de T},. Ahora, puesto que las mallas generadas han
sido y seran utilizadas en la implementacién computacional del método del elemento finito,
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es necesario mencionar que condiciones o caracteristicas deben satisfacer dichas mallas,
para poder implementar dicho método.

La triangulacion T}, debe satisfacer las siguientes propiedades :

a) El conjunto de todos los tridngulos en T}, aproximan el dominio Q y su frontera 0Q,

es decir, Q =~ |J T, aunque teoricamente suponemos que se tiene la igualdad.
TeTh

b) Para cada dos triangulos T, T" € Ty, se satisface :
a) No se intersectan en sus interiores, es decir, int(T) Nint(T’) = (.

b) Cuando T y T’ se intersectan, es decir, cuando TNT’ # (), 1o hacen en un vértice
o nodo en comun, o bien, en una arista en comin.

Una vez obtenida la malla triangular Ty se construye la aproximaciéon al espacio de
Sobolev H!(Q) donde se encuentran las soluciones a nuestro sistema en cuestion, mediante
el subespacio de dimension finita

Vi ={vel(Q) vt eP, VT e T}, (5.1.1)

con C°(Q) el espacio de funciones continuas en Q y IP; el conjunto de polinomios lineales
en R2.

5.1.1. Mallas triangulares bidimensionales

Con base en lo establecido anteriormente, ahora se procede a la creacién o generacion
de mallas triangulares que satisfagan las caracteristicas de una malla de elemento finito.
Comenzamos con la generacién de mallas bidimensionales y, en secciones posteriores, las
mallas para superficies tridimensionales. Para el caso bidimensional, principalmente ge-
neramos mallas para el rectangulo y el circulo de radio arbitrario R > 0. Estas mallas
nos seran de gran utilidad para crear otras mallas para distintas regiones en el plano. En
el Apéndice A.2 se proporciona el codigo en MATLAB para la generacion de la malla
triangular de un anillo eliptico; dicho programa también es util para obtener las mallas
triangulares de anillos circulares, elipses y, en particular, la malla de un circulo de radio
R > 0. Enseguida mostramos la malla para el cuadrado unitario y algunas mallas generadas
con dicho programa:
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Malla dl circulo, Elementos = 10000, Nodos = 4961

Malla del

Figura 5.1.3: Malla triangular de la elipse.

Figura 5.1.2: Malla triangular sobre el
cuadrado unitario.

Malla del anillo circular, Elementos = 2500, Nodos = 1300

Malla del circulo, Elementos = 1560, Nodos = 801
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Figura 5.1.5: Malla triangular del anillo

Figura 5.1.4: Malla triangular sobre el
circular.

circulo unitario.

Un aspecto importante de las mallas en las figuras (5.1.3-5.1.4) es que pueden no
ser Optimas para simulaciones computacionales, sin embargo nos seran de utilidad para
generar mallas triangulares para algunas superficies. Esto se debe a que, en el centro de
ambos lugares geométricos, hay una alta concentracion de tridngulos que podria introducir
errores numéricos durante los calculos. Es preferible utilizar una malla triangular graduada
que distribuya mejor los tridngulos y evite esta concentraciéon en el centro, garantizando
asf resultados numéricos més precisos. Ademaés, reducir la acumulacion de tridngulos en el
centro es crucial, ya que no hacerlo, puede afectar a la formacion de los patrones generados

por los sistemas de reaccion-difusiéon que estamos estudiando.

La generacion de esta malla graduada para la regiéon delimitada por el circulo de radio
R > 0 se realizard mediante la creaciéon de un nimero finito de puntos o nodos en la
region. Posteriormente, se aplicard el algoritmo de Delaunay para construir la matriz de
conectividades. MATLAB ofrece un comando predeterminado para generar dicha matriz,
denotada por g, a partir de una matriz de nodos x del dominio Q). En el apéndice A.3 se
incluye el codigo en MATLAB para generar esta malla triangular graduada mediante este

algoritmo.

El algoritmo de Delaunay es ampliamente utilizado para la generacion de mallas trian-
gulares debido a sus propiedades geométricas favorables, como la maximizacion del dngulo
minimo entre los tridngulos. Aunque en este trabajo no se incluyen los detalles técnicos
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del algoritmo, los lectores interesados pueden encontrar una descripcion detallada en [39]
y [40], donde se aborda tanto su fundamento teérico como su implementacion practica.

Enseguida mostramos una malla triangular graduada generada para la region delimi-
tada por el circulo unitario, utilizando el algoritmo de Delaunay a partir de un conjunto
finito de puntos de dicha region.

Nodos

oaf

08

40,

3

97,

2,

8,

Malla y Nodos. Total de nodos: 51, Total de elementos: 80

oz 24, 4,

0.6 . 27,

08

Figura 5.1.6: Malla obtenida mediante triangulacion de Delaunay.

5.1.2. Mallas para regiones en coordenadas polares

Consideremos la curva polar cerrada T = f(0) que delimita una region Q del plano R2,
y consideremos el circulo de radio R = 1, denotado por C;. Se sigue que para cualquier
punto (x¢,yc) € Cy se tiene que

Xc =cos0 y Y. =sinb. (5.1.2)
Luego, a partir de la relacion r = v/x? + y? se satisface
x* +y? = (0)? (5.1.3)

de donde, al hacer x = f(0)cos0 y y = f(0)sin0, y a partir de (5.1.2) obtenemos las

expresiones en coordenadas polares para r = f(0) en funcion de las coordenadas (x¢,Y¢) €
Cl .

x="f0)x. vy y=1(0)y., (5.1.4)
obteniendo asi, las expresiones algebraicas que nos permitan generar una malla para la
region ). Ahora mostramos las mallas generadas a partir de una malla triangular del
circulo unitario para las regiones en coordenadas polares acotadas por las curvas pola-
res T = 2(1 +cos0) y v = e5"® — 2c0s40, respectivamente, obtenidas mediante esta

metodologia.
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Malla de la cardioide, Elementos = 5120, Nodos = 2641 Malla mariposa, Elementos = 6144, Nodos = 3169
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Figura 5.1.7: Malla triangular para el Figura 5.1.8: Malla triangular para
cardioide 1 = 2(1 + cos 0). r=e"1% _2co0s40.

Nota. Si se tiene la curva polar cerrada r; = f(0), y 7o = ¢(0) es tal que g(6) = p - f(0)
(p > 0) para todo 0 € [0, 271, entonces si se obtiene la malla triangular de la region polar
Q; C R? acotada por f(0) mediante la malla del circulo unitario Cy, se tiene que la malla
triangular de la region polar Q, C R? acotada por g(0) se puede obtener mediante la
misma malla de Cq, o bien, generar la malla de (; mediante la malla del circulo de radio
p > 0.

5.1.3. Mallas 2D obtenidas mediante ecuaciones dadas de manera
implicita

Obtendremos las mallas de ciertas regiones cuya frontera estd determinada por una
curva cerrada cuya ecuacion estd dada de manera implicita. Consideremos nuevamente
el circulo unitario C;. Para cualquier punto (x.,y.) € Ci, sean g(x), f(y) funciones
escalares continuas en x = x, y Yy = Y., respectivamente. Consideremos la curva de nivel
C ={(x,y) € R? : F(x,y) = k2, k > 0} donde F(x,y) esta dada por

x—flye) )", (yu—9(®))

Foy) =|—7F—) +(~—= ) ab#0 (5.1.5)

Entonces, al hacer = ksin 0 y de la ecuacion (5.1.2) obte-

nemos

X~ 1Y) F(Ye) = kcos0 y— 9 9(x)
a )

x = f(y.) + akxe, y=g(x)+bkye, (5.1.6)

las ecuaciones algebraicas que nos permitan generar una malla triangular para la regiéon
Q C R? acotada por la curva C. Similarmente si la curva de nivel C estd dada por C =
{(x,y) e R? : G(x,y) =k?, k > 0} donde G(x,y) esta dada por

2 2
Glx,y) = X_Tf(y) + E%(’%) A b0, (5.1.7)

entonces las ecuaciones algebraicas que nos permitiran generar la malla triangular de la
region Q C R? acotada por C estdn determinadas por las expresiones

x =f(y) + akx, y=g(xc) +bkye.. (5.1.8)
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A continuacién mostramos las mallas triangulares de las regiones en el plano acotadas
por la elipse rotada (x —y)? +y? =4, y las curvas x> + (y —x?)? =4, (x — 0. 2sin 10y —
0.3cos3y)?+y% =1y (x—y?)?+y? = 1, respectivamente, a partir de una malla triangular

del circulo unitario.

Malla de la elipse rotada, Elementos = 1536, Nodos = 817 Malla para (x-y®)2+y?=1, Elementos = 1536, Nodos = 817
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Figura 5.1.9: Malla triangular para la Figura 5.1.10: Malla triangular para la
elipse rotada (x —y)*> +y? = 4. curva (x —y*)? +y? = 1.

Malla para (x-0.2sin(10y)-0.3cos(3y))%+y?=1, Elementos = 4096, Nodos = 2113
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Figura 5.1.11: Malla triangular para la  Figura 5.1.12: Malla triangular para la curva
curva x? + (y —x?)? = 4. (x —0.2sin 10y — 0. 3cos 3y)? +y2 = 1.

5.2. Generacion de mallas triangulares sobre superficies

En esta seccion se procederd a lo ya anunciado anteriormente, la generacion de mallas
triangulares para superficies tridimensionales. Dichas mallas las generaremos a partir de
mallas triangulares de regiones en el plano tales como circulos y cuadrados.
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5.2.1. Mallas sobre superficies de la forma z = f(x,y).

Para generar una malla triangular de una superficie de la forma z = f(x,y), la idea
es muy sencilla. Supongamos que Vy, es una malla triangular de una region cerrada en el
plano, entonces al evaluar cada nodo (x¢,y.) € Vi en la expresion z = f(x,y), se obtiene
una malla triangular V; para la superficie z = f(x,y).

7 8 9
T T,
4 fe 5 T 6 : f
I Ty
T, T,
1 2 3

Figura 5.2.1: Generacion de una malla triangular para una superficie z = f(x, y).

Lo anterior se visualiza en la figura 5.2.1. Sea g la matriz de conectividades que nos
da la relacién entre nodos o vértices y los tridngulos o elementos que conforman la malla
V1. Cada renglon R; de g estd conformado por los correspondientes nodos del elemento
Tj, para cada j = 1,2,...,ne, donde ne es el nimero de elementos o tridngulos. De esta
manera, g es una matriz de tamaino ne x 3. Para el caso de la figura (5.2.1) la matriz g
est4 conformada por

oQ

I
Gl O 0D = A
S0 U~ W TN
© U100 O N O

Vemos que al evaluar cada uno de los nodos (x¢,y.) € Vi, en z = f(x,y) la matriz g no se
ve afectada en ninguna forma, es decir, es invariante bajo esta evaluacion. Por lo tanto,
el conjunto

Vi, ={(x,y,2) ER® : x =%, Yy =Yc, z= (X, Ye) ; (e, Ye) € Vo) C R?

constituye una malla triangular para la superficie z = f(x,y) con la misma matriz de
conectividades g.

El argumento que acabamos de dar para este tipo de mallas, también justifica las
mallas generadas en las subsecciones (5.1.2-5.1.3) para ciertas regiones en el plano . Ahora
mostramos algunas mallas de algunas superficies obtenidas mediante este método.
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Malla del paraboloide, Elementos = 1960, Nodos = 1001 Malla del cono, Elementos = 1960, Nodos = 1001

e Ay Yy SV
SRR
e TN
A AT AT
s

0.5

0.5 1

05 05

Figura 5.2.2: Mallas generadas a partir de una malla triangular
del circulo unitario.

Malla silla de montar, Elementos = 4000, Nodos = 2091

Figura 5.2.3: Malla generada a partir de una malla
triangular de un rectangulo.

Aprovechando nuevamente la malla triangular del circulo de radio r > 0, que ya hemos
utilizado para generar las mallas triangulares del cono y el paraboloide, podemos extender
su uso para incluir las "tapas” en dichas mallas. Esto implica anadir la malla del circulo
en la base del cono y en la seccion correspondiente del paraboloide, completando asi su
geometria. También se generd la malla triangular de un cilindro circular recto de radio
r > 0y altura h > 0, al que fueron anadidas las tapas superior e inferior para completar
la superficie.

Por otro lado, para generar la malla de un cubo de lado L > 0, basta con crear las mallas

triangulares de sus seis caras y unirlas adecuadamente. A continuacién, presentamos las
mallas obtenidas.
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2280, Nodos = 1142

Malla del cono con tapa, Elementos

2280, Nodos = 1142

con tapa,

Malla del par
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Malla del cilindro con tapas, Elementos
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Figura 5.2.5: Malla del cono con tapa.

N 0.5
0.4

0
c

0.5

TR
AT NN NN
M TNSNINNNN

JAVATAVAVAVAVARN RSN SR R R R R RN x
JAVAVAVAVAVAVAVARN RN RN RN RN SN SN RSN R RN R
JAVAVAVAVAVAVAVAVARNRN RN RN SN RN SN R RN RN R R
JAVAVAVAVAVAVAVAVAVARN RN AN RN SR RN R R RN R R
JAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVARN NN SN SN S RN R RN
o&&&&&&&@»@»ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

1016

f mvﬁ»ﬁ//
IS :

>
g
7
’
/)
%
%
/)
%
g
]
g
%
J

0.5

2028, Nodos

0.5

4

0.5

RN
IINSRRN
(NN TR
(NN
W NN
uﬁx“w,a‘m.mmaﬁ::Iaﬁﬂ
5 NN
|
(| 5»?5 —ﬁﬂﬁ@v&%&mﬁ

.“»: b _
i)
M me ‘“ Ny
) ﬁ% NS
I h ..:é%ﬁaurvﬁaﬁ
e

05

X

o
SN
NSRS

I

z%» “W»M»w.

Malla del cubo, Elementos

0.5

0.9
o8
07
o6
0.4
03
02
0.1

Figura 5.2.4: Malla del paraboloide con
tapa

N 05

(5.2.9)

dadas de manera

Figura 5.2.7: Malla del cilindro con tapas.
€ ecuaclones
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icita

de un cuadrado.
Mallas 3D obtenidas mediant
1

imp

a partir de una malla triangular
En la seccion (4.3) resolvimos la ecuacion de Laplace-Beltrami en su forma eliptica y,

para realizar la simulacion numérica se discretizé el dominio mediante una malla trian-
gular sobre la esfera unitaria. Podemos aprovechar dicha malla generada y aplicarla en
la obtencién de mallas triangulares para otras superficies. Por ejemplo, consideremos un

elipsoide E cuya ecuacion estd dada por:

Figura 5.2.6: Malla del cubo generada
Podemos obtener la discretizacion de este elipsoide a partir de la malla triangular de una
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esfera S de radio R > 0, utilizando las expresiones en coordenadas esféricas:

Xs = Rcos ¢ sin 0, Xe = acos sin O,
S : <{ys =Rsindsinb, y E: dy.="bsindsinod, (5.2.10)
zs = Rcos© ze. = Cccos 0.

para0 < 0 <y 0 < ¢ < 27 Observamos que las expresiones para E se pueden expresar
en términos de las coordenadas de S:

Xe = (a/R)X37
E: <ye = (b/R)ys, (5.2.11)
ze = (¢/R)zs.

De esta manera, podemos aprovechar la malla triangular de S para obtener una discre-
tizacion para E. Enseguida mostramos una representacion grafica de esta transformacion:

Malla triangular Esfera, Elementos = 5120, Nodos = 2562 Malla triangular Elipsoide, Elementos = 5120, Nodos = 2362

ST, i
pame
S O
O oy
R
SR
e

4?%;’*:7ﬁ/ X
Figura 5.2.8: Discretizacion de E a partir de la triangularizacion de S.

Podemos generalizar un poco esta idea considerando los vértices Vy, de la malla en una
esfera de radio R > 0 representada por Sg. Para (xs,ys,zs) € Vi un nodo arbitrario, sean
h(x,y), g(x,z) y f(y, z) funciones continuas en (xs,Ys), (Xs,zs) ¥ (Ys, zs ), respectivamente.
Consideremos la superficie de nivel 8§ = {(x,y,z) € R® : F(x,y,z) = p? p > 0} donde
F(x,y,z) estd dada por

X_f(US7Zs) ? U_Q(XSaZs) 2+ Z_h(X57US) ?

F Sy iy U
(X’?y72) a + b C 7

con a, b, ¢ # 0. Entonces, al hacer

—f Sy ~s . - Sy ~s . . —h Sy Ys
%Ez)zpcosd)sme, 1#zpsmd}sme, %Xy):pcose
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y de las expresiones para los nodos de la malla de la esfera Sg en (5.2.10) obtenemos

1
b
[<M]
2,
=
- wm
N =
[oN [ae]
Sl £
-
— 4]
3 =
F
%]
Ke) .
= =
I =
N =
£
<
R =
A =
N —
O._R o
o =
+ &
— -
N =
R
=2 —
[<B]
I a,
> S
=
-~ eb]
wv)
»® =
Q o)
g | 5

x = f(ys,zs) +
las ecuaciones algebra
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Nota. Las superficies de nivel que se deseen mallar mediante este método deben ser

superficies cerradas.
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5.2.3. Malla del toroide y algunas variaciones

A partir de una malla triangular de un cuadrado en el plano, es posible obtener la
correspondiente malla para un toroide cuyas ecuaciones paramétricas estan determinadas
por las expresiones

x = (R+1cos0)cos d (5.2.12)
Yy = (R+rcos0)sin (5.2.13)
z=r7sin0 (5.2.14)

donde r > 0, R > 0 son los radios menor y mayor del toroide, respectivamente, y
0 <0, ¢ < 2m La idea intuitiva para formar un toroide a partir de un cuadrado de lado
L > 0, en nuestro caso, es pegar o juntar las orillas derecha e izquierda del cuadrado,
formando un tubo cilindrico de altura L y después unir o juntar la frontera superior de
dicho cilindro con la frontera inferior del mismo. Computacionalmente, esta es la idea
detras de la programacion para la generacion de la malla de un toroide a partir de una
malla triangular de un cuadrado.

e
SOSRY
:sgﬁrﬁ?ﬁ%‘
SRRRAZZE0
gg-%%‘"“%g‘q

O‘” a - én’

Figura 5.2.13: Generacion de la malla de un toroide.

Variaciones del toroide. Como primera variaciéon inmediata, consideramos el radio
menor T no constante, es decir, r = 1(¢) con r(d) > 0 para todo ¢ € [0,2mn]. Esto
producira una malla triangular del toroide deformado. Enseguida mostramos una ejemplo

1
al considerar R =3y r(¢) = §|acos(b ¢) —asin(cp)+(a+1),cona=0.5,b=5y
c=10:
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Malla del Toroide deformado, Elementos = 14400, Nodos = 7200

VY
WYYy

Figura 5.2.14: Malla de un toroide deformado.

Se puede hacer algo similar considerando r constante y R = R(0) variable. Ahora,
basandonos en [29] podemos hacer ciertas modificaciones a las ecuaciones (5.2.12-5.2.14)
para obtener otras superficies con formas interesantes y, por medio de la malla del toroide
obtener las mallas triangulares para dichas superficies. Por ejemplo, al considerar R = 3,
r=1,0<0<2m 0 < ¢ < 4n y modificar la componente en z de las ecuaciones del
toroide obtenemos

x = (34 cosB)cos P (5.2.15)
y=(3+cosB)sin (5.2.16)
z=sin0—0.325¢ (5.2.17)

De esta manera al utilizar el codigo de la malla del toroide con dichas adecuaciones,
obtenemos la siguiente malla triangular :

Malla del Toroide deformado, Elementos = 10800, Nodos = 5430

S SSS

s

K

W \ %%@QA*Q I =
) &

SE=SSSE

ST

Figura 5.2.15: Malla del toroide enrollado.
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5.3. Analisis de calidad de mallas triangulares

La generacion de una malla triangular de alta calidad es fundamental para asegurar la
fiabilidad de los resultados obtenidos mediante el método de elementos finitos y ademas
juega un papel crucial en la eficiencia global del proceso de simulacién numérica. Como tal,
el andlisis y la mejora de la calidad de la malla deben considerarse como pasos indispen-
sables en cualquier proyecto de simulacion basado en FEM. Este analisis implica evaluar
métricas como el tamano de los elementos, la uniformidad de la malla, la ortogonalidad
y la relacion de aspecto de los tridngulos. El objetivo es asegurar que la malla generada
sea adecuada para capturar las caracteristicas del problema fisico a resolver, minimizando
errores y optimizando la eficiencia del calculo.

Factores que influyen en la calidad de una malla triangular:

» Tamano del tridngulo: Tridngulos con tamanos uniformes son deseables.

= Relacién de aspecto: Esta es la relacion entre el lado mas largo y el méas corto del
tridngulo. Un valor cercano a 1 indica un tridngulo de buena calidad.

= Angulos internos: Angulos cercanos a 60 grados son ideales, mientras que dngulos
demasiado pequenos o demasiado grandes pueden ser problemaéticos.

En [41] se puede encontrar varias formas para evaluar la calidad de un tridngulo en
una malla. Aqui solo presentamos la medida determinada por el denominado coeficiente
de forma dado por:

4v/3A

Ve 5.3.18
a2z + b2 + c2 ( )

q:

donde A es el area del tridngulo y a, b y ¢ son las longitudes de los lados. Un valor de g
cercano a 1 indica un tridngulo de alta calidad.

Consideremos el problema Laplace-Beltrami tomado de [38] con condiciones de frontera
tipo Neumann homogéneas :

(4+7t X —2)COS(7‘[Z), V(x,y,z) € L,
au

on

0, V(x,y,z) € 0L.
Donde X es el cilindro circular recto dado por
T={xy,z) eR? : X¥*+1y°=1y0<z<2} (5.3.19)

Este problema del tipo eliptico tiene solucion exacta w(x,y,z) = x*cos(7tz). Ahora, vamos
a obtener la aproximacion numérica mediante de dicho problema utilizando dos mallas
triangulares distintas para el cilindro X. Enseguida mostramos la calidad de cada una de
las mallas utilizadas para discretizar X, para las cuales se consider6 como parametro de
calidad el coeficiente expresado en (5.3.18):
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Malla Triangular con Coeficientes de Calidad
0.5013539792067

0.50135397920668
0.50135397920666
0.50135387920664
0.50135397920662

0.5013539792066

0.6 T

Coeficiente de Calidad

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Indice del Triangulo

Figura 5.3.1: Calidad de

Malla Triangular con Coeficientes de Calidad
0.86513031813655

0.86513031681365
0.86513031613645

0.8651303181364

Calidad de Cada Triangulo

-

Coeficiente de Calidad

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Indice del Triangulo

Frecuencia
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Distribucion de los Coeficientes de Calidad
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Coeficiente de Calidad
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Malla triangular, Elementos = 1800, Nedos = 930

malla triangular 1.

Frecuencia

2000
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Distribucion de los Coeficientes de Calidad

1

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9 1 11
Coeficiente de Calidad

12

13

14

Malla triangular, Elementos = 1734, Nodos = 918

Figura 5.3.2: Calidad de malla triangular 2.

Para la primera malla triangular se tiene un coeficiente de calidad promedio q;

15

0.5014 y para la segunda malla triangular se obtuvo q; = 0.8651. Entonces, de acuerdo a
lo mencionado anteriormente, la segunda malla presenta mejor calidad en cada uno de sus
triangulos en comparacion con la primera, de modo que, para la segunda malla se espera
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obtener una mejor aproximacion numérica a la soluciéon exacta dada.

Al resolver numéricamente el problema (5.3.19) considerando cada una de las mallas,
respectivamente, se obtuvo un error relativo €,, en norma L, para la primera malla de ¢,, =
0.3817, y para la segunda malla se obtuvo un error relativo €,, = 0. 0636, mostrando asi,
que una mejor calidad en la malla triangular utilizada, nos proporciona mejor aproximacion
numérica. Finalmente, para completar este ejemplo, mostramos la solucién exacta y la
solucion aproximada de dicho problema.

Solucién aproximada Solucién exacta

Figura 5.3.3: Solucion exacta y aproximada del problema (5.3.19).

5.4. Simulaciones 3D

Esta seccion corresponde a la parte de simulaciones numéricas sobre superficies tridi-
mensionales. En el capitulo 3 se hizo un anélisis detallado de las condiciones matematicas
que deben satisfacer los sistemas reaccion difusion del tipo (3.1.1-3.1.4) para que generen
patrones espaciales a partir de sus soluciones temporales. Un analisis similar se puede
hacer para el sistema Laplace-Beltrami:

d
a—LtL = D V2iu+yf(w,v), V(x,t) € Z x (0,T) (5.4.20)

d
a_: =D, Vv +7yg(u,v), V(x,t) € Zx(0,T) (5.4.21)
(A-V)u=(i V)v=0, V(x,t) € 9L x (0,T) (5.4.22)
u(x,0) = uyp(x), v(x,0) =v(x), VxekX (5.4.23)

y establecer las condiciones matematicas que garanticen la generacion de patrones espa-
ciales sobre el dominio £ C R? de dicho sistema a partir de sus soluciones temporales. Sin
embargo, la ruta que seguiremos es aprovechar lo realizado para regiones planas y utilizar
las condiciones de Turing establecidas en cada modelo y realizar simulaciones numéricas
sobre superficies, utilizando el mismo valor de los parametros o ligeras variaciones de los

104



mismos. La diferencia en este caso es que para regiones planas, la difusion se modeld
mediante el operador de Laplace comin y para el sistema (5.4.20-5.4.23) la difusion esta
modelada mateméaticamente mediante el operador de Laplace-Beltrami para superficies
tridimensionales.

El esquema que se empleard para realizar las simulaciones computacionales serd me-
diante un esquema semi-implicito, el cual describimos a continuacion :

Discretizamos el intervalo [0, T] mediante t,, = nAt con At > 0 la longitud de cada
subintervalo temporal y n = 0,1,2,... Dadas las condiciones iniciales, suponiendo que
(uW0(x), v (x)) T = (uo(x), vo(x)) T, (u'(x),v'(x))" = (u(x, At), v(x,At))T, ..., (u™(x),v™(x))"
~ (u(x,nAt),v(x,nAt))", paran =1,2,..., T, podemos calcular una aproximacioén para
(U™ (x),v**1(x))T resolviendo el sistema

n+l_ . n
s At Y D, Viurtt =y, vxeX (5.4.24)

Vn+1 —yn
AT D, Viv*Tl =yg", VxeZX (5.4.25)

donde f™ = f(u™,v) y g™ = g(u™,v"). Entonces, al hacer u = u™*!, v = vl o = 1 /At
yf=vyvf"+axu™, g=vyg"+ av", se tiene que en cada paso de tiempo t,, = nAt > 0
debemos resolver un problema de la forma

cu—D,Viu=f VxeX (5.4.26)
xv—D,Viv=g, VxeZX (5.4.27)
(V-nJu=(V-n)v=0, VxeoX (5.4.28)
. . ) ) ou ov .
El esquema se denomina semi-implicito porque las aproximaciones a 3t y i se obtienen

mediante el método de Euler implicito y las funciones f™ y g™ quedan expresadas de
manera explicita. De esta manera, al reescribir el sistema (5.4.20-5.4.23) discretizado y en
forma vectorial se tiene que en cada instante de tiempo t,, = nA se esta resolviendo :

axw—DViw=f (5.4.29)

donde w = (u(x),v(x))", V?w = (VZu(x), V2v(x))"T ,D = [ 0 ];) } yf=(f,g)".

5.4.1. Modelo Turing-exponencial

La generalizacion a superficies tridimensionales del modelo Turing exponencial visto en
el capitulo 3, utilizando el operador Laplace-Beltrami, se expresa de la siguiente forma:

ou

3 D.Viu+vy(aue’ +pBve"), (5.4.30)
0
a—: =D, Viv+vy(due’ —eve"), (5.4.31)
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donde «, 3, 8, € son los parametros de las reacciones, D, D, > 0 son los coeficientes de
difusion y y > 0 es el factor de escala.

Comenzamos con dos simulaciones realizadas sobre un elipsoide: la primera sin un pulso
agregado a la superficie y la segunda con un pulso anadido, con el objetivo de comparar
los patrones resultantes. En ambos casos, se utilizoé una malla triangular con 10,242 nodos
(vértices) y 20,480 elementos (triangulos). Los coeficientes de difusion empleados fueron
D, =1x10"2%2y D, =6 x 1072, con un factor de escala y = 20 y un tamafio de paso
de tiempo de At = 1073, Para ambas simulaciones, los parametros considerados fueron:
x=1,p=—-1,8=2ye=1.5

A continuacién, se presentan los resultados obtenidos:

Elipsoide sin pulso: Se realizaron un total de 30 000 iteraciones.

Condicion inicial u, Condicion inicial v

0.045 0.045
0.04

0.035
0.5 -

0.03

0.025

N0+ -0.5
0.02 0.02
-0.5 0.015 1 0.015
- o
0.01 0.01
-1 . N
-2 \\*\,\7\ 0 0.005 0 — 2 0.005
e _— 0
v _
X 2 5 Y 5 X
Figura 5.4.1: Concentraciones iniciales (t = 0).
u(x,y) t=30 v(x,y) t=30
2 0.5
1 0
0 0.5
1 0.5
-1
-2
0.5 -
N O 15
4 ”
N0 0.5
25
-
-0.5 -1 3
5 5
8 35
-1 — \ o
2 T o 0 — - 2 4
0 T 10 P
~ v — -4.5
-5 Y 5 2 X

Figura 5.4.2: Concentraciones al tiempo t = 30.
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Elipsoide con pulso: Se realizaron un total de 36 000 iteraciones.

Condicion inicial u, Condicion inicial v,

Figura 5.4.3: Concentraciones iniciales (t = 0).

u(x,y) t=36 v(x,y) t=36

Jr"\:&?' \

n

\ f

v(x,y) t=36

2
o
-2
-4
-6
-8
u(xy) t=36
2
1
4 0
0.5
0.5 - 2
N O
N O 4 0.5
-0.5 6 1.
5
1 o
> — 8 _— 2

Figura 5.4.4: Concentraciones al tiempo t = 36.
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Esfera unitaria: Se utilizé6 una malla triangular que consta de 40962 nodos y 81920
elementos. Se utilizo el mismo valor en los parametros para el caso del elipsoide. Se reali-
zaron un total de 20000 iteraciones. Se muestra el resultado para ambas concentraciones
u(x), v(x) en distintas perspectivas.

Condicion inicial u, Condicion inicial Vo

Figura 5.4.5: Concentraciones iniciales (t = 0).

u(x,y) t=20 2 v(x,y) t=20

B

N

>

—d

v(x,y) t=20

Figura 5.4.6: Concentraciones al tiempo t = 15.
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Esfera unitaria con 4 pulsos: Mismos parametros anteriores. Se realizaron un total

de 15000 iteraciones. Se muestran distintas perspectivas de los resultados obtenidos en la
simulacioén.

S 0.35
Condicion inicial uy Condicion inicial Vo 07
0.3 06
0.5
N 0.4
0.3
0.2
0.1
0
Figura 5.4.7: Concentraciones iniciales (t = 0).
u(xy) t=15 2 v(x,y) t=15 0.5
1 0
1
\\ 0 a s
\ -1
2 \
N0 ’ 0.5 1
05 -3 | 1.5
05| o |
4 ) MY\, 2
- O 5 08 = 1
. % 4 e 25
0 // 1 1 0
< 7 ~ -3
// 0 0 \\\
x 1 Y 8 v 4 - X 35
0.5
u(xy) t=15 2 v(xy) t=15
1 0
1
\“"" 0 05
0.5 ‘ N -1
A . -1
) ) f -
v ‘ -3 N 15
sl @ 4
) - 2
1) -5
1 25
| — -6
0 i 3
) 0
X oo Y 8 35

Figura 5.4.8: Concentraciones al tiempo t = 15.
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Toroide : Radio mayor R = 3, radio menor v = 1. Se utiliz6 una malla que consta de
38400 nodos y 76800 elementos. Se realizaron un total de 25000 iteraciones.

Figura 5.4.9: Concentraciones iniciales (t = 0).

Pain 0.5
M T

\ \ ( (§§' -0.5
: '\i\;'}

Figura 5.4.10: Concentraciones al tiempo t = 25.

Toroide con 8 pulsos: Radio mayor R = 3, radio menor r = 1. Se utiliz6 una malla que
consta de 38400 nodos y 76800 elementos. Se realizaron un total de 40000 iteraciones.

0.3
0.25
0.2
0.15

0.1

0.05

Figura 5.4.11: Concentraciones iniciales (t = 0).
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Figura 5.4.12: Concentraciones al tiempo t = 40.

Toroide enrrollado : Radio mayor R = 1, radio menor r = 1/3, 0 < 0 < 47t. Se utilizo

una malla que consta de 48690 nodos y 97200 elementos. Se realizaron un total de 40 000
iteraciones.

Condicion inicial u, Condicion inicial Vo

Figura 5.4.14: Concentraciones al tiempo t = 40.
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Toroide enrrollado con 16 pulsos: Radio mayor R = 1, radio menor r = 4/5, 0 < 0 <
47t. Se utilizo6 una malla que consta de 48690 nodos y 97200 elementos. Se realizaron un

total de 40000 iteraciones.

Condicion inicial u, Condicion inicial Vo

0.3 0.15
0.2 0.1
0.1 0.05
0o 0o

Figura 5.4.15: Concentraciones iniciales (t = 0).

uxy) t=40 vlay)  e=40

Figura 5.4.16: Concentraciones al tiempo t = 40.

En todas las simulaciones presentadas para este modelo Turing-exponencial, se utili-
zaron los mismos valores de los parametros utilizados para regiones planas, salvo algunas
variaciones del factor de escala y > 0. Vemos que sin insertar pulsos en las condiciones
iniciales, los patrones generados sobre superficies son muy parecidos a los generados sobre
regiones en R? como puede observarse en las figuras 3.5.15 y 3.5.17. Sin embargo, cuan-
do se crearon pulsos en las condiciones iniciales, los patrones generados sobre superficies
cambiaron en gran medida respecto a los patrones generados para regiones en el plano.
Aqui es, en donde la geometria y la curvatura de las superficies juega un papel impor-
tante, ya que por lo general, en regiones de las superficies donde se presente una mayor
curvatura, o bien, se presente curvatura negativa, como lo es para el caso del toroide, los
patrones tienden a alargarse. Cabe recalcar, que la forma de los patrones generados tanto
en regiones en el plano, asi como para superficies tridimensionales se vieron modificados
de manera importante al insertar pulsos en las condiciones iniciales.
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Enseguida mostramos los resultados obtenidos de las simulaciones realizadas para este
modelo Turing-exponencial, tanto para regiones planas, asi como para superficies, para
poder compararlos visualmente.

—

Figura 5.4.17: Simulaciones del modelo Turing-exponencial
sin pulsos en las condiciones iniciales.

Figura 5.4.18: Simulaciones del modelo Turing-exponencial
con pulsos en las condiciones iniciales.

5.4.2. Modelo de Schnakenberg

A partir del modelo de Schnakenberg bidimensional, mediante el operador de Laplace-
Beltrami V% definido sobre una superficie £ C R3, lo extendemos a superficies para poder
analizar patrones de Turing generados sobre las mismas, por medio del sistema:

ou

> =vy(a—u+u®)+ Viu, (5.4.32)
0
a—: =v(b—u?v) + DsViv, (5.4.33)
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con a, b,y constantes positivas y Dy = D, /D, > 0 es la razon de difusividades. Como
ya sabemos los puntos de equilibrio en ausencia de difusién se encuentran en

b

Para las simulaciones numéricas se consideraron como parametros los valores: a = 0. 126779,
b = 0.792366, vy = 1000, Dy = 20 con un tamafio de paso tiempo At = 10~*. Se pertur-
b6 el punto de equilibrio w* = (u*,v*)" generando ruido blanco al 10 % alrededor de él
mediante una distribuciéon uniforme.

Esfera unitaria: Se utilizo6 un valor de N = 6 para obtener la malla triangular que
consta de 81920 elementos triangulares y 40962 nodos o vértices. Se realizaron un total
de 10000 iteraciones.

Condicion inicial u, Condicion inicial Vo

0.6

0.4

Figura 5.4.20: Concentraciones al tiempo t = 1.

Paraboloide sin tapa: Se utilizoé una malla que consta de 22501 nodos o vértices y
44850 elementos o triangulos. Se realizaron un total de 10000 iteraciones.
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Condicion inicial u, Condicion inicial v,
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Figura 5.4.22: Concentraciones al tiempo t = 1.

Paraboloide con tapa: Se utilizd6 una malla que consta de 19902 nodos y 39800
elementos. Se realizaron un total de 10000 iteraciones.

Condicion inicial u, Condicion inicial v,
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Figura 5.4.23: Concentraciones iniciales (t = 0).
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0.4

Figura 5.4.24: Concentraciones al tiempo t = 1.

Cono sin tapa: Se utilizé una malla que consta de 22501 nodos y 44850 elementos.
Se realizaron un total de 13 000 iteraciones.

Condicion inicial u, Condicion inicial v,
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Figura 5.4.25: Concentraciones iniciales (t = 0).
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Figura 5.4.26: Concentraciones al tiempo t = 1. 3.

Cono con tapa: Se utiliz6 una malla que consta de 19902 nodos y 39800 elementos.
Se realizaron un total de 6 000 iteraciones.
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Figura 5.4.27: Concentraciones iniciales (t = 0).
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Figura 5.4.28: Concentraciones al tiempo t = 0. 65.
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Silla de montar : Se utiliz6 una malla que consta de 19881 nodos y 39200 elementos,
se consider6 vy = 10 y una razoén de difusividades Dy = 40. Se realizaron un total de
120 000 iteraciones.

Condicion inicial u,,

Condicion inicial v,
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Figura 5.4.29: Concentraciones iniciales (t = 0).
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Figura 5.4.30: Concentraciones al tiempo t = 12.

Cilindro circular recto sin tapas. Se utiliz6 una malla que consta de 10110 nodos y
20000 elementos. Se realizaron un total de 5000 iteraciones. Se utiliz6 un valor de y = 500.

Condicion inicial u, Condicion inicial Vo

0).

4 ¥
2

Figura 5.4.32: Concentraciones al tiempo t = 0. 5.

Cilindro circular recto con tapas. Radio R = 1, altura h = 2. Se utiliz6 una malla
que consta de 10110 nodos y 20000 elementos. Se realizaron un total de 10000 iteraciones.
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Condicion Inicial u, Condicion Iinicial v,
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Figura 5.4.34: Concentraciones al tiempo t = 1.

Hiperboloide de una hoja con tapas. Se utilizd6 una malla que consta de 39562
nodos y 79120 elementos. Para esta simulacion se consider6 y = 100 y Dy = 40. Se
realizaron un total de 30 000 iteraciones.

Condicion inicial u, Condicion inicial v
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Figura 5.4.35: Concentraciones iniciales (t = 0).
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Figura 5.4.36: Concentraciones al tiempo t = 3.

Cubo. Lado L = 1. Se utilizé una malla que consta de 29402 vértices y 58800 triangulos.

Condicion inicial u, Condicion inicial vy
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Figura 5.4.38: Concentraciones al tiempo t = 1. 5.
Se realizaron 150000 iteraciones.
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u(x,y) t=0.25 v(x,y) t=0.25
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x -0.5 0.5 Y 05 -05

Figura 5.4.39: Concentraciones al tiempo t = 0. 25.
Parametros: a = 0.07, b =1.61 y y = 500.
Se realizaron 25000 iteraciones.

Toroide deformado. Radio mayor R =1, r = |0.25cos(5 $) —0.25sin(10 ¢) + 0. 75|.
Se utilizo una malla que consta de 48600 nodos y 97200 elementos. Se realizaron un total
de 10000 iteraciones. Se utilizo un valor de y = 500 y una razoén de difusividades Dy = 20.

Condicion inicial u, Condicion inicial v

Figura 5.4.41: Concentraciones al tiempo t = 1.
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Superficie x? + y? + (z — cos(x? + tany?))? = 1: Se utiliz6 una malla que consta de
40962 nodos y 81920 elementos, se consider6 un factor de escala y = 1000 y se realizaron
un total de 30000 iteraciones.

Condicion inicial u, Condicion inicial Vo

Figura 5.4.43: Concentraciones al tiempo t = 30.

Observamos que los valores de los parametros utilizados para generar patrones en regio-
nes planas también fueron efectivos para producir patrones en las superficies consideradas
en cada simulacién. De hecho, los patrones obtenidos sobre las superficies muestran una
notable similitud con los generados en regiones planas. A continuaciéon, se presenta una
recopilacion de resultados en ambos contextos para facilitar una comparacion visual.
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Figura 5.4.44: Simulaciones sobre regiones planas
del modelo Schnakenberg.
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Figura 5.4.45: Simulaciones sobre superficies
del modelo de Schnakenberg.

5.4.3. Modelo de Gray-Scott

Similarmente a como se generaliz6 el modelo de Schnakenberg bidimensional a su-
perficies tridimensionales, también acoplamos el modelo de Gray-Scott en el plano, para
superficies. El sistema es el siguiente

ou 9

rri DsViu+y(F(1 —u) —uv?), (5.4.35)
Y~ Viv by — (F+ ), (5.4.36)

con F, k >0,y >0y Dg = D,/D, > 1 es la razon de difusividades. De la misma
manera que en el caso bidimensional, consideraremos el punto critico (ui,vi)T = (1,0)7
. Sea £ C R3 el dominio del sistema y consideramos R C X, una subregion de L para
considerar las condiciones iniciales

(. vy)T = {(1, 0)" + er(x) si x € I\R, (5.4.37)

(1/2,1/4)T + er(x) six € R,
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con 0 < ¢ < 1 la intensidad del ruido aleatorio y r una variable aleatoria con distribuciéon
uniforme (o normal) multivariada que nos proporciona dicho ruido.

Enseguida mostramos distintas simulaciones realizadas y diversas superficies para distintos
valores de los parametros en el modelo. En cada caso se considerd D, =2 x 107°, D,, =
1 x 1075, un tamafo de paso de tiempo At = 5 y las mismas condiciones iniciales. Para
estos resultados es necesario introducir Nt = Numero total de iteraciones realizadas.

Esfera unitaria: Para cada variaci6on en los pardmetros se utiliz6 una malla que
consta de 20480 nodos y 10242 elementos.

Condicion inicial u, Condicion inicial v

u(xy) t=50000 v(x,y) t=50000
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Figura 5.4.47: Concentraciones al tiempo t = 50 000.
Parametros: F=10.04, k =0.060 y v = 0. 5.
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u(x,y) t=35000 v(x,y) t=35000
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Figura 5.4.48: Concentraciones al tiempo t = 35 000.
Parametros: F =0.025, k =0.060, vy = 0.5y Niter = 7000.
u(x,y) t=100000 4 v(x,y) t=100000
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Figura 5.4.49: Concentraciones al tiempo t = 100 000.
Parametros: F =0.039, k =0.058, vy = 0.7 y Njiter = 20000.

Paraboloide con tapa y un hexagono inscrito : Se utilizé6 una malla que consta de
20480 nodos y 10242 elementos. En todos los casos se consideraron las mismas condiciones
iniciales.

Condicion inicial uy Condicion inicial Vo
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Figura 5.4.50: Concentraciones iniciales (t = 0).
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u(x,y) t=60000 v(x,y) t=60000
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Figura 5.4.51: Concentraciones al tiempo t = 60 000.
Parametros: F=10.04, k = 0.060, vy = 0.5 ¥ Njiter = 110000.
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Figura 5.4.52: Concentraciones al tiempo t = 110 000.
Parametros: F =0.025, k =0.060, Yy = 0.5y Niter = 22 000.

Superficie x? + y? + (z + cos(x? + tan y?))? = 1: Se utiliz6 una malla que consta de
10242 nodos y 20480 elementos obtenida a partir de una malla de la esfera unitaria.

Condicion inicial u, Condicion inicial v
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u(x,y) t=200000 v(x,y) t=200000
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Figura 5.4.54: Concentraciones al tiempo t = 200 000.
Parametros: F=0.05, k =0.063, vy = 0.05 y Niter = 40000.
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Figura 5.4.55: Concentraciones al tiempo t = 200 000.
Parametros: F =0.025, k = 0.060, vy = 0.3 y Njiter = 40000.

Superficie (x —z%)? + y? + 22 = 1: Se utiliz6 una malla que consta de 40962 nodos y
81920 elementos obtenida a partir de una malla de la esfera de radio R = 1. En cada caso
se considerd D, =2 x 107°, D, =1 x 107°, y un tamafo de paso de tiempo At = 5.
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Figura 5.4.56: Concentraciones iniciales (t = 0).
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Figura 5.4.57: Concentraciones al tiempo t = 200 000.
Parametros: F =0.029, k = 0.057, Yy =1 y Njter = 40000.

Toroide : Se utiliz6 una malla que consta de 38400 nodos y 76800 elementos.

Condicion inicial u, Condicion inicial v,

Figura 5.4.58: Concentraciones iniciales (t = 0).

u(x,y) t=40000 v(x,y) t=40000

Figura 5.4.59: Concentraciones al tiempo t = 40 000.
Parametros: F =10.039, k =0.058, vy = 0.7 y Niter = 8000.

Toroide enrrollado: Se utilizdé una malla que consta de 48690 nodos y 97200 elemen-
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tos.

Condicion inicial u, Condicion inicial v,

Figura 5.4.60: Concentraciones iniciales (t = 0).
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Figura 5.4.61: Concentraciones al tiempo t = 27 500.
Parametros: F=0.029, k =0.057, vy = 0.7 y Niter = 5500.

Los resultados obtenidos en simulaciones realizadas para este modelo sobre superficies
tridimensionales son muy similares a los obtenidos en regiones planas, considerando los
mismos valores en los parametros de reaccion. Sin embargo, para generar patrones en las
superficies, fue necesario ajustar el valor del factor de escala y > 0. Es muy interesante
ver que, para este modelo de Gray-Scott, los valores de y que permitieron la formaciéon de
patrones espaciales satisfacen 0 < y < 1. Ademaés, es muy importante mencionar que para
este modelo, en muchos de los casos, es indispensable insertar pulsos en las condiciones
iniciales, ya que en los dominios de las simulaciones presentadas, no hubo generaciéon de
patrones espaciales cuando no se incluyeron pulsos en las condiciones iniciales. Esto ocurrio
tanto en regiones planas, asi como en superficies. En gran parte, considerar valores de vy
mayores a 1 no resulté en la apariciéon de patrones espaciales sobre el dominio superficial
¥ C R3 considerado.

A continuacién, se presenta una recopilacion de las simulaciones realizadas para este

modelo, tanto en regiones planas como en superficies tridimensionales, con el proposito de
facilitar una comparaciéon visual de los patrones obtenidos en cada caso.
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Figura 5.4.62: Simulaciones sobre regiones planas
del modelo de Gray-Scott.

Figura 5.4.63: Simulaciones sobre superficies
del modelo de Gray-Scott.

Nota. Es importante destacar que los patrones generados en cada superficie, para los
distintos modelos empleados, corresponden a las proyecciones sobre el dominio superficial
¥ C R3 de las soluciones u(x) y v(x), respectivamente. Esto se debe a que las graficas de
dichas soluciones estan definidas en el espacio R*.

5.5. Analisis del factor de escala y

Como parte final de este trabajo, resta hacer un analisis de como el factor de escala
v > 0 influye en la formacion y caracteristicas de los patrones espaciales tanto en regiones
planas como en superficies, basandonos en las correspondientes simulaciones computacio-
nales realizadas.
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Como se ha visto el factor de escala v influye directamente en el calculo del modo de onda
critico k% dado en (3.3.44), el cual determina una cota para los modos de onda k?, k3 dados
en (3.3.42) para la cual la funcion h(k?) dada en (3.3.34) sea negativa y asi, garantizar
la inestabilidad del punto de equilibro w* = (u*,v*)T del sistema determinado por el
modelo que se esté trabajando. Al lograr se cumpla que h(k?) < 0, se esta garantizando
la generacion de patrones espaciales mediante la inestabilidad de Turing. Entonces, tiene
coherencia y sentido pensar que al variar los valores del factor de escalay > 0, se obtendran
modificaciones en los patrones generados, o bien, no habra generacioén de los mismos. Otra
caracteristica importante del factor de escala que nos asegura este hecho, es a partir de
la ecuacion (3.5.63), en donde y determina la existencia de los modos de onda m, n de
la solucion inestable (3.5.62). Si los modos de onda m, n existen, habra generacion de
patrones y, en caso contrario, no se generara patréon alguno en la soluciéon temporal del
sistema. Por lo tanto, queda claro que del factor de escala y depende fuertemente la
generacion de los patrones espaciales.

Ahora, a manera de ilustracion, presentamos los resultados de distintas simulaciones
computacionales realizadas para el modelo de Schnakenberg (5.4.32-5.4.33) para tres dis-
tintas superficies: esfera unitaria, toroide y el cubo, para las cuales se utilizaron distintos
valores de y:

Esfera:

v =100

Toroide :
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y =100 Y =500

Observamos que valores mayores de y producen patrones de menor tamano, y valores
menores de y producen patrones de mayor tamano. Este hecho ocurre generalmente para
los patrones de Turing debido al mecanismo matematico mediante los cuales se producen.
Esto también ocurre para la reaccion de Gray-Scott (5.4.35-5.4.36) aunque los patrones
que genera este modelo no son propiamente patrones de Turing y, como ya se menciond
anteriormente, por lo general valores de y mayores a 1 no producen patron alguno sobre el
dominio superficial con el que se esté trabajando. En la mayoria de los casos los patrones
generados corresponden a valores de y entre 0 y 1. Basta volver a ver las simulaciones
computacionales realizadas para ese modelo, en este trabajo.
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Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

6.1.

Conclusiones

Las conclusiones para este trabajo son:

Se obtuvieron las condiciones matematicas necesarias para la generacion de patrones
espaciales en sistemas de reaccion-difusion en regiones planas, utilizando el operador
de Laplace. Estas condiciones permitieron crear modelos capaces de generar patrones
de Turing, y asimismo generar patrones de modelos conocidos como lo es el modelo
de Schnakenberg. Sin embargo, para el modelo de Gray-Scott, los patrones no son
generados exclusivamente por los términos de difusion, sino también por los términos
de reaccion, concluyendo asi que éstos, no resultaron ser patrones de Turing.

Las simulaciones mostraron que la modificacion de las condiciones iniciales, espe-
cialmente mediante la introduccién de pulsos, tuvo un impacto significativo en la
generacion de patrones espaciales. Por lo general, estos cambios alteraron la estruc-
tura y distribucion de los patrones resultantes.

Al trasladar las condiciones matematicas para la generacion de patrones desde regio-
nes planas a superficies, utilizando el operador de Laplace-Beltrami, se observaron
patrones espaciales similares. La modelacién matematica, realizada mediante el mé-
todo de elementos finitos y utilizando mallas triangulares, permitié discretizar tanto
las regiones planas como las superficies.

El analisis realizado para resolver numéricamente la ecuacion Laplace-Beltrami para
la generacién de patrones de Turing, mediante el método de elementos finitos, per-
miti6 desarrollar una nueva forma de calcular las matrices de masa M, la matriz de
rigidez K y el vector de carga F, lo cual result6 en la creaciéon de un nuevo programa
en el cual no se necesita la parametrizacion del dominio superficial £ C R3, para
realizar las simulaciones computacionales.

Aunque los valores de los parametros que generaron patrones en regiones planas
también produjeron patrones en superficies, en algunos casos fue necesario ajustar
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6.2.

el valor del factor de escala y. Este factor esta relacionado con los modos de onda
de la solucion analitica y su ajuste fue crucial para obtener patrones en superficies.

Se realizo6 un analisis de la calidad de las mallas triangulares utilizadas para la
discretizacion, tanto en 2D para regiones planas como en 3D para superficies. Se
destaco el uso del coeficiente de forma q como indicador de la calidad de la malla,
concluyendo que un valor de g cercano a 1 es ideal para obtener resultados numéricos
precisos. Mediante el Algoritmo de triangulacion de Delaunay se lograron obtener
mallas de mejor calidad para regiones planas que nos puedan garantizar mejores
resultados numéricos al momento de realizar las simulaciones computacionales.

Se observo que mallas de alta calidad produjeron mejores resultados numéricos en
comparacion con mallas de baja calidad, tanto en regiones planas como en super-
ficies. Este hallazgo subraya la importancia de utilizar mallas bien construidas en
simulaciones numéricas. Es importante mencionar que, aunque para algunas simula-
ciones se utilizaron mallas de no muy buena calidad, esto no afecté significativamente
la generacion de los patrones, tanto en regiones planas como en superficies. Sin em-
bargo, lo que si se vio afectado fue el valor de las concentraciones para cada una de
las soluciones u(x) y v(x) obtenidas.

La utilizacion del Algoritmo de Grado Minimo para resolver el sistema Ad = F,
donde A = aM 4 DsK es una matriz rala o sparse de tamano nnt x nnt, donde
nnt es el nimero de nodos de la malla triangular, contribuyé en gran medida a
la optimizacion del tiempo de coOmputo. Como se observd en varios ejemplos, la
implementaciéon de este método permitié realizar simulaciones hasta 44 veces mas
rapidas, como lo fue para el caso de la esfera unitaria en el modelo de Schnakenberg,
en comparacion con la simulaciéon realizada sin dicho método.

Finalmente, se explor6 el impacto del factor de escala y en la generacion de patrones.
Se encontré que valores méas grandes de y tienden a generar patrones mas pequenos y
complejos, mientras que valores més pequenos producen patrones de mayor tamano.
En el caso del modelo de Gray-Scott aplicado a superficies, el factor de escala vy
debia estar entre 0 y 1, donde valores cercanos a (0 producian patrones grandes y
valores cercanos a 1 generaban patrones més pequenos.

Perspectivas

Aunque se obtuvieron resultados satisfactorios en este trabajo, ain queda mucho por

hacer

y muchos aspectos que mejorar. Algunos de éstos son:

Desarrollar tedricamente las condiciones matematicas que garanticen la generacion
de patrones espaciales en sistema del tipo Laplace-Beltrami como (5.4.20-5.4.23).

Se requiere trabajar bastante en la creacion de mallas triangulares éptimas para mas
superficies que nos garanticen resultados numéricos més precisos y, en general, crear
un mallador que nos proporcione la malla triangular de una superficie arbitraria y
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que sea de buena calidad. También se espera mejorar la calidad de las mallas ya
obtenidas, priorizando las mallas triangulares para superficies tridimensionales.

Una vez garantizada la obtencién de mallas triangulares de buena calidad, dar el
salto y comenzar a trabajar con mallas adaptativas que nos permitan trabajar estos
mismos sistemas de reaccién-difusion pero ahora sobre dominios crecientes, es decir,
el dominio en consideracién va aumentando o disminuyendo su tamano conforme va
avanzando el tiempo. En este trabajo tinicamente se trabajo con dominios constantes.

Buscar otros métodos para la resolucion de (4.2.23-4.2.24). En nuestro caso se estuvo
trabajando con un esquema semi-implicito, pero se pueden buscar otras alternativas
como por ejemplo utilizar un método Runge-Kutta para resolver dicho sistema, o
bien, utilizar un esquema completamente implicito y realizar las adecuaciones nece-
sarias para implementar el mismo.

Adentrarnos en otros modelos que generen patrones de Turing distintos a los mostra-
dos en este trabajo, o bien, desarrollar otros modelos de Turing por cuenta propia que
nos generen patrones espaciales, especialmente sobre superficies tridimensionales.

Utilizar la mayor parte de lo desarrollado en este trabajo y poderlo aplicar a pro-
blemas mas elaborados como por ejemplo: tumores cancerigenos, enfermedades de
la piel como el vitiligo, fen6menos naturales, etcétera.
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Apéndice A Programas en MATLAB

A.1. Programa para la implementacién del Algoritmo de grado
minimo

function uh = perm_min(A, F)

% Funcion para resolver un sistema de ecuaciones lineales

% Au = F

% con A una matriz sparse, simetrica definida positiva, utilizando el
% Algoritmo de grado minimo y la descomposicion de Cholesky.

% Parametros de entrada:
% - A: Matriz de coeficientes del sistema.

% - F: Vector de terminos independientes.

% Parametros de salida:
% - uh: Solucion del sistema de ecuaciones.

% Calcular el vector de permutacion de grado minimo utilizando amd

p = amd(4);

% Calcular la matriz de permutacion P y calcular Ap = P~T*AxP
Ap = A(p,p);

Fp = F(p); % Permutar el vector F de acuerdo a p

% Aplicar la descomposicion de Cholesky a la matriz reordenada A
L = chol(Ap, 'lower');

% Resolver el sistema de ecuaciones mediante sustitucion hacia adelante y
% hacia atras utilizando la descomposicion de Cholesky

y = L \ Fp; % Solucion del sistema Ly = Fp

up = L' \ y; % Solucion del sistema L'up = y

% Volver a aplicar la permutacion inversa a la solucion up

uh = zeros(size(up));
uh(p) = up;
end

Listing 1: Programa algoritmo de grado minimo para sistemas lineales.

A.2. Programa para generar malla triangular de un anillo eliptico

function [x, g, nnt, ne] = Mesh_elliptical_ring(al, bl, a2, b2, Nx, Ny)

% al, bl son los semi-ejes mayor y menor de la elipse interior
% a2, b2 son los semi-ejes mayor y menor de la elipse exterior
% Nx es el numero de divisiones en la direccion radial

% Ny es el numero de divisiones en la direccion angular

hx = (a2 - al) / Nx;
hy = 1 / Ny;

% Generar coordenadas de los nodos en el anillo eliptico
n = 0;
for j = 1:Ny+1
for i = 1:Nx+1
n =n+ 1;
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w(n,1)
w(n,2)
end

al + (i-1) * hx; % Coordenada radial (semi-eje mayor variable)
(j-1) * hy; % Coordenada angular

end

m = length(w(:,1));
X zeros(m,2);

Calcular coordenadas cartesianas de los nodos en el elipse

for i = 1:m
a = w(i,1); % Coordenada radial (semi-eje mayor en este punto)
theta = 2 % pi * w(i,2); % Angulo en radianes
b = bl + (b2 - bl) * (a - al) / (a2 - al); % Interpolacion lineal de los semi-ejes
menores
x(i,1) = a * cos(theta); % Coordenada x

x(i,2) = b * sin(theta); % Coordenada y
end

Localizacion de los nodos repetidos
for i = 1:Nx+1

k = (Nx+1)*Ny + 1i;

x(k,:) = x(i,:);
end

Eliminar nodos duplicados (por cierre del anillo)
[, unique_idx, idx_map] = unique(x, 'rows', 'stable');

x = x(unique_idx, :);

Construir la matriz de conectividades

g = [1;
for j = 1:Ny
for i = 1:Nx

nl = (j-1) * (Nx+1) + i;
n2 = nl + 1;

n3 = n1 + (Nx+1);

n4d = n3 + 1;

g = [g; idx_map(nl), idx_map(n2), idx_map(n4)];
g = [g; idx_map(nl), idx_map(n4), idx_map(n3)];
end
end
if al == 0 && bl == 0

% Quitar los elementos repeditas
k = sum(g == 1, 2) == 2;

% Eliminar esas filas de la matriz de conectividades g
g = gk, :);

end

Numero de nodos y elementos
nnt = size(x, 1);

ne = size(g, 1);

Obtener la grafica de la malla

Al
B1

a2 + 0.15;
b2 + 0.15;

figure

hold on

patch('Vertices', x, 'Faces', g, 'FaceColor', 'white', 'EdgeColor', 'b');
axis([-A1 A1 -B1l B1])

axis square Y Para el circulo y el anillo circular

xlabel ('X');

ylabel('Y');

title(['Malla del anillo eliptico , Elementos = ', num2str(nne), , Nodos = ', num2str(
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nnt)1);

% Para visualizar la numeracion de los nodos se agrega:

% for i = 1:nnt

% text(x(i,1), x(i,2), num2str(i), 'Color', 'black', 'FontSize', 14); % Numeracion
de nodos en color negro

% end

end

Listing 2: Programa malla triangular para un anillo eliptico.

A.3. Programa para generar una malla triangular graduada para
un circulo de radio R > 0

function [x, g, nnt, ne] = Trimesh_circle(N, R, L)

% Esta funcion genera una malla triangular para un circulo utilizando el metodo de
Delaunay
% Entrada:

% N - Numero de divisiones radiales (define el refinamiento de la malla)
% R - Radio del circulo.

% L - Numero base de divisiones angulares (define la densidad angular)

% Salida:

% X - Coordenadas de los nodos

% g - Matriz de conectividades

% nnt - Numero total de nodos

% ne - Numero total de elementos triangulares

% Inicializa la matriz de nodos como vacia

x = [1;

% Vector para almacenar las divisiones radiales
r = zeros(2°N,1);

% Incremento radial entre divisiones
rx = R / (2°N);

% Llena el vector 'r' con los radios correspondientes de cada division radial.
% Cada valor representa la distancia de una circunferencia concentrica al centro.
for j = 1:2°N
r(j) = j*rx;
end

% Inicializa un contador para los nodos.
n = 1;

% Coordenadas del primer nodo.
x(:,n) = [0, 0];

for j = 1:length(r)

m = j x L; ) Numero de nodos en la circunferencia de radio 'r(j)'
for i = O0:m-1
n=n+ 1; % Incrementa el contador de nodos
theta = 1 * (2 * pi / m); % Angulo polar correspondiente a la posicion del mnodo

% Calcula las coordenadas cartesianas del nodo y las almacena en 'x'
x(n, 1) = r(j) * cos(theta);
x(n, 2) = r(j) * sin(theta);
end
end
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Obtencion de la matriz de conectividades utilizando
g = delaunay(x(:,1), x(:,2));

Numero total de nodos o vertices
nnt = size(x, 1);

Numero total de elementos o triangulos
ne = size(g, 1);

end

la triangulacion de Delaunay.

Listing 3: Programa malla triangular graduada para un circulo.
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