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INTRODUCIION

'La motivacidén de este trabajo estd basada en el inte--
rés existente en modiilos de gravitacidén de baja dimensionalidad

( n¢4 ) como medio para entender adecuadamente el modelo de cua

- tro dimensiones.

Sin embargo, la teoria de Einstein para dimensinali--
dad n¢h _tiene seérias dificultades. En na3 1la teoria no tiene
dindmica y para n=1,2 1la teoria no existe.

Deser, Jackiw y Templeton propusieron en 1982 una teo~
rie de gravitacidén en tres dimensiones, la cual, mediante la adi
cién de un término topolégico de masa,que da un grado de liber--
tad de eépin 2 masivo, pretende en principio superar las dificﬁl
tades de la teoria de Einstein convencional. Recientemente Henne
aux, realizé la cuantizacibn exacta del modelo de Jackiw para la

gravedad de dos dimensiones.

Nuestro interés en este trabajo es buscar soluciones -
exactas de la teoria en. tres dimens:ones antes mencionada. Elegi
mos la métrica de Kerr-Schild pars nnalizar esta nueva teoria, -
debido a que nos interesan solucion?s del tipo de hoyoc negro y -
del tipo de onda plana, las cuales son tipicas de esta clase de

métricas en 4- dimensiones.
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I.1 TEORIA DE EINSTEIN FN ESPACIO-TIEMPO TRIDIMENSIO--

NAL.

A primera vista, la ley de la gravitacibn de Einstein

e

C—_’\“F—;m\“/s ( 1.1)

parece trabajar en cualquier nimero de dimensiones; ya que dicha

teoria puede formularse en términos de un nimero pequeﬂo de pos-

tulados, los cuales son independientes de la dimensionalidad del
espacio-tiempo. Sin embargo, un anélisis.més detallado revela —-
que para n<4 1la teoria tiene serias dificultades. Esto puede -
sentirse contandoc las componentes algebréicamente_independientes
del tensor de curvatura qupag , del tensor de Ricci y del tensor:
de Einstein Ghup COMO se muestra en la siguiente tabla:

T 1
{ DIMENS ION {
| _
| i I 1 1 |
T# of | { | | ! |
| ALBEBRAICALLY | { - | | } N
| INDEPENDENT ° | n { 4. 1 3 | 2 | 1
| COMPDMENTS * { ) : { = }
| .
r | TR
{ RIEMANN CHRVATURE . ‘ | .
§ ~TENsOR | gné(nZ-1) : 20 } 6 } 1 l 0 '=
R - . : .l
II _oBYd ) | | | S,
| v oo 1 I i - 1
{ e L . | . P |
; RILCT TENSOR % - 5n{n + 1) } 10 { 6 1 { 0
R .. . '
| ad - | forn>?2 | [ g |
! 1 = : ' | | ! |
' ] L,
} _ - | ' ‘ _
5 EINSTEIN TENSOR { 3nin + 1) { 10 { 6 } o ; 0
& .
I e NS N N
e T T [ I I |
| CURVATURE SCALAR | - 1 { i | ] 1
{ R ] forn>1 { 1 { 1 : 1 : 0 }
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— [, 2 e ———




R I

& A ———E

Para n>2_ , el tensor (e Ricci puede ser expresado -
en términos del tensor de Einstein y ambos tienen por tanto el -

nismo nimero de componentes

i .
Rap = Swp = 5, S Jae

C:’\ﬁls:::qu_%'a-jqp \
| ( 1.2 )

= A (2wt
C:-‘ ——2—.(2 U\}Q- \ 2 -n

Para n=4 , el tensor de Einstein asi como el de Ricci
tienen diez componentes algebraicamente independientes, mientras
el tensor de curvatura tiene veinte. Para n=3, sin embargo, o=
tensor de Einstein, el de Ricei y el de curvatura tienen el mis-
mo nimero de componentes independientes 6. Estp indica que el -~
tensor de curvatura puede ser ekpresado bien sea en términos del
de Einstein & bien en términos del de Ricci. Asi:

D= R TS ¥ Yps Sl T s Sp

_3}_,“45_-\,?3 + A 3as Apg ™ 34;3{3#\ ( 1.3‘ )

Para n=2 , el tensor de Ricci no puede ser expresado en térmi--
nos del de Einstein. El tensor de curvatura asi como el escalar

de curvatura tienen una sola componente., Esto indica que tanto

[

el tensor de Riemann como el de Ricci pueden ser expresados en -

términos del escalar de curvatura

| = Vo Yo )
D pnd :.-%;Z_Lkéjﬂa & f"é ( 1.4 )

Unp = L 2L lap ( 1.5)

-
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Como conscuencia de ( 1.5 ), el tensor de Einstein ---

ge anula idénticamente en dos dimensiones.

by

~_La menor dimensién en la cual 1a teoria de Einstein --
tiene sentido es por tanto n=3 . Sin embargo las ecuaciones ---
(1.2 )y ( 1.3 ) nos previenen de que la teoria tiene caracte-

ristecas no esperadas. Veamos algunas:
1.- E1 espacio-tiempo es localmente plano fuera de 1la materia,.

En el vacio, sabemos que Grupg = © de manera que en vir

tud d.e ( 1 03 )
o

Vpygs = ( 1.6 )
233 |

Esto significa que el espacio-tiempo es localmente planoc fuera -~
de la materia en tres dimensiones. Una particula de prueba en re

poso, fuera de un cuerpo central, no sufre aceleracibén. Dos cuer

.pos separados por el vacio se mueven uniforme y rectilineamente

sin saber uno acerca de la existencia del otro. Existen sin em--

bargo efectos globales producidos por um cuerpo central en el es

pacio-tiempo circunvecino.

2.- La materia curva el espacio solo localmente.

-De las ecuadiones (1.1 )y (1.3 ) se deduce que
—2""1365 \.3“ TPS +3F£—Y;K 3“‘5—‘.P5
1.7
= AT =T W8 3, 3.;3,:% CLr

El tensor de curvatura estd completamerite determinado por la dis
tribucién local de materia.
3.- E1 campo gravitacional no tiene grados de libertad dinémi~-

Cos.

Debido a la ecuacibén ( 1.7 ) la curvatura estd total--

mente determinada por 1la distribucidén local de materia. El espa-

cio-tiempo fuera de la materia es por tanto plano. Cuando la dis

tribucidén de materia cambia en una regién, no hay propagacién de

efectos de curvatura a otras regiones, es decir, no existen on--
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das gravitacionales, Fl tensor de Weyl, el cuil en espaciés-tié#'

pos de mayor dimensiornalided, “leva la informacién acerca de 1la
parte de la curvatura no deteruninada localmente por la materia,
se anula en tres dimensiones. La ecuacidén ( 1.3 ) es una reex-
presiéﬁﬁhe este hecho.

4.~ No existe limite newtoniano.

La teoris de la gravitacidén de Newton en tres dimensi_
nes, predice un potencial gravitacional logar{itmico fuera de la
materia..Una.particula de prueba cerca de un cuerpo central, se
acelera en la teoria de Newton. Por esta rezbn, la teoria de New
ton no puede ser obtenida como caso limite de la teoria de
Einstein en un esparcio-tiempo tridimensional , en virtud é% que
como‘ae.dijo en 1, los efectos gravitacionales en la teoria de =~

Einstein no se propagan fuera de la materia , las particulas de-

prueba no experimentan aceleracién en espacios—-tiempos de dimen~
sionalidad 3.

5.~ No existen agujeros negros en tres dimensiones.

Al no existir efectos gravitatorios fuera de la mate--~
ria, la luz emitida por las estrellas escapard siempre & infini-
to. '
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1.2 GRAVITACION EN TRES DIMENSIONES CON TERMINO TOPO-
LOGICO DE MASA. ”

Seria conveniente tencr una teoria de gravitacién en _

tres dimensiones, la cual no¢ adolezca de los problemas de la --

teoria de Einstein normal. Recientemente, Deser, Jackiw y Temple
ton han construido teorias de norma y gravitacién en espacios de
dimensionalidad impar que poseer términos de masa explizi-eos de

origen topolébgico.

En'particular, propusieron una teoria de gravitacidén -
en tres dimensiones, la cual mediante la adicidén de un término
topoldgico de masa que da un grado de libertad de espin 2 masivo
pretende superar las dificultades de la teoria de Einstein con--

vencional.

_ Para expliéar las modificaciones, examinemos algunos -
hechos geométricos, vélidos en un nimero cualquiera dé dimensio-

nes 'd.

-'El tensor de curvatura contiene toda la informacién a-
cerca de la curvatura del espacio y puede ser expresado para ---
d23 en términos del tensor de Ricci Qrg, del escalar de curva-
tura R y del temsor sin traza c;“vpg l1lamado tensor de Weyl -

6 tensor conforme.

Lappo = 103 (DpoRap ~Dpp Toa = Solpp

ol v 3-2

+ dap Qo) - (5-3) G-

El tensor de Weyl existe solo para d>»3 y se anula pa

ra d=3, DesempeNa un papel dual: no sclamente es la partefsin

traza del tensor de curvatura, sino que también contiene las pro

piedades conformes de la métrica.czﬁrpo es invariante ante una -

redefinicién conforme de la métrica (339‘*g‘ﬂ3¥’) y se anula si

¥y solo si 1la métrica es conformalmente plana (:3P°= Qe Y,,) -

-
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En d=3 el tensor de curvatura, no tiene parte sin --
traza y Swppw S anula idénticamente. De manera que podemos ex-

presar el tensor de curvatura en términos del de Einstein como -
vimos en la seccidén anterior:

. bY
~% =-=Ya &
R s - o2 s ( 1.9 )

Sin embarge, existe otro tensor, el cual reemplaza al

trensor d= Weyl y que contiene las propiedades conformes de la mé
trica tridimensional,

El tensor de segundo rango

JPeLAgUuN WP V&Q‘;,

/_3" ( 1.10)
donde
—~ . L 5
"?.uf_.," ’ZVP A 3"/‘ ¢ 1.11 )

tiene la propiedad de anularse si y solo si la tres-metrica es -
conformalmente plana y no se altera bajo una redefinicién confor
me de la métrica. Este tensor es llamado anélogo tridimensional
del tensor de Weyl & tensor de Cotton-York.

9 - » . - rl
Este tensor C:H ‘es manifiestamente simétrico:

| p o P
Eavro-a ""VPG‘* = © ( 1.12 )

como = €,.,, es el tensor compietamente antisimétrico, forsoza--
mente ~'" tiene que ser un teasor simétrico.

' [ . .
Ademids, < es un tensor sin traza y es covariantemen

te conservado ( cumple con las identidades de Bianchi ). La de-




mostracion de estas propiedades estéd en el apéndice.

En las ecuaciones de campo, el tensor de Cotton-York -~
complementa al de Einstein, pero ya que es un orden superior en
1as derivadas respecto a?Zr“;, la constante de proporcionalidad
debe tener dimensiones de masa inversa. Asf{, llegamos a la si--—-
guiente modificaci6n a la teoria de Einstein en ausencia de fuen

tes y constante cosmoldgice.

‘.A\J

g ‘
< = © - ( 1.13 )

<= +—';f

Las. ecuaciones de campo anteriores, simplemente expré-
san un balance entre el tensor de Einstein y el tensor de -—-—-—--
Cotton-York. En ausencia de fuentes implican que el escalar de - -
curvatura se anula .( ya que C:rono tiene traza ). Asi, podemos

v
reescribir c:f de 1a siguiente manera:
o Ty S e 2”7 Pt |
< ==:ﬁ§\\f5 Ny P * Dl _ (1,14 )

N ' . v
El tensor de Cotton-York i) puede obtenerse variando

una accidn, la cual se agrega a la accidén de Einstein., De manera

que la accidn total es

. . -— _
S = A 2 0+ £~ Ao
A= Kzgs‘ﬁ W N ( 1.15 )
Las ecuaciones de campo 1.13 ' se obtienen de la variacidbn de

esta accibn.
El caracter masivo de la teoria puede verse "iterando

las ecuaciones de campo, con lo cual se obtiene

b e o b
e [-3 L L\'.S:L - '.a-; wt.-b Woe wqg"“




A LR LI

3"”7):/";2‘*[5 -+l‘>:_2_‘, Qu\_,

( 1.16 )

Fn el limite linealizado, el lado derecho de esta ecuacidén se a-
nula, el operador diferencial es precisamente el D'alambertiano
de esﬁacio plano y la curvatura satisface la ecuacién de Klein-
Gordon con masa (\p\). Nétese que alin cuando la ecuacidén de --
campo para :svu es de tercer orden en las derivadas, la propaga

cidn es causal y no taquidnica aunque no tenemos control scbre

z
el signo de r .




APENDICE I.1

C po tiene traza

P G QVC(Q-;"'ISgQS
/-3
—_ 1 “9 " Lned

donde V2 —-V ’Zm—_"‘"'tq- T % - f[_\a'fl '2-\

— - ‘La\o QGQ q- 1‘"‘"9

a ' =
c:_a=']-abc‘ 2

I

Es posible demostrar que
Q—oc.Q +"->_gqc_+"'2¢.g.q‘—.:_

= o

- Q.o.cg =7 L’Zgu*‘z“q\

sust.
. a L & =3 - 4 ﬂacq 2 eaf \




ab
C es covariantemente constante
1" c
C:a = 4 “ a.? L'LS "’é 2\
-3
- owa
2 L et

sabemes que Vb (,-'_"—5 c-.mg\ =

- ™ -
Q_bcq =V§ Q.‘_ - Qc:. 1{

- =
e Q-cﬂ -::.\lh'Q&'Z_,_ . s
" ')_ .
A‘ih =_\th":*‘.)_“1c.q Q
Vhﬁs < §
e~y 3® h‘-‘)'.qc.b"l’i L
T e 2¢ = N_Vu ¢y " \
~ Y k’lc- —Q&"b
= W Q H\’c .-'Q,_‘th%
AVE Q-..;g = Vg Ve VN
b A _ UL wth
sabemos ademés 6, - o *
—- v __&.,3 @ =AY
v, = Fp 2 S ‘
e __v S8, =750
Lil, ="2°p L2 \
£ 5 \_’Q‘__L"'i &
e <. % 'te
= <, N ‘:Lk "Ve.qbq‘ = \’sL =
t e 7€ '
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II FORMALISMO DE LAS TRIADAS

En cada punto del espacio-tiempo tridimensional, intro
ducimos una triada de tres vectores independientes aﬁqr. La tria

o . PR . - +
da dual & se define mediante ‘as siguientes relaciones

b

” ( 2.1 )
' GL:F éi?u = 5’9

¥

Los indices latinos son los indices de la triada, etiquetan los
diferentes vectores de la misma. Los Indices griegos son Indices

tensoriales. Ambos adoptan los valores 2, 3, 4.

Un tensor V%, se relaciona con sus componentes tria-

‘diales mediante las siguientés relaciones

. L
. b - B = ’ -
b..- ==.<Z;¢F'CZL v -T.V
e.-. .
O.o- (=3 Hy » —_b-.. ( 2.2)

. [« SRR \ al.-

pr . b

i

<

Los indices tensoriales se suben y bajan mediante los
. »
tensores métricos fﬁr?-\fsr y lcs indices triadiales mediante --

las componentes sobre la triada del tensor métrico 9, ‘ﬂab .
\ - ;

La derivada direccional a lo largo de un vector de la

triada es

e ‘ c.z_;‘* Y TR /Dxf"‘

”_(-2.3 g
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Las componentes en la triada de una derivgg TP o
P 8da covariante son:

K V...
b - ® b SR ‘..
= _ :qr\ z° " e I Y -
@S ¢ 2.4 )
y estdn dadas por
; S —_b.. b 3.
ces — bk __(‘ % -
-_Yg L= \ Qe & ac \é e \5°_tch'( 2.5
a\-“‘c‘
* - -4 -
donde Fbc son los coefici~ntes de rotacidédn de Ricci
o .
. e * aLtci;é
'\_'\“_-* F e ( 2.6 )

los cuales son el ahélogo de los simbolos de Christoffel en este
formalismo. | |
El conmutador de dos derivadas direccionalea a lo lar-
go de la triada es |
| . i . :
T = Lieeie \eas) - (2.7)

T ae

Los vectores de la triada determinan las formas dife——

renciales lineales

he 2.8
czq-_—. Yol A xt ( )
- v .
en términos de la cual la forma métrica esta dada por
AN i

Ellproducto exterior o de Grassman de dos formas dife-

renciales lineales.




| A = 'Ar N Q= QVXX“ |

estd definido como
: D Al
-—_.-_A o kx A
A D - |

La derivada exterior de las 1- formas se define

A= Ao Axtadx” = Apsyl XN

Los coeficientes de rotacidn y las componentes en la -

triada del tensor de curvatura determinan las formas

Tq,b = T:.—., <z ( 2.10 )

a & < - _
D= L ey TAE | ( 2.11 )

las cuales se'felacionan a las formas de la triada mediante las

férmulas de Cartan

<

' _ b Q. ) 3 '
Vete Al = T == S (2a2)

wA

a .
%_"fb = >Y1+VM*T s ( 2.13 )

' Las ecuaciones ( 2.12 ) determinan la parte antisimé
. q ° -
trica PU'“’-] de los coeficientes de rotacién. El1 hecho de que 3qb.‘:‘°
determina la parte simétrica ‘HhBSG de los coeficientes de rota-

cidn

5 : . -
. e —_
_ FL .= %_ 3“;,_ \ \olee = 5¢.MV oe ( 2.14 )
a ‘ .

o :
las expresiones para ?‘yég y anhsc-determinan todos los coefi

tientes de rotacibn y las ecuaciones (2.13) determinan todas las

-

16
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componentes del tensor de curvatura.

En nuestro caso, tenemos triadas rigidas, de tal mane-
ra que Q.w son constantes. Entonces Jos coeficientes de rotacidn
son antisimétricos en los primeros dcs indices y estdn determina

dos mediante ( 2.10 ) por

P == Tae = lapa ™ Toey 1 wtad ( 2.15 )
Q‘bc'..— as

. t
Usaremos una triada nula <., en espacio-tiempo tridi--
mensional con signatura ( -, -, + ). Sus productos escalares es

tando dados por

A
j _— CZ'.Q‘. d-'bt.\ - <
_ab : o -3 O ( 2.16 )

-

los indices numéricos se refieren a indices triadiales, los cua-

les son subidos 6 bajados haciendo la permutacidn 2,3,4y32,-4,-3

en dichos indices.
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ITII  METRICAS DE KERR - SCHILD

Estas métricas son interesantes en cuatro dimensiones,
debido a que admiten la existencia de agujeros negros y ondas -
gravitacionales. Por esta_razén, estudiaremos estas métricas en
un espacio - tiempo tridimensional para ver el efecto del térmi-

no topoldgico de masa.

Consideraremos espacios-tiempos tridimensionales, don

de existen coordenadas en las cuales la métrica tiene la forma -
< S ) ‘
=1 -\—2\:\@-‘4@9 : ( 3.1 )
:3\-\0 gk _

donde ﬁq“>es la métrica de Minkowski en coordenadas cartesianas

y af} es un vector nulo .

Y
.fﬁpr“‘va a, =° ( 3.2 )

puesto que para estas estas métricas -g=1

2 I
. 5‘“’ - Q_““’__z\/\ o' = (3.3)
3 .
de manera que_¢w,es-nulo tarbién respecto a la métrica de ——=w---
Minkowski
CIE Y o
Ve e = T C ( 3.4

Escogiendo coordenadas nulas en el espacio de Minkows-

ki tales que

s

uf_%k{-x\ " q_x-:—f_jk*—*" I Sl ( 3.5)

18
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.tonces, la métrica ( 3.1 ) da el elemento de linea

E

' : z
SNt = Eiz,zsuku—\-?.h(f\ ( 3.6 )

~ Un campo general de direcciones reales nulas en el es-
pacio de Minkowski, consistente con ( 3.2 ) y ( 3.4 ) estéd da
do por

PAE RN B RV L ( 3.7)

donde Y es una funcién arbitraria de las coordenadas. Lg trig-

da de vectores se completa con

d_’;- _ g_ SS .;5 S

= W
a ( 3.8 )
aL&: o= Su - W
tales que
2 .
- O
2 1
WA = ©
wa = O l
; - ( 3.9 )
Lk =~
La base dual es
=0 .- \ND,
D, =
93=9¢_\r“‘\'-94 | ( 3.10 )
: - AD
Dq. D“*ﬁfz-gu ﬁ L
Calculando los coeficientes de rotacidn de Ricci
e b
SNeao == Ly v &
se obtiene las formas
A
2
2 nA LA = (\n,ﬁ.,\—'\*m\ <x- .
\ ~ -_-.\ - Ve ar



=—_S\2.¢‘ - (\‘-5\4-5‘3\ “ Ma;

4 3 cz?-— \\ CZ?
?4:""?1"‘\“5\4 - -

coeficientes de yotacion son

T:i=*yﬁw

—1

W

N
il

vz.s:: ?:3 = \1\5\3’\*-1
. 2 - .3" _ -. :
v(‘l -—-E:zq_ - 5‘2

Vi‘s - T;Z = WAL~ AN
| TL = Vaa =-Aa

Viz "-"“332
A =T

i

"\‘SM

1}

WAL

Ahora pasamos a calcular las dos formas de curvatura,
utilizando la segunda féymula de Cartan { 2.13 ) se obtiene

2 =2t = |FBm dee) - (18 8, Y8 B )
X -
A Wiy

y A e
- L\"A-z\ - \AS \n“\ -+ 5‘3\«.1 .
-"\A \ cz_;\c:_ re
- — WA, 4 2
‘*" \\«5\14 511\/\'# _\"5\L 5\AL &5&

Q‘\:.Q‘?— \\njdz

2 3
- \"uzz

_;.j \n 4—5 \*4-*\‘-5‘40‘5\4 2_3‘\\ ¢:.
-\-»’Z\A_‘EH C-*A; A-

(\$A4+V2Lmsm\ ¢:A ®

[ =
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2, =- L |

‘ ‘ \A 1 "
-—\A.S,zk\nﬁu—,s‘s\+3‘2L\.5,3— ‘2 T A& X
T I e A L

-3, U‘S‘al—'\hz\‘& ah

Estamos ya en posicidén de calcular las componentes del

tensor de Riemann para lo cual hacemos uso de la ecuacién (2.11)
Asi, se obtiene

2?'-,,;1 = 2l =k Baa Saa) = (3= 23 by B ba
(A - Whaka wbabe = _\~:‘:‘a
Qza.u. = 0% = Wha s N Ua = WAL~ A L\"!’-x", "
= Uhan = W WA At W PEIR
: T G SN P L, (W8 - 280

-

ba)

2 3 -—2\«_52
Tl - tA .

iy Yl = Wi ~2bud

AL - e Rads
‘Q'J:\Z‘s == T)_Saz.‘s = \"—5\43 "'-5\4\“3 27 \4 V .

—\/\5 L\A’S\A_’S 3\ "\‘_5 zk\h-su‘;"\"\'&\
4 3
2 424 ==, = WA G+ CAVEIY
~ \‘3\ - -5\ \“7- )
| 12::« = - ?Zu = \"»u." \‘Bu(zia ‘%\ A

Una vez conocido el tensor de Riemann es inmediato cal .
cular el tensor de Rigci, puesto que 4

(=8

. e Q als <

o



de ‘tal manera que las componentes del tensor de Ricci son
22

Vo= L2 = “ Lﬂ“‘;i‘“s *24, M v WA, (MA L 1—5.3\ -+
a4
l o= 244 T

- '*3\2‘\ _’
L\"All\ _ﬁ L\H_‘ +UASM .S \k\ﬂln"\"\ZS \"(—5|3: \
| | .

T aiae
33
2 ==:2«Afﬂ QL‘A‘A . .
24 \A \A,ﬁ YN 3\"‘*_,( [,\5‘2\\.5&4".&3\
- = 123 = 24 T 134 '
21

-t

_'72’2* \/\5‘4"-\-?—"‘1&5\4

_ 2 _
‘2*3.... QI?;A = \nj.a * k‘MA*S‘z
Y .= _ L

i

\".4 e Wi (\nsu— 3:33'

Solo:

nos falta calcular el tensor de Cotton-York para
poder escribir

las ecuaciones de campo. Para ésto usamos su defi
nicién y el hecho de que para las métricas en con31derac1on ~g=1
Esto es )

ab -
< =

< N. 2

\j)_) +T5¢1;-Ts«.z 3

\\\I’

as.-.é

asi tenemos gque

i Il § Q - A‘ Q‘s\ +
= Q24|3~ 221\4-\-\4.4 '-2.2*—3(\\5[4 ,5 \ 34 A
"L\d\s"\“m\"lm\

~ = _"244‘2 — Lzaa + 2202 %24
44 <
< = :223‘3 233\2

- LZ\A,‘A\-,_‘*'\"M\Q‘L‘S +L\A5M+ 5“33 Qa1 +
-3 L\'\Ars_ \'\"‘X :234
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B

11) 244 3 -\- ’243 F Q--z.q r 35.?_ Q‘&A

k\“-su‘l.' \‘\23 ’2- A"" k&‘su 5-3\ ’223

< = Quﬁ"‘ :2-34\.3"'

&;:.:_“'—2.34?._ 23,4~ D2 223+ WA, 220 — A Las )

2 3 4
donde debido a que R=0 ( R,+ R,+ R =0 ) se usd el hecho de que

sz = 2:234

R o
Nétemos que puesto que C = C_= 0 entonces
iz 24
o =
de manera que, VvVamos por tanto, '‘a tener una ecuacidén repetida.
Las identidades de Bianchi para el tensor de Riceci

son:

| ' | 2 + M2 ) 2aa ¥
2 - g “« 2 Wi2oa > 213 K\“SQ 2 .
i) ‘L2222 1243‘2234 '3‘?-( 24

_-

2
+3k\h5‘4 AU&)Q'&Q_ \"\ﬂ ’12.4 - -5“ 33
-—\1\5\4‘23—4 — \Altz’zdl *

- O
A 2 i 2 \n }.44 - L\Ab\,\ -a) ‘2:4
3, 23 \ B |
‘ X :2, - _5 2 :).33" (—\“.5.|3’\“£2\’22A
iii) R Cara -~ "123‘2. BNV PR T .
1) eaan ¢

+5\3:-22'3 =°

Estamos ya listos para escribir las ecuaciones de cam-
po

ab ab
D = =°
® )




o l_\l\ A+D‘5X:224 - \7—13‘* arstusht_jl'&BQ:A - 5‘4 "2‘33

- (-\M\S,;“ \“'7-5241. : e

2., =
94\:2:.4\ — 33 e

\‘. *\A—S.A* .543’211 - LD "‘\*-&z"\"\*\ ’223 i

- .3&\‘\513"\"?-\ Lag =

14 ) ‘2.‘

{ 2) \«,‘3“'—5%"‘ ‘*\11‘5 =
Rasa” Laa, 3w (‘*5“7“")2“ N (3w .

' 9. WAL R~ Au 2 =°
L\"*D‘\QM*Lb“ D4) 223 + 2 C24 A ‘e

o,
7. 34
do a que Raz= 2Ry y C = 2C .

Los conmutadores de las derivadas direccionales a lo -

largo de la triada son:

*

R L S W S (ENY

P

Las expresiones i) y vi) son la misma ecuacién dedi.
22
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L.zd“
hoa ™ Run = R U.a—wﬂ;fi;\:“
v v,

met i

de Kerr-Schild en la i
e - teoria de gravitacidn con térmi:
co de masa. siguie 10 topoldyi
g nte paso es entonces encoatrar sol e
uciones
a

estas ecuaciones.
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IV  SOLUCTONES

En analogia con el caso cuadridimensional nos concen—-

traremos al caso :
= 2
vd 424

esto quiere decir que consideraremos curvas geodésicas nulas, --
: 3 .
tangentes a ey = - .

Para este caso tenemos que:
r) Los coeficientes de rotacién son

2 _ & - h :
sz_._ 5:‘1

zz2
4 i -\,
‘\-':.5 Tzsz WA 2
, a
v-:z:\Z‘Z'-:‘-—‘S‘z

'3 .
Fz = rz'; -:-‘:-oilﬁ

!

{

43
A 3
?4’5-:-‘\13:.-—\““‘

ii) Los conmutadores para las derivadas direccionales se reducen
a

= Az\"5 s L\|15|3 A b\‘*k\ﬁjl‘;“\‘|2\

N2y T Aiaa

= ,\n.ﬁn_

A —— ﬁ\ ——
b‘\?—& . LA

= h\ Al - b\‘*\-\‘a
k'.‘tx— A\A’& : :




je manera que - ;

2 2

J\zan'ﬁﬂz:\"iﬂ-ﬂ 513
o=hn A=A A

jii) Utilizando los conmutacdores para las derivadas direcciona--

les, podemos escribir el tensor de Riemman para este caso de la
siguiente manera

’2.2324-:- Q“,u =\ — 2(5,32—5.23\ -\, L?_X T
v 2\l — a2z

Qz:su = T)-J‘ZH =4, 4,

v_z';u.—-v?_‘\m =\, e W "W 2LANL A

12‘2*2'3: = T2—3221\ = 8.\

l:z's "-"*“"23313= WA - PP P 1 e VI

A O
RAREY =" La = W

iv) Asi, el tensor de Ricci queda de la siguiente manera

22

"2- = 'Ca22 = 5.7, 14
3 .

")_ : 2A* ] - 2(3.
QAA = 23‘5 =\ 22~ 23\3\"‘2 - 5 \"\3 * \A\_AQ\“\A 32
:2_23 = — ’22* = O

:224"'— “’2-7_'5 — \“\24 ;*" 3\3\"\A'+ 2\“3-23\‘3
34




v) El tensor de Cotton-York para este caso es

22

[ el L 22‘5‘A -+ 3—5\3134
133 '

. = ©

'—72 - Q332_(2\‘3\2*'\“*\;225*—5;3233 g
- 23,3 ) :

*‘3(¥k3"\‘1\qlk
23
< = :ZEA A

—233‘\"' ’2343 «—-3‘1’223

34 .
e = QM('Z— Q'z':.,l. +A|2 '22-3 oo

vi) Las ecuaciones de campo nos quedan

— 23

d) (v+;m\qzz=12n3 ~ ‘.

e) A

e

vii) Por filtimo tenemos las identidades de Bianchi para el ten--

sor de Ricci .

a0

a) (zv-ﬁ- 38 24 P2 T°
b) se satisface idénticamente 3k\‘ - \ﬁs\a.\:l-;gt
c) | k \A‘*‘A\ --'D \’2- a2 r L(D 2\"312 tA\ 933 + '



Pﬁesto que: R=0 tenemos que

\

viii)

A& -_— z-j.rz_\f‘\ A

ERFL T s o e,
S i e et A——
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Iv.1

El caso Yz{ 0 no es interesante debido a que nos con-
duce a espacio plano como veremos a cont1nuac16n-

De la ecuacidn de campo e} Knﬁ? se tiene, usando el hecho de

‘f“e htu= Y‘z k.o

L:&sa\“m\u = .S\?_ (\Mu - ;‘zl‘u\

'=c> -\A‘AA — *.5.L\“‘A

teniendo en cuenta viii) de la pdgina anterior concluimos que
\A\Al = ©
_ : o
de manera que como 5‘1 +

MlAiﬁ;o

por lo tanto se tiene que Ry= 0 = Ryy -

Fijemonos ahora en la ecuacién de campo a). Esta se reduce, debi-

do a que Ry= 0,4 =&

= O
1221 A '

Expllcltamente
\:X L\‘tz'z\“‘s‘ai&
?_A‘z L\A‘z 2“3;3\
23\2 :223 =
entonces

2,7 ©

Por (ltimo, examinando la ecuacién d) se tiene que &sta se re-

duce a
_ - o
2‘3'&‘4
Ya que R, = ‘*.2'2\"5:-&

\ :'EMQSQJ*ZMsnz A .




asi podemos escribir

Q33 = 2\“.53 - .5.-,,\"-3

de manera que .

= ,5 LZ\“—S?-IS.-A.:.\AI&\ = 3‘2:23‘!.

7233,4 -

poT tanto

Qsaﬁo

En conclusién, como Ryp = 0 el espacio es plano

21



"Examinemos ahora el caso {‘= 0 , con

Ne= Ve =

3 .
esto es, el caso para el cual e = —-€ no tiene distorcidn.
Para este caso:

examinando los conmutadores para las derivadas direcciones tene-

mos
rd

- . S = O
,&\sz ’3'3 K j‘u

Las tinicas coﬁponentes del tenéor de- Ricci distintas de cero son
2332 \"122'_ Zr—‘)ls ‘2
;2-23,=: \a"l4 - f5~%\ﬁ‘4

sabemos édemés.de la condici&n de que el escalar de curvatura --
R =0 que qﬂr 0

Las ecuaciones de campo para este caso son

a)- ) =0 .

23 .4

9 (praa— V2 @-M) 2 =0

d) LT’*J\S\‘Z“* 33,4

Escribiendo explicitamente la ecuacién a) se tiene

k\«,?d_ 5‘3\)\,‘8‘4= L144;=° debi.do a que \A'44=

De manera que esta ecuacidén se satisface idénticamente

- -



Examinando' la ecﬁacién”3 )” y escrlblnndola exp11c1ta—_

menté fé§u1ta que
eam MM na ) = Yo =58k

6 b?i'en N 5“"(P+5‘3\\A‘A = O

Miaz2z — L‘A-&- 35.;3\41

podemos escribirla como sigue

\}A.zz"‘(v-—\—?}i \b\z*b.skt—\ 3‘3\\;3

integrando
W.. - (tH-?B_“S e
122
considéfan&wielscasowparticular:uM'510'LmenemaannEHe

\AV’-‘ - Li“*"bs"\\*\z - Sulke"'sﬁ\\a\ = O

haciendo ' : 2

+A.3Lr‘*—‘s.a§\a =W een MU=

3 =2 . D —i‘z:a \ 1\A=°
v3

: , 2
s = S\ 2., =‘\l‘l‘2'== W

12 53

W WA AN )

22

asi, escribimos la ecuacidn de la siguiente manera
;f\;‘ ...Lr/l-*-‘-\?_\/: - U‘/a+ LSM = O

La solucidn a esta ecuacidn es

\ St~ .
W= '2_\Lc=;j* <2 “?;f h‘%¥§~ B

a7 3 j . ?_.-“-A N\ | \
N x -\‘!2 _ \ —t*i\ [ e -ps

= o
= ‘:'2,2
asi [y o, 2 Iy -
| s e t‘i‘*-\ A :
R
donde o e -

- k:r}._l‘- 2
- ..\—-_:C-\'\“{'\‘."?'\'*-EL ol
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cuales .se muestran.en.las.secciones siguientes

" Hemos introducido -las funciones arbitrarias
con las restricciones & 2 =<:3=0 y c, .4

C.ln Cz’ -
=<, 44 =0 . Dichas fun

ciones .deben sdemds . satisfacer la ‘ecuaciédn ’ c)'de.laipagina_32;f

que; a8 g 0 T

"hﬁ.-v B
Czi'& \CL‘-» C24\¢. ‘bi’. 512‘4_ 3

- %%? :L‘a C:2\4 - YLQ_ LIXE.* 3s§\ =

En lugar de intentar la blisqueda ée soluciones para este nuevo -

sistema, hemos preferido examinar algunos casos particulares los




e R o M.

Caso estatico

‘Buscamos ahora la solucién al-caso en el cual no hay -

3

yariacidén en el tiempo, manteniendo las restricciones Y, =0
: - - S

*
Yy, = 0 del caso anterior.
1

El hecho de no existir variacién en el tiempo implica

[ .

que'Q;=—:$ ( de ( 3.5 ) ), de manera que esta es la condicién pa
ra que la solucidn sea estatica. Esta condicidn adicionail impli-
ca que la funcidén Y es una constante:

ia base del dudl para este caso es

' -:D— 2
5, = %3 ,
ga.;'a,,,n»f)«

2 -
DA = (—5/3- "LSD"’ “) D‘
¢ntonces tenemos que |

"Sn_"—'c' -=> D\S::.j:)gl

N R - T LA

Aa=°

por tanto, como VALY o se tiene que D = 9
LA -

Con esto, examinemos ,1‘3 para determinar su valeor

' _ O
5‘3 = Clp$'+\6255
Por 1o tanto Y es una constante.

Las componentes del tensor de Ricci para el caso esté-

tico son entonces




o e A=~

———

Asi, las ecuacioner de camps se reducen a

- O

&) Wi

¢) \"-.zzz - \“-zz = \"uzi‘&“' k“M\‘u\z

d) \".uz‘ - \“_\“'2" =°

Cambiando las variables i|‘l§' por C\‘\G

transformacién

tenemos que

- v
puesto que Y = cte. Entonces
=D
2, -

Invirtiendo la transformacién

Scra-é& )
T

——

(87, 2) + 48
Bam ) + A8

2 2
“ij“—L

de manera que podemos escribir la Oy como

P
C 2 ?"" M QA % -‘-\ :

3'&
FA-L

mediante 1z .



es decir, lineal enG.

3 3\
‘ —_— = O
’Q%cc\ﬁ t*':%é

sustituyendo la h de la ecuacidén anterior

Ei-‘(cr\ - \-‘B‘ ey = e

entonces se tiene que

Bl = aa b con a,b

constantes
,

R
c) \'\‘zzz_ r\k\l‘zz.."’ 243 ¥ Tz

: 2
W 2\
e U

i

%@3\." - % " %ﬂ‘_\"

2 wl
Dcrd‘q-\A = . -+ Ga\
:3«“_\.‘ = N+a@e
u =0
r22¢\“ “‘Gg
3 _5 \
= S
g&aa&\ %:;_5_
en donde
\ At . 2B
A= % \ & = NG

.. Estamos en posicién de esrribir las ecuaciones de cam=
po en nuestras nuevas variables y r:solverlas.

2 , J
a) \*144"':0 => %;‘\/"—‘-0 esto quiere decir que W= Ale) + & BE)




caiculando el miembro derecho de la ecuacibn.

2 5 - Tz
Za-1 3a-3 0

haciendo

nuestra ecuacidn queda como
. P '
K oy=p Ny =ap< (h-aa)

La solucién a la ecuacién homogénea es

a

P\(w\_=; x <z + P

La solucién particular a nuestra ecuacién se obtiene -
utilizando el método de variacién de pardmetros y es

Ro@) = &,_Lrsl;cz.‘“ugw\a"-» ;‘”Lcr)

R

-1 |p

¥§_QTS = ?; eim.(\%:<zytj\\\ * ;\1:
wa | .\ur _ _,___“ al'c_\\%-»c.\ﬂ-.
}S (o) = .S;-df -'\}_\(g-_;/r\ '.-9_2¢- (o~ "‘/1_‘-3'* v Lqi

o]

Por lo tanto la solucidn general al caso estdtico es

Ll@2) = A x Ao &)




e
IR LR ot
D UL oL R U P

no es

nito.

Esta solucidén no es satisfactorias en el sent’do de que
asintbéticamente plana ya que h

no tiende a cero en infi-




[P

¥

-3

6 explicitamente

¥y queda como

Examinaremos el caso-- Y = cte, h = h(2).. En este -caso, -

solo Ryy = h;3, es distinto de cero, y solo una ecuacién de cam-

po queda por satisfacer, la cual es

L‘-\" 32\ Way = °
\4\2.:.1 - V\“‘z" =°

#

Como h = h(2) , sus derivadas en las direcciones

anulan, es decir

\a-;:a;\"*’\‘%\" =o. = 9h

usando esto

Asi, nuestra ecuacibén se reduce ya que

he=2 M- AL =234

3 = ‘&
Lhz%ﬂ-—-r‘:%$5 =<
con la condicién adicional de que’

. = A%h
la solucidn a la ecuacidn de campq,gs

W= A vl con A B.c

3y 4 se

- O

‘\A;* ::éiaM".SC%\A=:° | 1£>l€2An\=; jy:L\\

constantes.

* | |
Le solucidén general que cumple tambien con la condicidén adicio--
nal es : .

rh*ﬁ“l
\n::_)-"icz:." + Bl Au) v =
‘.\
. Esta solucidn es muy parecida a la onda plana conven--

cticonal.

40




- Onda Plana

Cualquier espacio-tiempo que admite un vector nulo %

Qa}u - O

es llamado onda gravitacional con frente de onda plan:. La métri

covariantemente constante

ca entonces, es posible escribirla en la forma

Z;Q:?'r_ksz—z&uhu-z\\ﬁvz cow W= WG D

wap{ngésﬁro caso seguiremos la analogia con el caso ---
4-dimensional; la métrica es de la forma

2.
N = bg.z.._ 2%ayu 4+ 24}
en donde

‘ 2
2 =_55$-§-.5/2 ANTEERR Y |
es un vector nulo por construccidn,

Tomando el limite y-—> 0, el vector nulo % se reduce a
i:\‘u
y cumple con la condicidén de ser covariantemente constante como

se muestra en el apéndice a esta seccidn. De esta manera, identi

ficando h = -H nuestra métrica se escribe como

3= = ;c.z__ 5 3ud — 2 W hol

"que es la métrica de onda plana.

Veamos, cual.es la forma de H = H(&gﬂ para nuestras

ondas planas.

En este caso, las finicas componentes del tensor de ---

Riceci, ‘distintas de cero son
D \r 22 N W24

Asi, las ecuaciones de campo se escriben explicitamente como

<o

- % bien Mi2aa =
a) ’\22$l* — O v

PR v

Coermt




“i...i‘w : : L ‘_ :

c) (V—D’\Q:“ "'(93"\‘"\1123:

6 bién | = o
\Azz— \“\1-?.1. - \ht7.43- \A‘* 24

v | N
© (W W Wi AeNad .=

| ]

—pWU=°
d) \_‘211__72_33\‘—_-_0 o U uq — M4

é bien

( \“‘1‘— v\hsn‘l# =

La base dual para este caso ss

- - :% <=‘:%
D} =O1I +\“Du

tn ==c21.

De manera que las ecuaciones de campo quedan como

a) D\" —_ O
’D\ﬁ3“ .
1 _—
i;i 'DVDQDU ‘D\
z
H 2D (?_“ _ n\ =0
D{DU‘ G

Introduciendo el hecho de que h = h (i‘ir) las ecua--

Ciones de campo se reducen a:

a) se cumple idénticamente

AN _
¢) %LST*V\A\ — o

L]

L]




haciendo la identificacién w=

2
oI

04°

de manera que

es decir

—r

M
°¢

|

\n

N
Y
2

2w
D(’DU

W = o:ﬂ v = (v)

= a{ + =w)

——

vh_ tenemos que

e

Resolviendo la ecuacién se tiene gque

W =-

donde ® es una constante y donde C(v), 8(")

bitrarias de

La
Nt =

donde

oA

V.

A

—

% (§+ /) + =) xl““‘f-"s‘&

métrica esté eﬁtonces dada por

T—

c.\(.

=(v)

xﬁ.‘”

funciones arbltrarias

‘'son funciones ar-

AR




APENDICE 1IV.5

e R T A

Q-—_—_—,}U es covariantemente constante

Y
X — cz_3r‘ ;Xr = CZ?\\SA-'CZ-‘}U.;U' "*57—11.\’ Sv
3
=2V = d:-'u"‘""-\—

i

. ‘ ‘ l
Ya que las V S0on cero en este caso

la base dual es
’Dz = Dﬂ

2, = u

de manera que

Vo =Qw =
V= b =o

A

X

— \.‘U:—.’-u
\’-S_'D”

ya que 3 es nulo puesto que

Qatf' - Dv N — o por construccién

Q. = 21 es covariarntcmente constante.



RESUMEN

En primer lugar, se plantearon las ecuaciones generg-—-
les para la métrica. de Kerr-Schild, definida como \:5=‘>S{‘1§“émr+
+z'k~(¢3)zs en donde a?':_ﬁhg-&-.ﬁ;z;u - 3V | en la teoria de gravedad
en tres dimensiones con término topolégico de masa de Deser, —--

Jackiw y Templeton,

En analogia con el caso cuadridimensional impusimos la
restriccidn 5}f°. Vimos que el caso Y,= 0 , Y,# O no es intere
sante, 'puesto que nos conduce a espacio plano. |

A continuacibén examinamos el caso Y,= 0, Y,= 0, el

cual nos llevd a una solucidén muy complicada, la cual no es posi

ble escribirla en términos de funciones elementales y por tanté

es difi{icil de manejai.

En seguida analizamos el caso estédtico, es decir, cuan
do la métrica no depende del tiempo. Encontramos una solucidn, ~
la cual no es satisfactoria en el sentido de que no es asintéti-

camente plana, de manera que no constituye una buena analbgia pa
0

ra un hoyo negro.

‘ Se examind también, el caso particular Y = cte, ——-
1 h = h(2), resultando la solucidén muy semejante a la onde plana -

convencional,

Por Gltimo tratamos el caso de la onda plana, siguien-
do la analogia con el caso de cuatro dimensiones y encontramos -

una solucidén a este caso.

En conclusién, hemos mostrado que la gravedad en tres

dimensiones con términp topolégico de masa admite soluciones e--

xactas del tipo de opnda plana.

M‘
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INTRODUCCION

A falta de una teoria cuéntica unificada de Gravita—--
cibébn y las otras interacciones, es vilido considerar una teoria
semiclésica: Gravitacidén clédsica y otros campos cudnticos. Los -
campos cuénticos se pueden considerar a dos niveles 12 y 23 ___

cuantizacidn.,

Las ecuvaciones de los campos en espacios-tiempos cur--

vos, son solubles exactamente en muy pocos casos. Por esta razédn

es. conveniente, si buscamos soluciones exactas para las ecuacio-

nes de los campos, tratar con espacios-tiempos con alto grado de
simetria.

En nuestro caso, trataremos con el campo de Dirac en -~
1% cuantizacién, en el universo de Godel. El universo de Godel,

es un universo homogéneo con propiedades interesantes:

a) Es solucibén de las ecuaciones de Einstein con cons-
tante cosmolébgica, para un fluido perfecto cﬁya ecuacién de esta
do es P=0O . )

b) Es 2 causal, ya que permite la exiatencia de geodé-

sicas temporaloides cerradas,

c¢) Tiene mAds de un vector de Killing temporaloide, lo
cual da lugar, al hacer la segunda cuantizacién a dos cuantiza--

ciones inequivalentes.

Debe notarse que puesto que el universo de Godel es es

tdtico no es un modelo fisico aceptable del universo real.
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1.1 INTRODUCCION -

- E1 puente conceptusl entre las teorias especial y gene
ral de la relatividad es el principio de equivalencia, el cual -
establece la indistinguibilidad local de los efectos gravitacio-
nales y celerativos. '

Dedas las ecuaciones, de relatividad especial, que gd-
biernan al sistema en ausencia de gravitacidén, podemos determi--
nar los efectos de ésta en el sistema usando el prihcipio de co~
variancia general en diéhaé ecuaciones. Esto seria suficiente si
todas las cantidades de interés fisico tuvieran propiedades de -

transformacidn tensoriales. Sin embargo, la teoria cudntica-rela

tivista del electrén, propuesta por Dirac a principios de siglo,

introdujo un nuevo objeto: el espinor de‘&—compongntes cuyas pro

~piedades de transformacién son mds complicadas que las de un ten

sor. Ampliandb el principio de covariancia general para incluir
cantidades con transformaciones de espin es posible hacer que la

ecuacién de Dirac sea compatible con la relatividad general.

W
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1.2 ECUACION DE DIKAC GENFRALMENTE CCVARIANTE

En espacio-tiempo plano la ecuacidn de Dirac para una

particula de masa m estd dada por
(\IS“DQ x ""‘\ Yy =2 (1.1)

donde las matrices X obedecen la regla de anticonmutacidn

\g“‘xb}f_—_sz, | (1.2 )
aqui T?b es la métrica de Lorentz ( -1, 1, 1, 1 ) diagonal. -
Indices repetidos se suman a menos que se especifique lo contra-
rio. Indices latinos del principio del alfabeto se u;an para can
tidades de éspaciOwtiempo plano y para indices tetradiales. To-t
man los valores O, 1, 2, 3, Indices griegos se utilizan para --
cantidades generalmenﬁe.covariantes y toman los valores 0, 1, 2,
3. Indices latinos de la mitad del alfabeto ( i, j, k,... ) es

tdn reservados para ser indices espaciales y toman los valores -
1, 2, 3.

Para generalizar una ecuacién covariante de Lorentz cg

me ( 1.1 ) a la relatividad general usamos el principio de cova

riancia general: sustituimos € _, con 'fspv, todas las deriva--
das normales por derivadas covariantes y los tenscres de Lorentz
por objétos que se transforman como tensores & densidadeé tenso-
riales bajo transfqrmaciones‘generales de coordenadas. Sin embar
go este método tiene que modificarse cuando tratamos con objetos

gue se transforman como espinores.

Las matrices Yy constantes, del espacio-tiempo plano
se reemplazan por matrices Y (x) , dependientes de las coorde-

nadas, que satisfacen la regla de anticonmutacién

{x“m ‘g."mg =2a (1.3)
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l1a cual es la generalizacidén de ( 1.2 ) usando el principio de - -
covariancia general.

Se introduce ademds las conexiones afines espinoriales

Y;(x):”Son matrices definidas mediante la siguiente relacién
=D (5—-“>~ X oy -TLY Gl Xt
o -.—.V‘..K\,(*\z rxa‘ po SA rev " Ss ‘-n( 1.4 )

X n ,
Pu ¥ Y= U Xty = \Yg\x\"‘q (1.5 )

donde los paréntesis cuadrados significan conmutador y los indi-

ces de las ?%‘5 fueron bajados con el tensor métrico :3V°°

La derivada covariante de un campo espinorial N (%)

estéldefinida como .
Wb =k2>9-"p\“" - (1.6 )

Estamos listos para escribir la versidén generalmente -
covariante de la ecuacién de Dirac ( 1.1 ) .

R (\ x}nxs:iyr “ vv\\B\\>L\\ = O ( 1.7 5

Para relacionar las matrices 'x (x) dependientes de --'
las coordenadas con las matrices % constantes del espacio-tiep
po plano se introducen un campo tetradial, esto es, un conjunto

de cuatro vectores .H&V- definidos por

-9
e L W W e

La tétrada también satisface la relacidn

o o b e ala
_\A‘*P\:’t‘ _ \A‘A\.\‘,fﬁ = 1 ( 1.9 )

teeny

L . . . ’
hf son objetos covariantes bajo transformaciones generales de -

coordenadas eén su indice V y covariante de Lorentz en su indice

a.

Se sigue de las ecuaciones ( 1.2 ), (1.3 ), ( 1.8 )
que las matrices 8’(x) generalizadas se relacionan con las

constantes de -1a siguiente manera

P . +




X EL’R\ = \Aqvtx\-xa; | ( 1.10 )

Para obtener una expresidén explicita para la conexién
espinorial, sustituimos en ( 1.5 ) 1la ecuvacién ( 1,10 ) mul
. . ’ —

tiplicamos por hg,,, y usando la ecuacién ( 1.9 )} obtenemos

\F\*-XQ_\XZ-\AMXBVV\AUB ( 1.11 )

Utilizando las propiedades algebraicas de las matrices
de Dirgc puede verse que la (}‘ tiene que ser proporcional al -~
conmutador de las matrices X . Se puede probar que

)
=t Qo W Ve
Ya 3 Sale Wb Y | ( 1.12 )
de donde ‘ ab bl |
B YRS oL Wik R VAT ( 1.12a )
v |

'donde

- L)
e o s E) = X ekt s

———
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1.3 TETRADAS EN EL ESPACIO-TIEMPO

En cada punto en un espacio-tiempo Riemanniano, debido
al principio de eQUiﬁalencia, podémos construir un marco de reife
rencié locélmente plano como un conjﬁnto de diferenciales Lorent
zianas dx®. En el mismo punto tenemos también coordenadas gene-~

rales x!' asociadas con la métrica 35V° (x), cuyas diferencia--

les dx!" estén relacionadas con dx® mediante la siguiente re--

gla.

RCUERLINES, (1

las hgf(x) con a= 0, 1, 2, 3 son los cuatro vectores tetra--

diales en el espacio- tiempo de Riemann., Ellas relacionan cantida
des tenscriales en el espaczu—tlempo de Riemann con cantldades -
en el marco Lorentziano local.

Las tétradas sblo es posible definirlas en cada punto,

puesto que no existé un mapeo global x2, x® a menos que el ten

sor de curvatura sea cero y el espacio-tiemplo plano.

Las relaciones fundamentales que proporcionan la es~—--

tructura tetrddica del espacio-tiempo son:

\n\: \A\z\n: Lab | (1.13)

( 2.16 )

oW ("
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APENDICE 1.1 Dependencia de p con }S
Sabemos que

o Yo
\_YT‘ 8 1 =\

La base para las matrices de 4 x 4 son las 16 matrzﬁes siguien -

tes: '

VR ()

N ,

: R \5“3“ Lot ) () '
M %

il

(ar

'(43
‘donde 5 -
¥ =575 x?

Asi tenemos que en general

) N A
T = AT+ ™V i eVl &TF
P -
 Ya que
| ' . \Lvt*l\x ‘] ~ }S
Examinemos los conmutadores ‘\}1“, x j para, de acuerdo
la condicién anterior, determinar cuales de los coeficientes
A, B, C, D, E, son distintos de cero
\? %
) \

Lres) =2y

con

l
0




\V‘\x" U g 2t . xl"\a;\

\ﬁlk\'xa S ’L'M 2_55

'\\“",x“] I

Esto implica que A = B m D = E = 0 JAI

T ~ 1.

Ya que solo

Tt~

Asi:
<
Ta=-% T W.” Y, b
~ \ :-_-.‘:.G'ab\,\.u'\j W
A o ‘-l Lo




11 METODO GEODESTCO LAGRANGIANO

Normalmente pensamos que las conexiones quﬁ deben --

calcularse antes de que podamos escribir las ecuaciones de las -
geodésicas
ar P“- i .
XV+TV‘“PX = o (2.1 )
Sin embargo, el argumento »uede invertirse: una vez escritas las

ecuaciones de las geodésicus, los coeficientes de conexidn se --

pueden leer de ellas,

Para calcular las ecuaciones geodésicas, solo es nece-
sario recordar que una geodésica es una curva parametrizada que

extremiza la integral

- .\’ .
1:%% 3‘“,3&“\( NN | ( 2.2)
en el sentido

3L = | €23

En‘aplicaciones pricticas de este principio variacio--
3 nal, el primer paso es reescribir ( 2.2 ) en la forma més sim--
ple posibie, introduciendo los valores especificos de la f5‘4u
para el problema en consideracidrn., Si nuestro interés es en las
geodésicas es posible reconocer constantes de movimiento ailn sin

llevar a8 cabo ninguna variacidén. Si el propdsito es calcular las

Y‘;ﬁ,.se procede a variar respecto a cada coordenada, obtenien- .
dose cuatro ecuaciones. A continuacidén se rearreglan las ecua---

ciones, de tal manera que sea de la forma ( 2.1 ) . Consecuentg-
mente, las Vt;P se leen inmediatamente, son los coeficientes en

estas cuatro ecuaciones.

A TR Y L
Ve e e e et e
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III CONSTRUCCION DE LA ECUACION DE DIRAC PARA EL UNI-
VERSO DE GODEL (ingredientes).

3.1 INTRODUCCION

El universo de Godel es una solucién a las ecuaciones
de Einstein, con constante cosmolbgica distinta de cero, cuya --
fuente es polvo. Su geometria estd descrita por el elemento de -

linea

——

o 2 2ov, L2 2
NP P R L R TE

20, a o\
IR e Y

donde a es un pdrsmetro relacionado con la vorticidad del flui

do.
De manera que la métrica es
Zow ‘
- - L = :
=~ 3 Dsse="F = - ax
3LL \ _ 3{_5 =36'L—“ = .
Axe = = Daa= > ( 3.2)
Yy su. inversa es
ad - Zaw
3“‘ \ = 2
P .L& ' oL -a Y
= = -2 (3.3)
XY 3‘1_.. \ ‘5 3
o
& ( 3.4 )

- o :31=:§;¢§‘:3r“9==-é§

3.2 CONEXIONES AFINES ( Christoffeles )

Utilizando el método geodésico-lagrangiano se calculan
los simbolos de Christoffel 6 conexiones afines.
El lagrangiano asociado al universo de Godel es




. o o ‘2 .
'.qg-z%k"ﬁ“?‘;‘{s*ﬂvz_%é‘-@ +"12\ '( 3.5 )

,,J

= S SN N ‘ (3.6 )
la condiéién ' STL::O implica que

S 25 _ 25 L6 q.=%0002 ( 3.7

)

K - ‘ - .L
2N B, 29,
Aplicando la condicidén anterior a t obtenemos que

.. ar , 2 ax
L oz O = B=o S (3.8)

haciéndolc para r obtenemos

- 2a - 2
T hoz O 42 E B0 = o ¢ 3.9 )
para &
L + o 0 +alt +ie 8 =0 ( 3.10 )

Despe jando &S de t 3.8 ) y sustituyendo en ( 3.10 ) obtenemos

que.

+ o=z ©6 +2ch~c=cs\ _ | ( 3.11 )

Despejando ¢ de ( 3.11 ) ¥y sustituyendo en ( 3.8 ) se tiene
que

-CA e

Eé-zqa_ Ly = & ( 3.12)

Asi, las ecuaciones de las geodésicas en el universo -

‘de Godel son:

L+ 2at% +G¢_qu..é — o ( 3.11 )
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PO

LT ZGU' 'z
X +oa 'LL9+-‘-0«¢'— 0 =o

2 =9°

Por lo tanto, las conexiones afines son

L YL
\_‘k\r - Ca P“G ""EC‘L
= ¢ _ av v N 2o\
\ L® ._.%orz_ FOG—“_E-.Q
& - X
vtk-:z-CldL

3.3 TETRADAS

( 3.9 )
( 3.12 )

( 3.i3 )

( 3.14 )

Una tétrada para la métrica de Godel esta dada por .

Ly Ry b T t y
W ey ':“'So . \"u‘} =3, \“u = ‘ga

o =vzla 3-8y

donde las <S“ son deltas de Kronnecker,

( 3.15 )

( 3.16 )




APENDICE 3.3.1

Prueba de las tétradas

Y Pt.x\"ym = Vwrps
.\.\) \Mﬂ v (#) *___3‘.\:

\m::\ \'\(: 3 po = é: ,-S: lyu = 94__ = Tea =~ —
\““! \"m SPJ :éié: 3r~ = 4. =

\\U) \Mzs .3 ‘-\\)

1
¢
r
1
lz—

H

-n(ép ‘&T‘-( —c\

1]

\‘52 -2 .3

i ]
' N
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TP
uilr’ +
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M
jl
(
2
b
|/-l
ra
N
&)

"3\“09 3\*0 =1, 1.~ A ¢a)
0

v o) o () v, \,\ \A P v
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3.4 CONEXIONES AFINES ESPINORIALES

Sabemos de ( 1.12a ) que

Tg =-i Y\, Ny L\h-{

de manera que

v - R
VS =~%:-quk\_\A:\ws,, - \a \~h>\ “g] ( 3.18 )
asi, tenemos que | :
- Ry x o )
Y'L';"%T b }s" \,\,, \_\a..;_‘b‘t-vp{ \»Ml ( 3.19)

de ( 3.15 )' se cbncluye'que

\¢~JB‘L = c?

de manera que

Te =-—§=K“& L bua U100 ( 3.20)

utilizando ( 3.14 ) , ( 3.15 >y ( 3.17 ) en la expresién ante- .

"rior obtenemos

i

ay oY .
\"L = ‘:i.o.x % | ( 3.21 )
De 1a misma forma

Ve *—=-i‘-—"6 ¥ . \}vk.v -Toe W ( 3.22 )
To=-Eay™y® (3.23)

=-—-—‘6°\6 \n \,\""‘avo wvb\“’;& (3.20)

de ( 3.17 ) se observa que
. \hub‘s-_—.c
asi

. 3.25.
R A R VA VU WG ‘
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. N (b)) (o)
To:‘iai"“— RS _ ( 3.26 )

4
Por Gltimo
- bN
-_ _ L a b v ;ig
‘Ta - 1;'}5 \S kn \j“h"fl ‘1‘)l > ( 3.27 )
de ( 3.17 )y ( 3.14 ) se observa que
\“hu,l.:=‘°
. v N
wL —=°
por lo tanto
= O : 3.28
= ( )

En resumen: las conexiones afines espinoriales son

a ] .
T'L = .Eiax‘ X“) | ( 3.21

. o) () .
V\c=—‘:§-f““x X ¢ 3.23

N Xy eh ( 3.26
Vp =735 8 %
( 3.28
- o
V2

3.5 MATRICES DI DIRAC

Las matrices de Dirac de espacio-tiempo curvo se rela-

cionan con las de espacio-tiempo plarno de acuerdo con

LD 110

asi

| o | | S B ) ¢ 3.29 )
\Kv: Kn_\‘* X€\+ \M_‘\_\l Kiu\ - \._ \-(d )"r \*cas !




o

{gf‘L " — “‘Wﬁﬁ#

b g e AP
g = S0y SRS ST ST

de manera que

¥ = oy )
= g ( 3.32 )
g = S X‘,ﬂ ( 3.33)
‘6-1?- Kts) ( 3.34 )

En la representacién estandar & de Dirac

(0} o A (&)

% ..___-_-_.c.ﬁ . X -_—.'T_Pu - (3.35)

~ en donde

1T ©
/5 = : ( 3.36 )
o -1 ' '
, .
W [e U\ . -
T = - o\ L=, 2,9 ( 3.37 )

con .
. O-: il o
lzgiB -\ G-L.“- L © \ bR LS (o] S 3 &O—..L\ ( 3.38 )

L]

Sustiyendo ( 3.36 ) y ( 3.37 ) en ( 3.35 ) se tiene

xto\ '.k—-lc A 'ko-“lx
=‘\Neox) 1 & =%lao - ( 3.39)

v : (3}
\60-\‘_.'. o 23 .‘-K

que

1
@ o
I
0 ol
(P

c‘

-
a A P
v R AT




3.6 DERIVADA COVARTANTE ESPINORIAL

La derivada covariante de un-campo espinorial ‘¥ Qx‘>
estd de finida como

Vr\\?:L’DP—Tv\&\’ ( 1.6 )

Utilizando ( 3.21 ), ( 3.23 ), ( 3.26 ) y ( 3.28 ) se obtienen

las derivadas covariantes espinoriales

~b ‘sf.t - ‘5{_ < Xm }Sw} A"

' y (2
b= b v Ty | € 3.40)
‘V,“P - {)&_*‘30‘7—“‘\50\\6“}“’

T, ¥

Al

Il

it
o

3.7 CONDICION SUBSIDIARIA

Trataremos el caso del neutrino ( =0 ); en este ca--
so, el espin del peutrino es antiparalelo a su momento, de mane-

ra que la funcién de onda V¥ satisface la condicién

(L%, Yb=0 ( 3.41)

La matriz X: estd definida en espacio-tiempo plano co
mo

¥, = LA cauey Xaxbxhﬁé

( 3.42 )
A\
en espacio-tiempo curvo como _
Y2 VAL AVE,
W q-
Para encontrar como se relacionan, usamzos en ( 3.43 ) lo si--

~guiente:




xt‘-_—. \Aarx:n
5
S YA
Eapved = N\ “r“l"\"“ \“b \"'-\"5 ( 3.44 )

asi{ tenemos que : ‘ ‘ .
N SRS ul N alk e >
:\/zélm>_\w\Mm\,,‘\ﬂk ¥TY¥T T

¥ =4
Coved XTXTXTX

"
'b"' .""

.-

Por lo tanto
(3.45 )

3. = 8

A .continuacién, examinaremos que restricciones impone

sobre la funcibén de onda, el hecho de que satisfaga la condicién

‘adicional ( 3.41 )
(_‘_ > X;\&l =°
- =\ Gy ) 13 _
. =¥ ¥ ¥ X (13.46 )
. X ) ‘
usando ( 3.38 )y ( 3.39 ) tenemos que
iAo
donde 1 =(o'L

S Oli
1 3.47 _
‘XS L{\]-wa() ( ' )

asi
T - X &#L\) - o
T =\ = 3.48 ) .
ey |5 T e
donde .
: ‘S? R
. o =" )
de (3.48 ) se cobtiene que ﬂ‘-.x__ 1, = O
es decir
1,=1,=% ( 3.49 )




_ 12 |
k\)_?-_ ( 3.50 )

donde l'L es un espinor de dos'componentes.

e e 5 e ko
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IV ECUACION DE DIRAC UNIVERSO DE GODEL

La ecuacién de Dirac generalmente covariante es

(B\"\]v*ﬁ\&e‘—lc’ -~ (1.7 )

explicitamente
by o % E?wv -~ W \ &1'=L'3
\6;‘?]{_-&-}5‘7.,.*')3 e 2 | ( 4.1 )

utilizando las expresiones ( 3,31-34 )} Para las matrices de Di-
rac, asi como las ( 3.40 ) para las derivadas covariantes, la
A ecuacibén de Dirac queda

‘ .b“t BV, + 0D+ RETTD, D),

( 4.2 )
r‘- o % xu" ) *%O‘K “r W\l«)
q

L T
o

Se tratarad el caso del neutrino ( m=0 ). Incorporando
( 3.39 ) en ( 4.2 ) asi como la condicidén m=0 tenemos

B SR v . gt .o {zQ'z\ -ax
KL-” ; \3 + - 0 SD e\t o 3 +

na? a el o

. o-q' 53 Ym\ 13 +%o ULJ:SXS?" o {43

o bien, sustituyendo ( 3.50 )

-V -_ 3 (-]
] oG.\-D v 2 - 'Dﬁ_—.%ad- vl
e T rz 3 . "‘.i. 1_‘323 - ) i —
_ LD&, N —— G- L 3 . Q -
- - B o7
. L-S_D.L ‘:0 )

- Lt e —
. TITIDL + 'LG';OV- AR e < 3* T2 '

( 4.4 )




. De donde se obtiene la ecuacién

\,LI--HB.G:\D + 0D, e ng ~L T, +5 e S,Q g}l_

2 L‘?&;}A«n

: ( 4.5 )
dos veces.

Proponemos una solucién de la forma
Salwi v s -—\—h?-\

fLL‘E “‘.Qrz\‘; <Z. | ‘g(‘f\ ( 4.6 )

sustituyendola en la ecuacidén tenemos que ésta se reduce a

-

\‘lel-\-&u’l).‘, G 0 +o9¥1—¢ . v‘rG’ ok o+ o 4.7)

_ '_‘-\-\Yal
- Rt N L 7 N S 8

haciendo ¢33 =\72,te y sustituyendo las expresiones ( 3.38 )
de las matrices de Paull, nuestra ecuacidén se transforma en dos
ecuaciones, que son

L’D rzGQﬁ— —t‘lﬁm ‘\'q/a,\ '27_!"} k&(@-\-h xt/*\ -2 (T) ( 4.8 )

(0 & Bat &% Taw ao2) 2,00 =Tales- a2/ 2,06 ( 4.9 )

-de ( 4.8 ) k‘) ﬁo&:‘_ \\‘za.m-»-o/z\?,_(ﬂ

2,08 = ey

sustitqyendo en ( 4.9 ) vy rearreglandb se obtiene la ecuacidn
\\-:) A cxi) - QJD?Q < i (&z-&ua\c%SldL -+

- A e (4.10)
A—oz(%“wl'g*%—k%QL(\ i

Haciendo el cambio de variable
- oy
¥ = =

2, N = a2V = a6y ( 4.11 )

la ecuacibén ( 4.10 ) queda como




en donde

¢ CR R T W

>\ - u)-\-\‘—"-ik ' ( 4.13 )
‘ Para resolver esta ecuacién, examinemos los casos asin
téticos. -

i) {(v—mo0) X— ==

- +Rix
< - 24 S =2 entonces CH ™~ =

como queremos que la solucién decaiga a cero en el infinito,
. escogemos o ~ o 2in

ii) (¢ —~s —e=) x—o

Z

- b_c’-.‘ = o entonces < ~ "\u

x&

+)

_ ) ‘
en donde «{&+i\ = % de manera que ( 4.14 )

o&-—-—%(.\.i/;*nfﬁ - ( 6.15)

La solucién serd oscilatoria cuando

2 : T \*
Co2 _ % % >0

._2§‘.;.L[’-__;i_‘-_3_\ — ‘E?. ) o “on W <O o ( 4.16 )

es decir, para valofes dg X en el rango
223 _ L frieaaiat) ¢ o Bt s m (4.17)
aq a\ &Y AL -

“la solucidn serd oscilatoria. '
Puesto que x es real

o< ) 22w+ | ( 4.18 )

lo cual implica que




Definiendo una nueva variable

gh) :..-5‘&“ cen S - ( 4,20 )

un parédmetro a determinar, la ecuacidén de Dirac ( 4.12 ) se -~

2 x’ - & '
%; i_z WSQ k Sl 3(@* ( 4.21 )

donde 4 (= (V)= A ()

transforma sa

Esta ecuacidén se puede convertir a la ecuacidn con--~-
fluente hipergeométrica. Hagamos

2l) = k?g} \d:u Siiet § @ ( 6.22 )

donde o estd determinada por ( 4.14 ), Asi f satisface la e-

cuacidn confluente hipergeométrica
' g\- - . . 1 : .
2 -\—\:ztuﬂ\—”}g‘gf‘*"’z*‘h‘" { =0 ( 4.23)
si
¥ =0 y s=2x1=11% ( 4.24 )
Las dos soluciones independientes son

:Fl Lﬁ-*‘fz*rzm\z“*z \‘UX
( 4.25 )

5 R LQu—*fz+ﬁw‘* 26,7 )

La combinacién lineal de estas soluciones, que satisfa
ce las condiciones a la frontera usuales, esto es, que 2(s)— ©
cuando ¥ —s X0 | es la funcién de Kummer. Dicha combinacién 13

tieal es

R -:«‘\’a‘.ﬂ"" wh s

PR = S

B ( 4.19 )
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T (-24-1) o L1 #T200 2w+ 2 ‘D'\ +
T L-w-k + 7200 . -4
Tire s ) C e vy (-4.26)
* —— I 'ELL‘““h*ﬁw\;u‘
\"'qu..\,zg,i"zws
con £ negativa.
Por 1o tanto, la solucidn es
o = A
..-‘U/z
— __'\-_3_-_\ u_‘,a/ +5‘1w‘u+2‘ﬂ55 4 2?
ztv\—km z. U 2 ( 4.27 )
Examinando el comportamiento asintdtico
- _1!‘72_ -
. i'sa“’-ﬂ¥z
?_(q;.;.m\""u & - O ' ( 4.29 )

de manera que se satisfacen las condiciones a la frontera
- +

Es interesante comparar estos resultados con las geodé
sicas nulas en el universo de Godel puesto que el neutrino se --
propaga a lo largo de geodésicas nulas. Notemos la existencia de
tres' vectores de Killing O_ ,Op Oy » 81 W es un vector tangepn
te a la geodésica nula, entonces sus componentes covariantes a -
lo largo de una geodésica nula fija tienen un valor constante. -
Haciendo '

o . “U- ‘=?
— - - _ - ¥ 1 4'30
W= E; \ We \ S ( )
y debido a que UT\AP = © obtenemos una ecuacidén para la compo--

A\
nente restante \Ar== (Y , entonces

- Zz -2 2
WU, = AR,z -f-P - 2e

0 bién en términos de x
2 2 T 2 ‘
U‘Lu;_:‘!i?a?zx‘eo_?'iﬂzelx ( 4.31 )

una solucibn real es posible solamente si
i




§ ! L]

Li 4 7 4

2

2 r 2
A, P, x— T f2-2% x° >0

( 4.32)

Es interesante notar la similitud entre esta ecuacién ( 4.32 )
'y ( 4.16 ) si en esta filtima ecuacién hacemos Ww=Ff % =F 2= 8
La diferencia estid en los terminos {1} y—%‘h—% ausentes en

( 4.32 ), esto se puede atribuir al hecho de que el primer céalcu
lo es mas preciso que este tltimo, el cual es precisamente una -

aproximacién déptica.

Sin embargo, en el limite de altas frecuencias ( w --

grande ) 1los resultados son idénticos.

Por #ltimo, calculemos la otr: solucién. Sabemos de —-
( 4.8 ) que
| _ o e o
:2_ (x\ = -—————J—-——w——— va-\rzanz. .-anm_»a/;\"lzt‘)
* Talw+r-24) .

i - Y - (\)
6 bien, en términos de x, con 2, vy = 2, (e \ =

i ' .L_xgx_ni,x;Yzw-&HzB&l(\B

cH vy =
1 lu)-kh-\r"lq\

—r

= Z W)
en términos de U cewn S = ‘EQ ! 9—‘“\3) han

)2
A ¢ AT & NPT 3'/3'\?"
’Z.VUS - ba*;h_;ﬁv‘ L v -%

——

Sustituyendo en la ecuacidén anterior ( 4.27 ) y

el hecho de que

*

U‘(o{o 13:-—@0(0-*'.‘.!\5%—.\.‘2.)
V8
.tenemdc)s que ) .
. \ C (rl-’_ ‘ éf/‘z (¢ My 2w )
1 — ———— 3
‘%"L (w-a—‘n.——f’/;\ N

Tiws, 2K+ 3, D)
Yy > '
)‘JZ*SLN‘M_\.‘Z"\J’S - U Lu *

(SICE,

la cual cumple también con las condiciones a la frontera.
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