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I ntroduccion

Desde los tiempos de la Grecia Antigua, se sabe que al pulsar una cuerda tensa se
producen sonidos; estos no son otra cosa que la transmision en el aire de la energia de sus
modos normales. A las vibraciones de un cuerpo se les denomina modos colectivos porque
son modos normales de vibracién de sus constituyentes tomados como un todo. Por la
forma, una cuerda es un cuerpo unidimensional ideal; por otra parte, la membrana de un
tambor es un cuerpo bidimensional. Luego, a ambos cuerpos se le podra excitar sus modos
en una y dos dimensiones, respectivamente. Por lo ya expresado, hagamos la siguiente
pregunta ¢serd posible establecer una teoria que estudie los modos vibracionales de
cualquier cuerpo incluyendo a formas tridimensionales? La respuesta es si: a través de la
elastodinamica [1] bajo la hipbtesis de que los cuerpos macroscopicos son medios
continuos.

La teoria de la elasticidad de medios isotropos y lineales fue desarrollada
formalmente por Navier desde 1821 aungue su trabajo se publicé hasta 1827 [2]. Cauchy en
1822 con su trabgjo “Recherches sur I'équilibre et le mouvement intérieur des corps solides
ou fluides, élastiques ou non élastiques’ fue quien introdujo los conceptos de esfuerzo y su
relacion con las deformaciones en el sentido actual (publicado hasta el afio siguiente) [3].
Navier originamente habia planteado €l problema escribiendo la ecuacion con una sola
constante elastica; fue hasta 1828, en el Ultimo de una serie de tres trabajos cuando Cauchy
logré establecer las ecuaciones correctas [4]. Finalmente, en ese mismo afio Cauchy
extendid la teoria a cuerpos anisotropos [5]. Desde entonces esta teoria ha tenido una
prolifica aplicacion comenzando con la ingenieria, pasando por laindustria del petréleoy la
sismologia hastala muy actual ciencia de materialesy desde luego lafisica[1].

Los modos normales correspondientes a cuerpos geométricos como esferas,
cilindros, esferoides, etc., llaman la atencién particularmente porque en la naturaleza estas
formas son propias de cuerpos como los planetas, virus, macromoléculas, huevos, troncos
de &rboles, etc., y tratAndose de estructuras creadas por €l hombre tenemos desde bolas de
billar hasta nanotubos y nanoparticulas, o bien desde varillas de soporte hasta capsulas

submarinas, etc.



Las vibraciones de esferas el &sticas han sido estudiadas por Jaerisch [6], Lamb [7] y
Love [8]. Fue Lamb quien incluso aplicd su teoria por primera vez a la geofisica al
considerar a la Tierra como una esfera cuyos modos normales podrian ser calculados. Sin
embargo, estos modos no fueron detectados hasta 1960 en un temblor en Chile de magnitud
9.3 en laescala de Richter [9,10]. El caso esférico esté bien entendido, los modos normales
pueden ser separados como esferoidales y torsonales (estos ultimos Ilamados modos
toroidales en geofisica) a los que Lamb denomind modos de primera y segunda especie
respectivamente [7,11]. EI modo esferoidal més sencillo es aquel se conoce como modo de
respiracion, el cual es puramente radial. En cambio el modo torsional mas simple, implica
un gje de simetria arbitrario con respecto al cual una region esférica interna (el nlcleo) gira
en un sentido y la coraza externa en sentido opuesto.

El caso cilindrico infinito fue tratado por vez primera por Pochhammer en 1876 [12]
y de manera independiente por Chree en 1889 [13], y no fue hasta 1941 que Bancroft
publico resultados de las velocidades de fase y de grupo como funciones de constante de
propagacion adimensional con la razon de Poisson como parametro [14]. En las ecuaciones
de Pochhammer-Chree [15] se encuentran modos torsionales, longitudinales y flexurales.

Podemos anticipar que la resolucién de problemas fuera del caso esférico y
cilindrico es una cuestion muy complicada; en efecto, la ecuacion de ondas elasticas o
ecuacion de Navier en tres dimensiones tiene muy pocas soluciones (Ver ecuacion 1.1). El
problema no sblo reside en encontrar la separabilidad de esta ecuacidon vectorial; sino
también, una vez obtenidas las soluciones, habria que desacoplar las expresiones que
surgen al aplicar las condiciones a la frontera [11], de tal modo que la frontera sea una de
las superficies coordenadas del sistema.

El campo vectoria implicado en la ecuacion de Navier es el vector desplazamiento
u, este se origina debido a las deformaciones de los cuerpos considerados como medios
continuos cuando son sometidos a fuerzas. Por €l teorema de Helmholtz, el campo puede
separarse en tres componentes. uno longitudinal y dos transversales (también es necesaria
una condicién de norma sobre el potencial vectorial para que las componentes queden bien
determinadas). Al sustituir el vector desplazamiento por esas componentes en la ecuacion
de Navier se generan dos nuevas ecuaciones. La primera, es una ecuacion de ondas de un

potencial escalar y corresponde a la parte longitudinal; la siguiente, es una ecuacion de



ondas de un potencial vectorial que corresponde a las componentes transversales. Si aparte
de eso consideramos una dependencia armdnica en el tiempo, nuestro par de ecuaciones se
transforma en la ecuacion de Helmholtz, la que en su forma escalar solo es separable en
once sistemas coordenados, pero existe el problema que debe resolverse junto con su
contraparte vectorial, la cual es separable en solamente seis sistemas coordenados [11].

Para fijar ideas, en el sistema de coordenadas esféricas, la esfera misma es una
superficie coordenada de valor r =cte, la simetria de este cuerpo geométrico permite en
efecto ser uno de los sistemas coordenados donde la separabilidad de ambas ecuaciones de
Helmholtz es posible. La aplicacion a las soluciones de las condiciones a la frontera dadas
por la proyeccion del tensor de esfuerzos sobre la normal a la superficie (o tracciones)
genera los eigenvalores de los modos normales a través de sendas ecuaciones
trascendentales para los modos torsionales y esferoidales.

Los seis sistemas coordenados en los que es separable la ecuacion vectorial de
Helmholtz son: rectangulares, esféricas, conicasy las tres cilindricas. circulares, elipticas y
parabdlicas. Respecto a los 11 sistemas coordenados en los que es separable la ecuacion
escalar de Helmholtz tenemos que, aparte de los ya citados anteriormente agregar los
sisgemas de coordenadas. parabdlicas, elipsoidales, paraboloidales, esferoidales: oblatas y
prolatas [11].

Desde €l punto de vista de las aplicaciones, especificamente, acerca de los modos
normales de cuerpos tales como planetas y los otros que se han citado anteriormente, tal vez
no se requieran formas muy exéticas. En efecto, las esferas han servido para modelar los
modos vibracionales de planetas aunque hasta ahora s4lo se tienen datos experimentales
paralaTierra[9,10].

P. G. de Gennes [16] ha utilizado el mismo modelo para proteinas globulares; en
esta direccién, fue quien propuso que S se consideraba a la proteina como un cuerpo
elastico, sus modos podrian ser vistos por espectroscopia Raman. La idea se basa en que la
frecuencia de estos modos depende de manera directamente proporcional a la velocidad del
sonido y del inverso del radio. Para una esfera de unos pocos nanémetros se obtiene un
valor del orden de picohertz o lo que es lo mismo, de unos pocos cm™ en unidades del
nimero de onda tal como se expresa en espectroscopia Raman. Estudios realizados
recientemente han probado que, en efecto, las proteinas poseen propiedades el asticas mas



parecidas a las de un sdlido que a las de un liquido, esto da confiabilidad de los reportes de
su compresibilidad, del médulo de Young y de la razon de Poisson [17,18]; asi, como de
dar mayor solidez e modelo elastico. Los modos de baja frecuencia en proteinas se
denominan asi porque el corrimiento Raman es muy pequefio con respecto a la frecuencia
del laser (menos de 100 cm'™). El origen de estos modos es de gran interés, ya que los
cambios de forma de las proteinas a estas frecuencias, posiblemente tengan conexién con su
actividad bioldgica[19,20].

Pero la propuesta visionaria de de Gennes también ha sido aplicada con éxito en el
estudio de los modos de nanoparticulas inorganicas, comenzando con Tamura et al [21]
quien no sblo utiliza el modelo esférico libre, sino también aplica un modelo de esfera
embebida en un medio infinito, asi como también uno de cebollas, es decir, considerando
diferentes capas esféricas. En esadireccion, Duval [22] determina las reglas de seleccion de
los modos observables en Raman en nanoesferas y determina que los modos torsionales no
pueden ser observados por esta espectroscopia, por 1o que Saviot et al. [23] en sus trabajos
experimentales siempre parten del supuesto de tal afirmacion. En los trabgjos de Fujii et al.
[24,25] no se da mucha importancia a las reglas de seleccidn, pues las formas de las
nanoparticulas generalmente no son perfectamente esféricas. Ovsyuk et al. [26] encuentran
gue, para nanoparticulas inmersas en una matriz surgen modos normales que no existen en
el caso libre, cuestion que fue pasada por alto por Tamura [21]. A los nuevos modos
originados por ega condicion a la frontera se les denomina: de libracion, cuando se trata de
torsiones y de songja (rattling), cuando se trata de modos esferoidales.

En este punto surge otra pregunta, si consideramos una forma de las nanoparticulas
distinta a la esférica, digamos esferoidal, ¢se podria utilizar la teoria de las vibraciones
elésticas para tratar de encontrar sus modos normales? primeramente, diriamos de manera
intuitiva que es posible obtener estos modos normales de manera experimental. Sin
embargo, las restricciones a la ecuacion vectoria de Helmholtz referente a que no se
incluyan a las coordenadas esferoidales ya sean oblatas o prolatas, ha detenido por mucho
tiempo toda una linea de investigacion respecto de como se afectarian las frecuencias de los
modos normales de vibracion de particulas con el cambio de la forma esférica a esferoidal.
Quiza sea esta la razén por la que los tedricos y experimentales en modos de baja

frecuencia de nanoparticulas, hayan utilizado a las esferas como el Unico marco teorico,



ademés de que la caracterizacion de las formas no era cosa comin hasta hace relativamente
poco tiempo [27].

Sin embargo, en la literatura se pueden encontrar trabajos, aunque muy escasos, de
como enfrentar €l problema de las soluciones para cuerpos esferoidales aungue solamente
para casos axisimétricos. Por una parte, Eringen y Suhubi [1] proponen sendos potenciales
axisimétricos: vectorial y escalar en un esferoide prolato parallegar a la conclusion que las
soluciones obtenidas no pueden desacoplarse a aplicarseles las condiciones a la frontera 'y
terminan resolviendo con aproximaciones el caso del esferoide prolato degenerado en un
hilo finito. Por otra parte, Rand [28] mediante argumentos de simetria propone una solucion
para torsiones axisimétricas de esferoides prolatos, misma que tiene solucién analitica.
Aungue a primeravista no hay conexion aparente entre ambos trabajos, ésta si existe, de tal
modo que uno de los propdsitos de la presente tesis sera verificarlo, asi como el de realizar
el desarrollo para el caso de esferoides oblatos. Lo anterior se detalla en €l primer capitulo,
el cual esta dedicado a resolver la ecuacion de ondas elasticas, iniciando en coordenadas
esféricas, y generalizando a coordenadas esferoidales (oblatas y prolatas), aungue
subrayando que solamente sera resuelto € caso analitico de las torsiones. e finaliza
entonces con una aplicacién del modelo para comparar las frecuencias experimentales del
espectro Raman de nanoparticulas oblatas de bismuto inmersas en una matriz de germanio
amorfo.

A pesar de lo limitado que podria parecer €l resolver el problema de torsiones
axisimétricas libres en esferoides, vale la pena decir que las frecuencias calculadas ya no
dependen del inverso del radio como ocurre con los modos de esferas, sino de las
dimensiones de los semigjes; asi también hay un cambio de paradigma en cuanto a los
modos observados, ya gue las reglas de seleccion que inexorablemente no permiten la
observacion de modostorsionales de la esfera, no lo prohiben si se trata de esferoides [22].

Pero s ademas consideramos una nanoparticula esferoidal dentro de un medio que
la rodee completamente, el problema puede volverse alin mas interesante pues ocurrira lo
mismo que pasa con la esfera, surgira el modo de libracidn correspondiente a una rotacion
frustrada, pues la rotacion simple seria e modo trivial si el medio circundante no se
encontrara presente. En € capitulo segundo se extiende la teoria para estudiar los modos



torsionales de esferoides inmersos en un medio infinito, ademés, se hace la comparacion
de este resultado con respecto al caso librey al experimento.

El modelo elastico representa un buen marco tedrico para el estudio de los modos
colectivos de nanoparticulas, pero tradtese de esferas, esferoides u otras formas mas
complejas, éste debe fallar cuando las nanoparticulas sean tan pequefias que se encuentren
cerca € limite atdbmico, y entonces ¢en qué criterios debemos basarnos para determinar
cuando ya no sea posible utilizarlo? La pregunta anterior es un problema abierto todavia y
ha surgido precisamente por la intensa investigacion actual en sistemas nanométricos. En
esta direccidn existen ya varias publicaciones tanto para sistemas amorfos [29,30] como
para cristalinos [31,32], y aungque en ellos existe un consenso de que efectivamente las
propiedades elésticas en el volumen dejan de cumplirse en e limite atbmico para sistemas
nanométricos, también es cierto que los modelos no logran todavia hacer la conexion entre
lo macroscdpico y lo atdbmico de una manera evidente. En el tercer capitulo se encuentra la
propuesta de un modelo que considera la naturaleza discreta de las nanoparticlas de
bismuto estudiadas en los dos primeros capitulos. Aunque también se tiene otro propdsito:
hallar para las nanoparticulas inorgénicas de bismuto (las cuales tienen estructura
cristaling), una solucion complementaria a los modos de torsion de esferoides, a saber, €l
modo respiracion de esferoides que no pudo ser hallado mediante el modelo elastico para
esferoides. Finalmente, en el capitulo cuarto se realizara la comparacién de los modos de
baja frecuencia de proteinas globulares obtenidos en los espectros Raman con |os valores
calculados de modos normales de esferas y esferoides.



CAPITULO |

Modelo elastico para nanopar ticulas.

En este capitulo se presenta el modelo utilizado para obtener un marco de
interpretacion de los modos de baja frecuencia de nanoparticulas que experimentalmente
son observadas en espectroscopia Raman. El desarrollo de los temas comienza con la
seccion 1.1 donde se introduce la ecuacion de ondas elasticas 0 ecuacion de Navier, su
solucidn, asi como las condiciones a la frontera para la obtencion de los eigenvalores. En la
seccidn 1.2 se presentan los célculos de la literatura aplicados al caso esférico, modelo que
tradicionalmente ha servido de base para explicar los espectros de baja frecuencia. En las
secciones 1.3 y 1.4 se presentan las contribuciones originales de esta tesis: en la primerade
ellas, los casos esferoidal oblato y prolato, los cuales tienen por caso limite, €l esférico; y
en la siguiente seccion se confrontard el modelo elastico esferoidal con los resultados
experimentales.

1.1 Ecuacién de ondas elasticas.
La ecuacidon que describe la propagacion de ondas acUsticas en un medio eléstico

isotropico es[33]:

T u

N2 u+ (1 +mN(R>u)=r 2

(1.1)

donde u=u(r,t) es e desplazamiento desde la posicién de equilibrio, I y m son los

coeficientesde Laméy r ladensidad. Su solucion puede escribirse como:
u=Rf +K" A (1.29)

donde A cumple con la condicién de norma:



NsA =0 (1.2b)

El movimiento de particulas asociado con f es en la direccion de las ondas
longitudinales; por otra parte, movimiento asociado con A es ortogona a la direccion de
propagacion, ambas funciones juegan el papel de potenciales. Asi, el potencial escalar f
origina ondas P (de presion). Mientras que el potencial vectorial A origina dos ondas
independientes SH y SV (de cizalladura). Efectivamente, N>A =0 obliga a que una de las
de las componentes de A sea funcion de las otras dos. Sustituyendo (1.28) en (1.1) es

posible verificar quef y A obedecen |as ecuaciones de onda:

CN* = Al CZN?A = (1.3)
it it

siendo C_ y Cr las velocidades longitudinal y transversal del sonido, que definidas en

términos de los coeficientes de Laméy ladensidad r estén dadas por:

| +2m m
C = . C, = P (1.9

Suponiendo una dependencia armonica en el tiempo, la ecuacion de ondas en f se

convierte en la ecuacion escalar de Helmholtz y la ecuacidon de ondas en A, se convierte en

la ecuacion vectorial de Helmholtz, a saber:

N +k =0 con k. = (1.59)
C,

- , W

N“A+kfA=0 con k; = c (1.5b)
T

Estas ecuaciones diferenciales se resuelven por e método de separacion de

variables, tal como se menciond en laintroduccién: en oncey seis sistemas de coordenadas,



respectivamente. En ambas ecuaciones, la separabilidad se cumple en coordenadas
rectangulares, esféricas, cilindricas, etc pero en coordenadas esferoidales oblatas y prolatas,
la separabilidad solo es posible en la ecuacion escalar de Helmholtz [11].

Como condicion a la frontera en la solucién de la ecuacion de ondas elasticas se

utiliza la expresion del tensor de esfuerzos s ,, especificado por:
s, =lu,d, +2mu, (1.6)
donde u,, esel tensor de deformacion el cual tiene por definicion:

_1&u,  Tu, 0
Uk = S6co Tao =
28M% X g

(1.79)

es decir, el tensor u, esla componente simétrica del gradiente del vector desplazamiento

[11]. Vectorialmente lo podemos escribir como:

. 1/« .
u :(Nu)sjm =§(Nu+uN). (1.7b)
Por lo que el tensor de esfuerzos escrito también vectorialmente resulta en:

s =1 Rbu 1 +m{fu+ur) w8

«

=IN>ul+2mNu- " u” |

donde I es el tensor identidad denotado en (1.6) por d, . Esta expresion es una forma

generalizada de la ley de Hooke [33].

Latraza de u representada por u, es la divergencia del vector desplazamiento, y

tiene por significado fisico, el cambio relativo en el volumen del cuerpo deformado; por
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otraparte, los elementos fuera de ladiagonal de u, representan deformaciones por esfuerzo
cortante. Dado que € tensor de deformacion es simétrico, de la ecuacion (1.6) se deduce
gue €l tensor de esfuerzos también lo es.

El tensor de esfuerzos se anula en la frontera siendo el caso de oscilacioneslibres. A

U
la proyeccion del tensor de esfuerzos sobre el vector normal n aunasuperficie s=S sele
denomina la traccién o fuerza por unidad de &ea F. Asi, para oscilaciones libres, las

tracciones o fuerzas se anulan en la frontera:

« U U . U
=s.n =l nN>xu+2mNu+mn” N  u=0. (1.9)

s=S

F.

s=S

Ademéas de esta condicion, se requiere gue las funciones sean finitas en el origen
paralos sistemas coordenados gque estudiaremos.

1.2 Modos normales de vibracion de esferas.

Como ya ha sido mencionado, las vibraciones de esferas elésticas han sido
estudiadas por Jaerisch [6], Lamb [7] y Love [8]. Recientemente, Torres del Castillo [34]
ha resuelto la ecuacion de ondas elasticas para €l caso esférico, utilizando operadores de
espin —método adecuado para desacoplar ecuaciones no escalares— pero sin considerar
ningun tipo de condicion a la frontera. Sin embargo, con su método establece claramente
gue para obtener los modos de vibracion libres de la esfera, e vector u puede escribirse
como una componente longitudinal y dos transversales:

u=u +u;+ug (1.10)

Esta expresion, a su vez se utiliza para indicar que en € caso esférico, los modos

normales pueden ser separados como torsionales y esferoidales [11]. Los modos torsionales
estan representados por uti, mientras que los modos esferoidales estan formados por una
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combinacion lineal de u. con ur,. En coordenadas esféricas la componente longitudinal y

las dos transversales tienen la siguiente forma:

1
k.

) (1.118)
k.

Pl g i)+ 1083 @ )il

U = N’ I,r Yr§| (q J )Jl (kTr)J

(1.11b)
=i +1)c3 (@i )i (kr)
bz = 8 0= RN G )i )
Ny T q ‘ (1.110)
= N i )i s . . u
= L Qe Diller)+ 12830 )5 ()

donde f =Y3(q.j )j, (k_r) esel potencial escalar definido en (1.2) escrito en coordenadas
esféricas, mientras que r Y3, (0.j )i, (k;r) es el potencial vectorial. En cuanto a Y5 (q.j ) v
j,(kr) son los armoénicos esféricos y las funciones esféricas de Bessel [11],

respectivamente. Los superindices s se sustituyen por e (even: par) cuando se utiliza
cosmj Yy por o (odd: impar) cuando se utiliza snmj  en los armonicos esféricos.

Como se habra notado, ur, se ha construido a partir de uy, pues afortunadamente la
simetria esférica asi lo permite, pero esto no es cierto en una situacion mas general
[1,11,34]. Para verificar esto, notemos de las ecuaciones (1.11b) y (1.11c) que la suma de
los desplazamientos ur; Y Utz Se puede obtener del rotacional de un potencial vectorial,

dado por la expresion A =rY3(q.j )i (k. r)+R" EekrY;l 0.} )j,(kTr)g, donde el primer
T 2

término generaa ut; y €l segundo término generaa ut,. Lasfunciones escalaresy 1 y y» de
cada uno de los términos anteriores no son generalmente iguales, sin embargo, edas
funciones tienen la particularidad de cumplir con la ecuacion escalar de Helmholtz [1,11].
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Las componentes u., U1 Y Utz NO SON necesariamente ortogonales por si mismas,
por lo que se prefiere utilizar como base ortogonal a los arménicos esféricos vectoriales

P,@.j).B,@.)y C.,@.j)loscuaesestan definidos como:

P (@ )=rY, =rem P, (cosq) (1.123)

B.(.) (1.120)

Las tracciones a las que se ve sometida la esfera debido a los desplazamientos para

UL, U1, Utz Nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones.

R

) : 60
Flu )= rN>u +2mr—g ><uL(.)+ a“?ﬁmﬁ r1 L
o HEF T9é ‘o ‘Hrg r=
\ (1.139)
T1 o1 1§ u &
+J € fg#,ng'*'r*g L.
Wgrsaﬁqﬂj & o ME v =
é. W P
F(un)=m@‘5r“8%’“”}j“r“g?u’“w (1.130)
a
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€ . 60
&0 1 6, U1 1 o, 1 c}a%m =
F(u =m%r—a?>u +0 a?m +r - T2
(TZ) e ﬂrg T2 é 1q ng ﬂrg [ it
€ o (1.130)
e ol .
P SR A

Escribiendo las expresiones anteriores en términos de los armonicos esféricos
vectoriales y haciendo uso de (1.9) porque se trata de oscilaciones libres, entonces sobre la
superficie de laesferaen r = R lastracciones deben anularse, es decir :

1 or V&, d? . b2 0. 2m . éd 1 0_
EPml(q,J )meﬁjl(kLR) IkLJI(kLR)u kLR\/I(I"'l)B (qj)gd J|(k R) RJ(kLR)H_O
1.14a,b,
1l +1)C2, @.] )R(kR) Rj(kR)HO (L14ab,c)
0 ) S ORI M98z 00 B 1R+ D2 R0
k, "V 7dRE R Y k. mi EgR2 YT Rz VT

Para que el sistema de ecuaciones anterior sea consistente, su determinante se debe
anular, del cual se deducen, las ecuaciones trascendentales para los modos torsionales:

gaeh(b

(13 1), 1 esel momento angular (1.15)
dog b

QIIO

y paralos modos esferoidales:

22bz+(| _ 1)(| +2)‘:'b j|+1(b) ( uulﬁ J|+1( ) 1b4

é 1 j|(b) ] J|() 2
- @ +1p2+fo7- 20 - i + 2o hal) o

(1.16)
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donde a y b estan dadas por

a=——, b="" (1.17)

siendo w la frecuencia obtenida después que en ambas ecuaciones trascendentales se ha
calculado a o b. De hecho, la ecuacion (1.17) sirve de conexion entre a y b através de la
frecuencia w, esta condicién es importante al resolver la ecuacion 1.16.

Paralos modos torsionales, la ecuacion (1.15) con | =1 sereduce a
i(b)=0 (115)

cuyas raices son b,, =k;R, siendo n €l orden de la raiz, aqui se tomara la primera, n =1

porque es el modo fundamental, de tal manera que para m= 0, & desplazamiento dado por
(1.11b) sereduce &

Y. e, ro ib, C. 8
u,,(=1,m=0)=j sing [ gexpge T 49 (1.11b)
eRg e R g

donde la frecuencia de vibracion estd dada por el coeficiente det en el término exponencial.
Sin embargo para | =1, existen dos desplazamientos con m=1, el primero para el modo

par (e) de (1.11b) y el segundo para su modo impar (o), a saber:

uy, (I :Lmzl):-asinj +] COS( COSj gjlgd)l”rgexpge#’“gtg, modo par
) geRg e R g
N U . e 'b .
uTl(I :Lmzl)zécosj +] cosg sinj gjlgﬁbifgexpge#@tg, modo impar
) geRg e R g

(111b")
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El modo torsional con | =1 y m=0 esaxisimétrico, tal como se puede deducir de
(1.11b’) y notar en laFigura 1.1. No ocurre lo mismo con el siguiente valor de m, tal como
esta denotado en (1.11b'"), las representaciones seran més complicadas.

El siguiente modo torsional axisimétrico seraparal =2, m=0, ver Figura 1.1. Por

lo tanto, la ecuacion (1.15) se reduce a
j(b)=4j,(b) (115")
y el desplazamiento dado por (1.11b) queda entonces definido como:

| . . )
up,(l =2,m=0)=] sianjZEdJZ”rgexpgeMtg (1.116")
eRg e R

donde b,, = k;R eslaraiz enésima de la ecuacion trascendental (1.15’). Para esta misma

raiz existen otros cuatros desplazamientos, los correspondientes a los modos con m=1 'y
m=2, y cada uno con su respectiva paridad: par e impar. Al tener todos estos modos la
misma frecuencia que para m= 0, se dice que son degenerados y no los describiremos por

motivos de no extendernos en las expresiones y en la mayor dificultad de su representacion

e

gréfica

Figura 1.1 A la izquierda: representacion esquemética del modo torsional uTl(I =1,m=0,n=1), ala
derecha: el modo torsional uTl(I =2,m=0,n= 1) . Ambos modos son axisimétricos.
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La ecuacion de los modos esferoidales para | =0 representa a modos radiales
esféricamente simétricos. En efecto, en las ecuaciones (1.14a) y (1.14c), cas todos sus
términos van a cero, salvo el primero de (1.144) y de esta manera, la ecuacion trascendental
de eigenvalores resulta en:

A a:l_ .'.2

jz(a): = a

@)

Q

- 10, (a) (116)
f

TRPT

Esta ecuacion en algunos textos se encuentra escrita en forma trigonométrica [33]. El

desplazamiento de este modo radial o de respiracion es:

O 181 0 (1118)

U &,
uL(I:O,m:O):rjlg o0 Texpe
eRg é& R 2

Figura 1.2 El modo u (I =0,m=0,n= 1) es un modo puramente radial.

Los modos esferoidales con | mayor a cero son mas complicados de representar que
lo que se ha mostrado en la Figuras 1.1y 1.2. Las deformacionespara | =1y | =2, por
gjemplo, provocaran en la esfera cambios en |a forma de tipo esferoidal, de ahi el nombre

de estos modos, aunque para | > 2 las formas serén cada vez mas caprichosas [11].
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Para calcular las frecuencias de los modos esferoidales con | digtinto de cero, basta
con sustituir el valor deseado de | en la ecuacion (1.16) con la condicion (1.17). Por otra

parte, el desplazamiento de los modos esferoidales definido como ug podré ser obtenido

agregando coeficientes tanto a u. como a ury, l0s cuaes representan a sus respectivas
amplitudes. Estos coeficientes haran que los desplazamientos sean dimensionalmente
correctos y deberan satisfacer las condiciones de frontera. De igual modo, a ur; debe
agregarsele el factor que representaa laamplitud.

1.3 Modos normales de vibracion de esferoides: oblatosy prolatos.

Para esferoides elasticos, la resolucion de la ecuacion de ondas elasticas tiene por
inconveniente que al dividirla en las ecuaciones escalar y vectorial de Helmholtz (1.5), es
imposible obtener la separabilidad de la segunda ecuacion en coordenadas prolatas u
oblatas[11]. Eringen & Suhubi [1] sostienen que para el caso axisimétrico, la separabilidad
esposible. Sin embargo, solo resuelven el caso de un esferoide prolato degenerado, porgue
cuando se aplican a las soluciones las condiciones a la frontera (1.6), se genera un sistema
de ecuaciones que no es posible desacoplar [11]. Utilizando argumentos de simetria, Rand
[28] expone una solucion analitica del caso esferoidal prolato para los modos torsionales.
En este caso, la ecuacion vectorial de Helmholtz se transforma en una ecuacion escalar;
ademas, afirma ser €l primero en resolver estas ecuaciones, pues en un trabajo de Jaerisch
solamente quedaron planteadas [35].

Una contribucién de edta tesis es verificar que las soluciones de Rand [28] y
Eringen & Suhubi [1] para e caso prolato son complementarias y que el estudio seré
extendido al caso oblato, de hecho, este caso sera tratado en esta tesis antes que € caso

prolato pues el orden no es importante para el entendimiento del problema.

1.3.1 Caso oblato:
Las coordenadas cartesianas estédn relacionadas a las coordenadas esferoidales

oblatas mediante las expresiones [36]:



X = f[(x2 +1)(1- hz)]% COS;j

y= f[k? +1)t- n 7] sinj (118)

z= fxh

siendo X, h yj las coordenadas esferoidales oblatas, y f la distancia focal del esferoide.
El rango de las variables estd dado por: O<x<¥, -1£h£1l Of] £2p.

El sistema de coordenadas oblatas o esféricas achatadas ha sido de utilidad para
describir el campo gravitacional terrestre [37], pues la superficie de nuestro planeta tiene

aproximadamente la forma de un esferoide oblato de coordenada constante x = C. Véase a

continuacion laFigura 1.3

Figura 1.3 El sstema coordenado oblato se forma a girar un sistema de coordenadas dipticas arededor del
ge menor de las elipses confocales, originandose las superficies coordenadas x,, h y ¢ que obedecen d
conjunto de ecuaciones 1.19.

Las coordenadas x = congtante,h = constantey | = constante, definen el siguiente

conjunto de superficies ortogonales:

X2 + y2 ZZ

r2h )" 17 ~t (1159

esferoides oblatos:
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2

hiperboloide de una hoja: f);(f_{lz)- fixz =1, (1.19b)
planos medios a través del €e z: ] —tanlao (1.19¢)
exXg

En este tipo de coordenadas, la ecuacion escalar de Helmholtz estd dada por:

N2 +k =
1 ef )10, T2 x 21h?2 & B
Earer O A L ) T RETE Al

(1.20)

Con €l objeto de congtruir la ecuacion vectorial de Helmholtz en coordenadas
esferoidales oblatas se puede utilizar la identidad vectorial N? A =NNxA- N” N” A, que

desarrollada para sus componentes x, h, | respectivamente dalugar a

P xZ+l 1 0 2h(><2+1)%(1-h2)% A
N2 Ay +k? A< S(X +h ) (XZ h )(X ) A( ()(2+h2)2 x
R e AL e 2 " _,

2+h2)2 fih (1_ hz)%(X2+h2)2 ()(2+1)(1_ hz)%(>(2+h2)% fi

®ont-1 1 6 onf+2:f-n2) 1A,
NA]"‘kA] 8()(2 h ) X 2 +h Xl h )A] (><2+h2)2 x
+2x(x2+1)5(1-h2)5 1A, 2h(L-h’ 7y . 7.} A _,

M el fnhe e one "
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_‘1-hﬁx§< )+k2A -0

(1.21a,b,c)

Considerando un potencia axismétrico, eso es A = A (, h)j [1], donde | j es el

vector unitario en la direccion de la coordenada ¢, € conjunto de ecuaciones (1.21) se

transformara en:
con A 2p = 1.22
VA - e ag) A O (22

en analogia a la expresion de Rand para coordenadas esferoidales prolatas [28], esta

ecuacion diferencial queda desarrollada explicitamente como:
1 2 1 - 1 2 1 -
ke T Bz ea)en 2el-n2)e T Bonz)a Lenzf+n?)a =0 (1.23)
ix g h g 2

siendo hr el producto de f por kr. Considerando una situacion semejante para f, es decir

f =f (x,h) laecuacion (1.20) se reducira a:

gigx ) z gl h ) +h(>< +h2)‘ =0 (1.24)

eflx X 2 z

siendo hy el producto de f por k.. Tenemos que las ecuaciones (1.23) y (1.24) se pueden

resolver por separacion de variables, a saber:

A =R, (ih-ix)s, (ihh), m=1, (1.258)
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f =R, (ih-ix)s,(ihh), m=0. (1.25b)

De igua modo que en (1.10), a vector u lo escribimos en términos de una componente
longitudinal y dos transversales:

u, :klm[Rm, (ih,-ix)s, (ih_.h)] m=0 (1.263)
™ :leN' ng, (ih, -ix)s,, (ihT,h)jUg, m=1 (1.26b)
Uy, :klzm' ¢ A:le(ihT,-ix)Sml(ihT,h)jU m=1 (1.26¢)

donde ur; es la solucion andloga a la presentada por Rand del caso prolato [28]. En estas
expresiones, la funcién “angular” esferoidal se define por:

S, = & d" (- ihPr, () (1.27)

r=01

y lafuncion “radial” esferoidal por:

o 1 2 1'%3‘ 2 Doemet am { L) -
)= ( )(2m+r)laxj% e e in),,, () (128
édrml _ |h ' @ r=01 .
r=01 rt

donde P, (h) son los polinomios asociados de Legendre y ji(hx) son las funciones

esféricas de Bessel [11]. La suma incluye valores paresder si | - m es par o incluye

valores impares si | - m es impar; ademés, para un valor dado de m, | siempre debe ser
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mayor o igual am. La férmula de recursion que relaciona a los coeficientes sucesivos d™

de laecuacion (1.28) es:

a,dm, +(b, - 1,)d™ +g,d™, =0 (1.29)

rr+2

donde

(2m+r +2)(2m+r +1)h? _ r(r - 1)n?
a, =- J g, =-
(2m+ 2r +3)(2m+ 2r +5) (2m+ 2r - 3)(2m+ 2r - 1)

(1.30)
2(m+r)(m+r+1)- 2m? - 1.

D=l - Domazr+9

siendo |, una funcion de —ih, la cual sirve de constante de separacion en las ecuaciones

(1.23) y (1.24); al mismo tiempo, juega el papel de eigenvalor. Con el objeto de obtener los
coeficientes d;, se utilizara el método matricial sugerido por Aquino et al. [38] porgue
permite cambiar el tamafio de la matriz de acuerdo al intervalo de h requerido para calcular
las soluciones.

Haciendo uso de (1.9), tenemos que, para oscilaciones libres de un esferoide oblato,

las tracciones o fuerzas deben ser nulas sobre su superficieen x =C.

1
AT L U2meex? +1 ozaﬁu d-h?¢ hu,
Foex =S X =xI N _ f gx 7t Cae +§ 1 2 an?’
x=X 8 ﬂ 0
x=X
i 1 o} 1
Umlo"SX +1 Ozﬁ[uh -h? O2 hu, + 21-h? oZﬁ[u aex2+1<'_32 XUy
+h-j - + T :
fy x2+h? 5 & T 2415 x2+h? 2 gx +h25 &9 %1-h2g x2+h2 2
i & o 2%
i 1 1
Um;aex +1 ¢ Tu N X (ﬁu &l-h® 2 ~0
I —

f{gx +h?5 T (x2+1);(1-h2);(é‘”j gx hz_xuj

(1.31)
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sustituyendo en esta Ultima ecuacion las expresiones dadas en (1.26) para u., Uti, Utz NOS

lleva al siguiente sistema de ecuaciones.

- X*hff 2* Xi

0| U|x+1ﬂ2f (1h)ﬂf+h(1-h2)ﬂ'j
LA e e o e

+2m (x +1)z(1 h )z| +h2)ﬂ2f _X‘ﬂf_hﬂ',' -0
ko 2+hzf d ™ “Th Xy

mox = +102Ih(x A)TA A xfn)TA o TA B IR
2

fk; |x +h2§1 h? 5 TX 2+h?2 Ix x2+1 x2+h2 fh ‘Hh‘ﬂx% }

COxPA ex+10TA € 1 1-p? U‘HA hi-n?) A 1 _

(x2+h2)(x2+1)+§x +h2 5 Ix? X@<2+h2 (x +h) (x +h) h XX_O
(1.32b)

Omif X 0

JT} y x2+1A gx:x_o (1.32¢)

El determinante del sistema ecuaciones precedente nos llevaria a obtener la
ecuacion trascendental de los modos de respiracién y también de modos que combinen
desplazamientos longitudinales con transversales - anadlogamente a lo obtenido en el caso
esférico- desafortunadamente es imposible desacoplar al sistema de ecuaciones (1.32a) y
(1.32b).

La ecuacion trascendental asociada a la componente ur, del desplazamiento es
obtenida directamente de (1.32c), la cual corresponde a los modos torsionales axisimétricos
oblatos, a saber:

C*+1d : B
o o R(h.C)- Ry(iy.c)=o0. (1.33)
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notemos que la funcion angular en Ay ha sido factorizada. La frecuencia debe denotarse

por:

Wobl ato —

thC C, (1.34)

donde hr ha sido obtenida de las raices de (1.31) y b es € semigje menor del esferoide
oblato. El desplazamiento estéd dado entonces por:

ae ih.XC; t9

U, =1 Ry (ihy .- iX)S, (im,h)expg- Tt (1.26¢)

b

La expresion anterior representa un producto de sumas infinitas, pero solamente
unos pocos términos son importantes [11], asi que estos modos se pueden visualizar como
una superposicion linea de los modos torsionales axisimétricos representados en la Figura
1.1. El indice mudo r en las sumatorias en (1.27) y (1.28) son los valores del momento
angular | del caso esférico.

1.3.2 Caso prolato:
Las coordenadas cartesianas estan relacionadas a las coordenadas esferoidales
prolatas mediante las expresiones [36]:

1

X = f[(x2 - 1)(1- hz)]E COS;j

1

y= 1l gfa- o sinj (1.39)

z= fxh

siendo X, h y j las coordenadas esferoidales prolatas, y f la distanciafocal del esferoide.
El rango de las variables estd dado por: 1<x<¥, -1£h£1 0f£j] £2p.
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Como contraparte de un esferoide oblato que se forma girando una elipse alrededor
de su gje menor, un esferoide prolato se forma rotando una elipse alrededor de su gje
mayor, es la razén por lo que este sistema coordenado recibe el nombre sistema de
coordenadas esferoidales alargadas. Ver Figura 1.4.

Las coordenadas x = constante, h =constantey j = constantedefinen el siguiente

conjunto de superficies ortogonales:

2 2 2
esferoides prolatos: f)i();il) ffxz =1 (1.363)
. . . x* + y? v
hiperboloides de dos hojas: fz(l- hz)_ v 1 (1.36b)
planos medios a través del ge z: j :tan'lé;@g (1.360)

exg

£=16

Figura 1.4 El sistema coordenado prolato se forma d girar un sistema de coordenadas dlipticas alrededor del

ge mayor de las dipses confocaes, origindndose las superficies coordenadas x,, h y ¢ que obedecen d
conjunto de ecuaciones 1.36.
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La ecuacion escaar de Helmholtz (1.20) para coordenadas oblatas, tiene su

contraparte prolata dada por:
1 ev & , 16 1 ‘ITO T2 x*-h® ey K2
P 1 = e :O
f2(x?-h? Sﬂ??x )ﬂx;ﬂhg ﬂhg 9 §(§2 1)1- h?) 1 %j g

(1.37)

Auxiliandose de nuevo de la identidad vectorial N?A =NNxA- N" N” A, la
ecuacion vectoriadl de Helmholtz en coordenadas esferoidales prolatas para sus

componentes x, h, j respectivamente, esta dada por:

RS i R e A R
~2xfx?- 1)1 h? T'nAh 2><h(><2 1T 2 1A _,

bt e e o) B

oa ea  ENZ-1 10 2h(x2-1)§(1-h2)§ 1A,
L O D N FAM "D
L xfe-1ph-nf 1A | axb-n?) A 2 ﬂA o
benF I e e o e T
R2A + 3 111/_&_ 2h1 111/_%_ 2 A kA =0
A b7 - n2lbe-nzk T @n?)xz- defz-nz)e M k2- 11-n?) A

(1.38a,b,C)

v
Considerando un potencial axisimetrico como en (1.22), del tipo A = A (x,h)j , €

conjunto de ecuaciones (1.38) se reduce a
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A - D sea =
NG f2(1-h2)(x2-1)+kTA 0 (1.39)

férmula que, desarrollada explicitamente, se reduce ala expresada por Rand [28]:

2 7z

oo e bl T,
u

i & 1-n2): A)u+hT(x h?)a =0 (1.40)

e

siendo hr el producto def por kr. Asi como en la ecuacién (1.20), se considerd el hecho que

f =f (x,h), por estamisma razén, la ecuacién (1.37) se reducira a

> (D~

ggxz_l)ﬂ S fin )1. +h2f-hf =0 (1.41)

eTx

siendo hy el producto de f por k.. Entonces, al resolver las ecuaciones (1.40) y (1.41) por

separacion de variables, tenemos:

A =R, ,x)s, (h.h) m=1, (1.423)
f =R, (h x)s,(h .h), m=0. (1.42b)

Escribiendo el vector u en términos de una componente longitudinal y dos transversales.

u, =Nf :klm(Rm, (h,.x)s., (h,.h)), m=0 (1.439)
u,, =R’ A:klﬂ' ng, (h x)s,, (hT,h)jUE m=1 (1.430)
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U= SRR A=R, (b x)S, () m=1 (1430

donde ur; esla solucion presentada por Rand del caso prolato [28]. En estas expresiones, la
funcién “angular” esferoidal prolata esta definida por:

S, = & d"(hPr, () (1.44)

1 a&z-logé‘ 2m+ e g
Rulbux)=-4 ( )(2m+r)|§ xt 5 2 ( mr| 0 A7 (1) () (1.45)
édrm h r=0,1 :
r=01 r!

todo lo relacionado para la ecuacion (1.28) se cumple de igual forma para (1.45). De hecho,
la formula de recursion de los coeficientes sucesivos d™ dada por la ecuacion (1.29)

permanece sin cambio, salvo que lasay, b, y g dados en la ecuacion (1.30) cambian a:

(2m+r +2)(2m+r +1)h? r(r - )n?

A= I " (2m+2r - 3)2m+2r - 1)

" (2m+2r +3)(2m+2r +5)’

(1.30')
2(m+r)(m+r+1)- 2m? - 1.

b =(mer)mer+1)+ (2m+2r - 1)(2m+2r +3)

y | ., esunafuncion de h. En esta parte del trabajo, sigue siendo valido el método matricial

sugerido por Aquino et al. [38] paraobtener los coeficientes d™ .
En analogia con la ecuacion (1.31), las tracciones o fuerzas nulas sobre la

superficiex = C de un esferoide prolato estan dadas por:
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: 1
U o +)‘()2maex2-192a1ux ag-h*¢ hu, -
=X T f xz-hzg‘é'ﬂx §x2-1;,x2-h2;

- : L ) L k!
+F]JLn.,aex2-102ﬁuh @-h?¢ hu = e1-h? ozcﬁux_aaz-loz XUy
fléxz- Zagﬂx -1Q,x2-h2£ xz-hzaé‘ﬂh 1-h?g% x?-h?

|

1 1
Umjeex?®-1 ¢ Ty X clu, a&l-h? & _
| be? - 16 n)e &
(1.46)

sustituyendo en esta Ultima ecuacion, las expresiones dadas en (1.26) para uy, Ui, Uz NOS
lleva al siguiente sistema de ecuaciones.

ko kO EXP-hTIX fz2on2f X k2-n2) Th

m x*-1 P x{1-h?) 9 hli-h?) mg
X=X

(1.473)

+2mﬁ(2'1);(1'h2);1 o) T W
k. (Xz'hz)z % Tt Th Tx X=X

x({1-h?) 1A
xz-hzgl-h25+ x?-h? X x2-1A] " x%-h? 1h +(1- 2)

X2 A @ex2-1061°4 € 1 1-h? UTA  hfi-h?) 1A §
, \ - + - A - 1 "’ :O
+(X2-h2)(>(2-1) x% - hZ 5 92 @x‘? 2_h2 (XZ-hZ)ZEﬂX +(>(2-h2)2 Th
x=X
(1.47b)
Y mi TA X y
R B ¢ = 147
J f} X x2-1AgX:X 0 (1.47c)
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Al igual que en el caso oblato, el determinante de este sistema de ecuaciones nos
Ilevaria a obtener la ecuacion trascendental de modos distintos a los puramente torsionales,
aunque es imposible desacoplar las ecuaciones (1.47a) y (1.47b) [1]. La ecuacion
trascendental asociada a la componente ut, del desplazamiento, la cual corresponde a los

modos torsionales oblatos, es obtenida directamente de (1.47¢)

0 (1.48)

C*-1d
c o Rultn.C)-Rih.C)

Esta ecuacion es la obtenida por Rand [28] para los modos torsionales axisimétricos

prolatos. La frecuencia esta dada por :

w =MCc (1.49)

prolato
a

donde hy ha sido obtenida de las raices de la ecuacion (1.48) y a es el semieje mayor del

esferoide prolato. El desplazamiento estéa dado por:

ur, =1 R x)5, (oo X8 (L43¢)

e a
Los mismos comentarios referidos a la ecuacion 1.26¢ se aplican a este caso.

1.3.3 Limite esférico:

Tanto la ecuacion trascendental de los modos torsionales oblatos (1.33), como la de
los modos torsionales prolatos (1.48) tienen una misma ecuacion limite, a saber: la de los
modos torsionales de la esfera (1.15). Para entender explicitamente o anterior, veamos

primero que haciendo el valor de x = C =constante y ademas x=y=0 dentro de las

ecuaciones de una superficie oblata (1.19a) y de una superficie prolata (1.36a), éstas se

reducen a
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_b_ Db

CObIaIO - T - \/ﬂ (150a)
_a_ a

C prolato — T - ﬂ (150b)

recordemos que f es la distancia focal, a y b son respectivamente, los semigjes mayor y
menor de los esferoides. Lo anterior también nos sirve para determinar € valor de la
superficie del esferoide a partir de las dimensiones de sus gjes.

Es importante resaltar que las funciones radiales esferoidales se pueden englobar en
una misma férmula; por ejemplo, la solucidn oblata puede obtenerse de la solucién prolata

al sugtituir h® ith y x ® -ix [36,39]. Entonces podemos denotar a ambas y a su primera

derivada con respecto a x como:

B 1 B&Zilgg E2m+r) i om s
Ru(hx)= $ 4 2m+r)1§ x2 390,1 r 47" e (1) (1.513)
rZO,lr !
iRm(hx)— 1 B&Zilgg 3 (2m+r)I et qmi 220 (hx) mjm+r(hx)0
ax ™ 3 4 (2m+r)!§ x? 5 90,1 r! r g e xx?+1) 5

r=0,1

(1.51b)
donde €l signo superior es para la solucién oblata y el inferior para la prolata. Tomando €l
limte f® 0,C® ¥ y fC® R (siendoR=a o R=b € radio de la esfera limite

[28,40]) en las ecuaciones (1.51a) y (1.51b), se observa que el Unico coeficiente que no se
anulaes el quetieneindice r =1 - m, junto con el hecho de que el eigenvalor | , tiende a
(I - 1) en este limite. Lo anterior se debe basicamente a que los coeficientes d™ obedecen

larelacion de recurrencia (1.29) . Por lo que las expresiones (1.33) con el signo de sumay
(1.48) con el signo de resta expresadas en una sola:
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C?+1d : : B
o gc Rulihr.C)- Ry(ih.C)=0. (152)

se convierten en: b o(li) j,(b)- j,(b)=0, ecuacion que es equivalente a (1.15), y donde

b =k R.

Todo €l proceso para obtener una ecuacion trascendental como la (1.52) para modos
torsionales de esferoides (oblatos y prolatos) y para obtener su limite esférico [28], rompe
el paradigma de estudiar sdlo modos de esfera, pudiéndose andlizar los corrimientos de
frecuencia con respecto a desviaciones en la forma. Como un hecho desafortunado, no ha
sido posible obtener el andlogo de los modos esferoidales de esfera de acuerdo con lo

expuesto paralas ecuaciones (1.47a) y (1.47b).

1.4 Aplicacion a sistemas nanométricos reales.
1.4.1 Deteccion experimental de los modos colectivos de nanoparticulas.

En términos generales, cuando se hace incidir luz a un medio, una parte de ella es
reflejada en la superficie, mientras que € resto de la radiacion es transmitida, pudiendo ser
absorbida o dispersada. La luz absorbida puede ser disipada como calor o reemitida en una
frecuencia diferente, proceso que se denomina fotoluminiscencia; mientras que la luz
dispersada inelasticamente ha interaccionado con fluctuaciones dentro del material, como
fonones aclsticos, fonones Opticos, plasmones, magnones, etc. [41,42]. En el caso de
fonones acusticos se tiene la dispersion Brillouin [41] y en €l resto la dispersion Raman
[41].

A continuacidn, se presenta un revision sucinta sobre el efecto Raman y su
aplicacion tradicional para el estudio de moléculas y cristales, asi como su extension al
estudio de espectros de baja frecuencia en nanoparticulas inorganicas y bioldgicas.
Ademas, se muestra el marco tedrico en que uno debe ubicarse a fin de explicar el origen de
esta clase de vibraciones mostradas en los resultados experimentales.

Efecto Raman en moléculas. Para que una molécula exhiba el efecto Raman [43], la luz

incidente debe inducir un cambio en su momento dipolar, lo cua puede ser visualizado
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como un cambio en la forma de la nube electronica, que por gjemplo, puede alargarse o
comprimirse en fase con la componente eléctrica de la onda luminosa, asi € acoplamiento
entre vibraciones moleculares con la luz, puede cambiar la frecuencia de los fotones
dispersados. Debido a que la luz dispersada es una fraccién del orden de 10° de la
intensidad de la dispersién Rayleigh o luz dispersada elasticamente, el efecto Raman es
débil [43], por cuyo motivo se utiliza una fuente de luz laser. En la dispersion Raman se
hallan tanto lineas Stokes como anti-Stokes [43]. En e efecto Raman Stokes, la luz
dispersada pierde una energia equivalente a la de las vibraciones moleculares debido a que
los fotones transforman parte de su energia en modos de vibracion a interaccionar con la
molécula; por otra parte, en el efecto Raman anti-Stokes la luz dispersada tiene mayor
frecuencia que la incidente por transferencia de energia hacia la luz dispersada por parte de
la molécula, lo cual requiere que la misma se encuentre en estado excitado. De lo anterior,
se deduce que la intensidad del efecto Raman Stokes es mayor que la del efecto Raman
anti-Stokes, pero que el corrimiento de frecuencias para ambos efectos es el mismo [43].

Del conjunto de todos los posibles modos propios de vibracion de una molécula
como elongacién, torsion, rotacion, etc., cada uno con un nivel vibracional diferente, sdlo
ciertos son observables por dispersion Raman por razones de simetria [43]. Las energias de
vibracién de las moléculas tienen valores discretos que les son muy particulares, esto
permite utilizar la dispersion Raman y la espectroscopia infrarroja para la identificacion de
moléculas [41,43]. Sin embargo, la gran mayoria de esta clase de vibraciones no estédnen lo
gue se considera baja frecuencia.

Efecto Raman en cristales. En este caso, € andlisis precedente permanece valido,
pero habria que remplazar los modos de vibracion localizados por modos deslocalizados
dentro del cristal. Estos tltimos son modos normales cuantizados llamados fonones [44]. El
nimero tan grande de grados de libertad: 3N , donde N es el numero de &omos del cristal
(cuando menos del orden del nimero de Avogadro, aunque se puede suponer de entrada
infinito), origina un continuo de niveles vibracionales, denominados curvas de dispersion,
las cuales pueden separarse principalmente en dos categorias [44]: 1) las “ bandas acUsticas’
S sus energias son nulas en el centro de la zona de Brillouin, donde el vector de onda de
fonén g es cero y 2) las “bandas Opticas’ en donde las curvas de dispersion de fonones

opticos tienen una derivada nula en el mismo lugar del espacio reciproco. La invarianza de
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translacion del cristal interviene de tal modo que dos fonones que posean un vector de onda
cuya diferencia seaigual a inverso de un vector de lared reciprocatienen igual frecuencia,
asi las curvas de dispersion de fonones siempre son presentadas en un esguema de zona
reducida[44].

Para este caso, la ley de conservacion de la energia (evocada en €l analisis del efecto
Raman en moléculas) se sigue cumpliendo. Al considerar la conservacién del momento

dada por:
k incidente = kdispersada+ q fonoén (153)

donde k es e vector de onda de un fotdn, entonces el méximo valor del momento
transferido en el rango visible de la luz, es del orden de 2x10" m™*, que es mucho més
pequefio que un vector de la red reciproca cuya magnitud es del orden de 10° m™. Asi, la
dispersion Raman Unicamente puede ser utilizada para estudiar las vibraciones de la red
cerca del centro de la zona de Brillouin [44]. Experimentalmente, las direcciones de los
fotones incidentes y detectados pueden fijarse, por lo que € vector g es asi obtenido
facilmente. Si este vector es llevado a cero y s se tiene interés en la dispersion de los
modos acUsticos para una g muy pequefia, es posible detectar la dispersion de las bgjas
frecuencias o dispersion Brillouin [45]. De igual modo que con las moléculas, solo los
modos que posean ciertas simetrias con el tensor Raman podran ser observados.

Efecto Raman en nanoparticulas. Basandose en los dos casos anteriores, €l
estudio de la dispersion Raman sobre nanoparticulas (NPs) se encuentra en un estado
intermedio entre ambos. La Figura 1.5 muestra los datos experimentales sobre los efectos
originados por el tamafio de la particula. Es necesario entonces, encontrar en la medida de
lo posible, una teoria que concilie ambos puntos de vista.

Pasar del cristal a la molécula implica ir de un nimero infinito de modos de
vibracién a uno finito con 3N modos (en este caso N es de unos cuantos atomos). En esta
nueva situacion, la deslocalizacion de los fonones ya no ocurrira méas sobre el ensamble
cristalino, fendmeno conocido como confinamiento cuantico. De la relacion de
incertidumbre de Heisenberg, la incertidumbre finita sobre la localizacion de las

vibraciones, corresponde a una incertidumbre no nula sobre el vector de onda. Asi, la
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ecuacion (1.53) que describe la conservacion del momento, ya no es una igualdad estricta
provocando un desplazamiento en las bandas Raman [45].

10 )

Intensidad Raman {c/s)

0.0

0

Frecuencia Raman (cm™')

Figura 1.5 Espectro Raman de baja frecuencia con dos polarizaciones diferentes H-V y H-H para
nanoparticulas de Bi en funcién de la atura media: (a) 0.50 nm, (b) 0.84 nm, (¢) 1.73 nm, (d) 3.73 nm, (e
6.18 nmy, (f) Bi monocristalino. Las medidas de espectroscopia Raman de baja frecuencia fueron reaizadas
en un espectrémetro Jobin Yvon U1000 de doble monocromador, con una fuente de excitacion en la linea
514.5 nm de un laser 2017 Spectra Physics Argon, de intensidad deradiacion de 100 mW [27].

Por otra parte, considerar el calculo riguroso cada vez que se disminuye el volumen
del sistema, implica una labor titanica; pues, para cada tamafio es necesario calcular los
modos propios, por eemplo existen del orden de 10° a 10* &omos para una NP esférica de
unos 10 nm [46]. Sin embargo, la evidencia experimental [27] apunta a que las vibraciones
de bgja frecuencia en nanoparticulas son modos de la NP como un todo, ya que son

fuertemente dependientes del tamario.
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Para enfrentar el problema de explicar el confinamiento de los fonones conforme
disminuye el tamafio del cristal, una buena alternativa ha sido partir de la teoria de los
medios continuos con el calculo de los modos normales de vibracién de NPs esféricas.
Estos modos dependen por una parte, del tamafio de particula, y por otra, de que las
frecuencias adquieren valores discretos. Las aproximaciones por la modelacion mediante
esferas pueden considerarse buenas hasta cierta pequefiez de la NP, ver Figura 1.6. Pero
¢Jas frecuencias también dependerdn de la forma de manera importante? Esa pregunta se
contestara en siguiente seccion cuando se comparen los modelos esférico y esferoidal con
los datos experimentales.

110

)

e
P

o
=
1

B0

7 / A &
00 -
N ‘y/ /
4 o —

30 4 [ )

20 / A

10 4

Frecuencia Raman (t:m'1

Figura 1.6 Frecuencia Raman de polvos de zirconia en funcion del inverso del tamarfio reducido, donde b es
el didmetro y a es la constante de red. Las dos rectas representan € calculo usando modos esferoidales de
esfera, 1=0 para larecta A y |=2 para la otra recta B. Los datos experimentales de las frecuencias pasan de
circulos atriangul os porque se tratan de nanoparticulas con diferente fase cristalina [47].

1.4.2 Modos de baja frecuencia en nanoparticulas de bismuto.

Tal como lo reportan Haro-Poniatowski et al. [27], sus muestras de nanoparticulas
esferoidales oblatas de bismuto (Bi) presentan tres modos de vibracion activos en Raman,
de los cuales, los modos de mayor frecuencia presentan un corrimiento muy pequefio desde
97.2 hasta 86.8 cm™ y desde 73 hasta 66.2 cm™ conforme el tamafio varia, véase Figura 1.7
(veatambién Figura 1.5). EI modo de mas baja frecuencia tiene diferente comportamiento
conforme la frecuencia varia desde 3 hasta 48 cm™ con respecto a semigje b que varia
desde 3.09 hasta 0.25 nm.
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Figura 1.7 Frecuencias calculadas para esferoides oblatos (m =1, | = 1, n = 1) en funcién del inverso del
semigje menor b, donde dyy es la constante de red. La linea recta representa  modelo torsional esférico.
Sobre las curvas punteadas, se tiene (1) que son las frecuencias tedricas para diferentes vaores del semigje
mayor a de los esferoides; y (2) que se unen con la recta cuando se acercan a limite esférico. Los fonones
Opticos experimental es estédn dados por los circulos (@ , ), y los modos de baja frecuencia por los cuadrados
blancos (O). Estos Ultimos son comparados con sus respectivos cuadrados negros (M) que representan a las
frecuencias cal culadas con € modelo esferoidal oblato [48].

Las curvas tedricas de la Figura 1.7 se redizaron manteniendo a constante y
variando b hasta el limite esférico (b=a), el cual esta representado como una linea recta.
Los valores de a y b estdn dados como multiplos de d;10, que es la constante de red de la
estructura rombohédrica del Bi en la direccién (110), cuyo valor es de 0.328 nm. Los
valores calculados estén dadosen laTabla 1.1, paral =1 y m=1 en comparacion con los

resultados experimentales de Raman de baja frecuencia. Como ya se sabe n = 1 es la
primera frecuencia obtenida de la ecuacion trascendental (1.33).
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Tabla 1.1 Pardmetros de esferoide para cada muestra de nanoparticulas de bismuto: @ doble los semigjesa, b,
y su correspondiente superficie esferoidal x =X. Las frecuencias caculadas w, - 1 y experimentales Weg
corresponden a la banda de menor frecuencia en la Figura 1.5. También se presentan los valores del medio
ancho de banda G de estos modos de bgja frecuencia.

Muestra BG12 BG25 BG50 BG100 BG200
2a (nm) 2.3+0.8 25+0.8 72 17+2 23+ 2
2b (nm) 0.50 0.42 1.73 3.73 6.18
X 0.222718 0.356740 0.255055 0.224892 0.278954
Wh=1 (cmY) 83.7 52.9 24.6 11.2 7.0
Wexp (cM™) 48 48 49.6 17 3
Glem™) 8.5 13.3 27.8 52 43.13

Parajustificar que debemos comparar los resultados experimentales con los calculos
realizados para los modos normales de torsion de esferoides oblatos, debemos decir que
Haro e al. [27] han realizado dispersion Raman polarizada sobre las muestras bajo estudio
y han demostrado que este modo no tiene esta propiedad, es decir, que el mismo espectro es
obtenido ya sea en polarizacion paralela o transversal. Este hecho, contrasta con los modos
de respiracion los que si muestran polarizacion.

Se ha demostrado en la seccién 1.3 que la ecuacion de eigenvalores (1.33) de modos
torsionales de esferoide oblato tiene como limite, la formula para los modos torsionales de
la esfera (1.15). En la tltima expresion, el eigenvalor m no aparece aunque existan modos
gue tengan m diferente de cero, ver por gemplo (1.11b'"). Es decir, paraunal dada del caso
esférico, existe una degeneracion de | +1 modos para la misma ecuacion de eigenvalores
(1.15). Por otra parte los modos torsionales axisimétricos de la esfera corresponden al
eigenvalor m=0, pero en el caso esferoidal 1o son para m=1; ademés, en el cambio de
simetria esférica a esferoidal origina que sea m el nimero que condicione los valores de |,
de acuerdo con las ecuaciones (1.23) y (1.25b).

Es importante clarificar que en el caso esferoidal, para un valor fijo demy |, la
solucion (1.26) es el producto de dos series infinitas que involucran combinaciones lineales
de funciones asociadas de Legendre o de funciones esféricas de Bessel, ecuaciones (1.27) y
(1.28) respectivamente. Ademas, las eigenfrecuencias de la ecuacion de eigenvalores (1.33)
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es uno a uno con (1.26¢’) —la del campo de desplazamiento de los modos normales
torsionales de un esferoide- concluyendo con lo anterior que no existe degeneracion como
en el caso esférico.

Nuestro grupo de investigacion ha calculado las frecuencias de modos torsionales de
esferoides cuyos valores de a y b son del orden de magnitud de NPs de Bi sin usar
parametros libres [48]. Se puede afirmar por la Figura 1.7 que el modelo elastico esferoidal
utilizado si modifica los resultados tedricos con respecto al modelo esférico (y son mayores
los corrimientos entre mas se algja el esferoide de la forma esférica) y que esta en razonable
concordancia para las nanoparticulas mas grandes, pero que falla para las pequefias; de
hecho, como se verd en el capitulo |1, las muestras BG12 y BG25 sblo poseen dos y tres
planos atdmicos respectivamente, razon por la que en ese mismo capitulo se estudiara un
modelo donde la discontinuidad de los planos atdmicos jugaré el papel principal.

De la Tabla 1.1, se puede concluir que la superficie del esferoide dada por el
pardmetro X es aproximadamente el mismo para casi todas las NPs, excepto para la
muestra BG25 que se desvia un poco més del valor promedio. Podemos decir que tenemos
NPs que son esferoides cuasi-homotéticos. Esto Ultimo esta relacionado también con la
regularidad con que han sido crecidas estas muestras utilizando la técnica de ablacion léser
[27, 49]. En laFigura 1.8 se observa las peliculas de germanio amorfo donde se encuentran

inmersas las nanoparticulas de bismuto.



Figura 1.8 Muestra de cinco peliculas de alimina (en gris) donde se encuentran inmersas nanoparticulas
esferoidales de bismuto (los évalos mas oscuros). Este sistema es semgjante a de bismuto en germanio
amorfo tal como lo enuncian las referencias [27,49]. Para e Ultimo sistema, e sustrato es silicio en la
direccidn (100), sobre éste se ha creciendo una pelicula de germanio mediante ablacion 14ser. Posteriormente,
mediante la misma técnica se crean las nanoparticulas que asu vez son cubiertas con germanio para evitar su
oxidacion. Todo d sistema nanoestructurado se crea a base de la repeticion de los pasos enunciados por cinco
veces. Las lineas oscuras son de bismuto implantado proveniente del plasma mas energético que llega a
sustrato. Foto, cortesia de Rosalia Serna, autora en lasreferencias [27,49).



CAPITULO I

M odelo elastico para nanopar ticulas embebidas en un medio.

En e capitulo primero se modelaron modos vibracionales de nanoparticulas
mediante oscilaciones libres de esferas y esferoides. Sin embargo, ese es solo uno de varios
casos, ya gue las nanoparticul as pueden estar inmersas en distintos medios. Por gjemplo, las
biolégicas estan inmersas en un medio liquido, y los nanocristales metélicos en una matriz
vitrea. Por razones de simplicidad, el modelo de nanoparticula libre ha sido ampliamente
utilizado, debido a que € tratamiento matematico del caso inmerso es mucho mas
complejo. El considerar esta condicion a la frontera origina nuevos modos conocidos como
modos de libracion (para modos torsionales). La contribucién original de este capitulo
reside en investigar qué pasa con los modos normales cuando se consideran nanoparticulas
esferoidales inmersas en una matriz.

Para lograr este objetivo, en la seccion 2.1 se presentan los calculos de la literatura
aplicados al caso esférico inmerso en una matriz, aunque serén detallados solamente los
modos torsionales, puesto que € propdsito principal es el de hacer en la seccion 2.2 los
mismos calculos aplicados a esferoides. Es importante mencionar, que Unicamente en este
caso es posible hallar una solucion analitica. Para finalizar, en la seccion 2.3 se comparan
los resultados obtenidos del modelo eléstico a partir de los modos torsionales con los datos

experimentales.

2.1 Modos normales de esferas inmer sas en un medio infinito.
En e primer capitulo se ha resuelto la ecuacion que describe la propagacion de
ondas aclisticas en un medio elastico isotropico:

T u

mNZu+( +mN(R>u)=r e

(1.1)

siendo u = u(r, t) el desplazamiento.



42

Al considerar una esfera de radio R inmersa en un medio infinito, ambos con

propiedades elasticas digtintas, se obtienen dos soluciones, una para cada region,

respectivamente:
ju,(r.t) O£r £R

u=j : (2.1a,b)
Tum(r,t) R<r<¥

donde los subindices indican “p” parala nanoparticulay “m” parala matriz. Ambos medios
con sus respectivas constantes elasticas | p, my |'m, mn (coeficientes de Lame), y
densidades rp,y rm [21]. Las velocidades longitudinal y transversal del sonido seran
entonces Cyp, Crp paralananoparticulay Cpm, Crm parala matriz, respectivamente.

La solucién radia en el intervalo 0£r £ R, es la misma que se utilizo en e caso
libre, a saber: las funciones de Bessel esféricas. Fisicamente, la superficie interna de la
matriz sirve de barrera y los modos de oscilacion investigados para las nanoparticulas
embebidas dentro de ella, son modos confinados; por lo tanto, la solucién en la region
R<r <¥ serd representada por funciones modificadas esféricas de Bessel de segunda
clase k,(z); las cuales, son funciones que decaen répidamente conforme aumenta su
argumento [37].

Para la solucion de la ecuacion de ondas elasticas bajo esta condicion ala frontera,
el problema es méas general que el planteado en el capitulo primero, aqui se requiere de la
continuidad de las tracciones o fuerzas por unidad de areaF enr =R, es decir:

F| +F

r=R m‘l’:R

=0 (2.2)

Sin embargo, esta condicidén no basta para obtener una ecuacion de eigenfrecuencias
como las obtenidas para oscilaciones libres. El teorema de unicidad de las soluciones de la
elastodindmica afirma que la continuidad del desplazamiento u(r,t) no puede ser utilizada
como condicion limite sobre una misma frontera sobre la que previamente se ha
considerado la continuidad de las tracciones [1]. Lo anterior es valido si se tiene s6lo un
medio como en el caso de la esfera libre. Cuando se tienen dos medios, ademés de la
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condicion (2.2), la condicion a la frontera referente a los desplazamientos se toma como

segunda ecuacion:

Uy . = afr =Rt) (2.33)

r=R =

up

donde g(r = R,t) es una funcién que indica que los medios no necesariamente tienen que

estar pegados [1], por lo que esta condicidn a la frontera es una expresion muy general. La
condicion ala frontera utilizada por algunos autores [21,26]:

(2.3b)

es un caso particular de la ecuacion (2.3a), donde Y representa al potencial escalar o
vectoria. Cuando los medios estan pegados se puede imponer la continuidad de los
desplazamientos sin problema, a saber [1,50,51]:

(2.3¢)

r=R m‘l’:R

Entonces, combinando (2.2) con una de las expresiones (2.3b) o (2.3c), tenemos que
paralos modostorsionales resulta:

u él -

Akem e i (b)- ()i~ Ay Mgk, (0)- Ky (b)i=0 (2.4)
éb 0 éb o}
A (b)- Ak, (b)=0 (2.5)

donde los coeficientes A; son las amplitudes de los campos elasticos que en el primer
capitulo no se escribieron explicitamente (tienen dimensiones de longitud), pero ahora que
tenemos dos medios elasticos distintos que deben formar parte obligatoriamente del sistema
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de ecuaciones para formar el determinante de estas expresiones y asi obtener la ecuacion

trascendental para una particula esférica inmersaen una matriz [21,26]

J|(b) m, é

I -1- b J|+l(b) mh g -1- b|k|+l(b')8=0 (26)
é a

donde b'=k'; Ry b =k;R, los cuales estan relacionados mediante

CTmbl — CTDb
R R

W = (2.7)

siendo kr y K’ los respectivos vectores de onda de la particula y de la matriz.
Cuando se considera Unica y exclusivamente a los modos torsionales, se observa de
la ecuacion (1.11b), que estos dependen de un solo vector, el arménico esférico vectorial

C. (q J ); por esta razon, al tomar la combinacion de (2.2) con (2.3b) o (2.3c) da como

resultado la misma ecuacion trascendental (2.6).

La ecuacion trascendental (2.6) tiene evidentemente raices con valor diferente a los
obtenidos en la ecuacion (1.15) para modos torsionales libres, pero las expresiones para los
desplazamientos son idénticas.

Respecto a significado fisico de la ecuacién (2.6), setiene por una parte que los dos
primeros términos representan precisamente a la ecuacion trascendental (1.15) de los
modos torsionales libres de la esfera, por lo que si las constantes el asticas de la matriz son
nulas, la ecuacion (2.6) se reducira a la (1.15). Por otra parte, de esta ecuacion surgen
nuevos modos que no aparecian en el caso libre: este término se denomina la libracion, la
cual puede verse como una rotacion frustrada debida al medio circundante a la NP, de tal
manera que si la matriz no existiera, larotacion ocurriria libremente.

Del capitulo primero, recordemos que para €l caso libre, la ecuacion (1.15) de los
modos torsionales con I=1 sereduce a

j,(b)=0 (115)
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donde b,, =k, R, siendo n €l orden de laraiz en 1.15 (n =1,2,3...). El desplazamiento

viene dado por:

Y. &b, rg ib, C. 0
un(l =Lm=0)=j singj,¢ = gexpge it ¢ 9 (1.11b)
eRg e R g

donde la frecuencia de vibracion estd dada por el coeficiente de t en el exponencial, aqui
introducimos explicitamente el valor de n. Si el argumento de una funcién de Bessel j, (2)

tiende a cero, la funcién se puede aproximar como Z [37], entonces la ecuacion (1.11b') se

convierte en:

v
uTl(I :Lm:O,n:O):j Frsing (2.8

movimiento que representa la rotacion de una esfera alrededor del gje z, donde F es un
angulo arbitrario.
Para el caso de una esfera embebida en una matriz, si tomamos el limite cuando el

argumento de ambas funciones de Bessel tienden a cero en la ecuacion 3.6 para | =1 y

recordando que en este caso K, (z) ® z (" [37], entonces tenemos que esta ecuacion se

transforma en:
1 m, 1 _
a_ 0 F =0 (2.9)

cuya raiz esb,_, , = k,R, donde €l subindice cero representa al nuevo modo n=0 que

surge con | =1. Despejando de aqui al vector de onda tenemos:

k=< 1T (2.10)
RY m,
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obteniéndose la frecuencia del modo libracional:
_ _1 o m,
w, = kTOCTp == g1 (2.11)

lacual no sblo depende de los parametros de la esfera, si no también de larigidez mecanica

(my) de lamatriz que la soporta. La ecuacion del desplazamiento finalmente resulta ser:

U o) 0
u,(=1Lm=0,n=0)=] rsingexpt = 51Mmt= (2.12)
8 R o p

LaFigura 2.1 daunaideadel movimiento de laNP en el modo libracional.

2.2 Modos nor males de esferoides inmer sos en un medio infinito

Asi como en el caso esférico, la solucion de la ecuacion de ondas elasticas en
coordenadas esferoidales requiere dos soluciones cuando el esferoide oblato o prolato se
encuentre embebido dentro de una matriz, a saber:

o(r.t) 0EXEC

") ey (2.13)

donde lavariable “radial” X representaala superficie del esferoide.

En el primer capitulo de esta tesis se desarrollé una solucion axisimétrica para el
problema de la ecuacién de ondas elésticas en esferoides libres, y las funciones que
representan a esta solucién son funciones esferoidal es de primera clase [39], a saber:

0 _ 1 ox2+102 & (2m+r)l Loy
le (h,X) gdml (2m+r)| x 2 E r?o,l rl dr Jmer (hX) (1518)

r=01 rt
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donde €l signo de suma es para la solucién oblata y el de resta para la prolata. Como ya se
menciond, la solucién oblata puede obtenerse de la solucion prolata al sustituir h® ih y
X ® -ix [39,50], recordemos también que h es @ producto de f por k (Ver 1.3.2). La

primera derivada de la ecuacion (1.514) es.

dROMNX) 1 ePx16e & (emer ) @ () M ()
dx g g (2m+r)!§ x 2 390,1 r! r dx xx?+1) 5

(1.51b)

Por lo visto en la Seccion 2.1, la solucion fuera del esferoide debe ser una

generalizacion de las funciones modificadas de Bessel de segunda clase k,(x). Las

funciones esferoidales “radiales’ de terceray cuarta clase se definen respectivamente como
[39,40]:

1 a&x%+102 & (2m+1). vt o m
REY(h,x)= . Gmaik o rg_j}l( . )u 'd™h2)(hx) (2.14)
ad —— e
r=01 r!

El conjunto anterior de funciones son el andlogo esferoidal de las funciones
esféricas de Hankel de primeray segunda clase [37].

Debido a que las funciones modificadas esféricas de Bessel de segunda clase estan
definidas en términos de las funciones esféricas de Hankel [37]:

k,(x)=- i'n¥(ix) (2.15)

entonces bien se puede definir a las funciones esferoidales de quinta clase como:
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(2m+ I’)!ir+m—ldrmlkarr (hX) (216)

y por la forma en que han sido escritas estas funciones deben reducirse a las funciones
modificadas esféricas de Bessel de segunda clase k (x) cuando se tiende al caso esférico,
asi como ocurri6 con las funciones esferoidales de primera especie [40]. Al igual que su
analogo esférico, las funciones esferoidales de quinta clase dadas por la ecuacion (2.16)
deben decaer rapidamente conforme crece su argumento. La derivada de Rl(f’) (h'T ,x) con
respecto a x, es idéntica a (1.51b) salvo que en lugar de funciones esféricas de Bessel se
sustituyen por funciones esféricas modificadas de Bessel k , (x).

Entonces, aplicando la continuidad de las tracciones sobre un esferoide oblato

(prolato) de superficie x = X, uno tiene laexpresion andloga a (2.2) dada por:

=0 (2.17)

y s aesto afiadimos la continuidad de los potenciales o del desplazamiento dadas por (2.3),
obtenemos €l siguiente sistema de ecuaciones:

AmES 5 G RIbn.C)- R cf- Am S E RO, .c)- R, c)2=0
(2.183)
AR (h,C)- ARP(h,,C)=0 (2180)

Formando el determinante del par de ecuaciones (2.18) tenemos por resultado ala
ecuacion trascendental que nos da las frecuencias para los modos torsionales axisimétricos
de esferoides oblatos o prolatos de foco f y superficie X inmersos dentro de una matriz

infinita:
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d .
CZ ildic R1(|5)(hT ’C)
c R .C)

d

-1- -17=0 (2.19)
¢ RY(h.c) m,

monmuopa

La anterior ecuacion es un resultado original y representa una generalizacién de la
ecuacion (2.6) para €l caso torsional esférico. De ambas ecuaciones se observa que si
m, = 0 es posible obtener trivialmente el caso libre

La misma ecuacion (2.19) tiene dos casos limite importantes, el primero debe
reducirse al ya citado caso torsional esférico; el segundo limite debe considerarse como €l
modo libracional de los esferoides prolato u oblato segin sea el caso. Para obtener ambos
limites el procedimiento es semejante.

El limite asociado a los modos libraciones prolato u oblato requiere llevar
h,C® 0, donde h; = fk;, permaneciendo f y X finitos, lo mismo aplica paralah’r. Aqui
también se deduce que €l Unico coeficiente que sobrevive es el que tiene indice r =1 - m.

Por otra parte (2.19) con | =1, n =0 resulta en:

1om 1 (2.20)
9 m (hC)

Despejando de (2.23) al vector de onda tenemos:

Kro :flC a!rr:: (2.21)

donde fX esigual aa o0 b, segln se trate respectivamente del modo libracional prolato u

oblato. Ademés, (2.21) se reduce a (2.10) en el limite esférico. La frecuencia del modo
libracional queda como:

1
Wy =kroCry = /5!!':‘n (2.22)
p
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La ecuacion del desplazamiento para el modo libracional es

V]
u;,(m=11=1,n=0)=j fCsingexp(- iw,t) (2.23)

movimiento que representa la libracion de un esferoide alrededor del gje z

Figura 2.1 Representacion esquemética del modo torsional | = 1, m= 1, n = 0 para un esferoide oblato, €l
cual se denomina modo libracional.

2.3 Aplicacién a nanoparticulas de bismuto inmer sas en ger manio amorfo.

En los resultados de los célculos que se presentan a continuacion se comparara el
corrimiento de frecuencias entre los casos torsional esférico y el torsional oblato; ademés,
para cada uno de éstos, se realizara una comparacion entre los casos libre e inmerso afin de
hacer patente el contraste de resultados que con @ cambio de condiciones a la frontera se
origina. La justificacion paralo anterior es que las frecuencias experimentales de los modos
de baja frecuencia de NPs oblatas de Bi inmersos en germanio amorfo (a-Ge) se modelaron
originalmente como si fueran esferas de radio igual a semieje menor del esferoide [27]; ver
Figura 2.2, donde se muestra al modo de respiracion de esfera(m=0, 1 = 0, n = 1)
considerado entonces como responsable de los corrimientos Raman observados.

Posteriormente, al modelar las frecuencias mediante modos torsionales libres de
esferoide del capitulo I, se utilizé larecta mostrada en la Figura 1.7 la que representa alas
frecuencias limite cuando los esferoides se convierten en esferas(m=0, | = 1, n = 1),
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también ladibujamos en la Figura 2.2. Sin embargo, ese primer modo torsional libre se ve
muy amortiguado cuando la esfera se encuentra inmersa en un medio con propiedades
elasticas diferentes. Debido a la existencia de una matriz también surge €l modo de
libracion (m =0, | = 1, n = 0), el cua se observa de la Figura 2.2, el cual tiene una

pendiente ligeramente mayor que el primer modo torsional libre.

100 100

| A

75 - 75

D _50

O Ram_anMAC
Radial , | o5
—A— Torsional ,
o Libraciénmm_
I =1,n=0 i
—A\— Torsionalmm_

Corrimiento Raman (cm™)

T I T I T I T I T O
0.6 0.8 1.0 1.2 14

Figura 2.2 Modos acUsticos modelados por modos normales esferas de radio efectivo igual a semigje menor
b de los esferoides oblatos. Al igua que en la Figura 1.7, los modos de baja frecuencia estan dados por los
cuadrados blancos (O ). Lalinea que pasa por (&) representa alarecta de la misma Figura 1.7. Lalinea que
pasa por (&) representa el mismo caso pero con la NC inmersa en la matriz. La recta representa a modo de
respiracion o radial libre de esfera de lareferencia[27]. Por dltimo, («=) representa a modo de libracion.

Sin embargo, modelar modos normales de NPs considerandolas como esferas
cuando en realidad no lo son, puede conducirnos a resultados erréneos, asi que el modelo
de esferoide eléstico oblato deberia aproximarse a la forma real de las NPs, pero ademas a
una mejor coincidencia de las frecuencias calculadas con las experimentales. En la Figura
2.3 ya e utiliza el modelo de esferoide eléstico oblato. Los valores de las frecuencias

tedricas como experimentales estén escritosen laTabla 2.1.
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Figura 2.3 Modos aclisticos modelados por modos torsionales de esferoides oblatos. Los modos de bagja
frecuencia siguen siendo representados por los cuadrados blancos ( O ). Los cuadrados negros ( B )
representan a las frecuencias calculadas con € modelo esferoidal oblato libre de la Figura 1.7, aqui se
muestran unidos con lineas punteadas. Los (E), que también estan unidos con lineas punteadas representan
mismo caso pero con laNC inmersa en la matriz. Por Ultimo, (-=) representaa modo de libracién. El valor de
m = 1 indica que es una solucion axismétrica para € esferoide, en cambio los resultados para la Figura 2.2
son también soluciones axisimétricas pero en ese caso m= 0.

Los modos torsionales de esferoide oblato libre de la Figura 1.7 del capitulo | [48],
representaban una mejor aproximacion a la saturacion mostrada por las frecuencias Raman
de los modos acisticos. Sin embargo, a considerar la matriz, estos mismos modos (m=1, |
=1, n = 1) se ven muy amortiguados, sobre todo para las frecuencias de las NPs més
pequefias, la curva interpolada tiene un cambio de pendiente como el observado para la
curva experimental pero con las frecuencias mucho mas pequefias por 1o que este modo
debe descartarse. Finalmente, habria que analizar el modo libracional de esferoide (m=1, |
=1, n=0), €& cual parece que se gjusta mejor para las NPs mas grandes pues en esta parte
delasFiguras 2.2 y 2.3 hay un comportamiento lineal.
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Tabla 2.1 Valores de |as frecuencias experimental es We, que corresponden a la banda de menor frecuenciaen
laFigura 1.5 y que han sido dadas en la Tabla 1.1. Las frecuencias calculadas se dividen en weg Yy en Wy,
los primeros son los modos torsionales de la esfera y estan graficados en la Figura 2.2, los segundos son los
modos torsionales del esferoide que estén graficados en la Figura 2.3. Los modos libracionales de la esfera y
del esferoide coinciden porque d radio de la esfera esidéntico a semigje menor del esferoide, originado por
laigualdad en las ecuaciones (2.11) y (2.22). El modo m=0, 1=0, n=1, representa a modo de respiracion de la
esfera con radio igual a semigje menor del esferoide y publicado en lareferencia[27].

Muestra BG12 BG25 BG50 BG100 BG200

Wexp (€M) 48 48 49.6 17 3

Weg (cm')
m~=0,I1=0,n=1 103.24 61.45 29.84 13.84 8.35
libre

Weg (cm)
m=0,1=1,n=1 135.51 80.66 39.17 18.17 10.96
libre

Weg (cm')
m=0,1=1,n=1 69.94 41.63 20.21 9.37 5.66
inmerso

Wob (cm™)
m=1,1=1,n=1 83.7 52.9 24.6 11.2 7.0
libre

Wob (cm™)
m=1,1=1,n=1 35.53 25.28 10.77 478 3.12
inmerso

WES, Libracion (CM)
m=0,1=1,n=0 141.53 84.24 40.90 18.97 11.45

inmerso

Worb, Libracien (CMY)
m=1,1=1,n=0 141.53 84.24 40.90 18.97 11.45

inmerso

La solucién que hemos obtenido tiene una analogia con el pozo de potencial de la
mecanica cuantica [51], primero porque propone gue las soluciones sean ondulatorias para
la nanoparticula, pero que sean evanescentes para el otro medio elastico que lo rodea, asi se
encuentra gue existen modos vibracionales de nanoparticula a pesar del medio exterior.
Algunos autores [52,53] proponen que las soluciones fuera de la NP sean solamente
funciones de Hankel esféricas, esas funciones de onda corresponden también a dispersion
de ondas elasticas de un medio infinito con una inhomogeneidad esférica [1,54]. A las
funciones modificadas de Bessel se les conoce también como funciones de Bessel
hiperbdlicas debido a que su relacion con las funciones de Bessel es semejante a la que
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existe entre las funciones trigonométricas simples con las funciones trigonométricas
hiperbdlicas [4]. Las funciones modificadas de Bessel no son el valor absoluto de las
funciones de Hankel, tal como asegura Saviot [52] a citar a las referencias [21,26],
afirmando también que son soluciones artificiales. Lo Ultimo es cierto, pero representa una
aproximacion bastante buena considerando las complicaciones mateméaticas que representa
resolver una ecuacion trascendental compleja, y peor aln si se trata de resolver una que
considere funciones esferoidales.

Fisicamente, la solucion agui presentada también representa un acoplamiento débil
entre matriz y sustrato si se considera la solucion con la condicion a la frontera
complementaria a (2.2) a la (2.3b), cuestién que experimentalmente esta verificada en
nuestro sistema de NPs de Bi en a-Ge, ya que estos materiales no se ligan quimicamente
[49], tal como lo veremos en el siguiente capitulo. Un acoplamiento fuerte implicaria tomar
la continuidad del desplazamiento (2.3c), 0 como el caso completamente aprisionado, que
implica otra condicion a la frontera, u = 0 enr = R paralaesferao x = X en e esferoide
[1,52].



CAPITULO Il

Modelo discreto clasico para nanoparticulas.

En este capitulo se desarrolla un modelo basado en resortes y masas, el cual se
aplica a nanoparticulas de bismuto inmersas en una matriz de germanio amorfo, este marco
tedrico representa una forma alternativa de explicar el origen de las bajas frecuencias en sus
espectros Raman, pues € modelo del continuo de los dos primeros capitulos no fue
satisfactorio para explicar las frecuencias de las nanoparticulas mas pequefias.
Aprovechando que se tiene la estructura cristalina de las muestras, con este modelo
sencillo, que considera la naturaleza discreta de una nanoparticula, se hace responsable a
los modos de acordedn de los planos cristalinos como el mecanismo dominante. La
influencia de la matriz juega un papel que no debe despreciarse; asi, en el cllculo de los
modos se incluyen consideraciones que agregan la interaccion de la matriz con el
nanocristal.

3.1 Modelo de cadena lineal para las vibraciones de nanoparticulas

El modelo de masas y resortes con el que trabajaremos a continuacion implica tanto
calcular masas de planos cristalinos dentro de una nanoparticula esferoidal como las
constantes de resorte efectivas a partir de constantes de resorte individuales de los atomos,
asi que cada masa y cada constante de resorte efectiva sera diferente una de otra porque las
intersecciones de los planos cristalinos con los esferoides, varian dependiendo de como se
hagan los cortes. Sin embargo, la informacion experimental muestra que € €e de
crecimiento de las NPs cristalinas es perpendicular a substrato [49], lo que nos indica que

existe cierta simetria como veremos a continuacion.

3.1.1 Planos cristalinos en nanoparticulas esfer oidales de bismuto
Un esferoide oblato es una elipse de revolucidn con su ge a lo largo del semigje
menor b. Consideremos ahora que cortamos a este esferoide con planos paralelos a largo

del semieje mayor a, con una distancia de separacion di;o entre los mismos. Pretendemos
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gue estos cortes representen a los planos cristalograficos, de ahi el por qué agregar a los
subindices en dy10, en este caso para indicar la direccion perpendicular alos planos (110) en
la estructura rombohédrica del bismuto, siendo diio € parametro de red en la direccion
mencionada, razon por lo que de aqui en adelante nos referiremos a estas estructuras como
nanocristales (NCs). Ver Figuras 3.1y 3.2

Figura 3.1 Nanoparticula cortada en planos cristalinos. De acuerdo con la Tabla 3.1 podria representar ala
muestra BG50.

Paralocalizar la posiciéon de la coordenada z de cada plano del esferoide, se parte de

lacondicion de si existen un nimero par o impar de planos dentro del NC, a saber:

z; =d;y, " |, ndmero impar de planos

j=0,1,2, ... (3.1

N
1
I+
o

nimero par de planos

Q IO

- - -
i 110 85'*']

En el capitulo |, se revisd que en un sistema coordenado tridimensional, si b

coincide con €l gje z, una superficie oblata obedece la ecuacion [36]:

X2 +y2 22
+ =1 1.19a
f2(x*+1) f? ( )
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dondef esladistancia focal del esferoide y x es la coordenada que representa a la superficie

oblata. Haciendo una proyeccién de esta superficie sobre el plano y-z y substituyendo en la

expresion (1.19a), b/f envezdex y af envez de m (ver ecuacion 1.52a), se obtiene
una expresion parala elipse de la Figura 3.1. Luego entonces, para calcular el &rea circular
gue coincide con los planos cristalogréficos, primero se obtiene el radio dado por la
expresion de la coordenada y; de la elipse, el cual es:

[N
-0

X Z
ﬁ=¥§-§

(3.2)

Q -

La estructura cristalina del bismuto consta de 6 atomos por celda hexagonal [55],
(ver Figura 3.2). Debido a que esta estructura no constituye una celda primitiva, y con el
fin de hallar 1a masa de los planos, es preferible utilizar la estructura rombohédrica que

consta de s6lo dos &omos [55].
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Figura 3.2 Celda hexagonal de Bi. Los vectores en la base tienen una magnitud de x, =y, =4.546Ay
z,, =11.862A [55], los cuales estan exagerados en su longitud a fin de resdtarlos. La celda primitiva

rombohédrica esté insertada dentro de la primera, sus vectores en labase miden x, =y, =z, =4.746A . La

region sombreada representa la interseccion de los planos (110) con la celda primitiva y los circulos son los
domosde Bi.
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EnlaFigura 3.2, se indica mediante laregion sombreada, el corte de un plano (110)
sobre una celda primitiva rombohédrica. De la misma, se deduce que cada celda unitaria

contribuye con un area alos planos (110) dada por la expresion:
Aw =z, (V.- x,) (323)

donde x;, yr, z son los vectores unitarios de la celda primitiva rombohédrica. El area Aj10
debe ser rectangular porque en el producto vectorial, €l vector y, - X, (antiparalelo al
vector x, de la base hexagona y de igual magnitud) es perpendicular al vector z. Notese

gue, ladireccion perpendicular a los planos (012) en la estructura hexagonal coincide con la
direccion perpendicular alos planos (110) en la estructura rombohédrica [56].

La masa de los planos resulta de dividir su area por A, =215745A% y de
multiplicar por 2my,, siendo my; la masa de los &omos de bismuto. La masa del plano j-
ésimo queda expresada entonces como:

2

_ Py;
m, =
AilO

C2my =nmg (34)

J

donde el cociente es el nimero de celdas intersectadas y n; el nimero de &omos en el
plano. La Figura 3.3 apoya visuamente lo afirmado en la ecuacion (3.4). De la misma
figura, también se observa: (1) el aumento en el érea de los planos conforme se acercan al
centro del NC, y (2) lainexactitud en el acomodamiento de las areas A1 sobre los distintos
planos de los NC's. Es necesario precisar cuantos planos debe tener un NC; pues no deben
colocarse de manera indiscriminada solo porgue sea posible acomodarlos de acuerdo con
las ecuaciones (3.1) y (3.2). En cambio, lo que si se debe cumplir estrictamente es que la
masa de los esferoides, dada por el producto de su densidad r por su volumen V definido

por:

V= 4;’ a’b (3.5)
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debe ser igual ala masa que se obtendria con (3.4), sumada sobre todos los planos.
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Figura 3.3 Vista superior del &rea de los planos cristalinos dentro de una nanoparticula de Bi. Los circulos
pequefios cerca del origen representan a los d&omos de Bi (indicados en la Figura 3.2). La gréfica hace
referencia a la muestra BG50, la cual posee 5 planos. La escala esta en angstroms. La Tabla 3.1 da toda la
informacién del nimero de planosy celdas intersectadas por cada plano.

Finalmente, el célculo de ladistancia interplanar en términos de los parametros de lared es:

drg = % (3.6)

siendo Gny la norma de G =hA+kB+IC, y A, B, C los vectores unitarios en la red
reciproca [44]. Los subindices toman los valores h=1, k=1, =0; por lo tanto, la
distancia interplanar di10 s de 0.328 nm para Bi, |o cual esté de acuerdo con los datos de la
literatura [27].
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3.1.2 Justificacion fisica del modelo y ecuaciones de movimiento de la cadena lineal.

Para aplicar las ecuaciones de movimiento de una cadena lineal a nuestro conjunto

de planos cristalinos, se han tomado las siguientes hipotess:
12 hipdtesis. De las Figuras 3.1 y 3.3 se deduce que si €l nimero de planos es impar, €l
plano central que divide al esferoide en dos exactamente, es el mas masivo. El resto de los
planos se ubica simétricamente por pares con respecto a plano central y tienen masas
iguales (cada par). Si e numero de planos es par, € plano centra mencionado
anteriormente, no existe y los planos restantes cumplen con las mismas condiciones
anteriores. Esto es hipotético porque en larealidad las nanoparticulas no estan constituidas
de planos paralelos perfectamente orientados y sin defectos. La Tabla 3.1 en la seccién 3.2
resume toda la informacion del nimero de planos y celdas intersectadas por plano.

Esta hipétesis ya habia sido desarrollada en la seccion 3.1.1, pero aqui se retoma
como tal porque a partir de ella, se puede obtener |as constantes efectivas de resorte C; entre
cada plano, tal como se vera a continuacion.

22 hipétesis.. Suponiendo una interaccion a primeros vecinos entre los aomos de un plano

de Bi con el adyacente [57,58], la constante de fuerza efectiva sera igual a C; =a |k,

donde k es la constante de resorte entre enlaces individuales de Bi con Bi (representada por
las flechas blancas de la Figura 3.4), y a; representa el nimero de atomos de Bi enlazados
consigo mismo. Especiamente, a, es el nUmero de &omos de Bi en los planos de los
extremos (que llamaremos tapas). El Bi y Ge forman un sistema eutéctico de baja
solubilidad mutua [49]; ademas, el Ge se encuentra en estado amorfo (a-Ge). De lo
anterior, las suposiciones importantes que son: (1) no todos los atomos de Bi que estén en
la frontera con la matriz se encuentran enlazados y (2) toda la interaccion Bi con a-Ge se
concentrard en las tapas. Las flechas rojas de la Figura 3.4 representan la constante de
fuerza de los resortes que unen a los aomos de Bi de los planos tapa en contacto con
germanio, edta interaccion de Bi con a-Ge esta dada por k,. Por lo tanto, la constante

efectiva es C, =a,pK,, [59]. a ik, ha sido multiplicado por el porcentaje efectivo de

enlaces individuales representado por el pardmetro libre p, [59].
Lainteraccion de los aomos de germanio, que estén a su vez en contacto con el NC
de Bi y con la matriz a-Ge (representada por las flechas verdes), se trata de manera

particular y esto dalugar a unatercera hipotesis.
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32 hipotesis. Para ilustrar mejor las cosas, consideremos el caso més sencillo
mostrado en la Tabla 3.1, se trata de la muestra mas pequefia, la cual tiene Unicamente dos
planos. Estos planos tapa, de un lado ven a su contraparte de Bi y del otro a la matriz de
germanio. En una primera aproximacion consideramos a la matriz de Ge como una pared
rigida de masa infinita; sin embargo, los resultados obtenidos estaban lejos de los
experimentales. Para remediar la situacion consideramos una pared movil representada por
un plano imaginario de atomos de germanio que a su vez esta enlazado a una pared rigida
de masa infinita. Este enlace esta representado por las flechas verdes. En la Figura 3.4 se
han incluido unas barras gque representan a los planos imaginarios de Ge. En este modelo
consideramos que los planos de bismuto tienen modos de acordedn donde el movimiento
involucra a los planos imaginarios de germanio. Las constantes de fuerza interplanos son
tomadas de datos experimentales [59]. Finamente, los planos imaginarios de germanio

tienen una masa m, =a,m;,, mientras que entre la pared de masa infinita y estos planos
existe un resorte de congtante elastica efectiva C =a p,k,., donde a; se definio en la

hipotesis 2 y p, es el porcentgje de enlaces individuales entre &omos de Ge con constante

de resorte kee. Las Figuras 3.4y 3.5 resumen las tres hipotesis del modelo.

Figura 3.4 Suponiendo unainteraccion a primeros vecinos, la constante de resorte efectiva C; entre |os planos
cristalinos de un NC, se obtiene como la suma de las interacciones individuaes de los &omos representadas
por la flechas blancas. La figura es simétrica con respecto a plano medio del esferoide. Las flechas rojas
representan fisicamente e efecto superficial de la matriz de Ge sobre el NC de Bi, este efecto |o tomaremos
en cuenta solamente para las tapas. Dado que la matriz es amorfay el enlace entre Bi y Ge es poco probable,
deben existir muchas flechas rojas sueltas [59]. La interaccion Ge con Ge -representada por las flechas
verdes- tiene mayor probabilidad de enlace. Las barras blancas horizontales representarian una especie de
posiciones promedio de |os aomos de germanio.
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Figura 3.5 Modelo de planos cristalinos de una NP esferoidal mediante un sistema de resortesy masas. Si el
numero de masas es impar, las constantes de resorte son C; =Cy_;, C, =Cy_g, ..., Cj.; =C;, y las masas
seran my =my, m, =My, ..., Yy m; lamasaintermedia, distinta atodas. Si  numero de masas es par, €
conjunto de igualdades anteriores se cumple sdvo que habra un resorte intermedio con C; diferente en

magnitud a resto de los pares, en medio de dos masas iguales. La region encerrada representa al NC libre,
pero la matriz podria acoplarse al movimiento longitudinal de los &omos en los planos, a menos a primeros
Vecinos 'y a su vez todo € conjunto sujeto con un resorte de constante C a la matriz representada por la pared.

Definiendo m, =a;mg, la masa de los &omos de Ge oscilando en fase con los planos del NCy C, la
interaccion de Bi con Ge en |os planos extremos 0 “tapas’.

Considerando las tres hipétesis anteriores, el lagrangiano queda expresado como:

N+11 . 1 N+11 1
L:égmj x,—z-Eng- éZCj(xj - xjﬂ)z- 5Cx,ﬁ+l (3.7)
i=0 i=0

Para cada una de las posiciones de las masas, las ecuaciones de movimiento esan
dadas por:

My Xo =-Cxo - CO(XO - Xl)
m; ;(j:Cj,l(xj,l- xj)- Cj(xj - xj+l) j=12,..,N (3.8

mOXN+l:CO(XN - XN+1)' CxXns1

Suponiendo una dependencia armonica en el tiempo, es decir X; (t) = A e, por lo

gue la matriz tridiagonal (3.8) setransforma en:
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[c+c,- wmy)A, - c,A =0
-CL,A,+(C,,+C-Wm)A -C A, =0 j=12,..N (3.9

- CoA +(Co +C- WA, =0

Haciendo las sustituciones de las C; y dividiendo al sistema de ecuaciones (3.9)

entre k, éste queda rescrito adimensional mente como:

.0
e A -ap,foA =0
9

e
?lplFO +a1pofo - L2

Bi
- alpofopb +(a1pofo +a1 - LGl)Ai - alA2 =0
~a A+l +a - Ln)A -a A, =0; j=23.,N-1 (3.10)

- alAN—l +(a1 +a1pofo - LGl)AN - alpOfOAN+l =0

& e
-aP, fOAN—l +§alplF0 +a1p0 f0 - LGn};EAN =0

siendo f, = l:(‘) F, = k;(;e , L? = ﬁz donde L es lafrecuencia adimensional y w se define
W
como w? = LS . Lamasa de cada plano cristalino queda expresada adimensional mente por
r.nBi

m; :
n, = -, ver ecuacion (3.4). Finalmente m. es la masa de un &omo de germanio.
Bi

3.2 Resultados.

Utilizando las muestras anadlizadas en la Tabla 1.1, se cortaron los esferoides
mediante planos como se indico a partir de la expresion (3.1) hasta obtener las frecuencias
de los modos normales de los planos mediante la resolucidén del sistema de ecuaciones
(3.10).

En la Tabla 3.1 se muestran los principales pardmetros relativos al modelo. En la
Tabla 3.2 se hace la comparacion de las frecuencias experimentales con las calculadas, en
la mismatabla se muestran los eigenvectores o0 modos de vibracion obtenidos en el calculo.
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Por otra parte, en la Figura 3.6 se grafican las frecuencias calculadas de la segunda tabla
contra el inverso del tamafio del semieje menor del esferoide oblato. Ademés, en la misma
figura se compara con respecto a las frecuencias de una esfera de radio igual a semigje
menor de los esferoides. En la Tabla 3.3 se hace algo semejante a lo realizado en la Tabla
3.2, pero con respecto al siguiente modo calculado, el que en principio también se podria

observar en el experimento.

Tabla 3.1 Las muestras del NC de Bi contienen desde 2 hasta 19 planos cristalogréficos. Las dos més
pequefias. tienen muy pocos aomos seguin la hipdtesis 1: 40y 76 respectivamente, cantidades que se obtienen
sumando el nimero de celdas intersectadas por plano y multiplicandose por dos, de acuerdo con la segunda
igualdad en (3.4). Las frecuencias cal culadas corresponden a diferentes val ores de los parametros libres po y
p. definidos en nuestras hipétesis 2 y 3, donde las constantes de resorte de k, kg ¥ kee Se tomaron de la
referencia[59].

Muestra BG12 BG25 BG50 BG100 BG200
a (nm) 1.15 1.25 35 8.5 11.5
b (nm) 0.25 0.42 0.865 1.865 3.09
No. de planos 2 3 5 11 19
No. de celdas 10, 10. 8,22,8. 75,152, 178, 238,531,759, 168,537,862,
intersectadas 152, 75. 922,1019, 1145,1383,
por plano 1052,1019, 1579,1731,
922,759,531, 1839,1904,
238. 1926,1904,...
862,537,168.

Las constantes de resorte han sido obtenidas de experimentos de espectroscopia
infrarroja y usando modelos de enlace quimico en vidrios de GeBiSe [59], donde la rigidez
de la congtante de fuerza del germanio estd dada por ks.= 80 N/m, y dado que la constante
de resorte de Bi segun la misma referencia es k = 44 N/m, entonces ocurre un gran
amortiguamiento en las frecuencias respecto a S se permitiera oscilar libremente a los
planos del NC de Bi. Sin embargo, el amortiguamiento entre Bi y Ge no es tan abrupto, ya
gue la constante de interaccion obtenida de la misma referencia [59] esta dada por k, =
59.34 N/m, por lo que los primeros vecinos de la matriz con el NC representan una region

de transicion de las propiedades mecanicas dadas por las constantes de resorte. Tomando en

cuenta estos resultados experimentales, hemos utilizado los valores de p; = 0.11 y Po=



65

0.02, lo que refleja que el acoplamiento entre la matriz y el nanocristal en los planos de los
extremos es muy pequefio, a pesar de gque en esta region es donde se concentra toda la
interaccion en la superficie de NC con la matriz. En la Figura 3.4 se han incluido unas
barras donde estarian las posibles posiciones promedio de los &omos de Ge formando una

capa.

Corrimiento Raman (cm'l)
SN
o
|

20 -
/Q —— Oblatos Inmersos
1 @ p,=0.11,p =0.02 ]
10 - o Valores Experimental -
Oblatos Libres
1 o A Esferas inmersas de radio b T
0 ! | ! | ! | ! | ! | ! | !

00 02 04 06 08 10 12 1.4
d. /b

110

Figura 3.6 Frecuencia calculadas y experimentales contra € inverso reducido del semigje menor de los NCs

de Bi. po Y p1 son los porcentajes de enlace entre las tapas del NC de bismuto con el germanio y de éste con €
resto de la matriz representada por la pared fija de la Figura 3.5. En la gréfica se muestra €l caso de
esferoides libres, cuyas frecuencias divergen del caso inmerso cuando € NC es de pocos planos atdmicos.
Findmente, el caso de esferainmersa es casi idéntico en los valores de las frecuencias, o cua da un indicio
que éstastal vez no dependan del tamafio de los planos que constituyen el NC.
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Esta clase de nanocristales pueden tener varios modos de vibracion, pero solo
algunos de ellos son observables experimentalmente. Por ejemplo, e primer modo
representa el movimiento en fase de todos planos de un lado a otro y que en el caso de la
nanoparticula libre representaria una translacion. El segundo modo, es € que puede
compararse con el experimento, pues de acuerdo con las reglas de seleccion, debe ser un
modo activo en Raman [41], este corresponde a primer modo centro-simétrico donde los
planos oscilan bajo el esquema presentado enlaTabla 3.2.

Tabla 3.2 Comparacién de las frecuencias experimentales con las calculadas. Los modos son centro-
simétricos, de acuerdo con € céculo, por lo que son permitidos en la espectroscopia Raman. El simbolo “o
representa el plano central Sn movimiento cuando hay un ndmero impar de planos, la flecha sencilla a los
planos de Bi y la flechadoble, a plano imaginario de Ge.

Muestra| Frecuencia | Frecuencia | Representacion esqueméticade los movimientos de
experimental | calculada |los planos.
(cm™) (cm™) b (Plano imaginario deGe), ® (Plano de Bi)
BG12 438 48.21 U-®Pp
BG25 48 48.06 U-0®b
BG50 49.6 42.67 U--0®®bP
BG100 17 21.94 U-=----0R®®®®P
BG200 3 13.54 U222 00@RR@RA®A®A®®®b

Como podemos notar a partir de los datos de la Tabla 1.1 y las deconvoluciones
presentadas en la Figura 1.5, efectivamente para los NCs mas grandes las bandas Raman
tienen un medio ancho de banda en el cual podria caber también el siguiente modo

observable. Esta observacion no se encuentra al analizar las muestras mas pequefias.
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Tabla 3.3 Comparacion de las frecuencias experimentales con las caculadas, las que corresponden con €
segundo modo centro-simétrico

Muestra| Frecuencia | Frecuencia| Representacion esquematicade los movimientos de
experimental | calculada |los planos
(cm™) (cm?) | p (Plano imaginario de Ge) ® (Plano de Bi)
BG12 48 85.1 U®- b
BG25 48 60.7 U®o- b
BG50 49.6 48.6 U®®o- - P
BG100 17 46.7 UBR®®®®0- -~~~ b
BG200 3 32 U-®PR®RA®A®®A®®®0~ === === 0®bP

Finalmente, dado que las muestras de NCs son esferoides con una distribucién de
tamafios y con desviaciones en la forma, las hipotess enunciadas anteriormente
corresponden al tamafio de una nanoparticula tipica, de tal modo que se considera €
modelo mas sencillo. En consecuencia, los primeros modos a considerar son los modos de
acordedn alo largo del gje de crecimiento del NC, que es paralelo a ladireccion [110] de la
estructura rombohédrica del Bi. Los modos de acordedn, como los que presentamos agui,
son muy utilizados para explicar los picos y bandas observados en las espectroscopias
Raman e infrarroja de cadenas moleculares hidrocarbonadas como los alcanos, écidos
grasos y tensoactivos [60-62]. Estos modos se denominan formalmente modos LAM,
acrénimo del inglés Longitudinal Accordion Modes (modos longitudinales de acordedn).
En nuestro caso, este modelo podria representar una sobresimplificacion, sin embargo, se
obtienen resultados en concordancia con los experimentales, tal como se muestra en la
Figura 3.6.

De la misma Figura 3.6 se puede observar ademas, que la comparacion entre una
esfera de radio igual al semigje menor de un esferoide, ambos inmersos en la matriz, da los
mismos resultados tedricos en la frecuencia. En trabajos donde se estudian las propiedades
mecanicas de nanocristales con planos de extension infinita se obtiene como resultado, que
en tales propiedades existe una dependencia con respecto del nimero de planos cristalinos,

pero no de las dimensiones de tales planos [57]. En este trabgjo los resultados podrian tener
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una interpretacion similar, que las frecuencias calculadas sblo dependen del nimero de
planos y no del tamario.

En la misma Figura 3.6, también se compara €l caso del esferoide inmerso con
respecto al caso libre. La existencia de la matriz resulta importante, ya que el
amortiguamiento en la frecuencia es tal que para los NCs mas pequefios existe una
diferencia entre el modelo libre e inmerso. Sin embargo, paralos casos inmerso y libre del
esferoide, y también los casos inmerso y libre de la esfera, resultan casi iguales cuando el
modelo se aplica a las nanoparticulas mas grandes (el Ultimo no se grafica para no saturar la
figura, pero resulta casi idéntico por completo al caso libre de esferoide). De hecho, una
recta puede gustarse a las frecuencias de los NCs més grandes, régimen en donde el
modelo elastico tiene mayor concordancia con el experimento, tal como se analizé en los

capitulos precedentes.



CAPITULO IV

Aplicacion a proteinas globulares

En este capitulo, se utiliza la misma herramienta tedrica del capitulo | basada en el
modelo elastico; especificamente, con el objetivo de comparar sus resultados con espectros
de baja frecuencia de proteinas globulares [16,19,63]. Las proteinas son estructuras muy
complgjas, tanto porgue son cadenas poliméricas generalmente muy largas, que a primera
vista parecieran enrolladas arbitrariamente, y debido a su funcién bioldgica, que la hace
sensible a cambios en la conformacion de la proteina cuando el medio varia. Resulta
interesante que las proteinas globulares presenten modos de baja frecuencia, tal como
ocurre en las nanoestructuras inorganicas [24-27]. La aportacion de este capitulo es una
aproximacion basada en la forma esferoidal, pues desde que de Gennes [16] utiliz6 el
modelo de esferas eldgticas a finales de los sesenta, el progreso en las teorias para explicar

los modos de baja frecuencia en las proteinas globulares ha sido muy lento.

4.1 Modos de baja frecuencia en proteinas globulares.

Antes comenzar con el estudio de los modos de baja frecuencia en proteinas es
necesario contextualizar a estas macromoléculas dentro del esquema de los materiales
nanoestructurados, pues son ejemplos en la naturaleza en los que la nanociencia estd muy
interesada actualmente [64,65]. Una nanoestructura biol6gica es simplemente una molécula
biolégica (0 un agrupamiento de ellas) cuyo tamafio va del orden desde unos pocos
nanémetros hasta cientos de ellos; gjemplos de éstas son: la doble hélice de ADN con un
diametro de 2 nm (aunque su longitud es mucho mayor), el cual se encuentra plegado en los
cromosomas (de una micra de didmetro por 5 de largo). Un ribosoma (la fébrica de sintesis
de proteinas) tiene un didmetro de 25 nm. El virus del papiloma humano tienen un didmetro
de 55 nm; en cambio una célula, que es un ensamblaje de multiples nanoestructuras tiene
un tamafio del orden de micras [66]. Los aminoacidos y los nucledtido son moléculas que
miden entre 0.5y 1 nm; sin embargo, mediante el enlace peptidico es posible formar largas
cadenas polipeptidicas que al enrollarse forman proteinas globulares que adquieren tamafios
desde 2 hasta 10 nm [67].
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4.1.1 Estructuray funcion de las proteinas globulares

Una proteina es una cadena de amino&cidos unidos todos en una secuencia
especifica, atal ordenamiento Unico denominamos estructura primaria de la proteina. Estas
macromoléculas realizan una gran variedad de funciones, que pueden ser estructurales o
actividades cataliticas por lo que son participantes indispensables de todos los procesos de
los seres vivos. Un conjunto de veinte tipos de aminoacidos basta para sintetizar a las
proteinas; los residuos, manera genérica en que se designan a los aminoacidos por su
presencia en la cadena, estan unidos mediante €l enlace peptidico, que resulta de la union
del grupo carboxilo (COOH) de un aminoacido con el grupo amino (NHy) del siguiente y
asi sucesivamente [68]. Ver Figuras4.1y 4.2.

a) H Cathono o H
Grupo =]

&

il Grupo H N—é—CDD

aming MM + HOOH - athoxile :> T
R Cadena lateral

Figura 4.1 a) Constituyentes de un aminoacido, € residuo puede ser cualquieradelos 20 delaFigura 4.2. En
condiciones fisioldgicas los grupos amino y carboxil o se ionizan dependiendo del pH. b) La formacion de una
cadena surge de la unién de un grupo carboxilo con un amino dando lugar a enlace peptidico y liberandose
agua. El plano de la unidn resultarigido, pero los enlaces con los carbonos a pueden rotar libremente, dando
flexibilidad ala cadena [68].

Una manera de estudiar a las proteinas es a través de sus diferentes niveles de
organizacion estructural: una vez conocida la secuencia de lo aminoacidos (codificada por
el material genético) o estructura primaria, seguiremos con la estructura secundaria
representada por pequefias porciones de la cadena que forman hélices a, laminas b,
enrollamientos al azar, y que van unidos por secciones de la cadena sin ninguna clase de
plegamiento en particular denominadas asas, ver Figura 4.3. La estructura terciaria es la
conformacion de la cadena en €l espacio tridimensional; cuando varias de estas estructuras
denominadas genéricamente monomeros (iguales o diferentes) se unen, entonces se dice
gue se tiene una estructura cuaternaria, que congtituye en si a la proteina funcional la cual

se denomina conformacion nativa de la proteina.
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Figura 4.2 Los aminoécidos se pueden clasificar en no polares y polares; a su vez, estos Ultimos se dividen en
polares no cargados y cargados, los que naturalmente se dividen en: bésicos (ver € signo positivo en los
residuos) y acidos (ver signo negativo en losresiduos). Donde los grupos OH y NH, son la parte polar.

A fin de entender un poco acerca de la flexibilidad de una proteina, s uno tuviera
una cadena de 300 residuos, tendria una longitud de 100 nm; pero si estuviera enrollada
como hélice a (Figura 4.3b) seria de una longitud de 45 nm; si cambiara a una estructura
de lamina b (Figura 4.3b) seria un paralelepipedo de 77 7 nm y de 0.8 nm de grosor.

Finalmente, si con la misma cantidad de residuos se tuviera una estructuraterciaria esférica,
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sin importar de que tipos de estructura secundaria estuviera formada, su radio seria de
Unicamente 2 nm [67]. Las anteriores conformaciones de la misma cadena polipeptidica se
deben a las rotaciones alrededor de enlaces de carbonos a (y en general, arededor de
cualquier rotacion de enlace covalente individual, Figura 4.1). Ademas, la estructura
secundaria originada por puentes de hidrogeno también ha participado en la conformacién
final de la misma

k)

a) DLA :
N e
HAE
£ ~{r
l e e
T M
= - i 0 i m -
A 3 »)
iR
P C = A
A - LI H N}~ P Lamina beta
LY als 2 'y Helice alfa

Enrollamiento al azar

Figura 4.3 a) Estructura primaria representada por una cadena con los simbolos de los aminoécidos. En la
misma cadena polipeptidica se muestra un puente disulfuro formado por cisteinas (C), las lineas representan
el enlace quimico. b) Conformaciones de la estructura secundaria. La hdlice a se estabiliza debido a los
puentes de hidrégeno entre los residuos de cada cuatro aminoécidos, debe su nombre a la forma serpenteante
de la cadena, como s se enrollara en un cilindro, en promedio tiene 10 aminoacidos de largo. Las laminas b
también son estabilizadas por enlaces de hidrégeno, pero en este caso, las partes adyacentes de la cadena
polipetidicano son continuas con en el caso delahélicea [67].

En las proteinas globulares, la cadena polipeptidica se pliega y compacta dando el
aspecto globular que define su nombre, esta conformacion tan compleja origina una gran
variedad de funciones bhioldgicas y por gemplo, las enzimas son en su generalidad
globulares [69]. Las proteinas fibrosas son la contraparte de las globulares en la
clasificacion por la forma, esas proteinas se caracterizan por ser largas e insolubles en agua,
la mayoria de ellas teniendo funciones estructurales [69]. En el plegamiento andbmalo de
proteinas, ocurre gue a veces las proteinas globulares forman agregados fibrilares, ya que
adquieren conformacién semejante al de las proteinas fibrosas. Estas observaciones se han
encontrado en diversas patologias como Alzheimer, diabetestipo 11, etc. [70].
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Los enlaces no covalentes son los mas importantes para entender la relacion entre
estructura y funcion de las proteinas; por gemplo, para las enzimas la actividad bioldgica
se encuentra en los sitios activos (ver Figura 4.4). Comunmente, asociado con el
plegamiento de la cadena proteinica se originan cavidades, de ta modo que los
aminoécidos pueden reaccionar de manera especifica con sus ligandos (moléculas de otra
clase, por gemplo ATP, enzimas, etc) [71]. Esta es la razén por la que en biologia
molecular se dice que forma es igual a funcion; sin embargo, las proteinas son estructuras
dindmicas que vibran; y por lo tanto, los cambios conformacionales asociados a sus
vibraciones podrian también relacionarse con su funcién biolégica [19]. Uno de los
objetivos a largo plazo de nuestro egudio es el de establecer un vinculo entre las

propiedades vibracionales de las proteinas y su conformacion.

Figura 4.4 Un sitio activo de una enzima es un conjunto de amino&cidos que no necesariamente se
encuentran en orden consecutivo dentro de la estructura primaria, sino que pueden encontrarse distantes en la
secuencia, pero debido a plegamiento se encuentran préximos y realizan la funcion biolégica de la proteina.
En muchos casos, |os sitios activos se encuentran ocultos dentro de la molécula debido a la gran reactividad
de los mismos, y se manifiestan Unicamente cuando a guna otra proteina o algin otro ligando que reaccione
de manera especifica con € stio.

Métodos como la difraccién de rayos X permiten conocer la estructura de las
proteinas, pero este sirve Unicamente para proteinas cristalizadas; sin embargo, la forma
nativa de la proteina en sistemas bioldgicos se encuentra en solucion, es decir, sdlo bajo
estas condiciones la proteina es funcionalmente competente. Los cambios medio
ambientales pueden originar cambios drasticos en su conformacion, esto se debe
fundamentalmente a la facilidad con que los enlaces individuales no covalentes se forman y
se destruyen. Sin embargo, en los ultimos afios la técnica de RMN (resonancia magnética
nuclear) se ha utilizado para estudiar la conformacion de las proteinas en su estado nativo
(en solucién) [72].

A continuacion se presenta un breviario sobre algunos datos importantes sobre las

proteinas de estudio, tanto de sus aspectos estructurales como de su funcion biolégica, a
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saber: 1gG2a, concanavalina A, beta-lactoglobulina, ovalbumina y alameticina. Aunque
estas proteinas tienen formas diversas, nos interesa saber si estas formas intervienen en sus
espectros vibracionales de baja frecuencia. Se ha incluido después del nombre de la
proteina, el cddigo con el que se puede encontrar informacion al respecto aellaen el Banco
de Datos de Proteinas, cuyas siglas en inglés es PDB (Protein Data Bank).

Inmunoglobulina 1gG2a (1IGT): La proteina 1gG2a es un anticuerpo humano, su
estructura cuaernaria es como una Y, en cuyos brazos extremos se unen a los antigenos,
ver Figura 4.5. Resulta una simplificacion excesiva considerar a esta proteina globular
como de forma esférica. Los brazos, por su forma alargada como de elipsoide, son
considerados en nuestro modelo con forma de esferoide prolato. Picquart et a [63] utilizan
una aproximacion de cilindros.

Esta proteina esta formada por dos cadenas, la cadena grande contiene 440 residuos
y la pequefia 210, las cadenas estan unidas entre si por puentes disulfuro [63], Figura 4.5.
El par de cadenas grandes se unen también mediante esta misma clase de enlace covalente,
y en total existen 16 puentes disulfuro que le dan gran estabilidad ala proteina[73].

Sitio e enlace 7, | Sitio de enlace
antigeno H antigeno

k)

Figura 4.5 @) La Inmunoglobulina IgG2a consta de dos cadenas grandes (en azul claro y dorado) y dos
pequefias (verde y azul marino), las cadenas grandes estan unidas entre si por puentes disulfuro; de igual
modo, |as cadenas pequefias estan unidas a las grandes por la misma clase de enlace covalente. b) La cadena
mas grande se designa por el subindice H (Heavy) y por L a la mas pequefia (Light). Los dominios se
designan como C (Constante) y por V (Variable).
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De laFigura 4.5b, se puede concluir que las cadenas pequefias se pueden dividir en
dos dominios, y de igual forma, las cadenas grandes en cuatro. Un dominio es un
enrollamiento claramente distinguible dentro de cadena la proteina; asi por ejemplo, €l
dominio Vy significa que es una seccion variable de la cadena mayor, mientras que un
dominio C es una seccidn que permanece constante. Lo anterior sirve para indicar que hay
secuencias en la estructura primaria que se mantienen invariables y otras variables
dependiendo de la especie bioldgica que la produce.

La estructura secundaria de la igG2a esta constituida principalmente por laminas
b plegadas, se tiene reportado que algunas variedades de IgG no humanas contienen un
barril b en los dominios Vy y V| [68,74], es decir, ldminas b dobladas formando un cilindro

hueco. En nuestro modelo alos dominios se les considera como esferoides prolatos.

Concanavalina A (2CTV): Eda proteina globular en solucién y con valores de pH
mayores a 7 es un tetramero, mientras que con valores de pH menores a 6 se disocia
formando dimeros [75]. Cada mondémero contiene 237 residuos, el cual se parece un
elipsoide mas que una esfera (ver Figura 4.6). La estructura secundaria de un barril b

interviene de tal modo que el monémero resulta alargado. [74].

Figura 4.6 Concanavdina A, la proteina esta constituida en su estructura secundaria por un barril b; € cual,
le da una forma de gldbulo relativamente alargado, ver Figura 4.7b.

Esta proteina es una lecitina y ha sido el modelo para estudiar la interaccion
péptido-carbohidratos por su gran afinidad con ellos, lo cual ha servido para monitorear la
interaccion virus-célula e incluso para disminuir el efecto citopatico de los mismos [76].
Aungue esta proteina es de origen vegetal, se ocupa en la investigacion biomédica, ya que
tiene la capacidad de aglutinar eritrocitos, granulos de almidén, bacterias, levaduras y hasta
células de tgjidos embrionarios; ademés de generar actividad en los receptores de paredes
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celulares [75,77]. Para propositos del modelo, el monémero se tomara con forma de un
esferoide prolato.

b-lactoglobulina (1BEB): Egta proteina globular se encuentra en el suero de la leche de
mamiferos, se presenta como un dimero en bovinos y en forma mondémerica en equinos.
Cada mondmero contiene 162 residuos [ 78]. La estabilidad del dimero proviene de puentes
de hidrégeno, dentro de los cuales, la mayor contribucidn surge de cargas opuestas de una
hélice a. Sin embargo, la forma dimérica 0 monomérica en principio no afecta la funcion
biologica, que sin estar bien determinada, se le asocia al transporte 0 acumulacion de &cidos
grasos, retinol y vitamina D [78,79].

Esta proteina sera considerada por nuestro modelo como un esferoide prolato, ya

gue su forma monomérica consta principalmente de un barril b. Ver Figura 4.7b.

i
|

3 7nm— )

Figura 4.7 a) Lab-lactoglobulina, estd constituida por un dimero. b) Al igua que la concanavalina A, Figura
4.6. La estructura secundaria de cada uno de sus mondmeros esta constituida por un barril b [80]. Lahélicea
que estabilizaa dimero se encuentraalaizquierday abgjo.

Ovalbumina (1OVA): Edga proteina globular es la mas abundante en el de huevo de
gdlina y representa hasta el 65 % del contenido proteinico, estd formada por cuatro
monomeros, los cuales estan constituidos por 385 residuos, ver Figura 4.8. La ovalbumina
esta congtituida de 3 l[dminas b, 9 hélices a y segmentos cortos de hélice [81]. Su funcion
biolégica no esta claramente establecida, ya que no se comporta igual que las proteinas de
lafamiliaala que pertenece, la cual consiste en inhibir € funcionamiento de otras proteinas
y tal vez el almacenamiento y transporte de iones [81,82]. Claramente la forma de los



7

mondmeros es de un esferoide con ejes desiguales, pero también para efectos del modelo
sera aproximado a un esferoide prolato.

—4.5 nm—

Figura 4.8 La ovabumina o abimina de huevo es una proteina formada de cuatro mondmeros. Aqui se
aprecian dos vistas dela mismatal como se han venido mostrando casi todas |as proteinas.

Alameticina (IAMT) : Eda proteina es fibrosa, esta congtituida por 20 aminoacidos
formando un cilindro de hélice a y por su naturaleza polar es una proteina de membrana
[83]. En la Figura 4.9 se muestran tres moléculas independientes de aameticina, esta
proteina puede sufrir doblamientos originados por un residuo de prolina en las posiciones 2
y 14, generando una especie de embudo cuando se encuentra insertada en la membrana
celular (el amino&cido prolina permite generar doblamientos en la cadena semejantes a un
codo [67]). Por su pequefiez y sencillez, la proteina resulta muy atractiva para realizar
modelos de canales iGnicos celulares [84]. La alameticina, en el mejor de los casos puede
considerarse con forma cilindrica, y a su vez, en base a nuestro modelo, un cilindro se
puede aproximar a un esferoide prolato.

3 nm

Figura 49 &) La dameticina en forma cristalina esti constituida por tres moléculas independientes. b)
Simulacién de una estructura hexamérica de alameticina dentro de una bicapa de moléculas anfifilicas [85].
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4.1.2 Efecto Raman en proteinas globularesy modos de baja frecuencia.

La técnica de espectroscopia Raman ha sido utilizada por muchos afios para el
estudio de la conformacion de proteinas, la espectroscopia infrarroja (IR) es una técnica
complementaria que también ha participado en este campo. Los cambios conformacionales
gue sufren las proteinas debido a desnaturalizacién, modificaciones quimicas, liofilizacién
y cristalizacion pueden ser analizados por estas técnicas. Por gemplo, se tiene determinado
cuales son las bandas correspondientes a los enlaces peptidicos en el espectro, estas bandas
se conocen como amida A y B, amidal, Il y 111, entre las més importantes, pero son de muy
ata frecuencia (entre 1000 y 3200 cm™) por pertenecer a enlaces moleculares [43]. Es
natural entonces, que los modos antes mencionados sufran corrimientos dependiendo si los
enlaces peptidicos se encontraran en una hélice a o bien en unaldminab. Por otra parte, los
puentes disulfuro tienen una banda ubicada a 550 cm™, la.cual también es de alta frecuencia
[63].

Los modos de baja frecuencia predichos en proteinas por de Gennes a finales de los
60 [16], han sido observados por espectroscopia Raman desde la década de los 70 y
principios de los 80 [43,86-91]. Asociado a las mediciones de espectroscopia Raman, las
proteinas exhiben una fuerte luminiscencia la cual decae con €l tiempo, esto conlleva a que
las medidas para una sola muestra requieran de varios dias para realizarse [63]. Este efecto,
ha sido reportado por Painter y Mosher [87].

La dificultad de realizar mediciones en la region de baja frecuencia también a
obligado a utilizar técnicas mas sofisticadas, como por ejemplo, la espectroscopia de efecto
Kerr inducido por Raman y detectado por métodos épticos heterodinos (OHD-RIKES) [19].
Esta ultima técnica elimina el gran ruido de fondo detectado en los sistemas bioldgicos.
Finalmente, se ha utilizado también dispersion inel astica de neutrones [92].

Para explicar el origen de las bajas frecuencias en proteinas, por largo tiempo se ha
utilizado el modelo de de Gennes de los modos elasticos de esferas [16], e incluso hoy en
dia se ha aplicado para el estudio de modos de baja frecuencia en virus esféricos [93]. Otros
modelos se han propuesto para explicar el origen de tales modos, podemos citar:
movimientos que involucran el desplazamiento relativo de subunidades, como los modos
de bisagra (hinge modes) y de codo (elbow-bending modes) en 1gG [88]; modos acusticos
longitudinales localizados en la estructura secundaria, que son los denominados modos
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LAM en hélices a y laminas b, o los modos de respiracion de barriles b (74,90); entre
otros.

Algunos autores [92] cuegtionan el modelo elastico de esferas, asegurando que no es
posible probar que los modos elésticos sean inversamente proporcionales al radio de la
misma. El argumento anterior no es contundente, pues si bien, las proteinas globulares no
tienen realmente forma de esferas, los espectros de baja frecuencia en NPs inorganicas
muestran claramente la dependencia de las frecuencias con respecto al tamario, tal como se
ha visto en el capitulo |. Los estudios que apoyan el modelo elastico, han probado que las
proteinas poseen propiedades elasticas mas parecidas a las de un solido que a las de un
liquido [17], lo cual da confiabilidad sobre los reportes de compresiblidad, del modulo de
Young y de la razén de Poisson [17,18]. Sin embargo, la investigacion sobre € origen de
los modos de baja frecuencia en proteinas continla, debido a (1) que aln no esta bien
esclareciday a (2) su muy posible relacion con la actividad bioldgica de las mismas, por 1o
gue actuamente, con el desarrollo del supercomputo, las simulaciones de dindmica
molecular se aplican a proteinas [20,94].

Finalmente, basados en que las proteinas no son esferas y dado que en un modelo de
esferoides, no estan prohibidos los modos torsionales por las reglas de seleccion Raman;
entonces, suponiendo formas esferoidales en la estructura terciaria 0 en los dominios de
alguna de €ellas, podemos calcular modos torsional es de proteinas globulares, tal como ya lo
hicimos con nanoparticulas de Bi [48]. La suposicion anterior se sustenta en deducciones

obtenidas de experimentos recientes [19].

4.2 Comparacion deresultados tedricos con experimentales.

Los detalles experimentales son un asunto més alla de sus propdsitos de esta tesis,
pero debido a la comparacion de resultados tedricos con las medidas de espectroscopia
Raman de baja frecuencia, debemos mencionar que en el caso de proteinas globulares, las
mediciones fueron realizadas en un espectrometro Jobin Yvon Ramanor U1000, con una
fuente de excitacion en la linea 514.5 nm de un laser 2017 Spectra Physics Argon, de
intensidad de radiacion de 20 mW. Todos los experimentos fueron € ecutados a temperatura
ambiente con muestras dializadas y liofilizadas en tubos de vidrio sellados de 1 mm de
diametro [63].
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El espectro Raman del anticuerpo 1gG2a mostrado en la Figura 4.5 se presenta en
la Figura 4.10. Estos datos han sido reportados recientemente por Picquart M. et al. [63].
Al realizar la deconvolucién de los espectros, se observa una banda en su maximo con
frecuencia w, = 94.5 cm, también se observa un hombro de menor frecuencia wa= 43 cm™.
Ambas bandas poseen un gran medio ancho de banda de G, = 63 y G, =106 cm™,

respectivamente.

Intensidad Raman (c/s)

Intensidad Raman / (n{T)+1) (c/s)

-150 =100 =50 0 a0 100 150

= -1
Corrimiento Raman (cm )

Figura 4.10 (a) Espectro Raman de baja frecuencia de 1gG2a a temperatura ambiente, a la derecha las
frecuencias Stokes y a laizquierda las frecuencias anti-Stokes. (b) Debido ala diferencia de intensdad de los
picos Stokes y anti-Stokes, la verdadera forma de los picos y bandas se obtiene dividiendo por € factor de
Bose-Einstein n(T)+1. En la deconvolucion se ha utilizado como funcion de respuesta a un oscilador
amortiguado, de la que resultan dos bandas cuyos méximos tienen una de frecuencia w;=43 y w,=94.5 cm'™.

Como se observa de la figura, e medio ancho de banda G, y G, de los modos de bgja frecuencia de proteinas
esmuy grande. Ver referencia[63].
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La funcién de respuesta utilizada en la deconvolucién es la de un oscilador
amortiguado, misma que es similar a una curva Lorenziana cuando el corrimiento Raman es
muy grande (en los modos de altas frecuencias) y el medio ancho de banda es pequefio. Sin
embargo, por encontrarse las bandas cerca de la vecindad de la linea Rayleigh, la forma de
las mismas ya no es Lorenziana, de acuerdo con la funcion de respuesta. Para recobrar 1os
valores correctos de las frecuencias w y del ancho de banda G, se tiene que usar un gjuste
con minimos cuadrados en lo datos en combinacidn con dos osciladores (porque se suponen
dos bandas), ademas de haber sustraido antes el fondo de luminiscenciay dividido por €l
factor de Bose-Einstein [63].

Las Figuras 4.11a-d muestran los espectros del resto de las proteinas bajo estudio,
los cuales han sido tomados a temperatura ambiente. Se ha utilizado la misma técnica de
deconvolucion que para igG2A, en los espectros se observa que todas las proteinas tienen
bandas en laregion de baja frecuencia de tal forma que se parecen mucho entre si.

Concanavaling A

Intensidad Raman /Ain(Ti+11 (cfs)

200 100 1] 100 200
Carimienta Raman cm™
Figura 4.11a Espectro Raman de bga frecuencia de concanavalina A a temperatura ambiente. En la

deconvolucion resultan dos bandas cuyos méximos tienen una de frecuencia 24.68 y 77.44 cm™ y cada con un
medio ancho de banda de 83.97 y 71.64 cm™, respectivamente.
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B-lactoglobuling
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Figura 4.11b Espectro Raman de bga frecuencia de b-lactoglobulina a temperatura ambiente. En la
deconvolucion resultan dos bandas cuyos méximos tienen frecuencias w;=18.32 y w,=83.16 cm'* y cada una
con un medio ancho de banda G,=83.97 y G=71.64 cm? respectivamente.

Crvalbidmina

as

Intensidad Raman /A{n(T)1+17 (cf=)

Corrimiento Raman ©m™)

Figura 4.11c Espectro Raman de baga frecuencia de ovalbimina a temperatura ambiente. En la
deconvolucion resultan dos bandas cuyos méximos tienen frecuencias w;=17.12 y w,=79.96 cm'* y cada una
con un medio ancho de banda G,=55.73 y G,=68.98 cm?, respectivamente.
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Figura 4.1d Espectro Raman de baja frecuencia de alameticina a temperatura ambiente. El corrimiento
Raman es medido mas alla de la region de bgjas frecuencias y en la deconvolucion resultan cinco bandas,
pero solo las dos primera son de baja frecuencia y sus méximos estan a 25.50 y 83.37 cm™ y cada una con un
medio ancho de banda de 29.57 y 42.83 cm, respectivamente.

En la Tabla 4.1 se comparan los resultados tedricos con las frecuencias
experimentales. Los calculos del modelo elastico utilizan a la ecuacion trascendental (1.50)
para los modos torsionales de esferoides prolatos, la razén es que las conformaciones
tridimensionales de las proteinas tienen mas forma de glébulos alargados que achatados.

Sobre las constantes elésticas utilizadas, se considera una compresibilidad promedio

de c=15"10" Pa vy la razén de Poisson de 0.37, los cuales tomamos de reportes de

mediciones de estas propiedades [17,18,80,95]; con esto, se obtiene una velocidad
transversal y longitudinal del sonido de 1164 y 3229 nvs, respectivamente; valores que
estan en acuerdo con e valor promedio medido de 2450 m/s reportado por Picquart et
a.[63]. A la densidad de las proteinas se le ha asignado un valor de 1.4x10° kg/m® en
condiciones de cero humedad [96].
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Tabla 4.1 Las proteinas globulares mostradas a continuacion no son exactamente esferas u esferoides, asi que
se toman los tamafios medios de estas proteinas. En la primera columna se dan las dimensiones de los
semiges a 'y b de los esferoides, X es la superficie prolata (ver Figura 1.4). En este caso, se ha dividido
(arbitrariamente) a las proteinas en secciones mas 0 menos distiguibles a simple vista, ya sea en dominios,
brazos, monémeros y hasta dimeros. En la segunda columna se da la frecuencia experimental redondeada
hasta un decimal. En la segunda y tercera columnas se dan los cédculos tedricos que corresponden a las
secciones especificas en que se ha dividido la proteina para dos valores ddd momento angular | (ver
ecuaciones 1.26¢" y 1.43¢’ y sus comentarios). En ultima columna se hace un cé culo considerando un modelo
esférico incluyendo modos torsionadles y € primer modo esferoidal mejor conocido como radia o de
respiracion.

Proteina Wexperimental Esferoide Esferoide Limite esférico
(cm™) Weetrica (CM™Y) | Wesrica (M) | CONT =2
| =1 =2 Wietrica (€M™)
lgG2a Dominio Vy
Dominio Vy Dominio Vy Dominio Vy Modo torsional
a=1.75nm, b=0.9nm 9.89 40.96 | =1, 20.34
X =1.16602 43, 94.5 | =2, 8.83
Modo radial
BrazodelaY BrazodelaY | BrazodelaY || =0, 21.96
a= 3.5nm, b=0.9nm 3.95 39.25
X =1.0348
Concanavalina A Modo torsional
mondmero 19.28 21.48 | =1, 12.71
a=2.8nm, b=1.8nm | 24.7, 77.4 | =2, 5.52
X =1.30551 Modo radial
| =0, 13.73
b-lactoglobulina 1 monémero
dimero Dimero Dimero Modo torsiona
a=3.7 nm, b=1.7nm 4.23 21.34 | =1,19.24
X = 1.12587 | =2, 8.35
18.3, 83.2 Modo radial
mondmero 1 monémero | 1 monémero || =0, 18.91
a=1.85 nm, b=1.7nm 21.17 25.29
X =2.5352
Ovabumina Modo torsiona
mondémero 17.1, 80 14.92 16.62 | =1, 10.17
a= 3.5 nm, b=2.35nm | =2, 4.41
X =1.3494 Modo radial
=0, 12.81
Alameticina Su forma esta
a=15nm,b=05nm | 255, 834 9.5 68.74 muy lejos de ser
X=1.06066 una esfera.

Los resultados anteriores merecen varios comentarios: En primer lugar, representan
una mejor aproximacion que el calculo de modos de vibracion de esferas, en el sentido que
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nos aproximamos mejor a la forma rea de las proteinas, y aunque no mejoran
sustantivamente los resultados, sin embargo, para la alameticina se muestra un mejor
acuerdo con el modelo, pero esta proteina es una hélice a solamente. En segundo lugar, se
dan valores promedio de las propiedades elasticas, cuando se sabe que hay cambios en la
densidad (la cual varia ligeramente de proteina a proteina) y en la compresibilidad ante
cambios en la humedad de la proteina (se supuso cero humedad) [63,80]. Esto afecta a la
velocidad del sonido y a su vez alos valores de las frecuencias. Lo Ultimo pudiera parecer
poco importante, pero se tienen indicios de que el comportamiento mecanico de las
proteinas es no lineal, asi los cambios leves originados por deformaciones pudieran ser
relevantes en el resto de la estructura, lo cual no es necesariamente sorprendente si
consideramos que poseen una gran diversidad de movimientos debido a su funcién
biologica[17].

Desde los primeros trabajos de métodos de dindmica molecular se asociaba que los
modos colectivos de gran amplitud eran responsables de los modos de la funcién biolégica
[20,94,97], los cuales aparecen sin importar si estan en solucién o no, tal como |o muestran
los resultados experimentales con los que comparamos en la Tabla 4.1, por lo que afirmar
gue los modos de baja frecuencia en proteinas se deben a los modos de baja frecuencia del
agua (60 y 170 cm™) cuyas bandas son muy anchas, no es un argumento convincente [98].
A partir de los resultados aqui mostrados, 1o que se debe tener en cuenta es que
efectivamente cuando se tiene una molécula de proteina mas simple, como es el caso de
alameticina, se obtuvo un resultado bastante aceptable, que nunca hubiera sido posible
obtener con un modelo basado en esferas. Esto puede ser una pista para una direccién

tentativa a seguir con el modelo elastico de proteinas.



86

Conclusionesy per spectivas

Conclusiones:

El propdsito de edta tesis ha sido desarrollar un modelo tedrico que describa los
resultados experimentales previamente reportados para particulas nanométricas ya sean
sistemas inorganicos o proteinas globulares. Estos datos fueron obtenidos mediante
espectroscopia Raman en donde aparecen bandas de baja frecuencia, de las cuales su origen
es un tema de investigacion actual.

Una manera de explicar los modos de bagja frecuencias en NPs, ha sido modelarlos
como modos vibracionales de esferas libres. Las frecuencias obtenidas son directamente
proporcionales a lavelocidad del sonido y al inverso del radio. Esta aproximacion es buena
cuando el acoplamiento entre matriz y la NP es despreciable. Sin embargo, las reglas de
seleccion en Raman no permiten que todos los modos de esfera sean observables
experimentalmente. De estos s6lo son permitidos el modo fundamental o de respiracion (I =
0) y el modo mezclado de las componentes longitudinal y torsional con | = 2. Los modos
torsionales puros no son permitidos.

El calculo de los modos normales de cuerpos geométricos no esféricos, es mas
complicado y solo se haresuelto en algunos casos. En este trabgjo planteamos y resolvemos
la ecuacién de ondas elésticas para algunas geometrias que no se habian considerado
anteriormente. En una primera aproximacion, se desarroll6 el clculo de modos en la
geometria esferoidal prolatay oblata, paralos modos torsionales axisimétricos libres, cuyas
soluciones son analiticas. Los resultados con respecto al modelo esférico muestran un
corrimiento en las frecuencias. Estas, claramente presentan una dependencia en funcion del
tamanio, pero a diferencia de las esferas cuya frecuencia depende del inverso del radio; en
los esferoides, 10 es del inverso de uno de los semigjes a 0 b segln sea prolato u oblato,
respectivamente. De los resultados se observa, que para los esferoides, la frecuencia
también tiene una dependencia directamente proporcional respecto al parametro que
caracteriza a la superficie x, pardmetro que se puede interpretar de manera gréfica como la
redondez del esferoide.
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El caso esférico es un caso limite del caso esferoidal cuando los semigjes del
esferoide son iguales. Las reglas de seleccion Raman no prohiben la observacion de los
modos torsional es de esferoides.

Generamente las particulas estdn soportadas por un sustrato 0 inmersas en una
matriz. El efecto de agregar una matriz que soporte a las NPs implica un cambio de las
condiciones a la fronteray una solucion matematica distinta fuera de laNP. Las frecuencias
obtenidas sufren un corrimiento con respecto al caso libre y se originan nuevos modos
vibracionales, que en el caso de los modos torsionales se llaman libraciones.

La solucién correcta para los modos normales de una NP esférica inmersa en una
matriz infinita, es: para la matriz, las funciones de Hankel esféricas; y para la NP, las
funciones de Bessel esféricas [52]. La aproximacion que ha sido utilizada, es tomar a las
funciones modificadas de Bessel esféricas como solucion en la matriz, ya que las
frecuencias son reales y el resultado con respecto a la parte real de las frecuencias
complejas muy cercano. Larazdn es que el valor absoluto de ambas funciones es del mismo
orden de magnitud.

El modelo esférico ya sea libre o inmerso siempre da por resultado una linea recta
cuando se grafica frecuencia de los modos contra el tamafio. Pero el modelo esferoidal
inmerso se curvaindependientemente si es libre 0 inmerso. En ambos casos la comparacion
con los datos experimentales es mas favorable que en € caso esférico sin embargo estos
modelos todavia no describen a los resultados experimentales correctamente.

Actuamente, estamos considerando la solucion complega de los modos
vibracionales de esferas y esferoides inmersos en una matriz infinita para describir a las
bandas de baja frecuencia en el espectro Raman. La parte imaginaria de la frecuencia
complejarepresenta el medio ancho de la banda calculada [99]. Por lo tanto, de este cdculo
se esperaria obtener bandas con un ancho finito, que representarian mejor a las bandas
obtenidas experimentalmente. Cabe mencionar que cuando las soluciones son Unicamente
reales el ancho del pico es cero.

El conjunto de muestras con las que se ha comparado el modelo elastico tiene
dimensiones muy cercanas a limite atdbmico, justo donde el modelo eléstico descrito
anteriormente falla. Para remediar esta situacién hemos elaborado un modelo discreto. Este
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modelo a diferencia del que considera a la nanoparticula como un medio elastico continuo
toma en cuenta a las vibraciones de los planos atdmicos que la constituyen.

Con esta estrategia se obtuvo un modelo de masas y resortes para dar una
explicacion plausible a lo observado en el experimento. En este caso, la comparacion
teoria-experimento tuvo una concordancia considerablemente mejor que la obtenida con €l
modelo elastico en particular para las NP mas pequefias. Un resultado importante de este
modelo es que las frecuencias calculadas no dependen de la geometria de las NP pero si de
lainteraccion de estas con la matriz en la cual estan inmersas.

Respecto a las proteinas globulares, donde el modelo elastico podria ser
cuestionable, es posible que se requiera un mejor conocimiento de las propiedades elasticas
de estos sistemas, esto debido a que la concordancia en la comparacion de resultados no fue
tan exitosa con respecto al caso de las NP inorganicas.

Para la proteina alameticina —la mas simple de los casos estudiados— se obtuvo un
resultado bastante aceptable considerandola como un esferoide prolato. Este resultado
nunca hubiera sido posible con un modelo basado en esferas.

Es un hecho que los sistemas nanométricos son sistemas todavia no bien entendidos.
Hasta que se tenga una mayor coleccién de datos experimentales de sistemas estudiados y
de verificaciones con distintos modelos, entonces serd posible llegar a un consenso sobre €l
origen de los fendmenos asociados a estos sistemas, en nuestro caso, el origen de las bandas
de bagja frecuencia

Per spectivas.

El trabajo de esta tesis puede ampliarse ya que solamente se pudo resolver
analiticamente a las ecuaciones correspondientes a los modos torsionales de esferoides
libres (prolatos y oblatos). El siguiente paso seria intentar resolver de manera numerica las
ecuaciones que se refieren a los modos andlogos a los modos esferoidales en las esferas
(por ejemplo el modo fundamental o de respiracién), pero aplicado para esferoides libres.
Ademés se pueden considerar los dos casos anteriormente descritos pero ahora en un
sistema de NP inmersas en una matriz. Con esto se completaria el marco para comparar los
modelos tedricos con los experimento. Por otra parte se pueden intentar modelos con otras
geometrias como cilindros de tamafio finito.
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Otro aspecto que se investiga actualmente en el campo tedrico de las vibraciones de
baja frecuencia de nanoparticulas, es la cuantizacion de los modos del modelo eléstico.
Recientemente Saviot e al [99] expresaron sus dudas de utilizar la solucién del modelo
elastico inmerso en una matriz infinita debido a los problemas de cuantizar a estos campos
elasticos. Estos autores han propuesto en su lugar, un modelo de cebollas donde la NP es €l
nicleo, y la matriz es la capa externa de radio arbitrario; modelo que ademas tiene
soluciones reales. Existen también algunos trabajos [46], que estudian las densidades de
estado de fondn acustico y la interaccion electréon-fonén aclstico en estos sistemas. Esta
direccion puede ser explorada en el futuro, ya que segun los estudios anteriores la
interaccion de los campos fondnicos del medio que rodea a una NP, sirve de bafio térmico y
serialarazén del ensanchamiento de las bandas de baja frecuencia [46].

Para las proteinas, una idea que también podria desarrollarse, es la de considerar
modos de vibracion de las subunidades de la estructura secundaria (hélices y ldminas en
particular) mediante un modelo de masas y constantes de resorte efectivas. Si bien, la idea
no es nueva para los modos LAM [74,90], no hay referencias de que se hayan explorado los
modos torsionales. La idea a futuro es tratar de relacionar la actividad bioldgica de una
proteina globular con su espectro vibracional.

Respecto a modelo discreto, una aplicacion inmediata seria probarlo en otros
materiales como silicio y oxido de circonio. Pero también es susceptible de mejoras, en
cuanto a que se le pueden incluir modos torsionales puros y los que se mezclen con los
longitudinales al estilo los modos en el continuo. Eventualmente, se podrian incluir efectos
anarmonicos a fin de estudiar los efectos de latemperatura
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