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INTRODUCCION

pDebido a ia gran complej dad de los fenémenos irreversibjes,
la Mecanica Estadistica de P™ocesos Irreversibles es actuaimente
una rama de la <cieéncia en donde no existe un puntc ae vista
aceptado unanimement2 por los especiatistas del campo, a
diterencia de la Mecanicit Estadistica de Equilibrio, en donde e}
tratamiento de GibbS es universaimente aceptado.

Exlsten diferentes puntos de vista parda construlr :a Mécanica
Estadistica de Procesos lrreversiples. leniro de (0S8 dlstintos
modelos, UNo dque ha mosilrado ta capaciaad de 1r englopando otras
teorias, €s la teoria de LKobhert Zwanzig.

Zwanzig presento hace 29 anos el trapajo tituiado:
statistical Mechanics ot (irreversiblility en la Universidad de
colorado. En este trabajo desarrolle su teor:a basada en 10s
operadores ds yroyeccion. Desde su primera presentacion la teoria
presento una gran versatilidaad y simplicidad, Zwanzig obtuvo con
eila la Ecuacion Maestra de Paull, englobo .ia teoria ahora en
desuso de Prigogine, recuperoc (0S5 resuitados de Van Hove,
Posteriormente con otras versiones de la misma teoria encontro
las ecuaclones generalizadas de FoKKer-°rlanck, con 1as gque se
puede entender el traba,jo de Meivin tireen, sobre la
fundamentacion de la Mecanica Estadistica, se engioba la teoria
de acopiamlento modo-modo de KawasakKl, s muestra su equlvgiencia
con la teoria de H2zime Mori de ecuaciones generzlizadas de
LLangevin, etc.  Asi, la teoria de Zwanzig con el paso dei tiempo

ke

ha demostrado ser o suticientemente ropbusta como para resistir

nuevas modas Yy teorilias. :

s1n embargo, el signiticado $isico del operador de proyeccion
no es facit de encontrar, dando (a 1mpresion de ser solamente una
herramiénta matemiatica simple pero a. la vez poderosa.

En este trabajo mostramos como la teoria de Zwanzig, nos
permite entender desde un punto de vista tundamental, el trabajo
clasico de Larns Onsager, que tue ia primera teoria
mecanico estadistica de procesos 1irreversipies. Lsta teoria
contiene una 9ran cantidad de puntos ti1nos, plausibies pero no
demostrados explicitamente, siendo uno deé los mas i1nteresantes la
‘hipotesis de regresion de fiuctuacliones, gque ife permitio a
onsager pasar de la descripcion de PpProcesos tuera de equiliibrio,
al estudlio de Fluctuaciones alrededor de egquilibriol: Mosiramos
y discutimos bajgo gue “con*‘.u_t‘:lones es posible Justiticar esta
hipotesls, usando la teoria de Zwanzig.

Yeremos en este trabago como la jeoria de  Zwanzlg esta
rejacionada con ia forxma er que 10s Ehrentest expilican ios
procesos 1rreversibples, mostrardn gque el operador de proyeccion
de Zwanzig, es lia herranieénia ¢on l1a cuil se pueden cuantificar
tas 1deas de Gibbs-ghrentiest sobre la entropia tfuera de
equllibrio, que es otro de 1os conceptos basicos dentiro de la
Mecanica Estadistica de procesos Irreverstibles.

Tampién demostramces que e} cperador de proyecclon sé puede
reiacionar con lta teoria de Jaynes, en donde se aplican las 1deas
de teoria de Iinformac:ion de Shannon a la Mecianica Estadistica,
Por lo que es posiblé entender dentro de la teoria de ZIwanzlg,



CAPITULO 1

INTRODUCCION.

Para describir la evolucién temporal de sistemas fuera de
equilibrio, dentro de ua contexto microscépico, es de central
importancia la hipotesis - de Regresion de Fluctuaciones de
onsager, la cual nos permite pasar del problema de la descripcién
de un sistema fuera de equllibrio, a otro problema mias sencillo

que es el estudio de las fluctuaciones alrededor del estado de

equllibrio.

En este Capitulo se hace una presentaclén poco convencional
de la Hipétesis de Regresion de Fluctuaciones de Onsager, gque
permite 1nferir facilmente 1la generalizacién de las 1deas de
Oonsager al"‘ caso en gque las .relacliones constitutivas sean no
lineales. En particular se discute !a generalizacién de la
nipétesis de Regresién cuando las relaciones. flujo-fuerza son
cuasllineales, Yy se muestra que al considerar que estos
resultados son vilidos cuando se tiene una relaciésn no-lineal
cualesqgquiera entre flujos y fuerzas, sSe obtiene el ansatz
1ntroducido recientemente por Hurley y Garrod sobre el
comportamiento general de las variables de regresién.

IDEAS DE BOLTZMANN SOBRE LA |IRREVERSIBILIDAD

En esta  Seccién se presentan 108 principios biasicos de 1la
Mecanica Estadistica de Procesos Fuera de Equilibrio, los cuales
estan basados en las ideas de Boltzmann sobre la irreversibili-
dad, una dlscusién mas detallada de las mismas la puede encontrar
el lector en la referencia (i)

Empezaremos por analizar un szstema que se encuentra aislado.
El estado macroscoépico de este sistema es caracterizado por su
Energia E, su Volumen V, su numero de moles N, y por un conjunte
de cantidades extensivas que denotaremos por a. Por ejemple para
el gas 1deal este conjunto corresponde a los nuameros de ocupacion
en las diferentes celdas de] espaclo . _

La descripcién antemor del estado de un sistema es una
extensién natural dq *la descripclén termostiatica. En la
termostatica la descm.pc:.cn completa del s1stema  estid dada cuando
' se conoce la relacién fuhdamental, asi en la representacién
entrépica, el slstema es :iescrite cuando se conoce la entropla en
terminos de la enerwia E. 2l- volumen V y el numero de particulas
N, o sea S = S(E,V,N}).x [:s;.a, relac:.on fundamental puede obtenerse
yvya sea por medlo dc: rcsnf,ados fenomenclégicos, tales como las
ecuaciones de estado - taar\;'nlcas,' energéticas, etc., o0 bien a partir
de un modelo HICRGSuOPICQ “d&l sistema bajo estudio, postulando
una relacién mlcro-”mac.rombp ca, tal como el POSTULADO DE GIBBS
gque afirma que S ;f: ﬂks, lin Q;E*V N), en donde  denota el volumen
fase comprendido xentre la hlpersuperﬂcies de’ energia  con
valeres entre E ¥y +aE9 i' '
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La relacién fundamental dque habiltualmep
estudlo deé Procesos irreversibles, es la defy
de la entropia, que POSTULA:

te Se acepta en el
Nicidén de BOLTZMANN

S - K In W IE,V,N,a) + cte (1, 1)

donde W es el volumen fase de la regién ( [ | Hrvy .
A : @ 1 A denota la funcién fase asociada o
observable «, de manera gue

E,
con la

W(E,V, N, «) - J dl" S(H(r}-E) StA(l) -}
{1. 2)

Se conoce ~tamb1en de los trabajos de Boltzmann gque éexiste un
estado (E,V,N,x), tal gque la extensién fase asociada a este
e, +10 es mucho mayor que la extensién fase asociada a cualquier
¢~ estado, o sea: )

W(E,V,N,&) >> W{E,V,N, a) (1. 3)

Boltzmann identificé i?gs-te estado pdrticular con el estado de
equilibrio termostitico, de manera que:

Seq(E, V. N} = S(E,V,N, &I (1. 4)

De manera que todo estado (E,V,N,@) con a diferente de & es
jdentificado como un estado fuera de equilibrio para el sistema
aislado. o

El punto de vista de Boltzmann, anteriormente descrito,
tampien implica que un sistema aislado en el estado de  equilibrio
termostatico eventualmente alcanzara un estado fuera de

‘equilibric, dado dgque el punto fase se mueve sobre toda la

hipersuperficie H([)=E, ya que el espacio fase es métricamente
transitivo, ¥ por lo tanto el sistema fluctuard alrededor del
estado de equilibrico termostatico. ,

Tambien es importante hacer notar que cuando el sistema se
prepara inicialmente en un estado fuera de equilibrio, el
si1stema tenderi al estado de equilibrio, dado que a este dltimo
estado le corresponde el mayor volumen f£fase.

-I-2-
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CAMBIO DE ENTROPIA EN UNA FLUCTUACION,

ge analizara ahora en d2talle el cambio de entropia en un
sistema anejado ocas:.onado_ por una- fluctuacién natural,
entenderemos por sistema anejado un sistema aislado que se ha
dejado gque relaje al estado de equilibrio termostiatico y 1los
tiempos en los cuales se esta observando a este sistema son muy
grandes comparados con sus tiempos de ralajacién natural. De estid
manera, s1 se observa al sistema en un estado distinto al de
equilibrio termostatico, por ejemplo (E,V,N,x), al cual ha
llegade por medioc de una fluctuacién, el cambio de entropla sera

dado por
i
AS(a) = S{a) - S{a)
W(E, V., N, a)
S koin ~ M1 5)
W(E, V,.N, a)

Qo blen por:

! W(E,V,N, a)/Q(E, V,N)
: ASta) =. K In — ~ {(1.86)
W{E,V,N, x)/Q(E, ¥V, N)

: En donde Q(E,V,N) es el volumen fase total para urn sistema
} alslado, ¢ sea _

QIE, YV, N) = J‘ dr é(H(f, vV, N)-E) (1. 7)

Introduciendo la hipdétesis de 1gualdad de probabilidades a
prior:, la probabdbilidad de gue el sistema se encuentre en el
estado «, es dada por:

W(E, V. N, a)
Feqla) : (1.8)
QUE, V, N)

De manera que el camblo de entropla es:

Qeq(a)
48(a) = 10 —— 1. 9)

Joq(X)
Notese que el "eéstado de equllibrio termostitico, &, es e!

estado mas probable, como se sigue de las ecuaciones (1.3} Y
(1.8). ' ‘

. =:&¢”.ﬂl>’dm:&g¢.;!. w2 | . -I-3-
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PROCESOS ESTOCASTICOS EN MECANICA ESTADISTICA DE PROCESOS
IRREVERSIBLES.

e verd ahora la forma en que se introducen los procesos
eStOCASt1Cos dentro de la Mecdinica Estadistica de Procesos Fuera
de Egquilibrio. - .

La funcisén fase AlMt) asoclada con la observable
macroscéplca «, satisface la ecuacién de movimiento:

d AN )

o iL A(T, t) | {1. 10)
dt

en donde 1L denota el operador de Liouville, la solucidn
formal de esta ecuacidén es entonces:

A(r,t) = e 1Lt A(r,0) (1.11)

En esta ecuacidén (M,0) denota ei alor 1inicial del punto
fase, es declr los valores 1niciales de todas las coordenadas Yy
momentos generalizados del sistema. La aleatoreidad aparece en
aste punto debldo a gque el conocimiento macroscéplco del sistema
es tan burdo, gue no permite tener una informacidén sdbre las
condiclones 1niciaies del sistema, de manera gque o mis que se
puede hacer es 1introducir alguna hipédtesis probabilistica sobre
el estado 1inicial del sistema, slendo la m&s simple de todas
allas, la hipétesis de 1gualdad de probabilidades a priori, de
donde se 'sigue gque el punto fase 1nlcial es una variable
ateator:a, ¢con una funcién de distribucién dada por:

S(H(I"')-E) dr

Prob (I € (F,r+arj)

Q(E, V,N)

i

Pmicro(l) dr (1.12)

De manera que la ecuacidon
A, t) - & = a(t) (1.13)

define un proceso estocistico, debkido al hechs de gque el
punto fase [ es una variable aleatoria, caracterizada por su
funcién de distribucidén, 1a cual en el caso que el sistema sea
uno asnejado, es la funcidén de distridbucidén microcandénica: )

6”“”‘; v! N}-E'
Pmicroll’) = (1.14)
R{E, V¥V, N)
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£l Proceso estocistico 1Nterior mide |as 4 _
sistema alrededor del estade de equilibrio, gage esviaciones del
Ldentificando con el estaco de equilidbrye que o se esta

t .
proceso se caracteriza por la siguiente jepap ermostitico, este

de distribucidn: _ quia ge funciones
K
a.,t; ... ;a, ¢t} = ar p (M) 7 S(A(, n
gx( kK K t 1 micro r:i (ALl 2 ) x-a |
(1Ftsg)

como la funcidén de distribucién microcandénica es yna
estacionaria de la ecuacién de Liouville, no depende de) tie
esto implica que el procesc estocastico anterior que descmbem?o'
fluctuaciones del sistema airededor del estado de equlllbx;m as
un proceso estacionariol?), de manera que la funcisn i
distribuclén para un solo evento es independiente del tiempo, e:
tanto que la de dos eventos solo depende de las diferencias entre
los ~tlempos, asi:

solucisn

gylag, ty) = gqlayg) (1. 16a)

1]

gz2laz, t2:a4,t4) gafaz, ta-ty;a4,0) {t.16D)

En general para describir el proceso estoCiastico es necesaria
toda la Jerarquia de funciones de distribucién. Sin embargo s1 se
supone que este proceso es Markoffiano(2), estara completamente
descrito por las dos primeras funciones de distribucién, o bien,
por la primera funcién de distribucidén y la densidad de
probabilidad condicional

ga(a, t;b, 0) (1.17)

P ‘agt'b, =
eq gy (b)

Cuando el proceso estocastico es Markoffiano, el
comportamiento de la densidad de probabilidad condic¢ional para
tiempos grandes esti dado por(3):

Lim P l&,tlb] = g (a) (1. 18)
t ~>0 eq eq

Una excelente discusién sobre (a Justificacidon fisica del uso

de los procesos Markoffianos en Ia descripclén de¢ PpProcesos
irreversibles se encuentra en el articulo de M, Lax

~-I-5-
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HIPOTESIS DE REGRESION DE ONSAGER

La conexién entre la Mecanica Estadistica de Procesos
[rreversibles Y la teoria de fluctuaciones alrededor del estado
de ~qullibrio, fué hecha por Onsager cuando introdujo la llamada
pipotesis de pegreSﬁbn de fluctuaciones, que a continuacién se
cita textualmentel® ‘

* The decty of 3 systen from 4 given nosequilibrium state
produced Dy a spontineous flactaatioa obeys, ON THR AVBRAGE, the
epirical law for the decay from the same state oack to
equilibrium, when 1t has been produced by 1 consirain which is
then suddeniy removed®

La hipdétesis de regresiéon de oOnsager, asegura gue en un
sistema ajdejado, el cual sufre una fluctuacidéon gque Jo lieva a un
estado de no equillibrio, regresarid al est2do de equilibrio
sigulendo €n PROMEDIO, las mismas leyes marc:oscoéplcas gque el
sistema obedece cuando el sistema relaja al estddo de equlilibrio,
despues de que este ha sido preparado inlciaimente en un estado
de no-- equilibrio por medio de una constricclén, la cual es

removida sudbitamente,

Es 1mportante hacer notar gque la hipétesis de regresién,
agegura que el ‘comportamiento de un sistema macroscéplco en su
evoiucién hacia el estado de equlilibric termostitico, es el mismo
independientemente de como se haya preparado 1nicialmente el
sistema en el estado inicial de no equilibrio. En otras palabras
el sistema NO GUARDA MEMORIA de como llego a su estado inicial de
no equlilibrio, puesto gque s1 llega a este por medio de una
fluctud¢ion natural, ¢ bien por medio de un agente externo, su
evolucién al°- estado de equillibrio esta en promedio gobernado por
las milsmas ecuaciones macroscdéplcas. -

La pregunta gque surge en este punto,. esilBajo que condiciones
microscépicas es valida la hipétesis de regresién de fluctua-
ciones de Onsager?.

La respuesta a esta pregunta, fué hecha por P. Mazur(® en un
lema poco conocido, pero de gran rmportancia tedrica. El lema de
Mazur afirma que cuando la funcién de distribucién 1niciral, es de
la . sigulente forma:

PII, 0) = peqll) (AT, 0)) (1. 19)

~entonces se cumple gque:

P (a.t|b.0) = P (a.t'bl (1. 20)
n-e eq .

en donde P (a,1/b,0), denota la probabilidad condicional
: n-e - :

evaluada con una funcién de distribuclén fase pIrtyy que es

soluclén de la ecuacldén de Liouville con condicién 1inicial dada

Por {1.19), en tanto que P (a,tlbl es la probkabkllidad
eq

condicional evaluada con peqgil'), la cudl es una solucidop
éstacionaria de la ecuacién de Liouville.

-I-6-
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La demostracién de que el Lema de Mazur, permite justificar
ta hinétesis de regresién, fué hecha por J. L. del Rio-Correal?),
encontrandose este trabajo en el anexo de articulos publicados
que acompafia & esta tesls. En el Capitulo III, presentaremos la
demostracién del Lema de Mazur, asi como su utilizacién para
justificar a partir de primeros principlos la hipétesis de
regresién de Onsager. ‘

vamos ahora a cuantificar 1la hipdtesis de regresidn,
para ello se introducen las Variables de Regresién de Onsager

(V.R.0.), las cuales describen en promedio la regresién del
sistema al estado de equilibric cuando el sistemz parte de un
estado inicial de no-egquiliibrio, al cual ha liegado

espontineamente POR MEDIO DE UNA FLUCTUACION NATURAL. Estas
variables se definen en la sigulente forma (5).

LA attib) = j da a P (a, t(b) (1.21)
“An eq .

en donde b denota el estado inicial de no-equilibrio,
Cuande se supone valida la hipsdtesis Markoffiana, el
compertamiento de las V.R.O. para tiempos grandes es: -

<

L im a(t;b):J‘daag_(a):<a> 1. 22)
t -> o eq

-

como se puede ver tomando el limite de la ecuacidn (1.2%) vy

utilizar el comportamiento limite de la probabilidad condicional
dado por 1a ecuacidn (1.18). R

- Por lo -anterior, si se 1identifica el valor promedic de la
variable .aleatoria, con el valoer mis probable, entoncegs para
tiempos grandes las V.R.O. tienden a -los valores de equilibrio
termostitico, (los valores mas probables segiin el punto de vista
de Boltzmann).

Cuande el sistema evoluciona del estado . -inicial de -no-
equilibrio, (a t:=0, se encuentra en D), al éstado dae- equilibrio
(al cual llega para tiempos grandes), Onsager IMPLICITAMEKTE
supone gue el estado termodinadmico del sistema al tiempo t, es
(E,V,N,a(t;b)), de manera dque la entropia del sistema al tiempo
t, €3 segin el postulado deé Boltzmann dada porv

_ Db
S (t z Kk 1In geqla(t;b)l + Ccte (1. 23)
De manera gque el cambio de entropia en una fluctuacién estd
dada por: ' R
—— . b Jaqlal(t; b}
AS  t ) 'z K In ~ (1. 24)
Geql)




En tanto que el camblo de entropia en un intervalo de tiempo
(t't+dt)- es:

b b
S (t+dt ) -8 (¢t ) =

geq(&(t+dt:bli
K In (1. 25)
Geqla(t;Db)) '

Y por lo tanto la derivada de la entropia éon respecto al
ti1empo €S

¥

b .
a8 (t) ' ding ( a) d a(t;b)
_ : K £q . —— (1. 26)
dt d a dt
_ : a(t; b}

Definiendo la fuerza de Onsager por la relaciéon

d In gegla)
$(a) = K (1. 27)
- d a

La produccidén de entropia es entonces:

—_—— Db -

d s (t) d a(t;b)

—_— : d(a(t;d))  ——— (1. 28)
at dt

Por otro lado, cuando se prepara 1lnicialmente al sistema en
un estado fuera de equilibrio por medios externos, se sabe de la
termodinidmica de procesos irreversibles, que la produccién de
entropia esti dada ponr(d

<o == J. X (1. 29

Aqui, o denota la produccién de entropila, J y X son los
flujos y las fuerzas termodinamicas respectivamente, tambien se
sabe gue para cerrar -2l conjunto de ecuaciones gque describen la
evolucién temporal - del sistema desde un punto de vista
macroscéplco, es necesario 1introducir las llamadas relaciones
‘constitutivas, gque .son relaciones fenomenoléglicas entre los
flujos y las fuerzas. Es precisamente en estas relaciones donde
aparecen los coeficientes de transporte, tales como

~ conductividad, viscosidad, difusidén, etc. Asl las relaciones
constitutivas son en general de la forma: :

J:Jd (X | (1. 30}

-I~8=
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CAPITUL" 1

gl caso mas simple es cuando las relaciones constitutivas son
lineales, o© sea

J - L.X (1. 31}

donde L es la matriz de coeficlentes de transporte.

La hipdtesis de Regresién de Onsager, permite encontrar 1la
eciacién de movimiento de las variables de regresién, a partir de
un condcimiento de las relaciones constitutivas macroscépicas, ya
que segin esta hipdtesis, las expresiones para la produccidén de
entropia en una fluctuacién (ecuacidén (1.28)), ¥y la encontrada
utilizande la Termodinamica Irreversible (ecuacién (1.29)), deben
de ser 1dénticas. De man32ra gue e! flujo termodinamice J, se
jdentifica con la derivada temporal de las V.R.O, en tanto gque
la fuerza termodindmica X se 1dentifica <con el vector ¢&.
Consecuentemente la Hipdétesls de Regresién implica que se pueden
nhacer las -siguientes 1identificaciones ’

da(t;, b}
J con —m——n 4 X ¢con ¢{a{t:b})) (1. 32)
dat K .

Per lo tanto la evolucién temporal de las V.R.0., cuande las
relaciones constitutivas son ‘lineales estid dada por

a a(t:b)
—_— - L.$(a(t:D)) (1.33)
at

Nétese que en general la ecuacidén (1.33) es no lineal en las
variables de regresion, aun cuando se ha obtenido de las leves
constitutivas lineales. Para obtener ecuaciones lineales para las
V.R.C., es necesario introducir una hipétesis adicional gque no

- esta contenida dentro de la hipétesis de Onsager. Esta

informacién adicional consiste en suponer gue la funcién de
distribucién de equilibrio de las fluctuaciones alrededor de
equilibrio es GAUSSIANA, 0 sea que,

Jeqfa) = A exp(-%€~1(0):aa) (1. 34)
en donde A es u’ha constante de normalizacién, Y Cc{0) denota

la matriz de correlaciér ‘Al tiempo cero. en este caso el  vactor
$ esti dado por:

vi(a)y = - € 1(¢).a (1. 35)
Utilizando este 'resnltado, junto con la ecuacidn (1.32), se
obtiene gque las V.R.C, satisfacen una ec¢uacién de evolucién
ilneal : B
d a(t; o) ,
—_— - M,a{t;Db) (1. 36)
dt
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Donde la matriz M esta definida por:
M: L.c o) (1.37)

Como veremos en el sigulente capitulo, utilizando la ecuacién

(1.36), se encuentra la forma que tiene la matriz de correlacién

! dependiente del tiempo, compatible con la hipétesis de regresién

y las relaciones fenomenolégicas lineales. Por otro lado, las

ecuaciones microscéplcas de movimiento, implican gque la matriz de

v correlaclidén posee clertas simetrias, asi para que el resultado

que se obtiene para la matriz de correlacidén usande la hipétesis

de regresién sea compatible con las ecuaclones microscopicas de

| movimlénte, la matriz de coeficientes de transporte L dsbe de

poseer clertas simetrias, gque son las relaciones de s metria de
onsager.

GENERAUZACION DE LA HIPOTESIS DE REGRESION AL CASO NO LINEAL

&n Mecanica Estadistica de Procesos Irreversibles uno de los

‘ problemas de 1nterés actual consiste en generalizar las ldeas de
onsager al caso no-lineal, o sea cuando las relaciones
constitutivas entre flujos y fuerzas no son lineales, En esta

secclén se analizara detalladamente una de estas
generalizaciones, la propuesta reclentemente por J. Hurley y C.
Garrodl(9), - :

Para generalizar al caso no-llneal las 1deas de Onsager, J.
Hurley y C. Garrod, hacen una hipétesis sobre el comportamiento
de las V.R.0,,. cuyo significado fisico no es claro. En esta
seccién, ademas de discutir la generalizacién anterior, tambien
se presentari un argumento simple para mestrar la plausibilidad
del ansatz de Hurley y Garrod,
Para .encontrar una Justificaclién para el ansatz, supondremos
: que los' flujos y las fuerzas termodinamlicas estan relacionadas en
una forma cuasi-lineal, de manera que las relaciones
¢onstitutivas tienen una estructura similar al c¢aso lineal,
entrando la no linealidad a] suponer Jue la matriz de
coeficientes de transporte, depende de las fuerzas
termodinamicas, de manera gque las relaciones constitutivas se
pueden expresar en la forma:

JEt) = L(X{t)). X(t) (1. 38)

Aqui, L , denota la Matriz Generalizada de Transpoirte
(M.G.T.), que YyYa no €8s una matriz constante <¢omo en el caso
lineal, s1no gque com? ya hemos dlcho, derende de las fuerzas
termodiniamicas. La ecuacidén de movimlento para las V.R.O. puede
obtenerse utilizando 1li hipéteslis de regresién de Onsager, de
manera que hacilende las 1dentificaciones dadas en la ecuacién
(t.32), se tiene:

d a(t;b) |
mrre— = L(@(A(t;D) )} GlaIL; D)) (1.39)
at

Si, hacemos la consideracién habltual de gque la funcién de
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distmbunén de equilib™1o es gaussiana, las fuerzas de Onsager
estan relacionadas linealmente <con las V.R.0, como podemos ver
de las ecuaclones (1.32) y (1.35), asi:

dfa(t;b)) = - €-1(0).a(t;Dp) (1.40)

De manera gque la ecuacidén de movimiento para las fuerzas: de
Qonsager &s:

"4 dla(t:b)) (1.41)

: - € 10).L{dta(t:b)}). b(a(t;b})

dt
para resolver esta ecuacidén diferencial no lineal, utilizamos un
método similar al de R.L. Stratonovich!®l En el Apéndice 1, se

demuestra gque usando este método la solucidén de (1.41), se puede
expresar de la silgulente manera: :

d(a(t:;b)) = Q(L, ¢(b)). ¢(b) (: 42)

Dende la matriz Q esta definida como

- t2 9 F
Q(t,o(b)) = U + { tU + — +
2! 3 (b}
(1. 43)
t3 aF OF a2F
¥ o—_ [ —— + FT. ] + ... 1. A $(D))
3! 3 3 ¢ ae 3¢

Siendo ¢ el tensor unlitario, en tanto gque el vector F
y el tensor A estan definidos por las sigulentes expresiones:

F = ALd(b}). (D) | {1. 44a)
Al ®(bt) = -k € 1(0).L(¢(Db)) (t. 44Db)

La relacién entre ¢(b) Y b se obtiene al evaluar 1la ec.
{1.40) a =0, asi:

¢(b) = - €~t(o). b {1.45)

De manera gque la matriz €@ depende de Db, a través de ¢,
por 1o qgue empleareamos la notacién: .

Q(t, ¢{(b})) = Q(t,Db) (1. 46)

Sustituyendo la ecuacién (1.42) en la ecuacidén de movimiento
para las V.R.O., se obtiene :

d a(t;p)
—— : M(D, t). (D) (1. 47)
at
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ponde la rmatriz M(b,t) esta definida como
M(b,t) = L(GQ(Db, t). $(b}). Q(b, t} {1.48)

Integrando (1.47), obtenemos gque las V.R.O. son dadas por:

t
a(t;b) = b +J‘ dt’ M(b, t’). ¢(b) (1.49)
0

Y definiendo la Matriz deneralizada de Onsager (M4.G.0.), por
la relacién:

t
P(t,b) = J dat’ M(b, t’) (1. 50}

0

Las Variables de Regresién de Onsager,- ¢ pueden expresar en
la forma :

a(t,b) = b + t P(hbl-@ib‘! (1.51)

El resultado anterior se ha obtenido bajo las suposiciones de
que  las relaciones constitutivas son cuasi-lineales, y ademas gque
la funcidén de distribucion de las fluctuaciones alrededor de
equilibrio es gaussiana. El ansatz de Hurley y Garrod consiste en
suponer dque la expresién para las Variables de Regresién de
onsager, dada . por la relacién (1.47), ES VALIDPA PARA CUALQUIER
RELACICN CONSTITUTIVA NO-LINEAL Y PARA CUALQUIER FUNCION DE
DISTRIBUCION DE EQUILIBRIO.

Finalmente Yy con el préposito ‘de que sea clara la comparaclén
entre el argumento dado anteriormente y el sugerido por Hurley vy
Garrod, se presentara el argumento de estos autores para llegar a
la ecuacidédn (1.51).

Consideresé primeramente el ¢asc en gque las relaciones
constitutivas son lineales. Entonces la evolucion temporal de las
V.R.O. es dada por (1.33). Consideremos ahora un pequenio
intervale de tiempo (0,t), donde t es un tiempo grande comparado
con 1oz tiempos microscoépicos tales cemo el tiempo de colisién 1,
pero es un tiempo pegquerio comparado con tiempos de caracter
macroscopico T, de manera gque

Y << t << T {1.52)
Para este 1ntervalo de tiempo la ecuacién (1.33), solo tiene

sentido 31 se le interpreta como una ecuacidn en diferencias, asi
esta ecuacidn toma la forma:

att;b) - b
= L.$tb) {1.53)
t
De donde es inmediato que:
afit;b) = b + t L. %(Db) (1. 54)
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Nétese que esta expresién para las V.R.O. es vilida para
RELACIONES CONSTITUTIVAS LINEALES Y PARA UNA ESCALA DE TIEMPOS
MESOSCOPICOS, definidos por 12 desigualdad (1.52).

" El paso slgulente es considerar gque (1.50) se puede
generalizar para RELACIONES CONSTITUTIVAS NO-LINEALES Y PARA TODO
TIEMPO, simplemente considerando que la matriz de coeficientes de
transporte es en este ultimo caso, una funcién del tiempo. y de
1as condiciones 1niciales dadas por b, de manera que en el caso
general la matriz L debe de ser substituida por la matriz
generalizada de Onsager P(t,b).

Es preclsamente con el argumento anterior que Hurley y Garrod
propusieron gque la expresién mas general para las V.R.0. esta
dada por la ecuacion (1.51). . ‘

Aunque el argumento utilizado por estos autoras es muy simple
en apariencia, no resulta claro como 1la no linealidzd en las
relaciones fenomenolégicas es tomado en cuenta al hacer depernder
del estado 1nicial a la matriz de coeficientes de transports, vy
por ‘conslgulente dadas unas relaciones constitutivas no lir-ales,
no podemos decir en que forma se construye la matriz generalifzada
de coefliclientes de transporte.

Por otra parte nuestr¢ argumento para llegar a {1.51), toma en
cuenta desde el PpPrincipio gue las relaciones constitutivas
pertenecen a una clase particular de ecuaciones no lineales, gque
son de la forma  dada por (1.38), Yy mostramos claramente como
estas relaciones nos llevan a una ecuaclidn diferencial no-lineal
para las fuerzas de Onsager, siendc a partir de la solucidén de
esta ecuacidén que se llega a la relacién (1.51); es claro que la
dificultad que se encontrari en el caso general para encontrar la
matriz generaiizada de Onsager, seri el - poder resolver la
ecuaciéon diferencial que satisfacen las fuerzas de Onsager.

En el siguiente Capitulo, se mostraran algunas de las
propiedades gque debe poseer la matriz P, para dJque sea
compatible con las simetrias de las ecuaciones microscéplcas de
movimiento, las cuales constituyen la generalizacién del teorema
de reciprocidad de Onsager.
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Con objeto de encontrar la solucidén de (1.41), empezaremos
por considerar la ecuacién:

d x(t)
= € F(x(t)) (A. 1)
dt
gque tlene como condiclén 1nicial:
X(tp) = Xp {A, 2)

Claramente, el vector definido como:

H(t) = X(t} - Xg

(A. 3)
satisface la ecuaciéon diferencial:
d Hit) ‘
ez € F{Xg + H(1}) | (A 4)
dt

‘Desarroilandoe el lado derecho de estid ecuacléen alrededor de
Xo: Se obtiene:
d H(t) oF (x¢p} g F
—— = & { F{Xg) + —m H(t) + ¥4 H{t)H(t) + ]
d t 9 X dx Ix {A. 5)

Proponemos la solucidén en serie de‘Fmﬂfn01aS de ¢
Hit) = € Hy(t) + € Ha(t) + €3 Ha(t) + ... (A 6]

"Sustituyendo (A.6) en (A5), e 1gualando los términos de la
misma potencia en €, obtenemos:

d Hy(t}
————— = F(Xg) : (A. Ta)
at

d Hz(t) 9 Fixp)

= - Hy(t) {A. Tb)

d t Jd X
d Hgz(t) dF(xq) 32 F(Xp)
= -~ Hp(t) + Y——: Hg(t)IH{(t)

d t Jd X 34X 00X (A. Tc)




La solucién de estas <2cuaciones es dada por las sigulentes
expresiones:

Hy(t) = (t-tg} F(Xg) {A. 8a)
a F(XO]
Hp(t) = % (t-tg)t ———— . F(Xq) (A. 8D)
a x
1 ro Fix ) o Fix )
H (t) = — (t-t )9 Q. Q- F(x ) +
3 3! 0 L 3 x d X -0
3 FI(X ) .
+ —— 0 . F(x ) F(x )J
IX 9x 0 Y (A. 8¢C)

For lo que si1gulendo este procedimliento es posibie encontrar
1a solucidén de la ecuacién (A.4) a cualquier orden deseado en «&.
rara aplicar este meétodo a la solucién de (1.4%1), consideraremos
el caso particular en gque la forma de F(X) es: -

F(Xx) = A{x). X ‘ (A 9)

en ‘donde A es un tensor de segundos orden. La razén de esta
seleccidén es que llevando a4 cabo las siguientes 1i1dentificaclones:

-

X{(t) = d(a(t;b)} {A. 10a)

Af(x(t)) = - K € 1(0).L(x(t)) {A. 10D)
la ecuaciédn (A.t};, se reduce a la—ecuacwn para las fuerzas de
onsager dada por (1.41).
de manera Jue utllizando las ecuaciones (A.B), (A.8) y {(A.9),
una simple sustitucién nos lleva a que la solucidén de la ecuacidén
(A.1), ¢ton F(x) dada por (A.9), estia dada por:

X{t) = D(t-tg, Xg). X0 (A 11)

en donde D, tiene la sigulente estructura:

D(t-tg, Xp) = U + € (t-tg) Al xg) *
3 F( xg)
% € (t-tg)? ——— . AlXg) +
da X
i d F(x )» & Fix )
— (t-t )3[ Q. O A(x ) +
31 0 L 45 x J X Y
3 F{X
FT(x ). ——2_ a(x l] +
X ax 0
+ ... {A. 12)

S




Tomando el Limite de (A42) cuando € -> 1 y considerando to:0
se encuentra la matriz @, dad: por la ecuacidén (1.43), con lo

que se obtlene la solucién de la ecuacisn (i.41).

REFERENCIAS
- 6 E. Uhlenbeck and 6. W. Ford . Lectures n Statistical
,.,'ec'namcs._ tectures n Apphed Mathematics. vol. I American
Mathematical Socrety. 1963.

2.- M C. Wang and G. E. Uhlenbeck, Revs. Modern Phys. 17, 323,
{1945).

3.- M Lax, Revs. Modern Pnys. 32, No. !, 25, (1960).

PR

4- L. Onsager, Phys. Rev. 37, 405,  (1931); 38, 2265, (1931).

s.- La cita mencionada aparece en L, Onsager and S, Machiup,
Pnys’ Rev, 9_!, NO. Gl 1505. (1953).

6.- P.  Mazur, in  Fundamental Problems n  Statistical Mechamics.
e, G, D. Cohen, Ed.,, page 203. North  Holland Publishung  Company,

7.- JuoL. gel Rio=Correa, Journal Statistical Physics, vol, 34,
NOS. 1/2, 1984..

8- S8 R, uge Groot and P. Mazur, Non-equilibrium Thermodynamics,
North  Holland Publishing Company. 1969,

9.- J. Hurley y C. Garrod, Pnys. Rev. Lett. 48, IS7S, (1982).

10.- R, L. Stratonovich, Top1Cs in the theory of random noise.
voi. i, Cap. 4, Sec. 8, Gordon and Breach, 1963.

—1-16-




CAPITULO 1II

INTRODUCCION

‘Kl teorema de reciprocidad de Onsager, asegura gque la
manifestacion MACROSCOPICA de que un sistema de muchos cuerpos
opedezca la ecuacién de Liouville en el caso clasico, o ia
ecuacion de Von Neumman en el caso cudntico, es que la matriz dJde
coeflcientes de transporte posee clertas simetrias,p.e. en el
caso mMas simple gque la matriz L sea simétrica) Esta simetria
de L NO puede expllcarse a partir de ninguna teoria
MACROSCOPICA, como 10 es la Termodinamica Irreversiblz, por ¢
que dentro de uUn contexto MAacroscoéOpico las reiaciones de
reciprocidad de oOnsager se introducen c¢omo un postuladgo,

onsager(Le) demostro en un par de articulos que le valieron
posteriormente el Premio Nobel, gque la 1nvarianclia ante una
inversion temporal de las ecuaclones milcroscopicas de mavimiento
(cldsicas o <cuanticas) implican que L no es arpitraria, Ssino
que es una matriz simétrica. Posteriormente Casimir(3) generalizo
los resultados de Onsager para el caso en gque las funciones fase
asoctadas ‘con las observables macroscopicas tenian una simetria
distinta ante 1anversién temporal. Es por esta razon gque las
propiedades de simetria de la matriz de coeficientes de
transporte son conocidas en la literatura como las relaciones de
reciprocidad de oOnsager-casimir,

En la primera parte del capitulo nuestro objetivo primordial
sera deducir. las relaciones de Onsager-Casimir y presentar su
generalizacliéon  para casos no lineales. Para ello llevamos a cabo
primeroe un analisis microscopico de la matriz de correlacién,
despues se - hace un andlisis semifenomenologico de esta misma
cantidad y finalmente, por medio de un proceso de hibridizacion,
se obtlenen las . relaciones de reclprocidad de oOnsager-casimir.

A continuaclén se presenta un breve resumen de los pasos que
se daran en cada uno de l0os anillsls antes mencionados,

' 1) Analisis Microscépico.

Se analizan las simetrias de las ecuaclones de movimiento
microscoplicas, suponiendo que el sistema bajo estudlo es Clasico.
A partir de ellas se obtlenen las relaciones de simetria gque
poseé la matriz de correiaclon, se encuentra la relacién entre
las variables de regresién de oOnsager Yy la matriz de correlacion.
Los resultados obtenidos en este andlisis son generales, puesto
que prara encontrarlos solamente se 1nvoecan propiedades de
simetr:a vialidas tanto en el caso <¢lasico como Cuantico.

11} Analisls Semlfenomencléglico.

-S5& obtiene 1la matriz de correlacion por medio de una
argumentacién semilfenomencologica gue 1nveolucra:

a) La Hilipotesis de Regresion de Fluctuaciones.

b) Las rejaciones itneales entre flujos Yy fuerzas
termodinamicas. '

¢) La funcién de distripucién de las fluctuaciones alrededor
del estado de equllibrio, la cuil se supone que es una gaussliana.




111) Hibridizacién.

Las relaciones de reciprocidad de oOnsager se €ncuentran al
llevar a cabo un Pproceso de hibridizacion, ya que se exige que 4
matriz de correlac.on que se obtiene del enfoque fenomenolegmo
posea las simetrias debidas a la 1nvariancia de las ecuaciones qe
movimiento mlcroscoplcas ante una lnversion temporal.

Despues analizaremos la manera en que !as ldeas de Onsager se
generallzan, cuando las relaciones constitutlvas enire los filujos
y las fuerzas termodinamicas son no-lineales. .

En la segunda parte del capitulo se hace un anélisis
suldadoso de 108 procesos markotfianos, siguiendo el punto de
vista de Stratonovich{4) para ctasiticarios, discutiendo el caso
particular de los procesos Markoffianos Lineales (o (Gaussianos),
en donde adoptamos un punto de vista muy cercano al de Meivin
Lax(®) para conectar con la teorla convencional de oOnsager.

Flnaimente se demuestra dJue en el caso en que el proceso
estocastico gue caracteriza las fluctuaciones alrededor del
estado de egqullibrio, sea LINEAL!®), 1a matriz generalizada de
onsager 1ntroducida por Hurley y 4darrodl7), ::.a completamente
determinada por (a matriz de correiaclon, 1ndependlentemente que
el proceso sea o no Margxoffiano. ‘

El contenido de este capitulo es una verslon extenalda del
articulo dado en la referencia (8), titulado:

* Further generallzation of the oJnsager reciprocity theorem "
L.8. garcia-Colin and J.L. del Rio-Correa
Physlcal Review A, Vol. 30, Number 6, page 3314, December 1984
que se anexa en el apeéndilce de articulos que avalan la presente
tesis.

-II-2-




ANALISIS MICROSCOPICO.

Las propledades de simetria de la matriz ce correlacidén, son
una consecuencia de la simetria de las ecuaciones de movimiento
microscoplcas para las funciones fase vy la tuncién de
distribucion. Para encontrar las simetrias microscopicas se
introaucen los operadores de evolucién e 1nversion temporail,
suponiendo por simpiicidad gque el Hamiltoniano del sistema es
invariante ante una 1nversién temporal.

LOS OPERADORES DE EVOLUCION £ INVERSION TEMPORAL

La evoluclon temporal- de un silstema cliasico, esta gobernada

por 1as ecuacliones de Hamilton:
da (s _
' ——— = LT (2. 1)
L dt . .

w
P aqui, I denota el conjunto de coordenadas Y momentos

generalizados del sistema, o sea [':=:(q,p) en tanto gque 1L es el
operador de Licuville definido por:

IL(M) = (H(T), ) (2.2)

siendo (A,B} el parentesis de Polisson de las funciones A(l) Yy
B("). La soluciéon formal de las ecuaciones de Hamilton esta dada

por: _
Fy = Mo, t) = e 1LY (2. 3)

siendo f‘o_,él valor de las coordenadas y momentos al tiempo
t:0. Definiendo el operador de evolucién temporal como:

Ty = exp [(iL(I'g)t) , (2. 4)
La ecuacién (2.3) tema la sigulente forma:
Mg = Mlget) = Ty Mg (2.5)

A partir de la definicién del operador de evolucién temporal,
es 1nmedliato obtener las sigulentes propiedades, a saber,

Tei+t2 = TetTe2 = Te2Tey (2. ba)

11}

(Ter~ 1 = Ty (2. 6b)

Denotemos por A(t} una funcion fase que depende del tiempo
Solo a traves de las soordenadas y momentos generalizados. Asi,

Aft) = AlTNe) = All{(Ig. )2 (2.7)




La ecuaclién de movimlento para A(t}) es entonces:

d A(t)

= 1L A{t}, (2.8)
dt

cuya soelucién esta dada por:

A{Ty M) = Ty A(IMg) (2. 9)

Las ecuaclones de Hamilton son 1nvarlantes ante la
yransformacién: ¢ por ¢ ; P POr -p; t por -t, de manera gque si

q Q‘QOJ pOr‘l

{2.10)

es soluciéon de las ecuaciones de Hamilton, tamblen es solucién de
elias:

q’ q(d¢g, -Pgp, ~%)

q
{2.11)

P’ = P(dg, -Pg: -t}

-P
‘pDefinimos anhora el operador R en la forma sigulente:
R A(q,pP) - A(q, -p) (2. £2)

Usando esta definlcién se sigue gque l1a 1nvariancia de las
ecuaciones de Hamilton, ante 1nversién temporai implica gque s1 |
es solucién, entonces tambien 1o es R[7, de manera que:

a (RM) :
————— = 1L(Rl") Rr (2.13)
dt

La soiucidn de la. ec.i2.13) es obviamente:

RCy=exp[iL(Rg)t] Ry (2. 14)
81 el Hamiltoniano es 1nvariante ante inversion temporal,
entonces:.
RH{I) = H(R[) = H(M, {2.15)
ie manera gque:
LL(RI) = {H(RI}), |
AH(RIr) 4 " oH(R™) 4
3{-P) Jd q g q a{-p)
SH(I) o JHIT") o
3 p 9 q aq op
= -1L(l) (2.16)
-1I-4-
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gtilizando este resuitado en la ecuaclen (2.14), obtenemos:
RCe=expi-1L{p)t) R {2.17})

Compbinando el resultadc anterior con ias ecuaciones (2.4) vy
(2.5), se llega a:

R Ty I"pg = T.g R Ty (2. 18)
De manera gue:
RTy = T_y R | (2.19]

Otra propledad de ios operadores R vy 'Tt -32 anUVentra
utitizando la ecuaciéon de Liouvilie:

d p("¢)
— =1L} p(¢) _ (2. 20)
dt :

cuya scolucion es:

Ppile) = p{Ty g}

: Ty ol My ) (2.21)

Aplicando el operador R a la soiucién de la -ecuacién de
Liouviile, tenemos:

R pile) = R [ expl-1L(rglt}) pilg) !

exp(-1L{R[ it} p{RIgy)

exp(iL{l'g)t} Ret{g)

Ty Rpo(l"g) (2.22)
Combilnando este resultado con (£.21), se tiene dque:
RT_¢ ptfp) = T¢R pilgi (2.23)

De este resultado vemos gue los operadores de evolucion temporal
¥ de inversion satisfacen la relacion:

R T_y =Ty R (2. 24}
La ecuacién (2.24) tambirsn puede obtenerse, al Ppremuitipiicar

Y postmultiplicar por R la ecuaclon (2.19), y utilizar Ila
propiedad que RZ:i.

-11-5-
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PROFIEDADES DE INVARIANCIA DE LA SULUCION ESTACIONARIA
DE LA ECUACION DE LIQUYILLE,

De la ecuacion de Liouville es inmediato gue si1 i3 funcion de
distripucion depende de las variables fase, s0lo a traves de,
Hamiltoniano, eéntonces el parentesis de Folsson de p(f)

con
el Hamlltoniano se anula, por Jo que pzp(H(')) es una
goluclon estaclonarlia de la ecuacién de Liouvlile, Usualmente

esta Se ldentliica c¢on la funcioen de distribucion de equllibrio,
Peq:
Como el operador de Liouville apiicado 2 ta distribucisn de

equllibrio es <cero, o sea 1Lpeq:=0, la tuncion de distripuclén
de edqullibrio es un lnvariante temporai, © sea gque:

Ty peq”" = peq”‘] 12. 45}
Judando el Hamiltoniano es invarliante ante una inverslon

temporal, entonces la funcion de distripucion de equlillibrio,
tamblen es invarlante ante dilcha 1nversion temporai, ya que:

=

R peqil) = R p{H(I))
= P(H(RI)) = piﬁtl“ll ' (2. 20)
: Peqlfl)
Es inmed:iato que debilido .a que Peq es solucion

estacionaria, es también 1nvarlante ante un corrimiento en el
origen del tiempo, de manera gque:

Peqilt) = Peqlrsn)

con T arbltrario. En particular s1 escogemos T : -t Se tiene:

peq“—‘o) : Peqlle) 7 t2. 271}

RELACIONES DE SIMETRIA PARA LA FUNCION ODE CORRELACION

Mostraremos ahora dgue la i1nvarilianclia de las ecuacliones
microscoplcas ante un corrimients en el orlgen dei tiempo &
inversién temporal, se reflejan macroscoplcamente a tiraves de
propledades de simetria para la tuncisésn de correlaclon.

~a funcion de correlacloen entre 410s runciones tase Ay Y A, se
define por: '

¢ ()
1J

id. 28)

1
Cmmm iy
=
™
h e
>
iy
>
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Como c¢onsecueéncia de la 1nvariancia de las ecuaciones de

Hamilton ante un corrimiento éen el origen del tiempo, la matriz
de correlacion satisface

Cijlt) = Chy(-t ) (2.29)

esta propiedad de simetria es demostrada a continuacion. FPcr el
teorema de Liocuvllle, se sabe gque:

dlrg .= dify, - (2. 30)
en tanto que por (2.5) se tiene que,
Fo = Tog 1"y ' L2, Ut

Utilizando (2.30) Y 2.31) en la detinicion de la matriz ae
correlaclion, dada por la ecuaclon ({2.28), se aobtlene:

i . ,
C (1) = Jdr P! T T AT ) A (L )

1J T eq -t J -t t
(2. 32)
.. Como paqil’) es 1nvariante ante un corrimiento en et
origen del tiempo, se tiene de la ec. (2.81) Yy de esta
invariancia:

: Peq(T-trt3 = Ty pPeqliy)
' (2. 33)
= Peq(rt’

Usando - la. ecuacién (2.33) se tiene que (2.32) toma la
sigulente forma, .

C (t) = Jdr p U )y A (") AT ) i2. 34)
Tt eq t it J -t t

Haciendo r":f‘t. la funcién de corretacion toma la forma:

C (v [dr‘ P (") A (") AT ")
iJ ] eq 1 J -t
(2. 35)

A
: {dl* P U') AT ') A ()
§ J -t i

€q

De aqui se slgue 1nmediatamente la ecuaclion (2.29) la cuai
se puede exXxpresar en ia siguiente forma matricial; :

coe) = ¢V -t (2.36)
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Investigaremos ahora la simetria gque presenta la matriz de
correlacion, debida a la 1nvariancia de las ecuaciones de
Hamilton ante 1nversion temporal.

Ante lnversion temporal el elemento de volumen en el espacio
fase, cambla de acuerdo a la relacion

d (R} = |J| aF = ar. = af {2, 37)
t t t 0

La segunda 1gualdad se sigue del hecho de que el Jacobiano de
ja transformacioén asociada a la inversién temporal es 1gual a la
unidad, en tanto que la 1ultima 1gualdad es una consecuencia del
teorema de Liouville.

Como el operador R satisface la propiedad de que RZ2:1,
entonces:

Aj(Me) = A(R2Py) = AG(RERMg)) = RA(RMy) (2. 38)
Denotando por €; la paridad de A, ante 1nversiéonde manera
que €; es +1 cuando A, es par en los mom-f_::'itos generalizados, y €5
es -1 cuando A; es funcion impar de los 'm‘bmentps generallzados se
tiene RA(I)=€, A ("), de manera que (2.38) toma la forma:
Ajilg) = R A;(RMy) = €5 A (RMy) (2. 39)
ytilizando (249) es facili ver que (RT¢)2:1, ya que:
(R Tg)2 = RT¢ T_¢R = RR = 1 (2. 40)
Por 1o qgque:
Mo = (R T¢)2 Mo = RT¢ RTy Mg = RT¢ Ry (2. 41)

De manera que las funclones fase se pueden expresar en ia
forma:

Aj(Tg)

Aj(RT¢ (R ))
{2.42)

€J' AJ'ITt(RPt_’i

- Usando las ecuaciones (2.37), (2.26), {2.39) y (2.42), dentro
de la definicidén de l1a funcion de correlacién dada por la
ecuacion (2.28), obtenemos finalmente Jue, :

A

1J 11 L J J
(2. 43)

C {t}) = Jdlkl‘ )P (KRI” ) € A (R ) € A (T (R )}
t eq t t L

-II-6-




> e " = ™ I
:]‘W

i Haciendo el cambio de variable M=Rf¢, la ecuacién anterior
toma la forma:

C {t) = [ar' p
iJ j eq

i‘ (2. 44)
J

(r'y € A (") e A (T ")
11 JJ

C (t) = & ¢

, art e Ay AT 7y A (M)
1J 1 J q J 1

e

De manera gque la 1nvariancla de las ecuaclones de movimiento
ante 1nversion temporal, 1implica que la funcion de correlacién
satistace:

Defintlende ta matriz ¢ <Oomo aguetila cuyos elementos estan
dados por:

(EllJ Y diJ’ _ {2. 41
ia ecuaclion (2.45), toma la =sigulente torma:

cit)y = e.¢¥itr.e (2.47)

! Asi se ha mostrado gqueé la 1nvarilianclia ante un cormm.l.en'to
temporal implica gue la matriz de correlaciéon posee la simetria;

; ety = €T -t) (2.36)

en tanto que la 1nvarianclia ante 1nversion temporal 1mplica
que:

c(t) = €.¢¥t).¢ (2.97)
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LA FUNCION DE CORRELACION 1 LAS VARIABLES DE REGRESION

En esta seccion se estudlia a relaclén entre (a matriz de
correlacién y las observables macroscopilcas del sistema, en
particular, con las variables de regresion de onsager, va que° tal
relaclon es central para la deduccion del teorema de reciprocidad
de oOnsager. '

Expresaremos ahora (a matriz de correlaclion en termipnos ce
jas variables de Regresiocn de ounsager; para ello utlillzaremcs
la sigulente i1dentldad:

(

A ("} = adaa a d4S(Aa(l" )y - a) (2. 48)
1t ] 1 t

Usando esta ecuaclén en  la expreslon (2.28), la tuncion de
correlacién puede reescribirse como:

( ‘
c (t) tar e ("3 A (T ) A ([ )
13 J 0 eq 0O 1 t J 0

(" o (' )|{da a  S(A(I n-a:[an D S(A(] )-D)
j 0 eq 0§ 1 t j J 0

lda adb a b [lrdl" Pl JStALT )-a)3LA(I 1-D) ]
J' : i 0 t v

1 J ;) 0 eq (2. 49

Utilizando el hecho de que:

g €dya.1; b, 0) = [ar p
2 0

(17 13(AL]" )-ajo(All’ )1-D},
J U t

eq (2.50)

asi como la definicién de la densidad de probapilidad condicionat
dada por: :

g ®9¢a. t;b,0) = P {a.t|b) g (b) {2.51)
2 eq ' eq
vy usando estas expresiones en la ecuacion (2.49), se tiene que:
¢
C (t) = {db ( ldaa a P (a.tib) ] b g by (2.52)
1) J 1 eq ' J eq
kecordando gque las variables e regreslon de onsager 2stan
definidas como:

ait,b}) = Jda a?pP (a.t[b} (2. 53}
o eq
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podemos ver de las ecuaciones (2.52) y (2.53), que la funcién de
correlacidn tcma la siguiente forma:

-

> (ty : (db a (t;b) b g (b, (2. 54a)
iJ 1 J eq
o blen en notacien matricial:
c(v) - [db a(t;b) b g (b) (2. 54D}
J . eq

Esta ultima ecuaclén muestra la forma <como esStan Iretacionadis
la matriz de correlacion con las variliables- de regresion ae
gnsager. .

g ANALISIS SEMIFENOMENOLUGICO.

'~ Nuestro sigulente paso Sera obtener la matriz de correiacion
en una manera semifenomenoldgica compatible con:

1) La hipétesis de regresiéon de fiuctuaciones, la cual afirma

que €n un sistema anejado, las fluctuaciones se comportan en

. promedi1o sigulendo. las leyes fenomenologicas.

11) Las relaciones constitutivas llneales entre flujos vy

fuerzas termodinamicas.

111) La funcién de distribucion de las - fiuctuaciones

alrededor del estadoe de equliibrio es una SAUSSIANA. De hecho

Onsager supone dJque el proceso estocastico asoclade a las

fluctuaciones alrededor del estado de equllibrio es un

proceso Markoffiano y Gaussiano(9),

Al utllizar las hipétesis 1) y 11) como ya se ha explicado en
el capitulo 1, Onsager demostrsé gque las variabies de regresién en
una escala mesoscoépica de tlempo son dadas por:

a(t:b) =b + t L.¢(Db) (2. 5%a}

e 1ntroduclendo 111) la cual 1mplica que ¢(b) esta dada por
{1.35), se tiene dJque ]as varlables de regresion de ¢Qnsager son:

a{t:b} = b - t M,Db (2. 55b)

con la matriz M‘rL.L‘"(O), como puede verse en la ecuacion
(1.37).

Multiplicando esta expresion por b y tomande el promedlo con
la  funcidén de distr:ibucién de equliibrieo, obtenemos gue la
funcion de correliacion. esta dada por:

Cit)

<a(t;bIb> : <bb> - tM.<bb>  (2.5ba)

{U - tmM).C({0) (2, 56b)

-~I1I-{1-
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U es la matriz unitaria y los paréntesis < > indican

de .
e? pdpoonmedio tomado con la funcién de distribucién de equilibrio,
e
o) Sea-
<., > [db--- g (b) {2.57)
J €d

expresion Ppara la matriz de correlacion dada por la

La
cuacion (2.56), se ha obtenido haciendc uso de las hlpotesis de
SO ager, por 1o que es Una expresion semifenomenologica. Este

resultado debe de ser compatibie por 1o tanto con 1as ecuaciones
nmicroscopicas de mpvzmlentq, de manera gque (a matr:z de
correlacién debe de =satistfacer las relac1qnes de simetria
,mpilcadas por las 1invariancias de las ecuaciones de movimiento
microscoepicas. For ello, la ecuacion (2.56) debe tener las
simetrias dadas por las ecuacilones (2.36) y (2.47).

HIBRIDIZACION

Mostraremos ahora que al pedir que lia expresion semifenome-
nologilca para. la matriz de correiacron, satistaga la simetria
lmpucada por el hecho de gque las ecuacliones de Hamliton son
(nvariantes ante inversién temporal, se obtiene la simetria de la
matriz de coeficientes de transporte, conocida en la literatura
como las RELACIONES DE RECIPRUCIDAD DE. ONSAGUER-CASIMIR. :

Sustituyendo  ia ecuacién (2.56) en la ecuacion (2.47),

obtenemos:

(U-tM}.€(0) = €.I€T(0).(u-tmT)1.¢
‘ (2.58)

Ademas evaluando (2.47) para t:=0 se tiene gue:
o) - e.cT(0).¢ (2.59)

De agqui las gcs. (2.88) -y (2.99) implican que:
m.co) - €.¢T(o).m¥ ¢ (2.60)
Recordando gque ia matriz M esta deflnida como:
M:LC Y0) . (2.61)

Y utllizando (2.61) en (2.60), obtenemos gque la matriz de
coeficientes de transporte posee la slgulente simetria:

Lt - e.LT. ¢ ({2.62)

La ecuacioen (2.62) representa las llamadas RELACIQNES DE
RECIPROCIDAD DE ONSAGER-CASIMIR.

De manera gque el teorema de ovnsager asegura que la
lnvariancia de las ecuaclones microscopicas de movimlento ante
inversion - temporal, se refleja . MACROSCOPICAMENTE en la simetria

?aesaia matriz de coeficientes de transporte dada por la ecuacién
62), .
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Noétese gque, para que el tecorema de Onsager sea valido en la
forma antes eéenunciada se deben de satisfacer las hipétesis i),
11} ¥ 1l1ll) enunciadas anteriormente,

GENERALIZACION DEL TEOREMA DE RECIPROCIDAD DE  ONSAGER.

La generaiizacion del teorema de Onsager a c¢asos no lineales,
cOonsiste en relajar ia nipotesls 11), que nos restringe a
relaclones constitutivas lln<ales. Ahora supondremos dque las
relacliones entre los flujos Yy las fuerzas son de ia forma:

J = LX) X, (2. 03)

en donde (a matriz de coeflcientes de transporte es anora una
funcién de las fuerzas termodlinamicas. von 1as relacicones
constltutlivas anteriores, la hipotesis de regreslén de onsager,
impilca que las varliables de regresion, como vya vimos c¢on
anterilioridad, son de la forma:

a(1;b) = b + tP(D, ). ${b) {2, b4)

en donde Pit,b) e€s- la matriz generalizada de oOnsager,
¢{b) es la fuerza de Onsager. .

. Es, 1mportante recordar dJue |a expresion anterlior para _ las
variables de regresilon, se obtuvo para el caso en gque las
relaciones constitutivas son cuasi-lineales y cuanao el proceso
estocastico gue describe las fluctuaciones ailrededor de
" eqgullibrio, es un proceso MarKoffiano y Gaussiano.

El ansatz de Hurley y Garrod (H-G) consiste en suponer gque la
ecuaciéon (2.64) es wvalida para cualgquler rejacién constitutiva vy
cuando¢ lass filuctuaciones no necesarlamente son descritas por un
procese Markoffiano Gaussiano.

En los diferentes casos tratados por estos autores solamente
se considera la generalizacién cuarndo las relaciones entre 10s
flujos y 1as fuerzas termodinamicas son no Ilineales(10:14:12)
considerando i1mplicitamente que las tluctuaciones obedecen un
Proceso MarKoffiano y Gaussliano, sin empargo L.S. Garcia-Ceolin vy
J.L. del Rio-Correa, demostraron gue se satisface la hipotesis de
H-G, para procesos no-markottianos lineales(8), esto sera
discutlde en la wltima secclén de este capitulo.

La generallzaclién del teorema de Onsager, conslste en
encontrar las relaciones de simetria de la matriz generalilzada de
Onsager P(t,b) debldas a la 1invariancia de las ecuaciones de
Hamilton ante inversidéon temporal,

Para encontrar la simetria de la matriz generalizada de
onsager, se procede en forma Completamente andajoga a como lo hizo
Onsager en el caso lln=a. £si, encontraremos la torma de la
matriz de correlacion 1impiicada por el hecho de gque las variables
de regresién esten dadas E[or (2.64) y posteriormente exlglremos
que la matriz de correlacicn posea la simetr:a dada por (2.47)
Ello 1mplica gque la matriz generalizada ae onsager P(btY)
posee clertas simetrias ‘Jue son a generaillzacion del teorema de
onsager al caso rno-lineal.
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Multliplicando la ecuacidon (&.64) por b y tomando el promedio
con 12 funcién de distribucion de equillibrio, vemoss Jdue la
funclon de ceorreiaclion en €l caso no-lineai esta dada por:

C{t) = <att;bib> = <bb> + t<{P(D, t}. ¢(D)ib>
{2.b65)
0 blen:
Cit) = C(OQ}) + L<iP(b,t). ¢tb)i b> {<.00)

Procederemos ahora a reescriblir e segunde termine deé! lado
derecho de la eXpresién anterior utilizande el hecho o= que &
fuerza de ovnsager esta definida como:

4 In geqib)
¢(b) = | (2. 67)
9 b

De manera que

a I_ PIGDJ ]

<P1afb"a‘hle> N R ¢ >
. Obd
= - < DJ + PIJ > (2. 08)
Iby

QO bien en notacilén tensoriai:

5 | .
<tP(b, ). ®(b)y D> = - <« —. kH(D,t)} b + P(b, t)>
ob {2.09)

De aqui vemos que el ansatz de Hurley y Garrod impilca que la
funcion de correlacidén para 2! caso no-iilneaj esta dada por:

aQ
Cit) = €y - t <t—— Fl(p.t1ib + FIDb, T }>
ab {2. 70}

Para obtener 1las relaciones de simetria de tita matriz
generallizada de Onsager, exlglmos (Jue ia matriz de corretaclon
satisfaga la relacion «¢e simetr:ia dada por la ecuaciéen (S.47) 1o
cual 1mpilca Jque:

9
({ — . PH(b,ti] b + P(b, t)> :
abp (2. 71)
o]
€. <t —Plp,t)3 b)T + Pl(b, t)>. ¢
ab
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Recordando que (ab)® : ba, es 1amediato que:
d J
(t — PT(p,t); D)T = p —— plp, t)
ab ob

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (2.71), se obtiene
el teorema generaillizado de oOnsager: ' '

3 3
<f=—— PT(b, t)iD + P(b, t)> = €. <b— PI(b, t) + P¥(D, v}5. ¢
dab sb (2.72)

Esta generalizacioéon del Teorema de oOnsager valido para
aquellos casos en que las relaciones flujo-tuerza son
no-lineales, fué obtenida por vez primera por Hurley y Garrod(7),

CONDICION SUBSIDIARIA veE LA MATRIZ DENERALIZADA DE ONSAGER
Una condiciéon subsidiaria que debe de satistfacer la matriz
Pit,b}, se puede encontrar ‘directamente deli ansatz de Huriey
y Garrod, dadc por la ecuacién (2.64) Para ello mostraremos
primeramente que:
ca(t;b)> = <b> {2.73)

Por la definicion de las variables de regresion de Onsagér.
se tiene:

1 1]

<a(t;b)>

db aft;b}) g (b) = Jdeda apPp ia.t‘bls i1b)
eq eq eq

10

da a Jd.b g 8d(a. t;b,0) : [da ag (at)
2 ‘ J ¢q

: |da a g (a)

! eq
de donde se obtlene 1nmediatamente ({2.73). ,
' Tomandoe el promedio de (2.64) ¥ wtilizando 1la 1dentidad
(2.73), obtenemos:
<P{b,t). ¢(b)> = © (2.7T4)

Sustituyende la definicién de la fuerza de Onsager, dada por
(2.67), e 1lntegrando por partes es facil ver gque la ecuacion
{(2.74) es equivalente a:

9

¢ — Pl(b,t)> = 0 (2. 75)
ab
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Eanl

satls;
mosth

garrod.

a ecuacién (2.75) es la condicién subsidiaria gque debe da

Facer la matriz generalilcada de onsager, gque como hemos

ado(a) €5 una consecuencia inmedlata del ansatz de Hurley Y

v

ANALISIS DE ALGUNOS CASUS PARTICULARES DE
LA MATRIZ GENERALIZADA DE ONSAGER.

eremos anhora la forma gqie toma el teorema de reclprocidaq
’

para | algunos casos particulares de la matriz gsenerallzada ge
onsager.
a) |La matriz  generahzada de  Onsager es  independiente  ge
estado tnicial, 0 sea P(b,t) es Ingepenaiente ae b,
Entonces,

d .

— PTp,ty = 0 ‘ (2.76)

b

tecre

a generaiizado de oOnsager se reduce a:

ﬁ#st;tuyendo este resultado en (2.72), obtenemos que e}

P(t) = €.PT(t).¢ 2.1

en dopde hemos utilizade que debido a que P es 1ndependiente

de Db,

se satlsface la 1gualdad,

«P(t)> = P(t) (2, 78)

D) Pequ_ei:as desviaciones alrededor aet estaqgo d_e equ_:lmrno

term

astatico,

Erl este caso podemos desarroilar en serie de Taylor a la
matrilz generailizada de onsager alrededor de] estado de
equilibrio, de forma gque: .

. g :
Pib, t) = Ptbéqm,tl +b. ——P(b, t}) (2.79)

db
‘bibeq

Asji, la matrlz"gener'auzada de Unsager toma la torma:

P(b,t) = Poit) + b.vi3)(y) (2.80)

en  donde Pg(t):P(0,t) y V¥(3) es un tensor de tercer orden

defin

1o como:

3 1 '
v(3) . —— p(b. t)| (2. 61)
ob
D:=beqg
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un cidlculo directo usando la ecuacioen (2.80), muestra que
para pequenas desviaciones alrededor del estado de equililbrio:

a
— Php, 1) = w:vw( 3y : (2.82)
ab

gtiirzando este resultado en (2.72), vemos gque el teorema
generalizado de Onsager toma la forma:

qu:vi3lce))p + Pty + p.¥(3) 1),

€.«pU:vI Iy )rtPy )3T ¢ poav( 31Ty ¢
({2.83) '

en donde el tensor Vi3Il se detine como:
V3ol - ovgyy 6, e : (2.4 )

Seleccionando la media de la distribucion de equilibrio 1gual
a cero, que es el caso cuande la variable aleatoria a mide las
desviaciones de los valores de equilibrio ( Vease la ecuaclién
{1.13) ), Se tlene gue <b>eq=°- el primer y tercer términos de
ambos miembros de (2.83) se anulan, i1ndependientemente de la
forma que tenga el tensor V¥ 3} asi, el teorema “generalizado
de Onsager para desviaclones cerca de equilibrio toma la torma:

Pol t) = €.1PgL 12V & (2.89)

_ LA MATRIZ GENERALIZADA DE ONSAGER
CUANDO LAS RELACIONES CONSTITUTIVAS SON LINEALES

Con objeto de familiarizarnos c<on la matriz generalizada de
Onsager, veremos en esta secclon <¢on gue matrices fenomenolégicas
esta relacionada la matriz P, cuando itas relaciones entre . los
flujos y las fuerzas termodinamicas son lineales.

Come hnemos visto en el capitulo I, en el caso lineal las
variables de regresion de Onsager obedecen la ecuaclon de
movimiento: ‘

d a(t; b)

L.¢vta(t;p)) {1. 32)
d t :

Por simplicidad supondremos que la tuncilon de dilstribucléen de
edquilibrio es Gaussiana Je manera que la fuerza de onsager es
lineal en las variaples ce regreslen, por lo gque (1.32) se reduce
a;

d a(t; b}

: -M.2(t;: D) ' (1. 35)
dat
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Para una escala de tiempos tales que son grandes
cont tlempos mMICroscoplcos (p.e. tlempos ge cousléncomparadc’s.
pequenos comparados <on los tlempos macrossopicos (B tléh pero
retajacion del sistema), la ecuaclon anterior se rs_.bd_.uce apo ae
ecuaclén en diferenclas como Ya hemos discutido en g capitulloln;i
pe Mmanera que para estas escaias de tiempo que liamaremos
mesoSCopl1cas, las variables de regresion de onsager estan dadas

por:
afv:b) = b - vt M b ‘ (.2_. 80 )

Introduclendo la forma 2Xplicita de la matriz M Yy de la

‘fyerza de (Onsager, tenemos gue,

aft:b) = b + t L. $(Db) t<. 47

Comparando este resultado con ei ansatz de Huriey y wsarrod
dado por (2.64), se optlene |(a iLdentltlcaclon de |a matrlz
generalizada de Onsager P(t,b) <on 1la matriz de coeficlentes de
transporte. consecuentemente, para una escala de tiempos
mesosScoplcos:

Pit,bj) = L (2. 88)

~ Veremos anora dual es la torma de la matriz generaiizada de
onsager en el caso lineal, para una escala de tlempgs. arbitraria,
para elle utilizaremos ia solucion de la ecuacilén (1.39) la cual
es: -

a(t; b) exp(-mMt). b -

- expi-L. ¢ Y OIt).L(0V).¢(D)
{ 2. 89 )
De manera que:

a(t;pb) = b + (t1-expl-L.¢ " HO)t)).C(O).9(D)

(2. 90)
compar'ando con la acuacloeon te.ou) Ttenemeoes TUue la matriz
generailzada de oOnsager s dada por:

1
PCet,b) : — (1 - expl-L.¢ 10)t)).€C0)
t (<. Y1)
La ecuacion (2.886) nos muestra 3jue <uando las variables de

regreslén obedecen una ecuacien lineal en una escala de tiempo
macraescopico, la matriz P &5 (a matrriz de coeficlientes de
transporte la cual es 1ndependiente -2el tiempo. FPor otro lado, la
ecuaciocn {(2.91) nos hace ver dgue Tuandic se considera Jue las
variables de regresidéon obedecen leyes lineales para intervalos dae
tlempo menores que 1los tilempos mesoscoplcos, entonces la matriz
P, de)a de ser constante, y pasa a ser una matriz dependliente
del tlempo, ademas es directo demostrar gque S1 se toma el limute

-I1I1-18-




de a8 ecuacién (2.91), cuando t->®w eiltonces (2.91) se reduce a
(2.88). De agqui vemos dque ia matriz P depende del tiempo
cuando las variables de regresioan ooedecen ecuaciones lineales.
Este resultado nos permité 1ntoir que la presencia de no
1inealidades dentro de las ecuaciones de evolucion para las
variables de regresion deben causar gque la matriz P tenga una
dependencia en Db, lo cual hareros ver explicitamente en las
sigulente seccion.

LA  MATRIZ GENERALIZADA PARA EL CASQO CUASILINEAL,

veremos anora cual ées la forma expiicita de la matriz
generalizada de Onsager, en el ¢aso en que las relaciones entre
los flujos y las fuerzas termodinamicas seéan cuasl-ilneales, vy
por Propésitos de claridad nos restringiremos a una escala de
t1empos mesoscépilca.

Cuando las relaciones constitutivas son cuaslil-lineales, las

varlables de regresién de oOnsager estan gobernadas por la

ecuaclon:

d a(t;b)

= Lidla(tib))]. ¢{a(t; b))

dt : (2.93)
' Para una escala de tlempos mesoscoplCo esta tey de regresion,
implica que las variliables de regresion de Onsager son de la

. forma:

‘a(t:b) = b + t LIG(D)). (D) (2. 94)

Comparando este resuitado con la ecuacién para las variables
de regresién propuestas por Huriey y darrod, obtenemos que la
matriz generalizada de Onsager para el case cuasi-lineal toma la
forma:

P{t,b) = LE®(D}] _ (2. 95}

Anatlzandoe los resuitados obtenidos vemos gque la Matriz
Generalizada de Onsager (M.G.O.), en el caso lineal coincide con
la matriz de coeficlentes de transporte, cuando la escala de
tlempos €S una mesoscépica,de manera gque en este caso es una
matriz constante, sin embargo en e! mismo caso lineal c¢uando
estamos 1nteresados en ltas expresién para la M.G.0. vialida para
todo tlempo, esta matriz depende del tiempo, pero no depende del
valeor 1i1nicial de las varlables de regresion.
8n cambio cuando las relaclones constitutivas son no-lineaies
Para tiempos mesoscoéplcos la M.G.O. presenta la nueva propledad
de gque depende explicitamente del estado 1nicial en gque fue
préparado el sistema, y es facll i1nferir gque ia eXxpresion valida
para todo tiempo de la M.G.O. el el c¢aso no-lineal sera una
funclen tanto dei tiempo como del valor 1iniclal de las wvariables
de regresion de Onsager, de manera que la diferencia esencial
entre el caso lineal! y el no-linéai es que la M.G.Q. en este
dltimo caso depende del estado 1nicial de no-egqullibrio en el
¢ual fué preparado el sistema. '
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PROCESQ ESTOCASTICC MARKOFFIANO,
EL DESARROLLO O0OE KRAMERS-MOYAL Y LA ECUACION . DE KOLMOGORDY

En esta séeccion mosiraremos como la c¢ondicién rara gque un
proceso estocastlco sea MarkKoffiano, gue es dada como una
ecuacion 1ntegral, se puede reescrlplr come una ecuacisn
qiferencial de orden 1nfinito, la cual puede expresarse en
términos de la variable aleatoria al tiempo tinal, dando lugar al
desarroile de Kramers-Moval, ¢ bien en términos del valor intcial
qe ia varlable aleatoria, gque nos lleva a 1la ecuaclén de
Kolmogor‘OV-

Un proceso MarkKottiano se define como aquel an gque {a
ppobabllldad condicional obedece la ecuaciéen de “hapman-
Kolmogoreov, tambien llamada de SmoiuchowsKl, que es una ecnaclon
Lntegr‘al que estabiece,

: r
P {a.t!bh dc P ta,t—s|c; P {¢,s51Db) {2. Yo ).
eq J eq eq !

Esta ecuacien lntegral, es equivalente a una ecuacion
diferencial- de orden infinito, lo <cual puede mostrarse al
utilizar. la definicién de la funcion caracteristica, asociada con
1a probabilridad condicional:

ei{u;b) = {da exp{iu. (a-b)) P qla,tlbl {2.97)
y - &

la probabilidad condiclonal se puede expresar en términos de la
funcidon caracteristica como: ' '

|
P (at|b) = — Idu eXp(-1u. (a-b))&(u; b)
eq 2 (2. 98)

La pProbabilidad condic¢cional al tiempo t+At, esta
relacicnada con la probabilidad condlclonal ail tiempo t por medio
de la ecuacién de SmoluchowsKi, a partir de la cual podemos
encontrar las dos relaciones siguientes:

P 1a,t+At,b}= [dc P (a atjc) P (c,tlbl'
eq : J ' eq

eq
(2.99)
L_v& otra forma alternativa de esta relaclén es:
P ¢'a,t+_m,b>= dc P (a,tic) P (c,At(bi
eq | eq ' eq ' (2, 100}

Para transformar estas ecuaciones integrales, en una ecuacién
di1ferencial, Seguiremos ei método de Straton_ovmn“”, que
“onsiste en encontrar un desarrolio para P q(ai.Aqau) en

‘ e
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términes de la funcien ¢ de Dirac y de sus derivadas.
gustituyendo este desarrollo en las ecuaciones (2.99) ¥ (2.100),
jlegaremos a las ecuaciones diferenciales asoc:.adas con cada una
de ellas.

P (a .At[a) se puede expresar con ayuda de la ecuaclien
(2.98) ¢ cdmo: ©

1
P f(a ,At.(a } = —— idu exp(-iu. {a -a jj9{u;a. j
eq | 0 2w } t V(2 1010

Desarrollando la exponencial 2n serilie de potenclas 4de .a
ecuacién (2.97), se obtiene gJue ja funcion caracteristica es
1gual con :

w (1u)S _
vlu,ag) = 1 + T —— o mg(ay) {2.102)
s:-1 5!

en donde (1u)S, denota el tensor de 'angoe s, formade con los.-s

productqs ex-te_rnos del vector 1u, mg es un tensor de orden s,
que esta definido como:

m(a ) : |da (a -a )5S P (a,at|a )
s 0 1 1 0 eq 0 (2.103)
Recordando que la funcién & de Dirac esta definida por:
, 1 ,
é({a -a ) = —— |[du expf-1u.(a -a 9] (2.104)
1.0 21 | 1 o

se obtlene gque sus derivadas, estan dadas por:

a s _ g s '
[- —_— ]d(a -a ) ’-— | du exp(-iu. (a -a })
day Y L gayg ¢ 2 7m t 0
(2. 105)

l
2 — fdu (1u)s exp(-iu. (a -a )]
i 1t o

sustituyendo '(a'.ioa; en la ecuacien (2.101), y utilizando las
ecuaciones (2.104) y (2.105), obtenemos:
P ta ,Atla )z d{a -a ) + '
eq ¢+ 'O v (2.1006)
{ 3
fota- -a y]m {a )}
1 0 s 0

[ I |
a
[ W |

La ecuacidén (2.106), es el aesarrollo puscado para Ia
Propbabkilidad condicional en términos de la funcién o ¥y sus
derivadas. Con este resultado procederemes anora a encontrar las
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ecuaclones diferenciaies asociadas

) - Lof :
SmolUChOWSKIL. ASI, sustltuyendo (2.106) OeI; la ecuacion qe
scuaclon toma la forma: (2.99), esta wltima

P {(a,t+At|D) = P (a,tb) +
eq eq ' _
o 1 O s t2.107)
* L= |- — |[m (a)p
f st Lo a-! . ’,eqla.t|bi1

dividiendo entre at 'y tomando el limite

cuando a -
obtenemos: v

L,
4] i r g
- £ I--
1 5! - g9 a

¢ P (a,tib)
aq !

— W

K {a)P (a,tib))
s e '

gt (2. 108}

en donde se na detinido el tensor de orden 5, Kgla) an ia
siguiente forma: '

1 lr+co
K ta) : L1m — jda ¢(a -a)s P (a ,atja)
s At->0 A t )-ool 1 eq 1 (2. 109)

.que es llamado el "derivative moment" de orden s. La ecuactiéen

diferencial de orden 1infinitoe dada por la ecuaclon (2.108) es
conocida en la literatura como ei desarrollo de Kramers-Movai,
que es completamente equlvalente con la ecuaclon 1ntegral de
Chapman-Kolmogorov.

Usando el desarrollo de Stratonovich, dadoe por la ecuacion
(2.106) en la ecuacion (2.100), obtenemos:

P ta.t+At|b] S la,t.'bi

eq eq
- {2.110)
( e o) i r a "S
+ |dc P (a,tic) L | - [(dtc-b)jm (D)
J eq 1t 5! - g ¢ 4 s

[ntegrando por partes el segundo termino del l1ado derecho de :a
acuaclon (&.110), y llevando a r~apo 1a 1ntegral resultante se
optlene:

P (a.t+At.|bl = P |a.t!bl

eq €q {4.111)
Lom (Db r g 113
Y 5 |- { P (a, tib)
! 3 L g p 4 €4 '

Pasando et primer término del tado derecho al lado :1zgqulerdo,
dividlendo entre At Yy omando eif i1imite cuando At tlende
a cero, se llega a: o
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3 P |a.t|b) w
eqg -5
at £:

I {a,t|b;

K
S
s eq (2.112)

1

gEsta ecuaclén conocida en la literatura como la ecuacién de
Kolmogorov, ¢ tambien la ecuacion "reversa“ (pbackward), ya gque
viene dada en términos de los valores 1Llniclales de la variable
aleatoria, es la adjunta del desarrollo de Kramers-Moval (K-Mj), o
ecuacidén "directa” (forward} la cuial esta dada en términos del
valor de la variable aleatoria al tiempo t.

Usaremos ahora el desarrollo de K-M para encontrar las
gcuaciones de evolucleon - para las variables de regresion de
onsager, asi como para ia dilspersion alrededor de las variables
de regresiéon, cuando el proceso estocastico que caracteriza a las
fluctuaciones ailrededor del estado de equilibrio se considera
como un proceso MarkKoffiano.

Derivando c¢on respecto al tiempo, la ecuaclsn (2.53),
tenemos:

da(t, b) _ P (a.t!bl

_—— : |da a eq : (2.113)

at Jat

Utilizando la ecuacien (2.408), y llevando a cabo una
integracion por partes, obtenemos:

aa(t, b}

——— da Kk (a) P (a,t‘b) (2. 114}

dt 1 eq

Por lo.-que el "momentio derivado" de primer orden, determina
la evolucién temporal de las variables de regresion.

La dispersién de las varilabies aleatorias alrededor de las
variaples de regresion, es medida por el tensor:

o(t;b) = <(a(t) - a(t;bljlatt) - a(t;bj}>y =
ca(t)a(ti>p - a(v;bla(t;b) (2. 115)
en donde se nhan definido los promedlos tomados con l1a
probapllidad c¢ondicional c¢omo:

<f{att))> : [da t{a) P (a,t[n; (2. 416)
b eq

“Para encontrar la ecuacién d¢e movimliento para el tensor o,
necesitamos encontrar la evolucion temporal de <a(tia(tpp,
que es dada por:

eq {2.417)

d <a({tja(t)> 9 P (a,t|D)
: o] da aa
at

dt
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usando el desarroilo K-M dado por la ecuacisn (2.108),

Y llevando
a cabo un par de lntegracion2s por paries se llega a,

da<a(tjra{ti>p

: <kgfa(r)iralt)>py + <calt)Kg(att)y)>y

dt
+ <Kpta(t))>p {2.118)
‘Tomando la derivada c¢on respecte al tiempo de la ecuacisén
(2.115), Y utillizando las ecuaclones (2.114) Y (2.118),
optenemos: '

d got;b)

—— = <Kq{a(r))(a(t)-ait;b)j>p +

at :
‘ A te, 119)
<la(ev)-a(v;b)jKytaitii>p + <Kplaft)i>p

por lo gque ja evolucien temporal de la dilspersion alrededor de

]as varlables de regresion esta -determinada PpPor 10s dos primeros

rmomentos derivados”. -
PROCESOS MARKOF FIANOS CONTINUOS

se dice gque un proceso Markoftfiano es continu¢e cuando sus
"momentos derivados" de alto - orden Kz, Kgq, .., Son 1lguailes
a cero. En este caso ei desarrolio de K-M, dado por la ecuacion
(2.108) se reduce a:

0P (a, t|b) o A
—eq [- — |. [A(a)P__(a,t|b)} +
o t 9 a eq

(2.120)

1 9 o
. - [ —_ ]:[D(a)P (a,t{b)].
2 Logaoga eq

esta ecuaclén es llamada la ecuacion de FokKer-Planck, en donde
hemos denotado por A(a) al primer momento derivado, en tante que
se ha llamado D al momento derivado de segundo orden.
Introduciendo la corriente de probapiildad:

‘ | g
G(a,t;b} = A(a)P (& t (b} - — { —_— }.[D{a;P {a, t{b)}
eq 2 -9 a- €d 2. 121)

la ecuacién de FoKKer-Planck (F-FP} se puede expres'ar en la forma:
e P (a, t|b) , d

£q_ + .Gla, t;pb) = 0, (2.122)

gt g a

que se puade interpretar como una ecuaclén de conservacién de
probabilidad. Para resolver la ecuaclion de F«-P es necesario dar
las condiciones 1niciales 'y ademas proporcionar condiciones a ia
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} frontera sobre la corriente de probabilidad.

La solucion estacionaria de la ecuacion de F-P, wgs, satisface
| la c<ondicion:

a :
! — -Gst‘a' = 0, {2.123)
g a

en donde el fluj)o estacionario esta dado por:

G {a) = Ala)yw {(a) - -

e A w {a

1 I— d
, —
- St 2124

| S}

<

o

Para enconirar wge, Sé pldée gue el tluje £staclonarlio se anule
en toda la region donde esta detrinida la solucleon estaclonaria,
asi expresando:

wey - exXp {- Ula)] ' (2. 125)

; sustituyendo la ec. (2.125), en"- (2.124) y exigiendo gue se anule
' el flujo estacionario, se encuentra gque la tuncién U satistace:

! . 9 U 3
= o(a)y. — = —. DT - 2a¢a) (Z.120)

J a J a
i de donde al despejar el gradiente de U(a), obtenemos:
R 9 |
— 0"V . — 0T - D' 24¢a) (2.127)
g a 4 a
esta ecuacién Junto con la condiclon:
2 2
9 u g U .
- 12.128)
C’aldam damdal

permiten encontrar la densldad de probabllidad estacionaria,
calculandeo la funcién potenclai U(a) a partir del conccimilento de
su gradiente. '

La solucion de la ecuacion de r-F, es dificil de encontrar en
general, requiriendose métodos sotisticados, algunos de lios
cuales se encuentran en la referencia (4).

La ecuacion de movimiento para las variables de regresion Yy
para la matriz ¢, tienen exactamente [(a mlsma estructura dgue
en el caso general, por lo gue son dadas por las ecuaciones
(2.114) Yy (2.119). -
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PROCESOsS MARKOFFIANOS LINEALES

De los resultados na;ta ‘agus sbtenido
cuando el proceso markoffiano sea conty $, €s claro que aun
regresion evolucionan en el tiempo sin cmm-IO. las variapies de
una relacion lineal, de hecho enp 8ene:a15ean gobernadas por
regresion son gobernadas Po~ el vajor pr:a las variaples de
derivado de primer orden. Ahora supondremos nedro del momento
derivado es una funciéen lineal de a, due el primer momento

en  ta ;
momento derivado lo consideraremos constante Nto que 2! segundao

O sea:
Ala) = - M.a
(<. 12va}
Lea) = 2@ (2. 129b)
cuande lilos dos primeros momentos deérivados sean dados PO
ecuaciones (2.12y), se dlce dque ¢€i proceso MarkKoftiano es Lr;nelgls

en Cuyo caso la ecuacidn de F-F toma la trormas

o P (a,t{b) f 9 3
ed : | — |. (Mm.aP_(a,t(b})] +
Jt “. g a - edq
(2. 130)
r @ 39
s | — —— | (uP (a,tib)}.
Loaoa- eq :

1as variables de regresién opedecen la ecuacion:

da'(t,m

= - M.a(t,b) (2. 131
gt

como se obtiene facilmente al sustitulir la ecuacion (€.129a),
dentro de la ecuacléen (2.414). La evoluclon temporai de la
matriz de dispersion o se encuentra usando¢ las ecuaciones
(2.129) dentro de la ecuaclon (z.i19), siendo dada por:

d ol t;b)
- - Molt:p)- ot t:pi.mF o+ 2w (2.132)

d t
La soalucién de (2.131) esta dada por:
aft,pb) = e Mt p (Z.133)

La solucion de (2.432) se - encuentra definiendo una matriz b
por la relaciomn

M, Bl : 2@ : (2. 134)
en donde los paréntesis cursivos denotan la operacioiq:

iM,B} : M.B +« B.ml {2.135)
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gsando las ecuaciones (2.444) y (2..35), la acuacien

2.
entonces la forma: (2432) toma
d {(o{t;b)-B)
- Mo tb) -8By . {d.136)
d t
cuya Ssolucion es:
(o{t;p)-B) = el-tM, {ljgu:p)-BI (2. 137)
como P (a,0{b}=s(a-b), se s1gue gue c{0;b):0, de manera
que de $& ecuacion (2137) se llega a:
o(t;b) : B - exp{-tMl.B.exp[-wml] (2. 138)
en donde -hemos utilizado el resultado de gque:
expi-tiMm, 1.8 : exp(-tmi.b.expi-tml} {2.139)

La matriz B, se encuentra faciimente al percatarse que la
matriz de dispersién en el caso estacionario, ifa cual denotaremos

por g1, -esta definida por:
m,e 1) : 2@ | (2. 140)

ya due g ' debe de anular el lado derecho de (2.132), por ser
la solucién del caso estacionario. Comparando la definicisn de
p dada por  la ecuacion (2.134) con la ecuaciéon (2.140),
obtenemos que:

B : gt _ (2.149)

de manera gque  la matriz B, no es mas qgque el valor de la
matriz de disperslion en €1 caso estacionarlo, ¢ sea:

g-1 - c¢aa> : |da aa g (a) (2.142)
st J st

La solucién estaclonaria se encuentra al resolver ia ecuacion
{2.127), la <cual para el caso lineal toma i(a torma:

a u
: - Q".M-ﬂ (2.143)
3 a

Come el potencial satistace la condicion (2.128), 1la matriz
@M depe de ser simétrica, por otra parte la matriz
es simétrica debido a su definicion como el momento derivado de
segunde orden (ver ocC. (2.109)), teniendo en cuenta estas
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l_.u,.01::1.eciades la ecuacion (2.14:), toma a forma:
|

a u 1 _

—_— e - (@t M g Yy a5 g

o a 2 12 144)

lntegrando esta ecuaclén, obtenemos:

1

Uta) = — S:aa + cte {2.145)

2 :

por lo Qque 1als«31uC1?n estacionaria de la ecuacion dge p-p para 4
procesos lineales es:

R

‘ 1
g f(a) = C exp| - —S:aa] ' (2. 140)
st L 2 4 '

\ como la tunclen de distribucion estacionaria es g€aussiana, og
‘ ;amediato de (2.142) que la matriz de dispersién eéstacionaria
‘ II"! es igual a la matriz ,5-1, de manera que pg:s, 1o
: que 1lmplica:

t
g : — (@t m Ml @) (2.147)
N .

este resuyltadoe es completamente consistente con ia ecuacion
(2,140), gque nos permite expresar la matriz @ en terminos de
la matriz de dilspersién estacionaria y de la matriz m que
caracteriza. la evoluclén lineal de las variables de regresion,
asi de (2.14Q) se tiene:

l .
0 : — (Mg lig-Imly : (2. 148)
2

Esta ecuaciéon es una relacién de Einstein generallzada entre
las constantes de difusién (W) Yy las movilidades (M), una
d1scusion sobre este punto se encuentra en el articujo de Melvin
Lax{®), Comparando las ecuaclones (2.148) 7 (2.61), asi como
tenlendo en cuenta gque C€(0):2°1, es claro que la matriz w
25ta relacionada con la matriz L de coeficiantes de
transporte, en la sigulente manera:

:

[P,

{
Q : — (L+tTy _ : {2. 148Db)
2

HEsgta ecuacion determina biunivecamente la matriz Q, en
términos de la matriz de coeficientes de transporte, por lo que
el "momento derivado" de segundo orden €sta 1lntimamente conectado
fon ia matriz de coeficlentes de transporte.
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La solucion de la ecuacion (2.130) que es la ecuacién linealizada
de F-P, puede demostrarse que es(9):

i
P (a, t|b) : C(tlexp[~ -0 1 t;p):(a-att;p)ya-a(t;b)
eq L
(2. 149)
con .
r_jotceey
CiLy = L }
tz mb

este resuitado nos muestra que la solucilon de la ecuacion de F-F
es una gaussiana a todo *tiempo, con una medla dada por ias
variaples de regresion de Onsager Y una matriz de dilspersion
dada por:

olt;p) : g l-exp(-tml.g 1 exp[-wmT)
. (2.150)

comoc puede verse de (2.138) Y (2.141). ES por estos resultados
que en la literatura a 108 procesos Markoffianos lineales,
tamblen se les conoce como procesos Margoffianos gausslanos

. Debemos hnacer notar, gque aun cuando 1as variables de
regresion obedezcan leyes lineales, el Proceso 1rreverslibpie
markoftfliano dque caracterize a las fluctuaclones alrededor .del
estado de equiliibrio, puede ser no gaussiano;, para Jlo cuval pasta
que i(a matriz ©D presente dependencia en las variables a.
5in embargo 108 Procesos - HMarKoffianos llneales (P.M.L.)
representan una buena aproximacién para una ampila clase de
procesos irreversibles, :

La naturaleza 1irreversible de un P.M.L. queda de manifiesto
al ver el .comportamiento a tiempos grandes de las variables de
regresion y de la matriz de dlspersién, ya que tomandoe el iimite
cuande t->m de las ecuaciones (2.433) vy (2.t150) se tliene:

Lim a(t;b) =z © {2.151)
t->0m
Lim o(t;b) : g~ ' (2.152)
t->m :
? tilizando estos resutitad:. .. an la ecuaclon (2.14v), se tiene
Lim P (a.t|b| = g {3) . {2.153)
t->m eq st

Este resultado muestra claramente la npaturaieza lLlrreverslbile

‘de . un® P.M.L.. La matriz de dlspersion es nuia 1lniciaimente Yy

tlenge a sSu valor estaclonarlio cuando el tiempo tiende a
1nfinito, slendo a todo tiempo del mismo orden de magnitud gue

.21 de manera que la probabpilidad condicional P (a,t[b)

permanece fuertemente plcuda alrededor de la varia¥e de
regresién cuando transcurre el tiempo. Por 1o tanto si desde el
Funto de vista macroscéplco no se miden desviaciones del orden de
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jas fluctuaciones alrededor del estado de eguilibrio, hay una
propablndad muy grande de que para cuvalguier desviacion
macf‘OSCéplCa b, del estado Jde 2qu.libilo, esta decaiga sigulendo
una ley lineal. Puesto de otra forma desde un punto de vista
macroscopice podemos considerar que: )

P ta,t|b} = d({a - a{t;b}) (2. 154)
eq :
lo cuai puede justiticarse cuando se desprecian fluctuaciones del
orden de magnitud de las del estado de equillibrio. En este caso
]a ecuacien de regresion se reduce a una ecuaclon para el valor
lnstanténeo de la variable a, Qque deja de ser una varlabie
ajeatorla, Pasando a seér una cantidad pertectamente determinada

por:
aft) = e Mt p (4,155

Lo Cuai es pertectamente compatible con las- leyes macroscopicas.
Jna propiedad notable de los procesos markoettianos continuos,
es gque cualguler ecuacion de F-F se puede reempliazar por un

gsistema de ecuaciones diferencirailes estocdstlicas, ( el atgoritmo
mias general se encuentra en el capsatulo 4 del libro de
Stratonovich ). En particular cuando se& trata de un proceso

MarkKotftiano lineal, se demuestralt?) que el proceso estocastico
caracterizado ©por . la ecuacion {(z.130}, se puede reeemplazar por
una ecuacion de Langevin de la forma:
da(t)
: ' : - M.a(t) + t(t) (2.156)
dt

en donde el vector £(t), representa una fuerza estocastlca, la
cual es gaussiana, <on primero y segundoe momentos dados por:

cf(ty> = Q ) {2.157a)
cE{ty)t(ta)> = 2Qé(ty-1,) ' : {2. 15TD)

de tal manera gque para P.M.L, se pueden utillzar 1as técnilcas
desarrciladas para la descripclon el movimiento Browniano(13)
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! DETERMINACION DE LA MATRIZ GENERLIZADA DE ONSAGER
| PARA PRCCESOS L NEALES

En esta seccién determinaremos le Matriz Generalizada de
onsager (M.G.0.), cuando las fluctuacioaes alrededor del estado
de equillibrio termostatico se describen por un P.M.L.

€1 suponemos gque la M.G.O. no depende de b, la ecuyaclén
(&70) s& reduce a:

Clt, = CO) - thP t) 12._156]
Por lo gque despejando la HM.G.O. oubptenemos:

1
P(t) = - — [€(t) - ¢} {2.154%})
t . .

De manera gque cuando es 1ndependlente del estado rnicial, ia
M.G.0. esta bilunivocamente determinada por la tunecién de
correlacion de las variables dinamicas lA;(MM.
| Mostraremos ahora dque cuando ltas fluctuaciones airededor de
equllibrio son descritas por un PM.L, la matriz generalizada de
onsager. no depende del estado 1niclal Yy por lo tanto esta
completamente determinada por la matriz de correlacion.
d Cuando las fluctuaciones  alrededor del estado de equllibrio
son,desbmtas por un PM\L, la ecuaclion de movimliento para la
) matriz §de correlaclorn, se obtlene al tomar la derivada con
f respecto al tilempo de la ecuacién (2.54Db), usando la- ecuacidn
' (2.431), . asi como teniendo en cuenta que 8st(a)=Beqla)
obteniendose:

d C(t)

: =MLt (2. 160)
at

cuya solucion es:

€l t) = exp[.-Mt]- C(0)
{2.161)

Combinando la ecuacién (2.133) que nos da la solucion de la
ecuaclen lineal de regresion, con ta ecuaclon {e.161), podemos
expresar lia variable de regresion en términos de la matriz de
correfacién en la siguiente manera:

aft:b) = € t).€-10).p (2.1062})

Para un P.M.L, geq(a) eés gaussiana, slendo su forma explicita
dada por (2.146), la fuerza de oOnsager es dada por (2.6T7) asl
que:

$tb) = -g. b ‘ (2;1b31
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por (2.54) y (2.446) la maxriz .. correiacion al tiempo cerc es:

€(0) : (bbrgg = ¢° (2.164)
gsando este Tresultado en la :cuacion (2.63), tenemos:
p(b) = -¢-Y(0).b , (2.405)

sustituyendo la ecuacion (2.165) en la ecuacién (2.16&), llegamos
a

a(t;py = -€C(t).¢(b {2, tbo)

e donde se obtiene 1nmedlatamente que:’

Clt)-¢Lo)
aft;b) = b + t|:- ——-—J.Olbl {2.167)
t

Comparando .este resultado con el ansatz de Hurley y darrod,
dado en la ecuacion (2.64) se obtlene que la M.G.O. esta dada
como: ‘

C(t)-¢(o) '
P(D,t) : - —————— ' {2.108)
' t

Por lo que la Matriz Generalizada de Onsager esta determinada
. por la matriz de correlacién, cuando el proceso estocastico que
caracteriza ltas fluctuaciones alrededor de equllibrio es uno
Markotffiano Lineal.

Procederemos finalmente a obtener la M.G.0. cuando el proceso
estocdstico es lineal pero no-Markoffiano., Definiremos este
proceso, como aquel en que P (a,tp} satisface una ecuacion de
Fokker-Planck linea: con memor%d de: sigulente tipo:

c P [a.tlbl 't r o
fq. : {ds | — . IM(s).aP (a,t-S|b)} +
gt : Jo L 9 a eq '
(2. 109) -
g a9
+ —_— —— (W 5P la.t-3|b)]]
3 a o a eq 4

Esta ecuacléon, se encuentra a partir de las ecuaglones
clnetlicas exactas al considerar gque ei proceso es lento o sea que
las variables de 1nteres son gobhernagdas por un parimetrro de
pequerniez y ademas que la contribicion lineal es la mas 1mportante
en ta velocidad de arrastre, Una discusion detailada sobre esta
ecuacien esta en la referencla (6). La solucien estacionaria de
(2.169) s1gue s1endo una gaussliana Yy ia matriz Q(t) satisrace
la reiacion de Einsteln:
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1 .
Tty s =M.ttt oMoty (2.170)
2 ,
jas¢ variables de Regresisn de oOnsager satlsfacen la sigulente
ecuacion de movimiento:

_ d a(t;b) t
N z - stwm.a_(t-s;m {2.17%)
a4t 0

Donde M(s) s una matriZz de estructura complicada, que

'~ fu% dada explicitamente por primera vez por Robert Zwanzig(l4),

Tomando la transtormada de Lapiace de ta ecuacion (2.1U4)
obtenemos:

a(z;b) = [(zU + mz))" 1. D ' (2.172)
en donde a(z;b) denota la transtormada de Lapl'a’ce de las
variapbles de Regresién de Onsager, detinida por:

")
a(z:b) = |dt e Z% ag(v:p) 12.173)
' 0

Muitlpiicando la ecuacion (£.173) por b y tomando el promedlo
con la funcién de distribucion de equllibrio, se obtiene que la
transformada de Laplace para la funcion de correlacion es dada
~por:

Cz) = Lzv + M 2)1°1 . ¢lo) (2.174)

Compbinando las ecuaciones (2.47z2) y (2.174), asi como tomando
la transformada i1nversa de Laplace, las varlabies de regresisn de
Onsager se pueden expresar en la forma:

a(t:p) = c(t;.c"w;.p _ (2.175)

la ecuacion (2.175) es 1dentica con ({e.462), y 1la funcién de
distribucion estacionaria es la misma, asi gJue un razonamlento
simitar al gque nicimes para £.M.L. nos lieva a que la Matriz
generalizada de onsager, es dada por la ecuacléen (Z2.1b8). HNotese
que aungque el resultade formai para la MU0 es el mismo gque =£n
el caso Margoffilang, la tunc¢ion de correlacioen tlene una
expresion enteramente diferente Jgue en e! case MarkKotfiano, va
que ahora viene dada por la transformada i1nversa de Laplace de
(2.474), -

Los resultados anterlores nos permiten conclulr Jgue cuandeo el
proceso estocastlco gque caracteriza las tluctuaciones alrededor
de equllibrio es LINEAL, ya- sea Markottiano o0 plen un proceso con
memorla ia Matriz Generalizada de onsager es i1ndependiente del
estado 1nicial y  por tanto es determinada biunivocamente por la
funcién de correiacién la cual pueae ser encontrada a partir de
modelos mMICroscopleos.

- ~II-33-




! REFERENCIAS.

t onsager, L., Phys. Rev,, 37, 405, (1931),

.- Onsager, L., Pnys. Rev., 38, 2265, (1931).

3,- Casimr, H. B. G. Rev. Mod. PFhys. 17, 343, (1945},
4

v

:,_ stratonovich, K. L., Topics n the theory of rangom noise.
ol |, bordon and Breach, 1963,
5.- Lax, M. k Rev. Mod. Phys. 32, No. 1, 25, (1960).
.- J.L. de&l Rio ana L.8. - wvarcia colin, Rev. Hey. Fis. 28,
ND.%, 57, (1981).
7.- o Huriey anag C. Garrod, FRYs. Kev, Lett. 44, 15795, (1988 ),
8.- “"fFurther generahzation of the Unsager reciprocity thecrem®,
L.5. varcia-Colin and J.t. del Rio-tLorrea, Physical keview A,
i VYol 30, Number  6,page 3314, Lecember 148,
. 9,- De Groot, 3, R. and Mazur P. NoOn-eg. . ywum Thermodynamics.

North Holtand, 1969.
10.- C. Garrod and J.  Hurley -J. stat. Phys. 29, 33, (1982).
.- C. Garrod, Phys. Rev., A, 26, 3525, (198e).
12- €. Garrod and J. Huriey, Phys. Rev. A, 27, 1487, (1983).
13.- Chandrasekhar, s., Rev, Mod. Phys, 15, 1, {1943).
14,- R. Zwanung, J.. Chem. _Phys, 40, 252 7,(1964),

~H-34-

o B R T R N
R B e ]




B e e e i

.CAPITULO I11

INTRODUCC I ON

com¢ se ha wvisto en el capitule 11, para mostrar ei teorema
de Onsager, e€s necesarlo llevar a cabo un analisis semifenomeno-
16g1c0 én donde es esencial ia hipotesis de regresién de
fluctuaciones. Esta nipotesls noes permite encontrar las
scuaclones de movimiento para .(as varlables de regresién, a
partir del conocimiento de las ecuaclones macroscopilcas de

movimlehto.” Ahora blen <¢bajo gque c¢ondlciones es vallda la
hipotesis de regresion:. Esta pregurta puede contestarse al
estudiar,- a partir de primeros princli: .7, tanto las variables de

regréslon <¢OomMoO las variables macroscor . .s Y anaitizar la manera
enn que estan relacionadas ambas.

LLas varliables de regresion estan definidas para sistemas en
un estaao anejado, gque es un sistema gque se encuentra en el
estado de equlilibrio macroscopico, con - el cual ne¢e se tiene
ninguna 1interaccion. Las variabples de regresion describen el
gomportamiento PROMEDIO de las fluctuaciones del slstema ane)ado
alrededor del estado de equllibrio. ‘

Las observables macroscoépicas describen el comportamiente
promed1l1o durante la relajacién de un sistema dque se prepara
tnlcilalmente en un estado de equillbrio constrenido, al c¢ual
repentinamente le son removidas algunas de las constricciones,
ello oc¢asiona que el sistema evolucione a un nueveo estado de
equllibrio compatible con . los nuevos valores de las
constricciones. De aqui vemos gque las varlabies macroscopicas
describen, en PROMEDIO, la evoiucion temporal de un sistema que
se prepara 1lniclalmente en un estado fuera de equliibrio, por
medlo e cliertas constricciones, y tliende a un estado de
equllibrio al ser removidas algunas constricciones 1iniclales, De
manera Jue no es inmediato L1lnferir gque ambpas varliabpies, las de
regresion Yy las asocladas con observables macroscopicas, tengan
la MISMA evolucién temporal.

El objletivo del presente capitulo es encontrar la relacién
entre las observables macroscopicas y las variables de regresion
de oOnsager, 1o cual nos permitira ver las condiciones bajo las
cuales 23 vallida 1la hipétesis de regresidén de fluctuaciones, Y
tener uUna gula gque Io0s permlta generalizar esta hlpotesls.
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EVOLUCION AL ESTADOU DE  SQUILIBRIO,

_ aremos €l analisis mICroscopicc mostrando gque para
f 1-;111?37"'P que un sistema de muchos cuerpos evolucione ai estado
‘aranuzabrlo termodinamico, es nNecesario suponer gque el sistema
‘ . equzll_”do.. (M1x1ng). Esta hilpotesis es necesaria ya que Jjas
Sy mezts microscopicas de movimiento son reversibles y es

ducir una hipotesls adiclonal para gue aparezca la

e.iaclones
) (1,2},

L 1ntro
receverslbllldad.
r

aflnlCloM se dice gue un sistema es "mezclado” {M1xX1ing), s1
D‘oao par de funciones cuadraticamente 1ntegrables F(fy) Y

ST satistace:
b .
L1m<F("¢) Gifg)og = Mgl >g <Gl >g 3.1
t->® '

.. donde <.>g denota eif prrikdio tomado con un ensembple
S "rllcr.ocanonlco correspondiénte a una energia k del sistema, de
el e

sanera Iue

[ o SUH(I)-E)
| . (3.2

E Q (K

R

para ver las 1implicaciones de gque el sistema sea mezclado,
mostraremos primeramente que: '

) L1m gp_etE a, t) = geq!E, a) ) (3. 3)
I t->@ - ' :

como deéntro de las funciones fase asociadas con opbservables
; macroscoplcdas, s€ encuentra la’ Hamiltoniana H("), ia cual es una
ipvariante del slstema, el conjunto de  funciones tase es
(HIT ), AP ). _

En i nivel de descripcion mesosCoplco la tunclon e
distribucion estiad dada popr: :

g {E,a, t) [dl“ p{l’ ,u) SLH(T)-£) (A" )-a)
n-e J O ¥ t

{3. 41

<P(ry, 0) S(A(Ig)-a)>y QE]

Tomando 2, limite para tlempos grandes en la ecuaclon (3.4)
tenemos  gue,

Laim gnp etE 2, 1) = Q(E) L 1 m -p, "y, U} (AT )-a)>g

L->0 t->0
' {3.5)
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como €l sistema es mezclado se satistace que:

ff 1m<p(lp,0) S(A(y)-a)>g = <p{lp,ung (${A(lgi-a)>g
t ->® (3. 6)

gl promedio de la funcién de distribucion 1niciai en -el espacio
fase es:

Sd{HI([)-H)
(Pl )» = Al (I )
voE v Q0 (E)
gn—e(E‘O’
T —— (3. 7)
02 OtLEy

como la Hamiltoniana es una 1nvariante de movimiento del sistema,
se Sigue Qque:

g (E, t) = [dl" P(IN, t) o{H(I"}-E}
e

1]
©Q

(K, 0)
J n-€¢ (3. 8)

Lo cual 1mplica gque:

1 T
g (E) : Li1m— [dt g (E,t) : g (Eu)
¢q T ->00 T Jjo D-¢ n-e

{3. 9)

Debido a la invariancia de la Hamiitoniana, de (3.8) y (3.9)
se tiene: ’

In-elE.t) = 9p_e(E, 0) : JeqlE) {3.10)

Utilizando (3.7) ¥y (3.10) dentro de la ecuacién (3.5), vemos
que la condicion de mezclado 1mplica:

Jeq(E} ,
L 1m<p(lg,0) StA([g)-a)>g = ———— <S(A([y)-a}>E
1-> Q{E) _
[ 3. 11}
El comportamiento para +tiempos grandes de la. tuncién de
distribucién mesoscoplca se obtiene al utilizar este resuitado
dentro de la ecuacieon (3.5), de manera gque: :

Lim gnelE at) = geqlE) <3(A(g)-a)>g
t-> T(3.12)

Evaluaremos ahora la funcién de dlstripucion alrededor de
€quliibrio, para lo cual utilizaremos el hecho de gque

Paqil) = ®{H(C}) (3.13)
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pucando la ecuacion (3.4) ai caso del astado de

equilib
Anemos  que, q rio,

«Q

[
)
(1]

dr’ $(H()) S(H{(I)-E .-
eq j (F)) S(H(I)-E) S{A(')-a)

P(E) Q(E) (dlA(Fp)-al>g (3. 14)

gn tanto gque la funcién de distribuclén para la energia esta dada
por:

[

(Al ¢{H(I) ) o(H(F)-&)
J

m
"

¢(E} QIE) {3.15)
vemos dJque de acuerdo a este r"'"':\-'t..lltado. al usarse en la ecuacién
(3-14, se tiene:

geq‘Eva' = geq‘E, <6(A‘rul'a'>E (3.10)

combinando las ecuaciones (3.12) y (3.16) se demuesira que cuando
el slstema esta mezclado el comportamiento para tiempos grandes
de la funcién de dilstribucion de no equilibrio esta dada por la
ecuacion {3.3) ' |

Mostraremos - ahora que si el sistema esta mezclado el valor
promedlo de cualquier funcion dinamica «(['y) tiende a un
valor estacionario en el limite cuando t->o.

Bl wvalor promedloe d4e una ftuncién fase esta definido como;

<ol )> = [dl“ p{l’ ) ¢(C ) (3.17)
t n-e j © ] t

el cual se puede reescribir en la sigulente forma:

<o( 1> dE[dF P ) ¢(I” Jo{H(DI )-E)
T n-e J J < (&) T i 0

{3.18)

r

: SE QIE} ¢(p(I"” } (I }>»
J- Q t E
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Y usando gque el sistema

Tomando el limite cuando t->o de (3.18)
esta mezclado se obtliene:

l: L imc«<ep(l )>

[AE Q(E) <p(T > <ol )>

(3.19)
[
|
J

dE 9 (tE) <p{I” )>
. eq 0 E

donde la segunda 1gualdad se obtiene usando (3.7) y (3.10)

El ultimo término de (3.19), se puede expresar como un promedlc
: sobre e:r espacio fase, al utilizar (3145 e 1ntercambiar <. g¢reen
l de 1ntegracién; de manera dque: '

[dE g (E) (oIl \>E H [df Pl I[GE ${E)S(HID )-8
y edq y v Yy 8. 20)

Haciendo la 1integracioen sobre la energia y usando (3.13) se
obtiene:

I

dE g (E) «o([ )> ar p (" eI’ )

_ J eq 0 E O eq O 0

! (3-21"
_ (9(lgl>eq '

' Introduciendo este resultado en (3.19) se llega a:

L im <9p(Fg)d>p-e = <P(Fgideq (3.22)
t-> ®

De manera que s1 el sistema esta mezclado, cuando el tiempo
tiende a i1nfinito, el valor promedilo de cuajlquler funcién
dindmica tiende a tomar su valor promedio en equillbrio,

De esta discusién concluimos gue cuando el sistema esta
mezclado, podemos garantizar el comportamiento 1rreversiple de
los valores promedios asociados con las observables de un sistema
de muchos cuerpos.
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TERM'N"C'ON DE LA FUNCION OE UISTRIBUCION FASE INICIAL
E N

Procederemos ahora a determinar 1a tuncion de dilstribucioen
\piclal, de un sistema que se prepara 1iniclalmente en un

i fas:do fuera de equilibrio. Esto se jogra con constricciones
, estd has, 4 un tlempo que lizmaremos el tiempo cero; se relajan
2X1€ constricclones, ocasiornando Jue el ‘sistema

as
313uguevo estado de equllibric compatible con

an ,as constriccliones.

1 ') informacion de que disponemos para encontrar la funcion
pipucion 1niclal es la sigulente:

jLStaJ pepe d€ estar adecuadamen.e normalizaaa:

évolucione 3
los nuevos valores

de

11
[

{ -
‘ [dru mlulul (3. 23)
L
p} supondremos :TU€ SsSeé conoce toda la INFORMACION MESOSCUPRICA
[NICIAL acerca dei"mstema. €sto es, conocemos la tuncion de
dlst_Npucion de - ias fluctuaciones en el estado 1nilcial,
-e(a'm' despues de na_.ber removido la constricclon, cuya
expresion en terminos de la tuncion de distribuclen tase inicial

es:
;rdf‘ pIr L u) S(H(T)-E) di(a,v) = g (E, a, 0)
J U ¥ n-e ‘3' 24"
Aqui denotamoes por d(a,t) la hipercelda fase, detinida
como: '

Gea,t) = o(A(l'y)-a) (4. 25)

¢) rFara garantizar que el sistema para tlempos granaes tiende
al estado de equilipric tfinal, supondremos que el sistema es
mezcladc. :

La funcién de distribucien +fase 1inicial 3e encuentira at
maximizar la entropla sujeta a las constricciones dadas por las
acuaciones (3.23) y (3.24).

La entropia del slstema en el estado 1niclial es, de acuerdo
on J. W. Gibbs{it) :

S{0) = - Kiar p(f‘O,UJ 1a ptl” 0y (3. 20)
0

Para maximizar (3.26) si1:2ta <« tas constriccilones (3.23) Y
‘324), construimos la funcional aux.lian:

Ltoy = jdr p(r" ,0)t-K Ine(l* .v)-a-

:
dk{dap(k, a)d{H{I")-EIJa(A([" 1-a}4
U 3 0 | U

e
e —

En esta ecuacién, «a &S udn pirametro indeterminadoe de
Lilrange, Yy $(E,a) es una funclon 1indeterrminada de la energia vy
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de las otras observables del sistema.
La variacién de la funcional I(0) con respecto a un camblio en
la funcion de distribucién inicial d4p debe de anularse, por

1o gque &I(0)=0, Si- ahora llevamos a <c¢abo la variacién
obtenemos gque,

SI(0) = {ar SPIL ,0)E=K-KINP(I ,0)-a-W(H(T ), AT )}
J QO Q &) v

La condiclén de gue la varlacmh 3¢ anule, nos lleva a,
- K - K In p(I'g,0) - & - WH(T), A(I'g)) = ©

Esta ecuacloéon 1implica que ia funcidén de distribuclen 1nicial gue
maximlza la entropia sujleta a -las constricciones de gue la
funcion de ‘distribuciéon este normaiizada, y de que la funcién de
dlstrlbuc.l.s'a-'ﬁ;:;.mesoscoplca lnicial es conoclda, esta dada por:

F A

P(F0, 0) = C eXpl-W(H(I}, A(Tg) )} (3.27)

Aqui, la constante C Yy la funcion v, estan determinadas al
exigir dque (3.27) satisfaga las ecuaciones de constriccién (3.23)
y (3.24). De esta manera, introduciendo (3.27) dentro de (3.24),
podemos determinar la funcién yY en términos de la funcien de
distrlbucién mesoscépl¢a 1nicial, a saber,

C QUE)(S(A(lg)-a)> exp[-V(E,a)] = gp.eq(E, a,0)

_de donde 11nmediatamente obtenemos due,

In-eqlE, 2, 0)
C exp{-v(E, a))

(3.28)
HE) (d(A(lpI-a)>g

La condicién de gque e} sistema sea mezclado se introduce, al
utilizar las ecuaciones (3.15) y (3.16) para expresar el promedio
G{A(Cy)-a>g en términcs de la funcién de distribucién de
equliibrio, de manera que,

. geq‘Eva’
<4{A([gl-al>f =

${E) QIE)
utlliizando este resultade en (3.28), se llega a:
¢{Efgn_eq‘E, a, 0)

C expi{-viE,a)j = - {3.29)
deglE, a)

~IEI-7~
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ysando (3.29) en (3.27), asi1 como

. '_ la
optene"ws que la funcion de distribucisn lnicial ::‘:?c;:c?a 153:3)'
In-eq(HIT), A(IG), 0)
p(lp, 0} = P’eq(r‘}

(3. 30
Jeq(HII}, A(Ty) ) '

La ecuacién (3.30) estalblece dJque la tuncion - :

fase 1nicial es el producto de la funcién de ::stgii;x;iggc?eri
gstado de EQUILIBRIO FINAL, Por una funcion de las funciones fase
jsociadas a las observables. £ste tipo de funcionalidad para la
suncion de distribucion 1niclal es el qgue habltuaimente es
pROPUESTO en  la literaturall21314%) . [a demostracion anterior
ss un resultado original y no publicado del presente tralajo.

CONEXION ENTRE LA PROBABILIDAD CONDICIONAL
: EN Y FUERA DE EQUILIBRIO

La ecuacién a(t)=A{,t) define un proceso estocastico debido
a 9que el punto ftase [ es -una varlable aieatoria. Las
caracteristicas de tal proceso estocastico, dependen de la
funcion de distribpucién que obedezca (. Cuando [ obedece una
funcion de dilstribucién de equllibrio (p.e. microcanénica,
canonica ¢ gran canénica), el proceso a(t)zA(l,t) es utilizado
por unsager para definir sus variables de regresion, gracias a
1as. cuales cuando se introduce la hipotesis de regresidn, es
posiple llevar la descripcion del sistema fuera de equilibrio a
un Probiema de fluctuaciones airededor del estado de equilibrio
(p.e. fluctuacionés un sistema anejado).

En esta seccion veremos de que manera estan relacionados el
procesos estocastico a(t)=A(l',t), cuando el punto fase tlene una
funcien de distribucién de no-equiliibrie, dada por la evolucidon
temporal de la ecuacion (3.30), con el mlsmo Proceso estocastico
cuando [ tlene una distribucién de equilibrio.lLa relacién entre
ambos procesos estocasticos es sumamente importante, ya Jue nos
permite entender a partir de primeros principios brajo que
condliciones es valida la hipotesis de regresion.

Mostraremos ahora gque cuando 1(a funcién de dastribucién
inicial es de la forma dada en (3.30), exXliste una conexién entre
gl proceso estocastlco gque caracteriza a un sistema fuera de
equllibrio, ¢on el proceso estocastlico asoclado al mismo sistema
cuando se encuentra en el estado de equilibrio final

Un proceso estocastlco x(t) esta caracterizado por el conjunto de
funciones de distribucion gg(Xj,tyi..Xg,tg)dXy...dXg, que dan
la . probabillidad conjunta de gque Xx(t) tome valores en el
wntervalo  (Xy,xy+dxy) al tilempo ty.i(Xg.Xkg+dXk) al tiempo ty.

-1IX-8-




En Fraricular el procesco estocastico a{t)zA(l’y) asociado
on L3 evolucion de un sistema fuera de equilibrio esta
caracterlzado por la )erarquila de tfunciones de distribucion:

n-€4a v ;...;a ,t ):[dl“ PIT” ,U)OLA(" )-a )...S(A(I -a
9% 14 K K | 0 0 v g 3:,“(' !
En tanto que la jerarqulia que caracteriza el Proceso

a(t)=A(l't) cuando el sistema se encuentra en el estado de
equlllbrlo as: :

edya , v ;...;a ,t )=(dl’ p (T ,0)3(A(I"” Y-a )...d8{A([" )-a }
Como la  funcion fase 1nicial es de la torma:
PIlQgi 0] = peqil] S(HIT}, A(lg]] {3.33)

al utilizar esta funcion fase 1nicial, asl como la expresién para
g22"%a,tib,0) que se obtiene de (3.31), se encuentra que,

g,"-%(a,t:p, 0) = &(E,b) 9,°9(a, t;b,0) (3. 34
de (3.30)y se sigue gque #(E,b) esta dada por:
941-€(b, 0)

b{E, b) - (3. 35)
g€d(p) '

de las ecua.‘c:l'ones' {(3.34), (3.35), asi1 como de la definicidén de

la probkabliidad condlicional:

P(a.t'b,Ol = {3, 30)
gitba 0)

obtenemos finalmente el resultado,

P (a.t!b.o )y = P (a,t1b1 (3. 37)
n-e - eq

El resuitado anterior €s sumamente lmportante, ya que conecta
gl procesoé ‘”e‘stoc"astlco A{l'y) cuando el sistema esta tuera de
equllibrio, ¢on este mlsmo PpProceso cuando ef sistema se encuentra
en su estado de equllibrio final. Esta propiedad es basica para
entender bajo que condiciones de caracter milcroscoépico es valida
la hipotesis de regresion de fluctuaciones de Onsager. La
éxpresion (3.37) fué mostrada por primera vez por P, Mazur(3),
razén por la cual es conocido como el lema de Mazur. Debido a la
lmportancia de este resuitade 1¢0o enunciamos ¥y dlscutimos a
continuacion. ‘ :
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LEMA  DE  MAZUR.

En un sistema que se ha preparado en un estado 1inicial de
O_EquLIBRIO por medio de constricciones externas. Cuando
awunas de estas constricclones son relajadas en un nstante,

e o) @€ manera dque en ese lastante la tuncilon de distribuycion

o1l 0) = paqil) ¢{H(T) A(IN)) (3. 38)

La Probabllidad condicional de Jque ias tunciones tase
A([) asociadas con las observapies del sistema tomen a un
(1empo * Un vailor en el intervalo (a,a+da), dado gque 1lniciaimente
Lenian un vaior p, P (a,t{b,0)aa, ES LA MISHA que la
ropabiildad condicional 38 que las tunciones trase A(D), =n
el ESTADVU DE EQUILIBRIO FINAL, (al cual llega ei sistema aespues
de queé se r[elajaron aigunas constricciones) tomen un valor en el
jntervato (a,a+da) al tiempo t+r, dado Jue al tiempo r las
funciones. fase tenian un valor b, P {a,tw!b.f)da, recordando
que en este Gitimo caso el sistema ®flega espontaneamente al_
estado 2n el que las funcionegs tase tlenen e: valor b, ya que EL
SISTEMA LLEGO FOR UNA FLUCTUACION NATURAL.

En simbolos se tiene que:

P (& t{bo0) = P

n-e eq

Esta 1gualdad solo es valida cuando una medlda sobre el
sistema nos 1indica que al tlempo 1nicial las funciones tase toman
un vaioer A(r‘.,)}:_b. Yy 1la funcion de distribucion 1i1nicial es
representada en. e! espacio fase de acuerdo al postulado de
1gualdad de probabiildades apriori, por un  <onjunto
representativo con densidad unltorme diferente de cero para
aquella region del espacio fase en donde DSA(I'gltb+dDb, asi,

ta,t+7|h.?! {3. 39)

P (a,tllb,t y 2 P (a t |b.t. ) {3. 40}
n-e 2 | eq 2 1

como veremos, .esta desigualdad  se debe a gque las densidades
fase en y fuera de equllibrio difieren en sus proriedades ante un
corrimiento en e: origen del tiempo, ya que la de equllipric es
invarlante ante una transiaclion temporal, en tantdo gue la segunda
no tieng esta propledad.
tomo (a runcién de distribucion tase ruera de £quUllibrio, no es
una soiycion estaclonarilia de la ecuacion de Lilouvliile, se tiene
que:

PN, t) # ([, ter)

lo cual 1mplica que la probablliadad condicional de no-equilibrio
ne es estacionaria, o© sea;

n-e - 2 { n-2 2 i’
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Por otra parte P (a,t |D,t) si es estacionaria, ya que
1a funcion de distribuctfn tdse !de equilibrio es invariante ante
yn corrimientce temporal. De esta manera, '

P (a,t bt} P (at -t |b0)
eq 2 1 eq 2 1 :
De este Wultimo par de ecuaclones y de la ecuacion (3.39) se
sigue la desigualdad (3.40). Asi la 1gualdad entre las

densidades de probabpilidad condicional de equliibrio y de
no-equlillbrio solamente es valida para t4=0 , pero no para
valores arbitrarios del tlempo.

LAS VARIABLES = DE GRANU GRUESO

Proseguiremos nuestro anallsis con una breve revisiéon sobre lag
variaples de grano grueso, las cuales se utilizan en VAaArios
tratamlentos de la Mecanica £stadistica de Precesos
[rreversibles(®)

, Como - A(I) = (Agi'y es el conjunto completo de
funciones fase asociadas con las observabies macroscopicas del -
sistema, las cuales se denotan por a(t), la relacién estre ambas
esta dada por la siguientée expresiomn

atv) = {dl“ pill ,0) AT ) (3. 41
Y 0 11
Esta ecuac:.é;i se llamara la relacién micreo-macroscopica.
Otra cantidad que nos proporciona una i1informacion mas detallada
del slstema es la probabllidad de que a;<A(l'y;)x a,+da,, para

1 = i..K. Esta cantidad Puede expresarse en términos de la
funcién de distribucién 1nicial como: '

g "-€ia .t ;...;a ,t ;:[dl".plr',onom(r j-a }...8(A( )-a )
K ! kK kK ;| ¢ 0 t 1 (3. 31}
La ecuacién (3.31) es llamada la relacion milcro-mesoscoéplca.

Podemos ahora expresar las observables macroscéplcas en términos
cantlidades mesoscopicas, utllizando lta 1dentidad:

A(Ftl z [da a d(A{Ft)-aI | (3. 42)

J
sustituyendo (3.42) en (3.41) y utiiizando la ecuacion (3.31), se
obtiene gque: .

a(t) = jda a gln'eqa,n (3. 43)

~1I1-11-
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ysando la reiacion:

ta, t{b, 0)
n-e

.

g N-%¢a, t) - [dn g "“¢(pb,0) P
t J ! (3. 44)

128 observables macroscépleas se puedenl expresar como:

]
aft) = |dp gln'ei_b,oa a

glt;b) (3.45)
J

c

qonde acgitib) son las llamadas varliapies de grano grueso,
gefinidas por:

I
a {(t;by = |aa a P
! n

(a,tlb.m (3. 40)
cg j e

De esta ecuacion vemosS dJque la evolucion temporal para las
varlables de grano grueso, se puede encontrar si1 se conoce ia
ecuaclon cinética para la densidad de probabilidad condicional de
no-equilibrio, P (a,t|b,0). Este problema sera discutido en el
capitulo IV. n-e

YARIABLES DE GRANO GRUESO Y VARIABLES DE REGRESION

El lema de Mazur nos Ppermite encontrar la conexion entre dos
puntos de vista aparentemente distintos en Mecanica Estadistica
de Procesos Irreversibles. El primero de ellos es el enfoque de
onsagert®), M.S. Green(®) y R. Kubol7)' en el cual se estudia la
dinamica de .fiuctuaciones alrededor del estado de equilibric vy
con ayuda del POSTULADO de regresion de fluctuaciones de Jnsager
se obtlene el comportamiento de 1o0s sistemas fuera de egullibrio,

El segundo punto de vista analiza la relajacién al equilibrio
de un sistema el cual se& prepara 1inicialmente en un estado de
equilibrio constrerldo, al cual repentinamente se le remueve

-alguna constricciéon de manera gque el sistema evoluciona a un

nuevo estado de equililbrio compatible con las nuevos valores de
las c¢onstricciones. Este punto de vista refleja flelmente la
manera experimental en dqueé se estudlan los procesos irreversibles
Yy fué 1ntroducido en Mecanica Estadistica por R. Zwanzig® , H.
Mor1l9t0) 'y sus colaboradores. Una 1impllcaclén muy importante
de} Lema de Mazur es gue nos permilte conocer bajo que condiciones
es posible reiacilonar los dos puntos de vista antes mencionados.

Primeramente notemos gque el Lema de Mazur 1implica que las
variaples de grano grueso utilizadas en e! estudio de relajaciéon
de un si1stema son 1idéntlcas con .las variables de regresiéon de
Onsager. FPara .ello basta recordar gque las variables de grano
grueso estan dadas por,

a  {t; b}
cg

Jda ap (a,t|b,0; (3. 46)
e
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por el Lema de Mazur,se tiene qgue:

P {a.t'D,OI = P
n-e

de manera 4gque sustituyendo (3.39) en (3.46) se obtiene:

[a,t|bl {3. 39)
eq

agglt;b)y = a(tiby , 13.47)

De este resuiltado concluimes gue en el case en gue ia funcieén
de dilstribucion 1niclal sea de la forma estabiecida por ia
ecuacion (3.30), las varlables de regresion de o©nsager, son
precisamente ias variables dg2 grano grueso utllizadas para
descripir la evolucion promadio de un Slstema tuera de
equiliibrio. Esto Justifica el estudic de las fluctuaciones en un
sistema anejado a partir de primeros principlos, para encontrar
la evoluclion temporal de las variapbles de regresion.

En efecto conociendo dicha evoeluclon, es posible encontrar la
forma de las ecuacilones de transporte a partir d4e primeros
Princilplos, ya que como se slgue de (3.4%5) Yy {(3.47), las
ecuaclones de transporte son:

[ dait;b)
= |db g n-¢(p,0) —m— (3. 48)
dt J 1 ' dat

ax(t)

_Consecuentem__ente. para conecer las ecuaciones de transporte

s¢ requiere. en general de la ecuacion de movimiento para las

variables de Regresidon de oOnsager (VkO) y ademas del conocimiento
de la funclén de distribucién 1nicial fuera de equilibrio. sSln

embargo en el- caso de gue la ecuacion de movimiento para las VRO

sea LINBAL, podemos prescindir del conocimiento expilcito de
g1P~®(b,u), obteniendose gque las ecuaciones de transporte tambien
son lineales y de la MISMA torma matematica gque las ecuaciones de
movimliento para las variables de regresion. .

De lo anterior concluimos:

1) Es posible describilr la evoluclon temporal de un sistema
fuera e equilibrio, a partir del conocimlento de la dinamica de
fluctuaciones del sistema alrededor de su estado de equilibrio
final, y del <c¢onocimilento de la funcion de distripucién de
fluctuaciones de no equllibrie al tiempo 1nicliral.

11} La hlpétéSlS de regresion de fluctuaciones de ¢rnsager, es
valida ~uando la funcidon de distribucion fase 1lniclal es de 1la

“formal i3.38) y las VRO satisfafen una ecuaclién de movimlento

LINEAL,
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n1potesis del'regrenén, 5 cumple sea o no
}clbn de evolucion para |as VRO, cuande la

lainea) ja
ecuarlbuclon inicial fuera de equilibrio sea:

funcien de

_ st
i gin-efbt V) - d(b-aoj {4, 49) '
o las observables macrosce :
cuyo c¢as : Pilcas son 1déntic ,
anrlaples de regresion, Ccomo se puede ver de |as Zscuc;orx las
f,,;aq's" (3.47) ¥ (3.49), Clones

.
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CAPITULO 1V

, INTRODUCCION.

En este capitulo nos aboscaremos a encontrar las ecuaciones de
movlimiento exactas para diversas cantidades meso y macroscoplcas,

a Partir de las ecuaciones milcroscoeplcas dque goblernan la
‘ evolucion temporal de un sistema clasicc de muchos cuerpos. oon

esteé oObjetivo -en mente, utilizamos la “écnica de operadores de

proyecclon 1ndependientes dei tiempo.

: Dentro de la Mecanica Estadistica de Procesos Irrevanrs.hlss
se¢ nhtan desarroilado dos teorias basadas en  1os operadg¢res c.e
proyeccién. La primera, desarrollada por Robert zZwanzig(l
establece wuna teoria Mecanico Estadistlca de procesos  de
transporte no lineales y no Markoffianos utilizando un proyector
ne lineal, A partir de la ecuacien e Llouville obtiene la
ecuaclon cinétlca para la funcion de aistribucion gp-elda.t), que
regulta ser una eéecuacidén generalizada de FokKer-PlancK, con eilla
obtlene ecuaciones de transporte no lineales y no MargKoffianas.

Posteriormente H. Moriie) desarrolld otra técnica,
aparentemente diferente, con objeto de encontrar a partir de
primeros Princilplos. expresiones microscoplcas - para los
coeficientes de transporte asocirados a las rejaciones lineales
fiujo-fuerza. Para eilo utilizo un operador de proyeccloen lineal
y eXpreso la ecuaciéon de movimiento para tas funciones fase en la
forma de una Ecuaclon generalizada de Langevin. A partir de ella
encuentra la ecuacion de evolucien para la matriz de correlacion,
que le permite 1dentificar a los coeficlentes de transporte
lineales, -

En la década de los setentas, HMori(34) y colaboradores
usando la técnica desarrollada en 1965, pero con un proyector no
lineal, o<btlenen la ecuacldén de FoKKer-Planck generalizada en una
forma distinta a la hecha por R. Zwanzig; sin embargo no es clara
cual es la relacion entre estos trabajos, dando la 1mpresién de
ser enfoques completamente diferentes al misme problema.

Un esquema unificado de ambas técnicas de opeéeradores de
proyeccion fue llevade a cabo por L. Garcia-Colin 3. y J. L. del
Rio(3:©®) 3 finaies de la década de los setentas. En este esgquema
se hace ver la similitud del punto de vista entre el {formalismo
de la Mécanica <Cuantica Yy la Mecanica Estadistica de Procesos
Irreversibles, de tai forma gque la tecnica de Zwanzig, es el
equlvalente del esquema de Schrodinger, en tantoe que la de Morl
resulta ser ¢l equlvalente al! esquema de Helsenberg en Mécanica
Cuantica.

La manera en gque presentamos la técnica de los operadores de
proyeccién, no es la habituyal en 1a literatura, ya gque utilizamos
una ldentidad entre operadores, gue muesira ‘todo su potenciail
cuando se generaliza la técnica de proyectores a situaciones
donde los operadores de evolucion no son hermicianosti?),  pe
hecho el punto de vista que agui adoptanos esta mas cercanc a la
deduccion que hace Kawasaki(?) de 1la ecuacién de Langevin no
lineal. ’
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Usando 1dentidades ‘entre operadores es posible obiener varios
esultados, a saber, la ecuacion cinética para gp-.efa,t) en los
gsquemas de Zwanzig Y Mori, las ecuaciénes forward y backward
para P e(a.t'b.O) Y las ecuaciones de [Langevin lineai vy
po-linelr! :

Ademas, se encuentra la ey de regresion de fluctuaciones,
que nos permite conocer los caseos en gue es valida la hipotesis
4e regresién de fluctuaciones de Onsager, y PpPor dltimo se
encuéntra la ecuaclon de movimlento para la matriz de correlacldén
que ©s de gran utilidad rpara la 1i1dentificaclen de los
coeficlentes de transporte =2n lis cltadas rejaciones lineales,

Despues de encontrar las e¢cuaciones cilnetlcas exactas gdue
opedecen las probabilidades condicionales en y fuera de
equilibrio, se introduce una aproximaciéon llamada la aproximacilon
je procesos lentos,

Demostraremos gue al considerar procesos lentos fuera de
equillbrio, se obtienen un par dJde ecuaciones lntegrales muy
parecidas a la condicien de Smoluchowki, gque <como es bien
conocldo caracteriza a los Proceses estocastlicos margKoffianos,
sin embargo debpido a Qgque 1los procesos gque 1nvolucran
fluctuaciones fuera de equilibrio son no estacionarios las
ecuaciones integrales resultantes no pueden reducirse a una
condlclon . similar a la de SmoluchowKl, tratandose entonces de
otro tipo de procesos que llamamoes cuasi-markKoffianes.

Por dltimo, se demuestra gque cuando se intreduce la
aproximacion de procesos lentos dentro de las ecuaciones
cinéticas gque caracterizan a las fluctuaciones alrededor del
estado de equilidbrio, el par de ecuacicones integrales gque se
obtienen se pueden reduclr directamente a la ecuacién de
chapman-Kolmogorov, por lo tanto la aproximacién de que el
proceso sea lento, en el caso de fluctuaciones alrededor del
estado de equilibrio es completamente equivalente a considerar
que estos procesos son markKoffianos. _

Estos resultados son de suma i1mportancia, ya due normaimente
se considera quée la aproximacién de gque el proceso sea lento es
egqulvalente a un proceso estocastico markKoffiano, per¢ no se
habia demostrado gque esta aproximacién llevara a la ecuaciédn
ihtegral de Chapman-Kolmogorov.

Se puede demostrar Jque cuande se 1ntroduce la consideracién de
que los procesos son lentos, se puede obtener la ley de
incremento de entropia - a partlr e primeros principios. ESste
.anallslis se encuentra en la referencia (22)

: *"The Increase of entropy for sSLow processes”
J. L. del Rio-Correa
Pnysica 131A, 329, (1965).
Jue 2s uno de los articules que avalan la presente tesis.




ANALOGIA ENTRE LA - MECANICA ESTAD:STICA DE PROCESOS
FUERA DE EQUILIBRIO Y LA MECANICA CUANTICA,

En esta secclon praeseniaremos la manera en que podemos
establecer una analogia entre ia Mecanica Cuantica y Ja Mecanica
gstadistica de Procesos Irreversibles.

La 1dea central consilste en construlr un espacio de Hilbert,
m tai Jue las funciones fase sean vectores en tal easpacio.
®# Pposee una métrica w la cual es una funcion real de los
invariantes del slstema Yy esta conectada c¢on la funcién 4ge
distribucién fase 1inicia . En este espacio se define un producte
interno de tal forma «ue las cantidgades de 1ntéres desde un
punto de VvVista mMACrosfCoplCo © MEesSOSCopPlCco Se expresen «omo
productos 1nternos de 10s vectores que constituyen 8.

Las funciones fase de 1ntéres son:

1) Las funciones Al Yy asociadas con las observables
macroscoprcas a(t). :
11) Las funcionales SLA(IMt)-a] asociadas con cantidades

mesoscoplicas tales como g(a.t) Y Pla.tim.

111) La funcilon dé distribucion fase a todo tiempo p(l,t) -
A cada una de ellas le asoclamos un Vector en WM. Asi para

1) ¥ 11) los vectores en el espacio dae funciones son A(lMLt) y

G(a,t)=d(A(l,t)-a), que llamaremos los VECTORES PROPIEDAD

y denotaremos genericamente por O(I,t). La ecuacion de

-movimlento de estos vectores es:

ao(r, t)
—— == 1L 00", 1}, {a. 1)
. at

en donde 1L denota ei operador de Liouville <clasico o
cuantico. S . .

A la funcien de distripuclon fase le asoclaremos ei VE(TOR DE
ESTADO vir,t), el cual Junto con la metrica ] esta
definldoe por . la relaclén:

p(l ty = w(l’) v{(I, 1y {4, 2)

La ecuag¢lon de movimiento, para el vector de estado esti dada
por '
av(r, t)
—— = - 1L vI([, t) (4. 3)
dt

Jue se obtlene faciimente de la ecuacién de Liouville,
El producto 1nterno entre dos vectores A Y B se deflne
por la relacion:

(A, B) = Jw wi{r) A(irr) (B(r)yi* (4 %)

donde I[B(I))* representa el complejo c¢onJjugado de [(B(rp*
Esta deflniclén nos permite expresar a las observables
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roscoplcas O mesoscoplcas O(t) como

un r
g es en el espacio M. Asi: Producro
Vector

intern,

we) = (00, ), vilD,00) = VOIT, 0), v(r )

{4.35)

y 1a funclon de correlacion entre dos observables v
' i Dy es

4

cl;Jltl = (Ul(F,t).uJ(r,o,, f4.b|
perivando cor. respecto al tlempo ta expresion par
Observables dada por (4.5), obt2nemos 1a E‘Cuaclona la s
avolucion temporal para las observables: b
ao( t) a0(rI', t)
—_— = |, V(T u))
a t d t
. P 4.7y
avil’, v)
= (O, 0, ]

at

[

renemos £ntonces dos opclones para encontrar ias ecuaciones
movimlento para las observables
;) En la primera, se requiere del conocimiento de la ecuaclén -
evoluclon temporal para el vector propiledad, 0 gque correspon«
en Mecanica Cuéantica a trabajar dentroe del esquema de Heisenbery
gste punto de vista en Mecanica Estadistica nos lileva al esquema
de Moril. ' . ‘
1) En a2 segunda, se necésita conocer- la ecuacion de movimient:
para el vector de estado, o] cual en Mecanica cuantic:
copresponde i utllizar la descripcion de Schrodinger y =1
Mecanlca Estadistlica corresponde ai esquema de 2Zwanzig.

Para ver «claramente la analogla c¢on 1la Mécanica <Cuantica
recordemos que el valor esperado de un operador 0 asociado con
yna observaple es dado por

Ot) = vit)|0jwit)> (4. 8}

s:n donite la dependencia temporal es llevada por ei vector -
sstade  jwit), el cual obedece 1a e2cuaclen de  3chrodinge:r
“lada por,

1 1 9 |«4r1tl>

. :H|«Nt)>
21 ot

-2 soluclon formal de la ecuaclen de schrodinger es:
fwfTE> = UL wio) > (4. 9)

londe Ut} es el operador de evoluclon temporal:
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pe agui Jue el valor esperado de| operador se pueda eXpresanr
como:

OCt) = (v(0) 10 (t) vioy> (4. 11)

en donde anora la dependencia temporaj es ilevada por el operador
ge Heéisenberg:

Og(v) = U*(t) & Uy (4. 12)
gque satistace la ecuaclon de movimiento de Helsenberg(aJ.
La andlogla entre la Mecanica Estadistica (M.EJ) Yy la

Mecinlica Cuantica (M.Cl}, la obtenemos ai comparar la relacion
(4.5), Ppara las observables macroscoplcas © mesoscoplcas, con las
ecuaclones (4.8) y (#4.12) gque dan los valores esperados para
observaples en (a HM.C.. cuando se adopta ta 1nterpretacion
estadistica de la funcion de onda en Mecanica cuantical® vemos
gque €1 papel dgue juega pilbt) en l1a M.E., corresponde al gque
toma !a densidad de probabiiidad ¥ en la M.C., ya qgque
ambas cantldades obedecen una ecuaclon de conservaclon. De esta
manera al considerar que la dependencia temporal de un sistema de
muchas Tuerpos es ilevada por pil,t), estames dentro del
#squema equlvatente al de sSchrodinger. Por otra parte cuando
consideramos que la dependenclia temporal es gobernada pqr
o, t), se esta describlendo la evolucion temporal de ia
observable dentro de un esguema egqulvalente al de Heisenberg.

En Mecanica Estadistica el paso de un esquema a otro es mids
simple que en el c¢aso cuantico, Yy se lleva a cabo al utilizar la
propiedaad dque el operador de Liouville es hermiciano, © sea que
satisface: '

(A, LB) = (LA, B) | (4. 13)

Asi, consideremos ia observable dada en el esgquema de JZwanzig:
t) = (XI,0),v(C, 1)) (4. 14)

La solucion formai de (4.3) es:
vil, t) = e-1Lt y(r o) (4. 16)

Sustituyendo en (4.14) ¥y  utliizando la propledad de hermicidad
del cperadsor de Licouville, se chtiene gque,

Oty = (O, t),vil, 01 (4. 106}
Buésto Jue por (4.1} se tiene:
O(r, vy =etlt oqr, ) (4. ¢7)

<ue es la expresiéon para las observables dentro del esquema de
Mori,

-1V -5 -




A

IDENTIDADES DE ZWANZIG Y MOR..

Fara entender facilmente 13 téznica de operadores de
royecclon, mostraremos en esta seccion dos 1liientidades entre
operadores dque resultan basicas para entender 10s puntos de vista
dge Zwanzlig Yy Morl, y 4qu2 son centrales para generalizar !a
Lécnica a otros casos de 1nterés.

Empezaremos por mostrar la identidad de Zwanzlg, llamada asi
porque es la que da lugar a los resuitados de este autor.

Denotaremes por:

o
L(F(t)} = J[d'r. e Zt F(v) (4. 18)
Jjo

;a transformada de Laplace de una funcién F{t).

Considerando el operador eQ@t en donde Q es un
gperador arbpiltitrario, pero independienter del tiempo, su
transformaada de Laplace es:

3
Lie@t) - — > (4. 19)
: zU - @ :

donde U 25 el operadgor ‘unidad. Ahora bilen, (4.19) se puede
expresar <omo.

i 1
LieQt) - p — o (1-P) ——— (4. 20)
2V - Q zv - @

.donde P es _lin eperador arbitrario independiente del tiempo. .

De la ecuacldén (4.19) es elemental ver gque,

1 1

zU - Q (zU - Q{t-P)} - QP
' _ (4. 21)
1 | 1
= + QP —
zZU - Q{1-P) zU - Qf{t-P) zZU - Q@

donde hemos wut:ilizado la 1i1dentidad entre operadores:

=z - B (4. 22}

23ta l1dentidad, permlite mostrar Jgue:

t 1
(1-P) z (1-P) {4.23)
zZU - Q(1-P)  zv - (1-P)Q

multipiicando la ecuacion (4.21) por el operador ({-P) Y
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IDENTIDADES DE ZWANZIG Y MORI

pPara entender facllmente [a técrica de operadores de
poyecclon, mostraremos en esta seccion dos identlidades entre
operadores Jque resultan pasicas para entender los puntos de vista
dge Zwanzig y Mor:i y que son centrales para generallizar la
(6cnlca a otros casos de interés.

Empezaremos por mostrar la identidad de 2Zwanzig, llamada asi
porqué s la que da lugar a los resultados de este autor.

Denotaremos por:

[04]
LIF(t)] - [dt e"Zt F(v) {4.18)
j0

]a transtformada de Laplace de una funclon F(t),

considerando el operador eQ%Y en donde @ es un
operador arbltrario, pero independiente del tiempo, su
transformaaa de Laplace es:

1
L{eQt; : — (4. 19)
zZU - Q

donde U es el operador unidad. Ahora bien, (4.19) se puede
axpresar como: :

1 1
Lie®t) - p — 4+ (1-P) ———— (4. 20)
2U - Q ZV - Q@

donde P es un operador arbltrario independiente del tiempeo.
De la ecuaciéon (4.19) es elemental ver que,

1 1

U - @ [zU - Q(1-P)) - QP
' (%, 21)
i 1 |
= + QP —
zZU - Q(1-9¢) ZU - Qi{1-P) zU - Q@

donde hemos utllizado la 1l1dentidad entre operadores:

| 1 | 1
- - B (4. 22)
A+ B A A A + B

2sta 1dentidad, permite mostrar dque:

1 1
(i-P) = ‘ {1-P) (4. 23)
zt - JIL-P) 2V - (1-P)1Q

multiplicando la ecuaclion (4.21) por 21 operador (i-P) Y
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A S B - = - PR i

uuuzando (4.23), ~se obtlene:

| 1 1
“—P' ; T - (t-P) + {1-P)Qap
ZU - Q zZU - (1-P)Q zZU - {1-P)1Q zZU

- Q

ntroducmnao este resultado en la ecuacion (4.20), Y tomando la
transformada inversa deé Laplace, obtenemos ia laentidad ae

t
et - pelt . elt-FlQt y_p, . st elt-PIQs (4 _pigp eQit-s)
. v (4, 24

pPara encontrar la 1identidad de Mori, se expresa 2! operador:
eSt - [exp(S*tt))* (4. 25)

jonde S° significa el operador adjunto a S, Jsando . ja

,deptidad de Zwanzig, con Q@ = s* y P = R' se tiene

que:

exp(sStt) : R'exp(S't) + expi(1-R*)S*ty(1~-R*!

[t
+ st expi(1-R*)S*'si(1-R*")S'RYexpiSt(t-5)
0 _

De esta manéra la ecuacien (4.25) toma la forma:

L 4
est_:- estR + (t_R)eS“"R’t + J{\ds es‘t's' RS“‘R’QS‘l-R's
U .

utilizanqao la identldad:
(t-Rye3(1-RIt . o{t-R}St 4.

obtenemos finaimente:

1 - _
e3t . eStg qu eS(t-3) gsel1-RISS (3. R} + el1-KISt 4 g
0 (4. 26)

Jue es !a 1dentidad de Morl, la cual es esencialmente la adjunta
2 la 1dentidad de 2Zwanzlg. Ambas ldentidages son validas para
cuaiquier par de coperadores @ y P (¢ 3 ¥y R) independientes
lel tiempo, perc por o demas arbi-rarios. Asi no se requiere que
el operador Q & 3) sea Hermitiano, nl1 gque P (o R) sean
operadores de proyeccion.
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TECHICA DE PROYECTORES
ESQUEMA JE ZwANZLG,

En esta secclon presentaremos la tscnica a2 operadores ae
proyecclion de Zwanzlg, originaimente utilizada para encontrar la
ecuacion e evolucion par: gp-ela,t). '
se define el operador:

(..,G(b, C))
P : |db ———————— G{D, 0) . (2. 27}
Z ( 1,G(Db, ¢)) :

Este o~perador tiene varias propledades importanteés Jgue enumeramos
a oonrtinuaclorn:

a) £s un operador de proyecclon, va que €S hermlciano e
idempotente, o sea:

tA, Pz B) = {Pz A, B) | {4 28a)

H‘ziz : Pg (4. 28D}
b) At aplicarlo a la funcional G(a,u) la deja 1lnvariante para
todo .vaior de a. Esto significa gque Py proyecta sobre esta
familia de vectores en eif espacio ae Hillbert,

PzG(a,0) : Gla,v) (4. 29)

L1

¢) La apillcacion del proyector al vector de estado ¢{I't), da
como resultado:

_ [ g (b, t)
szu‘,t» = jdp -D=£ G(b. 0} t4. 30)

4 (1,G6{b, 0))

ya Jque la <componente del vector e estadeo a (o largoe de Fa,v) es
En-o(a,t)

Fpn-eld, t) = (G(a, 0),v(I", L)) = (VI ty,Gta, o))
{4. 31

~donde ia segunda 1guaidad se sigue de Jue gp.eld,t) €3 real
La seleccién para la funcion de peso wil) en el espaclo
d1e Hilbert, se hace de manera Jue sea compatible con la forma de

la funcion de distrlbuclon fase 1inlcial, [a cual es dada por:

gn-e“‘“l—'].ﬁll‘?}

S 0 s peq({‘] (4. 321

geqCH{I‘J.AH‘) !
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3L escogemos la funcidén de peso lgual a la funcion de
dlstrlbucmn de equilibric final:

i) : peqil) (4. 33)
impllca o fue:
{1,Gi{b,0})}) = geqi(b) (4. 34)

En este 7aso el proyector de Zwanzlig toma la forma:

ap : G(b, v} {4, 45)
Jeqibi

P =

[ (...,G(b,0))
}
Z

gn 10 gue Slgue consideraremos gque dentro del conjunto de las
funciones tfase, se encuentra el hamiltoniano el slstema, cuando
gse reqgulera mostrario explicitamente usaremos la notacion,

A(lM): LH(C)Y, A (D)) (4. 3ba)
‘'en donde A’(I"} denota el conjunto de funciones fase, gque no
incluyen al hamiltoniano. De manera analoga los valores numericos
de las funciones fase se 1lndlcaran en la forma:
b - [E, Db’) ' (4. Job)
lsandc¢ esta convencilon, la forma del vector de estado 1niciai es:
g {b, 0)

v(C, 0) = Jon n-e G(b, 0} (4, 37)
. ‘ FeqiD)

De (4.3%) v (4.37) vemos que al- apilcar ei proyector de ZIwanzig
al vector de estado 1nicial, este permariece lnvarlante:

Pz V(I 0) = v(I,0) (4. 38)

Prdemos interpretar geometiricamente el proyector de Zwanzlg,
diciendo gque su efecto sobre cualqulier vector del espaclio de
Hilbert es proyectario sobre el subespaclo donde se encuentra el
vector a2 estado ai tiempo cero.

_ La ecuacion <cinética, que es la ecuaclon de movimiento para
€n-eid,t), sSe encuentra tomando tita derivada temporail de (4.31) Y
gxpresando la ecuacion de movimientco para el vector de estado con
ayuda de la 1dentidad de Zwanzig.

Por (4. v {(4.i%), la ecuacion de movimlento deil vector de
estaco =e =Xpresa en la forma: '

avir, t)
———— : - 1L e-iLt 4 0y (4. 39)

at
Usando la 1dentidad de 2Zwanzig con =1L y P:Pgz, la ecuacion
(4.39) toma ta forma:
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Usando
lo que:

Tomarndo

~ La
despues

dgp-efa, t)

av{i, t)
adat

't

+ |as 1L exp{-(1-P_)1Ls|. {1~-P J1LP v(I", t-3)
Z : Z Z

JO

(4.38), el segundo término del lado derecno se anulia,

avi(r, t)
———— = - 1L.Pgv([,
at

{4. 40)

i

t .
+ [ds 1L. exp{-{(1-P )aLs{. (t-P )ILP v([, t-5)

la derivada de (4.31), se tiene:
dgp_eld, t) avi(r, t)

: {(G(a, v}, ————) (4. #1)
dt dt

gcuacion cinética se obtiene usando (4.40) en (4.41),

= - 1L. Pgv(I, t) - 1L, expi-(l-?zni.t!.(1.-Pz|nv(r‘,0)

por

4

de. algunas manipulaciones algepbrailcas se obtiene
finaimente que,

d t

donde =, operador de Zwanzig, Z(a,t) se define como:

En ia

Zi(a, t)f(a, t) - Jan 1R(a,bit(b, t)

_ (4. 43)

S 4

v . 1)

ecuacieon (4.43),
12{a, b) = <iL Gi{a,D);b> (4. 44a)
. (Fi{a, 1) F(b, () _ ‘
Kia, b, t) : : = - <1LF{(a, t):b> t4. 44D)
Heq(Dl '

F(a,t) = expi{t-P)LILt). (1--P)iLG(a, ¢) (4. 44¢C)
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i donde €l promedlo sobre la hlpercelda fase caracterizada por un
i valor b de las obpservables se define por:
|

(.., G¢{b, 0} _
LIPRRPN « ) Q- {45
Jegql b

La ecuacion (4.42) es el punto de partida para obtener las

ecuaclones . meso y macroscoplcas de un sistema dado usando el
gsquema de Zwanzig.

ESQUEMA OE MORI.
Frocederemos ahora a éncontrar la ecuaclon ’ Clietica

pquivaiente a l1a ecuacion (4.4¢) utillzando 21 esgquema dé Morl.
para ello reescribimos ia ecuacion de 2voluclon para la funcional

Gia, t)=dlA[l" t)-a| conoclda Zomo ia nipercelida fase, que
egta 4asocrada <on cantidades mesoscoplcas tales como glia.t) vy
pita.t ! b ).

EXpresaremos la ecuacion para la nipercelida tase, en dos
formas alternativas utilizando las 1dentidades de Mor: Y de
Zwanzlg.

La ecuacién de movimiento para la hipercelda fase es:

aGia, t) . '
—————— = 1ltG{a, t) = 1L, eiltlg(a, 0 (4. 4ba)
gt
- etk jpG(a, 01 (4. 46D )

ytillzando en (4.46a) la identidad de Zwanzig, con Q:=ilL y
P:Py se obtlene: .

dgia, t)
—_— !dh P (a, ti{b}. 1LG(b, V)
at J eq -
' (4. 47)
(v
+ !ds jdb P (a,t-sSib). LILF{(D, s}
Ju Jl €q I

Fara llegar 2a este resulitado hemos utilizado la ecuacioen
4.€9), asi1 como la detinicién de ¥ ta,tib), a saber,
eq ’

P ta.t’bl = <G(a, t}):.b> (4. 48)
. eq

for otro lado, al utillizar, .a identidad de Mori, con S:iL vy
RPz, en 1a ecuacién (4.46b' obtenemos:

= Zia, t)E(a,t) + Fla, v 14. 49)
dt

€

Las ecuaciones (4.47) y {(4#.49) son dos tormas alternativas de
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la ecuacion de movimlento para la hipercelda tase, las cuales se
utillzaran posteriormenteé para encontrar lia ecuaclon <lnetica gque
@ satlisface ia densidad de propabiildaaq sondiclonal qde
! no-equiiibrio, en su tormas Forward y FBEackward.
La ecuaciéon <cinetlca para gn-eo(a.t), se optlene il tomar ei

productc interno de (4.47) o (4.4Y) TRl el o vector de  2stado
w([,0). La torma Jue se obtleneé «<on . (4.47) es poco hiabituatl
por 1o gue no la escribiremos, en  tanto al tomar (4.4Y) se

obtlene la escuaclon cilnétlca en la *orma (4.42), ya que:

, (F(a, t). vif, 0)) = O ‘ ' (4. 50)

ECUACION LINEAL vt CANGEVIN,

~ En 1985 Mori publico un traba)le i2nde lntrodujo una tecsnilca
de operadores de proyecclon dlstinta a !a <e Jwanzig, ©on opleto
de encentrar la ecuaclon <e movimients exacta para ia funclon de
correlaciocn. Esta técnic- permilte reescriplr ta 2cuaclen  de
movimlento para ias funcicnes fase en una rorma :Jue se asemela a
una ecuacicen de Langevin lineal <on memoriald), sin empargo nay
que recaicar gqgue esta e€ecuaclon no es e£stocastlca en trorma aiguna,
sino s01¢0 una forma convenliente de reescriplrr la ecuacion exacta
de movimlento, la cual permitira enconirar tormas aproximadas de
agtas ecuaclones. . _ :
3e define ei operador Py por:

P 2 O AT, 00 ) (AR, 00, A, 0) Y A, o) C(4.51)
0 blen 1n-extenso:

Py -gﬁ( .AJ(I“.OlHAJH‘,UI,AKH‘.UH‘IAKH‘,UI (4. 52}

Este o~perador tlene varias propledades lmportantes rue enumeramos
a continuacion:

a) £s un operador de. proyeccion, va Jue es hermiciano =
idempotente, © sea:

Lt ) Py ) { 4.53a)
PuS 1 Py (4.53b)
D} Al aplicarico a la tuncien tass i, (a dej)a invariante,
.48y Fy pProyecta sobre este vector = 20l £s5paclo o Hilberzt:
PpMAC 1,0} = A(T,0) | r4.54)
<) vomo el producto interno arirr @ L8 .vector‘es A, L) ¥

A(M,0) 1a i(a matriz <de correilaci o

Coty = (AN ) AN0)) _ {4.955)
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gl proyector apilicado a aA(",t} da come

e
sultado:
PACT ) 2 ect).e Yoy A ,0)
. ‘.56,
L3 ecuacion de MOVIMIENto Para las funciones fase .
Y
aA( |7, t) Lt _
— LA, L) e LAl T, 0) (Q_b-')
dt
La ecuacion anterior puede reescribirse al 1Ntroducir en .
jerechio de la eXpresién antericr la identidad de MOrL (4yg 0O
g:ib ¥ R:Py, dando como - resultado: ~Thocon
QAT ) | g
—_— IWLALT, ) - (dS eSS AT, S T,
at j0 (4.58)
en donde se harn- detinido:
W : (ILACT,0),A(M,0)).¢7 Vo) (4.59a)
st = (F(,t),#0)).¢ 10 ‘ (4.59D)
HMt) - expi( 1-Bmlilti . (1-Py) L. AC[,0) (4.59¢)

La ecuacion (4.58) tiene la estructura 4e una ecuacion de
Langevin, Ssin éembargo solamente es una forma aiternativa de
expresar (4.57), por 1o tanto es una ecuaciéon determinista. Sin
embargo esta forma de expresar la ecuaclon de movimiento para las
opservables, es muy sugerente en el! sentido de gque nos permite
llevar a cabo aproximaclones en una torma simpie. For ejlemplo,
una manera de aproximar la ecuacion (4.98) consiste en vez de
caleular explicitamente el término f(t) por medio de la ecuacién
(4,59¢), lo cual es una tarea sumamente compieja, se 1lntroduce ia
nipétesis simplificadora de gque f(t) es ahora una variable
aleatoria, reinterpretandose la ecuaclon (4.58) como una - ecuaciéon
diferencial estocastica, y adoptando esta o6optica, se dlce gue la
acuacien (4.56bj es 2! analogo microscopilco del teorema de
fluctuaclon-~-disipaclién, ya gque conecta la funcisn de correiacion
de la "fuerza fluctuante" con 1l0os terminos gue posteriormente son
1dentiflcados con los c¢oer.clent2s de transporte.

ECUACION NE LANGEVIN NU~-LINEAL

La tecnica de Mori para reescriblr las ecuaciones de
movimiento, fué utilizada por Morlk, FujlisaKa Y Shlgematsu{3*4),
durante ia década de& los .gsetenias para dar una fundamentaclen a
pPartir de primeros princlplos, a 14 ecuaclon modelo propuesta por
R.  Zwanzigll®), que es una ecuaclon de Langevin <on términos
no lineales, utiiizada para ana.izar i1a renormallzacion de los
coeficlentes de +transports cansada por la contribucléon de
acoplamientos no lineales en+r2 las observables del sistema,
Stendo esta ecuacion modeic equlivalente a la teoria de
acoplamiento modo-modo desarrollaca por Kawasak(19), .
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La 1dea de Mori y colaboradores fué utilizar lia técnica
resentada en la seccion anterior para reescribir la ecuacién de
- movimiento para las funciones fase perc¢ en lugar de usar el
proyector irneal Py, utilizaron el proyector Pz, obteniendo una
ecuaclon 2n la gue después de 1ntroducir clertas hlpotesis
plau51bles. se llega a la ecuaclion de Langevin no lineat
propuesta por Zwanzig. ' ,

veremos ahora en detalle como se obtiene la ecuacién
propuesta por Zwanzlg, Ppara estudiar las 1nteracciones no
j1neales de modos - colectivas en un -tluido, utilizando ia
t&cnlca de operadores de proyeccion.

Fara reescribpLir en forma adecuada la ecuacion 4,57,
recoraemos Jque las funciones fase A(lMt), estan conectadas
con la nipercelda fase por (a relaclon:

"

I
Aff',t):=|da a G¢a, t) 4. bU)

La ecuacion de movimlentc para las funciones fase Aty
puede ser reescrita como una ecuacion que asemej)a a una ecuacion
de Langevin no-iineal, Para ello, se toma la derivada temporal de
(4.69) Y se usa (4.49), de manera que: :

d A(l, v) [
———— 2 da a (Z{a, t)G(a,t) + F(a,t)] {%. bt)
a

llevando a c<abo 'la 1ntegracion sobre da, se encuentra:

4 A ) t | :
- oz dsida [2v(a}lo({s)+cia, s)jdfa, t-s) + R{I', %)
dat 0 (4. 62)

En donde v(a} es la velocidad de arrastre definida por:

via) = <1LA(I, 0);a> {4. b3a)
c(a,t) ssta dado por:
1 3
cta, t) = ———— — . Qgeqgla)<R({I, VIKR{, V) A
Jeqla) da (4. b3D)

En tanto ctue RiC,t) 3e define por la relacion:
R, t) = expti{1-Pz)iLtyi. (1-Pyz). LLA{, V) (4. 63¢)

La . escuaclon (4.62) es una ecuacion completamente
determinista, pero gque nos permite :ntroduclir hipotestis para
tundamentar la: ecuaclion modelo de Zwanzig.

La nipoétesis gque se 1ntroduce es gque en lugar de calcular
explicitamenie ia funcién R(Ct) dada por la ecuacién (4.63c), se
considera esta variable coms una variable estocastica, Yy se le
caracteriza por sus valores promedlos, de hecho se supone que €3
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. nd variable aleatoria gque obedece una distribucion gaussiana,
or io dque Dbasta saber las propiedades de los dos primeros
;omentos, asi se supone que R([t) es tal gue su valor promedlo
sobre la hiperceida tase es nul., o sea:

CR(F, t):a> = © ' (4. b4)

L3 propledad dada por la ecuacion (4.64) se puede Justlticar a

pal“tlr de 1a deflnicion microscopica exacta de esta cantidad dada
gor la ecuacidén (4.63c), yva que este vector es ortogonal a
5aW0). Fara caracterizar completamente desde el punto de vista
25t0CaST1C0 2 R(t) se introduce 1nformacién ad-hoc¢, Jue no puede
jeducirse de su definiclon, tal como:

al El proceso estocastico Jque caracteriza a R{M,t) es

b L¢es - promedios sobre la hipercelda tase de k(,t) Consigo
mismo a diferentes tiempos son 1ndependlentes del valor de las
variables Jue caracterizan la hilperceida, esto es:

SR, ty). . REM, tp)ia> = <RIT, o). .. RII, tp)o
‘ (4. b5)

En donde el promedio <..> signiflca un promedlo tomado con ia
funcleon - e dilstribuclon tfase de equlllbrio.

¢) La ecuaciéon (4.63b) se 1nterpreta como un teorema de
fluctuacien-disipacion no lineal ya Jque cia,t) esta conectado con
una dislpacién,

La ecuacién (4.62) es el resultado basico utilizade por
xawasak1il¥) en la teoria de acopiamiento -modo-modo.

Fara obtener la ecuacién modelo de Zwanzig a partir de la
ecuacion (4.62), Mori y Funsakaf3) suponen que la tunciéen de
corretlacion de la fuerza fluctuante es,

R, L)R([, 0)> = 2y S(t) © {4.0b0}

Yy que 1a fuancién de distribucion de las tiuctuaciones alrededor
el =s5tado de equllibrio es gausslana,

1
Jagta) = C exp[- — a. aj (4. 6T)
2 -

dtllizana2  las ecuaciones (4.65), (4.65} v (4.67} en la ecuaclen

e nphtenemos:

d A7, v
: : VEA(I, LM - Y. A, L) o+ KU, L) (4.08)
d t

Jue es 1a ecuacilon de Langevin nc-lineal propuesta por 2Zwanzig.

Las contribucilones no ilneales en A{,t) se encuentran dentro de
‘a velocidad de arrastre.
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Zwanzig obtuvo la ecuacion de FoKKer-FiancKk asocilada a la
acuaclon (4.68), reescripiendcla en terminos de operadores de
creacisn Y aniqullacioen, ‘utillizando tecnicas de teoria cuantica
de campos, calcule la tuncien de correlaciéon de equiilbrio de las
varlabies dinamilcas, comparo este resultado c<on la expresion
exacta para la funcion de <corretacilon, la cual se optlene
directamente de la ecuéclon (4.98) como veremos mas agelante. De
esta cComparacion demostro Jgue la matrlz de coetliclentes de
transporte  aseclada c¢on las rejacliones llneales, <onsta de dos
partes, ta primera de ellas contilene la ilamada matriz de
coeflclentes e iransporte gqesnuda y JgJue rejaja  rapidamente
comparada con los tlempos nldrodilnamicos ¥y la segunda Jue es la
sontribuclon provenlente de (0§ [odos no-lineates <ontenldos en
la velocidad de arrastre, En simbotos:

PLt) = 2yo(t) +Wi(t) (4. by
donde  #(t) s la matwtriz de <coeficientes de transporte,
Vi) 23 1a matriz de renormallzacion debida a las

interacclones no lineales.

Mori vy Funsakald® sin hacer uso de teécnicas de teoria del
campo. obtuvieron la renormallzacion de 10§ coetilclentes de
transporte, sln embargo las ldeas fisicas detras de su deduccion
son sumamente obscuras, silendo estas cltariticadas nasta la
apariclon aei articule de L.S. darcia-colin y k.M. VelascoleV)
en donae se hace una distinclon muy cilara entre (os resuitadcos
exactos y las hipotesis ad-hoc, gue son necesarias para obtener
lja renormatizacilon, mostrando en una torma diatana las diferentes
1deas fislicas subyacentes en 108 cailculos de Mory Yy
colaporadores, _ .

Fosteriormente J.L. dei Kiol¢l) demostro gque er meéetodo de
Mori-fujisaka. es de hecno una generaillzacloen para el caso
no-lineal, e -1as ldeas con gue onsager obtuvo el teorema de
reciprocidad, mostrandose tamblen ia conexlen estre 10S metodos
de rernormaiizaclion de Zwanzig y Mori.

Fara generalizar las 1deas de ounsager al c¢aso no-iineal, es de
central Lmportancla el conocimlento de ia &cuacién de movaimlento
exacta de las variables de regreslon, 2£sta ecuaclon se optilene de
la =xpresion (4.68), al utilizar 9que ias varliapies de regresion
son #! valeor promedlo de las tunclones fase sobre la nhlpercelaa
raracterizada por un determinade vailor, por 1o 'Jue 1a ecuacion de
aynilTicn  para  a(t;p) se obtlene promedlando la ecuaclion . {4.6€)
sobre ia hnlpercelda tase, como se demostrara mas adelante.

Zi articulo antes menclonado y Tuyes datos son: .
"Regresion Law and the kenormallzation ot the ‘Transport
Joetrlclients”, J.L. del Rio-lorrea, Journal of statistical
Physics, 14, Nos. 1/, (1984},
3¢ anexa como aval de la presente tesils.

 Por atra parte, cuando se utiiiza la ecuacien para la
hipercelda <dada por {4.47), la ecuacien de movimlentc para las
funciones fase, no toma la forma de 1na ecuaciéon diferencial
estocastica, Slno que gueda en terminos de ias variables de
regresion de dJnsager.
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Hultlpncando (4. 47) por a e lntegrando sobre da
obtenemos:

d A(l", t)

—_— Jdb a{t;pi). 1LG(b, U)

d t

i4. 70)

1 .
+ J[ds Jdb a{t-s;b). LLF(D, 8)
0

En donde a(t;b) son las wvariables de regresion de oOnsager. La
gc.(4.70) no aparece en la -litéeratura, sin embargo se obtlene
facllmente <con ella una forma aiternativa la ecuacion de
movimlento para las VRO, la cual se utillza en la extensién a
casos no lineales de las 1deas de onsager.de necho basta tomar el
promedlo de 1la ecuaclén (4.70) sokre ia nhipercelda fase, para
encontrar la ecuaciéon de movimiento para las VRO, -

ECUACIUNES FOURWARD 1t BAUKWAKRD
FARA LA DENSIDAD DE PROBABILIDAD CONDICIONAL

por el lema de Mazur sabemos gue:

P {a,t|b,0) = P (a,t|b) (4. T1)
n-e ' eq

y ademas por la detinicién del producto 1nterno, es claro que:
(G(a, t),G(b, 0} )}

P (d.t|b} - (4. T2)
€d Jeq!b)

de forma gque la probabllidad c¢ondicional, no es mMmas gque la
funcion de correlacion normaiizada entre los vectores propiedad
g(a,t) Y 3{b,0). _

La ec¢uacion de movimlento para Pn e(a,t@b,O) esta dada entornces
como: ' -

L€ = < i (4.73)
dat ) d

Utilizando la ecuacléon para la nipercelda dada por (4.49), se
obt:i2ne 1nmedlatamente gue:

darF (a.t;b,OI
n-¢ : Z(a, t) P ta, t|b,0) (4. 74)
dt n-e

donde se ha wusado el hecho de gque la runcien w(a,t} es ortogonal
2 Gib,0y, o sea:

(F{a, t),&(b,0)}) = 0 (4. 75)
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Una forma alternativa de :!a ecuacidén cinética, se encuentra
al utilizar la ecuacion de movimiento para la hilpercelda fase
dada por la ecuaclioen (+.47), asi1 como la ecuacion (4.T1).
ytilizando ambos resultados se obtiene gue:

dapP (a.t!D,OI

n-e = A(D,t) P (a,t|b,0) (4. Tb)
d. t . l-e -

en donde el operador mesosSCoplCe A{b,t) esta detinido como:

A{b,t)h(b,t) = idc nic, t}i1eic, b} -

e -

[
j

La - =2cuacion cilnética (4.74) es llamada la forma Forward, va
que €sta gopernada por un operador Jue depende del valor de la
varliaple ajeatoria al tiempo t. Tambien 35 poslbie demostrar Jque
(4.74) 5se puede expresar <como una =cuaclon generalizada de
rokKer-rlanck(®), :

La ecuaclién c<inética (4.76)° es le llama la forma Backward,
puesto gque en este caso la evolucion temporal esta gobernada por
un operador gque depende del valor 1nicial de ta varliabile
aleatoria al tiliempo t=0, ¥y corresponde a una generalizacién de la
gcuacion de Kolmogorov para. procesos no-Markovianos:id)

.Claramente este rar  de operadores, Z{a,t) Y Alb,t)
deben de estar reiacionados entre si. En efecto, - es posible

encontrar la relacion entre ambos operador‘e's mesosScoplcos, Jque
satisfacen la sigulente ecuacion(io)

rt
uci:ds hi(c, s}K1¢,n t-5)
Ju (4. 77"

(v .
ids_{da h(a, s)Z(a, t-s)t{a, 1-s) =
Jo
(4. 78)
(v
- Jlas {db titb, t-s)A{(Db, S)h(Db, s)
0

ECUACIONES DE EVULUCION FPARA LAs  UBSERVABLES UDEL  SISTEMA.

Ahora estamos en posibillidad e encontrar ias ecuaciones de
.movimiento para las observables el sistema a partir de primeros
principios, Dentro de elias, destacan por su  1mportancia las
ecuacliones para las varilables mnacroscoplcas, ¥ para las variables
deé regresion de Onsager.

Las varliables de regresion de Jnsager se definen por:

ai_t:b)z[da aPp

(a, t!bl
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¢ (a,t|b) es dada -por (4.48), usando (4.50), tenemos:
y como eq :

a(t:b)z<A(l, t);b> (4. 79)

maner2 que las VRO son el promedic de las tunciones tase sobre
ae nipercelda caracterizada por el valer b.
18 7 3s observables macroscoplcas (OM) estan dadas por:

aft)= (A ), v, 0)) {4, 80}
evoluclon temporal de 1as VRO y ae las OM, se optienen al

Lomar a derivada temporal e las ecuacliones (4.79) Y (4.80)
; pecuvamente, utlilzando (4.beg) en ampos casoes obtenemos:

res
- r |
a f aft) ] | | 9 (a,t-sp
| | = |ds |da Kta, s) | n-e !
at | aitt;b) | ! | | P ta,v-s5|b) |
- . J jO i L eq ' J
. (4. 81)
ponde Kia,s) esta definide como:
Kta, S) = 2viald(s) + cla, s} ‘ (4. 82)
La ecuacién (4.81) muestra gque tanto las ecuaclones de

transporte como las variliaples de regresion de onsager estan
gobernadas por ia misma funcion K(a,s) en el caso no-iineal Yy
no-MargKoffiano. _

Una torma alternativa para ia ecuacliéen de evolucion de las
YRO se obtiene cuando se utiliza ta ecuaclen (4.65) para la
svolucion temporal de las funciones fase, en cuyo caso la ley de
regresion generaillzada toma la forma:

da(t;b) .
s "A(b,t).alt, b) (%, 63}
qat

La ecuacion (4.81) es la ley 4de regreslon mas general, ya gue
afirma Jue la evolucion temporal tanto de las variabples de
regresion, <OmMO " de las observables macroscopicas, esta gobernada
por ta misma funcien K(a,s).  cuando se promedla esta funciéen con
gn-o(d,t-5), nos proporciona las ecuaciones de transporte, en
tanto Jue al promediarse con P o{a,t-g/b), nos da ia ecuacion
de regresion de fluctuaciones. B8te es un resultado de suma
importanclia que no parece se ha percilbildo en toda su extension.

Existen Casos PARTICULAKE:S €n Jque las acuaciones de
transporte y de regresion son [as mmlsmas como afirma i1a hilipotesls
de Onsager. Estos casos se obtienen cuando:

1) Kfa,s) es lineal en ias varliabples a; a saber,

"Kia, $) = - M{s).a (4, 84)
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el Ccuyo <aso (4.81) toma l1a forma;

. 4
r 1 £ r 1
d [ a(t) ! ! [ g(T-5} !
——— i ! : - ids MISQ-E [ | 4. 85)
dt i a(e; b J | | 2(t-3.D) |

Este t1po de ecuaciones para las varlabples ae regresion,
fueron wu<tliizadas por R. Zwanzigilll cor obpjeto de saxtender las
férmuias e Green-Kubo para 10s coetrlclentes de transporte a
casos no-MarkKoffianos. '

~La aproximacion (4.84j para ei lkernel x{a,s;, e utiliza
cuando =¥lsteé un parametro de lentltud Jue goplerna (i evoiucien
temporal ie las funciones rase A([,t} Yy suponlendo jue el
process =sStocCastlco  A([M,t)za(t), es un proceso i(ento iineal,
un anailsis- de esta aproximaclen £s necha en la reterencla il

En =ste punto es lNteres:iité nacer un preve <omentario sopre
la forma en gque. fueron encontradas las formulas de Green-Kupo.

La manera como encontro (reen(i3.14) ias expresiones
mlcroscoplcas para los coeflcientes de transporte, tue suponiendo
que el proceso estocastico era lineal y  Markoftiano, 1o _que
implica Jue K(a,5) es de la rforma: :

K(a.S) : -2M.ad( S) (4.86)

donde la expresion explicita para M, lieva dlrectamente a las
formulas e . @Green-Kubo,

Una presentacion pedagoglca de las 1deas y resultados de este
trabajo de Green es hecha en la reterencia (15)

por otro . lade Kubo, Yokota y Nakajma'l®) encontraron tas
expresiones Mmilcroscoplcas para los coeflclentes de transporte,
utillzando la hipotesis de regresion de fluctuaciones, tomando
como punt» de partida que la evolucion de ellas es dada por:

dait; b)
———— = - M, a(t;Db) (4. 87)
qt

2N segulaa encentramos la expresion 1€ M €n terminos  ae
promedlss de cdntidades microscopicas, ai hacer un proceso 4e
hibrialzacien, donde se utiilzan, por un lado un resuitado
microscoplco  para  la matrlz de  correlaclen, y por L otro la
expreslon para la matrilz de correlacion dque 1impilca ia ley
fenomencloglca dada por (4.87) :

1) tro <¢aso 1mportante en el ~uil es valiaa la hipotesls
de regresion de oOnsager, gue NO i1nvoiurra la forma funcionat aqe
Kfa,s), =3 cuando la funclon de d1strilrulon inicial gn-ela,wy es
una tfunvion delta de Dirac

In-efa, 0)= ota-ap) {4. 88)
este caso corresponde a una preparac.on del sistema en un estaao

bien definido, en la cual las -tunciones fase toman el valor
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mérico a o sea A(lUjza, =
nv O ) O in  este caso,

gn (a,t):|db P ela,t{b.oh.d(b_a_,

9

1t

I 4 ta,t[a,Ui
n-e 0

¥ por 21 lema de Mazur, se sigue:

9. (a,t)=P (a,tvja }

n-e

De manera due en este’ caso las variable macroscopicas

\dénticas <on las variables de regresion de Onsager: sen

xft) = a(t;b) (4. 90)

la forma expliciwa de las ecuaclones seé encuentra, aj
iptroducir  (4.89) en  (4.81), de donde:

t -

a aft}

= - jds K(a, s). P Ia.t|b)- 4. ¥1)
at Lalt:bl : J ' eq
: 0

4

Esta ecuaclion muestra claramente gque las ecuaclones de
evolucion para ‘las variables de regresion son ldénticas con las
ecuaciones de movimlento macroscopicas, lndependlentemente de |a
forma explicita del Kerne: K(a,s).

EVOLUCION TEMPORAL DE LA MATRIZ DE GORRELACION.

La ecuacion de movimientce para ia matriz dqe correlacion de
las observabies del slstema, Sse encuentra usando la ecuaclon
lineal de Langevin, deducida al utilizar el coperador de
proyeccion lineal .de Mori, de hecho este PpProyector se contruye
teniendo én mente gque la cantidad de 1nterés €s la matriz de
correlacisn, vya dque el ataque de Mori: es mas cercano al adoptado
por Kupo, en donde es de central 1mportancia esta matriz.

Para encontrar la ecuaclen de evolucion EXACTA para la matriz
de corretacion, se toma el product: lnternce de la ecuacidédn de
Langevin (4.%8) con A{"0), y util.zandoe el hecho de gque el
vector f(",t} es ortogonal corn A([N0), de forma que: '

(fC L) AT,0)) = 0O (4.92)

asi, eI producto 1internc de (4.58) <on A(,0) daa come resultado:

aut 1) "t ‘
— W C{t) - |dS pi t-u). Ll 5) ({4.93)
dt 0

Esta ecuacién de movimiento para la matriz dJde correiacion Jjuega
un papel muy importante, para encontrar expresiones mlcroscoépicas
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de la matiriz de coeficientes de transporte; debido a que:

dC( ¢t :0)
Iw @ ——— {4.94)
dat

cuand2 todas las funcilones fase asociadas con las observables,
poseen ia misma paridad ante 1nversion temporai, w:0, en
cuyo <-aso (4,93) se reduce a: :

ac(t) t
—_— - .‘[ds p{ t-5}).CL S) (4.95)
dt ' 0

y claramente la matriz ¢, es la matriz de coeficientes de
transporte dependientes del tiempo.

Finaimente es necesario recalcar gque la ecuaclon para la matriz
de correlaclon (4.93), aunque lineal es EXACTA, Y NO I[MPLICA que
las ecuaclones de transporte asoclaaas sean lineales, puesto gque
sl tomamos el promedic de la ecuacléon de Langevin (4.58) con la
funcién qae dilstribuclien 1nicial se obtiene:

da(t} t r
—_—r 1W. a(t) - |d8 p(t-S).Oa(S) + JdFP(I‘.UJtH‘.tJ
a t 0 (4. 96)

gue da una ecuaclieéen lineal SOLAMENTE cuando el promedlo de la
fuerza fluctuante f£([,t} con la funcien de distribuclion 1inicial
se anule, lo cual 1mpiica que p([0} es una funcion LINEAL de
las funciones fase, sltuacion que solo puede justificarse cuando
el estado 1niclal, es muy cercano al estado de equilibrio final,

PROCESOS LENTOS, CUASI-MARKOFFIANUS Y MARKOVIANOS

En secciones anteriores hnemos deducldo de primeros princliplos
ias ecuaclones clneéticas exactas (4.74) y (4.76), de donde se
gncontré la ley de regresién de fluctuaciones, ia cual en general
es no-linea! ¥y no-markoffiana, por 1o gue su estructura detailaada
es sumamente compleja, Veremos en esta seccldén pajyo gque
aproximacliones es posible llegar a obtener un  proceso
mark>2fflano, el cual fue descrito en el <Capltulo I[II. :

1 =studio presentado en &sta seccion se puede enconirar en
las acciones 3 Y 4 dei articulo: .

"The I[ncrease of entropy for sSiow processes"

J. L, del Kio-<orrea
Physica 1314, 329, (1985).
que es unc¢ de los articuleos gue avaian la presente tesis,

Empezaremos por deflnir un proceso lento, ¥ posteriormernte
veremos <¢omo este pProceso esta relacionado a 1los procesos
cuasi-markoffianos y markoffianos.

Denotaremos por 7T, el tiempo de correlacion del kernei
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Kia.bt) definido por la ecuacien (4.44b), que aparece en los

operadores Z(a,t) y A(a,t) dados por las ecuaclones (4.43) Y
(4.77) respectivamente,.

supondremos Jue para tiliampos suficlentemente grandes
comparados con r. el Kerne! Kia,b,t) puede expresarse en la
forma:

Kla,b,t) = 2 Kia,bid(T) ‘ {4, 97)
jonde K{a,b) asta dada por:

rCD
K(a, b) = Jas K(a, b, s) O (4.98)
Q

cuando el Kernel K(a,b,t) tenga el comportamlento dado por la
ecuaclon {4.97) diremos que el Pproceso estocastlico A{g):=a(t) es
un proceso lento, : '

Al 1ntroduclir ia condiclion deée lentitud dentro de ias
ecuaclones cinéticas (4.74) y (4.76), =stas toman ta forma:

a P la,tfb.ol
n-e

Z (a) P (a,t|b,0) (4. 99)
d t 8] n“e !

M i{b) P {a, ti{b, 0y {4. 10U}
0 n-e !

_ Ya que al sustitulr (4,97} en (as ecuaciones (4.43) y (4.77)
los operadores mesoscoplcos de Zwanzlg y de Morl se reducen a!

Zta,t) f(a, ) = Zgia) fta,t) i4+. 101}

M(b,t} n(b, t) Motby) nib, t) (4. 102)

En donde los operadores Z,a) y M,yla) estan dados por:

n

Z ta}y fta, t) 1ab {12¢a,b) - Kia,b)¢ tib, v} (4. 103)

o

m

M (a) hi(a, ) 1dab hib,t) 112ib,a) - K(b,a}i (4. 104)
° :
)

i

De manera gque cuando el proceso es lento, los operadores
mesoscoplcos  son  1ndependlentes del tlempo, slendo transpuestos
une de otro, puesto gue al introducir ta ecuacié4n (4.97) en la
"Bcoyacién (4.78), esta ultima se reduce a,

[ . r
ida h(a,t) Z (a) t(a,t) = (da tia,t) M (a) nia, t}
J o J ° (4. 105)

Mostraremos ahora gque cuando el proceso es lento, la
pProbabilidad condiciconal satisface una ecuaclon similar a la
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relacion de Chapman-Kolmogorov, en términos de
definiremes a los Pprocesos cuasl-markKortlianos.

uando @@ proceso es leato, la soluclon de ia ecuaclon
(4.99) esta dada por:

ia cual

[ la.t|a V) - €XpiZ (aj)t). dta-a ) {%. 10D}
n-e 0 0 0

En tanto gque la soiucion de la ecuaclsén (4.100) es,
P -(a.tla.o; = ¢XPIM (a)ty. d(a-a } {4. 10T)
n-e 0 o 0

Estas ecuaclones 30n validas para tiempos TR0 como
el operador Zo(a) es indepanalente qdel tiempo, sSe tlene:

eXp(Zo(a)tf = eXPiZola) (t-S). eXpiZy(ais] (4. 108)

exXpligi(a)s;. expiZgla)it-s) (4. 109)

usando =gte par de =2cuaclones y la ecuaclion (4.1uUn} obtenemos
que:

P (a,t)a ,0) - explZ (a)tt-siy. P (a,sta ,0)
n-€ 0 ° n-e (&. 110)
: exp tZ ta)si. P (a,t-s|a o)
o n-e 14, 111}
en donde t-s$>T:>0, X100, S>TU.
Consideremos la 1dentidad:
P .{a.t‘a ,0) = [db s{b-a}) P (b, tla ,0) (4. 112}
n'e O j - ! 0

Como los operadores Mpya) v Zo(ai) satlstacen la ecuaclon (4.1ub},
se obtlene que:

_iaa hta,v) exp(Z (a7} ffa, v) =
Do o (4. 113)

‘
:ida tta, t) expiM (a)r) hia, t)
! o
J

scmoe  Duede  verse directamente 3at  Tonsiderar el desarrollo 2n
gerie 12 |a funcléen exponencial asi como lta relaclon (4.1u5})
Introduclenao (4.110) dentro de la ldentilidaa (4.11E1.

urlllzanao 1a ecuacion (4.113) asi csomo la ecuaclen (4.107), se
_obtiene gJgue:-

P (a,t|a , Q) = db P la.t-s!b.ul | 4
e L ¢ J

(b, sja 1 Q)
n-

0
(4. 114)

n-e
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Esta ecuacion aunque nos re:uerda la  ecuacién 4
cnapman-Kolmogorov que define a un proceso de Markoss °

- (veasé 13
ec. (2.96)), es una relacion distinta debido al hecho de que ¢
rocesc AfG¢)=a(t) no es un procesd esticionario ¢omo vimos ep el
capitulo [II ai discutir el lema de Mazur, Yy por o tanto

[a.t‘-SED.U} gs distinta de P (a,t]b,.s)_.
N-®En la ecuacioa (4.114) Juega un Ydpel muy reievante er tiempo
120, ya Jue rodas- las propabillidades condilclonales de
no-eéqullibrio que aparecen en ella son referidas a valores dados
al tiempo t:0. Esto es una consecuencia de de gque la funclen de
distripuclion 1nic.ai es dada por i3 3s5). :

Otro necho 1importante es gue 103 tlempos que aparecen en la
ecuaclon (4.114) satistacen "gque t>rc, S>rYC Y t=8>YC; AN otLras
palabras, los tlempos quUé aparecen =n €sa expresion n> 3cn
arbitrariecs, ya gque se requlere gque todos ellos sean maj;ores Jjue
el tlempo Jde correlacion del Kernet debldo al ‘hecho de quz ey
proceso s ~lento.,

FPor las razones eXpuestas anteriormente diliremosgs que la
ecuacion (4.114) y su ecuacion acompanante la cual deauciremos a
continuacion, definen un FROCESO CUASI-MARKOFPFIANO.

La ecuacion ‘acompafnante a (4.114) se obtiene cuando se
introduce  la  ecuacion (4.111) en la ldentidad (4.412) y se
ytilrza la ecuaciéen (4.113). El resuitado de estos calculos nos
lleva 2,

P (a,tja ,0) = !dny
e o - J

(a,SID,U! P (b.t«s[a y V)
n-

n-e n-e {4.1159

ASI UN PROCESO CUASI-MARKOFFIANO SE DEFINE COMOQ AQUEL PKROCESO
ESTOCASTICO QUE SATISFACE SIMULTANEAMENTE (4.114) Y (4.115), PARA
D10 SXTe Y. t-s>re.

Notese. que en el ¢apitulo LI, para obtener el desarrolle
de Kramers Moyval y la ecuacion de EOlMOgorov para Pproceses
Markoffianos, hicimos us¢ de un par dae ecuaciones lntegrales
similares a las gque definen los procesoes cuasli-markoffianos, la
inica dalferencla es gque éen el case markKoffiano las ecuaciones
(2.99) ¥ (2.100) se obtlenen de |a mlsma ecuaclon tntegral,
que es la ecuaclon de SmoluchowskKl, en tantc dJgue en &l <¢aso
cuasi-margKoffiano no s posible deduclr ambas ecuaclones
integralies (4.414) y (4.115) de una soia ecuaclion depldo a la no
gstaclionaridad del proceso estocastico.

Anallzaremos ahora las fluctuaciones alrededor del estado de
equllibrio final cuando se 1ntroduce !a hipotesis de lentitud.

Las  ecuaclones clnéticas para !a densidad de probabilidad
condicional alrededor de equllibrio, se obtilenen al! tomar &t
Promedic sobre la hipercelda Jde tas ecuaciones (&4.47), (4.49), Y

Utllizar ia ecuacion (4.48), Asi ias ecuaclones cinéticas son.

dadas por:
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ap (a.tlb,Ol
£q

dat

43

Z(a, t) Pe (a.t{b,o; (4. 1106}

q
M(b,t) P 1(a,t|b,0) (4. 117)
eq !

[ntroduciendo la condilcion de gque el. proceso es lento, dada
por la ecuacidén (4.97) lias ecuaciones cinéticas se reducen a:

a P (a,t[b,(’i
e

= % (a) P (1, t(b, 0) (4. 118}
) n-e

a t

) n-= !

Como estas ecuaciones tlenen la milsma estructura due las
ecuaclones - (4.99) Yy (4100}, un dnallsls similar ai gque
nos llevo a obtener (/.114) Yy (4.115), nos permite encontrar gue
cuando " e! proceso - lento la probabillidad condicional de
equilibrio satlsface las ecuaclones lntegraies:

Edb P (a, t-s|b) P (b, s|a )

P (a,tja ) -
. eq ' o J eq eq %4, 120)
r
P (a,t|ja ) = lab P (a,s({b} ¥ (b, t-s|a ) .
eq 0 eq eq 04 121)

Pero ahora el proceso estocastico Af{f'y):za(t) es un proceso
estacionario, .ya .que la funcion de distribucion fase de
equllibrio es.-1nvarliante ante un corrimiento temporal. Debidoe a

este hecho (4.120) es exactamente l1a ecuacion de
chapman-Koimogorov, Y la ecuacion acompanante (4.121) €s una
forma alternativa  de eila. De heche como el proceso es

estaclonaric se tiene:

P (a.t;a.t):l’ fa ,t -t ja ) para t >t
2 21 1 2 2 1' 1 2

eq €q |

4. 122)

tsandgo (4.120) en el mlempbro d4der?cilo qae la ecuacien (4.4ce)
entonces:

P (a
2

ja ,t ) = |ab F fa ,!' -t -s|b) P
eq 1 eq £ 2 1

(b,5|a|
i q 1

1 t
2 e

(4. 123}
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gytilizando la propledad de est:cionaridad ern el mlembro derecho
de (4.123), encontramos que:

[
Pofa,t fa,t ) = jap p fa .t Ib, U} P (Dt ja,t )
L 2' J' 2 21 o] 71

eq 1 eq eq CAEE T |
4. 1241
pDonde hemos definido t37t4+48 ° por (o tanto en fa ecuacioen
(4.124) e tliene Jue to>t3rty. La ecygaclion (4.,124) es

precisamente la reiaclon e Chapmun-Kolmogorov vy poer 1o ranto ei
proceso A(¢)a(t) es MAKRKOFFIANO, '

£s usual en la literatura 1icentificar la aproximacion de

procesos lentos <on  la aproximacion Margaotrfiana. Sin embareg:
como NEemMos mostrado esto solamente es Clerto cuando ei proceso es
estaclonarilio, lo cual flsicamente Signitica Jue estamos
analizande fluctuaciones ailrededor del estado qe 2Juliibric.En ey
caso de no-equilibrio la aproximacien lenta impiica un proceso
cuasi-markoffiane, ©l «cuai esta defilnido por las ecuaciones
(4.114) ¥ (4.115)
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CAPITULG V

INTRODUCCION

Un problema de central 1mportancia dentro de la Mecinica
gstadistica de procesos irreversiples, io constituye ia
deflniclon para l1a entropia. Fn ta actualidad existen varias
formas ne definir esta cantidad, siendo ailgunas de las mas
gonocidas las detlniclones propuestas por Boltzmann, por Gibbs v
108 Ehrenfest, Shannon, Prigogine, Kolmogorov, Terietskil,
Ma, etc, _

Hosatros adoptaremos 1as definicionas claslcas para la
enitropia, com¢o son la de Boltzmann que sSolo es aplicabls 2 gases
diluldos, y la de Gibbs-Ehrenfest aplicable a cualquler sistema.

En este Capitulo se estudla la manera en gque Boltzmannn
define la entropia para un gas d4iluldo, postulando gue es
proporcional  al logaritme de la probabllidad " termodinamica. sSe
nace ver como se llega al teorema H a traves de la ecuacién de
Boltzmann, lo gque permite entender para gases diluidos la ley de
incremento de entropia desde un punto de vista mlcroscoépilco.

Ccon objeto de eXxtender las 1deas de Boltzmann sobre ia
irreversibilidad, para sistemas diferentes a un gas diluido, se
demuestra Jgue siguiendo £i mismo razonamiento originaimente usado
por Boitzmann, perc considerando no las moleculas de un gas
dentro de un espaclo de momentos Yy poslciones, S1no un conjunto
representativo de un slstema macroscopico dentro del espaclo
fage, se obtiene la definicién para ia entropia dada por Uibbs ¥
lo§ Enrenfest. Esta ddltima definicion para la entropia es
aplicaple a cualquler tipo de sistemas mAacroscoplcos.

Utllizando la definicién de Gibbs-Ehrenfest, se demuestra

"como es posible obtener la ley de incremento de entropia,-

discutiendose los problemas Jque surgen en estas demostracion, en
tanto no se conecte =21 proceso de opservacién macroscoplca, c<on
la forma en gque es dividido el espacle fase en celdas, ya dque el
granulamiento del espacio fase 5 un argumento central para ia
demostracien de la ley de incremento de entropia, Se hace ver la
importancia de los trabajes de N.G. van Kampen y Hoyningen-Huene,
que pérmiten nacer la coneXxlen entre el proceso de observaclon
macresceaplca, con el granutamierito del espacio fase, dando una
base selida para utiiizar la detfinicion de Glbbs-Ehrenfest como
la detiniclon adecuyada de l!a entropia para sistemas fuera de
equilibrio,

S2 nace ver gue la técnlica de operadores de proyeccién de
Zwanzig, ia cual hiemos discutido en el Capitulo iv, esta
conectada <¢on el proceso de granuvilamlento del espacio fase, en el
ilmite de medida exacta, este hecho rermite dar una
interpretacion fisica al operador Jde proyeccion de Zwanzig, vya
que este proyector es la forma matematica de cuantificar las
ideas de Ehrenfest para la entropia tuera de equililibrilo,

. Utiirzando esta 1nterpreiaclon cde! operador de proyecclon, €S

Posible entender el punto de vista de la Mecanica Estadistica
lrreversibie de R, Zwanzlg., ¢omno la forma adecuada de cuantificar
las 1deas de los Enrenfest, dan-donos cuenta de ia gran
lmportancia de las contribuciones ce R, Zwanzig.



FPOSTULADO ©DE BOLTZIMANN FARA LA ENTROPIA.

En esta secclon recordaremos ia: 1deas de Boltzmann sobre la
entropira para sistemas fuera dé ecuilibrio, las cuales dan esta
funclen una 1nterpretaclon de caracter estadistico.

El s1stema fisico estudiado por Boltzmann, es el de un gas
dilulde alsitade. El modelo mMICroscopPleo para este sistema es uno
muy Ssimpie, en el cual se consldera gue £l gas esta compuesto por
N particulas idénticas de masa m, Jue no interaccionan entre si,
y sujetas a un potenclal extern® Jue s1mula las paredes del

reciplente que contiene al gas, de manera Jue el Hamiltoniano del
sistema 2s:

Pi- P
H: % —— + Vir,;) 15. 1)
1 2m '
en donde V{(r,) es cero <cuando r, e =ncuentra dentro de:

reciplen+te £ 1nfinito cuando esta truera ae el

El estado microscopico dey sistema se cCaracteriza al asignar
todos los vectores de posicioen Yy todos 10s momentos de las
particuias que constituyen al gas, de manera que en este caso el
punto fase esta dado por:

r - (I‘i,..'...rn;pl,....Pnl {5. 2)

y su evolucion temporal esta gobernada por las ecuaciones de
Hamliiton., Como el slstema esta alsiado el hamiitonlano’ es una
constante de movimiliento, por lo que el puntce fase se mueve sobre
la hipersuperficie H{["):=E.

Sin embpargo con la 1nformacioen Mmacroscoplca gue se tiene dej
sistema, no es posible determinar las condlciones 1iniciales, de
manera que £l punto fase 1nicial es una varlable aleatéria, Para
ejempiirficar 1os distintos niveles de descripclon, dentro def
espiritu de las 1deas de Bolitzmann, procedemos de l[a slguliente
manera:

1) Se 1ntroduce un espaclo de sels dimensiones, formado por el
vector e posicilon Yy el vector velocidad de una sola moiécula,
Este espacle es conocldoe como el 2spaclo y.

2} El =stado microscépico de todo 21 gas en este espaclo, £sta
dad¢o por una nube de N puntos ( 1Uno para cada particula Jgque
compone al sistema ), que determinan (3s PposlCiones y velocirdades
de todacs las particulas del sistema.

3} se divide el espacilie U en celdas, 1e manera gque [a 1-es1ma
celda @s aqgquelia region del espacio p en la cual:

ry < r <r; + Ar

Vi ¢V C.Vy + Av
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4) El estado MICROSCOPICO c2l sistema, se caracteriza por medio
de las sigulentes funciones fase:

l"l - rcrit' vl - vr:[(t’
ny ¢, vy = L D bobi } {5. Ja)
X Ar Av
1 ry - rgitl vV, - Valt)
e (i tr = L —mvéit) D b Dy ) (5. 3D)
X g = ar av
l”‘l - rq{tl Vl - V‘j‘t’
Jytr, ) = L mvy(ty DY VR ) {5. 3¢)
« ar av

en donde =] 1indice « va desde 1 nasta =21 numero N de particulas
que componen al sistema HEstas funcilones tase £stan asocizdas con
la densidad de particulas, de energia y de 1mpetwy en el
espaclio u. : &

En Y ecuaciones (5.3), se na utrlizado la funcion
caracteristica D(X) detinida como:

X - Xg .t S1 X & (Xp, X + AX)
iyl ) = 15. 41
' Ax U de otra manera.

5) Ei estado MESOSCOFICUO del s1stema, sSe caracteriza por el
valor 1numerico de cada una de las cantidades anteriores:

£5tado Mesoscoplco I {n,(ti, e, (tl,Jy(t)}

las varlaples que caracterizan este estado <¢amblan mucho en una
escala macroscoplca de tiempo, vya gJgue en esta escala el numero de
particuias en cada ceida del =espaclo y, cambian en forma
apreciapie, esto hace que el observador macroscoplco percipa
estas varlables como si fueran aleatorlas, e manera gque !las
santidades relevantes para ! observador macroscoplco son  1os

valores 2romedlos asoclados a 25tas varrapies, por io Jue
regquerlimos dar el 23tado del Flstema en oLro nivet 1e
descripclran.

5) £ =2stado SEMI-MACRUSCOPILCO dei =zistema, es dado por 1ia

snergia :.nterna K, el volumen V, el numero total de particulas N,
el numerns PROMEDIV de particulas, la energia PROMEDIO, y =i
impetu ROMEDIO, en cada una de !(as celdas del espaclo v, asi
el estads Feml-MACroscoeplce £s5ta  caracter:i:zado por:

LE, V. N, <n (t)>, <&, (81>, <dytt) : i5.5)

donde el promedilo <.», €5 uUnNe temporal tomado sobre un tiempo T
macroscopico de medicleon, de manera que:

-V-3-



L j R k4 (5.0}
como.  se  ronservan la energia totai y el nﬁmerq total de
particulas. se tiene a todo tiempo:

E: £ eg(t), Nz £ n,(t)
1 1 1 1

tomandce oTromedlos temporales tenemos:
E = L <e; (L), N = 2 <nj(ty>
1 1
denotandao por &,{(t) la energia promedle por particula en la
1-es1ma telda:
<ej{ti>

€10t) = _ (5. 7)

tenemas que la relacion entre la energia y numero total con sus
valores promedlos sopre tas celdas esta dada por:

- E

L nglt)> €;3(%)
1

: {5. 8)
N

(1

L <nj(t)>
1

TIEl estido MACROSCOPICO del slstema sera aquel en Jue podamos.
caracterizar al sistema por la energia E, el numero de particulas
N, el volumen V y el numerce promedilc de ocupacién en cada celda.
Asf se raracteriza el estado del sistema al dar: :

{E,V,N, {<nj{t)>}} (5. 9)

Esta sltuaclon se presenta cuandoe se considera gue la velocidad
de lasz r@zarticulas en la 1l1-#sima ceida -«dltlere muy poco de la
velocidaldl promedilio dentro de la <elda, de manera gJque podemos
considarar Jue todas las particutas dentro de la celaa tienen la
misma velocidad e 1gual a v; la velocidad promedlo. Haciendo esta
aproximacisn la energia y el impetu promedio en la 1-ésima celda
es:

1 2

<elita> = — m Vv “npit)> {5.10a)
2 1 .

<dj(t)> = m vy <nj{t)> (5. 1UD}

' de manera que basta conocer los numeros promedios de ocupacion en
‘cada celda, para caracterizar el estado del sistema.

-V -g-



Qbservamos que para este sistema, s1 se& pudiera conocer ej
estado mlcroscopico, seria posible conocer el valor ndmerico que
roman 1as variables fase a tode t13fipc, ¥y de ahl se determinaria
Dlunlvocamente el estado seml-macroscopPlCo Y MmMacroscopico del
gistema. sin  embargo como hizo notar sSoltZmann, esta no es la
situacion para sistemas de muchos <Cuerpos, SN0 mas pjep 1a
,nversa. puesto gJue en general podemos conocer e] estado
pacroscoplco  del  sistema, 1o cual ciaramente no determina
piunivecamente el estado miCroscoplco en Jue Se encuentra, De
pnechce 1ada la lntormaclon macroscoplca, sS0lo o5 posipje
qeterminar la extension de la reglor en £. espaclo tase que es
-pmpatlple con 13 informacisen experimentai.

S1 3@ conscen 10 numeroes de ocupaclon pPromedilo fny (g de
rodas l2s celdas del espacio p, Y denotando por w, i volumen
je 4 l-esima celda del espaclo w, 23 posibie demostrar(Léd)  54e
ja extension del espaclo tase compatibie <on  los numeros de
ocupacisn promedio es:

: N! ‘ngft)> <nM¢t1>'
LA nge )y s vy . wy
ag{t)>t, ., <nm{t}>!

{5.11)

gsta cantidad es llamada la probabilidad termodinamica del estado
gty De todas las ‘posibles conflguraciones existe una gque
nace maxima a la probabilidad termodinamilca, esta configuracion
sera denotada por (< (t)>f, la cual satlstace la condicion:

L¥C LN )) ) ZM () ) ¥ N t)y
, t9.12)

La dilstribucion gque maximiza la probabilidad termodinamica,
sujeta .a las constricciones (5.7) es ia distribuclon de Maxwell -
Boltzmann (M-B):

‘ny> = Cw, expi-pe;i (5. 13)

A rTada distribucion de numeros de ocupaclén, le corresponde
una region dentro de la hipersuperticle de energia. Ccomo a la
distripucion de M-B le c¢orresponde (a4 mayor parte de la
nipersuperfticle, eip estado termodinamico del si1stema evoluclonara
en el =iempo al estado correspondiente a 1a dilstripbucion 4de HM-B,
Y liegando a &1, el s1stema residira la mayer parte del tiempo én
agte 23tad¢ . ¥ solo eventuaimente pasara 4a otra reglon
Torrespondlente a una distribucién 4distinta de la de HM-B.

31 1dentificamos el estado de equliliprio termodinamlco, ¢on
aguel rtaracterizado por la distribucion ae M-B, entonces podemos
entender Tuallitativamente la razon de dque los fenomenos
macroscoplcos sean 1rreversibles, a pesar de gue las leyes
Microscopicas son reversibles, manifestandose tal reversibllidad

2n  la axlstencia de fluctuaciones a.rededor del estado d€
2qUilibrio. ' _ o
Para poder cuantificar lo anterior 2s necesario dar un pas

z es
mis que consiste en definir la entrop:a del sistema, donde
POsSlbie ver la gran genlalidad de Boltzmann,
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CAPITULO A4

Para un slstema compussto por dos subslstemas gque
interacclonan deblimente entre si, el primero caracterizado por
una distribuclén {<n,(t)»4, Y 21 segundo por teny(t)e,  la
probabilidad termodinamica del si1stema compuesto esta conectada
con la de cada uno de los sistemas en la forma(d):

ZM gt g XNyt da) = Ly® [enyg Uy g 1 L™ 1(n,( t)) i)
(5.14)

For otro lado ta termodinamica asegura gque la entropia del
sistema compuesto es la suma de .8 entropias de cada uno 4o los
subsistemas. De acuerdo c¢on e€sta propledad, se POSTULA gque ia
entropia es proporclional at logaritmo de la propabilidad
termodinamica, de forma gque: '

S({<nj{t)>}) = K Ln Z*({<ny(t)>})

{5.15)
en donde K es ta constante de Boltzmann.
Asi la entropia del slstema compuesto es:
Sg+2 = 5S¢ + 83 : (5.16)

Tamblén se puede demostrar que s1 se supone dque la entropia
es funcien de 2% tas ecuaciones (5.14) y (5.16) 1mplican la
definicion de Heoltzmann para la entropia. (Veasé la pag. 88 de la
referenclia <£.) .

El postulado de Boitzmann para la entropia Juega un papel
central en nuesiro entendimiento de 1os procesos lrreversibles,
puesto que es la relaciéon fundamental, gue nos permilte conectar
ila dinamica milcroscoplca con las cantidades macroscoplcas. Ademas
es el analogo del postulado de dibbs para si1stemas fuera de
equllibrio. Es 1mportante senalar gque este postulado toma en
cuenta las fluctuaclones alrededor del estado de equilibrio, de
un sistema alslado, ya dgque 11dentifica el estado de egqullibrio
termodlinidmico c¢on aqguel en gue se tiene la distribucién mas
prapable, asi: '

Seq = SIL<Ay>i) = K Ln Z*(inyy) ' (5.17)

S1in embargo, ia definiclcn 4e Boltzmann presenta la
dificultad e ser solamente gap:lcaszle a gases. dlluidos. La
ief111171on 1e entropia de ik 3I. Tus Ueremns en  segulda =z muy
general, ya gue es aplicable a ‘ualjvier si1stema, pero tiene el
gran proplema de gque no es dirscta 3u extension a la Mecanlca
Estadistica de procesos 1lrreversiiies, »por o dgue es necesario
nNacer una deflnicleon de entroria U2 323 muy general y aplicable
Para sistemas en y fuera de egulliorio. Esta es precisamente la
meta de la definilcion de éntropia de Urbbs-khrenfest. ;




CAPITULL ¥

Por otra parte, de! postulado de Gipps(3) de lgualdad de

probabllidades apriori para un sistema alslado se encuentra que
1a relacion fundamental en egqullibrio es:

Seq = K LnQ(E, v, N) _ {5, 18)

donde Q(E,V,N) es la medlida de toda tia nipersuperticie de
energia.. La retaclon entre esta c<antidad Yy la probabliidad
termodilnamica es: '

ME, YV, N) = £ Z%({<a;>yq) ' (5. 19}
<n>

en donde la suma es sobre todas las ailstribuclones compatibles
con las conalciones (5.7), comparando (5.18) Yy (5.19) es claro
que son dilstintas las definlclones de politzmann y de Gibbs para
la entropia e un sistema en egullibrio, lograndose ta 1gualdad
de ampas cdeflniciones solamente en el caso en gue no se
consideren ‘ias fluctuaciones, ya gque el despreciar las
fluctuaciones alrededor del estado de equilibrio, signitica gque
de todos los términos Jque aparecen en (5.19), solamente se
considera la contribuclon proveniente de la distribucién mas
probaple, de manera que:

QE, V,N) » Z*(i<nj> | (5. 20)

‘coincidiendo bajo esta aproximacién ambas definiciones.

La diferencia entre las definiciones de Boltzmann y Glbbs
para la entropia radica en la forma en que ambos caracterizan el
estado del sistema. En ambos enfoques se utiliza la hipotesls de
1gualdad de probabilidades apriori (H.I.P.A.), gque asigna -1iguail
propbabllidad a regiones fase del mismo volumen, dentro de ja
region accesible del sistema.

Desde el punto de vista de Boltzmann, el estado del sistema
se caracterliza por medlo de 10s numeros promedlos de ocupacion de
cada una de las celdas del espaclo p (descripcion macroscopilca).
Las regiones del espaclo fase asocladas con cada estado no tienen
ia misma probkabilidad, ya que el espaclo fase es dividldgo en
celdas, cada ceilda se caracteriza por un conjunto de valores
(cny>, Yy <on un vorumen fase dado por 2zMi<n,(t)»y), usando la
HIP.A, se slgue dque . ta probablriridad de gque el sistema se
encuentre en una celda es prororcional al volumen fase de la
celda, es c¢laroe gque las diferentes celdas en gque se ha dividido
2] espaclo fase tlenen direrente propabllidad. El estadoe de
gquilibrio es el de mayor Jolumen fase ¥y Por tanto €. mas
Dropabis, :
~Por otra parte, Gibbs coasidera que e: estado del slstema esta
caracterizado por el punto fase (caracterizacion milcroscopica del
sistema), una c¢aracterizaclon micho mas fina que la de Boitzmann,
4! usar ei H.I.P.A. lo hace 3z0pore estos estados, de manera gue
todos 1os estados gue se encuentran sobre la hipersuperficle de
energia tienen la misma probabilidad, con lo cuidl obtiene la
funcion de distribucléen nigrocanénica  gque caracteriza a un
sistema aislado en equilibrio. Como Glbbs no hace ninguna
distincién entre estados en y fuera de equilibrio para un sistema

.Y A
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aislado, la entropia que propone es proporcional al logaritmo de
ia reglon fase accesible al =sistema alsiado gque =es toda la
nipersuperficie, Q(E,V,N). Ademas podemos siempre consideran
regiones fase de cualquler tamano® cuando usamos esta descripcion,
a diferencia de poitzmann, en donde el tamano de una region
asoclada a un estado es una funcion de los numeros de ocupacion.

n probiema gque presenta la daefinicion de Boitzmann es que no
toma en cuenta la 1indistingu:rbliidad de 1as particulas que
componen al sistema, Jue ocaslona gue la entropia de Eoltzmann
viole [a propiedad de extensividad. Este problema es facllmente
remedlado dentro del punto de vista de Ulbbs, al considerar gue
el volumen fase correcto es:

QG{E, ¥, N)
O (K, V,N) =
Nt ndN
con esta exXxpresion dgque t¢n.ar en cuenta la anlStlDSUlbllldad es

facii demostrar gque se obtiene la formula de sSackur-Tetrode para
la entropia. :

Es llustrativo para el caso dey gas ldeal, calcutar
explicitamente el valor de la entropia del estado de equllibrio
utilizando la definicién de Boltzmann. Para esto vease gue la
distribucion de M-B dada por (5.43) debe satisfacer las
condiciones (5.7), gue .permite determinar las constantes ¢ ¥y M,
asi:

¢C = — g:EwKexpt ‘E'CK! {5, 21
K

de manera gue al sustitulr la distribucion de M-B en (547} se
obtiene:

. 15, 22)

L1}

K.N.Ln{ + K. B E

donde hemd¢s utilizadoe (5.21) en ei segundo paso. Para aentificar
el parametro 1ndeterminado de Lagrange, B, observamos que {S.ce)
nos +4a la entropia de! sistema en eguiiiribrio, como funcién de £,
N, ¥ ¥ ( esta dlitima dependencla s a traves de {), por (o
que esta  ecuaclén contiene toda la  lnformaclon  termodinamica
sopre el sistema. De :ta reiacion entropica  tundamental tenemos
Jue:

oS
— = - = KB (5. 23)
oE . T

cuando se utlliza ta expresion (5.2} pasa la €ntropia.

ar
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CAPITULO v

introduciendo este resultade en

5.1'.
pasos algebralcos simples. llsgamos a:( <2} Y llevando a capo
F - -K.T.Ln Z (s
. 24)
con F-U-TS la energia ilbre de Hemno -
funclon de particion, ftz, y  zagN, ;4

£l resuitado anterior s va.ldC para el gasg 1deal
jas __PArticulas no INtEPACCIONAN  eNTtre 51, y se . cope, o nde
pISTINGUIBLES las particulas 4gue <componen nslderan

al  siste X
tratamlento puede extenderse a sistemas en donde |a irl?ri:vw e
es Aarbltraria, s1 se combilna <on ia idea de ,..O',fl;ff“?n
L S DALY D Sl S

representatilves de dJdibbs., dandoe lugar al tratamiento MR oo
gstadistico conocido como el de la DISTRIBUCION MAS  PROUSABLE
discutldo ampilamente en el excelente libro de Bhrenfestis) :‘5ul
exténsion ai. caso cudntico se encuentra en el libro de

scnrodingertd®), una presentacion mas moderna puede encontrarse en
los llbros de Ter H.2r(® e [sinaral?)

LA ECUACICN DE BCOLTZMANN v tL  TEOREMA H,

Consideraremos ahora dJue se toma el limite macroscopico de
1as celdas en el espaclo Y, esto es, consideramos a ia celda en
el - espaclo y <como un, punto desde una perspectiva macroscopica,
pero .com¢ una REGION gue contiene una gran cantidad de particuias
desde el punto de vista microscépico. También, suponemos que las
particulas que componen el sistema pueden 1nteraccionar: entre si
por medio de un potenclal estféricamente simeétrico, pero que el
gas se encuentra en el regimen diluido de manera gque es muy poco
probable gque collsionen simultaneamente mas de dos particulas
dentro de una ceida, de forma gue soio se consideran colisiones
pinarias. _

Caracterizaremos ahora cada celda en el espacio Y por su
poslcien y velocidad medla, gque dencotaremos por r vy v
respectivamente, de manera gque t(r.v,tidrdv es el niumero
PRUMEDIO de moléculas con vector de posicion Iglt) en el
tervalo (r,r+dr) y veiocidad v4it) en el lntervaio (v,v+dv),

Procederemos ahora a expresar l(a entropia del sistema en
términos de f(r,v,t), Para ello sustituyende¢ la forma explicita
de la propbabilidad termodinamica dada por (5.11) dentro del
postulado de Beoltzmann para la <2nticria, optenemos:

~nlltl.>
S({teny(t)>) = -K E <ny(+)> LIt ——— + K N Ln N
1

W, {5.e¢%5)
donde el indic¢ce 11 corre desde un? rasta M, el numero total de

teldas en que se dividld. el espacro U, Al tomar el limite
macroscoplco Se  sustituye:

cy(t)> -> f£{r,v,v) dr av (5.20a)

w, -> dr dv _ (5. 26Db)

R st L S
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CAPITULO %

y la suma sobre las celdas se sustltuye por una 1ntegral sobre r

y Vv, de manera gque {5.2%) toma 13 forma: : :
S{(ty)y = - K H{(t) ¢ K N Ln N (5. 27)

donde la funcilon H esta detlnida como:

[
H(t) = 14r Edv f(r,v,t) Ln t(y,v, t) (5. 28)
J

L e e

En este punto es necesarlo Sncontrar la torma <omo cambia en el
trempo  tir,v,t). Para ello Boitzmann considere ademas de [as
hipoteslis antes mencionadas acerca del potencial intermolecutar y
de Jque las collsiones son blpnarias, una hnlpotesis de caracter
estadistlco, conocida <¢omo ia nipotesls de c¢aos molecular o
sStosszZahnl-Anzatz, gque conslste en suponer due a cada tilempo t, . .
NO hay -correlacion de veloclidades en el punte r, Ppor 1o gque .

sl denotamos por fa(r,vyvpyt) al numeroc promedio de pares de
particuias con velocidades vy Y Vv, en r al tiempo t, entonces:

Usando esta hlpotesis, Boltzmann encontro gue ta evoxuc.lon
temporal para tir,v,t) esta gobernada por la ecuaciontdl:

of(r, v, t) o] .
_— e V,—— tipr, v, t) = J(t, t) (5. 30)
gt ar '

en donde J(f,f) es el término de CcoOlision:

Jir, t) = [dv dSEO’{S!)lV -V [[t(r,v“,t)tir.v’ , Lh-t(r,v ,t)tir.v ,t)]}

La ecuacion {5.30) es la famosa ecuaclon 1ntegro-ditferenclal
no lineal en f de BoiltZmann (sin <ampo £x¥xterno), la c<¢cual es
IRREVERSIBLE, debldo a la hipotesis del caos molecular (5.29).

Fara estudlar la evoiucion temporal del sistema, Beoltzmann
considera el camblo en el tiempo de ia funcion H. Asi tomando la
derivada temporal de (5.28), 1ntroduciendo ia ecuacion (5.30)
suponiliende gque para f(r,v,0) la solucion existe, las 1ntegrajes
convergen y Qque f(r:tm,v:tmt):0, demostro queld),

AH
— 0 (5. 32)
at

en donde la 1gualdad se optiene para la distribucion de M-B

' mv<e
£ = A exp I- -B{=~———— + U{rji/| .'
5 _

{5. 33)
M-B L




CAPITULO vy

gtillzando este resultado en i 3.27), se obtiene la ley de
incremento de entropia:

asit)

e
=

{5. 34)
dat

U flecne 1mportante es que estos resultados son  validos para
cualquler funcion de dlstribucion lnicral tir,v,0) de niumeros
promedio de particulas, en el espacio .

Un 4analisls detallado sobre coemo se optlene la  2cuacran e
goitzmann, la dilscusien del 3tosszahl-Anzatz y ei teorema H de
goitzmann se encuentra en la ref(®)  Rkesumiremos ahora algunas
de las ensenanzas del punto de vista de Boltzmann, para entenger
lo§ Procesos 1irreversibiles desde un puntoe de vista mMmMICroscoplel:

1) Necesldad de un granuiamiento grueso.

2) Definicion de la entropia para gases dilluildos fuera o=

equilibrio dada por (5.15).

3JEcuaclon lrreversible para las varliables de grano grueso

(fir.v,t)), debido a la hipotesis de Caos Molecuiar.

4} Teorema H, gque para gases diluldaos, expiica la segunda ley

de la Termodirnamica.

Sin empargo, es sumamente importante menclonar dque todos 40S
resultados de la  teoria -clnetica de Boitzmann, sclamente son
apiicables a un sistema muy particular, que ‘es el gas 1deal, en
donde a 1o mas se tienen colisiones binarlas, ¥ no se pueden
aplicar a slstemas de particulas 1nteraccionantes, por 1o gue el
teorema H de 2oltzmann, solo nos permite tener una idea
cualltativa de la ley de incremento de entropia, ya gque esta debe
de encontrarse para cual3iiler sistema termodinamlco ¥y noe nada mas:
para gases 1ldeales. Una dilscusién extensa sobre . teoria clnetica
sus alcances vy limitaciones se encuentra en eif articuio de

“revisien de L. Garcia-Colin $(9), sopre la definiciones de
entropia en y fuera de equlllbrio, existe un trabajo muy completo
de L. garcia-Colin sSU90) otra discusion muy compieta gque

muestra claramente las limitaciones de la entropia de Boltzmann
i gases 1deales, es el trabajo de Jaynestil)

GENERALIZACION DE LAS WEAs D& BOLTZMANN.

impezaremos por generalizar 1la deriniclon de entropia de
Boltzmann, para sistemas formados por particulas que
lnteraccionan entre si, extendlendo las ideas de Ehrenfest(®
rara sistemas fuera de equilibrio.

Consideraremos ahora en lugar d<de un sistema formado por
Tar+ioulas Jue no lnteracclilonan antre 21, un Jonjunto
Representatlvo de Glbbs (C.R.G.) tormado por N slstemas
MACROSCOPICAMENTE 1dénticos entre si, due son claramente
distingulples, y ademas no lnteraccionan entre elles. En vez detl
espaclo Y, conslideraremos el espac:o {7, en donde un punto
representa el estado de un sistema 1ei .k.4d., de manera que el
estado del conjunto esta dado por una nube de puntos en el
espacio |
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CAPITULO v

Procederemos a dividlrr ei espaclo tase [, en celdas de
volumen ,, que debe; estar .ognectaca; de alguna forma con las
observaples del slstema, pero por ei nomento no especificaremos
la manera de construir las celdas en forma conslstente con las
npservaciones que se hacen ai sistema.

Conslideraremo3 gque el estado macroscoplco del C.R.G. esta
dado por:

(E,V,N, 1(n;(t))f)

en donde la energia det C.R.G. esta dada por E:NE, su
vorumen es VINY, con E Y v, la energia ¥ volumen de
cada sistema del conjunto,y (n(t)» el numero promedio de
slstemas del conjunto due se encuentran en la i1-ésima ceida al
tiempo t. '

La entropia del C.R.G ¢uando se encuen+tra en este estado
macroscoplco, se o¢btiene al usar el postuiado de Boltzmann para
i1a entropia dado por la ecuacidn (5.25). Asi:

tn e
Bln(t)) = -KR I n;(t)) LA ———— + K N Ln N
} 2,
{5. 35)

como N:ID(my(t», la entropia del CKk.G. esta dada por,

| tng (L)
Btnt)y) = ~KR L (A(L)) &n . :
i Q, N

(5.36)

Interpretamos la razen del numero promedio de silstemas del
snsemble en la 1-esima celda al namero total de sistemas que
componen el C.K.G., como la probapilidad de gque un sistema del
ensemble se encuentre al tlempo t en la 1l-esima ceida:

(it
piytyy = —— (95.37)
N ‘

En términos de esta probablildad (5.36) toma la forma:
!
BN, (ty») : -K L NP;(t) Ln —. pyl(t)
1

Q,
(5, 38)

LY
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Por otro lado, la probabilidad ie que un sistema del conjunto
se encuentre en la celda .-esima a. tlekpo t, Yy el voiumen de la
ceida estan dados por:

P (t; = | dal" et 7, 1) (5. sva)
1 J.l ’
Qs [ ar | (5. 39D)
L J1
jonde p(l',t) es la funcion de distribucion fase que

caracteriza al conjunto de E1bbs. Detiniendo ia cantiaad:

1

P (t) : .[dl" pPIL, T) " {5.40)
t Q, Jt

ia entropia del conjunto toma la forma:
®(t) = -KNZ QP;j(t) Ln P(t) " (5. 41)
: 1
Como los sistemas que conforman el conjuntoe no interaccionan
entre si, la entropia del C.R.4. esta retacionada con la dei
sistema en la forma:
() = N.3(Y) (5. 42)

Consecuentemente, [a entropia asociada a cada slstema del
conjunto es entonces:

S(t) = - K.Hg g, (t) ' (5. 43a)
con '
Ho g (t) = E Pyit) o, Ln Py(t) | (5. 43b)
: h 1
Las egcyaclones (5.473) constituyen ia detriniclon de

Glbbs-Ehrenfest para la entropia fuera de equlllbrio, gque
nermalmente se considera como una derinicléon lndependiente de la
de Boltzmann, ec.(5.1%). sin embargo. como hemos mostrado la
definicion de Gibbs-Ehrenfest se obtiene al apilcar las ldeas de
Boltzmann 3l Conjunto representative e 3ibbs,

-
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Ley DE INCREMENTO DE  ENTROPIA.

Frocederemos ahora a anallzar la funcion

Heogit)
culidadosamente. Para eilo empezaremos por definir la funcion de
distribucion de grano grueso Pe-gil,t), como: -

po-g(l vty = ¥ Pitty A (M) (5. 44)
L

donde A({["} es la funclen caracteristica de la 1l1-esima celda,
de manera Jue s una funcicn gue toma el valor uno 3: i punto
fase e€sta dentro de la celda l1-eslma Yy cern sl esta fuers e tzl
region, De 1a definicion para r,(t), vemos gue esta cantidad e
2f promedqio de [a funclion de dilstripucion ai tiempo t, tomado
sobre la nipercelda, por 1o Jue la tunclon Jde dlstripucisn de
grano grues¢e definida por (5.44) &3 la superposicion de
distribuclones fkomogéneas a cada tilempo sobre cada una de ias
hiperceldas fase. _

La funcron de distribucloen e grano grueso, esta
convenlentemente normalizada, ya gque lntegrando (5.44) sobre todo
el espacle fase se tiene que:

f .
dl" p (C,t}y = L [dI‘AlI“)P(H
J C-G )Y J 3 i 4
= TP (L} : & [’d[‘ p(, t)
1 1 i 1 J1
= j‘dp piL’, Ly = ¢ {S.45)

donde en el segundo paso se uso la detinicion de F£,(t), dada por
la ecuacien (5.40),

Con oplete de expresar la runcion Ho.g4(t) en terminos de la
tunclen de dilstribuclion de granc grueso, mostraremos anora
aigunas proplredades de esta funcion de distribuclén. Empezaremos
por hacer notar dque la 1unclon TJaracteraistica satlstace las
rpropledades expresadas por,

AIC)A(T) = A () & (5. 4ba)

0o [ar A ) (5. 40b)
| J' 1

propledades gque son directas 3 rpartir de la definicion de 4.
Ademas, la funcion de distrifustlon 12 grano grueso, satistace la
Slgulernte relacion:

(", tY] = M[Pl.’tlj [df“tp([“} (5. 47)
G

[GPIP(F} Mip
C Jj1

Ji -

-
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- en donde ¢(I') es una funcion fase arpitraria y M denota una
funcion cualgqguiera de la funcién de distribucion de2 grano grueso.
para demostrar (5.47), basta notar Jue sobre la l-esima
niperceida se satlstace gue:

P (Tht) = Pi(t)
C-G

por lo que sobre la hipercejda se tiene:

Mip AT T) = MIPy(T))

 Usando estos resultados en el lado 1zquierdo de (5.47) se obtilene
de 1nmedlato la 1gualdad. sSumando (5.47} sobre todas las
niperceldas fase encontramos que,

S M(P (t)} L|dle()f = '[ar QL) Mip ([, t)]
x 1 J1 J -6 (5.48)

Deduciremcs ahora d4dos formas ailternativas de expresar ia
Ho-g(t) en. términos de la funcion de distribucion de grano
grueso. Empezaremos por notar que Hgo_;(t) se puede expresar en
la s1igulente rorma:

H (t) = £ | [df‘ p(I' t) 1.Ln P (¢t} (5. 49}
1 J i
1

en donde hemos sustituldo la ecuaclon (5.40) en la ecuaclon
(5.42b), Por otro lado, al 1ntroduclr tita ecuaclon (5.39b) en la -
ecuaclon (5.43b), esta ultima ecuaclen twoma la forma:

H (t)y = L [ jar’ 4. P (t} Ln P (b) (5.50)
Cc-G 1 1 1 :
1
Usando la expresion para Hg.g(t) dada por la ecuacion (5.49), Y
la ecuaclon (5.48) con M{P,(t))=lnF,(t) Y (7)o, 1),
podemos expresar (5.4¥) en ta slguiente forma:
@ i
H (ty = jdf p(lt) Lo o Ly (5. 51a})
c-G J C-G )

Fara encontrar la otra forma alternativa de Hgog(t)
consideremos la ecuacion (550) que reescribimos utilizando !la
ecuacion  (5.48) con  M{P(t))=Py(t)lnr (t) ¥y @1, por 1o
Jue (5.50) toma la forma, -

H tty = |dI” p (r'yv) Ln p (Lt {5.51b)
C-G c-4d - C-G




e e e T
CAPITULO v

be i1as ecuaciones (3.5t1a) ¥ (°51L), vemos que H. v

expresar como el promedio de Ln Pt ‘v{‘éi“ S puede

funclion de distribuciton Pt} o Dplen  con larnacio con la

dlstribucion Pty tuncion de
Con objeto de =encontrar la rorma  napitual

generalizado, usaremos ta deslgualcad de

s1gulente teoremalle):

TEOREMA:

Fara 108 funciones de  aistribucion t{~) oy Fix)  en el e

fase que sausfacen las conaiciones: - sPacio

i del teorema H
2ibbs, dazdqa Por ej

f I
jt(x)dx : Jl%(xldx: £, %0,

sl se detlinen

[\ n

H - Jf Lnf dx, {. : [t Lnt dx
- J
entonces se satlstace la desigualdad:

H :
donde la igualdad solo se cumple para t : ft.

Asi definiendo la funcion H(t}) como:

H(t)y - Jdl‘ p(l", ¢ty Ln p(l°, ¢) . {5.52)
Tomando £(xX)}=p(I"t), %(x):pc_(g(i“,tl ¥ usando (5.%51a),
se sigue gque la desigualdad de Glbbs 1mplica Jue,

Hity) 2 Hg-g(t) {5.53)
en donde se cumple la 1gualdad cua'ndo:

PIT, vy = pe-gilh ) (5. 54)

Debido a gque pi{l,t) satistace la ecuacion de Liouville,
es poslble demostrar que la funcion .lt) derinliaa por (5.52) NO
depende del tiempofld), asi:

aH(t)

: 0 (5. 55%)
dt '

Conslderaremos anora gqgue se ha Ereparado al sistema de manera
Jque al tiempo 1lnicial, colnciden 1as distribuclones de grano £fino
y de grano grueso, de forma dJque :

PIT, 0} = pgogll, 0) (5.50)

por lo que ambas funciones H colnc.den 1nicialmente:

H(t:0) = Hc.g(t:=0) (5.57)

r 4




31N empargo para tiempos diterentes ai inicial, las
distribuciones de grano fino y de grano grueso, no son 1lguales,
ya ‘que la primera de ellas evoluclona sigulendo la ecuacilon de
jpiouvilie, en tanto dque la segunda no lia satisface, asu

Hoogtt=0) = H(t=0} = H(t) > Hg-git) {5.58)

sonde la segundaa lgualdad se sigue 4e (%.55), 1lntroduciendo este.

resultado en (5.43a) s2 tlerne:
Sit)y » Sftz0) {5.59)

gste resujtado $O0lo 10s dice gie la entropia del sistema, &3
mayor para tlempos diterentes del 1niclal, sin embargo no nos ia
informacion acerca del comportamlento asintotico de la entropia
para tlempos grandes, nl tampoco nos dice como estan relacionadas
las entropias del sistema para dos tlempos ty Y ty+r.

EVOLUCION Al EQUILIBRIO,

Fara saistemas aislados se puede demostrar que Hq_(t) es
minima cuando la funcloen de  dlstribuclon de grano grueso,
coincide c¢on la funcion de distribucion microcanonicall®id®, en
cuyo caso la funcién H ya no cambia c<on el tiempo. Por esta razon
‘normaimente se supone gue el comportamiento asintetico de la
funcioen de distraibucion de grano grueso para sistemas aislados
ssta gefinlida como,

Lim p ([, t) = p () | (5.00)
L=->0 C'(J ) micro

Consecuentemente, la funcien Hg.y(t) tiende a 'la tuncién H
que es 1ndependlente del tiempo, Yy la entropia S5(t) tiende a
tomar su valor maximo, en el estado de equilibrio finail.

Los argumentos anterliores aunque plauslbles, son de caracter
cualltatlvo ¥y nuestro proposito en las slgulentes secclones sera
cuanificarlos,

FUNCION DE  GRANO OGRUESO EN  EL  LIMITE DLE MEDIDA EXACTA.

Como fhemos v1sto la entropia de Glibbs-Ehrenfest nos permite
dar una explicacién micrdscopica de la ley de 1ncremento ae
antropia, sin empargo, todavia s& raqulere preclsarla, ya que tal
como es5 Jdada por las ecuaciones (9.43) presenta lnconsistenclas
e men-~ionaremos en segaids, 1i1s uales  requleren resgolverse
para aceptaria como una derinloien adecuada para la entropia de
sistemas fuera de edquillibria.

EI primer problema, es due .a aeriniclon dada por las ecs.
(5.43) no especifica la manera =Iomo estan relacionaqaas las
observables del sistema, c¢n la forma en que se lleva a capo la
particien en celdas del espacio fase, por lo gue no resuita claro
en que forma la entropia <epende cel estado del sistema. De
maneéra gque hasta este punto ta seleccien de la particién es
completamente arbltraria, slenco e€sta arbltrariedad la dJue da
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lugar ai segundo probiema. Este probplema es gque la definicien de
Glbbs-Ehrenfest (G-E) depende del tamano de la celda, por lo que
al tomar el limite en 9que =i voiunen de la celda fase tienda a
cero, la entropia de fG-E se reduce a la entropia de Gibbs, la
cuial no cambpbia en el curso del tiempo! £sto nos lieva a gque ta
ley 4e increnento 4de entropia, al 1r naclendo cada vVveZ mas
pequenas las celdas, se redauce a una invariante, asi perdemos
completamente nuestra explicacien sobre |3 1lrreversiblilaad de
los Drocesos. ‘
Anatrzaremos ahora <on Mmas culaado, este segundo proplema. FPara
una particiorn dada dJdel espaclo tfase dque llamaremos P:(Rq,..%y}
en +Jdonde M denota ei numero de celdas. Con esta particien se
abtlene un  valor  S(t) para la entropia. Hagamos ahora una
particion mas fina del espacio fase P*:(R4..%3h en donde GrM,
con esta nueva particlon s encuentra un nuevo valor sS%t) para
ta entropia., Al <c¢omparar ambpos valores para fa entropia se
encuentralib) que S*(t)<S(t), este resuitado es sumamente
embarazoso, ya 4que al ser arbitrar:a ta particlon, podemosd
seleccionar wuna particion cada vez mas filna, de manera gque el
valor minimo pos:.).bie para la entropia, Smpminft), seria agquel gue
se obtuviera al tomar e! limite cuando el numero de celdas tlenda
a iinfinito y el wvolumen de cada una de eilas tienda a cero, es
¢laro que en este limite pc_g(lt) tiende a la f{funclén de
distribucién de grano fino p{f",t)}, de manera gque 1la entropia
de G-E se reduce a la entropia de Gibps, la cual no cambia en el
tiempo. Por 10 tanto, la arbitrariedad en la seleccion de la
celda fase nos conduce a que la entropia no debe de cambliar en un
procese 1rreversible, resultado a todas luces 1lncompatikie con la
segunda ley de la termodinamica. ,

En esta secclon veremos la manera en gque N.G. Van Kampen{l7)
asocia el proceso de o¢observaciéon de un sistema de muches cuerpos,
con la construcclion de ias celdas en el espacio fase, c¢on las
cuales se calcuia la funcion de distriducien de grano grueso, que
resulta ser funcion del error 4a c¢on ef cual un observador

~macroscoplco determina (¢s valeores numéricos de las funciones

fase, Esta selecclon de Van Kampen evita la arpitrariedad en la
construccion de las celdas fase, aungue se tlene el problema de
que la entropia de G-E es funcion del errer Aa en las
mediciones. Todavia subsiste el proplema cde gue al reducir Aa
la entropia de Gi-E dlsminuye, sin embarge un resultado muy
impor+tante del trabajo de Hoyningen-Huene!l®) muestra que et
limite de la "funcioen de distripuclon e grano grueso cuando
Aa rtiende a cero, NO es la tuncilon de distribucion de grano
fino, since gque resulta ser ,;la parte proyectada de ellat, de
forma 4que aunqgue la entropia disminuye al hacer A4aa->u, el
rator al que +iende =g Alteranre e 3 entropia ae Glppbg, por o
Jue aun en este limite slgue siendoc  valido el teorema H
generailizado, ¥ podemos entender a partir de primeros principlos
ia iey de 1lnacremento de entropia.

Fara construir pc-g(ht) empezaremos por dilscutir la

~forma en gue se divide el espacico fase en celdas, de manera que

tal divisién este conectada con las observables macroscoplcas del
Sistema.
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Para dividir el espacisy tfase en hiperceidas, segulremos el
punto de vista de N.G. Vvan xampen(!?) que consiste en Io
slguliénte:

Yma cantidad opservable de un gistema macroscopico, tlene
asoclada desde €} punto de vista mMICrosceplco una funcion fase
A, rada observaclon del =1stema <onsiste en  determinar el
vaior deée A()- con una determinada precilsien Aa, de manera gque
al hacer (a observaclon s¢ sabe Jque:

a < Afl’) < a + Aa {5.01)

Por 1o que una observaclon macroscopica de A([7), neos dice gque ol
punto fase ascoclado ¢on el sistema sé encuentra en ta reglon fase
determinada por la condiclon (5.61). ASi, consideremos todo el
intervalo de valores posibles gque puede tomar la funiien +ase
Al Y subdivimos este 1ntervalo en subintervalos aAa, gue
determinan 1os valores:

' a._z, a....l. ao: alb az. ' . 'y an! a-:n“'i’

A cada 1ntervale le corresponde una regicn en el espacio fase,
determinada por la condicion: :

ay < A(T) < @j4q ' (5.062)

que es la hiperceida fase. De acuerdo con este procedimiento
dividimos a todo el espaclo fase en hiperceldas, en donae la
1-és1ma esta caracterizada por ia condiclon (5.62), de manera dJque
la funcidén caracteristica es:

A - GI. ’
A (M) = DY ————) (5.03)
Aa

en donde se ha definldo la funcion D(X) por la ecuaclon (5.4)
X - Xg 1 S1 X € {Xo, X + AX)

DY ) oz (5. 4)
AX 0 de otra manera.

Con 23ta  selecClon e las hiperceldas, la ecuaclon (5.44) toma ia
fterma:

Al 0 - al
Pc-GgtI t,4a) = TP(a,,t,aa)b! )
1 Aa (5. 04}

PP
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donde  P(a,,t,aa) es el promedio de p(,t) sobre la
nipercelda;
) A(lM,0) - a
ar p(f", t) b 1y
J 22
Pla;,t.aa) = . . _
l.' A{l',0r - a
|l D( — L ) (5.65)
Aa

Claramente la funcien de distribucion de grano grueso,
definlda =2n (5.04) depende del tamano de la aproximaclon Aa,
por lo gue la entropia tamblen campla con ef tamaho de esta
cantigqad. De hecho, al dilsminulr Aa, la entropia decrece ¥y
sln embargo se puede mostrar gnue tlene un limite 1nferior, el
llamado limite de "medlda exacta", el cual 3e obtiene a! hacer

tender a cero A3, de forma que € tiene la slgulente
desigualildad:

SGg(t) ¢ Lim S(t,aa) ¢ S(t,aa) ¢ Seq {5, 05}
Aa -> U

en donde 3Sg(t):Sg(L), es la entropia de Glbbs calculada con la
funcién de distribucion 1nicial dada en la ecuacion (5.84), en
tanto gque Seq denota ia entropia de dibbs calculada con la
funcion de distribuciéon dada por la ecuaciéon (5.88).

Este resultado 1mportante fue demostrado por Hoyningen-Huene
Yy una discusién extensa asi como su demostracién se encuentra en
ia referencia (i6).

Para encontrar lta funcion de distribucion de grano gruese éen
el limite de medida exacta, usamos el hecho de gque la funcion
caracteristica se puede expresar como:

A(r‘ao'“al' .
DI ) = S(A(IN, 0) - a,).Ad + O((aa)?)
Aa ‘ (5.07)

Tomando et limite de medida exacta de (564) Yy tenlendo en
cuenta gque a toma valores continuos, la tuncion de
dlstribuclon de grano grueso es:

p (I,t) = Lim o _ ([, 1,aa)
C-G aa -> o C-6
(5. 08)
[ AtAar or-an

fare (1, t)o(A(l, v)-a)
{a) J

en -donde 0fa) es ia funcion de - estructura:

Q(a}) = jdl’ S{Aa({,0) - a) (5.09}

ar [P AY
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La ecuaclion (5.68) muestra gque l: funcion de distribuclion de
grano gruesoc en el limite de medida exacta, es ei promedio de ia
tuncion de dilstribuclon de grano 11no, tomado sobre la region
determinada por l[a condilclen A(5,U):a, Yy la unica forma en que
(5.68) s3e reduce a lJla funcien de distribuclon de grano fino es
cuamndo  A(f):f", s1n embargo, para €l 2pServaaor macroscoplco es
imposible medir todas las coordenadas Y momentos de las
particuias Jue componen €L si1stema, ya Jue macroscoplcamente solo
pueaen medirse las llamadas varliabies colectlvas gque lavoiucran a
una gran cantidad d<de particuias y que corresponden con variables
taltes como densidades de particulas, 1mpetu y e&nergia =n 2| £aso
de flulidos simples, esto implica Jue oottty siempre ss
di1ferente dr pr, ).

Nos falta por demostrar gJque ia runcion de distribuclon de
grance grueso se puede obtener al aplicar e operador de provegior
de Zwanzig & la funcién de distripucion ae grane finoe, Jue sera
analizado en la slgulente seccion.

INTERPRETACION  FISICA  DEL  PROYECTOR  DE  ZWANZIG,

En el capituio 1V, utllizamos e! operador de proyecclon como
una técnica matemiatica, que nos permilitio reescribir adecuadamente
las ecuaciones microscoplcas de movimlento para obtener en una
forma slmple las ecuaciones macro Yy mesoscéplcas que describen a
un sistema fuera de equilibrio, sin embpargo, entre tales
variables nunca se c¢onslideroe la entropia del sistema, ¥ya gque no
teniamos una definicidén lo suflcientemente generat para apllcarla
4 slstemas fuera de equllibrio.

En esta secclon mostraremos gque el operador de proyecclion de
Zwanzlig, es la forma matematica de ilevar a cabo el granuiamiento
dei espacio fase propuesto por Van Kampen, cuando se considera
que el error experimental Aaa tiende a cero. De hnhecho
demostraremoes gque cuando se lleva a cabo ei granulamiento del
espacico fase, en ei limite de medida eXacta, para evaiuar los
promedlos sobre las hiperceidas de cualquier funcion trase basta
con aplicar ei operador de proyeccién de Lwanzig a la tfunclon en
cuestlion.

Cocnslderemos, una funcion fase arbirtraria Fi{L,t), ¥y en
anatogia con la ecuacion (5.44) con la Jue derinimos la runcioéen
de distribuclion de grano grueso, dada <ualguier funcion tfase

F{7,t),  definimos una nueva funcion  rase  Foogllht) como La
superposicion de 1os promedlos de ) sobre las hilperceidas
tase, asi

Fo-gi(lt) = 0 Fy(ty & (v {5. 70}

1

donde 4 es la funclén caracteristica de la 1-esima celda,
definida como:

t 81 [ € Cejda 1
A (T) =
0 de otra manera.

R Y L
i e a——
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Yy el promedio de F sobre la l-esima ceida es:

ar F(it o vra (1) (5.71)

e

«+

"
e

1 2,

“omo F,(t) depende de l!a tforna en que se escoga la particion
en el espacic fase, es claro gqie Fie_yift) aepende del tamano
de las hilperceldas. Cuando se @ace la particion en el espacio
fase. teénlendo en cuenta =L proceso ae medlclon macroscopica
propuesto por Van Kampen. al 1lgual que 1la funcilon de dlstriosucion
1e grano grueso, Feoogiht,aay dependera dei error en ia
medida Aa. Como la entropia 4asiclada a un sistema e3 aquella
Jue se obtiene cuando se toma =l iimite de medida exacta, es
natural =scoger de todas las posibies Fgoogit,aa) aqueila
funcion gque se obtiene cuando se toma el limite de medida exacta,
0 sea estamos 1nteiresados en calcular:

Fc-g(I t) = L 1 m Feogtl, t, aa)
Aa->0

Siguiendo un razonamiento analogo ail presentado en la secclon
anterior .- para encontrar la tuncilon dde distribucilion de grano

grueso, tomando i{a particion de van Kampen Yy el limite de medida
exacta, (5.70) toma la forma:

S(A(I, 0)-a) |
da |QIF (I, t)o (Al 0)-a) (5.72)

F_ (Nt =
G Q(a) J

Definimos ahora el producte 1nterng entre funciones fase por

(A,B) = [dr W) ALY By (5. 73)
W :
J

donde w denota la métrica usada en la definicion del prodaucto
interno. De esta manera podemos expresar (5.72) como:

‘ (F(i", t), Gia, 0))
F (I, t) = {da Gia, o) (5. 74)
c-6 J (1,Ga, 0))

en donde (A,B) denota el procduc:toe interno <on metrica unldad.

FPor otro ltado, sabemos Cu=2 e. proyector de Zwanzilg, con una
maet T3 agta izdo ror
(...,Gta, vy
P(w) = |da YooGa, W) (5.75)
{1, G(ar"'-")w

S1n embargo, la métrica es ura truncion de los i1nvarlantes del
sistema; supondremos gque el! unic: lnvariante gque se tlene es &l
Hamilltoniano, de manera gue w:uw{HK). ademas, H(f") tambien &s
una observable, de manera Jue (a,0:. contiene c¢omo un factor a
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AH(M-E). De manera, que 2st0os dos hechos lmplican gque el
producto interno con metrica w esta relaclonade con el de
meéetrlica unidad en i1a forma.

(..., G102, 00), = W(E} (....G(a. vy)
por lo tanto,
{....G(a,0)) - {...,6G(4a 01)y -
: : {5. T
“-i u‘alU’ tll u{asui!ﬂ
Y Pporr consigulente:
Pziw) = Pylw=1) = Pg {5.77)

Utilizandc este resuitado en la ecuaclon (5.74) vemos gque
Fo.glht) se cobtiene al aplicar el operaqor de proyeccion de
Zwanzig a lla funcion F(,t). Aasi, de la ecuacion (5.74) se tlene
que,

Fo_g(l t) = Pz F(I, t) (5.78)

Este resultado muestra gque el aplicar el operador de
proyeccion de Zwanzlg, <on cualguler meétrica a una funcién fase
arbitraria, permite obtener la funclon fase granuiada, definida a
través de la particien de VYan Kampen, en el limite de medida
exacta, El primero en mostrar que la técnica de operadores de
proyeccién, ésta’ -1ntimamente ligado con las ldeas de
granutamiento de ios Ehrenfest, tué Hoyningen-Huenefl8) :

Este resuitadd aparentemente trivial, permite estabilecer la
conexién entre el trabajo clasico de los Enrenfest, con los
trabajos recientes de. Van Kampen, ¥y K Zwanzlg o gue nos permite
no solo dar una 1dea cuantitativa del proceso de granulamiento en
el espacio fase, sSlno tamblen encontrar la ecuacién de movimiento
para. la funcien de distripucion de grano grueso a partir de
Primeéeros PpPrinclplos y ver exXactamente <on gue Nlipotesls se
introeduce ia 1rreversipllicad en el tratamiente MmMiCroscoplco.

ECUACION DE EYOLULION  FARA LA PC-ilT)
BN esta  seccion mestrd4mos Comoe la  tunclon de dilstrilbucion

inicial determina (a funciornr de peso con la cual se detine el
apergdor d2 proyecclen de Zwanzig adecuade. Se encuentra ia forma

axpliclita de Po-gllmt) en terminos de la tuncion de
drgtrihucian Fy-la.ty demrgrrandnsze como al introducir a3
lnformaclien de gque €f sistemra 2sta mezclado se obtlene el
comportamliento a tiempos grandes para Po-g(l b En
particular hacemos ver como la hipotesls de mezclado implica gue
la PGt tiende a la funcion de dlstribucion de

equltibrio final. Este resultado nos permite asegurar gue la
entropia de Glbbs-Ehrenfest tiene el! comportamiento adesuado para
tiempos grandes. Por ddltimo ut.lizando la técnica de operadores
de proyeccion discutida en =1 Capitulo [V se obtlene la ecuaclon
de movimiento de la funcién ce disiripucion de grano grueso.
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Por las ecuaciones (5.8} Y (9.75) es 1nmediato gque ia
funcion de distribucien de granoe grueso en e€r limite de medida

axacta, nNo es mas dque la parte proyectada de la funclon de
distripucion de grano fino, © sea gque,

pPo-gtl vty = Pz ptlh, t) (5.79)
Como 21 peso w Se selecclona cuando se dan las condiciones
inlclaies para la funclon de ddistriosucion, &s posible expresar

(5.7) en otra torma Jue nos resultara uvtll mas adelante. como :a

métrica Y (as condiclones inicraies estan relacronadas en la
forma:

PO, 0) = w(H(T)L vl 0] (5. 80

la ftancién de_ dlstripbucion de grano fino, al tiempo t esta dada
por:

() = wiH{I)}) #1105 t) (5. 81)
for lo que:
{vil’, v}),G(a, 0))

{
P(w) p( t). = J da w(E) @ Gya, v)
: (1,Gfa, V)i, (5.082)

tentendo presente gue ia energia es una de las componentes del
vector a, PpPor lo dque aparece 1mplicitamente un factor
SH([M)-E) dentro de G(a,o), obtenemos:

Pzlwi o(ll, t) = w{H{I")) Pplw) VI, t) {5.83)

La funcliéen de distribuclen inicial compatiple con  la
informaclon mMmesosSCoplca que se tiene sobre el sistema, y con el
hecho de que sea Mezclado esta dada por (3.30), ¢ sea:

PIT, 0) 'z peqil) VIALN O)) (5. 84)

en donde pag €s la funcion de distribucion del estado de
EQUILIBRIO FINAL, y VvI(A{[,G)) es ia  slgulente funcion del
namlltontano y las funciones fase A(f,01

£

In-e (H(), ACF, 0) O

VAT, 0)) =

Por las ecuaciones (5.84) y (b.7y), vemes dque ja tuncion de peso
adecuada es:

W(H()) = peqil!




CAPITULO v

con esta funclen de peso Y utillzando las ecuaciones (5.79),

(5.83), podemos expresar .a funcion ae distribucilon de grano
grueso en ia forma: '

PC-GII Y) = paqll) Fluzpagl. Vi, t) {5. 85}

Apiicando el proyector de lwanzig a vi[,t} se tiene:

[ g fa, v)
Plw = p_ 1 v(Iht) = jaa —0=€ Gla, v) (5. 80)
eq y Jeqlal
For 5.495) ¥y (5.80) tenemos que la tuncion de distriouclen de
grano grueso es:
f" g (a, v)
p. ATty = o f[)]da - n-g d(a, v) {5. 87)
C-a €q J Jeqla}

Esta expreslon de pC_G\u".t), muestra como esta conectada
la funcion de distribucion de grang grueso c<on la funcion de
distribuclion mesoscoplca de no equllibrico ¥y con la funcion de
distripuclién de fas fluctuaclicones en el estado de .equllibrio
final. Ademas, nos permlite averiliguar faclimente su comportamiento
para tiempos grandes, ya gque como liemos v1sto en el Capitulo III,
1a condicién de gue el sistema sea Mezclado, nos garantiza que:

Lim gp-ela,t) = gegtal (5. 868)
t->0

Asi, tomando el limite para tiempos grandes de (5.87), vemos que
la condicien de Mezciado dada por (5.88), nos conduce al
resultado:

Lim pc-Gg(1H t) = pegllM) ‘ (5. 89)
t->0

Este resultado nos muesira que [a propledad de que el sistema
sea. mezclado garantiza que el comportamiento a tliempos
grandes de la funcion de distribuclon de grano gruesoc es tender
a la funcion de distribucion diel estado de equilibrio final, y
por (o tanto la entropia de Fibls-knrentest para tlempos grandes
tiende a la entropia det estadce 1e equiiirtbrio final

Finalmente procederemos a encontrar la ecuacién de movimiento
Tara SIS S A PR

La funcién de distribucion d=2 grano flno, satlstace la
ecuaclon de Lilouvilile: '

ap (", ti _
: - iL e ikl o1 0) (5, 90)

at




La ecuacion de movimlento para !a funcion de distribuclon de
grano grueso, como se sigue de (5.79). se encuentra al proyectar

la ecuacion de Liouviile, A5l usanuao (a ldentidad de Zwanzig
(4.24) tenemos:

deg.gt!’, ¢)
————— : - P.1L. -Gl t)
dt
§{5.91)
re .
- !ds P.L.expi-(t-P)ILSf. {1-PILp (1" t-35)
Jo L-u
- F.o1L.expi-(t1-PraLuvy. t1-Frp(l7, 0y
De hecne hasta este punto, (5.91) 25 sSolamente una torma

sofisticaqaa de escribpilr la ecuacren e Licouville, asi 25 togavia-
ina ecuacleoen REVERSIBLE, s1 anora i1ntroducimos la i1nformacior
acerca de Jque (ta funclon de alstripucion 1lnicial es dada por

(5.84), lo cual 1mpilca qQque:
PO = PoedlL 0} = Pyl O). (5.92)

Usando (5.¥2), el ultim¢ termino de! lado derecno se anula, por
10 que:

dpc.GiI t)
_ 2 - P, 1L. DU_GH‘,II
at
‘ £5. 93)
rt
- 1ds P.L.expt-¢1-F)1Ls¢. {1-P)Lp (1, t-5)
e U-G

£sta ©s una ecuacién cerrada para la funcilon de distripuclon
d4e grano grueso, que tlene a pgq <OmMO solucion estacionaria,
vy a partir de ella es posible encontrar la ecuaclon cinetica para
En-ald.t) al tomar el producto 1nterno <on  'i{a,v), opteniendose
una =e<1aclon cerrada  para  gq..{a.t), Jue no es mas gque la
acuacion cCinétlca dada por ia ecuaclon (4.74). De necho fue en
asta ferma como K. Zwanzigil¥<Y) encontro por primera vez las
2CuAacClon generatlzada de FoKKer-rianck, a partir de la cual se
puede nacer un. estudlo sistematico de 10s procesos lrreversibles.
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CAPI TULGOG V 1
INTRODUCLCIOCN.,

En 1457 E.T. Jaynes puplico d0s ttrapajeos ahora cilaslcos,

" sobre teocria de la Informacion Yy Mecanica kstadisticail€) En

.

£810S trabajos utlliza c¢oo principloe pbasico gue la distribucléen
de propapiirdad sobre 103 estados MmMIcroscoepicos Jue nos da ia
representacién mas 1mparcial acerca del sistema, 2s 4agquella gque
nace maxima la entropla de shannon sujeta a las resiricclones,
llgadas con la informaclen que se 1lene sobre 2| s1st2ma.

En su primer articulo, Jaynes ilscute [a Metanlica Estallitita
de Equililibrio desde el runto die v1ista 12 tegria le la
informaclen, haclendo ver Jque el Toncepts mas rundamental es la
entropia de Shanneon, Jue cuantifici l4a lnrertldumbre reapresentada
por una 4dilstripucién de probapliidad. La torma expticlta de la
distribucion de proeopaplilaad para  sistemas en equllibrio, s
aguelia para la cual la entropia de shannon es maxima, sujeta a
clertas restricciones, p.e. que el vaior promedio de (a energia
es conocldo., Asi Jaynes encuentra las distripuciones canonica y
gran canonlca sin recurrir a argumentos como ergodicidad,
transitividad metrica 0 1lguaildad de propablliaades apriori.

En su segundo articuio, Jaynes anailza ia . Mecanica
Estadistica de Procesos irreversibles, aptltica €1 principlo de
maxima entropia a diferentes tiempos durante la evolucion de un
slstema & su estadoe de equilibrio ¥y muestrra (a relaclen entre la
perdida de 1informaclen Yy el comportamlento lrreversible de un
sistema de muchos cluerpos.

Hace ver qgque [a ley de 1ncremento ae 2ntropia durante un
proc¢eso lrreversible solamente es una maniltestaclon macroscopilca
de la perdida de informacion dJue tiene un opservador sobre el
astado microscéplco del sistema, cuando este evoluciona en el
tlempo. Todo el anallsis de Jaynes se lleva dentro del
formalismo c¢cuantico de la matrizc de densidad, (o c¢ual es
meramente una conveniencia pues puede traduclrse lguailmente ail
~aso e la Mecanlca Estadistica CiasiTa,

in este Capitulo utillzamos :4 tecnica  dae  teoria de
infermacioen, para encontrar ia funcisn ae alstribucien "optima“,
p(C,ny,  Jue describe milcroscoplcament2 4 un slstema  ruera
de egqullibrio. Asi, encontramos lfa :runcien de dlstribucion gque
nace maxima la entropia de 3hannon, sujeta a ias c<Jonstricciones
e gue el estado "macroscoplco” i21 slstema es conocido. La
lescripcion del estado del  sistema !a nNacemos por medio de la
funclon Ep-efd,t}, dando ademas el ~omportamiento asintetico para
tlempos grandes de esta runcieon. £4 )2 2stas condlciones  se
determina la funcion de distribucieon 2ptima, Jue liamaremos la
d1stripucion de Jaynes, pel .
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El Proceso de teor:a de& la 1i1nfurmaclén para dslgnar una
funclon 4e JdAlstripulleonl *a3:& 4 Ui istema  fuera de équilibrio,
claramente no 2s un proceso dinamico puesto que jamas se 1nvoca
a las =2cuaqciones microscoplcas de movimiento, Este enfogque para
ancontrar ii rfuncilon de dilstribpucliéen "sptimaT, compatibie con el
2stado del sg1stema, solamente regquiere Jdel conoclmiento ae  tal
2stado, ¥y u1dsands 24 principire dé mMAaXlma entropia intflers el
sstado microscopilco  del  sistema dade  por  p(l,t).

claramente 20 2ntogue 4e Jaynes es muy distlnto del que nemos
AGOPtado =n 108 CapPituios precedentes, en donde NUestro anallsis
na s1do dinamico, ¥Ya que a partll® de Jds ecuaclones microscopilcas
ie movimilents (la ecuacien de Liouville 5 1a ecuaclen para las
fundionhes fase), optenemos 2i 2stado mlcroscoplce del slsteme a
Judiguler ti2mpo, por 2)empio, usando 1a #7Tuacloen de Llouvilie 3se
2ncuentra 14 runcion de  dlstribucion de  dribps, p(It), con la
que e determina &4 estadn del slstema.

Las funciones de dlstrlibucion ot v il 1), se

apcuentran utiiflzando enfogues compléetamente distintes. Sin
ambargo, depe de exlstir 4dlguna retacion entre ambas funciones
fase, puesto gue desde el punto de vista dinamico con p(itt)
podemos enconirar gfn_efait). Yy . usando la teoria de 1ntormacion
conoclendo gn-elad,t) se determina ptr,t). En este Capitulo
demostramos Jue la reiaclon entre ambas funcione€s de distribucion
es: pq'r‘.t):PZpu",t),, 1e manera Jue el proyector de
Zwanzig aplicado a ita distribuclion de tilbbs, nos proporciona ia
distribucilon de Jaynes.
' For otra parte, hemos visto en e! <apitulo V, gue la funcion
.de distribuclen de grance grueso, cuand¢ se hace la particion de
van Kampen en el timite de medlda exacta, pgo-gift), es ia
parte proyvectada de la funcion de distribucion de ulbbs.

Estos resuitados nos permiten con¢lulr Jque la funcion de
distribucicon de Jaynes, o([,t) es 1identlica con la funcion
de dilstribuclon de grano grueso, PGt Una primersa
consecuencia de este resultado s gque la entropia de Jaynes es
1gual cen la entropia de grano grueso, 4ejando sin efecto, las
criticas de Jaynes sopbre el punto de vista de los Ehrentest.
(Claramente, - €st¢ eg clerto cuandoe ia particién del espacio rase

en celdas ze lileva a <abo en la torma estudiada en et Capatulo
V). :

La :1gualdad entre 1as tunclones <2  Alstribuclon de grano
grueso ¥ 1a de& Jaynes, &85 una <contrlpuclon  oOriginal ae  esta
tesls. Actualmente J. L. del KRio <. y L. Garcia-Colin 3. estan
desarroilando las diferentes consecuencias de este hecho, siendo
pubiicado en Dbreve algunas de las consecuencias de este
resultadolicl : '

Finalmente se demuestra gque la =ntropia de Jaynes, es el
Maximo absoluto de ta entropia de Gibbs., Este resultado permite
demostrar Jue i(a entropia de Jaynes =3 slempre mayor (o al menos
1gual) Jue ia entropia de iilbbs, =esigualdad bpasica para
encontrar la ley de 1lncremento e  =ntropia  para  sistemas
cerradosiiel
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o CAPITULO VI

DETERMINACION DE LA : FUNCION Ui 0ISTRIBUCION Uk NO-£ GUILIBRIO.

En esta secClon utlilzaremos €. Pprinciplo de mMmaxima entropla
para determinar la forma de la tuncion 4de d1stripucion a  un
tiempo . 2n el 4que conocemos toda la lnformaclon mesoscoplea
sopr= - =i slstema y ademas con(cemos SsSuU comportamlento pana
tiempos muy grandes comparados <on el tlempo de relajacien

"predirino” T ‘

Fara actarar e:! significado <1 1lco de To, Iecordemos gue
[AJ(]_"UH T3 21 coniunto  de  todas les  tunclones fase asocladas
2on las  variables macroscopicas lxy t)y,  donde

{
T At) = jal p{f, Tt A (1,0 Cib. 1)
N J J

en tant> JIue la entr‘@épla_ de grano gruezo o5 de 3ibbs-rhrentest
&sta dada por las ecgaciones (5.43n

Scgit) = K Zowy Pyt dn Pyt (6. 2)

Fara -uantlticar el comportamlento de un s1Stema a tlempos
grandes usaremos los resultados de Hoyningen-Huenel3:%) gue
mostro la necesidad de dlstingulrr entre los tlempos de relajaclon
"predicno” Ty b'd "medible” Ty.

El +i1empo de relajaclon T, €s$ aquei tlempo despues del
Cual ia varlaple macrosceplca dy(tl JuUeé reiaja . mas ientamente
alcanza su valor de equllibrio ageq, dentro de ia aproximacion
experimental, d€ .manera que para tT, S€ .satlstace gue X ()
: «,eq para roda _

: £l +iempo Ty, -€s el tiemps Jue (e rtoma Aa- la entropia de
grano grueso pasar de su valor 1lniclal en un estado 4e equlilbrio

constrenlio A, V.gr. Srgttav) : S(A); & un valor =sS(B) en el
2stade 42 equllibrie B no-constrenido tilnail; asi para Ty se
tlene Cot) 2 S(B)

£n a seecion 4, del trabaje de Hoyningen-Huenel?), se

demuestra que Spglt) tiende a 3u nuevo valor de equlliprio 3(B)
mas raridtamente gue las observabies it} tiendeén a sus valores

1e  =2Jquliibrio, de forma gque T,,°T ., de manera Jue <uando
Afirmemos que t tiende a infinitc, scpreentenderemos que estamos
napglanisc de tlempos tiTy,, PpPer?> pegquenos comparados <on el

tiampo 12 recurrencla de Poincars

Fara Jdetermlinar la runcion 42 distribucion de no-equillibrio,
supondreamcs Jue dlsponemos de ina Latr>rmaclen mas detallada que
el <onocimiento del conjunto {ax{t)f, Jue <onsiste en conocer la
dlstrinpucion mesoscoplca at tlemo tver ec{3.shcap.Llln

In-efa, 1} da = Prob {atA(/", t;ia+day
Ademas supondremos gue el conportamiento limite de esta

funcion es conocido para tlempns griardes, o sea gque COnocemos
geg{d), derfinida como:
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T CAPITULO vt i

geq‘a' z Lim gn_e‘a.tl {b. 31}
L A 4] .

Para poder garantizar esteé COmMportamilento AslnNtotico para
gn-el@.t) napltuaimente se upone Jue =y 31stema 25 Mezciaqol?)
4o obstante, aentro der tratamlento e teorla de lntormacion
nosotras salamenwte 3upondremos vailaa ia  ecuacleon h.3),  Somo  un
resultado die iracter 2xXperimental.

Dentro 12 1as opservaplies 2t suponemos 4que se 2ncuentra
la energia v Jue 21 Hamlitoniano 25 una e (as tUNCIones tase, 3
zaper, que:

Ap ™)y = HI) ip, 4at
Yy = K (0. 4D

y que H{i") 23 ei Unico INVAriante Alnamlco el s1stema.
considersmos la entropia de zhannon -12tinlda  Somo,

S Atio: - K af e I T) A e il (b.5)

1 I i

] - -
donde  ptff.t1 satisface 1as SlguUlentes <ONALClONES:

|ar p (Foth = 8 (b.ba)

.

J - .

'[

* ) P A L) o < : '

Al o .fl Ty SUHIM I -E) Giat vy s g tE.a’, b

,' - t-e ‘D.DD,
nonde se na detinido  G(a’,u) oz il MA(,VU)-3,) <on 1:l..n,.

La tunclen - pp(lft) denota a  CJALQUIBK runclion  die

A4lstribucien Iue satistaga las  scuaclones (BB, La  entropia  ae
sphannon =5 1na runcional d4e 2%t Jue nos pProporcisna una
"menqida 1= .4 lnrormaclon” sonteniia  #n oglLt), de  necno =l
negarive a2 opt) &S proporclon.l 2 (i lnrormaclon  contenlda  2n
pril’,t). D <odas  las  posibles Ttunciones e distripucien  Jue
3atlssacsn . condiclones «adas Tor 11z 2cuaclones  (5.0), eX1ste

’
TAremos per ol.t- ue  tlene  ia praopieaaqa ae
2} valor 4de S(t) Li runclsn dae Arstripucion qjue es
una exrtremal 42 ia funclonal oty i rramaremos la  funcion de
iiztripusis>n ae Jaynes, an L&t 3ue al valor maximoe  de 1A
tunclonal 1o ilamaremos la 2nitrro2la Lie saynes, Syit), 42 manera
Jue:

Sgitl = SR, vh) = LSitiimax {o.7)
De acuerdo <on el Principic 4€ 1nterencia maxima de Jayres, la

funcién de distribucion TR Y reprasénta el esquema mas
imparcial del estado mICrosscceplicc 1el sistema.
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CAPITULO. Vi

De agui en adelante, con opnJjeto de mostrar expiicitamente la
presencia de la eénergia <omo una de las opservables del slstema
usaremos ia convenclon:

Gla, vy = AH(IM)-E) dla’', 0}

1e¢ forma Jue £| vector a se usara c2ando se 1nciuye la energia,
en tanto Jue =} vector 3’ se ulliza para denotar solo las
observabies a3azocladas con funclones fase que no son lnvarlantes.

De acusrdo al principlo e 1lnterencla de maxima s2ntropra de
Jaynes, la tuncion 4de dlstripuclon pe(l,t) gue representa o)
esquema mas lmparcial der estado el s1stema, =s aquet dJue
maximiza :3 =2ntropia sujeta a las restricciones Jdadas por 1as

acuaclones .15.6a) ¥ (6.5D), ASs: Pl 1) maximlza sin
condlciones 1 13 funclen : -

.
L(t) = S(v) - aiﬁ(r,t;ar
)

rf
-idE|lda’ A (K, a2, t) g (E,a", t) (0. 8)
A ' n-e

u

donde A es un parametro 1ndeterminadc v A(K,a‘’,t) s una

4

funcien lnaeterminada de la eéenergia, de las otras observables
del sistema y det tiempo.

La wvariaclon de Li(t) con respecto a un c¢ambpio ob' de la
funcion de dlstribucron es,

a

I T ..
Ay oz -tpal op;x In pil0,t)y + K +A
A .

) |
+JdE da’A(E,a’, t)3{A ([,u)-a“)e{H{}-E)
'

o(["t) es =al 'Jue hace extrema a ta tuncien Ii(t), 4de manera
Jue A0 para toda a3p, por 1o aye La exXpresion dentro
qe par=ntesis cuadrados debe 3nularse (o Jue 1mpilca,

SUitt) 27l exp (~A{H(I'N, A 1wy, Uy (b.va)
A5 id tun~sion de distribucion [aR DR maximiliza la entr'opj.a de
shannon, sujéera a ias restricclcrnes 5.ty es.

LIl v) s }dE}da*Z'le‘**E-ﬁ“"élh(rl—Eio(A'tP.ur—a':

' Jo 5. yb)

donde 1a constante 2! y la tuncién A(E,A’t) se determinan
con las ecuaciones (6.6a) y ‘6 B1) que debe satistfacer
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p{lC,t). As1 1ntroduciends (5.9a) en (6.6b) obtenemos:

X ‘ In-efE,a’, v)
Z-1a-ME, a’, 1) - . (b.10)

$(E, a’) .

donde
f .
Wik, a“ ) = gar d{H(L) B 2(A (L uy-ar) fo.11)
_ | .

de manera Jque:

: g {E,a’, ©i
- aau n-e

dk

bfi._-tl : TIHEL PrRJALA T LD, U -4 )

sfk, a ) {b.12)

LS —

(
{
J

For o¢tro lado al usar in.ldg) =n’ (b.bd), 2 <briene la oondilcilen
de normailizacion para gn_e(E:.a“,t), 2 3ea:

0y

{
|da‘g (E, a’, t)
J ~n-e

r
lp(i", ¢ty Al = | QE
|

e

o

i
: |lda g (a,t) : 1
J n-e

{b, 1°3)

Esta rcondicion de normalizacien, permite caicular la constante
z"!, en términos de la tuncion 1ndeterminada i(E,a,t), pero
no la caicujaremos ya dque no ta utliizaremos expilcitamente en el -
resto ael <Japitulo.

El maximo vaior que toma ia entropia de shannon se logra para
1a distripuclon p(°t), asi la entropia de Jaynes s (t) se
obtiene ai sustituir (6.12) dentro Jde la ecuacion (86.9),

[ g (HIT), A (15, 0), b} g (HIC), A7 (1, 0), T)
$ (t) = -Klar n-¢ in Q=€ (6. 14)
J J Q(H(), A ([, U} IHIE ) A, 0))

y usando las propledades 42 la ‘tuncioen «» de Dilrac, se puede
eXpresar <omo: - ’

( ( g iE.a', ti g |E,a“t|1
|dEJda'—n:ﬁ~————~—-1n n-g | A(R(IN)-m1G(a“, V)
J

¥ 2

{ty) = -K
J

T
@ |
=

1

f
!
) ik a’) Wik, &’ ) &

tlevando a <apo la 1ntegrat scbre ey 25paclo ftase obtenemos:
g (E,a’, 1)
£

S (t) = -x{ds dz’ g (E,a’,t) 1n A=
J J n-e QUE, a* )

{6.15}

que es el maximo valor de¢ la ¢ntropia de Shannon al tiempo t.
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Hasta aquil solamente hemos ..tilizado las restricciones dadas
por las ecuaciones (5.6) para <e erminar la constante z-! y 1la
funcion Llndeterminada gque Japare.en 2n ias ecuaciones (6.¥) Jque
determinan a o, ). Anora introdaucimos nuestro
conocimients sopre ef COMPOrTamlents aslNtotlco de gph_alk,an,t)
dado por la ecuaclon (p.3). Lomo ya nemos VviSto en el Lapitulo
IIL (Ver Aaculaciones {343y ¥ (31400,

Py

geciqi::,a'; z ar g {0 3(H(D ) -m)a(Aa (1,0 )-a7) {(b. 10}

:
H

!

J €q

¥ rara Jue Oeq 3ea un4a soluclen eztaclieonarla Jde ia esuaclion
de Liduvliile se requlere gque sea una ‘unclen 4de (o3 invarliantes
del slstema, de tal manera que:

el s RlH(O Y 1v.17)
eq

Yy por 2 tanto:

geq(E,a‘i T P(E).O(E, a°) : ltD.l&b
de manera que s1 se. conoce Bagqltia’), entonces podemos encontrar
H{E) v por 1o tanto la tuncion de Alstrlbucioen tase del
estado e equilibrio. Usando (6.17) Y (B.18) dentro . de (6.1¢)

tenemoes Jque:

\ g {a, )
p(f ey = oo (M) jaa —O=£ G(a, v (b. 1Y)
- eq J geq'a?

Veamos ahora dgQue Llmplica el compoértamilento mesoscoplco limilte
dado por (6.3), sobre el comportamiento a tlempos grandes de
otln, . Tomando e! ‘itimlte para tiempos grandes de (51Y) ¥
utilizandgo (6.3) tenemos:

f'

Lim pt(l, t) e (I"1ida Gia. )
TL->m eq i

o

- o (M) (6. 20)
eq

Jonsscuentemente, el conocer 2L fomportamilento asintotico
para #gn.p(a,t), garantiza que il exnlba un comportamlento
Lrreversiple, por o gque claramente 2sta funclioen de distribucion
no opedece la ecuaclen de Liouville,

Una Llmplicacién i1mportante de (6.20), es§ JuUue nes permite
aNCONtTrar 21 comportamlénto de la entropia de Jaynes para
tiempos grandes, Asi, toemando e} .imite de (6.53) para tiempos

Try -




o CAPITULO Vi

grandes v usando (v.<U) sSbteanemos rgue:

v

Lim = ¢t) = -g{dl'p 7y An o L0
t--n v i eq ey
10, L1
< beq
Este resultads 10s Adlce JUe para tiempos granass la sntropia de

Jaynes tien<g 3l valor 42 a3 entroplia a2 Hipps. 2n el 23tado e
equilikrio rinal. _ '
Asy vemeos Iue 13 derinldlcon e sntropia die saynes. pasada en

teoria 2e i Llntormaclen 2S5 Una puena seiecslon para lesinly ia
entropia 4e uUn sistema Jue S Sncuentra rfuera A8 SJulllorio, Vi
que muesStra <l  omportamlento  1rreversiple  Jjue  s& opserva
sxperimentaime ite fln =2mparsgo, -ste resultadd N0 =25 SUTLClelnte
para mostrar JJue (3 Aetlniclon <e JAYynes nos evi i Un: ey e
increments e entropla. slendo necesarlio para legar 2 ila -una
q1Scuslon mas amplla JUé Se encuentr'a 2n (3 rererencia ‘e’

T LACIUN  ENTKRE LAS FUNCIONE'S veE  Uln TRIBULHIN
e JAYNES, OlBBS Y OUE  aRANL LRUE SO,

'omd rnemaos F1SLO 2n la secclon Anrterior 13 runclon e

11.str1nu-_-n 12 Jaynes p(if,1) Se 7devrermina a partir e un
princlpln 2xXtremal, compatible zon tas restricciones Jue
caractertiZan (i intormacilon experimenta) Jde dque se dlispone sopre
el sistema en un. tlempo dado. FOor otrn  lado sapbemos que un
Sistema Jde mucnos - cuerpos se caracteriza Ppor (a. tunclon ade
dlstripucian 12 31DDS ptE 1), id Taal evoluciona &n 21

tlémpo slgulendo 2 - ja ecuaclon reversibie 4e Liguvlille. En  esta
Secclon MmMostriaremoes la manera en Jque estdan conectadas =stas
tunciones e  (l13tripyclen. msta ~onexisn nos permitira  mostrar
que :a 2ntrofFa 12 Jaynes Yy la entropia  de  grano grueso ag
dibps-Zarentest son  ldenticas. en 2l Taso en Juée ia primera e
eilas se determine con la 1nformaclon mesoscoplca  3opre Sl
sistema 7Y la 3egunda sea la entropia 12 £rano grueso 2n 2i l1mlte
le medida =Xacta discutida en et capltule v
Lon aplete 1€ estaplecer ia relaclon entre vl t) ¥ opil' vty

IMpeZaremos T 2XPresar 2n o ouna  torma  aiternativa las 2xXpreslones
rara ST oea 211" a,0) una runciin e Alstrlpucieon
microcan»nlta asoclada con una nlperc2:1a rase raracterizada  por
un  vailcr i e 1as opservaples, 4de manera Jjue:

A(HUTI-B1 aca (7, 2r-a )
S, a, 0t s ) (o, 22)
Wik, a1
Zsta tuncion 12 distribucion esta normailzaca adecuadamente v es

‘enstante -:1_ntr=:- de ia regilon Jgay deriniita por

Jrar = {° ! Htry = E, A°(",0) = a° | {b., 239
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Ahora Podemog

) ex .
16 cual basta Presar oo«

sSust &N terminos ‘-
1tuir  (n.egm an  5.4e) "L‘*“'nenie ‘h.2z) para
R (_ rar ff:l:
ol 1) = !‘Ja'g ra, v .
} n-e ) 08 a, ) TR
Por —=ilc 1a tuncion ge 4,4
superposicion  de !ilstrlbuclo'na_’;I‘LDuC‘.-;n 12 3vrmae L.
diferentes  e:das J(@) tales que g MICrocanan: -y, ..... 1923
s precisamente 18U&l a g, _a., = PSS° i caq ) L) 08
Definlm>s 3NOra 2L Producto iptermn. T
como; TRETRO sntre cgaL L
- P R
tA. By = 1al A7) BY (1)
| ib. 25

1
3

pDe manera Jue en Teérminos de este proaucto lnterno
T e

Lienasa: -
dn-el@. t) = {(p(I' v}, Gla, o)) (o, 2b)
Gfa, vy
53{[1;3.0’ = ib'h"T,
(1,4G{a, ot)
en donde pilMt) es la tuncion de distribucion de Gibbs.

Usando (6.28) y (B6.27) en (6.24), la tuncion ae distribuclon de
Jaynes toma la -siguiente forma: !

y , [ (pIf t), Gea, 01 ' :
et ) = Jda Gg(a, vy (6. 281 .
' {i1,6(a, v)) P

Recoprdando ahora gque el operador de proyeccion de ZwWanzlg, se
define como: .

g (. . . ,iEra, 01} _
¥_ = i{da Ggta, u) (b. 29}
J {1,G{a, 0))

podemos reescriplr (6.28) en la forma:
SIF. Ty = Pyp(l, t) (0. 80}

e maners 7Tue la tuncion de distribuclon de .Jaynes, &5 la parte
proyectadia de 1a funcioen de distripbuclon de Glbbs o de grano
flno. "Este =s nun_ resuitado 4de suma importancia gque parece naber
pasado lnadvertide en la vasta literatura sopre el proplema. kn
sfecto e! ~omportamlento lrreversipté 1ado por la ecuacion (5.20)
38 refiere al comportamiento limite de id Pparte proyectaga de la
funcien de dAirstripucion de Gibbs:

Lam Pge(l,t) = p  (I7) (b. 311
T->0 eq
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Por otro lado, la ecuacion (4.3U0) NnoJ permite conectar ja funcion
de distripucien de Jaynes, <on 13 tuncion de distribuclen de
grano gruesc en e! limite d4e medida exacta, ya que COMmMO vVimos én
2]l Capltulo v, la funcien de distribuclon de grano grueso
Pl t)  esta conectaaa «con la tuncion de distribucion de
(Glbbs por la retaclon (ver ecuacilones (509} 7y (580) por:

o ir,t) = Py op(l, Ty (b, 32)
C-G

ASi las =scuaciones (H.3501 y (B3¢} nos ilevan a ia conclusien de
que la tTuncleon 4e dilstripuclon e Jaynes, cuando se tiene toda
la 1ntormaclon MESUSCUOPICA s3obre @i 31stema, es identlca con la
funcien e distripbuclon de grango grueso en e4 limlte de medida
axacta. .

o(C, ) = P (Lt ' (b, 331}
T : _

Este resuitado nos permlte ver la equivalencla entre dos
PuUntos 4e vista aparentementeg 1rreconciilables de estudiar 1os
procesos lrreversibies, como (0 son el uso de la teoria de
tnformacleon Y €1 uso e la ldea de granulamiento de Lnrentest,
con obleto de gue ei lector se percate de [a importanclia de esta’
equivalencia transcribimos a continuaclon el punto de vista de
Jaynes en contra de las 1ideas de granulamiento grueso expresado
en sSu articuto titulado: " Gibps vs. Bpolttzmann Entroples "ok

* PIst qttempts to demomsirate the secomd g for systems
other thap duute gises have generally tried to retain the Dasic
tdea to the Boltzmaon H theorem, Simce the GLbbS o 1S dyndmically
fONSIANt, 00e has resorted 'o some Lind of coAPse-graLALNg
operation; resutting 10 3 new quantity 8, which tlends to
decrease. SUCH atlempts cadaol achieve Lheir purposs, because (3f
Edthematically, the decrease 1o H Ly eue omyy 1o tde artiftcral
coarse-gralning operstion nd it camnot, therefore have any
paysicdl signrficance; (b 48 (0 the Soltzmaon H . theorem, the
quantity whose (acrezse LS gemomstraled (s not iNe same 1hLng is
the entropy. ror (e file-grilned 10a coarse-qralnes prodapility
gistridution iead to JUST the same predictions fof ine ooserved
Dacroscoplc qUINttles, Which alone getermide the experimental
entropy; the difference between 4 ing A 1§ cDaracteristic, oot
of {he pacroscoprc State, ui ot 1he par(lCwWAr Way LU WAICh we
thoose to coarse-graid. AAY Pedlly satisraciory demonsiration of
the second liw gust therefore de pased on 3 eLfferent approgch
than coarse-graLning.”

Sin 2mpargo, €s Dposible remover :as ~2bjeclones de Jaynes, ya
Jue {6.33) 1mplica gue la operacleon <e granulamlento grueso, £n
8l Jlimite de medlida exacta, esta ln<imamente conectada con la
t8oria de lrhtormacion 4que se basa én Jue la entropia de shannoen
Sea maxima compatibie con la lntormacion mesoscoplca acerca del
Slstema.
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con respecto a- la objecien (a), notemos gque el proceso de
granulamiento estudiado =n €. Uapiltulo anterior esta retacionado
dilrectamente con un proceso de medida Yy no s arpltrario, la-
objeclon de Jaynes tlene lugar cuando se deja arpitraria la :torma
de granular ei espaclo fase 2n Celdas, sln embargo ya vimos gque
31 est¢e sucede tamblen se =sntra en  confilcto con ta  ley de
incremento de entropia, va ¢ue la entropia de grano gruesoe se
reduce a la_ de Gibbs. Zin enbarge al usar el proceso 4de medida
exacta 12 Hoyningen-Huene no se presenti ninguna arpltrariedad en
fa aivision en  celdas del espacio rase Y no es uUn  ar-lrlclo
matemartlco para obtener un decremento de 14 runctien H o de
3lbbs-xhrenfest.

on respecto a la segunda opjeclon de aynes, acerca qae que
1a entropia de grano grueso no Torresponde a :a entropia
experimental, ya  que no esta asoclaaa <on 2l estado del
3lstema. veremos & segulda Jue el resuttado dado por la acuacion
(6.33), 1mpllca gque la entropia de grano grueso es lgual con la
entropia <e Jaynes, la cual por c<onstruccien esta relacionada con
el estado del sistema, el cual caracterizamos por gp.eld,t) Es
entonces c¢laro, gque s1 el granulamiento del aspaclo fase se [leva
siguiendo el proceso sugerido por Hoyningen-Huene(3) Nno son
aplicaptes ninguna de las opjJeciones de .Jaynes a! proceso de
granulamiento grueso, por lo gue no debemos DUSCAr oOtr'o punto
distinto al de Ehrenfest, s1no solamente -hacerio mas preciso, tal
como (o hemos necho en ei <apitulo V.

Demostraremos ahora gque las ecs. (6.30}) y (6.33) implican gque
‘ia entropia de Jaynes Yy la entropia de grano grueso {(de aqui en
adelante al haplar de grano grueso siempre supondremos gque es en
"el limite de medida exacta) son lguales, asi usando (5.30) en
(6.5) obtenemos que la entropia de Jvaynes es:

]
s (t) : -x!ur [Pe([, t}1) in (PPl ] {0, 44)
J ‘

La =ntropia de grano grueso, 2£sta conectada con H_.g(t) por
1a reiacion:

Se-glt) = -KHe.gtvi {b. 35

=n =1 Japitulo V, se mostrc Tue (ver ecuacion (5.51b):

{ .
H (t) = |dI" p (. ty 1o p (0, v (6. 35
C-G J' Cc-4G C-4y

Usando (6.35) y (6.36) =e 2anltuentra s..4(th en  terminos 4de
ia. funcion de distrilbucicen de grane grueso, asi:

3 (L) = -K|dr p (', t) In p {r, ti {b. 37)
C-G j C-G C-G
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Por (6.32), pc.gint) es ia parte proyectada die 1a
funcion e distripucion 4de grano ring, Y por 1o tanto (n.37) se

-

reduce a (H.34), gue es preclsamente (i entropia ae Jaynes,asi:
Sgtt) = Se.gted {b. 38)

la entrop:ia de Jaynes y la de& grano grueso son ‘l1denticas.

Otra forma de la entropia de jaynes que nos sera e gran
utilidad para dar una justltlcaclon mICroscoPlCa de ia  segunda
ley, es: '

{
{t) = -Kidl“ o200 SR A I I o T A T R A I (b. 39}
A

LTS

{

qJue se optiene  de (b4} al utlllizZar i Drorisdada e asrmivlTldaad
del proyector, Junto ton el necno Aae gius

Pith Po(l.t)y = In Pp(L', 1}’ {b. 40)

Las ecuaciones (.34} y (h.3Y)} 12 1an  uUn Ss1gnitlicado muy
fisico a ta entropia de Jaynes. Desde =! punto dde vista d1namico
exhiben la propledad de poder aetinir ina =2ntropia en £l sentiao
convencional A2 (a Mecanlca mstadistloid anlilzando €L promedlo de
1a funcion ntfell’,t); como €4 anatcgn e r{t) en &1 reorema
H de soltzmann Yy no <omo  sugier=2 a1LbDLS, 1a  tuncion ae
distripbucion de grano tino p{l'ty Jue opedece la ecudadclion
reversipie en t, -de Liouville,

LAS ENTROFIAS (RIS JAYNE S N By,

sSabemos Jue x;uando un sSlstema <de mucnos CTUerpos s sncuentra €n
un estado de egullibrio termodlinamics,  1d  2ntropira die G1bos
se detine <omo; :

S .z -K{dl p () In oo i {0, 41}

ET. Jaynes aemostrol® gque esta 12

T on es Ccompletamente
Tompatliple ron ia definicioen termodainnainl

2 14 entrapia 141a

por i:lausius, de manera Jue!
[*’ aq
(= ) - i3 : II — {o. &2}
T N
L ) G ot Ji 1
an dOnfle la 1ntegraclon se itace 3opre Lni trayecioria raversibie,
asi !a entropia de Glbbs 2§ la enirip.a JIrPrecta <Jompatlble Tan
la termodinamica rtenomenolsglca, ya iuT oA =11 Tuenta totd 3
energia v la presion total y €5 por .. -4inio vatida tanto para

gases como para fases condeénsidas.

v

I AT YT L

B N N S
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La generallzacion de (6.41) para sistemas fuera de equlilbrio es:

;
S (t) = -Kidfr ptI, ty in p(i' t) (0. 43)
G ]
}
donde o't} evoluclona an 2l tiempo  gobernada ror ia
ecuaclon de Llouviile.
51 COMPAramos - ta  =Scuaclen (H.43) con  la ecuacion (6.9) que

define a4 ta =entropia de bshannoen, vemos Jque sSon expresiones muy
parecidas, de necno Si,(t) en un caso particular de :i:a entropia de
shannon, ya Jue ¢§1 3 !a runcion de astripuclon dque aparece
tentro e ida ecuaclaen (e, L= pPedalmos Jue 3atlsraga a1
reguerlmiliento dinamico e ser geopbernada temperaimente por la
ecuaclon de Liouviile, =Zp(t) se reduce a l1a entropia de didbs,

Mostiraremos ahora Jue «depido a JuUe [3a Tunclen Jde 4dlstribuclon
nbedece :1a ecuaclon: de Llouville, s4(t) 1o depende ael tlempo.
fara ello tomando (& aerivada de (n.43) con respecte ap tiempo
optenemos: '

as _(t) [de(lt) |
—8 . k| ———— {1 + In p(T L)) A" (b, 44)
at y dt .

Como pllN,t) satistface la ecuacion d4de Llouviile, se tiene:

de (I, t)
= -iLo(l, ) {b. 45}
dt
introduciendo '(‘6.45) en (65.44) ¥y usando el hnec¢ho de Jue el

operador de Liouville es hermitiano. (o.44) toma ia trol“ma:

ds (t)
—4

dt

-KJ' (-1Lo{l", t)] ([t + In ([ )] ar

(0. 40

]
]
~

p{lC tr} 1Lt + 4n ol typ o oAr

~mmo =21 operador de Liouviile arlizade a una constante €s Cero, v

!
1L {Ine(l, t}} = =———— 1L il )
ptm, by




Por 1lo que (5.46) se reduce a:

as (v}
~48_ . -K

at

di” iLe(l’, t)

——— S

: ldal p({", t) 1L. 1

LSS,

Finalmente 1utlilzando dJgue ail aplicar e}

» operador v
una constante obtenemos in valor nulo, g de Liouville a

tlegamos a:

ASiz i L)
————— Y
(b. 47
at
por (o 1ue la entropia de Glbbs, St 23 <onstants pé,pa todo
riempo, de manera Jque: :

[
S (th'z S (t ) oz [dF ptint ) 1nm p(lh Tt ) (b, db)
G- G o } 0 0

Come yYa hemos. dicho anterliormente, caracterizamos ios
estados de cuasl-equllibrio por la 1ntormaclon mesoscopica
contenlida dentro de ia funciéon de distribucion gp-efd,t), que es
una forma mucho mas detallada gque la normalmente consideradallV
la cual consiste en dar solamente los valores promedlos de las
observables macroscoplcas a cada tiempo, © sea el conjunto ae
valores  {a;(t)l. : ,

veremos como. esta reiacionada la entropia de . aynes con la
antropia «de Glbbs, en e: modelo gque estamos a-ptando para
descriplr La eveluclien temporal de un sistema ruera de
equlllprio. '

Para elio empezaremos por demostrar que la zruncion de
d1stribuclon p(f,t) .gque maximiza la entropla de shannon con
las condiciones (6.6), hace que l1a entropia de sShannon tenga un
MAXIMO AaAbsSoluto. .

Sean  eyt) ¥y patfft) dos runciones de distribuclion
ARBITRARLIAS convenlentemente normallzadas, © sea:

[ {

i (O, t) @af = e (I ty ar - o1 : (6. 49 )
ol ) <

Entonces utilizando el hecho de que In X : .‘1"‘-1" cumpliendose

la 1gua:aaqs sSI Y SOLO S ¥ - 1, se tiene el siguliente:

- Lk MA

I Pt 5 p oI )
o (P t) Ip ~———ar g (U (1 - SE————jal’ = v
j 1 pp (. t) Jj1 Pyt )

donde la 1gualdad se cumpie Si Y 3S0OLO Sl py:pp.
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Como In (X/y): Inx -~ Ilny. el lema (5.50) s& puede reexpresar
2an la forma:

{ i
To.(f’.t! In p (7, v)dl” : io (") 1n e (i tial
o : po 2 T

Hasta 27Ul las 408 tuncliones ae distribucion son
compietamente  arplirarias. Anora selecclonaremos o, Y Py
de tar rorma Jque  pes{ltizpil 2adda  por  io.vaj en
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con las c~uales normaimente se Lhabla de este concepto clave, en
los excejentes trabajos de L. darcia-uvolin 5}?,5,9,11] , lectura
necesaria para cualguler lecrtor interesado en prorundlzar en el
concepto 4de :ntropia.
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