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IN'I'RODUCCION 

Debido a fa gran cOmPleJ?dad de los fenómenos irt'everslbles, 
la  Mecanica Estadistica 9e P-ocesos Irreversibles es actualmente 
una rama de la  ciencia en cionde no existe un punto de vista 
aceptado unanimemente Por los  especial istas del  campo, a 
diferencia de la MeCaniC:l Estadistica de Equi l ibr io ,  en donde el 
tratamiento de G i b b S  es universalmente aceptado. 

Existen diferentes puntos de vista para construir ;a Mácanica 
Estadistica de Procesos i r r eve r s i b l e s  Uentro de 10s dist intos 
modelos. uno que na mostrado la capaciaad de ir  englOhando otras 
teorias. es la teoria  de Kobert Zwanzig. 

Zwanzig presento hace L Y  3110s e l  t r a b a j o  t i tu l ado :  
Statistical Mechanics of lPreVersibi l i tY en la  Universidad de 
colorado En este trabaJO desarrollo su  teoria basada en 10s 
operadores d p  +woyeccion. Uesde su primera presentacion la teorla 
presento una gran versati l idad Y simplicidad. Zwanzig Obtuvo con 
ella la Ecuacion Maestra de Pauli,  englobo la  teoria ahora en 
dCSUS0 de Prrgogine,  recupero los resultados de Van Hove. 
Posteriormente con otras  versiones de la misma teoria encontro 
las ecuaciones generalizadas de FoKKer-PlancK, con ias que se 
pue'de entender el t r a b a J o  de Melvin üreen, sob re  la 
fundamentacion de la  Mecanica Estadistica, se engloba la teoria 
de acoplamiento modo-modo de Kawasaki, se muestra su equivalencia 
con la teoría de Hezime Mori de ecuaciones generalizadas de 
Langevin, etc. Asi, l a  teoria de Zwanzig con el paso del tiempo 
ha demostrado ser lo  Suficientemente robusta como para resist ir  
nuevas modas y teorias. 

s in  embargo, el signif icado f is ico del operador de proyeccion 
no es fac i l  de encontrar, dando la impresion de ser solamente una 
herramienta matemática simple pero a la vez poderosa. 

En este t r aba jo  mostramos como la teoria de Zwanzig, nos 
permite entender desde un punto de Vista tundamental, el trabajo 
c lásico de L a rn s  Onsager .  que  f u e  l a  pr imera  t eo r i a  
mecanico estadist ica  de procesos i r revers ib les .  Esta teor ia  
contiene una gran cantidad de puntos finos. plausibles pero no 
demostrados explícitamente, Siendo uno ae  los mas interesantes ia 
hipotesis de regresion de f luctuaciones,  que  le permitio a 
Onsager pasar de la descripcion de procesos fue ra  de equil ibrio,  
al estudio de Fluctuaciones alrededor de bequilibrio!. Mostramos 
y discutimos ba jo  que conhi!:iones es posible j u s t i r i ca r  esta 
hipotesis, usando la teoria l e  Zwanzig. 

veremos en este t raba j i  como la  l e o r l a  de Zwanzig esta 
relacionada con la  fariúa er que los Ehrenfest explican los 
procesos irreversibles,  m x t r  aliar> que el operador de proyeccion 
de Zwanzig, es la herranienra coil la cual se pueden cuantificar 
las  ideas de Gibbs -@hrrnfest  sobre la entropia tuera de 
equil ibrio.  que es otro be los conceptos basicos dentro de la 
Mecanica Estadistica de & r4icesos Irreversibles. 

Tambiin demostramos que el cperador de proyeccion se puede 
relaci.onar con la  teoria  de Jaynes. en donde se aplican las ideas 
de teoría de informacion de  Siiannon a la Mecanica Estadística. 
Por lo que es posible entender Uentro de la teoria de Zwanzlg, 

J 
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CAPITWAO I 
I N T R O D U C C I O N .  

para d e s c r i b i r  l;i ~voLUCión temporal de Sistemas f u e r a  de 
equi l ibr io ,  dentro  de u.? contexto microscópico, es de  c e n t r a l  
importancia ia  h ipo t es i s  de  Regresion de Fluctuaciones de 
onsager, la cual nos permite pasar del problema de la descripción 
de un sistema fue ra  de equ i l i b r i o ,  a o t r o  problema más sencil lo 
que es el estudio de 15s f luctuaciones a l rededor  del estado de 
e q u i l i b r i o .  

En este  Capitulo se hace una Presentación POCO convencional 
de la Hipótesis de Regresión de Fluctuaciones de Onsager, que 
permite i n f e r i r  fác i lmente la  g ene ra l i z ac i ón  de las i deas  de  
onsager at"$ caso en que las r e l ac i ones  c ons t i t u t i v a s  sean no 
lineales. Efh P a r t i c u l a r  se d i s cu te  la  genera l i zac ión  de la  
hipótesis de Regresión cuando l a s  relaciOneS. f lu j o - fue r za  son 
cuas i l i nea l e s ,  Y se  muestra que  a l  cons ide ra r  que estos  
resultados son vál idos cuando se t i ene  una re lación no-l ineal 
cualesquiera  e n t r e  f l u j o s  Y fue r zas ,  se ob t i ene  el ansatz  
int t -oducido  r e c i en t emen t e  p o r  Hur ley  y Garrod sobre e l  
comportamiento general  de las var iab les  de regresión. 

IDEAS DE BOLTZMANN SOBRE L A  lRREVERSl8lLlDAD 

En esta sección se presentan los pr inc ip ios  baSlCOS de la  
Mecánica Estadís t ica  de Procesos Fuera  de Equi l ibr io ,  los cuales 
estan basados en las ideas de Boltzmann sobre la  i r r e v e r s i b i l i -  
dad, una dlSCUSión mPs detallada de las mismas la puede encontrar 
el l e c t o r .  en la  r e f e r enc ia  (1). 

Empezaremos Por  anal izar  un sistema que se encuentra aislado. 
El estado macroscópico de este  sistema es caracter i zado por  su 
Energia E, su Volumen V, su nümero de moles N, y por un conjunto 
de cantidades extens ivas  que denotaremos por a. Por ejemplo para 
el gas idea l  es te  conjunto corresponde a los nameros de ocupación 
en ?as d i f e r en t e s  celdas del espacio v. 

La descr ipción ant$er ior  del estado de un sistema es una 
ex t ens i ón  n a t u r a l  de la  descr ipc ión  termostát ica.  En la  
termostática la descrZpciC nL completa del Sistema está dada cuando 
se conoce la  r e l ac i ón  iuhdatnental, a s í  en la representación 
entrópica,  e l  sistema es e sc r i t o  cuando se conoce la entropia en 
terminos de l a  enepg 51; volumen V y el nümero de partículas 
N, o sea S = S(E,V,H) CsLá, re lac ión fundamental puede obtenerse 
ya sea por  medio d ltados fcnomenolbgicos, tales como las 
ecuaciones de estadr) t;t a%, energét icas,  etc., o bien a p a r t i r  
de un modelo MICRbSCüPICO :del sistema bajo estudio, postulando 
una re lac ión micro-bac;-oigcbp)ca, t a l  como ei POSTULADO DE GIBES 
que a f i rma  que S + !1(\ Un {R{E,*V,NN>, en d a d e  R denota el Volumen 
f ase  comprendido kntpei l a  : h i p e r s u p e r f i c i e s  de " energ ía  con 
valores e n t r e  E Y h+tie . $  ' I 
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(L. i )  S = k In  W I E , V , N , a )  t cte  

donde W es el volumen fase de la región [ r 1 H(r,V,N) ~ E, 
A(T)  = a I ,  A ( r )  denota la  función f a s e  asociada con la 

- 

! Observable a, de manera que : 

$ 
w ( E , v , N , ~ )  = dr ¿rH(r)-E) d ( A ( r ) - a )  J 1 1 . 2 )  

se conoce tambien de los trabaJos de Boltzmann que existe un 
estado (E,V,N,ü), t a l  que la  extensión f a se  asociada a este 

30 es mucho mayor que la extensión fase asociada a cualquier 
. estado, o sea: 

. W ( E , V , N , ~ I  > >  W I E , V , N , ~ I  ( 1 .  31 

Boltzmann identi f ico Gste  estado part icu lar  con el estado de 
equi l ibr io  termostático, de manera que: 

seq( E , V , N i  . = S(E, V.N,QI  ( 1 . 4 )  

De manera que todo estado (E,V,N,a) con a di ferente de á es 
iaentl f lcado como un estado f u e r a  de equ l l l b r io  para  el sistema 
aislado. 

El punto de v i s ta  de Boltzmann, anter iormente descrito,  
tambicn lmpllca que un sistema aislado en el estado de equll lbrio 
termostát ico  eventualmente a l canza rá  un  estado f u e r a  de 
equi l ibr io ,  dado que  el punto fase  se mueve sobro toda la  
h ipersuper f ic le  H(r)=E, ya que el espacio f ase  es mdtricamente 
transitivo,  y por lo tanto el sistema f l uc tua rá  alrededor del 
estado de equ i l i b r io  termostitico. 

Tambicn es importante hacer notar que cuando el sistema se 
p r epa r a  inicialmente en un estado f u e r a  de equ i l i b r io ,  e l  
sistema tender í  a l  estado de equi l ibr io ,  dado que a este último 
estado le  corresponde el mayor volumen fase. 

i 

-1-2- 



7 

t 

CAMBIO DL ENTROPIA EN UNA FLUCTUACION. 
1 

Se anal i zará  a h ) r a  e-? d2tal le  el cambio de ent rop ia  en un 
sistema añeJado ocas ionado  P o r  una f l u c t u a c i ó n  n a t u r a l ,  
entenderemos por  sistema añeJado un sistema ais lado que se ha  
dejado que re laJe  a l  estado de e q u i l i b r i o  t e rmostá t i co  y 10s 
tiempos en los cuales se está observando a este  sistema son muy 
grandes comparados con sus  tiempos de ralaJación natural. ~e está 
manera, s i  se observa a l  Sistema en un estado d i s t in to  al de 
e q u l i i b r i o  t e rmos t á t i c o ,  P o r  eJempl0 (E,V,N,a), a1 cuál ha  
llegado por medio de una flUCtuaCión, el cambio de entropia será 
dado Por 

0 bien por: 

WiE,  V ,  N, a ) / R ( E ,  V,  N) 
ASIa) - . K  l n  ( 1 .  6 )  

w ( E , Y , N , G ) / Q I E , v , N )  

En donde Q(E,V,N) es el volumen fase  t o ta l  para  un sistema 
aislado, o sea : 

Q ( E , V , N )  z dr 6 ( H ( r , V , N ) - E )  ( 1 . 7 )  I 
Introduciendo la  h ipó tes i s  de igualdad de probabil idades a 

p r i o r i ,  la probabi l idad de que el sistema se encuentre en el 
eatado a, es dada por: 

De manera que el cambio de entropia es: 

I 

Nótese que el - es tado  de e qu i l i b r i o  termostát ico ,  a, es e! 
estado más probable, como se s i gue  de las ecuaciones '1.3) Y 
(1.8). 
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PROCESOS ESTOCASTICOS EN MECANICA ESTADISTICA DE PROCESOS 

I R R E V E R S I B L E S .  

Se verá ahora  la forma en que se introducen los procesos 
e S t O C ~ s t ~ ~ ~ ~  dent ro  de la Mecánica Estadist ica de Procesos Fuera 

La f u n c i ó n  f a s e  A ( r , t )  asoc iada  con la  obs e r vab l e  
macroscópica a, sa t i s face  la  ecuación de movimiento: 

de E ~ U i l i b r l o .  

d A ( r , t )  
i L  A ( r ,  t )  ( 1 .  10)  

d t  . 
I 

en donde i L  denota e l  ope rador  de L i ouv i l l e ,  l a  solución 
formal de esta ecuación es entonces: 

A ( r ,  t )  = e i L t  A ( r , o )  ( 1 .  1 1 )  

En esta ecuación (r,O) denota e l  ' & l o r  i n i c i a l  de l  punto 
fase, es dec i r  los valores in i c i a l e s  de oodas las coordenadas y 
momentos general izados del sistema. La aleatore idad aparece en 
este punto debido a que e l  conocimiento macroscópico del sistema 

i es tan burdo, que no permite t ene r  ana información sobre las 
a condiciones in i c ia i es  del sistema, de manera que l o  mas que se 

puede nacer  es i n t r oduc i r  alguna h ipótes is  probab i l i s t i ca  sobre 
el estado i n i c i a l  del SiStcma, siendo la  más simple de todas 
ellas, la h ipó tes i s  de igualdad de probabi l idades a p r i o r i ,  de 
donde se s i gue  que  e l  Punto  f a s e  i n i c i a l  es una v a r i a b l e  
a leator ia ,  con una funcidn de distr lbución dada por: 

1 

, 

á (H ( r ) -E )  dr  

QiE, V, NI 
Prob (r E ( r , r + d r ) )  : 

De manera que la ecuación : 

de f i n e  un proceso estocást ico ,  deb ido  al  hecho de  que  e l  
punto fase  r es una va r i ab l e  a l ea tor ia ,  caracter i zada por  su 
función de d is t r ibuc ión,  la  cual en e l  caso que e l  sistema sea 
uno añejado, es la  función de d i s t r ibuc ión  microcanónica: 

~ ( H ( ~ , v , N ) - E )  

-1-4- 
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Como la función de distribución microcanónica es una soluc16n 
de la ecuación de Liouville, no depende del tiempo, 

1 implica que el proceso estocástico anter ior  que describe las 
fluctuaciones del sistema alrededor del estad0 de equilibrio, es 
u n ,  proceso estacionario(2),  de manera que la fiinclón de 
distribución pa ra  un solo evento es independlente del tiempo, en 
tanto que la  de dos eventos solo depende de las diferencias entre 
los tiempos, as í :  

I 

1 g i ( a l , t l )  = g i f a i )  ( 1 .  16a) 

I g ~ l a 2 , t z ; a i , t 1 )  g ~ f a z r t 2 - t i ; a i , 0 )  f 1.  16bt 
I 

En general para  descr ib i r  el proceso estocástico es nccesarla 
I toda la j e r a r qu l a  de funciones de distribución. Cln embargo si se 

supone que  este proceso es Marloff iano(2) ,  estará completamente 
descrito por las dos primeras funciones de distribución, o bien, 
por l a  p r imera  funcion de d i s t r i buc idn  y la  densidad de 
probabil idad condicional ~ 

P i a , t  

Cuando el  proceso  

e q  

es tocds t i co  es M a r l o f f i a n o ,  el 
comportamiento de la  densidad de probabi l idad condicional para 
tiempos grandes está dado Pod3':  

Una excelente discusión sobre  la Justificación f ís ica del uso 
de los procesos MarKoffianos en l a  descripción de procesos 
i r revers ib les  se encuentra en el artículo de M. Lax (3). 

-1-5- 
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HIPOTESIS D E  REGRESION DE ONSAGER 1 

,,= conexión e n t r e  la Mecanica F s t ad i s t l c a  de procesos 
y la t e o r i a  de f luctuaciones alrededor del estado I r revers ib les  

ae +qu i l lb r~o ,  f u é  hecha P o r  Onm3er cuando introdujo la llamada 
niPotesis de regres ión de f luctuaciones, que a continuación 

a t e x t  u a 1 men t e(4v5): 

.. 

' Ibe dway of I system fm I given nolyiulibriam i t i t e  
produred by I 1pon1In(oe( flnrtutm okyg O1 IRK IVWlB& Ibe 
empirical Iir for the dera i  from the I ~ H  i ta te  ~ i c f  to 
ec[arlibriau, rhea it bis been produced br I roartnia rbirb u 
thrn inddenly relovtd: 

La h ipótes is  de regres ión Qe Onsager, asegura que en un 
alíeJad0, e l  cual su f r e  una f luctuación que lo lleva a un 
de no e q u i l i b r i o ,  r e g r e sa rá  a l  es todo de e q u i l i b r i o  

en PROMEDIO, las mismas leyes  mar: oscópicas que e l  
Sistema obedece cuando e l  Sistema re laJa a l  e$t¿idO de equilibrio, 
despues de que este  ha s ido  Preparado inicialmente en un estado 
de no. e qu i l i b r i o  Po r  medio de  una const r i cc ión ,  l a  cual es 
removida súbitamente. 

ES importante hacer  no tar  que la  h ipó tes i s  de regres ión,  
asedura que e l  'comportamiento de un sistema macroscópico en su 
evolución hac ia  e l  estado de e q u i l i b r i o  termostAtico, es el mismo 
independientemente de como se haya preparado inic ia lmcntc e l  
Sistema en e l  estado i n i c i a l  de no equ i l i b r i o .  En o t ras  palabras 
el sistema NO GUARDA HEWORIA de como llego a su estado inlc la l  de 
no e q u l i b r l o .  Puesto que s i  llega a este  po r  medio de una 
fluctu&Ción natura l ,  o bien por  medio de un agente externo, su 
e v o l u c i h  al  estado de e q u i l i b r i o  esta en promedio gobernado por 
las mismas ecuaciones macroscópicas. 

La pregunta que surge en este  punto, es:¿Bajo que condiciones 
microscópicas es vá l ida  la h ipótes is  de regres ión de f luc tua -  
ciones de Onsager?. 

La respuesta a esta pregunta, f u d  hecha por P. M a z d 6 )  en un 
lema poco conocido, pero  de g ran  importancia teór ica .  E l  lema de 
Mazur a f i rma que cuando la función de distr ibución inicial, es de 
la  s iguiente forma: 

P (a ,  t l b , ~ )  = P ( a ,  
n-e eq 

( i .  20) 

en donde P (a,t(b,O), deno ta  la  p r o b a b i l i d a d  condic ional  
n-e 

evaluaaa con una función de d i s t r ibuc ión  f a s e  pLr,t), que es 
solución de la  ecuación de L iouv i l l e  con condición in i c ia l  dada 
Por  (1.19), en t a n t o  que  P (a,tlb) es  la  probabi l idad 

Condic ional  e v a l u a d a  con peq(r) ,  la  cu i1  es una soluClón 
estacionaria de la  ecuación de Liouvi l le .  

eq  
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La demostración de que el Lema de Mazur, permite Jus t i f i ca r  
hi?ótesis de regresión, fui hecha por  J. L. del R i ~ - C o r r e a ( ~ ) ,  

encontrandose este trabaJo en el anexo de ar t i cu los  publicados 
que acompaña a esta tesis. En el Capitulo 111, presentaremos l a  
demostración del Lema de Nazur, as i  como su ut i l i zac ión  para  
J u s t i f i c a r  a P a r t l r  de Pr imeros  p r i n c i p i o s  la h i pó t e s i s  de 

vamos aho ra  a c u a n t i f i c a r  la  h i pó t e s i s  de r eg r es i ón ,  
para ello se introducen las Variables de Regresión de Onsager 
(v.R.o.), las cuales descr iben  en promedio fa  regresión del 
S l~ tema a l  estado de e q u i l i b r i o  cuando el sistemz p a r t e  de un 
e s t ado  i n i c i a l  de n o - e q u i l i b r i o ,  al ,cual h a  l l e g a d o  
espontáneamente POR MEDIO DE UNA FLUCTUACION NATURAL. Estas 
variables se de f inen  en l a  s iguiente  f o r m a  @I: 

de Onsager. 

( 1 . 2 1 )  

en donde Q denota el estado i n i c i a l  de no-equilibrio. 

comportamiento de  las  V.R.O. para  tiempos grandes es: 
cuando  se  supone vá l i da  la h ipó t es i s  Marko f f i ana ,  e l  

~ 

L i m a ( t ; b )  : da a g ( a )  I < a > f t .  221 
t - >  Q) i e q  

como se puede v e r  tomando e l  l imite de la  ecuación (1.21) y 
U t i l i z a r  el comportamiento l imi te  de la probabi l idad condicional 
dado por  la ecuación (1.18). 

Por l o  an t e r i o r ,  sT se i d en t i f i c a  e l  va l o r  promedio de la  
var iab le  .a leator la ,  con el v a l o r  más probable,  entonces para 
tiempos grandes las V.R.O. t ienden a los valores de equ i l i b r i o  
termostático,  (los valores más Probables según el punto de v i s ta  
de Boltzmann). 

Cuando e l  s istema evo luc iona del es tado  l I iLCla1 be no- 
equ i l ib r io ,  (a t-O, se encuentra en Q), a l  estado de equ i l i b r i o  
(al cual l lega p a r a  t iempos grandes),  Onsager IRPLICITAW&?TE 
supone que el estado termodinámico del Sistema a l  tiempo t, es 
(E,V,N,a(t;b)), de manera que la entrop ia  del  Sistema a l  tiempo 
t, es según e l  postulado de Boltzmann dada por: 

De manera que e l  cambio de entropia en una fluctuación está 
dada por: 



" . 
I 

En tanto que e l  cambio de entrop ía  en un in t ema lo  de tiempo 
( t , t + d t ) ,  e s :  

b - b  
S I  t + d t  1 - S (  t )  z 

g e q ( a ( t ; b )  1 

y por lo tanto  la de r i vada  de 
tiempo es : 

b 
d S (  t )  ding ( a )  

: I (  

d t  d a  

Definiendo la fue r za  de Onsager 

la ent rop ia  con respecto ai  

d t  
a (  t ;  b )  

por la relación : 

( 1 .  2 7 )  

La producción de ent rop ia  es entonces: 

b 
d S  t t 1 d a ( t ; b )  

d t  d t  
= # ( a ( t ; b ) )  . ( 1 .  2 8 )  

Por o t r o  lado, cuando se Prepara  inic ia lmente a l  Sistema en 
un estado f u e r a  de e qu i l i b r i o  por medios externos, se sabe de la 
termodinimica de procesos iP revers ib l es ,  que la producción de 
entropia esta dada por(*) : 

0 : J . 1  1 .  29)  

A q u í ,  u denota la producción de entrop ia ,  J y X son los 
f lujos y las fuerzas  termodindmicas respectivamente, tambien se 
sabe que para  c e r r a r  e l  conjunto de ecuaciones que describen la 
evo luc ión  tempora l  del sistema desde un punto de v i s t a  
macroscopico, es necesar io  i n t r o d u c i r  las llamadas re lac iones  
cons t i tu t i vas ,  que son re lac iones  fenomenológicas e n t r e  los 
f1uJo.s y las fuerzas .  Es precisamente en estas relaciones donde 
apa r e c en  l o s  c o e f i c i e n t e s  d e  t r a n s p o r t e ,  t a l e s  como 

.- conduct iv idad,  v iscosidad,  d i f u s i ó n ,  etc .  AS1 l as  re lac iones  
const i tut ivas  son en general de la forma: 

J = J ( X J  ( 1 .  30) 

-1-8- 
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~1 caso más Simple es cuando las re laciones const i tut ivas son 
I 

lineales, 0 sea : 
I 

J : L . X  ( 1 .  3 1 )  

I 

1 

donde L es la  matr i z  de coe f i c i en tes  de transporte.  
La h ipó tes i s  de Rrgrts ión de Onsager, permite encontrar  la  

ecuación de movimiento de las var iables de regresión, a p a r t i r  de 
un conocimiento de las r€'laCiOneS const i tu t i vas  macroscópicas, ya 
que según esta h ipótes is ,  las expresiones Para la ProduccLón de 
entropia en una fluctuac ión (ecuación (1.2811, y la  encontrada 

la  TermodinámJ :a I r r e v e r s i b l e  (ecuacibn (i.2g)), deben 
de ser  idént icas.  De marl?ra que e l  f l w o  termodinamico J, se 
I den t i f i ca  con la de r i vada  temporal de las V.R.O., en tanto  que 
l a  f u e r z a  termodinámica X se i d e n t i f i c a  con e l  v e c t o r  4,  
Consecuentemente la  Hipótesis de Regresión implica que se pueden 
hacer las nigulentes ident i f i cac iones  : 

d a ( t ; b )  
J con Y x con 4 ( a ( t ; b ) )  ( 1 . 3 2 )  

d t  

, Por  lo t an to  la evolución temporal de las V.R.O., cuando las 
relaciones Const i tut ivas  son l inea les  está dada por : 

( 1 . 3 3 )  

I 

Nótese que en general  la ecuación (1.33) es no l ineal en las 
var iab les  de represión, aun cuando se ha obtenido de las leyes 
const i tu t i vas  l lneales. Para obtener  ecuaclones l lncales para  las 
V.R.O., es  necesar io  in t roduc i r  una h ipbtes is  adicional que no 
es ta  con ten ida  d e n t r o  de la  h i pó t e s i s  de Onsager. Esta 
información adic ional  consiste en suponer que la  func ión  de 
d i s t r ibuc lbn  de  e q u i l i b r i o  de las  f luc tuac iones  a l rededor  de 
e qu i l i b r i o  es GAUSSIANA, o sea que, 

9eq( a l  : A exp ( -%C- f (O ) : aa l  ( 1 . 3 4 )  

en donde A es una consxante de normalización, y C ( 0 )  denota 
l a  matr iz  de correlaciór- al  tiempo cero. en este  caso el vector 
4 e s t á  dado  po r :  

4 ( a )  = - C - t ( a ) . a  ( 1 . 3 5 )  

Uti l i zando es te  'rcsriltado, jun to  con la ecuación (1.32), se 
obt iene que las  V.K.C. sa t i s f acen  una ecuación de evolución 
lineal : 

( 1 .  3 6 )  
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Donde l a  mat r i z  M esta d e f i n i da  por: 

M : L . C - ' ( O )  ( 1 . 3 7 )  

como veremos en el s iguiente  capítulo,  u t i l i zando  la ecuación 
(1.36), se encuentra la forma que t i ene  la mat r i z  de corre lación 

I dependiente del tiempo, compatible con la h ipó tes i s  de regres ión 
y las  re lac iones  fenomenológicas l inea les .  Po r  o t r o  lado, l as  
ecuaci0iiP.S miCrOSCOPiCaS de movimiento, implican que la matriz de 
correlación Posee c i e r t as  s imetr ias,  a s i  para  que e l  resultado 
que se obt iene  Pa ra  la matr i z  de corre lación usando la hipótesis 
de regresión sea compatible con las ecuaciones microscopLCas de 

I movimiento, la matr i z  de coe f ic ientes  de t ranspor te  L dobe de 
poseer c i e r t as  s imetr ias,  que son  las re laciones de ';:r!f?pia lie 
onsager. 

GENERALIZACION DE L A  HIPOTESIS DE REGRESION A L  CASO NO LINEAL 

r n  Mecánica Estadist ica de Procesos I r r e ve r s ib l e s  uno de los 
1 problemas de i n t e r é s  actual consiste en gene ra l i z a r  las ideas de 

onsage r  a l  caso  no- l inea l ,  o sea cuando  l a s  r e l a c i one s  
const i tu t i vas  e n t r e  f lUJOS Y fuerzas  no son lineales. En esta  
s e c c i ó n  s e  a n a l i z a r á  d e t a l l a d a m e n t e  una d e  e s t a s  
generalizaciones, la propuesta recientemente por  J. Hurley y C. 
~ a r r o d ( ~ ) .  

Para gene ra l i z a r  a l  caso no-lineal las ideas  de Onsager, J. 
Hurley y C. Garrod, hacen una hipótesis sobre  e i  comportamiento 
de las v.R.o., cuyo  s i g n i f i c a d o  f i s x o  no es c laro.  En es ta  
sección, ademas de d i s cu t i r  la general ización anter io r ,  tambien 
se presentará  un argumento simple para  mostrar  la plausibi l idad 
del ansatz de Hurley y Garrod. 

Para encont rar  una Just i f i cac ión  para  el ansatz, supondremos 
que los f luJos y las fue r zas  termodinamicas estan relacionadas en 
una f o r m a  cuas i - l i n ea l ,  de manera q u e  las  r e l a c i one s  
c ons t i t u t i v a s  t i enen  una e s t ruc tu ra  s im i l a r  a l  caso l inea l ,  
en t rando  la  no l i nea l i dad  a l  suponer  que  la  m a t r i z  de 
c o e f i c i e n t e s  de t r a n s p o r t e ,  d epende  de  l a s  f u e r z a s  
termodlnamicas, de manera que las re laciones c ons t i t u t i v a s  se 
pueden expresar en la forma: 

J ( t )  = L ( X ( t ) ) . X ( t )  ( t .  381 

A q u í ,  L , d e g o t a  la  Ma t r i z  Genera l i zada de Transpoi-te 
(U.G.T.), que ya no es una matr i z  constante  como en e l  caso 
lineal, s ino que cornso ya hemos dicho, depende de las fuerzas 
termodinámicas. La ecuación d e  movimiento para  las V.R.O. puede 
obtenerse u t i l i zando  LL hipótes is  de regres ión de Onsager, de 
manera que haciendo las ident i f i cac iones  dadas en la ecuación 
(1.32), se t i e n e :  

d a ( t ; D )  

d t  
= L í + t ( a i ( t ; b l l j  @ ( a ( t ; b l )  ( 1 . 3 9 )  

SI, hacemos l a  conslderación hab i tua l  de que la función de 

1 
-I-! 0- 



I 
de  e q u i l i b r i o  es g a u s s i a n a ,  las f u e r z a s  de Onsager 

están r e l a c i o n a d a s  l i n e a l m e n t e  Con las V.R.O., como podemos ver 
de las e c u a c i o n e s  (1.32) y í1 .35) ,  as í :  

+ ( a ( t ; b ) )  : - C - ' i O ) . a ( t ; b t  ( 1 .  4 0 )  

De manera q u e  la ecuac ión  de movimiento para las fuerzas.  cte 
Onsager es: 

' d  + ( a ( t ; b ) )  ( 1 . 4 1 )  
z - C - 1 ( O ) . L l + ( a ( t ; b ) t j .  4 ( a ( t ; b t t  

d t  

para r e s o l v e r  e s t a  ecuac ión  d i f e r e n c i a l  no l i n e a l ,  ut i l izamos un 
mitodo similar  al de R.L. S t r a t o n o v i c h ( l o ) .  En el Apéndice I ,  s e  
demuestra q u e  usando este método l a  solución de  [1.41), se puede 
e x p r e s a r  de la s i g u i e n t e  manera: 

+ ( a ( t ; b ) )  : Q ( t , @ ( b t ) .  +(b) ( '3.2 I 

Donde la matriz Q e s t a  d e f i n i d a  como : 

t2 a F 

2 !  a @ ( b )  
Q ( t , + ( b ) )  = U + I tU + - + 

( t .  43) 
t3 a~ $ F  d2F 

+ - [ - - .  - + FT. I + . . .  I . A ( @ ( b ) )  
3! a @  a +  d@ d 4  

S i e n d o  U el t e n s o r  u n i t a r i o ,  en t a n t o  q u e  e l  v e c t o r  F 
y el t e n s o r  A e s t a n  d e f i n i d o s  p o r  las s i g u i e n t e s  expresiones :  

F = A( @ ( b ) ) .  + ( b )  ( 1 .  44a) 

A ( + ( b ) )  = -K C - ' ( O ) . L ( + ( b ) )  ( i .  44b) 

La r e l a c i ó n  e n t r e  +(b) y b se o b t i e n e  al  e v a l u a r  la ec.  
(1.40) a t=O, asi :  

+ ( b )  = - C - l ( 0 ) . b  ( 1 .  4 5 )  

De m a n e r a  q u e  la m a t r i z  Q depende  d e  b, a t r a v é s  de  4,  
p o r  l o  q u e  empleareamos la notación:  

Q ( t , + ( b ) )  = Q ( t , b t  ( i . 4 6 )  

S u s t i t u y e n d o  la ecuac ión  (1.421,  en  l a  ecuac ión  de movimiento 
para las v.R.O., s e  o b t i e n e  : 

I 

( 1 .  47)  

-1-11- 
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Donde la  n a t r i z  M(b,t) es ta  d e f i n i d a  como : 

M ( b , t )  I L (U (b , t ) . ID (b ! ) .Q (b , t )  ( I .  4 8 )  

Integrando (1.471, obtenemos que las V.R.O. son dadas por: 

a ( t ; b )  = b + d t ’  M í b , t ’ ) . @ ( b )  11 .49 )  1: 

t o  I’ 
y def ini€ndO la Matr i z  Generalizada de Onsager (X.G.O.), po r  

l a  re lac ión:  

P ( t , b )  = 1 d t ’  M ( b ,  t ’ )  ( i .  50)  

Las Variables de Regresión de Onsager, ,). pueden expresar en 
la forma : 

~ 

a ( t , b )  = b + t P i t ,  b) .  @(b) f l .  5 1 )  

~i resultado an t e r i o r  se ha obtenido bajo las suposiciones de 
que las re laciones const i tu t i vas  son cuasi-l ineales, y ademas que 
la  función de d is t r ibuc ion  de las f luctuac iones  a l r ededor  de 
equ i l i b r i o  es gaussiana. E l  ansatz de Hurley Y Garrod consiste en 
suponer que. la  eXPreSión Pa ra  las Variables de Regresión de  
onsager, dada por  la  re lac ión í1.47), ES VALIDA PARA CUALQUIER 

Finalmente Y con e l  Próposito de que sea clara la comparación 
entre  e l  argumento dado anteriormente y el sugerido por Hurley y 
aarrod, se presentará el argumento de estos autores para llegar a 
l a  ecuac ión ‘(1.51). 

Consideres€ pr imeramente  e l  caso en que  las re lac iones  
const i tut ivas  son lineales. Entonces la  evolucion temporal de las 
V.R.O. es dada po r  (1.33). Consideremos ahora  un pequeño 
in te rva lo  de tiempo íO,t), donde t es un tiempo grande comparado 
con los tiempos microscópicos ta les ccmo el tiempo de col isión r, 
pero es un tiempo Pequefio comparado con tiempos de carac te r  
macroscopico T, de manera que : 

RELACION CONSTITUTIVA NO-LINEAL Y PARA CUALQUIER FUNCION DE 
DISTRIBUCION DE EQUILIBRIO. 

r < <  t < <  T ( í .  5 2 )  

€ ’ i ra  este  in t e r va l o  de tiempo la ecuación (1.331, solo t i ene  
Sent i lo  s i  se l e  i n t e rp r e t a  como una ecuación en diferencias, as i  
esta ecuación toma la forma: 

a 1 t ; b )  - b 
= L . + ( b )  (i.53) 

t 

De donde es inmediato que: 

a ( t ; b )  I b + t L . @ ( b )  I I .  5 4 )  

-1-12- 
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Nótese que esta expresión P a r a  las V.R.O. es v a l i d a  p a r a  

MESOSCOPICOS, de f in idos  Por 12 desigualdad (1.52). 
~1 paso  s i g u i e n t e  es c ons i d e r a r  que  (1.50) se puede 

generalizar para RELACIONES CONSTITUTIVAS NO-LINEALES Y PARA TODO 
TIEMPO, simplemente Considerando que la mat r i z  de coeficientes de 
transporte es en este último caso, una func ión del tiempo y de 
las condiciones in i c ia l es  dadas por  b, de manera que en el  caso 
general l a  mat r i z  L debe de s e r  subs t i t u i da  p o r  la m a t r i z  
g e n e r a l i z a d a  de  Onsager  P ( t , b ) .  

ES precisamente con el argumento an te r i o r  que Hurley y Ga.?rod 
propvsieron que la expresión más general para  las V.P.O. está 
dada por la ecuacion (1.51). 

Aunque el  argumento uti l izado por estos autores es mriy  .;:!nrle 
en apar ienc ia ,  no resulta c la ro  como la no 1inealldLd en las  
relaciones fenOmenOlÓgiCaS es tomado en cuenta a l  hacer’ deperider 
del estado i n i c i a l  a la mat r i z  de coe f ic ientes  de transpor.r!-., y 
por ’ consiguiente dadas unas re laciones const i tut ivas  no l i r .  :ales, 
no podemos decir en que forma se construye la matriz generalfzada 
de coe f ic ientes  de transporte.  
Por o t r a  p a r t e  nuestro argumento para  l legar a (1.51), toma en 

cuenta desde el P r i n c i p i o  que  l a s  re lac iones  c o n s t i t u t i v a s  
pertenecen a una clase pa r t i cu l a r  de ecuaciones no lineales, que 
son de la f o r m a ’  dada por  (1.38), Y mostramos claramente como 
estas re laciones nos l levan a una ecuación d i f e r enc ia l  no-lineal 
para las fue r zas  de Onsager, siendo a p a r t i r  de l a  solución de 
esta ecuacion que se llega a l a  re lac ión (1.51): es c laro que l a  
d i f i cu l t ad  que se encontrará en el caso general para encontrar la 
ma t r i z  g ene ra l i z ada  de Onsager, s e r á  el poder  r e s o l v e r  l a  
ecuación d l i e r enc i a l  que sat is facen las  f u e r z a s  de Onsager. 

En e l  s i gu i en t e  Capitulo,  se  most raran  algunas de las  
propiedades  que debe poseer  l a  m a t r i z  P, pa ra  que  sea 
compatible con las s imetr ias de las ecuaciones microscópicas de 
movimiento, las cuales constituyen la general ización del teorema 
de rec iproc idad de Onsager. 

R ~ ~ ~ ~ I O N E S  CONSTITUTIVAS LINEALES Y PARA UNA ESCALA DE TIEMPOS 
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Con Objeto de e i c o n t r a r  la solución de (1.41), empezaremos 
I 

por  cons iderar  la  ecuacign: 

1 

que t iene  como condición in i c ia l :  1 

Claramente, el vector  de f in ido  como: 

(A. 3 )  H(t) 2 x(t) - X o  

sat is face  la  ecuación d i f e r e n c i a l :  . .  
. 1 :  

\ 
I 

'Desarrol lando e l  lado derecho de est& ecuación alrededor de 
XO, se obt i ene :  

d H(tl dF(XoJ ai F 
= E ( FfXo) + .H(tI + K :H(t)H(t) + 1 

d t  d x  ax dx I A . ~ )  

Proponemos la  solución en Serie de potencias de E: 

H ( t )  = E Hi(t) t € 2  H2(t) + E 3  H3(t) t . . .  ( A . 6 )  

Sust i tuyendo ( A . 6 )  en (A.5) ,  e igualando los términos de la  
misma potencia en E, obtenemos: 

(A. 7b) 
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La solución de e s t a s  4cUaclones es  dada p o r  las s i g u i e n t e s  

e x p r e s i o n e s :  
I 

Hilt) 2 ít-to) FíXo) ( A .  8 a )  

!, 

1 diF(x ) 

+ -O : F(x ) F(x ) 
o (A. 8Cl ax dx O 

Por lo q u e  s iguiendo e s t e  procedimiento es  pos ib le  e n c o n t r a r  
la solución de  la ecuac ión  (A.4) a c u a l q u i e r  o r d e n  deseado en E.  
para aplicar e s t e  método a la colucion de (1.41), cons ideraremos  

\ '  el caso p a r t i c u l a r  e n  q u e  la forma de F(x) es: ' 

F(x) : A(x).x (A. 9 )  
t. j 

en donde A es un  t e n s o r  de  segundo orden.  La razón  de e s t a  
selección e s  q u e  l levando a cabo  las s i g u i e n t e s  i d e n t i f i c a c i o n e s :  

x(t) 2 Q>la(t;bl) (A. ioa) 

A(X(t)) E - K C-'(O).L(x(f)) (A. iOb) 

la ecuac ión  (A.l), se r e d u c e  o la ecuac ión  para las f u e r z a s  de 
onsager dada por (1 .41) .  

de  m a n e r a  q u e  u t i l i z a n d o  las e c u a c i o n e s  (A.6), íA.8) y í A . 9 ) ,  
una simple s u s t i t u c i ó n  nos l l eva  a que la solución de la ecuación 
( A . l ) ,  con  F(X) dada p o r  ( A . 9 ) ,  e s t á  dada POP: 

diF(X ) 
FTlx I .  -.A(X 1 3  + 

o dx d x  O 

+ .  . . (A. 42)  



Tomando  e l  L f m i t e  de (A.12) cuando E -> i y c o n s i d e r a n d o  tú,O 
se e n c u e n t r a  l a  matriz Q, dadi  Por  la e c u a c i ó n  (1.43), con 1 0  
que se o b t i e n e  l a  s o l u c i ó n  de la e c u a c i ó n  (1.41). 

R E F E R E N C I A S  

,,- G. E. UhlenbecK and G. W .  F o r d  . Lectures  in Stat ist ics !  

Lectures  in Applied Mathemat ics .  vol. I. American 
Mathemat ica l  S o c i e t y .  1963. 

2 . -  M. C. Wang and G .  .E. Uhlenbeck, Revs. Modern PhyS. 17, 323, 

3.- H.  ax, Revs. Modern Phys. z, NO. t, 2 5 ,  ( 1 9 6 0 ) .  

(1945). 

.,,- L. Onsager, PhYs. Rev. - 3 7 ,  405,  (1931); 33, 2265, (1931). 

5,- ~a c i ta  mencionada aparece en L. Onsager and s. Machiup, 
phys .  Rev. 0, NO. 6 ,  1505, (1953). 

6.-  p. Bazur, in Fundamental Problems in S t a t i s t i c a l  Becnanics. 
E, G.  D. Cohen, Ed., page 203.  Nor th  Holland Publishing Company, 
1962. 

7.- J.L. del Rio-Correa, Journal  s t a t i s t i c a i  Phys ics ,  voi. 34,  
N O S .  i/2, 1984. 

8.- s. R. de Groot  and P .  M a Z U P ,  Non-equilibrium Thermodynamics, 
North Holland Publishing Company. 1969. 

9.- J. HUrley Y C. Garrod, P w s .  Rev.  L e t t .  g, 1575, (1982). 

10.- R. L .  Stratonovich,  ToDtCs in the theory o f  random noise. 
vol .  I, Cap. 4 ,  Sec. 8 ,  Gordon and Breach, 1963. 

-1-16- 



C A P I T U L O  1 1  

E: teorema de r e c i P r o c i dad  de  onsager ,  asegura que l a  
manlfestacion MACROSCOPICA de que un sistema de  muchos cuerpos 

l a  ecuacion de L i o u v i l l e  en e l  caso ciasico, o La 
ecuaclon de Von NeUmman en el Caso cuántico, es que la matr iz  ;Le 

de  t r a n s p o r t e  posee c i e r t a s  simetrias,(p.e. tin el 
caso más simple que l a  matr i z  L sea simétrica). Esta s imetr ia  
de L NO puede  e x p l i c a r s e  a p a r t i r  de ningund t e o r i a  
MACROSCOPICA, como lo es la Termodinamica I r r eVe rS ib l i ,  pur ir: 
que den t r o  de  un contexto  macroscopico las  re iaciunes 
reciprocidad de Onsager se introducen como un postulaao. 

onsager(1i2) demostro en un P a r  de a r t i cu l os  que le va l ieron 
posteriormente el Premio Nobel, que  l a  i n v a r i a n c i a  an t e  una 
invers,ion temporal de las ecuaciones microscopicas de IP :$vimiento 
(clásicas o cuánticas)  impl ican que  L no es a r b i t r a p i a ,  sLno 
que es una ma t r i z  simbtrica. Posteriormente ~ a s i m i r ( 3 )  general izo 
10s resultados de Onsager pa ra  e l  caso en que las funciones fase  
asociadas 'con las observables macroscopicas ten ian una sirnetria 
d is t inta  an t e  inve r s i on  temporal. Es por  está razon que las 
propiedades de s i m e t r i a  de l a  m a t r i z  de coe f i c i en t es  de 
transporte son conocidas en l a  l i t e r a t u r a  como las relaciones de 
rec iprocidad de Onsager-Casimir. 

En la pr imera p a r t e  del capi tu lo  nuestro  Objetivo primordial 
sera deducir  las relaciones de Vnsager-Casimir y presentar  su 
generaiizacion pa ra  casos no lineales. Pa ra  el lo llevamos a cabo 
primero un anál is is  microscopic0 de la ma t r i z  de corre iac ion,  
despues se hace un anál is is  semifenomenológico de e s ta  misma 
cantidad y f inalmente, por medio de un proceso de hibridizacion, 
se obtienen las . relaciones de rec iproc idad de Onsager-Casimir. 

A continuación se presenta un breve resumen de los pasos que 
se darán en cada uno de 10s análisis antes mencionados. 

1) Aná l i s i s  Microscópico. 
Se anal izan las  Simetrias de las ecuaciones de movimiento 

microscopicas, suponiendo que e l  sistema bajo estudio es clásico. 
A p a r t i r  de el las se obtienen las relaciones de s imetr ia  que 
posee la mat r i z  de correlacion, se encuentra la relacion en t r e  
las var iab les  de regres ión de onsager y l a  matr iz  de correlacion. 
Los resultados obtenidos en este anal is is  son generales, puesto 
que pa ra  encon t ra r l o s  solamente se invocan propiedades de 
sirnetria vál idas t an to  en el caso clásico como cuántico. 

11) Aná l i s i s  Semif enomenológico. 
Se ob t i ene  l a  m a t r i z  de  co r r e i ac i on  p o r  medio de una 

argurnentacion semifenomenologica que involucra: 
a)  La Hipotesis  de Regresion de Fluctuaciones. 
b) La s  r e l a c i o n e s  l i n e a l e s  e n t r e  f l U J O S  y f u e r z a s  

termodinamicas. 
c) La func ion de d fs tr ibuc ion de las f luctuaciones alrededor 

Uei estado de equ i l i b r i o ,  la cuál se supone que es una gaussiana. 



111) Hib r i d i z a c i on .  
Las re laciones de rec iproc idad  de Onsager se encuentran al 

l l evar  a cabo un proceso de hibr idizacion,  ya que se exlee 9ue 
matr iz  de correlaC:.on que se Obtiene del enfoque fenomenoióelc,, 
posea las s imetr ias  debidas a la  invar ianc ia  de las ecuaciones 

microscopicas an te  una invers ion  temporal. 
QespUeS analizaremos la  manera en que ias ideas de Onsager se 

general izan, cuando las  re laciones const i tu t i vas  e n t r e  los f i l lJos 
y las fuerzas  t.ermodinamicas son no-lineales. 

En la segunda p a r t e  del caprtu io  se nace  un ana l i s i s  
cuidadoso de los procesos marKof f ianos,  siguiendo el  punto de 
Vista de ~ t r a t o n o v i c h ( 4 )  para  c ias i t i car ios ,  ri iscutienao ei  caso 
par t i cu lar  de los procesos MarKof f ianos Lineales (o Gaussianos), 
en donde adoptamos un Punto de v i s t a  muy cercano a i  ae  Melvin 
~ a x ( 5 )  para  conectar con la  teOriii convencional de Onsager. 

Finalmente se demuestra que en el caso en que el  proceso 
eStocaStiCO que  c a r a c t e r i z a  las f iuctuaciones a l r eaedor  riel 
estado de equ i l i b r i o ,  sea  LINEAL(^'. ia matr i z  genera l i zada cie 
Onsager introducida Po r  H u r l e Y  Y iiarrOd(7), 2s': a completamente 
determinada por  l a  mat r i z  de corre iacion,  indejwndientemente que 
el  proceso sea o no MarKOffianO. 

E l  contenido de este  capi tu lo  es una vers ion extenaiaa del 
a r t i cu lo  dado en la  r e f e r enc i a  (8 ) ,  t i tulado:  
11 F.urther genera l i zat ion o f  t h e  Onsager rec iproc i ty  theorem I' 

L.S. Garcia-Colin and J.L. del Río-Correa 
physical  Review A, vol. 30, Number 6, page 3314, December iy04 

que se anexa en el apcndice de ar t i cu los  que avalan la pres'ente 
tesis. 
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A N A L I S I S  M I C R O S C O P I C O .  

Las propiedades de Simetr la de la matr i z  Ge corre lación,  son 
una de la  Slmetr ia de las  ecuaciones de movimientci 
m i c r o s ~ ~ p i c a s  p a r a  l a s  f unc i ones  f a s e  y l a  tunc i on  . de 
d lS t r l ~uc i on .  Pa ra  encon t r a r  las  s ime t r i as  microscopicas s e  
LntrOd.~cen 10s Operadores de evo luc ión e i n v e r s i o n  temporal ,  
supon~endo Por  SlmPllcidad que el Hamiltonian0 del sistema es 
Lnvar iante  ante  una invers ion temporal. 

LOS OPERADORES DE tVULllClON I INVERSION TEMPORAL 

La evolucion temporal .  de un sistema ciasico, esta gobernada 
por las ecuaciones de Hamilton: 

,- : i' I, 
'*W. 

12.  1 J  

I" 
AqUL,  f denota el conJunto de coordenadas Y momentos 

generalizados del SiS*ema, 0 sea fiíq,p), en tanto  que iL es e l  
operador de L iouv i l l e  de f in ido  por: 

i L ( f )  : LHff ) ,  I ( 2 . 1 )  

siendo IA,W el Parentes is  de Poisson de las funciones A(r)  y 
B(r). La solucion formal de las ecuaciones de Hamilton esta dada 
por: 

rt : firo, t )  = e 1Lt ro ( 2 . 3 )  

siendo ro el va lo r  de las coordenadas y momentos a l  t iempo 
t:o. Def iniendo el operador de evolucion temporal como: 

T t  = exp [ i L ( l ' o j t J  ( 2 . 4 )  

La ecuación (2.3) toma la s i gu iente  forma: 

rt : r(ro, t i  : Tt  r0 ( 2 . 5 )  

A p a r t i r  de ia de f in i c ion  del  operador de evoiucion temporal, 

T t l t t 2  = T t i T t 2  = T t 2 T t l  ( 2 .  b a )  

es inmediato obtener  ias s iguientes propiedades, a saber, 

I T t ) - '  : T - t  ( 2 .  bb) 

Denotemos por  A(t) m a  funcion f ase  que depende del tiempo 

A í t J  = A t f t )  : A í I . í f q j , t J '  (2.7) 

- 
Solo a t r a v e s  de las  soordenadas y momentos generalizados. A S i ,  
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( 2 . 9 )  

es ~o luc ion de las ecuaciOneS de Hamiiton, tambien es solution de 
ellas: 

( 2 . 1 1 )  

Definimos anor? el operador H en la forma siguiente: 

R A ( q , P )  : A ( %  -PI (2'. 11)  

Usando esta definición se sigue que la invar iancia  de las 
ecuaciones de Hamilton, ante inversion temporal implica que si I- 
es solución, entonces tambien lo es nr, de manera que: 

La solución de ia ec(2.13) es obviamente: 

~ r ~ = e x ~ [ i ~ ( ~ r O ) t i  RrO ( 2 . 1 4 )  

S i  el Hamiltonian0 es invar iante  ante inversion temporal. 
entonces: 
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I 
Uti l izando es te  resultado en la ecuacion (2.14), obteneti~os: 

1 R r t  = exp[ -iL ( 1-0 I t  1 RTg ( 2 . 1 7 )  

Combinando el res i - l tadc a n t e r i o r  con las ecuaciones (2.4) y 
( ~ , 5 ) ,  se l l ega  a: 

I 

R T t  1'0 : T. t R To ( 2 .  1 8 )  

De manera que: 

' R T t  : T - t  R 1.2. t Y I  

ü t r a  p r op i edad  de ios ope radores  U Y Tt - : i ?  ,?11,:2.e~itra 
uti l izando la ecuacion de Liouvi i ie :  

cuya solucion es: 

P ( r t t  : P (T t  T o )  

2 T - t  p í  í'y ) (L. 21 1 

Aplicando el operador H a la solucion de la .ecuación de 

Combinando es t e  resultado con  ( ? . ¿ 1 1 ,  se t i ene  que: 

RT-t  p ( T o j  T T t R  Pl l - o l  ( 1 . L J l  

De este resul tado vemos q3.e las operadores de evolucion temporal 
y de i nve r s i on  sat is facen ir& re lac ion :  

R T - t  :Tt it ( 2 . 1 4 )  

La ecuación (2.24) ,tambi<~n puede obtenerse, a l  premultiplicar 
y pos tmu l t i p l i ca r  p o r  N la ecuacion (2.19), y u t i l i z a r  la 
propiedad que Ri)=l. 
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- , . . .  , 

I I 

t 3 

PküPIEDADES DE INVARlANClA DE L A  bOLUClON E S T A Q O N A H I ~  

De la e c u a c i o n  de Liouvi l le  es inmediato que  si  la funclon de 
d l s t r i b u c i o n  depende de  las v a r i a b l e s  f a s e ,  solo a t r a v e s  del 
Hamii tonlano,  e n t o n c e s  e l  p a r e n t e s i s  de  Poisson  de  p ( r )  con 
e l  ~ a m i i t o n i a n o  se a n u l a ,  P o r  l o  q u e  p-piH(r) )  e s  u n a  
s ~ l u c i o n  e s t a c i o n a r i a  de la ecuac ion  de L i o u v i l l e .  Usualmente 

s e  l d e n t i i i c a  con la func ion  de  d i s t r i b u c i o n  de  e q u i l i b r i o ,  

Peqbomo e l  o p e r a d o r  de  LiOUVille ap l i cado  2, l a  c i i s t r i b u c i o n  BE. 
e s  c e r o ,  o s e a  i L P e q = O ,  la r u n c i o n  de d i s t r i b u c i o n  

de e q u i l i b r i o  e s  rin i n v a r i a n t e  temporai, o sea que: 

@E L A  tOUALlÜN @t LIVUVILLE. 

T t  Peq(l ' )  Peq(l') ( 2 .  25) 

','uando e l  Hamiltonrano es  i n v a r i a n t e  a n t e  u n a  i n v e r s i o n  
t e m l > o r a l ,  e n t o n c e s  la f u n c i o n  de d i s t r i b u c i o n  de  e q u i l i b r i o ,  
tambien e s  i n v a r i a n t e  ante dicha invers ion  temporal, ya que: 

R P e q i T )  : R p ( H ( T ) )  

= P ( H ~ R I ' )  

= Peq(I.) 

Es i n m e d i a t o  q u e  d e b i d o  
e s t a c i o n a r i a ,  es t a m b i é n  i n v a r i a n  
or igen  de l  t iempo,  de manera que: 

P e q I T t )  = P e q l T t + T )  

, a q u e  Peq e s  s o l u c i o n  
e a n t e  un c o r r i m i e n t o  en el 

con T a r b i t r a r i o .  En p a r t i c u l a r  s i  escogemos T = -t  s e  t iene:  

RELACIONES DE SlMETRlA PARA L A  F-UNClON DE COHRELACION 

Mostraremos  a h o r a  q u e  la i n v a r i a n c i a  de las e c u a c i o n e s  
microscopicas  a n t e  un  c o r r i m i e n t o  en e l  o r i g e n  de l  t iempo e 
i n v e r s i o n  temporal ,  se r e f l e j a n  rnacroscopicamente a t r a v e s  ' l e  
propiedades de  s i m e t r i a  para la runc ion  de correiac ion.  

,a func ion  de corre lac lon  e n t r e  ,dos tunclones  t a s e  Al y AJ se 
d e f i n e  p o r :  

P 



. 

I Como consecuencia de l a  i n v a r i a n c i a  de las ecuaclones de  
Hamilton ante  Un co!*rlmiento en e l  or igen del tiempo, l a  mat r i z  
de corre lacion sat is face  : 

C l J ( t 1  C j i ( - f  ) ( 2 .  2 9 )  

propiedad de s imetr ia  es demostrada a continuacion. r c r  el 
teorema de L iOUV i l l e ,  se sabe que: 

aro : d r t ,  (2 .  30) 

en tanto  que pur (2 .5)  se t i ene  que, 

To = ' T - t  1-t ( c .  :it ) 

Uti l izando (¿.30) Y (¿.31) en la de i in i c i on  de la m a t r i z  ue 
coprelacion, dada Por la ecuacion (2.281, se cbtiene: 

como peq(r) es 
or igen del tiempo, 
i n v a r i a n c i a :  

i n v a r i a n t e  a n t e  un c o r r im i en t o  en el 
se 

Usando l a  ecuacion 
s iguiente forma, 

t i e n e  de la  ec. (2.21) y de esta  

( 2 . 3 3 )  

(2.33) se  t i e n e .  que  (2.32) toma l a  

Haciendo r'=rt, l a  función de corre lacion toma la forma: 

( 2 . 3 5 )  
r 

De aqu í  se sigue inmediatamente la ecuacion (2.29),  la Cual 
se puede expresar  en In s iguiente  forma matricial: 

C( t )  : CT( - t )  ( 2 . 3 6 )  
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Investigaremos ahora  la s ime t r í a  que presenta la matr i z  de 
,,rreiacion, deb ida  a la  i n v a r i a n c i a  de las  ecuaciones de 
Hamil ton ante  invers ion  temporúi. 

Ante inve r s i on  temporal el elemento de volumen en el espacio 
fase, cambia de acuerdo a la relacion 

( 2 . 3 7 )  

La segunda igualdad se Slgue del hecho de que el Jacobian0 de 
transformacron asociada a la invers ion  temporal es igual a la 

unidad, en tanto  que la última igualdad es una consecuencia del 
teorema de L iouv i l l e .  

como e l  operador  R sa t i s f a c e  la  prop iedad  de que ~ 2 ~ 1 ,  
entonces: 

Ai(ft) Al(R2rt) A,iR(HTt)) = RAitRTt) (2. 5 6 )  

Genotando por  E l  l a  par idad de Ai ante invers ion,de manera 
que E, es +i cuando Al es Par  en los momroitos generalizados, y El 
es -1 cuando Ai es fUnCiOn impar de los momentos generalizados se 
tiene RAi(r)=tlAl(r), de manera que (¿.3(1) toma la forma: 

Al f rt 

Uti l izando (2.19) 

IR Tt 

Por IO  que: 

To : ( H  Ttj2 ro RTf RTt To z RTt RI’t (2. 41 1 

lie manera que las funciones fase  se pueden expresar en ia  
forma: 

( 2 .  4 2 )  

Usando las  ecuaciones ( 2 . 3 7 ) ,  ( 2 . 2 6 ) ,  (2.39) y (2.42), d e n t r o  
de l a  d e f i n i c i ó n  de  la  func i on  de cor re lac ion  dada po r  l a  
ecuacion ( 2 . 2 6 ) ,  obtenemos f ina lmente  que ,  

6. r 

t 2. 4 3 )  
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i Haciendo el cambio de v a r i ab l e  r'=Rrt, l a  ecuación a n t e r i o r  
toma ia forma: 

De manera que la invar ianc ia  de las ecuaciones de movimienta 
ante inve r s i on  temporal, implica que l a  funcion de correlación 
s a t i s + a c e :  

C l J ( t )  ' t l  k J  L ' J i ( f )  ( L .  4 5 )  

Definiendo la matriz t como aquella c u y o s  elementos estan 
dados por: 

( t ) l J  = € 1  d l J ,  ( 2 . 4 0 1  

la ecuacion (2.45), toma la s iguiente  torma: 

C( t )  : C . C T (  t l . €  ( 2 . 4 7 )  

AS1 se h a  mostrado que la i n va r i anc i a  ante  un corr imiento  
temporal implica que l a  mat r i z  de corre lación posee la simetria: 

C( t J  : CT(  - t )  (2 .36)  

en t an to  que l a  i n va r i anc i a  an t e  inve r s i on  temporal implica 
que: 

C( t J  : C . & ' (  t 1 . t  ( 2 . 4 7 )  
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L A  FUNCION DE CORHELACION Y LAS VARIABLES UE HEGRESION 

En esta secc ion  se e s t u d i a  .a r e l a c i o n  e i i t r e  ia m a t r i z  de 
c o r r e l a c i ó n  y las o b s e r v a b l e s  m a c r o s c o p i c a s  d e l  s i s t e m a , .  e n  
p a r t i c u l a r ,  con las Lariables de  r e g r e s i o n  de  Onsager, ya que tal 
r e l a c i o n  e s  c e n t r a l  para la deduccion del teorema de r e c i p r o c i a a a  
de Onsager.  

Expresaremos a h o r a  la m a t r i z  de  c o r r e l a c i o n  en terminos  c e 
las  v a r i a b l e s  de Regresion de wnsager;  para e l lo  u t i i i z a r e m b s  
la  s i g u i e n t e  i d e n t i d a d :  

Usando e s t a  ecuac ion  en la e x p r e s i o n  l¿.¿6), l a  funcion de 
c o r r e l a c i o n  puede reescr ibirse  'como: 

f Idr P (rot A (r I A (r I o eq  I t  J ü  J 

Uti l izando el h e c h o  de que:  

eq(a. t ; b , O )  = [dY p ( I '  ) d ( A ( I '  ) - a i d ( A ( l '  ) - b i ,  
O 12.501 O eq  v t gL J 

asi  como la d e f i n i c i o n  de la dens idad de probabi l idad condicional 
dada por: 

( 2 . 5 1  I 

y usando e s t a s  e x p r e s i o n e s  en la ecuacion (2 .49~  s e  t i e n e  w e :  

r 

.- Recordando q u e  las v a r i a b l e s  cie r e g r e s i o n  de onsager  os tan  
d e f i n i d a s  como: 
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ver de las  ecuaciones (2.52) y (2.531, que la funcian de . 
correlation toma l a  s iguiente  torma: 

r 
c ( t )  : / d b  a ( t ; b )  b g ( b ) ,  ( 2 .  54a)  

1J J 1 J eq 

o bien en notacion matr ic ia i :  

C ( t l  : [ ú b  a ( t ; b , )  b 9 ( b J  ( 2 .  5 4 b  1 
J eq 

Esta última ecuacion muestra la forma como esta11 i-(~izi.:~~~lac:cls 
la m a t r i z  de  co r r e l ac i on  con las  va r i ab l e s  de r e g r e s i on  a e  
Onsager. 

A N A L I b I S  SEMIFENOMENÜLUbIicU.  

Nuestro s iguiente  paso sera  obtener la matr i z  de corre lacion 

i) La hipótesis de regres ión de fluctuaciones, la cual a f i rma  
que en un sistema anejado, las f luctuaciones se comportan en 
promedio siguiendo. las le yes fenomenologicas. 
ii) Las reiacAones c o n s t i t u t i v a s  l inea les  e n t r e  f l u j o s  y 
f u e r z a s  termodinámicas. 
iii) La  func i on  de d i s t r i b u c i o n  de l a s  f luctuac iones  
a l rededor  del estado de equ i l i b r i o  es una UAUSSIANA. De hecho 
Onsager supone que el proceso estocast ico asociado a las  
f luc tuac i ones  a l r ed edo r  del estado de  e q u i l i b r i o  es  un 
proceso MarKof f iano y Gaussiano(9). 

en una manera semifenomenologica compatible con: 

AI u t i l i z a r  l as  h ipótes is  i~ y i i ~  como ya se ha explicado en 
el cap i tu lo  1 ,  Onsager demostro que las var iables de regresión en 
una escala mesoscopica de tiempo son dadas por: 

a ( t : b )  = b + t L . @ ( D I  ( 2 .  5 5 a l  

e introduciendo iii) l a  cual implica que O(b) esta  dada po r  
(1.35), se t i ene  que las va r i ab l e s  de regresion de unsager son: 

a ( t : b )  z b - t M . b  ( 2 .  5 5 b l  

con l a  m a t r i z  M':L.C-l(0), como puede v e r s e  en la ecuacion 
(1.37). 

Mult ipl icando esta expresion por  b y tomando el  promedio con 
la func i ón  de rlistr 'bucion de equ i l&br ro ,  obtenemos que la 
funcion de correlacion. esta dada por: 

C ( t )  : < b ( t ; b ) b >  : c ü ü >  - t M . < b b >  ( 2 . 5 b a l  

= ( U  - t M l . L ' ( O )  ( 2 .  5 b b l  

-11-it- 



(2 .  57) 

Mostraremos ahora que a l  P e d i r  que la expresion semifenome- 
noiogica para  la  matr i z  de corre lac ion,  s a t i s t a ga  l a  sirnetria 
,mpllcada por  el hecho de que  las ecuaciones de Hamilton son 
lnvarlantes ante inversion temporal, se obtiene la simetria de ia 
matriz de C O e f l C i e n t e S  de t ranspor te ,  conocida en la  l i t e r a tu ra  
c ~ m ~  las RELACIONES DE RECIPROCIDAD UE UNSAUER-CASIMIH. 

s u s t i t u y e n d o  l a  ecuac ion (2.56) en l a  ecuacion (2.47), 
obtenemos: 

(U-tM).C(O) : t.tCT(0).( U-tM')l.E 
( 2 .  581 

Ademas evaluando (2.47) pa ra  t:V se tiene que: 

C ( 0 )  : e . C T ( O 1 . t  ( 2 . 5 9 )  

M. C( O ) : € . CT( O ) . MT . t ( 2 . W )  

De aqu i  las ecs. (2.58) y (2.59) implican que: 

Recordando que la  matr i z  M esta d e f i n i da  como: 

M : L . C - ' ( O )  í 2.61) 

Y ut l l rzando 12.611 en (2.601, obtenemos que  la  matr i z  de 
:oeficirates de  t ranspor te  posee la s i gu iente  sirnetria: 

L : € . L T . €  ( 2 . 62 )  

La ecuacion (2.62) r epresenta  las l lamadas RELACIONES DE 
RECIPROCIDAD DE ONSAGER-CASIMIR. 

De manera que  e l  teorema de unsager asegura que  la  
lnvar iancia de las ecuaciones microscopicas de movimiento ante  
inversion temporal, se ref leja MACXoYCOPICAMENTE en la simetria 
de la matriz de coeficientes de t ranspor t e  dada por  la  ecuación 
(2.62). 
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I Nótese que, pa ra  que  el teorema de Onsager sea vál ido en l a  
forma antes enunciada se deben de s a t i s f a c e r  las hipotesis I) ,  

I ii) y 111) enunciadas anter iormente.  

bENERALIZACION DEL TEOREMA DE HECIPROC'IDAL, Ut: UNSAGER. 

La general izacion del teorema de Onsager a casos no lineales, 
consiste en r e l a j a r  l a  h i p o t e s i s  ii), que nos r e s t r i n g e  a 
relaciones COnStitUtiVaS 1int;aleS. Ahora  supondremos que las  
relaciones e n t r e  los f l U J O i  Y las f u e r z a s  son de ia torma: 

I 

J = L I X 1 . X  I I L .  b 3 l  

1 en donde l a  
func ión de  
const i tut ivas  
implica que  
an te r i o r i dad ,  

ma t r i z  de coef ic ientes de t ransporte  es ahor-a una 
l as  f u e r z a s  t trmodinamicas.  con ias re lac iones  
an te r i o r es ,  la h ipotes is  de regresion d e  Onsager, 
l as  v a r i a b l e s  de r eg r es i on ,  como ya vimos con 
son de la forma: 

a ( t ; b )  : b t tP(b,  t ) . + t ( b )  ( L .  0 4 )  

en donde P ( t ,b )  es l a  m a t r i z  g e n e r a l i z a d a  de Onsager,  
W b )  es la  f u e r z a  de Onsager.  

. Es. importante r e c o rda r  que la expresion ' a n t e r i o r  para ias  
v a r i a b l e s  de r e g r e s i on ,  se  ob tuvo  p a r a  e l  caso en que las  
relaciones cons t i tu t i vas  son cuasi-l ineales y cuando e l  proceso 
e s t o cá s t i c o  q u e  d e s c r i b e  l a s  f l u c t u a c i o n e s  a l r e d e d o r  de 
equ i l i b r i o ,  es un proceso HarKo f f i ano  y Gaussiano. 

El  ansatz 'de Hurley y Garrod (H-G) consiste en suponer que la 
ecuación (2.64) es vá l ida  para  cualquier  re lación const i tut iva  y 
cuando lass f luctuaciones no necesariamente son descritas por un 
proceso MarKof f i a n o  Gaussiano. 

En los d i f e r e n t e s  casos t ra tados  por  estos autores solamente 
se considera la general ización cuando las relaciones en t r e  los 
f l u j o s  y l a s  f u e r z a s  termodinámicas son no Iineales(lO*l1~12) 
considerando impircitamente que las f luctuac iones  obedecen un 
proceso MarKof f iano y Gaussiano, s i n  embargo L.S. Garcia-Colin y 
J.L. del ' Río-Correa, demostraron que se sa t i s f ace  la hipotesis  de 
U-ti, p a r a  p rocesos  no-marKot* ianos  I ineales (b) ,  e s t o  s e r a  
discut ido en la t i i tma  sección de este capitulo.  

La g ene ra l i z a c i ón  de l  teorema de  ünsager, consiste en 
encontrar l as  re laciones de sirnetria de la matriz generalizada de 
onsager P(t,D) debidas a la i n va r t anc i a  de las ecuaciones d e  
Hamilton an te  inve r s i ón  temp< r¿Li. 

Para encon t ra r  l a  simetría. de la m a t r i z  general izada de 
Onsager, se procede en formr: io.nnpletarnente análoga a como 10 hlZo 
ünsager en el  caso linea;,. ) .SI ,  encontraremos la t o r m a  de la 
matr i z  de corre lac ion implLcada pt>r ei hecho de que las variables 
de regres ión esten dadas pa r  (2.64) y posteriormente exigiremos 
que la ma t r i z  de corre:acion po::ea ia sirnetria dada por (2.47). 
E l l o  implica que  l a  matriz gene ra l i z ada  de onsager Plb,C) 
posee c i e r t a s  s imetr ias  .zue san . a  general ización del teorema de 
Onsager a l  caso no-line.31. 
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t 
Mult ipl icando la ecuac ion  (d.64) por b y tomando e l  promedio 

con l a  f u n c i o n  de distribution de  e q u i l i b r i o ,  vemas q u e  ia 
funclon de c o r r e l a c i o n  en el  caso no-l ineal  e s t a  dada por: 

C ( t )  : < a ( t ; b i b >  = <bb, + tcíP(b,t).4(b)~b> 
( 2 .  0 5 1  

o bien: 

C ( t i  = G ( 0 )  + t < l P í b , t l . Q í b ) i  b>  ( L .  O B )  

Procederemos ahora a r e e S c r i D i r  el segunao t e r m i n o  del lado 
derecho de la e x p r e s l o n  a n t e r i o r  u t i l i z a n a o  el  necno t i ?  qu: ia 
fuerza  de unsager  esta d e f i n i d a  romo: 

- , De manera que 

O Y ia  

Ob, 
= - I -  bJ ' '1J > ( 1. O 6  I 

o b i e n  en n o t a c i o n  t e n s o r i a i :  

o 
< t P ( Q , t I . @ ( b t j  0 ,  : - ' I  - . P 1 ( b , t ) j  b + P f b ,  t ) >  

ob 11. B Y )  

De a q u i  vemos que  el  ansatz  l e  Huriey y Garrod implica que la 
func ion  de c o b r e l a c i o n  para el  :aso no- l inea l  esta dada por: 

o 

db ( 2 .  701 
C ( t )  : <: (O )  - t <I-. P ' t b ,  t l l b  + Plb ,  t ) >  

P a r a  o b t e n e r  Iris r r l a c i o n e s  31e s i m e t r í a  de la m a t r i z  
genera l izada  de Onsagér,  exigirnos 'que la  m a t r i z  de c o r r e l a c i o n  
s a t i s f a g a  la r e l a c i o n  <:e s l m e t r i a  dada p o r  la ecuacion [2,47), i o  
cual  implica que:  

d 
< (  - . P r ( b ,  t i )  b + P ( b ,  c l >  : 

Ob 
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Recordando que (ab)' = ba, es iqmed ia to  que: 

d d 

db Ob 
[ I  -.Pr(b, t ) l  b J T  = b - . P'fb,  t )  

sust i tuyendo este resul tado en la ecilacion (2.71), se obt iene 
el teorema general izado de onsager:  

d O 

db Ob 1 2 . 7 2 )  
< I -  . P r ( b , t ) l b  t P ( b , t ) >  = E . < D - . P I ( b , t )  t P I ( b , t ) > . t  

Esta genera l i zac ion  del Teorema de Onsager va l i do  para  
aque l los  casos en q u e  l a s  r 'eiaciones f l u j o - f u e r z a  son 
no-lineales, f u e  obtenida por  vez pr imera por Hurley y G a r r ~ d ( ~ ) .  

-0NOICION SUBSIOIARIA Dt L A  MATRIZ ~ J E N ~ H A L I Z A D A  DE ONSAGER 

una condicion subs id iar ia  que debe de sa t i s facer  la  matr i z  
p(t,b), se puede encon t r a r  d i r e c tamente  del ansatz  de Huriey 
y Garrod, dado por  la  ecuacion (2.64). Para  e l l o  mostraremos 
primeramente que: 

< a ( t ; b ) >  = <b>  ( 2 . 7 3 )  

Por  la de f in i c i on  de las var iab les  de regres ion de Onsagbr, 
se tiene: 

I' S I '  

de donde se obt iene inmediatamente 1d.73). 

(2.731, obtenemos:  
Tomando el promedio de  (2.64) y u t i l i z ando  la i den t idad  

<P (b ,  t ) . $ ( b ) >  = O ( 2 . 7 4 )  

Sustituyendc la de f in i c i on  de la fue r za  de onsager, dada por 
(2.67), e integrando por pa r t e s  es t a c i l  v e r  que la  ecuacion 
(2.74) es equ i va l en t e  a: 

d 

d b  
< --.Pr(b, t ) >  = o ( 2 . 7 5 1  



q 

sub s i d i a r i a  que  debe de 
que como hemoS 

del ansatz cie Hurley y 

ANALISIS Ut ALGUNOS L AbUS PAitTICULAHEb Dt 
L A  MA rRlZ GENERALIZADA DE ONSAGER. 

teorema de reciprocldaa, 
matriz general izada ae  

e s  inaeDenaiente d e ,  
0 5  e .  e s t a d  i n i c i a l ,  O s e a  P ( b , tJ  e s  i n a e p e n a i e n t e  

teorena 

en 
de D, 

b) 

En 
matriz: 
equi l ibr io ,  

ASi, 

en 
de f  1nic.o 

O 

ab 
- .PTfb,  t )  0 

s i i s t i tuyendo  este r e su l t ado  en (2.721, obtenemos que el 
genera l izado de  Onsager se reduce a: 

P ( t )  = < . P T ( t ) . E  (L. 7 7 )  

dohde hemos ut i l i zado  que  debido  a que  P es independiente 
se satisface l a  igualdad,  

< w  t ) )  : P ( t )  ( 2 . 7 8 )  

Peoueñas desviaciones alreaedor aei e s t a a o  de  equiiibrio 

este caso podemos Qesar ro l l a r  en ser ie  de Taylor a ia 
g e n e r a l i z a d a  d e  O n s a g e r  a l r e d e d o r  del  estado de 

t e r m o s t á t i c o .  

de forma que: 

O 
P l b ,  t )  : P tb  ~ 0 ,  t l  +b.- Plb ,  t i  ( 2 . 7 9 )  

e q  Ob 
*b-Deq 

ia matriz general izada de Onsager toma la torna: 

P ( b , t )  = Pottt  + b . Y f 3 ) f t )  ( L . 8 0 J  

-ionde Pg(t):P(O,t) y V ( 3 )  es un tensor  de tercer  orden 
como: 

( 2 .  7 b )  
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I Un c i ~ c u l o  d i r e c t o  usando la ecuacion (2.80), muestra que  
para pequeñas desviaciones a l rededor  del estado de equi l ibr io :  

I 

l o 
-. PT lb ,  t )  z U:V(  j)( t )  
Ob 

( 2 . 0 2 1  

# Uti l izando este  resu l tado  en ( 2 . 7 2 ) ,  vemos que e1 teorema 
generalizado de Onsager toma la forma: 

( ( U : V ( 3 ) i  tJ)b + Po( t )  t 0 . V ( 3 ) ( t ) >  . 

c .  (b( u :  v( 3 ) (  t ) t [f'>o( t I t O .  I V (  3 ) (  t J J T >  , t 
( d . M 3 )  

en donde el t ensor  íV(J)(t)lr se d e i i n e  como: 

< V ( 3 ) (  t ) l T  : v a , ,  e ,  e ,  ( ¿ . M 4  J 

seleccionando la media de la d i s t r ibuc ion  de equ i l i b r i o  i gua l  
a cero, que es e l  caso cuando la  va r i ab l e  a l ea to r i a  mide las 
desviaciones de los valores de e qu i l i b r i o  ( Vease la  ecuacion 
(1.13) ), se t i ene  sue  <b>eq:O, e l  primer y t e r c e r  terminos de 
ambos miembros de ( 2 . 8 3 )  se anulan, independientemente de l a  
forma que tenga e l  tensor ~ ( 3 ) .   AS^, e l  teorema genera l i zado  
de vnsager para  desviaciones cerca de equ i l ib r io  toma la rorma: 

Po( t )  : E. lP"(  t ) l T . t  ( 2 . B S J  

L A  MATRIZ GENERALIZADA DE UNSAbLH 
CUANDO LAS  RELACIONES CONS TITUTIVAS SON LINEALL5 

con Objeto de fami l i a r i zarnos  con la mat r i z  general izada de 
Onsager, veremos en esta sección con que matr ices fenomenologicas 
esta relacionada la  matr i z  P, cuando las re laciones en t r e  los 
f lu jos y las  fue r zas  termodinámicas son lineales. 

Como hemos v i s t o  en el cap i tu lo  I, en e l  caso l inea l  l as  
var iab les  de r eg r es i on  de onsager  obedecen la  ecuacion de  
movimiento: 

Por simplicidad supondremos que la funcion de distribucion de 
equ i l ib r io  es tiaussiana l e  manera que la fue r za  de unsager e s  

L l lneal en las var iab les  c e  regresion,  p o r  lo que (1.32) se reduce 
a: 

. d a ( t ; b l  

d t  
: -W:.&It;bl ( I .  351 
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i 

a ( t : b )  : b - t M . b  ( 2 .  o b )  

Introduciendo la  forma ?xp l i c l ta  de ia matr i z  M y de la 
fuerza de onsager,  tenemos que, 

a f t : b )  z b + t ~ . + ( b l  12.8-1 

Comparando este resultado con el insatz de Huriey y barrod 
u z d o  por  (r.64), se  ob t i ene  l a  i d e n t i í i c a c i o n  de ia matr i z  
general izada de onsager P(t,D) con ia matr i z  de coe i i c i en tes  de 
t r a n s  p o r t  e. Consecuentemente, pa ra  una escala de tiempos 
mesoscopicos:  

P ( t , b )  : L ( 2 . 0 8 )  

veremos ahora  Euai es l a  torma de la matr i z  generalizada de 
onsager en el caso l ineal ,  pa ra  una escala de tiempgs arb i t rar ia .  
para e l lo  ut i l i zaremos l a  solucion de la ecuaclon (1.35) la cual 

12.  YO 

comparando con la ecuacion 1c.04) tenemos que 
general izada de onsager es dada pdr:  

1 

t ( L .  Y 
P( t , b J  : - ( 1  - e x p l - L  t-'[OJtJJ.C(O) 

l a  matr i z  

1 

La ecuacion (2.W) nos muestra que cuando las  va r i ab l e s  de 
regresion obedecen una ecuacion lineal en una escala de tiempo 
macroscopico, la  m a t r i z  P es id mat r i z  de coe f i c i en tes  4e  
t ranspor te  la  cual es indepenuiente :el tiemp3. Por  o t r o  lado, la 
ecuacion (2.91) nos hace v e r  que yuan10 se considera que las 
var iab les  de regres ion  obedecen leyes l ineales pa ra  ir.tervalos de 
tiempo menores que los tiempos mesoscopicos, entonces la  matr iz  
P, deja de s e r  constante, y pasa a ser' una matr i z  dependiente 
del  tiempo, además es d i r e c t o  demostrar que si se toma el limite 
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de :a ecuación (2.91), cuando t->m eiitonces ( 2 . ~ 1 )  se reduce  a 
(2.88!. De a q u i  vemos que  l a  m a t r i z  P depende del t iempo 

las  var iab les  de refir2sioAi odedecen ccuaciones l ineales. 
Este r e su l t ado  nos Permite intuir que la  presenc ia  de no 
l lneal idadeS d e n t r o  de las  ecuaziones de evo iuc ion pa ra  las  

de regres ion deben causar que l a  matr i z  P tenga una 
dependencia en Q, 10 Cual harenos  v e r  exp i i c i tamente  en las  

seccion. 

L A  MA rHlZ GENERALIZADA PAFA EL CASO C U A ~ I L I N ~ A L .  

veremos aho ra  cual  es la  ;orma e xp i l c i t a  de la  ma t r i z  
general izada de Onsager, en el caso en que las relaciones en t r e  
10s f luJos Y las tuerzas  terinodi namicas sean cuasi- l ineales,  y 
por propositos de c la r idad  nos restr ing i remos a una escala de 
tiempos mesoscopica. 

Cuando las relaciones c ons t i t u t i v a s  son cuas i - l inea les ,  las  
va r i ab l e s  de  r eg r es i on  de Onsager estan gobernadas por  la 
ecuacion: 

d a ( t ; b )  
= L l @ f a ( t ; b ) ) l .  + f a ( t ; b ) )  

d t  (2 .  9 3 )  . 

Pa ra  una escala de tiempos mesoscopico esta ley de regresion, 
implica que las var iab les  de regresion de unsager son de l a  
forma: 

a ( t ; b )  = b + t LI@(b)J.@(b) f L .  Y+) 

Comparando este resul tado con la ecuación para  las variables 
de regresión propuestas por  Huriey y Uarrod, obtenemos que la  
matr i z  general izada de Onsager para  el caso cuasi- l ineal toma la  
forma: 

(2. Y 5 )  

Ana i i zando  los resu l tados  obtenidos  vemos que la  Mat r i z  
Generalizada de Onsager (M.G.O.), en e l  caso l inea l  coincide con 
la matr i z  de coe f ic ientes  de t ransporte ,  cuando la escala de 
tiempos es una mesoscopica,de manera que en este caso es una 
matr iz  constante, s in  embargo en el mismo caso l inea l  cuando 
estamos interesados en las  expresión para la M.G.O. vál ida para 
todo tiempo, esta mat r i z  depende del tiempo, pero no depende del 
va lo r  i n i c i a l  de las var iab les  de regresion. 
En cambio cuando las re laciones const i tut ivas  son no-lineales 

para tiempos mesoscópicos la M G.U. presenta ia nueva propiedad 
de que depende explicitarnente del estado i n i c i a l  en que f u e  
preparado el sistema, y es f á c i l  i n f e r i r  que la expresion val ida 
para todo tiempo de la M.G.O. eii el caso no-lineal sera una 
funcion tanto  del tiempo como del valor i n i c i a l  de las variables 
de regres ión  de Onsager, de manela que la d i f e renc ia  esencial 
en t r e  el caso l inea l  y e l  no-lincal es que la M.G.O. en este  
último caso depende de1 estado i n i c i a l  de no-equi l ibr io  en e l  
cual f u í  preparado e l  sistema. 
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Esta ecuacion in t eg ra l ,  es equ i va l en t e  a una ecuacion 
d i f e r enc ia l  de o rden  i n f i n i t o ,  l o  cual  puede most rarse  a i  

la de f in ic ión de la  funcion caracter ls t ica ,  asocrada con 
l a  probabi l idad condicional:  

la probabi l idad condicional se Puede expresap en tdrmlnos de la  
funcron carac te r f s t i ca  como: 

i r  

La p r o b a b l l r d a d  c o n d i c i o n a l  a l  t i e m p o  t + A t ,  e s t a  
relacionada con la  probabi l idad condicional a l  tiempo t por medio 
de l a  ecuación de SmoluchOwsKi, a p a r t i r  de la cual podemos 
encontrar las dos relaciones siguientes: 

I' 

(2 .  Y Y J  

La otra  forma a l t e rnat i va  de esta relación es: 

r 

Para t rans formar  estas ecuaciones integrales, en una ecuacion 
a i f e r cnc ra i ,  segu i remos  et método de S t r a t o n o v r c k ~ ( ~ ) ,  que 
consiste en encon t r a r  un d e s a r r o l l o  pa ra  P (a ,Atla 1 en 

eq i O 
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I tdrminos de l a  func i on  6 de DiraC y de sus de r i vadas .  
SuStituyendo es t e  desarro l lo  en las  ecuaciones ( c . 9 9 )  y (2.100), 

I llegaremos a las  ecUaciOneS d i ferenc ia les  a s x i a d a s  con cada una 
I de ellas. 

P (a ,Atla ) se Puede e x p r e s a r  con ayuda de  l a  ecuacion 
(2.96) eq c¿mo: u 

I 
P ( a  , A t l a  I = - Idu exp i - iu .  ( a  - a  ) j t r ( u ; a  1 

L ~ J  " ( 2 .  1 V l ) "  eq i O 

Desarrollando la exponenclal en s e r l e  de potencias de a 
ecuacion í 2 . 9 7 ) ,  se ob t i ene  'que ia func i on  caracter1st:Ca e s  
igual con: 

00 (1UIS 

en donde ( iuJS, denota el tensor de rango s, formado con 10s-s  
productos externos  del vector  iu ,  ms es un tensor de orden S ,  

que está d e f i n i d o  como: 

I 
m ( a  t = ( d a  ( a  -a I S  IJ ( a  , A t l a  J 

( 2 . 1 0 3 )  t 1 0  eq  i 0 J s o  

Recordando que l a  funcion 6 de Dirac  esta de f in ida  por: 

i r  
d ( a  -a t = - Idu exp[-iu. ( a  - a  11 (1. tv41 

1 v  L n J  1 . 0  

se 'obtiene que sus derivadas, estan dadas por: 

O o 1 s  1 

~ o a ~ i  L n j  1 0  

( 2 .  l V 5 J  

sust i tuyendo i2.102) en l a  ecuacion (2.1~11, y ut i l i zando l a s  
ecuaciones (2.104) y (2.105), QDtenernos: 

P ( a  , A t l a  J =  d ( a  - a  I + 

eq  1 . O 1 0  ( 2 .  l o b )  
a 1  r 0 , s  

I I o I a  - a  b l m  l a  
I "  s v  

+ c -  I -  - 
s z i  s !  L 3a1 J 

La e cuac i ón  (2.106), es e l  a e sa r r o l l o  buscado para  la 
Probabi l idad condicional en términos  de la. func ión d y sus 
derivadas. Con este resultado procederemos ahora  a encontrar las 

-11-21- 



d i v i d i endo  e n t r e  A t  Y tomando el  l im i t e  cuando At - >  ,,, 

d P ( a , t l b )  a I r d 1 s  
ea 

z E -  I -  -- i í h  ( a l p  i a , t l b ) j  
o t  i s! L d a d  s eq i i .  100) 

en donde se na d e i i n i do  el  tensor l e  orden s, hs(a) en l a  
siguiente forma:  

I ita, 
K ( a )  I L i m - ida ( a  -a )S  P ( a   tia) 

eq 1 il. I U Y )  S A t - > U  A t j-,' 1 

que es llamado el " d e r i v a t i v e  moment" de orden s. La ecuacion 
d i f e r enc ia l  de orden i n f i n i t o  dada por  la ecuacion (¿.ius) es 
conocida en la  l i t e r a t u r a  como el  desarrol lo  de Kramers-Mbyai, 
que es completamente equiva lente  con la  ecuacion i n t e g r a l  de 
Chapman-Kolmogorov. 
Usando e l  d e sa r r o l l o  de  S t ra tonov i cn ,  dado po r  la ecuacion 
(~1.106) en l a  ecuac ion (2.100), obtenemos: 

Integrando por  pa r t e s  e l  segundo termino del iado derecno de ia 
ocuacion ( ~ . i i u ) ,  y l l evando a ('ab0 ia i n t e g r a l  r e su l t an t e  se 
ab tiene: 

Pasando el primer termino del lado derecno a l  lado izquierdo, 
d i v i d i endo  e n t r e  A t  y comando ei t L m i t e  cuando A t  t i ende 
a cero, se llega a: 

-I I - 2 2 - 



d P ( a , t l b J  m K (bi ,- d s 
a = E --I .- 1 i> fa.  t l b )  

Esta ecuac ión  conocida en la l i t e r a t u r a  como la e c u a c i o n  d e  
Kolmogorov, o tambien  la ecua< i o n  " r e v e r s a "  (bacKward), ya q u e  
viene dada e n  términos  de los v a l o r e s  i n i c i a l e s  de  la varlabie 
a l e a t o r l a ,  es la adJUnta  del d e s a r r o l l o  de Kramers-Moya1 (K-MJ, O 
ecuación " d i r e c t a "  ( forward)  la c u á l  e s t a  dada en terminos  del 
valor  de la v a r i a b l e  a l e a t o r i a  al t iempo t. 

Usaremos a h o r a  e l  d e s a r r u l l o  d e  K-M para e n c o n t r a r  las 
ecuaciOneS d e  e v o l u c i o n  . para las v a r i a b l e s  d e  r e g r e s i ó n  de 
onsager ,  as i  como Para la d i s F e r s i o n  a l r e d e d o r  de las v a r i a b l e s  
de r e g r e s i ó n ,  cuando e l  proceso e s t o c a s t i c o  q u e  c a r a c t e r i z a  a las 
f luc tuac iones  a l r e d e d o r  del estado d e  e q u i l i b r i o  s e  c o n s i d e r a  
como un proceso MarKof f iano.  

D e r i v a n d o  con  r e s p e c t o  a l  t i e m p o ,  l a  e c u a c i ó n  (2 .531 ,  
tenemos: 

d t  s = i  s ! L 6 b A eq ( 2 . 1 1 2 )  

cu ( 2 .  1 1 3 )  
a P ( a ,  t l b l  

= da a s d t  

da( t ,  D) 

d t  

U t i l i z a n d o  la e c u a c i o n  ( 2 . 1 0 8 ~  Y l l evando a c a b o  u n a  
i n t e g r a c i ó n  p o r  partes,. obtenemos: 

da( t .  D i  f 
da K ( a )  P ( a , t ( b l  

d t  ' J  i eq 
( 2 . 1 1 4 )  

Por l o  que el ikmomento d e r i v a d o "  de primer orden ,  determina 

La d i s p e r s i o n  de las v a r i a b l e s  a l e a t o r i a s  a l r e d e d o r  de las 
la evolucion temporal  de ias v a r i a b l e s  de  regres ion .  

v a r i a b l e s  de r e g r e s i o n ,  e s  medida p o r  e l  t ensor :  

a( t ; b )  = < [ a ( t )  - a ( t ; b t l  [ a ( t i  - a ( t ; b j i > b  1 

< a (  t ) a (  t ) > b  - a (  t ;  b ) a ( t ;  D )  ( 2 .  t i s )  

en donde se h a n  d e f i n i d o  los promedios tomados con la 
p r o 5 a l ~ i l i d a d  condic ional  como: 

-'Para e n c o n t r a r  la 
n e c e s i t a m o s  e n c o n  
que es dada por: 

ecuac ion  de movimiento para e l  t e n s o r  u. 
r a r  la e v o l u c i o n  t e m p o r a l  de <a(t)a(tl>b, 
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por lo que la evolucion temporal de la dispersion alrededor de 
las variables de regresion esta .determinada por 10s dos primeros 
<*momentos der1 vados". 

PROCESOS MARKOF FIANLJS CONTINUOS 

Í 

i 

Se dice que un proceso MarKof f i ano  es continuo cuando sus 
"momentos derivado's** de a lto . orden K3, K 4 ,  ..., son iguales  
a cero. En este caso el desarrol lo de K-M, dado por la ecuacion 
(2.106) se reduce a: 

d P ( a , t l b )  O 
. [ A ( ~ ) P  f a , t l b ) j  + 

a t  = [-:I eq 
(2.120) 

1 O O 
t - [ - - 1 :  [o(s)P ( a , t l b ) j .  

2 d a 0 0  eq 

esta ecuación es llamada l a  ecuacion de FoKKer-PlancK, en donde 
hemos denotado por A(a) a1 primer momento derivado, en tanto que 
se na llamado D al  momento derivado de segundo orden. 
Introduciendo la corriente de probabil idad: 

1 O 

<3(a, t ; b i  = A(a )P  ( a ,  tlbi - - 1 - 1. ro(a)P (a,  t bJJ 
eq 2 L a a d  e q ( 2 . 1 '  1 1 1  

la  ecuación de FoKKer-PlancK (F-r)  se puede expresar en la forma: 

d P ( a , t l b ,  O 
e a  - t -  . U (a ,  t : b I  : O ,  ( 2 .  i L 2 )  
O t  d a  

que se puede in te rp re ta r  como una ecuación de conservacidn de 
Probabilidad. Pa ra  resolver la  ecuacion de F-P es necesario d a r  
las condiciones iniciales y ademas proporcionar condiciones a la 



I 
1 f rontera  sobre  l a  c o r r i en t e  de proDabilidad. 

I la condicion: 
La solución estac ionar ia  de la  ecuacion de F-P, wgt, sat is face  . 

en donde e l  f l U J 0  estacionario esta ciado por: , 

l r  * 1 

L L o a J  S t  I L . l # ! 9 i '  
G ( a )  : A ( a ) W  ( a )  - - / - I .  LU a ) w  ( a i l  s t  S t  

! 

Para encontrar  w S t l  se Pide que el  t i u j o  estacionaria se G ~ i i ~ ~ e  
en toda l a  reg ion donde esta d e i i n i da  la  solucion estacionarra, 
as1 expresando: 

w S t  = e x p  t -  U ( a ) l  ( 1 . 1 1 5 )  

sustituyendo la ec. (2.125), en- ( 2 . i d Y I  y exig iendo que se anule 
el  f l uJo  estacionario,  se encuentra que la función U satisface: 

de donde a l  despejar  e l  grad iente  de U(a), obtenemos: 

d . a  d a  

esta ecuación junto con la condicion: 

2 2 
d U  e u  

oat da,  damdal 
- - 

(L. 1 2 7 )  

( 2 . 1 1 8 )  

permiten encon t ra r  l a  densidad cie p robab i l i d ad  es tac i onar i a ,  
calculando l a  funcion potencial U(a)  ¿ p a r t i r  del conocimiento de 
su  gradiente .  

La solucion de l a  ecuacion de P>+, es d i f i c i l  de encontrar en 
gene ra l ,  r e q u i r i e n d o s e  métodos so t i s t i cados ,  algunos de 10s 
cuales se encuentran en la r e f e r enc i a  (4). 

La ecuacion de movimiento para las var iab les  de regresion Y 
para la ma t r i z  u, t ienen exactamente l a  misma estructura  que 
en el  caso general, por lo que son ,ladas por las ecuaciones 
(2 .114)  Y (2,119). 
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I 

ea r d i  : I - / .  L M . ~ P  ( a , t l b t ~  + 
o t  

o P ( a ,  t l b l  

~ o a d  e q  
( 1 .  I 3 V )  

r ' J  6 1  
L a a o a J  eq 

* i - -  1 :  tvr ( a ,  t l b i i .  

las v a r i a b l e s  de r e g r e s i o n  obedecen la ecuacion:  

como se o b t i e n e  t a c i l m e n t e  ai s u s t i t u i r  la e c u a c i o n  (d.l¿9a) ,  
d e n t r o  d e  ia e c u a c i o n  (2,114). L a  e v o l u c i o n  t e m p o r a l  d e  la 
m a t r i z  de d i s p e r ' s i o n  u s e  e n c u e n t r a  u s a n d o  las e c u a c i o n e s  
(2.1¿9) d e n t r o  de  la ecuac ion  (d . l lY ) ,  s iendo dada p o r :  

d t  

La solucion de (¿.132) s e  e n c u e n t r a  a e i i n i e n d o  u n a  m a t r i z  ü 
por la r e l a c l o n :  

iM ,B I  : ZQ ( L .  1341 

en donde los p a r é n t e s l s  c u r s i v o s  denotan  la Operaclon: 

LM,B) : M.8 t B.Mr ( 2 . 1 3 5 )  
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cuya soiucion es: 

como P (a,OJb)-d(a-b), se  s i g u e  que  u(o;b):u,  de 
que de '?g ecuacion ( d  137) se llega a: 

O( t ; b J  : €4 - expl-tMJ.B.exp~-tM' l  ( I ? .  13U) 

en donde . h e m O S  Ut i l i zado el resultado de que: 

e x p l - t  (M, I I .L ,  = exp(-tMI.  B .  e x p l - t ~ t  I i d . 1 3 Y )  

manera 

~ 

La m a t r i z  B, se  encuentra  fac i lmente  a l  p e r ca t a r s e  que  l a  
matr iz  de dispersión en el caso estacionario,  la cual denotaremos 
por  e -* ,  e s t a  d e f i n i d a  por:  

f M , e - ' l  : dQ ( 2 .  14ü) 

ya que p-' debe de anular el lado derecho de (2.132), por  s e r  
la solución del caso estacionario.  Comparando la de f in i c i ón  de 
@ dada  p o r  l a  ecuac ion  (2.134) con la ecuacion (2.1401, 
obtenemos que: 

8 : e.-1 ( 2 .  t 4 t )  

de 'manera que . l a  mat r i z  13, no es mas que e l  v a l o r  de l a  
matr iz  de dispersion en el caso estacionarlo,  o sea: 

( 2 .  1 4 2 )  

La solucion estac ionar ia  se encuentra a l  reso lver  la ecuacion 
(2.1271, la cual pa ra  el caso l ineal  toma la forma: 

d U  - -  - Q-'.M. a 
d a  

{ L. 1433) 

-omo e l  potenc ia l  s a t i s f a c e  la condicion (Z.ize), i a  ma t r i z  
P".M deDe de s e r  s imé t r i c a ,  por o t r a  p a r t e  l a  ma t r i z  U 
es s imétr ica debido a su  de f i n i c i on  como el momento der ivado de 
segundo orden  (ver i:c. (2.109)), ten iendo en cuenta estas 

-11-27- 

-. 



! la  ecuación í2.145), toma a forma: 
1 PS 

o a  2 

integrando esta ecuacion, obtenemos: 

1 

I 
Uta) = - S:aa + c t e  ( 2 .  145)  

por 10 que la solucion estac ionar ia  de la ecuacion de F-p 
l inea les  es: Pa ra  

r t  1 

g f a )  : c exp/ - - s : a a /  
S t  L 2  J 

( 2 .  146) 

la funcion de d is t r ibuc ion  estac ionar ia  es gaussiana, es 
de (2.142) que la  mat r i z  de dispersion estacionaria 

lo u- l ,  es i g u a l  a la m a t r i z  S-l, de manera que 
que implica: 

1 

I 
e : - ( Q - ~ . M  +MT.Q-~J ( I .  147) 

esle resu l tado  es completamente cons is tente  con ia ecuacion 
(2,140), que nos permite expresar  la matr i z  O en terminos de 
la matriz de dispersion es tac i onar id  Y de la matr i z  M que 
caracter iza.  la evolucion l inea l  de las var iab les  de regreslon, 
as1 de (2.140) se t iene :  

I 

I 

Esta ecuacion es una re lac ion de Einste in generalizada entre 
l a s  constantes de d i f u s i on  ( O )  y l as  movi l idades (MI, una 
discusion sobre  este  punto se encuentra en e l  art iculo de Melvin 
Lax (5 )  Comparando las  ecuaciones (2.146) y (¿.61j, as1 como 
teniendo en cuenta que C(O):e-*,  es c l a r o  que la matr i z  W 
esta  r e l a c i onada  con l a  m a t r i z  L de c o e i i c i e n t e s  de 
+.ransporte, en l a  s iguiente  manera: 

E s t a  ecuac ion  de t e rmina  b iun i vocamente  la  mat r i z  O ,  en 
terminos de la  matr i z  de coe f ic ientes  de t ransporte ,  por  IO que 
el "momento der ivado"  de segundo orden Esta intimamente conectado 
COI1 l a  raatr*iz de coe f ic ientes  de t ransporte .  
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r,a solucion de l a  ecuacion (2.130) que  es l a  ecuacion l inea l i zada 
de F-P, puede demostrarse que es@): 

1 
1 

f 
P ( a ,  t l b l  = c(t )eltp[-  t ; ~ ) : ( a - a i t ; D ) ( a - g ( t ; b )  

eq L 2  

I 
I 

I 

con 

este resultado nos muestra qU*?  l a  sOluCiOn de la ecuacion de F-r 
es una gaussiana a todo tiempo, con una media dada por  ias 
var iables de regres ion de Onsager Y una matr i z  de d ispers ion 
dada por: 

o( t ; b j  : e - l - exp l - tMJ  e - 1  t?Xpl - tMT1 
( 1 .  1 5 0 )  

como puede verse  de (2.158) Y (d.141). Es por  estos reSUltadoS 
que en la  l i t e r a t u r a  a los Procesos MarKo f f i anos  l inea les ,  
tambien se  les conoce como procesos MarKoffianos gaussianos 

Debemos h a c e r  no t a r ,  que  aun cuando las va r i ab l e s  de  
r e g r e s i o n  obedezcan leyes  l inea les ,  e l  proceso i r r e v e r s i b l e  
marKof f iano que ca rac t e r i z e  a las f luctuaciones a l rededor  .del 
estado de equ i l i b r i o ,  Puede s e r  no gaussiano; para IO cual Dasta 
que la  m a t r i z  O presen te  dependenc ia  en las va r i ab l e s  a.  
S i n  embargo  los Procesos  M a r K o f f i a n o s  l i nea l e s  (P.M.L.) 
representan una buena aproximacion para una amplia clase de 
procesos i r r e v e r s i b l e s .  

La natura leza  i r r e v e r s i b l e  de un P.M.L. queda de mani f ies to  
a l  v e r  el -comportamiento a tiempos grandes de las var iab les  de 
regresion Y de la  mat r i z  de dispersion,  ya que tomando el limite 
cuando t->O) de las ecuaciones (¿.133) y (2.15u) se tiene: 

Lim a ( t ; b )  : o 
t->O) 

L i m  O( t ; b )  : 8 - l  
t->a 

(2 .  1 5 1 )  

I Z .  1 5 2 )  

y ' i t i l i zando estos resul tad. .  en ia  ecuacion ( L . l 4 Y ) ,  se t iene  

L i m  P ( a , t l b )  : g ( a )  
s t  t->a, eq  

( I .  1 5 3 )  

hste resul tado muestra claramente la naturaleza i r r e v e r s i b i e  
de un P.M.L.. La mat r i z  de dispersion es nula inicialmente y 
t i enae  -4 su v a l o r  e s tac i onar i o  cuando e l  tiempo t i ende  a 
i n f i n i t o ,  s iendo a todo tiempo del mismo orden de magnitud que 
e-1 d e  manera  q u e  i a  p r o b a b i l i d a d  cond i c i ona l  P (a,tlb) 
permanece fue r t emente  p icuda a l r ededor  de  l a  varia't9e de 
regresion cuando t ranscur re  el tiempo. Por 10 t an to  51 desde e l  
Punto de v i s t a  macroscopico no se miden desviaciones del Orden de 
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las f iuctuaciones a l rededor  ael  estado de equ i l i b r i o ,  h a y  una 
,pabi l idad muy grande  de que p a r a  cua l qu i e r  ciesviacion Pr macroscopica b, del estado l e  *qridiSi i o ,  esta decaiga siguiendo 

una ley l ineal.  Puesto de 3 t ra  iorma desde un punto de v i s t a  
macroscopico podemos considerar que: 

I 

1 

P (a, tlb) = 6 ( a  - a ( t ; b ) )  ( 2 .  154) 
eq 

lo cual puede Jus t i i i c a r s e  cuando se desprecian fluctuaciones del 
orden l e  magnitud de lits del estado de eqUi l ib r io .  En este caso 
la ecuacion de regresion se reduce a una ecuacion para el valor 
l n~ t an t aneo  de la v a r l i b l e  a, que dela de s e r  una v a r i a b l e  
a leator la,  PaSandO a ser  Una cant laad Feriectamente determinada 
por: 

att) z e-Mt. b ( L .  1551 

LO cual es pertectamente compatible ron las leyes macroscopicas. 
Una propiedad notable de los procesos marKoffianos continuos, 

es que cualquier  ecuacion de F-P se puede reemplazar por un 
Sistema de ecuaciones d i f e r enc ia l e s  estocasticas, ( el  a lgor i tmo 
mas gene ra l  se  encuentra  en e l  c ap i tu l o  4 de l  libro de  
Stratonovich ). En pa r t i cu l a r  cuando se t r a t a  de un proceso 
MarKoif iano l ineal,  se d e r n ~ e s t r a ( ~ * ~ )  que e l  proceso estocastico 

I caracter izado por  la ecuacion (d. l j (J) ,  se puede reeempiazar por 
una ecuacion de Langevin de la forma: 

! 

(2 .  1 5 0 )  

en donde e l  vector f(t), representa una f u e r z a  estocastica, l a  
cual es gaussiana, con p r i m e r o  y segunao momentos dados por: 

( f l t t >  2 o (2 .  157at 

<f(t,)*(tZ)> 5 20d(t1-t2) ( 2 ,  157bt 

de t a l  manera que para P.M.L., se pueden u t i l i z a r  las teCniCaS 
desarrol ladas para la descripclon alel movimiento mowniano(13J 



DETERMINACION DE LA M A T K ~ Z  GENER ~ L ' Z A D A  DE ONSAGER t 

I PARA PRC CCS3S L NEALES 

En esta Seccion determinaremos I ¿  Matr i z  t ieneral lzada de  
Onsager (M.G.U.), c'lando las f l u c tuac i o i e s  a l r ededor  de l  estado 
de equ i l i b r i o  termostát ico se descr iben por  un P.M.L. 

si suponemos que la M.G.O. no depende de b, la ecuación 
(2,70) se reduce  a: 

L( t ,  : C ( 0 )  - tP( t )  ( 2 .  1 5 8 )  

por lo  que despejando la M.ti.0. obtenemos: 

1 

t 
P ( t )  z - -  [U t l  - C ( 0 ) l  ( 2 .  1 5 s )  

Ue manera que cuando es independiente del estado inic ia l ,  ia 
M.G.V. esta  b iunivocamente  de te rminada  p o r  la tuncion de 
correiaclion de las VariableS dinamicas lA,(r]l. 

I Mostraremos ahora  que cuando las f luctuaciones alrededor de 
: equilibriio son descr i tas  Po r  un P.M.L., la matr i z  general izada de 

Onsager no depende de1 es tado  i n i c i a l  y por  lo t an t o  e s ta  
compietwnente determinada por  la mat r i z  de correlacion. 

I Cuando ias t luctpaciones a l rededor  del estado de equ i l i b r i o  
son desbri tas por un P.M.L., la  ecuacion de movimiento para la 
matriz de cor re lac ion ,  se ob t i ene  a l  tomar la de r i v ada  con 
respecto a l  tiempo de la  ecuacion (2.54b), usando l a .  ecuación 
(2,131), a s í  como t e n i e n d o  en  cuen ta  q u e  gst(a):geq(a). 
ob ten iendose :  

I 

cuya solucion es: 

C( t )  : expC-MtJ. C( 0 )  
( 2 .  l b l )  

Combinando la ecuacion (2.133) que  nos da la solucion de la 
ecuacion l i nea l  de r eg r es i on ,  con la ecuacion (2.1611, podemos 
expresal" la va r i ab l e  de regres ion  en terminos de la matr i z  de 
correlacion en la s iguiente  manera: 

a ( t ; b )  = C( t ) . C - ' ( O ) . b  (2 .  l b l )  

Para un P.M.L. geq(a) es gaussiana, siendo su forma expi ic i ta  
dada por (2.1461, la  f u e r z a  de Onsager es dada por (2.67) as1 
que: 

+(b) 2 -e,b (2. lb31 



I 

I 
por (2.54) y (2.146) la matriz 'e correlñcion al tiempo cero es: 

( d .  164 J 
- *  C ( 0 )  : t b b ) g t  : 8 

este resultado en la xua c i on  [2.163)B tenernos: 

@(b) = - t , - I (  O ) .  b ( 2 .  1 0 5 )  

SuStltuyendo la ecuacion (2.165) en la ecuacion (2 . ibi?) ,  i i e g am~s  
a 

a ( t ; b l  : - C ( t ) . Q , ( b l  ( 2 .  l b b )  

Tie donde se Obtiene inmediatamente que: 

comparando este resultado con el ansatz de Huriey y i,drrod. 
dado en la ecuacion (2.64) se obtiene que la M.G.O. esta dada 
como: 

P o r  lo que la Matriz Generalizada de Onsager esta determinada 
por la matriz de correlacion, cuando el proceso estocastico que  
caracteriza las  fluCtUaciOneS a l rededor  de e qu i l i b r i o  es uno 
~ a r K o f f i a n 0  Lineal .  

Procederemos finalmente a obtener la M.U.0. cuando el proceso 
estocastic0 es l inea l  Pero no-MarKof t iano.  Definiremos este 
proceso, como aquel en que P (a,tlb) satisface una ecuacion de  
FoKKer-Planclc lineal con mernox% del siguiente tipo: 

a P ( a . t l b i  
z [is 12- . iM( s 1 . a ~  ( a ,  t-slb)J t 

a t  J ü  ' - d a  eq 
(L. 1 0 9 )  

d a o a  eq J 

O O 

t _.- . i w  s i r  ( a ,  t - s l b , j l  

Esta ezuacion, se encuentra a p a r t i r  de las ecuaciones 
clneticas exactas al considerar que el proceso es lento o sea que 
las variables  de interes son gObePnadaS por un parámetro de 
pequeñez y ademas que la contribicion lineal es la mas importante 
en ia velocidad de a r r a s t r e .  una discusion detallada sobre esta 
ecuacion esta en la re ferencia  (6) .  La solucion estacionaria de 
(2.169) sigue siendo una gaussiana y la matr iz  w t )  sat is race  
la relacLon de  Einstein: 

-11-32 - 
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( 2 . 1 7 0 )  

lad var iab les  de Regresion de Onsager sat is facen la s i gu i en t e  
ecclacion de movimiento: 

d a ( t ; b )  
( 2 .  1 7 1  ) 

Donde M(SJ es una matr i z  de estruct1Lr-a complicada, que  

Tomando la transformada de Laplace de l a  ecuacion ( c .1~41  
fut dada expi ic i tamente por  pr imera vez por  Robert ~wanzig( l4) .  

obtenemos: 

en donde a(z;b) denota  l a  t ransrormada de  Laplace de las  
Variables de Regresion @e Onsager, de t in ida  por:  

12. 1 7 3 )  

Multipl icando l a  ecuacion (d.173) por  b y tomando e l  promedio 
con la  func ion de d is t r ibuc ion  de equ i l i b r i o ,  se obt iene  que la  
transformada de Laplace para  la  funcion de corre lac ion es dada 
por: 

C ( 2 )  : L Z U  + w z ) l - l . c ( o )  ( L .  174)  

L'ombinando las ecuaciones (2.17dJ y (d.1741, as i  como tomando 
la t ransformada inve rsa  de Lapiace, las variables de regresion de 
Onsager se pueden expresar en la forma: 

a ( t : D )  = c( t j . c - f ( o ) . b  I L .  1 7 5 )  

la ecuac ion (2.175) es i d en t i c a  con {2,16d), y l a  tunc ion  de 
d is t r ibuc ion  estac ionar ia  es ia  misma, as1 que un razonamiento 
similar al que hicimos para  PM.L.  n m  l leva a que la  Matr i z  
Generalizada de Onsager, es dada p o r  la ecuacion (¿.lb&). Notese 
que aunque e l  resul tado f o r n i l  para la M.ü.v. es el mismo que en 
el caso MarKOffianO, la  i A n c i o n  de co r r e i ac i on  t i ene  una 
expresion enteramente d i f e r e n t e  que en el  caso MarKoftlano, ya 
que ahora  v iene  dada por  la transformada inversa de Laplace de 

Los resultados an te r i o r es  nos permiten concluir que cuando el 
proceso estocastico que carac te r i za  ias t luctuaciones a l rededor  
de equi l ibr io  es LINEAL, ya sea MarKoitiano o Dien un proceso con 
memoria la  Matr i z  üeneral izada de crnsager es independiente del 
estado i n i c i a l  y po r  tanto  es determinaaa biunivocamente por la 
funcion de corre lac ion la  cual pueae ser  encontrada a part ir  de 
modelos microscopicos. 

.* (2.1741, 
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C A P I T U L O  1 1 1  

I N T R O D U L C I O N  

como se h a  v i s t o  en el  Capitulo 11, para  mostrar  ei  teorema 
de Onsager, es necesar io  l l e va r  a cabo un anál is is  semifenomeno- 

en donde es esenc ia l  l a  h ipoteSiS de regres ión  de 
f luc tuac iones .  Es ta  h i p o t e s i s  nos permite e n c o n t r a r  las 
eCuaciOneS de mOVimient0 Pa ra  &as v a r i ab l e s  de regres ión,  a 
p a r t i r  del  conocimiento de las  ecuaciones macroscopicas de 
m g ~ i m i e n t o .  Aho ra  b i en  ¿bajo  que  condic iones  es va l i da  l a  
hipotesis de r e g r e s i on  !. Esta preguP-$ puede contestarse  a l  - estudiar,  a p a r t i r  de primeros p r inc i ;  I tanto  las variables de 
regresion como las var iab les  macroscoF s Y ana l i zar  l a  manera 
en que estan relacionadas ambas. I 

Las var iab les  de regres ion estan de f in idas  para  sistemas . en 
un estaao anejado, que es un sistema que se encuentra en el I estado de  e q u i l i b r i o  macroscopico, con e l  cual  no se t i ene  
ninguna interacc ion.  Las v a r i ab l e s  de r e g r e s i on  descr iben e l  
coypportamiento PROMEDIO de las f luctuaciones del sistema anejado 

( alrededor del estado de equ i l ib r io .  

Las observables macroscopicas descr iben  el comportamiento I promedio duran te  la  re la jacion de un sistema que se prepara 
inicialmente en un estado de  e q u i l i b r i o  constrenido,  a l  Cual 
repentinamente le son removidas algunas de las constricciones, 

I ello ocasiona que el sistema evolucione a un nuevo estado de 
e q u i l i b r i o  c ompa t i b l e  con l o s  n u e v o s  v a l o r e s  de l a s  
constricciones. De aqur vemos que  las  v a r i a b l e s  macroscopicas 
describen, en PROPIEDLO, la  evolucion temporal de un sistema que 
se prepara  in ic ia lmente  en un estado f u e r a  de equi l ibr io ,  por  
medio cie c i e r t a s  constr icc iones ,  y t i e n d e  a un estado de 
equi l ibr io  a l  s e r  removidas algunas constr icc iones iniciales.  De 
manera 'que no es inmediato i n f e r i r  que ambas var iables,  las de 
regresion y l a s  asociadas con observables macroscopicas, tengan 
la MISMA evolucion temporal. 

El ob j e t i vo  del presente capi tu lo  es encontrar  la relación 
entre las observables macroscopicas y las var iab les  de regresión 
de Onsager, lo cuál nos permi t i ra  v e r  las condiciones baJ0 las 
cuales es va l ida  la  h ipotes is  de regres ion de fluctuaciones, Y 
tener una gu ia  que nos permita general izar  esta hipotesis. 



- 

EVOLUCION AL ESTADO DE EQUILIBRIO. 

pmPezaremos e l  aná l i s i s  microscopico mostrando que para  
,izar que un Sistema de muchos cuerpos evolucione a l  estado 

iar;;Ul,IDt.10 termodinamico, es necesar io  suponer que e i  sistema 
:P ,mezci3do" (Mixing). Esta n iPo tes i s  es . iecesaria y a  que las 
;ea microscoPicaS de  movimiento s3n r e v e r s i b l e s  y es  

,,troduclr Una hlPoteSiS adic ional  para que aparezca la . .udclones 

rr 
;re . cis0 e ~ e r s l  D l i i d a d ( 1 p 2 ) .  
? -  

D e i l n l c ~ ~ n :  Se d ice  que un sistema es "mezclado" (Mixing), SI 
par de fUnClOnes cuadraticamente integrables F(( J y 

:ara s e  sat is tace :  
, l'0' 

L i m CFíl 't )  G ( f ' O ) > E  : ( F ( l ' " )>E  ' G ( 1 3 0 ) i ~  15. I )  
C->W 

para ve r  las implicaciones de que el sistema sea mezclado, 
prif ieramente que: 

como f l en t ro  de las  funciones fase  asociadas con observables 
nacroscopicas, se encuentra la Hamiitoniana H ( r ) ,  La cual 0s una 
invariante de l  sistema, el conjunto de func iones  f a s e  es 

En el n i v e l  de desc r ipc i on  mesoscopico la  tunc ion de 
i i s t r ibuc ion  está dada por:  

I H I I - I , A ( ~  11. 

f 

13. 41 
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Como e l  Sistema es mezclado se sa t i s face  que: 

promedio de la función de d is t r ibuc ion  i n i c i a l  en el espacio 

¿ ( H ( T  J -E J 

L2 ( E )  

fase es :  

(J E u 

1 3 . 7 1  

como l a  Hamiltoniana es una invar iante  de movimiento del sistema, 
se sigue We :  

r 

LO cual implica que: 

Debido a la  inva r i anc ia  de la Hamiltoniana, de (3.6) Y (3.Y) 
se tiene: 

Ut i l i zando ( 3 . 7 )  y (3.10) d e n t r o  de  la ecuación (3.6), vemos 
que la condición de mezclado implica: 

EI comportamiento para  tiempos grandes de la iuncron de 
dlstr ibucion mesoscopica se obt iene a l  u t i l i z a r  este  resul tado 
dentro de la ecuacion (3.51, de manera que: 

Evaluaremos aho ra  la func ion  d e  rliStriDUCion alreciedor de 
equi l ibr io ,  para  l o  cual ut i l i zaremos el hecho de que : 
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En tanto que la función de distr ibucion para la energía está Qada 
por: 

r 

= +(El (>(E) 1 3 . 1 5 )  

vemos que de acuerdo a este 3' .dltado. a l  usarse en la ecuacion 
(3.14) se t i ene :  

g eq (E , a )  = Beq(E) < 6 ( A ( T ' U I - % ) > E  ( 3 .  1 0 )  

Combinando las ecuaciones (3.12) y (3.16) se demuestra que cuando 
el sistema esta mezclado el comportamiento para  tiempos grandes 
de la funcion de d i s t r ibuc ion  de no e q u i l i b r i o  esta dada por la 
ecuacion ( 3 . 3 )  

Mostraremos ahora  que  si e l  s istema es ta  mezclado el v a l o r  
promedio de cua lqu i e r  func ion  dinarnica N't) t i ende  a un 
valor estac ionar io  en el limite cuando t-m. 

~1 va lor  promedio de una funcion fase  esta de f in ido  como: 

( 3 . 1 7 )  

el cual se puede r e e s c r i b i r  en la  s iguiente forma: 

r r  

( 3 . 1 8 )  
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Tomando el l ímite cuando t-m de (3.18) y usando que el sistema 
esta mezclado se obtiene: 

r 
L i m <Ipír I >  = IdE Q(El < P ( r  J )  (9911' ) >  
t - >  OD t n-e V E  O E  

( 3 . 1 Y )  
r 

donde ia segunda igualdad se obtiene usando (3.7) y !3.1~). 
EI úl t imo término de ( 3 . 1 ~ ~  se puede expresar como u11 ppo:-edic 
sobre el espacio fase,  al u t i l i za r  (3.15: e intercambiar +,. o;?c:.,eri 
de integración; de manera que: 

f r 

Haciendo la integracion sobre la energia y usando (3.13) se 
obtiene: 

r f 

Introduciendo este resultado en (3.19) se llega a: 

1 3 . 2 2 )  

De manera que  si el sistema esta mezclado, cuando el tiempo 
tiende a i n f i n i t o ,  el va lor  promedio de cua lquier  tuncion 
dinámica tiende a tomar su valor promedio en equLIiDrio. 

De esta discusión concluimos que  cuando el Sistema esta  
mezclado, podernos garant izar  el comportamiento i r revers lDle  de 
los valores promedios asociados con las observables de un sistema 
de mucnos cuerpos. 
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A q U l  
como: 

denotamos p o r  (3(a,t) la h ipe r ce lda  fase ,  Uetrnida 

ü ( a , % )  L d ( A ( l ’ t ) - a )  ( 3. 25) 

C)  r a ra  ga ran t i za r  que el  sistema para tiempos granaes tiende 
al estado de e q u i l i b r i o  i i na l ,  supondremos que el  sistema es 
nezciaao. 

La funcion de d i s t r i b u c i o n  t ase  i n i c i a l  se encuentra a l  
naxirnizar ia en t rop ia  suJeta a las constricciones dadas por las 
ecuaciones (3.23) y (3.24). 

La entropia del sistema en el  estado i n i c i a l  es, de acuerdo 
:on . l .  W .  t i i bb~ ( ~1 )  

Sto )  - K , o )  ~n PI[- , u t  ( 3. 2 b )  u 

P a r a  maximizar (3.26) s3,;sta G l as  constriCCiOneS (3.231 Y 
‘3.241. cnnstruimos i a  f uncionai a~x. . i ia i - :  

En esta ecuacion, a c s  rlri p i r a m e t r o  indeterminado de 
Lagrange, y v(E,a) es una funcion indeterminada de la energia Y 
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de las otras observables del sistema. 
La variación de la  funcional i(0) con respecto a un Cambio en 

la función de distr ibucion i n i c i a l  dP debe de anularse,  por 
10 q ue  dl(0):U. si: a h o r a  llevamos a cabo l a  var iac ión  
ODtenemos que, 

La condición de que la variacion se anule, nos lleva a, 

- K - K in P ( I ' ~ , , ) I  .- a - b(H(i),A(ru) J : u 

Esta ecuacion implica que la funcion de distribucion inicia l  que 
maximiza la  entropia su jeta  a las constricciones be que  l a  
funcion de 'distribucion este normalizada. y de que la funcion de 

mesoscopica in ic ia l  es conociaa, esta dada por: 

P ( r o , O )  : C eXPl-PíHíI'),AírOt I J  ( 3 .  d 7 )  

Aqui, la constant@ L' Y la  funclon u; estan determinadas a l  
exigir que (3.27) satisfaga las ecuaciones de constricclón (3.23) 
y (3.241. De esta manera, introduciendo ( 3 . ¿ 7 )  dentro  de (3.¿4), 
podemos determinar ia función u en terminos de la funcion de 
distribucion mesoscopica inicia l ,  a saber, 

C R(EJtdíA(roi-ai> erpi -u (E ,  a i l  = Sn-eqfE, a. 0 )  

de donde inmediatamente obtenemos que, 

gn-eqlE. a, 0 )  
C expC-u(E, a i l  = ( 3 .  26)  

O ( E )  ($(A(rut-a)>E 

La condición de que el sistema sea mezclado se introduce, a i  
utilizar las ecuaclones (3.15) y (3.16) pa ra  expresar el promedio 
td(A(r,J-a]>E en términos de l a  f uncion de d i s t r ibuc ión  de 
equilibrio, de manera que, 

geq(E, a i  

@(E) i2:Et 
<¿(A(To]-il>y - 

utllizando este resultado en (3.28), se llega a: 

@ ( E t  Sn-eqfE, a, 0 )  

geq("9 a )  
C e x p [ - u ( E , a j j  ---- ( 3 . 1 9 )  
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La ecuación (5.501 establece que la funcion de distrlbucion 
fase in ic ia l  e s .  el producto de la funcion de dlstrlbuclón del 

::tad0 be EQUILIBRIO FINAL, por una funcion de las funciones fase 
,,,ciadas a las observables. Este tiPo de fgncionalldad para la 
func ion  de d i s t r i buc ion  i n i c i a l  es el que habitualmente es 
p R ~ p U E S T O  en ' la l i t e r a t ~ r a ( ~ ~ ~ ~ ~ * ~ ~ ~  . La dcmostracion &rlterLOr 

es un resultado or ig ina l  Y no publicado del presente tra.i:l,?,,li>. 

CONEXION ENTRE L A  PROBAbILIDAD CONDICIONAL 
EN Y FUERA DE t(JUILI5RIO 

ia ecuación a(t)=A(r,t) def ine un proceso estocástico debido 
a que el  punto  f a s e  r es ' una va r i ab l e  a leator ia .  Las 

de  tal proceso estocástico, dependen de  la 
funcion de  d istr ibucion que obedezca f. Cuando r obedece una 
func ion  de  d iStr ibUción de e qu i l i b r i o  (P.e. microcanónica, 
canonica ó gran  canónica), el proceso a(t )=A(r,t )  es u t i l i zado  
por unsager para dc f i n i r  sus var iab les  de regresion, gracias a 
10s. cuales cuando se introduce la hipótesis  de  regresión,  es 
posiDie l l evar  la descripción del sistema fue ra  de equi l ibr io  a 
un problema de  fluctuaciones alrededor del estado de .equi l ibr io  
(P.e. f luctuaciones un sistema aneJado). 

En esta sección veremos de que  manera estan relacionados el 
procesos estocistico a(t)=n(r,t), cuando el punto fase tiene una 
funcion de d istr ibucion de no-equilibrio, dada por  la evolucion 
temporal de la ecuación (3.30)' con el mismo proceso estocástico 
cuando 1- tiene una distr ibución de equil ibrio.La relación entre'  
ambos procesos estocasticos es sumamente importante, ya que nos 
permite entender  a part ir  de  pr imeros pr inc ip ios  baJo que  
condiciones es vál ida ia hipotesis de regresión. 

Mostraremos ahora  que cuando ia f uncion de diStribUCión 
inicial es de l a  forma dada en (3.30), existe una conexion' entre  
el proceso estocástico que caracter iza a un sistema f u e r a  de  
equil ibrio,  con el proceso estocastico asociado a l  mismo sistema 
cuando se encuentra en el estado de equilibrio final. 

U n  proceso estocastico x(t)  esta caracterizado por el COnJUntO de 
funciones  de  d i s t r i b u c i o n  g K ( x i , t l ;  ... ;xK,tKJdx l . . . d x ~ ,  que  dan 
la probab i l i dad  conjunta de que  x ( t )  tome valores en el  
interva lo  (x l ,x l+dxlJ a l  tiempo tl; ... ;(xK,xK+dxk,) a l  tiemPo tic. 



En p a r t i c u l a r  e l  Proceso estocast ic3  a ( t )=A(r t )  asociado 
con la rvo luc ion  de  un Sistema f u e r a  de  e q u i l i b r i o  esta  

car acter izado por la j e r a r qu i a  cte fU3ClOneS de distribucion: 

r I 

En t a n t o  que  la  j e r a r q u i a  que c a r a c t e r i z a  el proceso 
a t t ) z~ ( i ' t )  cuando e l  sistema se encuentra  en e l  estado de  

es:  

Como la' funcion fase  in i c i a l  es de la forma: 

P ' I f ' o ,O I  : peqiri ~ l f l t l ~ l ~ A l l ~ ~ l  I ( 3 . 3 3 1  

a l  u t i l i z a r  esta funcion fase  in i c ia l ,  a s i  como la expresión para 
g2n-Q(a,t;b,0) que se obt iene de (3.31), se encuentra que, 

gzn-e(a,  t ; D , O )  : @ I E , D )  gzeq ia ,  t ; b , o )  ( 3 .  34) 

de (3.30) se s i gue  q u e  #(E.b) es ta  dada por:  

( 3. 35 I 

de las ecuac'lones (3.341, (3.35), a s i  como de l a  d e f i n i c i ó n  de  
la probabi l idad condic ional :  

obtenemos f inalmente e l  resultado, 

P ( a , t l b , O  I : P ( a , t ( b t  ( 3 .  3 7 )  
n-e eq 

El  resultado an te r i o r  es sumamente importante, ya que Conecta 
el prockso ' e ~ t o c d s t i c o  A ( r t )  cuando ei sistema esta f u e r a  de 
equil ibrio,  con este mismo proceso cuando e i  sistema se encuentra 
en su estado de equ i l i b r i o  f ina l .  Esta propiedad es básica para 
entender bajo que condiciones de carác te r  microscopico es val ida 
la h ipo t es i s  de  r e g r e s i on  de f luc tuac iones  de Onsager. La 
expresion (3.37) fue mostrada por  pr imera vez  por P. M a z d 3 ) ,  
razon p o r  la cual es conocido como ei lema de Hazur. Debido a la 
importancia de es te  resu l tado  l o  encnciamos y discutimos a 
Continuation. 
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En un sistema que se ha } )reparado en un estado i n i c i a l  de 
gUuLLiBtrRlO p o r  medio de constr icc iones  ex t e rnas .  1;Uando 

No- de estas constricciones son re la jadas en un instante, 
it: ,le manera que en ese i l i s tante  la tuncion de distr ibucion 
fase es: 

O i r y , U )  : Peq(i-1 @ ( H í r l , A i i ' l  1 ( 3 .  3u 1 

La P r obab i l i d ad  cond i c i o  i a l  de que las  func iones  t a s e  
Air) asociadas con l a s  ObServaDles idel sistema tomen A un 
tiempo ? U n  va lor  en e l  i n t e r va l o  (a,a+aai, dado que inicialmente 
t e n ~ a n  'Jn v a l o r  b, P ca,tlb,O)da, ES L A  MISMA que la 
proDabiiidad condic ional  nag que  las *unciones t ase  AIL-,, Er! 
el ESTADU DE EQUILIBRIO FINAL,  (a l  cual llega e i  sistema aespues 
de que se r e l a l a ron  algunas constriccionesi tomen un valor  en ei 
lntervaIO (a,a+da) dl t iempo t + T ,  dado Ique a l  t iempo T las  
funciones, fase  ten ian un va lor  b, P (a,t+rlb,r)da, recordando 

estad0 en e l  que las funciones tase tienen ei valor  b, ya que EL 
SISTEMA LLEGO. PUR UNA FLUCTUACION NATURAL. 
En simbolos se t i ene  que: 

en es te  último caso ei sistema W e g a  espontaneamente a i -  

Esta igualdad solo es vá l ida  cuando una medida sobre  e l  
sistema nos ind ica  que a l  tiempo in i c ia l  las funciones fase toman 
un va l o r  A(i-@b, y l a  f unc i on  de  diStriDUCion i n i c i a l  es 
representada en el espac io  f a s e  de acuerdo a l  postulado be 
igualdad de p r o b a b i l i d a d e s  a p r i o r i ,  p o r  un c o n j u n t o  
representat ivo con densidad uni iorme d i i e r e n t e  de ce ro  pa ra  
aquella region del  espacio f a s e  en donde blAI1'U)!b+db, as i ,  

(3 .40)  

como veremos, ,esta desigualdaa se debe a que las densidades 
fase en y fue ra  de equ i l i b r i o  d i f i e r en  en sus propiedades ante un 
corrimiento en ei or igen del tiempo, ya que ia de e q U i l i D r i 0  es 
invar iante  ante una translacion temporal. en tanto que la segunda 
no ? l e n e  esta propiedad. 
como i a  iuncion de d i s t r i buc i on  tase ruera de e quu i o r i o ,  no es 
una c,iiucion estac ionar ia  de la ecuacion de Liouvi l le.  se t i ene  
que: 

lo, ,:ua 
no es 

implica que la probabi 
estacionaria,  o sea: 

idad rondicional de no-equi l ibr io  
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. 
Por o t r a  pa-te P (a,t ]b,t si es es tac i onar i a ,  ya  que  

10 func ion de d i s t r i buc f th  *&se he equ i l i b r i o  es inva r i an t e  ante 
un cor r imiento  temporal. De esta manera, 

I 
Y (a,  t ID, t b = P ( a ,  t - t  ( b , ~ )  

eq 2 1 eq L i  
I De este  ú l t i m o  pal' de ecuaciones y de la ecuacion (3.39) se 

l a  des i gua ldad  (3.40). AS1  l a  i gua l dad  e n t r e  l a$  
densidades de p robab i l i dad  condic ional  de e q u i l i b r i o  y de 
no -equ i l i b r i o  solamente es va l i da  pa ra  tl:0 , pero  no pa ra  
valores a r b i t r a r i o s  del tiempo. 

L A S  VAHIAt lLLb '  DL GRANU bHUtSC, 

proseguiremos nuestro aná l i s i s  con una breve  rev i s ion  sobre ins 
var iab les  de g rano  grueso,  l as  cuales se u t i l i z a n  en v a r i o s  
t r a t a m i e n t o s  de  l a  Mecan ica  ES tad iS t i c a  d e  p r o c e so s  
~ r r e v e r r s i b l e s ( ~ )  

c o m o .  A(ri IAK(I'J) es e l  con lunto  completo de 
funciones f a s e  asociadas con IaS Observables macroscopicas del - 
sistema, las cuales se denotan por a(th la re lacion e s t r e  ambas 
esta dada por  la s igu iente  expresion: 

Esta ecuacion se l lamara la  re lación micro-macroscopica. 

Otra cantidad que nos proporciona una informacion más detallada 
del sistema es la probabi l idad de que a,cA(T't,)< altdai,  p a r a  
i 2 i , . . . , ~ .  Esta cant idad puede expresarse en tarminos de l a  
funcion de d is t r ibuc ion  i n i c i a l  como: 

La ecuacion (3.31) es llamada la re lacion micro-mesoscopica. 

Podemos ahora  expresar  las observables macroscópicas en t i rminos de 
cantirlacies mesoscopicas, u t i l i zando  la  identidad: 

A ( r  1 L ,da a 6 ( A ( r  ) - a )  ( 3 . 4 2 )  
t 

c 
J t 

sustituyendo (3.42) en (3.41) y ut i l i zando la ecuacion (3.31), se 
Obtiene que: 

a f t )  = da a g n - e t a , t )  
J i  
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la relación: 

t )  = [dD 9 n-e(b,O) Y (a ,  t / b , O )  
(3 .44 )  1 Ii-e g1 J 

macroscopicas se puede.1 expresar  como: 

r 
a f t )  z jdb g n -e (b ,O i  a ( t ; b i  (3 .45 )  

1 cg  J 

donde acg(t;bI son las llamadas va r i ab l e s  de grano grueso, 
&inidas P o r :  

( 3 . 4 6 )  
l a ( t ; b )  = iaa a P ( a , t l b , o )  

n-e I cg 

De esta ecuacion vemos que la evolucion temporal pa ra  las 
variables de grano grueso, se puede encontrar si se conoce la 
ecuacion CinetiCa para  la densidad de probabilidad condicional de 
no-equilibrio, P (a,tlb,o). Este problema será  discutido en el 
Capitiiio IV. n-e 

VARIABLES DE (;>RANO GRUESO Y VARIABLES DL REGRESION . 
El lema de Mazur no5 permite encontrar la conexion entre dos 

puntos de v ista  aparentemente distintos en Mecanica Estadistica 
de Procesos Irreversib les .  E l  primero de ellos es el enfoque de 
Onsager(5), M.S. Green@) y R. Kubo(r), en el cual se estudia la 
dinlmica de fluctuaciones alrededor del estado de equ i l i b r io  y 
con ayuda del POSTULADO de regresion de fluctuaciones de vnsager 
se obtiene el comportamiento de los sistemas f u e r a  de equil ibrio.  

E l  segundo punto de vista  anal iza la relajación al equil ibrio 
de un sistema el cual se p repara  inicialmente en un estado de 
equil ibrio constreñido, a l  cual  repentinamente se le remueve 
alguna constriccion de manera que  el sistema evoluciona a un 
nuevo estado de equi l ibr io  compatible con las nuevos valores de 
las constricciones.  Este punto de  v i s ta  re f l eJa  fielmente l a  
manera experimental en que se estudian los procesos irreversibles 
y rue intrOdUCid0 en Mecánica EStadiStiCa por K. Zwanzig(6) , H. 
Mori(9ni0), ~ y sus colaboradores. Una implicación muy importante 
del Lema de Mazur es que nos permite conocer bajo que condiciones 
es posible relacionar los dos puntos de vista antes mencionados. 

Primeramente notemos que el Lema de Mazur implica que las 
variaD1e.s de grano grueso uti l izadas en el estudio de relaJacion 
de un sistema son idénticas con !as variables de regresión de 
Onsager. Pa ra  ello basta recordar  que las var iables  de grano 
grueso estan dadas por, 
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p o r  el Lema de Mazur,sc t iene  que: 1 
P r a , t ( B , o I  = P ( a , t l b )  
n-e a q  

I de manera que sust i tuyendo (3 .39)  en (3.46) se obtiene: 

15.47  ) 

De este  resultado concluimos que en el caso en que la funcion 
de d i s t r i b u c i o n  i n i c i a l  sea de la  f o rma establec ida por  ia  
ecuacion (3.30), l as  v a r i ab l e s  de r e g r e s i on  de  vnsager,  son 
precisamente las  v a r i a b l e s  d J  g rano  grueso Ut i l i zadas  pa ra  
d e s c r i b i r  l a  evo luc ión  proml?dio de un  sistema tue ra  de 
equ i l ib r io .  Esto j u s t i f i c a  e l  es tudio  de las f luctuaciones en un 
sistema anejado a p a r t i r  de pr imeros pr inc ip ios ,  para  encontrar 
la evolucion temporal de las var iab les  de regresion.  

En e f ec to  conociendo dicha evolucion. es posible encontrar la  
forma de las  ecuaciones de t ranspor t e  a p a r t i r  %e pr imeros  
p r inc ip i os ,  ya  que  como se s i gue  de (3.45) y (3.47), l as  
ecuaciones de t ranspor t e  son: 

consecuentem,ente, para  conocer las  ecuaciones de t ranspor te  
se r e qu i e r e .  en genera l  de la ecuacion de movimiento para  las 
Variables de Regresión de onsager (VHU) y ademas del conocimiento 
de la  función. de d is t r ibuc ión  i n i c i a l  f u e r a  de equ i l ib r io .  s i n  
.embargo en el- caso de que la ecuacion de movimiento para las VRU 
sea LINEAL, pOdemOS p r e s c i n d i r  del conocimiento e xp i i c i t o  de 
gln-e(b,v), obteniendose que las  ec.uaciones de t ransporte  tambien 
son lineales y de la MISKA forma matemática que las ecuaciones de 
movimiento para  las var iab les  de regresion. 

De l o  ant 'er ior  concluimos: 

i) ES posiBjie d e s c r i b i r  la evolucion temporal de un sistema 
fuera  ,le eqUi l ib r i0 ,  a p a r t i r  del cOnocimiento de la dinámica de 
fluctuaciones del sistema alrededor de su estado de e qu i l i b r i o  
f i na l ,  y del conocimiento de la  func ion  de dlStPibUCiÓn de 
f luctuaciones de no e qu i l i b r i o  a l  tiempo in ic ia l .  

ii) La h ipo tes i s  de regres ion de f luctuaciones de imsager, es 
Valid cuando la función de d i s t r i buc i on  fase  in i c i a l  es de la 

.+forma i3.38) y las VRO sat is facen una ecuacion de movimiento 
LINEA . 9 .  

-111-1 1- 

< '  __ 



REFERENClAb 

I._ L . E .  Reicnl. A Modern C o u r s e  i n  Statistical P n y s t c s .  c a p .  6 .  
~ n ~ v e r s i t y  o f  rexas P r e s s ,  A u s t i n  1 ~ 8 0 .  
2 , -  o. Penrose. R e p o r t s  in P r o g r e s s  on rnyslcs,-,iz~, ( 1 ~ 7 9 )  
3 . -  P .  #azur 1.n F u n d a m e n t a l  P r o b l e m s  in statisticai Mechanics. 

4 . -  L .  s .  tiarcfa-colin ana J . L .  aei k i o ,  P n y s ~ c a  =,~U~,(IY/I) 
5 . -  L .  O n s a g e r ,  P n y s .  R e v .  ~ . 4 U S , ( i ~ ~ l ) ; ~ , ~ ~ b 5 , ( i ~ 3 1 )  
3 . -  fl. 5 .  Green, J .  Chem. P n y s . d ,  idtil. ( l Y 5 ? : ) ; ~ , 3 Y u , ( i ~ 5 4 1 .  
7.- R .  K'UDO, M. ronora a n a  2 .   nana.^ irna, J .  r h y s .  :hoc. ~ p n .  

I,- H .  Zwanzig, P h y s .  R e v .  &4,9R3. 1 4 6 1  I. 
9 . -  H .  flor I a n a  H .  F u ~ i s a ~ a ,  Prog. r h e e r .  F n v s .  i-Y, l b 4 ,  i l Y 7 3 ) .  
; O . -  H .  Mori, H .  K u ~ i s a n a ,  H .  snigemarsu v r o g .  Tneor. P n ~ s .  

! I . -  J .  W .  ü i o b s ,  E l e m e n t a r y  Principies i n  >rarisricai flecnanics, 

! 2 . -  L .  S .  G a r c i a - V o l i n  ana J . L .  del w i o .  J .  s t a t .  P n y s .  0 ,  NO. 

' 3 . -  L .  !S, G a r c i a - C o l i n  ana H .  R o d r i g u e z .  v n ~ s .  Icev. A .  
1 4 . -  Liut'ty a n a  H U D I ,  ~ h y s .  ~ e v .  A .  

E . G . D .   ohe en, ea. ( ~ o r t h  HOI lana, AmSterdam, tYbY),p. L U ~ ,  

( i o n v o i  12, 1203, (1957). 

( K y o t o )  z, l U Y ,  (1Y.74). 

Uover P u b 1  i c a t i o n s ,  i Y b 0 .  

3 ,  2 3 5 ,  ( l Y 7 7 ) .  

9 



C A P I T U L O  I V  

I N T R O O U C C I O N .  

En e s t e  c a p í t u l o  nos a b x a r e m o s  a e n c o n t r a r  las ecuaciones de 
movimiento e x a c t a s  para d i v e r s a s  c a n t i d a d e s  meso y macroscopicas, 
a p a r t i r  d e  las ecuaciOneS m i c r o s c o ~ i c a s  q u e  g o b i e r n a n  la 
evoluclon temporal  de  Un Sistema CIaSicc de muchos cuerpos.  con 
e s t e  o b i e t i v o  e n  mente, u t i l izamos  la i c n i c a  de , )peradores de 
proyeccion independientes  del tiempo. 

Dentro  d e  la Mecanica Estadistica de Procesos I r r e v  ~ : - s . . ~ ~ ~ ~ s  
se h a n  desarro l lado  dos t e o r i a s  basadas en los operadct-es <.e 
proyecc ion .  La primera, d e s a r r o l l a d a  p o r  R o b e r t  Zwanziij(1) 
e s t a b l e c e  u n a  t e o r i a  Mecanico E s t a a l s t l c a  de  procesos  de 
t r a n s p o r t e  no l i n e a l e s  Y no MarKoffianos ut i l izando un proyector 
no l i n e a l .  A p a r t i r  de la  e c u a c i o n  rie L i o u v i l l e  o b t i e n e  la  
ecuacion r i n e t i c a  para la f u n c i o n  de a i s t r i b u c i o n  gn-e(a . t ) ,  q u e  
r e s u i t a  ser  u n a  ecuac ion  g e n e r a l i z a d a  de FoKKer-PlancK, con ella 
o b t i e n e  ecuac iones  de t r a n s p o r t e  no l i n e a l e s  y no MarKoffianas. 

P o s t e r l o s m e n t e  H. Mori (2 )  d e s a r r o l l ó  o t r a  t é c n i c a ,  
aparentemente  d i f e r e n t e ,  con o b j e t o  de  e n c o n t r a r  a partir  de 
p r i m e r o s  p r i n c i p i o %  e x p r e s i o n e s  m i c r o s c o p i c a s  p a r a  10s 
c o e f i c i e n t e s  de t r a n s p o r t e  a s o c i a d o s  a las r e l a c i o n e s  l i n e a l e s  

' f lu jo - fuerza .  Para el lo u t i l i z o  un operador  de proyeccion l i n e a l  
y expreso la ecuacion de movimiento para ias funciones fase en la 
forma de una  Ecuación generalizada de Langevin. A p a r t i r  de el la  
e n c u e n t r a  la ecuacion de evoiucion para ia matr iz  de correlation, 
que le permite i d e n t i f i c a r  a 10s c o e f i c i e n t e s  de t r a n s p o r t e  
lineales. 

E n  la década de los s e t e n t a s ,  M ~ r i ( ~ * ~ )  y c o l a b o r a d o r e s  
usando la t é c n i c a  d e s a r r o l l a d a  e n  1965, pero con un proyec tor  no 
l inea l ,  o b t i e n e n  la ecuac ión  de FoKKer-PlancK generalizada en una 
forma d i S t i n t a  a la hecha p o r  R. Zwanzig; s i n  embargo no es clara 
cual  es la r e l a c i o n  e n t r e  e s t o s  t r a b a l o s ,  dando la impresión de 
s e r  enfoques  completamente d i f e r e n t e s  al mismo problema. 

Un esquema u n i f i c a d o  de ambas t é c n i c a s  de operadores  de 
proyeccion f u e  l levado a cabo  p o r  L. t iarcia-Colin S. y J. L. del 
~ i o ( 5 - 6 )  3 f i n a l e s  de ia década de 10s s e t e n t a s .  En e s t e  esquema 
se hace v e r  la s i m i l i t u d  del p u n t o  de vista e n t r e  e l  formalismo 
de la  Mécanica C u á n t i c a  y la Mecanica Estadistica de Procesos 
I r r e v e r s i b l e s ,  de  tai f o r m a  q u e  la t e c n i c a  de  Zwanzig, e s  e i  
equiva lente  del  esquema de S c h r o d i n g e r .  en t a n t o  q u e  la de Mor1 
r e s u l t a  s e r  e1 e q u i v a l e n t e  al esquema de Heisenberg en Mécanica 
Cuántica. 

L a  manera  en q u e  presentamos la  técnica de los operadores de  
proyeccion. no es la h a b i t u a l  en ia l i t e r a t u r a ,  ya que utillzamos 
una i d e n t i d a d  e n t r e  operadores ,  q u e  muestra  todo s u  potencial  
cuando se  g e n e r a l i z a  la t é c n i c a  ae  p r o y e c t o r e s  a SltUaClOneS 
donde IGS operadores  de evolution n o  s o n  h e r m i ~ i a n o s ( ~ ~ ) .  DI? 
hecho e l  punto de v is ta  que a q u i  adoptarlos e s t a  más cercano a la 
áeduccion q u e  hace ~ a w a s a ~ i ( 7 )  de la ecuación de Langevin no 
lineal. 



- 

Usando i d e n t i d a d e s  e n t r e  o p e r a d o r e s  es posible ob iener  varios 
su l tados ,  a s a b e r ,  la ecuacion c i n e t i c a  para gn-e (a , t )  en 10s 

esquemas de Zwanzig Y Mori,  las ecuaciones  f o r w a r d  y bacKward 
p r a  P (a,tlb,O) Y las e c u a c i o n e s  de Langevin l i n e a l  y 

1 i n  e % r e  no- Además, s e  e n c u e n t r a  l a  ley  de r e g r e s i o n  de f l u c t u a c i o n e s ,  
que ROS p e r m i t e  conocer  los casos  en que es Válida l a  h i p o t e s i s  
de r e g r e s i ó n  de f l u c t u a c i o n e s  de Onsager ,  y p o r  ú l t i m o  s e  

la ecuacion de mOVimient0 p a r a  la matr iz  de correlación 
q u e  es d e  g r a n  u t i l i d a d  r a r a  la i d e n t i f i c a c i o n  de los 
,&Lcientes de t r a n s p o r t e  en 13s c i t a d a s  r e l a c i o n e s  l inea les .  

Despues de e n c o n t r a r  las  Ecuaciones c i n e t i c a s  e x a c t a s  q u e  
obedecen las p r o b a b i l i d a d e s  Condic ionales  en y f u e r a  de 
e q u i l i b r i o ,  s e  i n t r o d u c e  una aproximacion llamada la  aproximacion 
d e  procesos l e n t o s .  

Demostraremos que  a l  c o n s i d e r a r  procesos l e n t o s  f u e r a  de 
e q u i l i b r i o ,  se o b t i e n e n  un P a r  de e c u a c i o n e s  i n t e g r a l e s  muy 
p a r e c i d a s  a La COndiCion de SmoluchowKi, q u e  como es b i e n  
conocido c a r a c t e r i z a  a los p r o c e s o s  e s t o c á s t i c o s  marKof  f i a n o s ,  
s in  e m b a r g o  d e b i d o  a q u e  los p r o c e s o s  q u e  i n v o l u c r a n  
f l u c t u a c i o n e s  f u e r a  de e q u i l i b r i o  son no e s t a c i o n a r i o s  las 
ecuaciones i n t e g r a l e s  r e s u l t a n t e s  no pueden r e d u c i r s e  a u n a  
COndiClon similar a la de SmOluChOWKi. t r a t a n d o 9 e  entonces  de 
O t r o  t i p o  de procesos que  IlamamOS cuasi-marKof f ianos. 

Por ült imo,  se d e m u e s t r a  q u e  cuando s e  i n t r o d u c e  l a  
a p r o x i m a c i o n  d e  p r o c e s o s  l e n t o s  d e n t r o  de las e c u a c i o n e s  
C i n i t i c a s  q u e  c a r a c t e r i z a n  a las f l u c t u a c i o n e s  a l r e d e d o r  del  
estado de e q u i l i b r i o ,  el p a r  de e c u a c i o n e s  i n t e g r a l e s  q u e  s e  
Obtienen se pueden r e d u c i r  d i r e c t a m e n t e  a l a  e c u a c i ó n  de 
Chapman-Kolmogorov, p o r  lo  t a n t o  la a p r o x i m a c i o n  de q u e  e l  
proceso s e a  lento ,  en e l  caso  d e  f l u c t u a c i o n e s  a l r e d e d o r  del  
estado de e q u i l i b r i o  e s  completamente e q u i v a l e n t e  a c o n s i d e r a r  
que es tos  procesos  son marKof f ianos .  

Estos r e s u l t a d o s  son de suma importancia ,  ya que normalmente 
se CQnSidera que  l a  aproximacion Ue q u e  e l  proceso sea  lento  es  
equiva lente  a u n  proceso e s t o c á s t i c o  m a r K o f f i a n o ,  p e r o  no s e  
había  demostrado que  e s t a  aproximación l l e v a r a  a la  ecuación 
i n t e g r a l  de Chapman-Kolmogorov. 

s e  puede demostrar que cuando se introduce ia consiaeracion de 
q u e  19s p r o c e s o s  son l e n t o s ,  s e  pueae  o b t e n e r  l a  l e y  de 
incremento de e n t r o p i a  a p a r t i r  cle primeros p r i n c i p i o s .  E s t e  
a n a l i s i s  s e  e n c u e n t r a  en l a  r e f e r e n c i a  (22): 

"The  I n c r e a s e  o f  e n t r o p y  t o r  slow processes" 
J. L. del H i o - C o r r e a  

P h y s i c a  E, 3¿9, (1985). 

( re 

que es uno de los a r t i c u i o s  que  avalan la presente tes is .  



ANALOtiIA ENTRE LA MECANICA ESTAD'S'TICA DE PROCESOS 
FUERA DE EQUILIBRIO Y L A  MECANICA CUANTICA 

En e s t a  secc ion  P r J s e n t a r e m o s  la m a n e r a  e n  q u e  podemos 
& a b l e c e r  u n a  a n a l o g í a  e n t r e  la Mecanica C u a n t i c a  y ia Mccinlca 
Estadistica de Procesos  I r r e v e r s i b l e s .  

La idea c e n t r a l  c o n s i s t e  en c o n s t r u i r  un  e s p a c i o  de Hilbert, 
p, tal (que las f u n c i o n e s  f a s e  sean v e c t o r e s  e n  tal e s p a c i o .  
p posee u n a  metrica a. la c u a l  es  u n a  f u n c i o n  r e a l  de 10s 
l n v a r i a n t e s  del s i s t e m a  Y e s t a  c o n e c t a d a  con  la f u n c i o n  de  
d i s t r i b u c i o n  fase i n i c i a .  En e s t e  e s p a c i o  se d e f i n e  un productco 
l n t e r n o  de tal forma ([ue las Cant idades  de  i n t i r e s  desde un 
punto  de  v i s t a  rnacrorcoprco o rnesoscopico s e  e x p r e s e n  como 
productos i n t e r n o s  de l o s  v e c t o r e s  q u e  c o n s t i t u y e n  R 

1 )  Las f u n c i o n e s  A l r , t )  a s o c i a d a s  con  las  3 D s e r v a b l e s  
m a c r o s c o p r c a s  a ( t ) .  
l i )  Las f u n c i o n a l e s  J I A ( r , t ) - a ]  a s o c i a d a s  con  c a n t i d a d e s  
m e s o s c o p i c a s  ta les  como g(a.ti y P c a , t l b ! .  
lii) La f u n c i o n  ue d i s t r i b u c i o n  fase  a t o d o  t iempo p ( r , t )  - 

A cada una de ellas le  asociamos u n  Vector  en k. A s i  para 
1) y 111 los v e c t o r e s  en el e s p a c i o  ae func iones  son A(r,t) 
( i (a,t)--¿(A(r, . t ) -rt ,  que l l a m a r e m o s  los  V E C T O R E S  PHOPIEDAL, 
y d e . n o t a r e m o s  g e n e r i c a m e n t e  p o r  O(r , t l .  L a  e c u a c i o n  de 
movimiento de e s t o s  v e c t o r e s  es: 

Las f u n c i o n e s  fase de i n t i r e s  son: 

en d o n d e  i L  d e n o t a  e l  o p e r a d o r  d e  L i o u v i l l e  c l a s i c o  O 

cuantico.  
A la f u n c i o n  de a i s t r i b u c i o n  fase le  asociaremos ei VECTOR b~ 

ESTAOO v ( r , t ) ,  .el c u a l  j u n t o  c o n  la metrica w e s t a  
def in ido  p o r  la re lac ion :  

P(r . , t i  wu(i-1 v ( r 8  t i  ( 4 . 2 )  

La ecuac ion  de movimiento, para e i  v e c t o r  de estado e s t á  dada 
por:  

?ue se Obt iene  f a c i i m e n t e  de  la e c u a c i o n  de  Liouvi l le .  

Por la r e l a c i o n :  
El P r o d u c t o  i n t e r n o  e n t r e  cios v e c t o r e s  A y k3 s e  d e f i n e  

f A , B )  = CW W l r l  AII'I l B i I ' l J w  ( 4 . 4 )  I 
donde lB(i)J* r e p r e s e n t a  el c o m p l e j o  c o n j u g a d o  de [BíI'))' 
8Sta  d e f i n i c i ó n  n o s  p e r m i t e  e x p r e s a r  a las o b s e r v a b l e s  
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entonces dos opciones para  encontrar ids ecuaclones ,- 
movimiento para las  observables : 

En ia primera, se r e q u i e r e  del  conocimiento de la ecuacion 
evolution temporal pa ra  el vector  propiedad, lo que correspon(: 
en Hecanira Cuántica a t raba la r  dentro del esquema cle Heisenberg 
Este punto cle v i s t a  en Mecanica Estadist ica nos lleva al  esquem3 
de Morl. 

En i a  segunda, se necesita conocer. la ecuacion de movimienf 
para el v e c t o r  de  estado, l o  cual  en Mecanica Cuantic. 
rorresponde a u t i l i z a r  la desc r ipc i on  de SchroQinger y ~7 

Mecánica Estadist ica corresponde a i  esquema de Zwanzig. 
Para v e r  claramente l a  análogia con la Mécanica cuantica 

recordemos que ei va l o r  esperado ue un operador O asociado C : I  

ma observabie es dado por: 

-1V-4- 



( 4 . 1 0 )  

I De aqu i  que el Valor esperad0 del operador se pueda expresar  
I como: 

I t x t l  = CV(0)JU (t).V(O)> ( 4 . 1 1  1 
H 

I en donde anora la dependencia temporal es llevada por el  operador 
de ,  Hhsenberg :  

Q t 1  = U ' l t )  6 U ( ' . )  ( 4 . 1 2 )  
' I  

que sa t i s í a ce  l a  ecuacion de movimiento de Heisenberg(a). 
I L a  análogia e n t r e  l a  Mecánica Es tad i s t i ca  (M.E.1 y l a  

Mecánica Cuántica (M.C.), la obtenemos al comparar la r e l ac i on  
( 4 . 5 ~  para las observables macroscopicas o mesoscopicas. con las 
ecuaciones -(4.81 Y (4.12) que dan los va lores  esperados pa ra  
observables en la M.C.. Cuando se adopta la i n t e r p r e t a c i o n  
estadist lcd de la funcion de onda en Mecanica c;.uhntica(g) vemos 
que el papel que Juega p(I'.ti en la  M.E., corr,esponde a l  que 
toma la dens idad de p r obab i l i d ad  *** en l a  M.C., ya que 

I ambas cant idades obedecen una eCUaCion de conservacion. De esta 
manera al considerar que la dependencia temporal de un sistema de f muchas ':uerpos es l l e vada  p o r  p ( r , t ) ,  estamos d e n t r o  del 
esquema equiva lente  a l  de Schrodinger.  P o r  o t r a  p a r t e  cuando 
consideramos que la dependencia temporal es gobernada PQr 
O(r,t) ,  se  e s t a  d e s c r i b i e n d o  l a  evolution temporal  de la  
observable d en t r o  de un esquema equivalente al  de Heisenberg. 

En Mecánica .Estadis t ica  el paso de un esquema a o t r o  es más 
simple que en e l  caso cuántico, Y se l leva a cabo a l  u t i l i z a r  l a  
propiedad que el operador de L i ouv i l l e  es hermiciano, o sea que 
s a t i s f a c e :  

I \ 

IA,LB1 = ( L A , B )  ( 4 . 1 3 )  

Así, consideremos la observable dada en e i  esquema de Zwanzig: 

o( t )  : ( q r , o ) , v ( r ,  t i )  (4 .  1 4 )  

¿a solution formal de  (4.3) es: 

v i r ,  t )  = e -  1Lt v ( r ,  u )  ( 4 . 1 5 1  

Sustircyendo en (4.14) y ut i l i zando l a  propiedad de hermicidad 
dol cperador de Liouvi l le ,  se cbtlene que, 

t x t j  : (o(r,t),v(r,oit ( 4 . 1 0 1  

Puesto 'qjie por  (4.1) se tiene: 

o ( r ,  t )  : e l L f  oir, ut ( 4 .  1 7 1  

CUe es ia expresión pa ra  las obs.ervab1-s dentro  del  esquema de 
Hopi. 
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IDENTIDADES DE ZWANZIG Y MOR.,. 

P a r a  en t ende r  fác i lmente  13 t i x i c a  de operadores  de 
p y e c c i o n ,  mostraremos en esra seccion dos i t i ent idades  e n t r e  
operadores que resultan básicas para  entender los puntos de v is ta  ' 

de Zwanzig Y Mori ,  Y qu?  son centra les  p a r a  g ene ra l i z a r  ia 
técnica a o t ros  casos de interés .  

Empezaremos por mostrar la  i den t idad  de ZWacZig, llamada asi  
porque es la que da lugar a los resultados de este autor. 

Denotaremos por: 

(4.18) 

la transformada de Laplace de una funcion F(t ) .  
Cons ide rando  e l  Dperador  eQt , en  donde  Q es un 

Operador  a r b i t r a r i o .  p e r o  i n d e p e n d i e n t e  del  t i empo,  su 
transformaaa de Laplace es: 

L 

donde U es e l  
expresar como: 

, l  

zu - u 
e Q t ~  : (4.1Y 

operador  unidad.  Ahora  b ien,  (4.19) se puede 

1 1 

ZU  - Q Z U  - Q 
z[eQti 5 P ( 1 - P )  (4.20) 

donde P es un operador a r b i t r a r i o  independiente  del tiempo. 
De la ecuacion (4.19) es elemental ver que, 

1 1 
- - 

Z U  - Q [ Z U  - Q(l-P)J - UP 
(4.21 1 

1 1 i 
+ UP 

zu - U ( i - P )  zu  - Q(1-P) zu  - Q 

ilonde hemos ut i l i zado  ia ident idad  en t r e  operadores: 

1 i 1 1 

A t E  A A A + B  
€3 - - - -  (4.221 

esta ident idad,  permite mostrar que: 

1 i - 11-PI - t 1 - P I  (4. 131 
Z U  - Q(1-P )  ZU - ( 1 - P ) Q  

mu l t i p l i c ando  l a  ecuac ion (4.211 po r  e l  operador  y 
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IDENTIDADkiS DE ZWANZIO Y MORI. 
I 

p a r a  entender  fác i lmentr  l a  t i c r  i c a  de ope radores  de 
royeccion, mostraremos en esta seccron dos i d en t i dades  entre 
eradores que resultan ms icas  para entender 10s puntos de v ista OP de zwanzig y Mori. Y que son centrales p a r a  g e n e r a l i z a r  i a  

técnica a o t r os  Casos de i n t e r i s .  
Empezaremos por mostrar l a  i den t idad  de zwanzig, llamada as i  

porque es la que da lugar a los resultados de este autor. 
Denotaremos poi : 

( 4 . 1 0 )  

la transformada de Laplace de una funcion F(t ) .  
Cons iderando  . e l  o p e r a d o r  eQt,  en donde Q es  un 

,perador a r b i t r a r i o .  P e r o  i n d e p e n d i e n t e  d e l  t i empo,  su 
transforrnaaa cte Laplace es: 

( 4 . 1 Y  I 

donde U es el  operador  unidad.  Aho ra  b i en ,  (4.19) se  puede 
expresar como: 

1 1 

ZU - Q ZU - Q 
rrtQt1 = P + (I-P) (4 .20)  

donde P es un operador a r b i t r a r i o  independiente  del tiempo. 
De la ecuacion (4.19) es elemental ver que, 

1 1 - 
ZU - Q [ZU - Q(i-P)J - QP 

( 4 . 2 1  I 
1 1 1 - - + YP 

zu - Q ( 1 - P )  zu - U(1-Pt zu - Q 

donde nemos ut i l i zado la i den t idad  en t r e  operadores: 

1 1 1 1 

A + B  A A A + B  
0 - - - -  

esta i4,entidad, permite mostrar que: 

1 1 - I 1  -PI - 11-PI 
ZU - Q(1-P) ZU - (l-PtQ 

mul t ip l i cando  i a  ecuac lon (4.21) p o r  e1 

( 4 . 2 2 )  

(4. 2 3 J  

operador (i-p) Y 



+ ds expl(i-H')S'si(  l-R*)S*R'explS*( t - s j j  1: 
De esta manera l a  ecuacion (4.25) toma la forma: 

eSt = eStR  + ( i - ~ ) & ( l - R ) t  + i t  6s , s ( t - S )  Rs(i-~)es(l-R)S 

J "  
utilizando l a  l a en t idad :  

i i - ~ ) e S ( I - R ) t  = e ( i -R )S t ( , -H )  

obtenemos f ina lmente :  

e s t  ~ eStR + , j ~  e S ( t - s )  RSe ( i -R ) Y s ( i -H )  + e ( i - H ) S t ( i - H )  SO (4 .  2 b  I 

que es !a i den t idad  de Mori ,  la cual es esencialmente la adJunta 
a la ident idad de Zwanzig. Ambas identidades son vál idas para  
Cualquier p a r  de operadores Q y P (o S y Ri independientes 
ae1 tiempo, pero  por  IO demas arbi7.rarios. Así no se requiere que 
e1 Operador Q (ó 3 )  sea Hermit iano.  ni que P ( 0  R )  Sean 
OPeradores d e  proyeccion.  
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TECNICA DE PRV YECTORES 

E S U U E N A  J E  ZWANZIt i .  
i 

En esta seccion presentaremos la tecnica ?.e operadores a e  
I proyercion de Zwanzig, ori6inalmente ut i l i zada pa ra  encontrar la 

ecuacion Ue evolution par: Bn-=(a,t). 
se ( i e f i ne  el  operador:  

I 

Este ,)peraaor t iene var ias  propieaaaes importantes q u e  enumeramos 
a mnt inuac ion :  
a )  Es  u n  ope rado r  de proyeccion. ya 'que es i ierrniciano e 
idempoiente: o sea: 

( A , P z  B) : I P z  A , B i  ( 4 .  L a a l  

( P z ) 2  = Pz ( 4 .  Lbbl 

b) Al apl icar lo  a l a  funcional ü(a,ui la ae.ja i n v a r i a n t e  para 
todo . va lo r  cte a. Esto s i g n i f i c a  que r.2 proyec ta  sobre  e s ta  
famil ia  de vectores en el  espacio ae Hi lbert ,  

P Z G f a , O )  = G ( a , o )  ( 4 . 2 9 1  

c )  La apiicacion del proyector  a l  vector  de estado v ( r , t ) ,  da  
como resul tado:  

g lb, t )  
P v i l - ,  t )  z [db ülb.  O )  14. 3 0 )  

J ii,ülb,O)I Z 

ya que la componente del vector  cte estado a io largo de u(a,v) es 
B n - o í a ,  t 1: 

g, - , (a , t )  z ( G ( a , O ) , v ( l ' ,  t i )  = ( v i I ' , t j , t i l a , c ) ) )  
( 4 .  31 I 

Cionde ia segunda igualdad se sigue ,te 'que gn-,ia,t) es reai .  

La seieccion para la funcion -te peso wiri en e l  espacio 
de Hilbert .  se hace de manera que sea compatible con la forma Ue 
!a furicion de d i s t r i buc i on  fase in i c ia l ,  la cual es dada por: 
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sí escogemos la func ión  de PESO igua! a l a  func ion  de 
distribution de e q u i l i b r i o  f ina l :  

W I T I  : P e q í r l  ( 4 . 3 3  I 

( 4 . 3 4 )  

I En este r a s 0  e1 proyector de Zwanzig toma la rorma: 

f ( . . . , c j ( b , U ) )  
P ldb - tilb, V I  ( 4 . 3 5 1  

‘ J  geq(bt 

~n I O  que s igue consideraremos que dent ro  , le i  conjunto de :,i:; 
funciones fase. se encuentra e l  namiltoniano rlei sistema, cuando 
se r equ i e ra  mostrarlo expl ic i tamente usaremos la notacion, 

A í r J -  lH(TJ,A’(r)I ( 4 .  5 6 8 )  

en donde A ’ ( r l  denota e l  conjunto de f U n C i O n e S  fase,  que n-o 
incluyen a l  hamiltoniano. De manera análoga los valores numericos 
de las funciones fase  se indicarán en la forma: 

- 

b T [E,b’J (4. 3bb)  

usando esta convenclon, l a  forma del vec tor  de estado in i c i a l  es: 

De (4.35) y (4.37) vemos que a l  ap l i ca r  el proyector  de Zwanzig 
al vector  de estado in i c ia l ,  es te  permanece inVaFiante: 

pZ v i l - ,  o )  = v ( r , o )  ( 4 . 5 0 )  

Poaemos i n t e r p r e t a r  geometricamente el  proyector  de ZWanZlg, 
diClenao que su e f ec to  sobre  cua lqu ie r  vector  del  espacio de 
Hilbert os proyectar lo  sobre  e l  subespacio donde se encuentra el  
vector ir estado al tiempo cero. 

La ecuacion c in i t i ca ,  que es la ecuacion de movimiento para 
Bn-eia,tl, se encuentra tomando la der i vada  temporal de (4.31) y 
expresando la  ecuacion de movimiento para el vector de estado con 
ayuda de la identidad de Zwanzig. 
Por ( 4  3 y (4.15), la  ecuac ion de movimiento del v ec to r  de 
estado se expresa en la forma: 

Usando la ident idad  de Zwanzig con U:iL Y P-Pz, la ecUaclOn 
(4.39) toma la forma: 
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Usando l4.38), el segundo terrnlno del lado derecno se anula, por 
IO que: 

m(r,  tJ 
- = - i L .  P z v (  7 ,  <.) 

d t  
( 4 . 4 0 )  

Tomando la der ivada  de, (4.31), se tiene: 

dgn-e ( a, t I dvfr, t )  
= ( u ( a , u ) ,  J 

d t  d t  
14. 41 t 

La ecuacion cinética se obtiene Usando (4.40) en (4.41), y 
despues de  a lgunas  manipulac iones  a lgebraicas se obtiene 
finalmente que,  

(4. 42 J 

donde PI operador de Zwanzig, Z(a,t) se define como: 

z i a ,  t J f ( a ,  t i  = db i Q l a , b I t ( b ,  t J  I 
( 4 . 4 3 )  
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1 donde el promedio sobre  la hipercelda f a s e  carac te r i zada  por  un 
i b de las Observables se define por: 
I 

~a ecuacion (4.42) es el punto de pa r t i da  para obtener  las 

proceaeremos a h o r a  a e n c o n t r a r  l a  ecuaciori  " l i l d t i C &  

,quivaiente a la  ecuacion (4.4d) ut i l i zanao  P I  esquema d e  Mori. 
para ello reescr ibimos la ecuacion de evolution para la funcional 
( i (~,t) :díAII ' ,tl -aJ conoc ida como l a  n i p e r c e l d a  f a s e ,  q u e  

asociada con cant idades  mesoscopicas í a l e s  como g(a .t )  y 

Expresaremos ia ecuacion para  la niperceida tase, en dos 
' p ( a , t l b b .  

formas a l t e rna t i v a s  u t i l i zando  las  i den t ldades  
Zwanzig. 

La eruacion de movimiento para l a  nipercelda 

dafa, t i  
2 i L ü ( a , t )  : ~ ~ . e l L t t i ( a , v l  

: e l L t .  iLtiía, o )  

d t  

de Mor1 y de 

fase es: 

(4.40b) 

utli izando en (4.46a) ia  i d en t i dad  de  Zwanzig, con ~ : I L  y 
p:Pz se Qb t i ene :  

dG(8, t )  
la.  t J b ) .  i L ü ( b ,  V )  

Q t  J 

rt I' 
14. 47) 

Fara l l egar  a este  resultado hemos ' i t i l i z ado  la ecuacion 
!4.29), as1  como la de t in i c ion  de P !3,tlbl. a saber ,  

e l  

P ( a , t j b i  = < G l a , t l : b >  ( 4 .  46) 
eq 

.+3P o t r o  lado, a l  u t i l i z a r .  .a ident idad l e  Mor i ,  con S=lL  y 
R:Pz, en l a  ecuacion (4.46b: ' obtenemos: 

U G ( &  t l  

d t  
= Z ( a ,  t i r i f a ,  t i  + F ( a ,  t i  t4.49) 

Las ecuaciones (4.47) y i44Y) son dos tormas a l t e rna t i vas  de 
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1 la  ecuacion de m O V i m i e n t 0  Para la h i p e r c e l d a  tase. las cuales  s e  
u t i l i z a r a n  p o s t e r i o r m e n t e  Para e n c o n t r a r  ia ecuacion c i n e t i c a  que 

I s a t i s f a c e  ia d e n s i d a d  d e  P r o D a b i i i a a d  c o n d i c i o n a 1  ,¡e 
i n o - e q u i l i b r i o ,  en s u  formas Forward y BaCKWard. 

La ecuacion c i n e t i c a  Para Yn-eia,t j ,  se  i7Dtiene a i  tomar el 
producto i n t e r n o  a e  i4.47J o r 4 . 4 Y )  C O I ,  e1 v e c t o r  (le e s t a a o  
v ( T , O ) .  La  r o r m a  'que s e  o b t i e n e  con (+.4'0 es  poco h a b i t u a l  
por I O  que  no ia e s c r i b i r e m o s ,  en t z . n t o  a i  t o m a r  1 4 . 4 ~ 1  s e  
obt iene  l a  ecuac ion  c i n é t i c a  en l a  tcjrna ( 4 . 4 2 1 ,  y a  que: 

i r f a ,  ti. vil-, o )  = o 14. 5 ü )  

E¿'UAGION LINEAL Ut - 4 N C ; t V I N  

En 1 ~ 6 5 .  r l o r i  publ ico  un r r a b a ! c  mnue introdu.Jo una c e , ~ ~ i c a  
de operadores  de  .proyeccion d i s t i n t a  3 1.1 ' : te iwanzig ,  ,:on ODJe?o 
de e n c o n t r a r  la  ecuacion :*.e movimien?? exac ta  p a r a  ia funcion de 
c o r r e i a c i o n .  E s t a  t i c n i -  - p e r m i t e  t 'eescr ia ir  la r c u a c i o n  ,¡e 
movimiento para ias f u n c i m e s  t a s e  en luna r o r m a  que se asemeja a 
una ecuacion de Langevin l i n e a l  con memoriaid), s i n  emDargo n a y  
que r e c a l c a r  que  esta ecuacion no es estocast ica  en rorma alguna, 
s ino  solo una  forma conveniente  de  r e e s c r i b i r  la ecuacion exac ta  
de mo.vimiento. la c u á l  p e r m i t i r a  e n c o n t r a r  formas aproximadas de 
e s t a s  e m a c i o n e s .  .' 
Se d e f i n e  el operador PH por: 

rM : ( . . . ,A( ( ' , o ) )  .(A( I - , O J  ,ai I - , U I  I -1 .A( r , o )  . ( 4 . 5 1  1 

o b ien  in-extenso:  

Este Qperador  t i e n e  v a r i a s  propiedades importantes que enumeramos 
a c o n t i n u a c i o n :  
a)  Es un o p e r a d o r  de p r o y e c c i o n ,  y 3  'que e s  n e r m i c i a n o  e 
idempotente, o sea :  

t , V M h )  : íPmf,hi ( 4 53ai 

f 4.53bi  

bI Al 3 p i i c a r i o  a la t u n c i o n  ids? - 1 1  ,u) id d e j a  i n v a r i a n t e .  
~ S L  P y  p r @ y e c t a  s o b r e  e s t e  v e c t o r  -!- 31 e s p a c i o  i? Hilbert :  

~htq ( i ' , o )  ~ ( r , o )  ! 4 . 5 4 1  

C )  Corno e l  p r o d u c t o  i n t e r n o  ' . !I? . :  e .. ' 3 s  v e c t o r e s  4(1-,11 y 
A ( T , O )  la id m a t r i z  de c o r r e i a , ' :  : I  
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( q . 5 6 ,  
ecuacion de movimiento para las tunclones fase La es: 

69( I-, t )  

d t  
i L * .  i L 4  I - , U )  1 4 . 5 1 )  : I L ~  r , t )  : e 

La ecuac ion  a n t e r i o r  puede r e e s c r i b i r s e  al i n t r o d u c i r  en ol ,ado 
derecho d e  ia e x p r e s i o n  a n t e r i ' ? r  la i d e n t i d a d  d e  Mor1 (4,cL5,, con 
s : i ~  y H z P M ,  dando como . r e s u l t a d o :  

w r , t )  ' 1  
: I W . 4  l q , t l  - ids  <p( t - S J . 4  l ' , S J  + tl I ' , t )  

d,  t JU ( 4 . 5 L ) )  

en don'de se han :  detinido:  

IW : ( ILA( r , o )  ,A( r , o i  J . c - * !  O J  ( 4 . W a )  

<P( t l  : ( f ( r , t ) , f ( r , o ) l . ~ - l ( u )  ( 4.59D) 

t ( r , t )  : e . x p ( ( l - p M J i L t l . (  i - p M ) t L . ~ r , ü ~  ( 4 . L j g c )  

L a  ecuac ion  (4.58) t i e n e  la e s t r u c t u r a  de una  ecuacion de 
Langevin, s i n  embargo solamente e s  una  f o r m a  a l t e r n a t i v a  de 
expresar (4.57), p o r  lo t a n t o  e s  u n a  ecuación d e t e r m i n i s t a .  s i n  
embargo e s t a  forma de expresar la ecuacion de movimiento para las 
ObservaDIes, es muy s u g e r e n t e  en el s e n t i d o  de q u e  nos permite 
l levar a cabo .  aprox imac iones  en una forma simple. Por  ejemplo, 
una manera  de a p r o x i m a r  la ecuacion (4.581 c o n s i s t e  en vez de 
calcular  e x p l í c i t a m e n t e  e1 t e r m i n o  f ( t )  por  medio de la eCUaClÓn 
(4,59c), lo  c u á l  e s  una  tarea sumamente compleja, se i n t r o d u c e  la 
nipotesis s i m p l i f i c a d o r a  de q u e  f ( t )  e s  a h o r a  u n a  variable 
a l e a t o r l a ,  r e i n t e r p r e t a n d o s e  la ecuacion (4.58) como u n a  eCUaCion 
d i ferenc ia l  e s t o c á s t i c a ,  y adoptando e s t a  ópt ica ,  se dice q u e  la 
ecuacion (4.59b) es e l  ana log0  microscopico del teorema de 
f luc tuac ion-dis ipac ión ,  ya q u e  conecta la func ión  de c o r r e l a c l o n  
de i a  " f u e r z a  f l u c t u a n t e "  con l os  terminos que posteriormente son 
i d e n t i f i c a d o s  con los coef ,c ier i tes  de t r a n s p o r t e .  

ECUAGIUN i'E L A N G L V I N  NU-LINEAL 

La t e c n i c a  d e  Mori  psrd r e e s c r l b i r  las e c u a c i o n e s  de 
movimiento, f u i  u t i l i z a d a  ?or Morl, FuJiSaKa y sh igematsu(3*4 ) ,  
d u r a n t e  ia década be  los . setenlas  para dar una fundamentacion a 
Par t i r  d e  pr lmeros  p r i n c l p i o r ,  a id ecuacion modelo PX'OpUeSta POP 
R. ~ w a n z i g í i e ) ,  q u e  e s  uiia ecua.cion de Langevin con términos  
no i inea, ics ,  u t i t i Z a d a  para anaii2ar la renormal izacion de 10s 
c o e f i c i e n t e s  d e  t r a n s p o r t e  Cai isada p o r  la c o n t r i b u c l o n  d e  
acoplamientos  no l i n e a l e s  e n i r :  las o b s e r v a b l e s  del  s i s t e m a ,  
S lcndo esta e c u a c i o n  modele e q u i v a l e n t e  a la t e o r i a  de 
acoplamiento modo-modo dcsaxr01130a p o r  KawasaK2(l9). 
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La idea de Mori y c o l abo rado~es  i u é  u t i l i z a r  l a  tdcnica  
presentada en la  seccion a n t e r i o r  para  r e e s c r i b i r  la ecuacion de 
mOvlmiento para  l as  funciones fase  Per6 eri lugar  de usar e i  

l inea l  PH, ut i l i z a ron  e l  . r o y e c t o r  Pz, ODteniendO una 
e c u a c i ~ n  en l a  que  despues de  i n t r o d u c i r  c i e r t a s  h i po t e s i s  
plausibies,  se l lega a l a  ecuac ion de Langev in  no l i n ea l  

Veremos a h o r a  en de ta l l e  como se ob t i ene  l a  ecuacion 
proPu esta  por Zwanzig,  pa ra  e s t u d i a r  las in te racc iones  no 

? e  modos co l ec t i vos  en un t lu ido ,  u t i l i z ando  i a  
técnica de operadores de proyeccion. 

P a r a  r e e s c r i b i r  en forma adecuada l a  ecuacii>n 4,57), 
recoraemOs que  las func iones  f a s e  A lT , t ) ,  es tan conectada3 
con la nrperce!da fase  por  la  re lacion:  

por  Zwanzig. 

(4.  O U )  
i 
1 

Alf ' ,  t ) : i d a  a G fa ,  t )  

L a  ecuacion de movimiento para  las  funciones tase  A(T',tj. 
puede s e r  reescr i ta  como una ecuacion que asemeJa a una ecuacion 
de Langevin no-lineal. Para  ello, se  toma la der i vada  temporal de 
(4.69) y se usa ( 4 . 4 9 ~  Cie manera que: 

llevando a ,:ab0 la integrac ion sobre  da, se encuentra: 

En donde v(a)  es l a  velocidad de a r r a s t r e  def inida por: 

v i a )  7 <iLAII', O ) ;  a> (4. osa i  

c (a , t )  ? s ta  dado  po r :  

1 O 

c ( a , t j  : - [ geq (  ai I H I  i ' , 1 i t c l l ' ,  U )  : a> I 
9eq (a i  da ( 4 . 0 .m )  

En t a c c g  que R(r,t) se  d e f i n e  p o r  !a re lac ion:  

R i i - ,  t )  = e x p i ( i - P z ) i L r l .  ( I - P Z I  i L A ( l ' , U )  (4 .  0 3 C )  

La ecuac ion  ( 4 .62 )  es  una e cuac i on  compie tamente  
determinista,  pero que nos permite  1 n t r oduc i r  h ipo t es i s  Para  
rundarnentar la  ecuacion modelo de Lvarizié!. 

La n ipotes is  que se in t roduce  e s  que en lugar  de Calcular 
expi icitamente i a  funcion R(r,t) dada p o r  ia ecuacion (4.65ci, se 
Considera esta va r i ab l e  como una va r i ab l e  estocástica, Y se 
carac te r i za  p o r  sus valores promedios, de hecho se supone W e  e5 
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T 
--~~ 

ir 

v a r i a b l e  a l e a t o r i a  q u e  obeiiece u n a  d i s t r i b u c i o n  g a u s s i a n a ,  
Iipa 10 q u e  basta saber las propiedades  de los dos p r i m e r o s  

SODre l a  n i p e r c e l d a  r a s e  es n u i i ,  o sea :  
niOmentos. PO f así  se supone  q u e  Rír,t) e s  ta l  q u e  s u  v a l o r  promedio 

. R ( r , t l ; a >  = o ( 4 .  041 

propiedad dada P o r  la ecuac ion  (4.04) s e  puede j u s t i t i c a r  a La partir de la d e f i n i c i o n  microscopica e x a c t a  de esta cant idad dada 
I d  e c u a c i o n  (4.63C), Ya q u e  e s t e  v e c t o r  es  n r t o g o n a l  a 

rarci c a r a c t e r i z a r  completamente desae  el punto de v i s t a  Por 
d(a,o). 
s S t ~ ~ a s t i c o  a H ( t )  se i n t r o d u c e  i n i o r m a c i o n  ad-hoc,  ‘que no puede 
deducirse (te s u  d e f i n i c i o n ,  t a l  como: 

a )  E l  p r o c e s o  r s t o c a s t i c o  q u e  c a r a c t e r i z a  3 R ( r , t )  e s  

0 1  LOS promedios s o b r e  ia hiFerce!da t a s e  de k ( T , t )  c o r s i g o  
a d i f e r e n t e s  tiempos son i n d e p e n d i e n t e s  del v a l o r  d e  !as 

GA u S S I A N L’ . 

VarlableS q u e  c a r a c t e r i z a n  la h i p e r c e i d a ,  e s t o  es: 

’ *  En sonde e l  promedio ‘. ..> s i g n i f i c a  un  promedio tomado con ra 
funcion de  distribution í a s e  de  e q u i l i b r i o .  

C I  La e c u a c i o n  (4.63b) s e  i n t e r p r e t a  como un  t e o r e m a  de 
fluctuation-disipacion no lineal ya q u e  cia,t) esta conectado con 
una 5 lS iPaCion .  

La e c u a c i o n  (4 .6¿)  e s  e l  r e s u l t a d o  Dasico u t i l i z a d o  p o r  
KawasaKi(1Y) en la t e o r i a  de acopiamiento ,modo-modo. 

Para o b t e n e r  la ecuac ion  modelo de  Zwanzig a p a r t i r  de la 
ecuacion ‘4.62), Mor1 y F u ~ i s a K a ( ~ )  suponen q u e  la r u n c i o n  de 
correlacion de la f u e r z a  f l u c t u a n t e  es, 

‘ R ( I - , t ) K f I ’ , O ) >  : l Y  d f t )  ( 4 .  O b  I 

y que id f l l n c i o n  d e  d i s t r i b u c i o n  de  las i l u c t u a c i o n e s  a l r e d e d o r  
le1 e s t a a o  de  e q u i l i b r i o  es g a u s s i a n a ,  

14. O 7  1 

l t i l i ian? .?  lis ecuac iones  [4 .65) ,  !4.661 y (4 .07 )  en !a e c u a c i o n  
4 6 d 1  , > a t e n e m o s :  

ti A I T ,  t )  
: V ( A ( I ‘ , t I J  - Y . A ( I ‘ , t l  + H í I , t l  1 4 . b O )  

d t  

We es ia ecuac ion  de Langevin n c - l i n e a l  p r o p u e s t a  por  ZWanZig. 
Las c o n t r i b u c i o n e s  no l i n e a l e s  en 4(l’,t) se  e n c u e n t r a n  d e n t r o  de 
la velocidad de a r r a s t r e .  
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1 Zwanzig obtuvo  la ecuacion de POKKer-PlanCK asoc iada  a la 
ecuacion (4.68)- r e e s c r i b i e n d o l a  en  t e r m i n o s  de o p e r a d o r e s  de 
Creacion y a n i q u i l a c i o n ,  u t i l i z a n d o  t e c n i c a s  de t e o r i a  c u a n t i c a  
de campos, CalCUlo la fhnCiOn de r o r r e l a c i o n  3 e  e q u i l i b r i o  de las 
v a r i a b l e s  d i n a m i c a s ,  comparo e s t e  r e s u l t a a v  con ia e x p r e s i o n  

; exac ta  para  la f u n c i . > n  de c o r r e i a c i o n ,  l a  c u a l  s e  o b t i e n e  
' direc tamente  de  la ecucc ion  (4.5eO como veremos mas  acielante.  De 

r e s t a  ' :?mparacion demostro  que  la m a t r i z  de c o e r i c i e n t e s  de 
t r a n s p o r t e  asoc iada  con l a s  r e l a c i o n e s  l i n e a l e s ,  c o n s t a  de dos  
p a r t e s ,  ?a  p r i m e r a  de e l l a s  r o n t i e n e  ia ilamaaa matr iz  de 
c o e f i c i e n t e s  l e  t ransprr7 .e  ?es i iuaa  y q u e  r e i a . j a  r a p i d a m e n t e  
comparada ron 10s t iempos nidrodinarnicos y la segunda 'que es ia 
Contribution p r o v e n i e n t e  rie los moaos no- l inea les  ,contenidos en 
la velocidad de a r r a s t r e .  En simboios :  

+ ( t t  : L y d ( t )  +'V(t) 14. b Y  I 

donde 'tit) e s  la  m a t r i z  de , :Oef i c ientes  d e  t r a n s p o r t e ,  
V ( t )  e s  i a  m a t r i z  d e  r e n o r m a l i z a c i o n  d e b i d a  a l as  
i n t e r a c c i o n e s  no l i n e a l e s .  

\ Mor1 y ~ u . j i s a ~ a ( 3 )  s i n  h a c e r  uso cie t t c n i c a s '  a e  t e o r i a  del 
campo. o b t u v i e r o n  la r e n o r m a l i z a c i o n  de los , c o e f i c i e n t e s  d e  
t r a n s p o r t e ,  s i n  embargo las ideas  f i s i cas  d e t r a s  de s u  deduccion 
son sumamente o b s c u r a s ,  s i e n d o  e s t a s  T lar i f iCadaS  n a s t a  la 
apa.ricion ctei a r t i c u l o  de L.S. t iarc ia-Col in  y R.H .  veiasco("JJ, 
en donae se n a c e  u n a  d i s t i n c i o n  muy c i a r a  e n t r e  10s r e s u i t a a o s  
exactos  y las h i p o t e s i s  ad-hoc,  que  son n e c e s a r i a s  para oDtene6 
la  renormal izac ion ,  mostrando en una forma d i á f a n a  las d i f e r e n t e s  
i d e a s  f i s i c a s  s u b y a c e n t e s  en  los  c a l c u l o s  de MOP1  y 
c o l a b o r a d o r e s .  

P o s t e r i o r m e n t e  J.L. del  H ~ O ( ~ ~ )  demostro que  e l  metodo de 
Mori- tru j isaKa.  es de h e c h o  u n a  g e n e r a i i z a c i o n  p a r a  e i  c a s o  
no-l ineal ,  d e .  las i d e a s  con que  unsager  obtuvo e l  teorema de 
rec iproc idad,  mostrandose tambien id conexion e s t r e  ins metodos 
de renormai izac ion  de zwanzig y Morl. 

P a r a  g e n e r a l i z a r  las ideas de vnsager  al caso no-l ineal ,  es  de 
c e n t r a l  i m p o r t a n c i a  e l  conocimiento d e  la  ecuac ion  de movimiento 
exac ta  fie l a s  v a r i a b l e s  de r e g r e s i o n .  e s t a  ecuac ion  se ODtiene de 
i a  5:cpresion ( 4 . 6 0 ~  al u t i l i z a r  que las  v a r i a b l e s  rie r e g r e s i o n  
son e ;  . ,Jaior promedio de ias t u n c l o n e s  r a s e  Sobre  ia h i p e r c e i a a  
r a r a c t e r l z a d a  por un determinado v a l o r ,  p o r  i o  que id ecuacion , l e  
e v o i u ~ : : . ~ n  p a r a  a( t ;b J  s e  o b t i e n e  piorneaiando i a  ecuacion ( 4 . b C )  
sob ro  !a hipePCelda i a s e ,  como se ciernostrara más adelante.  

S I  a r t i c u l o  a n t e s  mencionado y yuyos datos son: 
"Regresion Law a n d  t h e  Henormal iza t ion  of  t h e  ' I ' ranspor t  
,:o e i T 1 c 1 en  t s ". J .L. del K i o - i ' o r r e a .  J o u r n a l  o f  S t a t i s t i c a l  
? h y s i c s .  3. NOS. l/?, i1964). 
se anexa  como a v a l  de la presen?e tesis .  

P o r  , > t r a  p a r t e ,  cuando se  i l t i i i ~ a  ia ecuac iün  para la 
hiperceida tciada por  (4.47), la ecuaclon ' l e  movimiento p a r a  las 
funciones f a s e ,  no toma la forma de iina ecuacion d i f e r e n c i a l  
es tocas t i ca ,  S ino q u e  queda en  t e r m i n o s  de las v a r i a . 9 l e s  de  
regresion de Onsager.  
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f l ~ l t i p l i c a n d o  ( 4 . 4 7 )  p o r  a e i n t e g r a n d o  s o b r e  da 
 ten em o s  : 

donde a(t :b)  
.70)  no apai' 

( 4 .  7 0 )  

son Ids v a r i a b l e s  de r e g r e s i o n  de Onsager.  L a  
c e  en la . l i t e r a t u r a ,  s i n  embargo s e  o b t i e n e  

f a c i l m e n t e  con ella u n a  f o r m a  a l t e r n a t i v a  la e c u a c i o n  de  
,,,OvimientO Para las V R O ,  la c u a l  se u t i l i z a  en la e x t e n s i o n  a 
casos n o  l inea leS  de las i d e a s  de  unsager,de necho basta tomal. e l  
promedio le la ecuac ion  (4.701 sobre la n i p e r c e i d a  t a s e ,  para 
e n c o n t r a r  la ecuacion de movimiento para las VRO. 

EL'UALIUNtS t URWAHU f BALKWANU 
PARA L A  DENSIDAD DE PROl3AblLILJAU CONOILIONAL 

por el lema de Mazur sabemos que: 

P ( a , t i b , V )  : P ( a , t l b )  ( 4 .  7 1  J 
n-e eq 

Y ademas p o r  la Q e * i n i c l o n  del producto  i n t e r n o ,  es c l a r o  que: 

( a ( a ,  t ) , G ( b , v ) )  
P ( a , t l b l  : (4 .  72)  

e q  g e q ( b )  

de forma q u e  la p r o b a b i l i d a d  c o n d i c i o n a l ,  no e s  más q u e  la 
funcion 'de c o r r e l a c i o n  normal izada  e n t r e  los  v e c t o r e s  propiedad 
Li(a,t) y G ( b , U l .  
La ecuacion de movimiento para P (a,t(b,U) esta dada entonces  
como: n-e  

dP ( a ,  t ( b ,  O )  dG(a, t 1 
; b >  - : <  

d t  d t  
( 4 . 7 3 )  

Utilizando la ecuac ion  para la n i p e r c e i d a  dada p o r  (4.4YJ,  se 
3bt' :ne inmediatamente  que:  

aP (a ,  t l b , o )  
: Z ( a , t )  t> l a , t l b , V )  ( 4 . 7 4 )  

- 
n-e d t  I- 

donde se  ha usado e l  flecho de q u e  ia runc ion  b ' ( a , t )  es  ortogonai 
5. ü(b,ui, o sea: 

( F ( a .  t l , G ( b , O l )  : 0 ( 4 . 7 5 )  
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Una forma 
al u t i l i z a r  l a  
dada p o r  l a  
Util iZando ambo 

a l t e rna t i v a  de !a ecuacion cinatica, se encuentra 
ecuacion de movimient0 para  la  hipercelda f a s e  
ecuac ion ('4.471, a s i  como l a  ecuacion (4.71). 

s resultados se obt iene  que: 

dP ( a ,  t l b , O )  - = A ( b , t l  I' ( a , t l b , V )  (4 .  76) 
'1-e d t  

en donae 01 operador  mesoscopico A(b.t l  esta d e t i n l d o  corno: 

I 1 (.f 
A ( b ,  t ) h ( b ,  t t  : / d C  n ( C ,  t ) l í l ( C , D )  - iaC/dS h ( C , s I h i C , n  t-$1 

I ,  J j J u  ( 4 . 7 7 '  

La eruaclon c inet ica  (4.74) es llamada l a  forma Forward, (a 
que esta gobernada por  un operador  cxue iepende del valor  de l a  
VariaDle a i ea tor ia  a i  tiempo t. TamDien es posible demostrar que 
(4.74) se puede e xp r e sa r  como una rcuacion genera l i zada  de  
FOK Ke r  - Y l a  ncK(5).  

La ecuacion c i n i t i c a  (4.76)' es le llama la forma BacKward, 
puesto que en este  caso la  evolucion temporal esta gobernada por 
un ope rado r  que  depende del v a l o r  i n i c i a l  de ia  v a r i a b l e  
a leator la  a l  tiempo t=U, y corresponde a una generalizacion de la  
ecuacion de Kolmoporpv para  procesos no-MarKo~ ianos . (~ )  

C la ramente  e s t e  p a r  de ope radores ,  U a , f J  y A (b , t )  
deben de e s t a r  re lacionados e n t r e  s i .  En e f e c t o , .  es pos ib le  
encontrar l a  re iac ion en t r e  ambos operadores mesoscopicos, que 
sat is facen l a  s i gu i en t e  ecuacion(l0): 

da h (a ,  s j z t a ,  t - s ~ t t a ,  t - s )  I 

L~'CIALIWNES Ut EVULUCION PAR4  L 4 5  UábLHVAüLES UEL bISTEMA. 

Anora estamos en pos ib i l idad :e encontrar las ecuaciones de 
movimiento para  las observables le1 sistema a p a r t i r  de primeros 
principios. Dentro de el las,  destac, in por s u  impor tanc ia  las 
ecuaciones pa ra  las  var iab les  riacr >scopicas, y para  las var iables 
rle regresion de Onsager. 

Las var iab les  de regresion d+ ur'sager se def inen por: 
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I 
P (a,tJb) es dada Por  (4,48), usando (4.60), tenemos: 

a (  t :  b ) = < A ( T ,  t 1 :  b., 
Y eq 

( 4 . 7 Y  1 

manera que las VHO son el  promedio de las funciones tase sobre 
de nipercelda carac te r i zada  p o r  e l  va lo r  D. 
la Las  qbservables macroscopiras (OM) estan dadas por:  

, i ( t ) =  i A i í ’ , t i , V í r , ü ) J  ( 4 . 0 0 )  

evoilJciOn temporal de ias VRV Y ue las OM, se oDttenen a i  
,,mar 4e r i vada  +.emPoral l e  l a s  ecuaciones (4.75,) y ( 4 .80 )  
La 

UtiliZanaO (4.t)d) en amDos qasos obtenemos: 

Donde x(a,sJ esta de f in ido  

K(a,  S I  = L v ( a ) d ( s  

(4 .  01 I 

como: 

+ c ( a , s i  (4.011 

La ecuacion (4.811 muestra que  t an t o  las  ecuaciones de 
transporte como las variaDleS de  r e g r e s i on  de vnsager  es tan  
gobernaaas po r  la  misma fUnCion K ( a , S J  en e l  caso no-lineal y 
no-narKofr iano.  

Una rorma a l t e rna t i v a  para  la ecuacion de evolucion de las  
VRO se ,,btiene cuando se u t i h z a  l a  ecuacion (4 .03)  para  l a  
evoiucion temporal de las funciones fase. en cuyo caso ia  ley de 
regresion general izada toma la  forma: 

da( t ;  b )  
T A ( b ,  t ) .  a ( t , b )  ( 4 .  0 3 )  

d t  

La  ecuacion (4.81) es la  l ey  de regres ion mas general,  ya que 
afirma l u e  la evolucion temporal  t a n t o  de  las  v a r i ab l e s  de 
regresign. como de las observables macroscopicas, esta gobernada 
por  i a  misma func ion K(a,si. Cuando se promedia esta runcion con 
8n-e(a,t-si, nos proporc iona  las ecuaciones de t ranspor t e ,  en 
tanto que a l  promediarse ccn P (d,t-sib), nos cia la  ecuacion 
l e  reg!-esion de f luctuaciones. &&e es un resultado de suma 
importancia que no parece se ha perclbiao en toda su extension. 

E x i s y e n  casos P A H T I C U L A E E J  e n  que  las ecuaciones de 
transporte y de regresion son :as inismas como af i rma ia hipotesis 
Je Onsager. Estos casos se obtienen zuando: 

i) bia,s) es  l i n ea l  en las v3 r i ab l e s  a: a saber ,  

K ( a , s )  = - M ( s ) . a  ( 4. (14) 
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en cuyo 'aso (4.81) toma l a  forma: 

(t r 1 

I 
I I c c ( t - S I  I 

r 1 
d I a ( t )  I 

lit i a ( t ; b )  
I ¡ : - Ids M(s). I ( 4 .  6 5 )  - 

I - 3 I t - S ; b )  i 
L i J v  L J 

Este 7 . 1 ~ 0  de  ecuaciones p a r a  ids va r i ab l e s  tie r eg r es i on ,  
fueron  -i:iiizadas por  H. Zwanziñ(11J coi oo je to  de extender las 
fórmulas le Green-Kubo para  les *:oericieintes de t ranspor te  a 
casos no-narKo f f i anos .  

La aprox imacion (4.ü4) para  ei lierne1 F-(a9sj, se u t i l i z a  
cuando ?x is te  un parametro de lent i tud que pomerna ia evoiuci.on 
temporai  l e  ias  func lones  rase  A I T , t )  Y suponiendo ,que ei 
proces'2 i s t o c a s t i c o  AIT,tJ-a(t). es un p r o c e s o  lento i inea i ,  
un anai is is  ' de esta aproximacion es necna en id reterencid ii<l. 

i 

En este punto es 1nteres::iite nacer un Lireve comentario s o m e  
la forma en que .  fueron encontradas ias rmynulas de Green-hue. 

La manera  como e n c o n t r o  cjreen(i3*14) i a s  expres iones  
microscopicas pa ra  los coe f ic ientes  de t ransporte ,  f u e  Suponiendo 
que el proceso es tocas t i c0  e r a  l i nea l  y .  MarKo f í i ano ,  io .que  
imp1ic.a 'que K(a,S) es de ia forma: 

C ~ a . s )  : - 2 M . a 6 ( s )  ( 4 . 8 6 1  

donde ia expresion exp l i c i ta  para  M, l leva directamente a las 
.formulac cte Green-Kubo. 

Una presentacion pedagogica de las ideas y resultados de este 
t r aba j o  <le Green es hecha en la re ferencia (15) 

Por  , ? t r o .  lado Kubo, YoKota y NaKajima(16) encontraron las 
expresicnes microscopicas pa ra  10s coe f i c i en t es  de transport ,e ,  
ut i l i zanao la n ipo tes i s  de regres ion de í luctuaciones. tomando 
como p U R t D  de par t ida  que la evolucion de ellas es dada por: 

en S e g u i Q a  encontramos la expres ion  'le M en terminos a e  
promeni :'s ,:Le cant idades microscopicas. a l  nacer un proceso , le  
h i b r i a i z a c i o n ,  donde se u t i i i z a n ,  por un lado un resu i taae  
rnicrosr;pico para  ia  matr i z  de corr*jacion, '  jr  p o r  ei o t ro  ia 
expresicn pa ra  l a  m a t r i z  de cor re iac ion  'que impiica ia iey 
fenomenciogica dada por  (4.8'7) 

11) ,.;tro caso importante en p i  , su i 1  es val iaa la  hipotesis 
de regresion de Onsager, que NO i n v o ! u : r a  la  forma funcional ae 
Kla,s), +s 'zuando la  funcion de d i s t r  11'u:l~n in i c i a l  gn-e(a,Ul es 
una func.:Lnn delta de Dirac: 

gn-,la,I ) )= d ( a - a o )  (4 .  n o )  

este caso corresponde a una preparac..ori del Slstema en un estado 
bien de f in ido ,  en la  cual las -íunc:ories f a s e  toman el va lor  

- 1 v - 2 0 -  



: P  ( a ,  t i a  , u )  

y por el lema de Mazur, se sigue: 
n - e  o 

( 4 . 8 9 )  

tie manera q u e  e n  este'  caso i ñ s  Var iab le  macposcopicas ~~,~ 
,dénticas con las v a r i a b l e s  de rek'resion de Onsager: 

a ( t )  : a ( t ; b )  ( 4 .  Y O )  

f o r m a  exp1ic lr .a  de las e c u a c i o n e s  se  e n c u e n t r a ,  a l  Y la 
i n t r o d u c ~ r  (4.89) en !+.61), d e  aonde:  

- 
t 

dr K ( a , s i . P  ( a , t l b ) .  ( 4 . ~ 1 )  

r 
d .  1 a f t )  1 ~ - 1 

- I  eq 
dt 1 a f t ; b )  . J  I J W  

Esta e c u a c i o n  muestra c l a r a m e n t e  q u e  las e c u a c i o n e s  de 
evolucion para 'las v a r i a b l e s  de  r e g r e s i o n  son i d é n t i c a s  con las 
ecuaciones de movimiento macroscopicas,  independientemente  de la 
forma e x p l i c i t a  del  Kerne l  K(a,s).  

tVOLUC¡QN TEMPORAL DE L A  M A T R I Z  DE CORRELACIÜN. 

L a  r c u a c i o n  @e movimiento para la m a t r i z  qe c o r r e l a c i o n  de 
las iobservables del sistema, se e n c u e n t r a  usando la e c u a c i o n  
l i n e a l  de  L a n g e v i n ,  d e d u c i d a  al  u t i l i z a r  el  o p e r a d o r  d e  
proyeccion l i n e a l  . d e  Hori ,  de h e c n o  e s t e  p r o y e c t o r  se c o n t r u y e  
teniendo en mente q u e  la c a n t i d a d  de interc is  es la m a t r i z  de 
correlacron,  ya q u e  e l  a t a q u e  de .Mor1 es mas cercano al adoptado 
p o r  Kuho, en donde es de c e n t r a l  importancia esta matriz.  

p a r i  e n c o n t r a r  la ecuacion de evolucion EXACTA para la matriz '  
de c o r r e l a c l o n ,  se toma e l  p r o d u c t :  i n t e r n o  a e  la ecuación de 
L a n g e v i n  ( 4 . 5 8 )  con A(r ,O) ,  y u t ~ l . . z a n d e  e l  h e c h o  de q u e  e l  
v e c t o r  f(r,t) e s  o r t o g o n a l  cor, A ( r , O j ,  de f o r m a  que :  

( f ( r , t ) , ~ r , o ) )  = o í 4.92)  

así, P? producto  i n t e r n o  de (+.so) <.o:i A!r,o) da como resul tado:  

at4 t ) 

d i  
: I W . C (  t )  - ras 'pi 1 - ' : l . c l  E )  ( 4 .93 )  

Esta ecuac ion  de movimiento para 13 m a t r i z  ue corre lac ion  Juega 
un papel muy i m p o r t a n t e ,  para e r c c n t r a r  expresiones micmSCóP1CaS 



. .  
de la matriz de  c o e f i c i e n t e s  de  t r a n s p o r t e :  debido a que: 

( 4 . 9 4 )  

i 

cuandn todas las f u n c i o n e s  fase a s o c i a a a s  con las o b s e r v a b l e s ,  
poseen id misma paridad a n t e  i n v e r s i o n  t e m p o r a l ,  IW:O, e n  
cuyo ;aso 14.93) s e  r e d u c e  a: 

( 4 . 9 5 )  

y c l a r l m e n t e  la m a t r i z  9, e s  La m a t r i z  de  c o e f i c i e n t e s  de 
t r a n s p o r t  e dependientes  del  t iempo.  

Finalmente  es n e c e s a r i o  r e c a l c a r  q u e  la  ecuac ion  para la m a t r i z  
de c o r r e l a c i o n  (4.93), a u n q u e  l i n e a l  e s  E X A C T A ,  y NO iMPLICA q u e  
las e c u a c i o n e s  de t r a n s p o r t e  a s o c i a a a s  sean lineales, p u e s t o  q u e  
si tomamos e l  promedio de la e c u a c i o n  de Langevin (4.56) con la 
funcion a e  d i s t r i b u c i o n  in ic ia l  s e  o b t i e n e :  

i w . a ( t i  - ds v ( t - s ~ . a ( s )  + d r P ( r , u ~ f ( i ' , t l  
d t  i: i (4.  9 6 )  

da( t I 

que da u n a  ecuac ion  lineal SOLAMENTE cuando el promedio de  la 
fuerza f l u c t u a n t e  f ( T , t )  con la f u n c i o n  de d i s t r i b u c i o n  i n i c i a l  
se anule .  lo c u a l  implica q u e  p(r-,OI e s  u n a  f u n c i o n  LINEAL de 
las f u n c i o n e s  fase, s i t u a c i o n  q u e  solo puede j u s t i f i c a r s e  cuando 
el e s t a a o  i n i c i a l ,  e s  muy c e r c a n o  al e s t a d o  de e q u i l i b r i o  f i n a l .  

PROCESOS LENTOS,  CUASI-MARKOFFIANOS Y MARKUVIANOS 

En secciones  a n t e r i o r e s  hemos aeduciao de primeros p r i n c i p i o s  
las e c u a c i o n e s  c i n e t i c a s  e x a c t a s  , 4 . ?4 )  y (4.76),  de  donde se 
encontro  ia ley de r e g r e s i o n  de f l u c t u a c i o n e s ,  la c u a l  en general 
es no- l inea?  y no-marKof f iana ,  p o r  Io que  s u  e s t r u c t u r a  detal lada 
es  sumamente  compleja. Veremos e n  e s t a  s e c c i o n  b a j o  q u e  
a p r c x i m a r i o n e s  e s  p o s i b l e  l l e g a r  a o b t e n e r  un  p r o c e s o  
rnark 'r t iano,  e l  cual f u e  d e s c r i t o  en el i a p l t u l o  111. 

~i e s t u a i o  p r e s e n t a d o  en e s t a  secc ion  se  pueae  e n c o n t r a r  en 
las zocciones 3 y 4 del  a r t i c u l o :  

''The i n c r e a s e  o f  e n t r o p y  for s l ow  processesti  
J. L. del Rio-i-orren 

P h y S i c a  (31A, 329, (1985). 
que es tunc de  10s a r t i c u i o s  q u e  ava ian  ia presente  tes i s .  

Empezaremos por  d e f i n i r  un proceso lento ,  y pos ter iormente  
Veremos como e s t e  p r o c e s o  e s t a  r e l a c i o n a d o  a los prOCeSOS 
Cuasi-marKoffianos y marKoffianos.  

Denotaremos  p o r  yC e l  t i empo d e  c o r r e l a c i o n  de1 Kerne l  
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K(a.b,t) d e f i n i d o  p o r  ia ecuac ion  (4 .44b) ,  q u e  aparece e n  los 
, p e r a d o r e s  Z(a,t) Y A ( a , t )  dados  p o r  las e c u a c i o n e s  ( 4 . 4 3 )  y 
(4.77) r e s p e c t i v a m e n t e .  

S u  Po n u r e mos q u e  p a r  a t i 2 ~ .  pos s L f i c i e n  t emen t e g r a n d e s  
,amparados con T,:, e l  Kerne l  K(a,b,t)  puede e x p r e s a r s e  e n  la 
forma: 

K ( a , b ,  tJ = 2 K ( a , b ) d ( T )  ( 4 .  Y’/ 1 

,lonae K(a,bl @Sta dada p o r :  

i;uando e l  K e r n e l  P:(a,b.t) tenga  el comportamiento claclo p o r  la 
ecudcion (4.97) d i remos  que e l  proceso e s t o c a s t i c o  ~(i’~.)=a( t )  es 
u n  proceso lento .  

A l  i n t r o d u c i r  la c o n d i c i o n  ( l e  l e n t i t u d  d e n t r o  d e  ias 
ecuaclones c i n e t i c a s  (4.74) y (4.76), e s t a s  toman ia forma: 

d P ( a , t ( b , O )  
( 4 . 9 9 )  - = Z ( a )  P i a . t ( b , O )  

O n - e  d t  

(4 .100)  

Ya q u e  al s u s t i t u i r  (4.97) en las ecuac iones  (4 .43)  y (4.77) 
los o p e r a d o r e s  mesoscopicos de Z w a n z l g  y de Mor1 se reducen a: 

Z ( a , t )  * ( a ,  t )  = Zo ( a )  f ( a , t i  (9.101 1 

M ( b ,  t )  h ( b ,  t i  MotbJ h(b,  t )  ( 4 .102 )  

En donde 10s o p e r a d o r e s  L,(aJ y M,(a) e s t a n  dados por: 

2 ( a )  f ( a , t )  z db LiR(a ,b i  - K ( a , b ) i  r ( b , t i  (4 .103)  
O S 

M ( a )  h ( a , t )  : [db h ( b , t ~  i i Q l b , a )  - K ( b , a ) i  (4 .104 )  
J O 

Pe manera  q u e  cuando el p r o c e s o  es l ento ,  los operadores  
mesoscopicos son i n d e p e n d i e n t e s  del tiempo, Siendo t r a n s p u e s t o s  
lino de o t r o ,  p u e s t o  q u e  a l  i n t r o d u c i r  ia ecuación (4.9’7) en la 

.Ocuacion (4.?a), e s t a  u l t i m a  se r e d u c e  a ,  

j d a  h(.a, t )  z ( a )  r ( a , t i  
r r 

I J 
Ida r ( a , t i  M ( a i  n c a , t )  

( 4 .  iU5) O O 

M o s t r a r e m o s  a h o r a  q u e  c u a n d o  e l  proceso  e s  l e n t o ,  la 
P r o b a b i l i d a d  c o n d i c i o n a l  sat isf  ace u n a  e c u a c i o n  similar a la 
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r e l a c i o n  de Chapman-Kolmogorov ,  e n  t é r m i n o s  d e  ia c u a l  
d e f i n i r e m o s  a los procesos  c u a s i - m a r K o r f i a n o s .  

Cuando e l  p r o c e s o  es l e n t o ,  la s o l u c i o n  de ia e c u a c i o n  
(4.99) e s t a  dada p o r :  

( 4 . 1 0 0 )  

En t a n t o  que la solucion de  la ecuac ion  (4.1wV) es, 

P . ( a ,  t i a  , U )  : r-xpiM ( a l t i .  
n - e 0 O 

dla-a  I ( 4 . 1 0 7 )  
U 

E s t a s  e c u a c i o n e s  son ~ f a l i a a s  p a r a  t i empos  ? > T ~ ) C J .  Como 
el q p e r a a o r  Zo(a) e s  i n d e p e n a i e n t e  rlel tiempo, se t i e n e :  

e x p l Z O ( a ) t r  = e x p i X o i a i ( r - s i  i .  e x p i Z , ( a i s i  14 .1001 

= e x p i Z O ~ a ~ s i . e x ~ i Z 0 t a ~ t t - s t i  i 4 . 1 0 Y l  

Usanao e s t e  par  de ecuaciones  y l a  ecuac ion  I4.lUO) cbtenemos 
que: 

P l a , t l a  ,O1 = expiZ i a i i t - s i i . ~  ( a , s l a  ,U) 
0 (4 .  I l V )  n-e O O n - e  

= exp I Z  i a 1 s i . P  i a , t - s \ a  , U )  
n-e l 4 . l l I l  O 

en donde  t -s>rC>O,  t > r C > O ,  S > T ~ > U .  
Consideremos. la i d e n t i d a d :  

P . { a , t l a  , O )  = [db d ( b - a )  P ( b , t l a  , O )  ( 4. 1 1.2 l 
n-e  O n-e  I O  J 

como. ios o p e r a d o r e s  M,(a) y ~ , ( a )  s a t i s t a c e n  la  ecuac ion  [ ~ . I U ~ I ,  
se ODtiene que: 

!' 
ida h ( a , t )  exp[Z ( a ) ? )  f l a . c i  : 

( 4 .  1 1 3 1  O " . 

ccmo s u e a e  v e r s e  d i r e c t a m e n t e  ?.L - o n s i a e r a r  el r i e s a r r o i l o  i n  
s e r i e  ae  ia f u n c i o n  exponencial  a s i  romo la r e l a c i o n  (4.1u5). 

i n r r n d u c i e n a o  ( 4 . 1 1 0 )  s l e n t r o  lie la i d e n t i d a d  ( + . 1 1 . c t 8  

u . ~ i i i z i n a i 3  ia e c u a c i o n  (rc.113) i s i  : o m 0  id e c u a c i o n  (4.1u.11, se  .. 
i .  , 

, >  o b t i e n e  que : .  
. ,  

la .  t - i l b . u )  r ( b , s l a  , O )  P n - e  ( a ,  t l a  O , O )  = j d b  Y n-e  n - e  O 

( 4 .  í14l 
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Esta  e cuac i on  a u n q u e  nos r e : u e r d a  l a  ecuaclon dc 
cnap man-Koimogorov que de f ine  a un p--oceso de Markoff la 

(2.9611, es una re lacion d i i i t ln ta  dr.biao al hecho be que el ec. proceso .4IGt)=a(t) no es un Pr3ceso esti.cionario como vimos en el 
Capitulo I11 a l  d i s c u t i r  el lema de  Mazur, y por  10 tanto 

( a , t - s i b ,u~  es d i s t i n t a  de  P (a,tlb,sJ. 
n-eEn la' ecuaciori (4.1141 Juega un %-&el .muy re levante ei tiempo 

t z o ,  ya que  t odas  l a s  p r o b a b i l i a a d e s  cond i c i ona l e s  de 
- equ i l i b r i o  que aparecen en el la son r e f e r i d a s  a valores daQoS 110 

al tiempo t:O. E s t o  es una consecuencia de de que l a  funcicn de 
distriDurion inic..ai es dada p o r  t j  301. 

Otro neceo  importante es que los  tiempos que aparecen en la 
ecuacion (4.114) s a t i s t a c en  . que t > T C ,  s>TC y t-S>?c; #:!i ,:vt.?aS 
p i a b r a s ,  10s tiempos que aparecen en esa expres ion r.? zc:. 
arb i t rar ios ,  ya que se r equ ie re  que toaos  ellos s e a n  iii&ji>rc)s xuc 
el tiempo de corre lacion del Kernel debido a l  .hecho de qu5 el 
proceso os ..lento. 

Por las razones  expuestas  anter io rmente  diremos que l a  
ecuacion (4.114) y s u  ecuacion acompanante la cual deauciremos a 
continuation, de f inen un PRoCESb CUASI-MARKOFFIANO. 

La ecuacion acomparíante' a (4.1141 se ob t i ene  cuando se 
introduce ia ecuacion (4.111) en la i d en t i dad  (4.112) y se 
u t i l i za  la ecuacion (4.1i3). E l  r e su l t ado  de eStOS cálculos nos 
lleva a, 

I' r ( a , t l a  ,o) = ( d D P  ( a , s l b , u )  P ( b , f - s / a  , u )  
n-e O J n-e n-e (4 .  1 rsy  

AS1 IJN PROCESO CUASI-MARKOFFIANO SE DEFINE COMO AQUEL PkOCESO 
ESTOCASTICO QUE SATISFACE SIMULTANEAMENTE (4.114) Y (4.115), PARA 
t>lC, S>Tc Y: t -S>TC. 

Notese. que en el Capitulo 11, para  ob t ene r  el desar ro l l o  
de Kramers Moya1 y ia ecuacion de h;olmogorov pa ra  procesos 
Markofflanos. hicimos uso de un par  de ecuaciones in t eg ra l e s  
similares a las que def inen 10s procesos cuasi-markoffianos, la 
única Ci ferenc ia  es que en e l  caso marKof f iano las ecuaciones 
(2.99) y rz.100) se ob t i enen  de ia misma ecuacion i n t e g r a l ,  
que es ia ecuacion de smolucnowsKi, en tanto que en ei caso 
cuasi-marKof frano no es pos ib le  deduc i r  ambas ecuaciones 
integrales (4.i i4j y (4.115) de una soia rcuacion debido a ia no 
est a c i 'D n a r 1 dad de I proceso es t o c a c t i c 3 .  

Analizaremos ahora  las f luctuaciones alrededor del estaao dé 
e q u i l i b r i o  f i n a l  cuando se in troduce  !a hipotesis  de lentitud. 

Las ecuaciones c i n e t i c a s  pa ra  id densidad de  probabi l idad 
condicional a l r ededor  de  e q u i l i b r i o ,  se Obtienen a l  tomar ei  
Promedio sobre la h iperce laa  de Las ecuaciones (4.47), (4.491, Y 
Ut i l izar  la ecuacion (4.48). A s 1  i a s  e=uaci,ones c i n t t i c a s  Son 
daQas por: 
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I n t r o d u c i e n d o  l a  condic ion de q u e  el proceso 
p o r  l a  ecuac ión  (4.97) las ecuac iones  c i n i t i c a s  se 

d P ( a ,  t l b , V )  - 
: z ( a )  P ( 1 ,  t l b , u i  

u t  O n - e  

O n-- 
= M f b )  P (.A, t / b , ü l  

4 . 1 1 7 )  

e s  l e n t o ,  dada 
reducen  a: 

Como e s t a s  ecuaciones  t i e n e n  l a  misma e s t r u c t u r a  q u e  las 
e c u a c i o n e s  ( 4 . 9 9 )  y ( 4 , i w w ) ,  u n  a n a l i s i s  s i m i l a r  a i  q u e  
nos l l evo  a o b t e n e r  1!4) y (4.115L nos permite  e n c o n t r a r  q u e  
cuando el  p r o c e s o  e l e n t o  la p r o b a b i l i a a d  Condic ional  de 
e q u i l i b r i o  s a t i s f a c e  las ecuac iones  i n t e g r a i e s :  

Pero  a h o r a  e l  proceso e s t o c a s t i c 0  A(l’t) :a(t)  e s  un proceso  
e s t a c i o n a r i o ,  ya q u e  la f u n c i o n  d e  d i s t r i b u c i o n  fase de 
e q u i l i b r i o  es - 1 n v a r i a n t e  a n t e  un c o r r i m i e n t o  temporal.  Debido a 
e s t e  h e c h o  ( 4 . 1 2 0 )  es  e x a c t a m e n t e  la e c u a c i o n  de  
Chapman-Koimogorov, y la e c u a c i o n  acompanante  (4,121) es u n a  
forma a l t e r n a t i v a  . de ella. De h e c h o  como e l  p r o c e s o  es 
e s t a c i o n a r i o  se t i e n e :  

P ( a  , t l a  , t ) 2 P ( a  , t - t  l a  ) para t > t  
e q 2 2 1 1  eq 2 2 1 ’  1 2 1  

( 4 . 1 2 2 )  

[usanao (4.120) en el miembro f l e r  x n o  l e  la ecuacion ( 4 . 1 ~ ~ )  
entonces: 

( 4 .  1 2 3 )  
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ut i l izando la Propiedad de e s t é a o n a r i b a d  ei. el  m i e m m o  d e r e c h o  
de (4J23), e n c o n t r a m o s  que: 

r 
t> ( a 2 ,  t21a, $ 6  J : jab P l a , ,  t Ib, t 1 P ( b , t  l a  , t ) e q  1 e q  - I ;I eq 3 '  1 1 J 

i 4. 124 I 

Donde hemos d e f i n i a o  t? : t i *s  '. por  io t a n t o  en la ecuac ion  
(4.124, se t i e n e  'xue f , > t 3 > t , .  ~a e c u a c i o n  i4.ici4) e s  
precisamente  l a  r e l a c i o n  l e  Chapman-Koimogorov y p o r  I O  t a n t o  el 

Es usual  en l a  i i t e r a t u r a  i t i e n t i ? i c a r  ia aprox imac ion  an 
procesos Len'ms con la aproxim?.ci on MaPKDífiana. s i n  embargc. 
Como nemos mostrado e s t o  solamente es c i e r t o  cuando ei proceso ~s 
e s t a c i o n a r i o ,  lo c u a l  f i s i c a m e n t e  s i g n i f i c a  'que e s t a m o s  
analizand9 flUCtuaCiOneS a l r e d e d o r  del  e s t a a o  a e  e q u i i i b r i o . E n  e i  
caso lie n o - e q u i l i b r ; 3  la aproximacion l e n t a  implica un proceso 
c u a s i - m a r l t o f f i a n o ,  'ti c u a l  e s t a  d e f i n i d o  p o r  i a s  e c u a c i o n e s  
(4;114) Y (4.115) - 

proceso A(rt):a(t) e s  M A K K O F F I A N O .  
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C A P I T U L O  
IN T R O D U C C I U N  

un problema de c e n t r a l  impo?'tancia c lentro  de la Mecánica 
E s t a d i s t i c a  d e  p r o c e s o s  i r r e v e r s i b l e s ,  lo c o n s t i t u y e  la 
d e f i n i c i o n  Para la e n t r o p i a .  Kn la a c t u a l i d a d  e x i s t e n  varias 
formas 'rle d e f i n i r  e s t a  CanLiddd, s i e n d o  a l g u n a s  de las mas 
conocidas las- d e f i n i c i o n e s  p r o p u e s t a s  p o r  Boltzmann, p o r  GlbbS y 
10s E h r e n f e s t ,  S h a n n o n ,  P r i g o g i n s ,  Koimogorov. T e r l e t s K i i ,  
Ma, e tc .  

Noso?ros adoptaremos  las d e f i n i c i o n a s  c l á s i c a s  para la 
e n t r o p i a ,  como son la de Bol tznann q u e  so lo  es a p l i c a b l e  a gases 
di luidos ,  y la de G i b b s - E h r e n f e s t  a p l i c a b l e  a c u a l q u i e r  sistema.. 

En e s t e  Capitulo  s e  e s t u d i a  la manera  en q u e  koltzmannn 
d e f i n e  l a  e n t r o p i a  para un gas c1iluido, postu lando q u e  e s  
proporcionai  al i q t a r i t m o  de la p r o b a b i l i d a d  ' termodin8mica.  Se 
nace v e r  romo s e  llega al teorema H a t r a v e s  de la ecuacion de 
Boltzmann, io q u e  permite e n t e n d e r  para gases d i lu idos  la ley de 
incremento de e n t r o p i a  desde un punto de vista microscopico. 

Con o b j e t o  de e x t e n d e r  las i d e a s  de Boltzmann s o b r e  la 
i r r e v e r s i b i l i d a d ,  para sistemas d i f e r e n t e s  a un g a s  d i l u i d o ,  se 
demuestra q u e  Siguiendo el mismo razonamiento originalmente usado 
p o r  Boltzmann, pero  cons iderando no las moleculas d e  u n  gas 
dentro  de un espacio  a e  momentos y posic iones ,  s i n o  un con junto  
r e p r e s e n t a t i v o  de un sistema m a c r o s c o p i c 0  d e n t r o  de l  e s p a c i o  
fase, se o b t i e n e  la d e f i n i c i ó n  para la e n t r o p i a  dada por  Gibbs y 
10s E h r e n f e s t . .  . E s t a  ü l t i m a  d e f i n i c i o n  para la e n t r o p i a  e s  
apl i cab ie  a c u a l q u i e r  t i p o  de s i s t e m a s  macroscopicos. 

U t i l i z a n a o  . la d e f i n i c i ó n  de G i b b s - E h r e n f e s t ,  s e  d e m u e s t r a  
' c o m o  e s  posi-ble o b t e n e r  la ley d e  i n c r e m e n t o  de e n t r o p i a ,  

d i scut ienuose  los problemas q u e  s u r g e n  en e s t a s  demostracion,  e n  
tanto  no se conecte  01 proceso de observac ion  macroscopica, con 
ia forma e n  q u e  es d i v i d i d o  e i  espac io  fase en celdas, ya que  e l  
granulamiento del espac io  fase e s  un argumento central  para la 
demostracion de la ley  de i n c r e m e n t o  de entropia .  se nace v e r  la 
importanc ia  de  los t raba. jos  de  N.G. Van Kampen y Hoyningen-Huene, 
que permiten  nacer la conexion e n t r e  el proceso de observacion 
macrosropica, con e l  granulamiento  del  espacio  fase, dando una 
base s<i l iaa para u t i l i z a r  la d e f i n i c i o n  de G i b b s - E h r e n f e s t  como 
ia d e f i n r c r o n  adecuada de la e n t r o p i a  para  sistemas f u e r a  de 
e q  u i i i or i o .  

Se n a c e  ver q u e  la t é c n i c a  de Qperadores  de  proyección de 
Zwanzrg, la c u a l  nernos d i s c u t z d o  en el C a p i t u l o  IV, esta  
conectada con e l  proceso de gra i iu lamiento  del espacio  fase ,  en el 
ii l i m i t e  d e  medida e x a c t a . '  e s t e  h e c h o  p e r m i t e  dar u n a  

i n t e r p r e t a c i o n  fisica al o g e r e d o r  ..ie m o y e c c i o n  de Zwanzig, Ya 
que e s t e  p r o y e c t o r  es la for'ma nlatematica de c u a n t i f i c a r  las 
lQeas ae. E h r e n f e s t  para l a  e n t r o p i a  f u e r a  de equi l ibr io .  

f J t i i i z a n d o  esta i n t e r p r e t a c i o n  de! operador  de proyecclon,  es 
Posible e n t e n d e r  el  punto  de vista de la Mecánica Estadistica 
1Prevers ib le  de R. Zwanzig, C O I ~ O  la farmi? adecuada de c u a n t i f i c a r  
las ideas de los E h r e r g f e s t ,  dandonos c u e n t a  de la g r a n  
importancia  de las c o n t r i b u c i o n e s  c , e  R. Zwanzig. 



POSTULADO DE BDLTZMANN PARA LA ENTROPIA. 

En e s t a  secc ion  recordaremos la:': ideas de Boltzmann sobre  la 
e n t r o p i a  para sistemas f u e r a  de  e c u l l i b r i o ,  las cuales  dan  e s t a  
funcion una  i n t e r p r e t a c i o n  de c a r i c t e r  e s t a d i s t i c o .  

E l  ? i s t e m a "  f i s i c o  e s t u d i a d o  por  tjoltzmann, e s  el de un gas 
d i lu ido  a i s lado .  E l  modelo microscopic0 para e s t e  sist.ema es uno 
muy simpie,  en el cual  se  coiisidera que e l  gas e s t a  compuesto por  
N par t i iu las  i d é n t i c a s  de  masa m, que  no i n t e r a c c i g n a n  e n t r e  si, 
y s u J e t a s  a un p o t e n c i a l  e x t e r n o  'que simula las paredes  del  
r e c i p i e n t e  q u e  c o n t i e n e  a i  gas ,  de manera 'que PI Hamiltoniano del 
s i s t e m a  1 s :  

Pi. P i  
H z L ;  + v ( r i )  15. 1 l .  

1 2m 

en donae V(rlJ e s  c e r o  cuando r i  :e e n c u e n t r a  'dentro  de:. 
r e c i p i e n i e  e i n f i n i t o  cuando e s t a  r u e r a  ' ir  el. 
EI es tado  microscopico de i  s i s t e m a  s e  ' c a r a c t e r i z a  ai  asigna: .  
todos 10s  v e c t o r e s  d e  posicion'  y todos  10s momentos d e  las 
p a r t i c u i a s  q u e  c o n s t i t u y e n  al gas, de manera que en e s t e  caso e l  
punto f a s e  e s t a  dado por: 

y s u  evoiucion temporal  e s t a  gobernada  por  las ecuaciones  de 
Hamilton. Como e l  sistema e s t a  a i s l a d o  el hami l toniano '  e s  u n a  
c o n s t a n t e  de movimiento, p o r  l o  que  el punto fase se  mueve sobre  
l a  h i p e r s u p e r f i c i e  H ( r ) r E .  
sin embargo con la informacion macroscopica que  se  t i e n e  del 
sistema.  no  es posiDle d e t e r m i n a r  las condic iones  i n i c i a l e s ,  de 
manera ~que  el p u n t o  f a s e  i n i c i a l  es una v a r i a b l e  a lea tor ia .  Para 
e j e m p l i f  i c a r  los d i s t i n t o s  n i v e l e s  d e  d e s c r l p c i o n ,  d e n t r o  del 
e s p i r i t u  de las ideas de Boltzmann, procedemos de la  s i g u i e n t e  
manera: 
i )  se i n t r o d u c e  u n  espac io  de s e i s  'dimensiones, formado por  el 
v e c t o r  d e  posic ion y e l  v e c t o r  velocidad de una soia molecula. 
Este  espac io  e s  conocido como e l  P S p a c i O  u. 
21 EI es tado  microscopico de todo ri gas en e s t e  espacio ,  e s t a  
dad0 p o r  u n a  n u b e  de N puntos  f lino p a r a  caaa p a r t i c u l a  q u e  
compone 11 sistema ), que  determincin !as posiciones y velocidades 
de todas  las p a r t i c u l a s  del sistema 
3) S e  d i v i d e  e l  espac io  u en celdas .  l e  manera que la 1-esima 
celda es aquel la  reg ion  del espacin LI en !a cual :  

r1 < r < r l  + AI- 
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4) E l  estado MICROSCVPICO c e I  sistema, se ca rac t e r i za  por  medio 
de las s iguientes *unciones fase: 

r l  - r r r ( t i  v1 - V , , ( t I  

J1fl- ,  t I  = C mv,tti V f  I 1Jt I t 5. 3c I 
a A r  A V  

en donae el ind ice  1s va desde 1 n a n a  el número N de p3rticulas 
que componen a l  sistema Estas funciones rase estan as0cic:aas con 
la dens idad de  -part icu ias ,  de ene rg i a  y ' l e  impetw en e i  
espacio is. 

En i as  ecuac i ones  l5.3), se  ha  u t i l i z a d o  i a  f u n c i o n  
carac te r i s t i ca  D(x) de f i n i da  como: 

Y - xg 1 s1 x t IX" ,  X" f A X 1  
ut t =  (5. 41 

AX o de o t r a  manera. 

5)  EI estado MESOSCOPICO de l  sistema. se c a r a c t e r i z a  po r  e l  
valor  numerico de cada una de las cantidades anteriores: 

EstaQo Mesoscopico r f n , ( t ~ , e , t t i , ~ , f t i ~  

las var ianies  que carac te r i zan  es t e .  estado camman mucho en una 
escala' macroscopica de tiempo, ya que en esta escala el número de 
pa r t i cu las  en cada celda de l  espacio u, camDian en forma 
aprecianle. esto hace  q u e  e1 obse rvaaor  macroscopico perciDa 
estas variaDles como s i  fueran  aleator ias.  l e  manera que las 
,:antida-ses re levantes  para  el 31)servador rnacroscopico son los 
va lores  ?remedios asociados a e s t a s  jrariaDies, por  10 'que 
r equer imos  d a r  e l  es taao l e i  sistema en i i t ro  i i i v e l  , l e  
des c r 1 p c 1 <fi n . 
6 )  E l  i s tado  SEMI-MACKUJCOPICO , le i  :.isternas es dado por  ia  
ene r g l i  interria E, el  volumen V. e l  fliirnero total  de particulas N, 
e l  nurner3 PROMEDIO de particulas. ia ene rg id  PROHEDIO,  y el 
impetu r~ i : iMEUIO,  en cada una de ids !celdas del espacio u, as i  
el estile 2emi-macroscopico esta caracter i zado por: 

(E, Y, N, < n i  I t  I > ,  < e 1  t t 1 > ,  J 1  1 t I , I 1 5 .  5 1  

donde e i  promedio /...>, es uno temporal tQmaao sobre un tiempo 'r 
macroscopico de medicion, de manera que: 
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1 f t + T  

T J t  
< . . . ;  = - I . . .  Q T  

como s e  i o n s e r v a n  l á  e n e r g i a  to ta l  y e l  niimero t o t a l  de 
p a r t i c u i a s .  se t i e n e  a todo tiempo: 

E : I: e l i t ) ,  N : E n i ( t )  
1 1 

toman dc ? i‘ medios temporales  tenemos: 

denotancin por r , ( t )  la r n e r g i a  promedio p o r  p a r t i c u i a  en la 
1 -es ima -e lda :  

ttnemas que  la r e l a c i o n  e n t r e  la e n e r g i a  y numero t o t a l  con sus  
v a l o r e s  p r o m e d i o s  S o D r e  l a s  c e l d a s  e s t a  dada p o r :  

E = C t n , ( t ) >  t l ( t l  
1 

7)El estaco MACROSCOPICÜ del s i s t e m a  s e r a  aquel  en q u e  podamos 
c a r a c t e r i z a r  a i  sistema p o r  la e n e r g i a  E, el numero de p a r t i c u l a s  
N, el volumen V y el número promedio de ocupacion en cada celda. 
ASS s e  c a r a c t e r i z a  el. e s t a d o  de l  s i s t e m a  al d a r :  

( E , V t N ,  ( < n , ( t ) > l  1 ( 5 .  Y )  

Esta s i i u a c i o n  s e  p r e s e n t a  CUandO se  cons idera  q u e  la Velocidad 
de ias r i r t i c u i a s  en la i-esima celda d i f i e r e  muy poco de la 
- f e 1 c c i 1 3 i  promedio d e n t r o  de ia celda,  i e  manera  que  podemos 
c c n s i d e r a r  que todas  las p a r t i c u i a s  d e n t r o  de la Celda t ienen  la 
misma .í?iocidad e i g u a l  a vi la velocidad promedio. Haciendo esta 
a p r o x i n a z i o n  la energ ia  y el rmpetu promedio en l a  i - C s i m a  celda 
es: 

1 2 

< d l ( t i >  = m v i  < n l ( t i >  ( 5 .  I U D )  

de manera que  basta conocer los números promedios de ocupacion en . 
cada celda,  para c a r a c t e r i z a r  e l  e s t a d o  del s i s tema.  
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Observamos q u e  para e s t e  s i s t e m a ,  si se p u d i e r a  e,  
microscopico,  s e r í a  pos ib le  conocer  e1 v a l o r  númepico que 

+,,,man ias v a r i a b l e s  r a s e  a t i d e  t i%Pc ,  Y de alii se determlnaria 
p l ~ n i v o c a m e n t e  el e s t a d o  semi-rnacros~ .oPiCo Y macposcopico del 
51stema. S i n  embargo como hizo n o t a r  mltzrnann, e s t a  no es la 
S l t ~ a c i o n  para s i s t e m a s  de  muchos cuerpos ,  sino mas b i e n  la 
I n v e r s a ,  ' p u e s t o  q u e  e n  general  Podemos c o n o c e r  e l  
m a ~ r ~ ~ ~ o p i c o  a e l  s i s t e m a ,  I O  c u a l  c l a r a m e n t e  no determina 
piunivo,ramente e l  es tado  microscopico en  (que s e  encuentra. De 
n e c n c  l a d a  l a  i n í m - m a c i o n  m a c r o s c o p i c a ,  so lo  es 
d e t e r ~ i n a r  la e x t e n s i o n  de la regior.  en ei espacio  f a s e  que es 
,Tom pa t i D I e con I a 

Si s e  ron3cer.  !os numeros. de x u p a c l o n  promearo itn,it)>, 
todas 13s ce ldas  ' l e i  espac io  u ,  Y denotanao p o r  idL p l  : I O ~ u m e n  
de ia i -erirna Celda del e s p a c i o  u, es Posible demostrar(1,L) 

ex-.ensiQn del  e s p a c i o  r a s e  c o m p a t i b l e  con  l o s  ncmeros  ae  
, c ~ p a c i r ~ n  promedio es: 

i n f o r  rn a c i on e x p e r i menta I .  

N! 'ni(t,> (:n,N( t 1 )  
<*l ' ' WM L * (  f tn , (  t i ! i i  : 

<ni(t)>!. . , < n ~ ( t i > !  
( 5 . 1 1  , 

Esta c a n t i d a d  e s  llamada la proDabiIidad termodinamica del estado 
i<nl ( t ! ? l ,  i)e t o d a s  las 'pOSiDleS c o n f i g u r a c i o n e s  e x i s t e  una q u e  
nace maxima a ia p r o b a b i l i d a d  termodinamica,  e s t a  configuration 
será ,denotada p o r  ( < Í i l ( t ) > j ,  la c u a l  s a t i s f a c e  ia condition: 

~ * ( . ~ < ñ , ( t ) ) i )  ) )  z*( ( t n i ( t ) ) i )  v k t n , ( t ) ) i  
( 5 .  l d )  

La d i s t r i b u c l o n  q u e  maximiza la  p r o b a b i l i d a d  termodiná,mica,  
sujeta . a  las c o n s t r i c c i o n e s  (5.7).  es  la d i s t r i b u c i o n  d e  Maxwell - 
Boltzmann (M-Eo: 

<'n;> I Cw, e x p i - p t : i )  ( 5 . 1 3 )  

A c a d a  d i s t r i b u c i o n  de numeros de ocupación. l e  corresponde 
una reg ion  d e n t r o  de  la h i p e r s u p e r i i c i e  cte energra .  Como a la 
, i i s t r i r u r i o n  d e  M - B  l e  c o r r e s p o n d e  ia mayor p a r t e  de  la 
h i  pe r r '1 p e r f  i c i  e ,  sis  t e m a e vo l  uci  on a r a 
en ei 'iernpo a1 e s t a d o  c o r r e s p o n d i e n r e  3 la diStriDUCion cie Pi-&, 
y iiegainao a CI, el  sistema residira  la mayor p a r t e  del tiempo en 
oste + s t a , i o ,  y so lo  e v e n t u a l m e n t e  pasara  a o t ra  reg ion  
:urrespondiente a u n a  d i s t r i b u c i ó n  distinta de la de M - B .  

S i  x i e n t i f i c a m o s  e l  e s t a d o  de  e q u i 1 i b r i o  termodinamico, con 
aquel 33ract.epizado p o r  la d i s t r i b u c i ü n  a e  M-B, entonces Podemos 
e n t e n d e r  r u a l i t a t i v a m e n t e  ia r a z o n  ,de q u e  los fenomenos 
nacroscüpicos  s e a n  i r r e v e r s i b l e s ,  a p e s a r  de  q u e  las leyes 
microscopicas son r e v e r s i b l e s ,  rnanif esta.?dose tal revers iDi l idad  
0 ,  la ? x i s t e n c i a  d e  f l u c t u a c i o n e s  & . r e d e d o r  del  estado 
~ Q U i I i b r i o .  

Para poder  c u a n t i f i c a r  IO a n t e r i o r  es  n e c e s a r i o  dar un Paso 
más que  c o n s i s t e  e n  def in i r  la e n t r o p t a  del  sistema, donde e' 
Posible v e r  la g r a n  g e n i a l i d a d  de  BOltZmann. 

e l  e s t  ad o t e r  m od 1 n a rn 1 c CI (1 el 
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Para u n  s is tema c O m P U ~ ? S t O  p o r  d o s  s u b s l s t e m a s  q u e  
l n t e r a c c i o n a n  débi lmente  e n t r e  si, el  p r i m e r o  c a r a c t e r i z a d o  p o r  
una d i s t r i b u c i o n  L<n,(t)>ll ,  Y el segundo p o r  t c n l ( t ) > j 2 ,  la 
probabi l idad termodinámica  de l  s i s t e m a  compuesto e s t a  conec tada  
con la de  cada uno de  los s i s t e m a s  en la forma(¿): 

Z * (  ( ( n l (  ti)ill(nl( t ) ) J z J  : L 1 * (  [(ti,[ t ) ) i l i L ¿ ' (  [ ( n , (  t~fiz) 
( 5 . 1 4 )  

P o r  o t r o  lado la t r rmodinamica  a s e g u r a  q u e  la e n t r o p i a  del  
s i s tema compuesto es la suma de I .s e n t r o p i a s  de cada uno rie los 
s u b s i s t e m a s .  De a c u e r d o  c o n  e s t a  p r o p l e a a d ,  s e  POSTULA q u e  la 
e n t r @ p i a  e s  p r o p o r c i o n a l  a l  I J g a r i t m o  d e  la p r o b a b i l i d a d  
termodinamica ,  de forma que: 

( 5 . 1 5 )  

en donde K es  la constante  de Boltzmann. 
Así la e n t r o p i a  aei s i s t e m a  compuesto es: 

s1t2 = S I  t s2 (5. l b t  

También se puede d e m o s t r a r  que  si se supone q u e  la e n t r o p i a  
es f u n c i o n  de z*, las e c u a c i o n e s  (5.14) y (5.16) i m p l i c a n  la 
d e f i n l c l o n  de Boltzmann para la e n t r o p i a .  (Vease ia paga 68 de la 
r e f e r e n c i a  d.) 

E l  postu lado  de Boltzmann para la e n t r o p i a  Juega u n  papel 
c e n t r a l  en n u e s t r o  e n t e n d i m i e n t o  de  los procesos  i r r e v e r s i b l e s ,  
pues to  q u e  es la r e l a c i o n  f u n d a m e n t a l ,  q u e  nos permite c o n e c t a r  
la dinamica microscopica  con las c a n t i d a d e s  macroscopicas.  Ademas 
es e l  análogo del postulado de tiibbs para sistemas fuera  de 
e q u i l i b r i o .  Es i m p o r t a n t e  señalar q u e  este  p o s t u l a d o  toma e n  
c u e n t a  las f l u c t u a c i o n e s  a l r e d e d o r  del e s t a d o  de  e q u i l i b r i o ,  de  
un sistema a i s l a d o ,  ya q u e  i d e n t i f i c a  el e s t a d o  de  e q u i l i b r i o  
termodinamico con a q u e l  en que  s e  t i e n e  la d i s t r i b u c i o n  mas 
prnDabIe ,  asi: 

I 

Seq : S ( ( ( i i l > i )  = K Ln L*iinli) ( 5 . 1 7 )  

S i n  e m b a r g o ,  la d e i i n i c i c n  3e  Bol tzmann p r e s e n t a  la 
d i f i c u l t a d  d e  s e r  s o l a m e n t e  a p i i ( a 2 l e  d g a s e s  d i l u i d o s .  L a  
? o í ~ n i ? i c n  3.0 o!??r?pía de (.ii."PI, - u $ '  . *or~mn^s e n  Seguid3 es  muy 
g e n e r a l ,  ya q u e  e s  a p l i c a b l e  a : u a i q c . i e r  sistema, p e r o  t i e n e  el 
g r a n  proDlema de q u e  no e s  dL,roctz  <U e x t e n s i o n  a la Mecanica 
Estadist ica de  procesos  i r r e v e r s i i , i e s .  p o r  l o  q u e  es n e c e s a r i o  
r iacer  u n a  d e f i n i c i o n  de e n t r > F i a  'que zra muy general  y aplicable 
para sistemas en y f u e r a  de e q ' r i i l i 2 r i o .  Esta es prec isamente  la 
meta de la C e f i n i c i o n  de  ent.?Opja ue LilbDs-Ehrenfest. 



.~.-,. 
7 C A P I T W L C  ' I  

Por o t r a  pa r t e ,  dei Postulado de tiibbd3) de igualdad de 
probabi l idades a p r i o r i  p a r a  un sistema aislado se encuentra que 
la re lac ion fundamental en e q u i l i b r i o  es: 

seq = K Lni l (E ,  \ , N I  (5. io) 

jonde !>(E,V,N) es la *nedrda de  toda l a  n i p e r s u p e r t i c i e  de  
energla.  La r e i a c i on  cnt>.e e s t a  c an t i dad  y la P r obab i l i d ad  
termoainámica es: 

en donde la suma es sobre todas las a is t r ibuc iones  compatibles 
con l a s  conaic iones  (5.7), comparando iS.161 y (S.1YJ es c l a r o  
que son d i s t i n t a s  las det in ic iones  de boltzmann y de  GlbbS para 
la en t rop ia  un sistema en e qu i l i b r i o ,  lograndose la iguaiaad 
de ambas 3a f i n i c i one s  Solamente en e l  caso en que no se 
c ons i d e r en  l a s  f l u c t u a c i o n e s ,  y a  q u e  e l  d e s p r e c i a r  l a s  
f luctuaciones a l rededor  del  estado de equ i l i b r i o ,  s i gn i t i ca  que 
de todos los  terminos  que aparecen  en (5 . lY) ,  solamente se  
considera l a  contr ibucion p r o v en i en t e  de  l a  d i s t r i b u c i o n  mas 
probable, de manera que: 

Q f E ,  Y, N) :: Z "  I I I ( 5 . 1 0 )  

coincidiendo bajo esta aproximacion ambas def iniciones. 
La d i f e r e n c i a  e n t r e  l as  de f in i c i ones  de Boltzmann y Gibbs 

para l a  entropia raa ica  en la forma en que ambos caracterizan el  
estado del sistema. En ambos enfoques se u t i l i z a  la h ipotes is  de 
igualdad de probabi l idades a p r i o r i  (H.I.P.A.), que asigna i gua l  
probabi l idad a regiones f a s e  del mismo volumen, den t ro  de la 
region accesible del sistema. 

Desde e l  punto de v i s t a  de Boltzrnann, el estado del sistema 
se caracter iza por medio de los números promedios de ocupacion de 
Cada una de las celdas del espacio u (descripcion macroscopica). 
Las regiones del espacio f a se  asociadas con cada estado no tienen 
la  misma probabi l idad,  ya que el  espacio f a se  es d i v i d i do  en 
celdas, cada celda se ca rac t e r i za  po r  un cowunto  de v a l o r e s  
[mi>!, y con un volumen fase  dado por  ~*(~<n,(t i>i ) ,  usando la 
H 1.P A se s igue  que i a  p r o b a b i l i d a d  de que e l  sistema se 
encuentre en una celda es proporcional  a l  volumen rase de la 
:e!da, es c l a ro  que las dL f i r on t es  celdas en que se ha d i v i d i do  
el espacio f a s e  t i enen  d i x e i e n t e  p robab i l i dad .  E l  estado de 
equ i l i b r i o  es e l  de mayor rolumen f ase  y p o r  t a n t o  e i  mas 

.'Por 3tra  pa r t e ,  ü ibbs  co.isAdera que el estado del  sistema esta 
caracter izado por el punto fase ( caracter i zac ion microscopica del  
sistema], una carac te r i zac io i i  micho mas f i n a  que la de Boltzmann, 
a i  usar el H.I.P.A. io hace ?onre estos  estados, de manera que 
todos 10s estados que se ericlientran sobre la h i p e r supe r f i c i e  de 
onergia t ienen la misma l ~ r obab i l i d ad ,  con l o  cuál  ob t i ene  l a  
funcion de d i s t r i b u c i o n  < i i c r ocanon i ca  que c a r a c t e r i z a  a un 
slstema a i s l ado  en equ i l ib r i c i .  Como CiibbS no hace  ninguna 
dlstincion en t r e  estados e l  y fue ra  de equ i l ib r io  para un SiSterna 

p r -  n i f i j o  



a i s l a d o ,  la e n t r o p i a  q u e  Propone e s  p r o p o r c i o n a l  a i  iogari tmo de 
la r e g i o n  f a s e  a c c e s i b l e  3.1 41Stema a l s l a d o  q u e  e s  t o d a  la 
n i p e r s u p e r f i c i e ,  ME,V ,N ) .  Ademas Podemos s i e m p r e  c o n s i a e r a r .  
r e g i o n e s  fase de  C u a l q u i e r  taman0 cuando usamos e s t a  descr ipcion,  
3 d i f e r e n c i a  de  aoltzmann.  en Uonde e l  tamano de u n a  reg ion  
asociada 3 un estado es  una func ion  de los numeros de ocupacion. 

[ in  problema que  presenta  la def inic ion de Boltzmann es  que no 
toma e n  c u e n t a  la i n d i s t i n g u : b i l i d a ~  de  las p a r t r c u l a s  q u e  
componen al  s i s t e m a ,  q u e  ocas iona  q u e  la e n t r o p i a  de Boitzmann 
viole  la p r o p i e d a d  de  e x t e n s i v l d a d .  E s t e  ProDIerca es  f á c i l m e n t e  
remediado d e n t r o  del  p u n t 0  de V i s t a  de  tiibbs, al c o n s i d e r a r  que 
el volumen f a s e  c o r r e c t o  es:  

i l tE ,  Y, N J  

N !  h3N 
u * ( E ,  V. N) = 

con e s t a  e x p r e s i o n  q u e  tci..:.,. en c u e n t a  la i n d i s t i n g u i b i l i d a d  e s  
fáci l  d e m o s t r a r  q u e  s e  o b t i e n e  la formula  de Saclíur-Tetrode para 
la e n t r o p í a .  

ES i l u s t r a t i v o  p a r a  el c a s o  de& gas i d e a l ,  c a l c u l a r  
e x p i i c i t a m e n t e  el Valor  de la e n t r o p i a  del e s t a d o  de e q u i l i b r i o  
u t i l i z a n d o  la d e f i n i c i ó n  de Boltzmann. Para e s t o  vease  q u e  la 
d i s t r i b u c i o n  de M-B dada p o r  (5.13) debe sat is facer  las 
condic iones  [5 .7 ) ,  q u e  . p e r m i t e  d e t e r m i n a r  las c o n s t a n t e s  c y b, 
así: 

N 

c 
c -  ; 5 : 23 WK expt  -E! t~ i ( 5 . 2 1  j 

K 

de m a n e r a  q u e  al s u s t i t u i r  la d i s t r i b u c i o n  de M-L( en (5.17) s e  
obtiene:  

Seq z K L N Ln N - N Ln C + !3 E 1 
( 5 . 2 2 )  

: K. N. Lnc + K. B. E 

, i n n ~ e  h'em6S u t i l i z a d o  (5.21) en el segundo paso. Para  i a e n t i f i c a r  
el p a r a m e t r o  i n a e t e r m i n a d o  de Lagrange ,  t<, Observamos q u e  ( 5 . d ~ )  
913s ia la e n t r o p i a  Uel sistema en e q u i l i b r i o ,  como f u n c i o n  de E, 
N, y V ( e s t a  ú l t i m a  dependenc ia  os a t . raves  de C), p o r  10 
q u o  e s t a  ecuac ion  c o n t i e n e  t o d a  l a  i n f o r m a c l o n  t e r m o d l n a m l c a  
Sob ro  PI s i s t e m a .  De ia r e i a c i o n  e n t r o p i c a  tundamenta l  tenemos 
:que: 

.=. OS 1 

OE . T 
- K. tj (5. 23J  

cuando s e  u t i l i z a  ia e x p r e s i o n  (5.LZ) pa.c-a la e n t r o p r a .  
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V C A P I T U L O  

EI r e s u i t a d o  a n t e r i o r  es va lac Para e l  gas Ideal rn donde 
p a r t i c u i a s  no i n t e r a c c i o n a n  e n t r e  s i ,  y se conslaeran 

D ~ ~ ~ ~ N G U ~ B L E C  las p a r t i c u i a s  ciue componen al -, 
- - L L F I I I L Z ,  C,ste 

t r a t a m i e n t o  puede e x t e n a e r s e  -1 sistemas en donde lnte:.dCC:on 
es a r b i t r a r l a ,  s i  se c o m b i n a  ,7011 la l d e a  , ~ o I I , i i . i . . ~ ~ j  
r e p r e s e n t a t i v o s  de  iiibbs. d a c d o  l u g a r  a l  t r a t a m i e n t o  &:'3r,: (. ~ 

e s t a d í s t i c o  COnOCidO como el de la D I S T R I B U C I v N  MAS . p ~ ~ ~ ~ , , , ~ ~ ,  
discut ido  ampliamente  en el e x c e l e n t e  l i b ro  rle E h r e n f e s t ( 4 ) .  i ju 
e x t e n s i o n  a l .  c a s o  c u a n t l c o  s e  e n c u e n t r a  e n  el  l i b r o  de 
s ~ n r o d i n g e r ( ~ ) ,  u n a  p: . .ssentacion mas rnoaerna Puede encontrarse  en 
10s l i b r o s  de  ' r e r  P,+ ,-,(6) e ISihara(") .  

_. 

L A  ECUACION DE ÜCiLrZMANN 'f tL TEOREMA H. 

Consideraremos a h o r a  q u e  se toma el l i m i t e  macroscopico de 
las ce ldas  en e l  e s p a c i o  u, e s t o  e s ,  consideramos a la celda en 
el e s p a c i o  como u n .  p u n t o  d e s d e  u n a  p e r s p e c t i v a  macroscopica,  
pero .como u n a  REGION q u e  cont iene  una g r a n  c a n t i d a a  de p a r t i c u l a s  
desde el p u n t o  de v i s t a  microscópico.  También,  suponemos q u e  las 
p a r t í c u l a s  q u e  componen el s i s t e m a  pueden i n t e r a c c i o n a r .  entre s i  
p o r  medio d e  un  p o t e n c i a l  e s f e r i c a m e n t e  S i m é t r i C O ,  p e r o  q u e  el 
gas s e  e n c u e n t r a  en el regimen di lu ido  de manera q u e  es  muy poco 
probable q u e  co l i s ionen  s i m u l t a n e a m e n t e  más de dos p a r t i c u i a s  
dentro  de una c e l d a ,  de f o r m a  q u e  solo se c o n s i d e r a n  co l i s iones  
Dinarias.  

C a r a c t e r i z a r e m o s  a h o r a  cada c e l d a  e n  e l  espac io  u p o r  su 
p o s i c i o n  y v e l o c i d a d  media ,  q u e  d e n o t a r e m o s  p o r  r y v 
r e s p e c t i v a m e n t e ,  d e  m a n e r a  q u e  t ( r . v , t ) d rdv  es e l  número 
PRuMEDIO d e  moléculas  con v e c t o r  d e  p o s i c i o n  r,(t) en e l  
i n t e r v a l o  (r,r+dr) y velocidad va l t )  en el i n t e r v a l o  (v,v+dv). 

Procederemos a h o r a  a e x p r e s a r  ia e n t r o p i a  del S is tema en 
terminos de  f ( r , v , t ) .  Para el lo  s u s t i t u y e n d o  la f o r m a  e x p i i c i t a  
Be la p r o b a b i l i d a d  t e r m o d i n i m i c d  ,dada p o r  (5.11) d e n t r o  d e l  
postuiado de  Boltzmann para la ent :  c p i a ,  obtenemos: 

,n,itl> 
S (  itn,(t)>) : -K C <ni(: .  I > L I .  + k N L n N  

1 I ( 5 . 2 5  1 

donde e l  i n d i c e  1 c o r r e  desae  '.in3 ra:ta M, e l  número t o t a l  de 
celdas e n  q u e  se d i v i d i ó  ei e$p . , c io  11. A I  t o m a r  e i  l i m i t e  
macroscopico s e  s u s t i t u y e :  

< n i ( t ) >  - >  f ( r , v ,  t )  d)* 'úv ( 5 .  2baJ  

wI - >  dr dv ( 5 .  2bb) 



y l a  suma sobre las celaas se sust i tuye por una integral  sobre r 
y v ,  de manera que t5.25) tornd ii rorna: 

S ( t t  - K H ( t t  K N Ln N f 5 . 1 7 t  

donde la tuncion H esta Ueí inlda como: 

r 1 
J ‘ i  

( 5 .  L 6 J  H ( t )  : i d r  idv t ( r , v , t i  Ln t ( r , v , t )  

En es te  punto es necesario encontrar  la trjrma como cambia en el 
?iempo í ( r , v . t l .  P a r a  e l l o  Boltzrnann cons idero  ademas de  las  
n ipotes is  antes mencionadas acert:a del potencial  intermolecular y 
de que las colisiones son b ina r i as ,  una h ipotes is  de ca rac t e r  
e s t aa i s t i c o ,  conocida como la n i p o t e s i s  de  caos molecular o 
stossiani-Anzatz ,  que consiste en suponer que a cada tiempo t, 
NO h a y  corre lac ion de velocidades en el  punto r, por IO que 
si denotamos po r  fL(r,vl,v2,t) a l  número promedio de pa res  de  
part icu las  con velocidades v l  y VL en r a l  tiempo t, entonces: 

f 2 ( r , v l , v ~ , t )  = t ( r , v i , t t  t ( r , v L , t J  ( 5 .  L Y t  

Usando e s t a  h i po t e s i s ,  Boltzmann encontro  q u e  la evo luc ion 
temporal  p a r a  t(r,v,t)  es ta  gobernada po r  l a  ecuacion(8): 

d f ( r ,  Y ,  t )  d 
v .  - t ( r ,  V ,  t J  : J(t ,  t J  

a t  d r  

en donde J ( f , f )  es  e l  término de coiision: 

f 

( 5 . 5 0 )  

La ecuacion (5.30) es la famosa ecuacion integro-d i ferenc ia l  
no l inea l  en f de Boltzmann ( s i n  campo ex erno),  l a  cual es 
IRHEVERSIBLE, debido a la h ipotes is  del caos molecular ( 5 . d ~ ) .  

Para es tud ia r  la evolucion temporal del sistema, Boltzmann 
coRsiciera el  cambio en el tiempo de la funcion H. Así tomando la 
d e r i v a d a  temporal  de (5.26), i n t r oduc i endo  la ecuacion (5 .3VJ  
suponiendo que para  f (r,v,o) la solucioii ex i s te ,  i as  i n t e g r a l e s  
convergen y que f ( r - t m , v r t m ; t ) = ü ,  dernostro que(a), 

iiH 
- (  . o  
dt 

( 5.  3 2 )  

en donde la igualdad se rjDtiene para ia distr ibucion de M-tr : 

mv 

M-B L 2 
f = A exp r - p i  + Ci(r)i 1 ( 5 .  331 

J 



U t i l i z a n d o  e s t e  r e s u l t a d o  e n  1 j . t 7 ) ,  se o b t i e n e  la ley  de  
incremento de e n t r o p í a :  

as( t I 
! U  

dt  
(5. 34)  

ijn h e c n o  i m p o r t a n t e  es  q u e  e s t o s  r e s u l t a d o s  son val idos  para 
cu.a lquier  f u n c i o n  de  d i s t r i b u c i o n  i n i c i a l  .í(r,v,O) de  numeros  
promedio d e  p a r t í c u l a s ,  en el es?ac io  p. 
irn a n á l i s i s  d e t a l l a d o  s o b r e  ccjmo s e  o b t i e n e  ?a e c u a c i a n  c!e 
Boitzmann, la d i s c u s i o n  de l  S tosszanl -Anzatz  y e i  teorema H ac  
Boitzmann s e  e n c u e n t r a  en la r e f ( 8 ) .  iiesumirernos anora  a lgunas  
de las enseñanzas  del punto  de  vista de Boltzmann, para entender  
10s procesos  i r r e v e r s i b l e s  desde un p u n t o  de v i s t a  microscopic,>:  

11 Necesidad de  un  g r a n u l a m i e n t o  grueso.  
2 )  D e f l n i c i o n  de  la e n t r o p í a  para  gases  d i l U i d O S  f u e r a  ;:- 
e q u i l i b r i o  dada p o r  (5.15). 
3)Ecuacion i r r e v e r s i b l e  para las v a r i a b l e s  de  g r a n o  grurso - 
(+ (r .v,t ) l ,  d e b i d o  a la h i p o t e s i s  d e  Caos Molecular .  
4 )  'Teorema H,  q u e  para gases Q i l U i c i O S ,  e x p l i c a  la segunda ley 
de  la 'Termodinamica. 
S i n  embargo,  e s  sumamente i m p o r t a n t e  mencionar que  todos 10s 

r e s u i t a d o s  de la t e o r i a  . c inet ica  de Bol tzmann,  s o l a m e n t e  s o n  
apl i cab les  a u n  s i s t e m a  muy p a r t i c u l a r ,  q u e  e s  el gas ideal, en 
donde a IO mds se t i e n e n  c o l i s i o n e s  b i n a r i a s ,  y no se pueden 
aplicar a s i s t e m a s  Ue p a r t i c u l a s  i n t e r a c c i o n a n t e s ,  p o r  lo que e l  
t eorema H de Boltzmann,  solo nos  p e r m i t e  t e n e r  u n a  idea 
C u a l i t a t i v a  de la ley de incremento de e n t r o p i a ,  ya que  e s t a  debe 
de e n c o n t r a r s e  para cua1; : i ier  sistema termodinarnico y no nada mas 
para gases  idea les .  ' U-na d i S C U S i O n  e x t e n s a  s o b r e  . t e o r i a  c i n e t i c a  
sus alcances y l i m i t a c i o n e s  se e n c u e n t r a  en e l  a r t i c u l o  d e  
r e v i s i o n  de L. ( J a r c i a - C o l i n  S(9), S o b r e  la d e f i n i c i o n e s  de 
e n t r o p i a  en y f u e r a  de e q u i l i b r i o ,  e x i s t e  un t r a b a j o  muy completo 
de L. G a r c i a - C o l i n   io), o t r a  d i s c u s i o n  muy comple ta  q u e  
muestra c l a r a m e n t e  las i i m i t a c i o n e s  de  la e n t r o p i a  de  Boltzmann 
.a gases  i d e a l e s ,  e s  e l  t r a b a j o  de  Jaynes(11). 

GENERALIZACION DE LAS I U E A b  DE EtOLTZMANN, 

dmpezaremos p o r  g e n e r a l i z a r  la d e r l n i c l o n  de  e n t r o p í a  de 
3 o l t Z m a n n ,  p a r a  sistemas f o r m a d o s  p o r  p a r t i c u l a s  q u e  
i n t e r a c c i o n a n  e n t r e  s í ,  e x t e n d i e n d o  i d s  i d e a s  d e  E h r e n f  est(') 
para s i s t e m a s  f u e r a  de e q u i l i b r i o .  

Consideraremos a n o r a  e n  l u g a r  de  u n  s i s t e m a  formado p o r  
. ? a r * . i r ~ ~ . i a s  'que no i n t e r a c c i o n a n  + n t r e  s i ,  un , :on juntn  
S e p r e s e n t a r i v o  de ü i b b s  (C.R.ti.1 r o r m a d o  por N sistemas 
MAcROSCOPICAMENTE i d e n t i c o s  e n t r e  s i .  q u e  son c l a r a m e n t e  
CIistinguiDles, y además no i n t e r a c c i o n a n  e n t r e  ellos.  En vez de l  
espacio  u, c o n s i d e r a r e m o s  e l  espacio I-, e n  donde u n  p u n t o  
r e p r e s e n t a  e l  e s t a d o  de un  sistema .le1 [>.&.ti., de  manera  q u e  el 
estado del COilJuntO e s t a  dado p o r  u n a  nube  de p u n t o s  en e l  
espac io  1:. 



1 .  A V 

\ 

P r o c e d e r e m o s  a d i v i d i r  e l  e s p a c i o  í a s e  I-, e n  celdas de 
volumen R1, q u e  aebei i  e s tar  -0iie:tacia. de a l g u n a  forma con las 
Observables  del s i s t e m a ,  p e r o  p o r  e l  nomento no e s p e c i f i c a r e m o s  
la m a n e r a  de c o n s t r u i r  las ce ldas  e n  f o r m a  c o n s i s t e n t e  con las 
o b s e r v a c i o n e s  q u e  se h a c e n  a l  s i s tema.  

Consideraremos q u e  e l  e s t a d o  macroscopico  del C.H.U. e s t a  
dado p o r :  

( E , V ,  N. I ( n  t J )  I )  

en donde  la e n e r g i a  d e l  ~ ' . R . t i .  e s t a  dada p o r  €:NE, s u  
volumen es V = N V ,  con  E Y V. la e n e r g i a  y volumen de 
c a d a  s i s t e m a  de l  c o n l u n t o , ~  ( n , ( t ) )  el  numero promedio d e  
Sis temas del c o n j u n t o  q u e  s e  e n c u e n t r a n  en la i-esima celda al  
tiempo t .  
La e n t r o p í a  d e l  C . R . G .  c u a n d o  s e  e n c u e n t r a  en e s t e  e s t a d o  
macroscopico,  s e  o b t i e n e  al u s a r  e l  postulado de Boltzmann para 
la e n t r o p í a  dado p o r  la ecuac ión  (5.25). Así: 

t o l (  t ) )  

il I 

B ( [ ( n , ( t ) ) )  : -k E ( n i c t j )  Ln + k N L ñ N  
I 

( 5. 35 I 

como N : C t n i ( t ) > ,  la e n t r o p í a  d e l  C.R.G. es ta  dada p o r ,  

I <ni(  t ) )  
Y, ( l ( n i ( t ) ) )  : -k L: ( n i ( t ) )  fn 

i 0 1 N 
( S .  36) 

I n t e r p r e t a m o s  la r a z o n  del numero  promedio d e  sistemas del 
ensemble en la 1-esima celda al nümero t o t a l  de  sistemas q u e  
componen, el C.H.G., como 1s p r o b a b i l i d a d  de  q u e  un sistema del 
ensemble se e n c u e n t r e  al t iempo t e n  la 1-esima celda: 

< n i (  t ) )  

N 
P l l t l  : ( 5 . 3 7 )  

En t i r m i n o s  de  e s t a  proDabii iciad 15.36) toma ia forma:  

I 
B ( ( < n , ( t j ) )  : -k c N p , ( r ~  Ln . P i l t )  

0 1 
1 

( 5 .  3 8  1 



Po r  o t r o  lado, la probabil laad l e  que un sistema del conjunto 
se encuentre en l a  celda L - e s m a  a, tieriiP0 t, y el volumen de la 
celda estan dados por :  

lJ ( t i  
1 

donde P(r’,ti 
caracter i za  a l  

P ( t t  
i 

a- 
l 

15.  3Yb) 

es l a  f u n c i o n  de d i s t r i b u c i o n  f a s e  
conjunto de i3ibbs. Def iniendo la cantiaad: 

( 5 . 4 0 )  

la en t rop ia  del conjunto toma la forma: 

como los sistemas que conforman e l  conjunto no interacc ionan 
en t r e  s i ,  l a  e n t r o p i a  de l  C.R.ti. e s t a  r e l ac i onada  con l a  del 
sistema en l a  forma: 

B ( t )  : N . S ( t l  ( 5 . 4 2 )  

Consecuentemente, l a  e n t r o p i a  asociada a cada Sistema del 
conjunto es entonces: 

S ( t t  - K . % . ü .  ( t )  (5 .4 t ta )  

con 

I 5.  43b t 

Las ecuac i ones  (5.43) c o n s t i t u y e n  La d e t i n i c i o n  de  
ci ibbs-Ehrenfest p a r a  l a  e n t r o p i a  t u e r a  de e q u i l i b r i o ,  que 
normalmente se considera como una de t in i c i on  independiente de la 
de Boltzmann, ec.(5.i5). s i n  embargo. como hemos mOStrad0 ia 
ae f in i c i on  de Gibbs-Ehrenfest se obt iene  al  ap l i ca r  las ideas de 
%!tmar?n 11 c?njunto representdr ivg  io ‘.il!?SS. - 



L t Y  DE I N L R E M ~ N T O  Ut LNTHUPIA 

Procederemos  a h o r a  a a n a l i z a r  l a  f unc i on  ~ ~ : - ~ ( t )  
cuidadosamente. Para  e l lo  empezaremos po r  d e f i n i r  ia funcion de 
d i s t r i b u c i o n  d e  g r a n 5  g r u e s o  P~-~(I-,~), como: 

P ~ - ü ( f , t l  E X P i ( t )  A p , ( f I  ( 5.  4 4  I 
1 

donde A l ( r l  es la funcion c a r a c t e r i s t i c a  de la  1-esina celda. 
de manera que es una funcicn que torna el valor uno .x el punto 
fase  esta dentro  a e  la celua 1-esirna y c e r o  si esta ~ u e r i > .  r j . ~ ?  t i l  
region.  De la de f in i c i on  para  rl(t), vernos que esta ~ a i : i ? ~ < ! a c l  e:, 
el  pronedio  de l a  funcion de d i s t r l D u C i ~ n  a l  tiernp'o t ,  t¿riii.iao 
sobre  la  nipercelda,  por  l o  que la  t u n c i o n  Qe d 1 S t r i b U C 1 ~ n  de 
g rano  grueso d e f i n i d a  p o r  (5.441 es la  superpos ic ion de 
d i s t r ibuc iones  .>mornogeneas a cada tiempo sobre cada una de las 
n ipe r ce ldas  f ose. 

L'a f unc i on  d e  d i s t r i b u c i o n  cie g r a n o  g rueso ,  e s ta  
convenientemente normalizada, f a  que integrando (5.44) sobre todo 
el  espacio fase  se t i ene  que: 

r r 

( 5 . 4 5 )  
J 

donde en e l  segundo paso se uso la de t in i c ion  de Pl(tJ, dada por 
la  ecuac ion (5.401. 

Con oDjeto de expresar  l a  iunc ion Hc;-b(t) en terminos de ia  
iunc ion  ue distribution de  g rano  grueso,  mostraremos anora  
algunas propiedades de esta f unc inn  de I11Sti'ibUCl0n. Empezaremos 
p o r  hacer no tar  que la z uric ion - a r a c t e r i s t i c a  satis-Iace las 
propiedades expresadas por,  

A ~ ( I - I A ~ I 1 ~ 1  A l ( I - I  b , Y f 5 .  40aJ 

r 

Propiedades que son di?'eCtiS 3 par' ir  de la de f in i c i on  de A L .  
Ademas, la  funcion de d i s t r 1 tu r i ) n  le z r í n o  grueso, sat is face  la 
s i gu i en t e  re lac ion:  

r 



en donde q(I-1 es  u n a  f u n c i o n  fase drmtrar ia  y M denota  u n a  
func ion  c u a l q u i e r a  de la funcion de d i s t r i b u c i o n  de grano grueso. 
para  d e m o s t r a r  (5.4'7),  basta  n o t a r  q u e  so5re  l a  1-esima 
n i p e r c e l d a  s e  s a t i s t a c e  que :  

por lo que sobre la h i p e r c e l d a  se t i e n e :  

Lisando e s t o s  r e s u l t a d o s  en el lado i z q u i e r d o  de 15.47) s e  o b t i e n e  
a e  i n m e d i a t o  la i g u a l d a d .  Sumando 15.47) s o b r e  t o d a s  las  
h i p e r c e l d a s  fase encontramos  q u e ,  

:: M[P  ( t ) i  i dr*(i-)i = [di- <p(r) M [ p  ir, t i l  
J C-O ( 5 . 4 6 1  

F 
J i  1 1 

Deduciremos a h o r a  dos f o r m a s  a l t e r n a t i v a s  de e x p r e s a r  ia  
H C - ü ( t )  e n  t é r m i n o s  de la f u n c i o n  de d i s t r i b u c i o n  d e  g r a n o  
grueso.  Empezaremos p o r  n o t a r  q u e  Hc-ti(t) se puede e x p r e s a r  en 
la s i g u i e n t e  torma:  

I" 

en donde hemos S u s t i t u i d o  la e c u a c i o n  ( 5 . 4 ~ )  en  la e c u a c i o n  
( 5 . 4 5 5 ) .  Por o t r o  lado,  al i n t r o d u c i r  la ecuac ion  (5.395) en la 
ecuac ion  (5 .435) ,  e s t a  u l t i m a  e c u a c i o n  toma la forma:  

H ( t l  : C [ dr  1 . P  I t )  Ln P ( t l  (5.50) 
C-G 1 i, 1 

Usando la e x p r e s i o n  para H C - ( j ( t )  dada p o r  la ecuac ion  (5.49). y 

podemos e x p r e s a r  (5.49) e 3  l a  s i g u i e n t e  forma:  
i a  e c u a c i o n  ( 5 . 4 8 )  c o n  M I P l ( t l j ~ l n P l ( t )  Y w 1'): P ( r , t ), 

x * 
r 

(5. 5 1 a )  

r a r a  e n c o n t r a r  la o t r a  f o r m a  a l t e r n a t i v a  d e  H c - u ( t ) ,  
consideremos la ecuac ion  ( 5 . 5 0 )  q u e  r e e s c r i b i m o s  u t i l i z a n d o  la 
e c u a c i o n  ( 5 . 4 8 )  c o n  ~ [ P ~ ~ t ) i - P ~ ( t ~ l n r ~ ( t )  Y v(1*i:ls Por 10 
que ( 5 . 5 0 )  toma la f o r m a ,  



H ( t )  L & - ~ ( t )  ( 5 . 5 5 )  

en donde s e  cumple la igualdad cuando: 

p l r ,  t )  :  ir, t )  ( 5 .  5 4 )  

D e b i d o  a q u e  p ( r , t )  s a t i s t a c e  la e c u a c i o n  d e  L i o u v i l l e ,  
es  pos ib le  d e m o s t r a r  q u e  l a  f u n c i o n  .!ltJ d e t i n l a a  p o r  ( 5 . 5 d J  N Ü  
depende  d e l  t iempo( lJ ) ,  asi :  

dH( t I -- - - 0  ( 5 . 5 5 )  

d t  

Consideraremos a n o r a  que se na &‘repardas al Sistema de manera 
que  al tiempo i n i c i a l ,  c o i n c i d e n  las d - s i r i b u c l o n e s  de grano  f i n o  
y de grano  grueso,  de forma que: 

15. S b )  P ( r ; o )  : P C - G ( ~ , O )  

H ( t : < ) )  * - ~ ( t z O )  ( 5 . 5 7 )  

por lo  q u e  ambas func iones  H coiric:.den i ,nicialmente: 



emDargo p a r a  t i e m p o s  d i t e r e n t e s  a l  i n i c i a l ,  l a s  
a i s t r i b u c i o n e s  de g r a n o  f i n o  y de  g r a n o  grueso ,  no s o n  iguales ,  
ya (que la  p r i m e r a  de ellas evoluc iona  s i g u i e n d o  la ecuacion de 
~ l o u v i l l e ,  e n  t a n t o  q u e  id segunda n o  la s a t i s t a c e ,  a s i :  

% - ü ( t : ü l  : H l t - V I  I H ( t i  k - ~ ( t l  ( 5 .  5 6 )  

,:ande id  s e g u m a  igua ldad se s i g u e  , l e  (5 .55 ! ,  in t roduc iendo e s t e  
resul tado  en (,5.43a) s s  t i e n e :  

S ( t )  , S I t l O )  ( 5 .  5 Y )  

Este r e s u l t a d o  solo .los dice qiie l a  e n t r o p i a  del  sistema, i - j  
mayor para t iempos d i f e r e n t e s  del i n i c i a l ,  s i n  embargo no nos 1.3. 
,nformacion a c e r c a  del  comportamiento a s i n t o t i c o  de la e n t r o p i a  
para t iempos g r a n d e s ,  n i  tampoco nos a l c e  amno es tan  re lac ionaaas  
las e n t r o p í a s  del para dos t iempos t l  y t i + T .  

E V O L U C I U N  A L  EQUIL IEtRIO.  

Para sistemas a i s l a d o s  se puede d e m o s t r a r  q u e  H C - t i ( t )  es 
mlnima c u a n d o  la f u n c i o n  de d i s t r i b u c i o n  d e  g r a n o  g r u e s o ,  
coincide con la f u n c i o n  de d i s t r i b u c i o n  microcanonica( l4~ i5 ) ,  e n  
cuyo caso la func ion  H ya no cambia con e l  tiempo. Por e s t a  razon 
normalmente se supone q u e  e l  comportamiento a S i n t o t i c o  de la 
funcion de d i s t r i b u c i o n  de g r a n o  grueso  para Sistemas aiSladOS 
es ta  d e f i n i d a  como, 

Consecuentemente,  la f u n c i o n  H C - G ( t )  t i e n d e  a la f u n c i o n  H 
que es i n d e p e n d i e n t e  del  t iempo,  y la e n t r o p i a  S(t) t i e n d e  a 
t o m a r  s u  v a l o r  maximo, e n  e l  e s t a d o  de e q u i l i b r i o  final.  

Los argumentos  a n t e r i o r e s  a u n q u e  p laus ib les ,  son de caracter  
c u a l i t a t i v o  y n u e s t r o  p r o p o s i t o  e n  las s i g u i e n t e s  Secciones s e r a  
c u a n t i f i c a r l o s .  

FLINCION DE GRANO GRUESO EN EL LIMITE DE MEDIDA EXACTA  

Como fiemos v i s t o  la e n t r o p i d  de c i i b b s - E h r e n f e s t  nos permite  
dar  una  expl i cac ion  micr5scopii.a l e  ia ley d e  i n c r e m e n t o  a e  
i n t r o p l a .  s i n  embargo, tOdaVia s ?  r e q u i e r e  p r e c i s a r l a ,  ya que tal 
como es dada  por  las e c u a c i c n c s  (3.43) p r e s e n t a  i n c o n s i s t e n c i a s  
7 u P  “leno:nri3rernos en sea i i 1 c .  ! 1s -1i310s r e q i i l e r e n  r e s o 1 v e r s e  
Para aceptarla como u n a  deflni-1C.n adecuada para la entropla  de 
Sistemas f u e r a  d e  e q u i I i b r l > .  

El p r i m e r  problema, e s  q u e  a t J e í i n i c i o n  dada por  las ecs.  
( 5 . 4 3 )  no e s p e c i f i c a  la m a n e r a  :orno e s t a n  r e l a c i o n a a a s  las 
Observables del s i s t e m a ,  con I d  í o r m a  en que se l l eva  a caDo la 
P a r t i c i o n  en Celdas del  espac lo  f a s e ,  p o r  lo q u e  no r e s u l t a  Claro 
en q u e  forma ia e n t r o p í a  ctepende del  es tado  del sistema.  D e  
manera q u e  hasta este gvu‘lto la zelPccion de la p a r t i c i o n  es 
completamente arbitraria, s l e n c o  e s t  a a r b i t r a r i e d a d  la que da 



lugar  a i  segundo problema. Este problema es que l a  def inic ion de 
i i ibbs-Ehrenfest depende del t imano de la  celda, por  IO que  
a l  tomar e l  limite en que -1 volur,,en de la  celda f a se  t ienda a 
cero. la en t rop ia  de (3-E se reduce  a la ent rop ia  de rjibbs. ;ia 
cuál no cambia en el curso i e l  tiempo!. Esto nos l leva a que la  
ley a e  increriiento ae entro? ia ,  ai ir naciendo cada v e z '  mas 
pequeñas las celdas. se reauce  a una inva r i an t e .  as i  perdemos 
completamente nuestra  explication sobre la  i r r e v e r s i b i i i d a d  de 
ios procesos. 
Analizaremss al iora c o n  mas icuiuddo, este  segundo pro.olema. Para 
una pa r t i c i o r '  dada del  espacio fase  (que ilamaremos P - ( ~ ~ , . . . , í > ~ 1  
en slonde M C'.enota e'I número de ,celdas. Con esta pa r t i c i on  se 
"bt iene un  va1or S ( t )  para  ia  entrop ia .  Hagamos aho ra  una 
pa r t i c i on  mas f i n a  del espacio fase  r*:iQ l,...,íd,3J, en donde W > M ,  
c o n  esta nueva pa r t i c i on  se encuentra un nuevo va lo r  S;*(t) para 
ia ent rop ia .  A I  comparar ambos va lo res  pa ra  l a  en t r op i a  se 
encuentra (16 )  q u e  S * ( t ) t S ( t ) ,  e s t e  r e s u l t a d o  es sumamente 
emriarazoso, ya  que  a l  s e r  a r b i t r a r i a  la  pa r t i c i on ,  poderno; 
seleccionar una pa r t i c i on  cada vez  mas f i n a ,  de manera que el 
va lo r  minim0 posible para  la ent rop ia ,  Smin(t), Ser ia aquel que 

1 se ob tuv i e r a  ai tomar el l imite  cuando el  numero .de celdas t ienda 
a i n f i n i t o  y ei volumen de cada una de el las t i enda a cero, es ' c l a r o  que  en es t e  l imite  pc-ti(r,t) t i ende  a la  func i ón  de 
d i s t r i buc i on  de grano f i n o  p ( r , t ) ,  de manera que  l a  e n t r o p i a  
de ti-E se reduce a la  entropia de Gibbs, la cual no cambia en el 
tiempo. Por l o  tanto,  l a  a r b i t r a r i e d a d  en la se leccion de l a  
celda fase  nos conduce a que la entropia no debe de cambiar en un 
proceso i r r e v e r s i b l e ,  resultado a todas luces incompatible con l a  
segunda ley d e  l a  termodinámica. 

En esta seccion veremos l a  manera en que N.G. Van Kam~en( '~ )  
asocia e l  proceso d e  observacion de un sistema de muchos cuerpos, 
con l a  construccion de las celaas en el espacio fase, con las 
cuales se calcula la  func ion d e  d is t r ibuc ion  de grano grueso, que 
resul ta  s e r  func ion del e ' rror  Aa con el  cual un obse rvador  
rnacroscopico determina los va lores  numtricos de las  func iones  
fase. Esta seleccion de Van Kampen e v i t a  la a rb i t rar i eaad  en la 
construccion de ias celdas fase,  aunque se t i ene  e'i problema *e 
que la e n t r o p i a  de (:-E es func ion  de l  e r r a r  Aa en las 
rnedicianes. ,:odavia subsiste  el proDiema de que al  r educ i r  Aa 
ia en t rop ia  de Li-E disminuye, sin embargo un r esu l t apo  muy 
ImFor iante  del traba.jo de Hoyninqen-Huenei 16) muestra 'que e i  
. 'ií":- . j - w -  de ia funcion de distr ibuc iün (le grano grueso cuando 
ia t i ende a cero,  NO es la funciün :le d is t r ibuc ion  de grano 
f i n o .  s i n o  que resul ta  se r  , la p a r t e  proyec tada  de ella!, de 
forma que aunque i a  e n t r o p i a  d isminuye ai hace r  Aa->íJ, e l  
-a!..,:- 31 ' ~ i i e  * . i e ~ d o  rs d.i+orrnto .o . I  entrop ia  r(e Gibbs, por Io 
que a ~ n  en es t e  l i m i t e  s i gue  s i endo  v a l i a o  e l  teorema H 
general izado, y podemos entender.  a p a r t i r  de primeros principios 
l a  ley de lacremento de entropia.  

r! 

P a r a  c o n s t r u i r  p ~ - ~ ( f , t j  empezaremos p o r  d i s c u t i r  la  
fo;-ma en que  se  d iv ide  e l  espacio fase  en celdas, de manera que 
t a l  dlVlSlOn este conectada con !as observables macrosc3picas del 
sistema. 



Pa ra  d i v i d i r  el esPaciJ tase  en hipercelaas,  seguiremos e l  , 

punto de v i s t a  de ~ . ü .  Van ~ampen(1'7), que  cons is te  en i o  
s i g u i e n  t e :  

'Jna cant idad observable de un sistema rnacroscopico, t i e n e  
asociada desde e l  punto ue v i s t a  microscopico una funcion fase  
. 4 t r ~  i.'ada observacion ae i  sistema zons is te  e n  de t e rm ina r  PI 
valor  Lie A(T )  con una deterrninaua precis ion Aa, de manera que 
ai hace r  ia observacion SF: Sabe que: 

a i A(/-) \ a + Aa t 5 . 0 1  ) 

por io que una observacion macroscopica de A(T) ,  nos dice que e i  
punto f a se  asociado con el  Sistema se encuentra en la region fase 
determinada por la cGndiCion (5.b1). ASL ,  consideremos todo e l  
i n t e r va l o  de valores posibles que PUeCe tomar la fui? ion tase 
A ( r )  y subdiv imos e s t e  i n t e r v a l o  en Sub in t e r va l os  Aa, que  
determinan los  valores: 

. . , a-2, a-1, ao, a i ,  a2, . . p an, a, ,+l ,  . . . 
A cada i n t e r v a l o  l e  corresponde una reg ion en e l  espacio fase,  
determinada por  la condicion: 

que es l a  hipercelda fase. De acuerdo con es te  procedimiento 
dividimos a todo e l  espacio f a s e  en hiperceldas, en donae la 
1-esima esta caracter i zada por  la condicion (5.62), de manera que 
ia func ion ca rac t e r i s t i ca  es: 

en donde se ha de f in ido  la func ion D IX I  por  la ecuacion (3.4): 

x - X g  1 S1  X t 1x0, X u  + A X )  
Df ) =  ( 5 . 4 )  

AX  O de otra manera. 

icon esta selection de las hiperceldas. la  ecuacion (5.44) toma la  



d o n d e  P ( a l , t , A a )  e s  e l  p r o r n e d i o  d e  p [ r , t j  s o b r e  la 
n i p e r c e l d a :  

C l a r a m e n t e  la  t u n c i o n  d e  1 i S t r i b U c i o n  de g r a n o  g r u e s o ,  
d e f i n i d a  e n  (S.04J depende del tamano de ia a p r o x i m a c i o n  A a ,  
por  10 q u e  la e n t r o p i a  t a m b i e n  camDia con e l  tamano de e s t a  
cant ic lad.  De necno ,  al d i s m i n u i r  A d ,  la  e n t r o p i a  d e c r e c e  y 
s i n  embargo s e  puede m o s t r a r  q u e  t i e n e  un l i m i t e  i n t e r i o r ,  e l  
llamado limite de "medida exacta", e l  c u a l  s e  o b t i e n e  a! h a c e r  
t e n d e r  a c e r o  A a ,  d e  f o r m a  q u e  s e  t i e n e  ia s i g u i e n t e  
d e s i g u a l d a d :  

S G ( t )  i Lim s ( r , A a )  5 s ( t , a a )  L seq ( 5 . 0 0 )  
h a  - >  U 

en donde SG(t) :SG(U) ,  es la e n t r o p i a  de  Ciibbs ca lcu lada  con la 
f u n c i o n  de d i s t r i b u c i o n  i n i c i a l  dada e n  la ecuacion (5.04), e n  
t a n t o  q u e  Seq d e n o t a  la e n t r o p i a  de Gibbs c a l c u l a d a  con I d  
f u n c i o n  de d i s t r i b u c i o n  dada p o r  la ecuac ion  (5.00). 

Este r e s u l t a d o  i m p o r t a n t e  f u i  demostrado por  Hoyningen-Huene 
y u n a  d i s c u s i o n  e x t e n s a  asi como su  demostracion se  encuentra  en 
la r e f e r e n c i a  (16). 

Para e n c o n t r a r  la funcion de Q i s t r i b u c i o n  de grano grueso en 
e l  l i m i t e  de medida e x a c t a ,  usamos el h e c h o  de q u e  la f u n c i o n  
c a r a c t e r i s t i c a  s e  puede e x p r e s a r  como: 

A I  r, o 1 -al ) 
D( : ~ ( A ( I - , v )  - a , ) . A a  + o ( ( A a ) l i  

A a  (5. 0 7 )  

Tomando e l  l i m i t e  de medida e x a c t a  de  (5.64) y ten iendo en 
c u e n t a  q u e  a toma v a l o r e s  c o n t i n u o s ,  la  i u n c i o n  d e  
i i s t r i b u c i o n  de g r a n o  grueso  es: 

_. 
en aonde Q(a) e s  la func ion  de e s t r u c t u r a :  

(> (a)  z dl' d(A ( I - ,  O )  - a )  J ( 5 .  b Y l  
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L a  e c u a c i o n  (5.68) m u e s t r a  que 1:- * u n c i o n  de d i s t r i D u c i o n  de  
g r a n o  g r u e s o  e n  e l  l i m i t e  de  metiida exac-ca, es  el promedio de ia 
fUnCion de d i s t r i b u c i o n  de  g r a n o  l i n o ,  tomad0 s o b r e  la r e g i o n  
d e t e r m i n a d a  p o r  la c o n a i c i o n  A(!-,Olz& Y la iinlca forma en q u e  
(5.69) s e  r e d u c e  a la f u n c i c n  de  d i s t r i b u c i o n  de grano  f i n o  e s  
cuamndo A(l-):f, sin embargo, para e l  ODSerVaaor macroscopico e s  
i m p o s i b l e  m e d i r  ? o d a s  l a s  c o o r d e n a d a s  Y momentos d e  las 
p a r t i c u i a s  q u e  componen e l  s i s tema.  Ya q u e  maCroScopicamente solo 
Pueden medirse  las llamadas v a r i a b l e s  Colectivas que  invoiv.cran a 
u n a  $ r a n  c a n t l a a d  a e  p a r t i c u l a s  Y COrreSpOnden con variables 
t a l e s  como dens ipades  de p a r t i c u i a s ,  lrnpetu Y e n e r g l a  en caso 
a e  i l u i d o s  s l m p i e s ,  e s t o  impl ica  ‘que ~,;-($i~,t) s i e n i r r e  5 s  

Nos fa l ta  p o r  d e m o s t r a r  q u e  l a  f u n c i o r i  de c i i s t r i b u c i a n  ci.e 
g r a n o  grueso  se  puede o b t e n e r  a l  aplicar el operador de proyec tor  
de  Zwanzig a la f u n c i o n  de  d i s t r i b u c i o n  ue g r a n o  f i n o ,  que sera 
a n a l i z a d o  e n  la s i g u i e n t e  secc ion .  

INTERPRETAMIN FISICA DEL WOY t~ r m  DE ZWANZIG.  

;1i f e r  e n t e  d e  P ( r i t  1. 

En e l  C a p í t u l o  I V ,  u t i l izamos  e l  o p e r a d o r  de proyeccion como 
u n a  t á c n i c a  matemát ica ,  q u e  nos p e r m i t i o  r e e s c r i b i r  adecuadamente 
las e c u a c i o n e s  microscopicas  de movimiento para o b t e n e r  en u n a  
f o r m a  simple las e c u a c i o n e s  macro y mesoscopicas que  descr iben  a 
u n  sistema f u e r a  d e  e q u i l i b r i o ,  s i n  embargo ,  e n t r e  t a l e s  
v a r i a b l e s  n u n c a  se c o n s i d e r o  la e n t r o p i a  del sistema, ya q u e  no 
ten iamos  u n a  d e f i n i c i ó n  IO s u f i c i e n t e m e n t e  g e n e r a l  para aplicarla 
a sistemas f u e r a  de  e q u i l i b r i o .  

En esta secc ion  mostraremos q u e  e l  operador  de proyeccion de 
Zwanzig,  es la forma matematica de  l l e v a r  a cabo el granulamiento 
del e s p a c i o  f a s e  p r o p u e s t o  p o r  Van Kampen, cuando s e  c o n s i d e r a  
q u e  e l  e r r o r  e x p e r i m e n t a l  A a  t i e n d e  d c e r o .  De neChO 
demostraremos q u e  cuando s e  l l e v a  a cabo  e l  g r a n u l a m i e n t o  del 
e s p a c i o  f a s e ,  e n  el l imite de  medida e x a c t a .  para e v a l u a r  10s 
promedios s o b r e  las h i p e r c e l d a s  de  c u a l q u i e r  tUnCion t a s e  basta 
con aplicar e l  o p e r a d o r  d e  proyeccion de Zwanzig a la func ion  en 
cues t ion .  

u o n s i d e r e m o s ,  u n a  f u n c i o n  f a s e  a r b i t r a r i a  F ( l ~ , t i ,  y e n  
ana logía  con la e c u a c i o n  (5.44)  con l a  ‘que deTinimos la r u n c i o n  
:le d i S t r i b u C i o n  de g r a n o  grueso ,  ciaaa c u a l q u i e r  r u n c i o n  fase  
T i T , t i ,  d e f i n i m o s  u n a  n u e v a  f u n c i > n  r a s e  Fc-G(l’,t) como l a  
s u p e r p o s i c i o n  de 10s promedios de  k - t l - , t i  s o b r e  ids hipercelaas 
f a s e ,  as i :  

F ~ - ~ ( f s t )  C F i ( t l  A ( ( % )  ( 5 . 7 0 )  

1 

donde AL(T )  e s  la f u n c i o n  c a r a c t e r i s t i r a  l e  la 1-esima Celda, 
def i n i d a  como: 

I s i  r t: Celda 1 

o de otra manera. 
A , ( ¡ - )  : 



y e l  promedio de F sobre la t-esima celda es: 

1 r 

! j ~  J 
F ( t )  : . id!’ F ’ ( I ’ ,  t l A  (1’1 ( 5 .  71 I 

1 

:,’orno F l ( t )  depende de la torna en que se escoga la particion 
en el espacio fase, es c l a ro  q - l e  Fc-ti!r,t) <lepende del tamano 
de las hiperceidas. Cuando :;e Lace 13 part icron en el espacio 
fase. teniendo en cuenta p i  p r x e s o  ue rnediCiOn macroscopica 
propuesto por Van Kampen. al i g u : i i  [que la funcion de I iStriOucion 
cie g r a n o  grueso,  F ~ - ~ ( l ’ , t , , i a ~  dependera  del e r r o r  en i a  
medida Aa. Izomo la en t rop ia  as. jc iada a un sistema e3 aquella 
que se obt iene cuando se torna 01 l im i te  de mediaa exacta, es 
n a t u r a l  escoger de  todas l a s  p@s ib i e s  FC-L;(l-,t,Aa) aquel la  
funcion’ que se obtiene cuando se toma el l imite de rneaiua exacta, 
o sea estamos intrj*esados en calcuial,: 

F c - G ( ~ ,  t i  : L i m ~ ~ - ~ ( r ,  t ,Aat  
Aa-,O 

Siguiendo un razonamiento analog0 al  presentado en la seccion 
a n t e r i o r  pa ra  encontrar  la iunc ion a e  a i s t r i buc i on  de  g rano  
grueso, tomando la part ic ion ‘de Van 8:ampen y el  l imite de medida 
exacta, (5.70) toma la forma: 

Definimos ahora  el producto interno en t r e  funciones fase por: 

( 5 .  7 3 )  
r 

(A, B l  = ldl: wií’) A ( í ’ )  B * i l . ’ J  
w J  

donde w denota la metrica usada en la de f in i c i on  del producto 
in te rno .  De esta manera podemos expresar  ( 5 ’ 7 2 )  como: 

(F(I. ’ ,  t j ,  GI a, u )  j 
F ( r , t )  [da - ü ( a ,  u t  ( 5 .  ‘741 

J f i , ü : a , o ) I  C-G 

en ,1onde (A,B) denota el prodi icro interno con metrica unidad. 

T::PL:~ :.J esti ?.z.ac p o r  
P 3 r  o t r o  lado, SabemOS $11- ea s royec to r  de Zwanzig, con una 

( 5 .  ‘75) 

Sin embargo, la metrica es ur.a iunclon de los invariantes del 
sistema; supondremos que el EnAcra i n v a r i a n t e  que se  t i ene  es el 
Hamiltoniano, de manera que L / : W I H J .  Ademas, ~ ( r )  tambien es 
una observable,  de manera que il(a,o contiene como un factor a 
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4 ( H ( r ) - E ) .  De m a n e r a ,  q u e  o s t o s  dos h e c h o s  i m p l i c a n  q u e  e l  
p r o d u c t o  i n t e r n o  c o n  metrica w e s t a  r e l a c i o n a a o  con e l  de 
m e t r i c a  unidad en  la forma: 

por io t a n t o ,  

Y P o r  c o n s i g u i e n t e :  

Ut i l izandc  e s t e  r e s u l t a d o  e n  ia e c u a c i o n  ( 5 . 7 4 )  vemos q u e  
Fc-ti([-,t) se  < . , > t i e n e  al  apl icar  e l  o p e r a a o r  de  p r o y e c c i o n  de 
Zwanzig a la f u n c i o n  F(f,t). A S i ,  de la ecuac ion  (5.74) se t i e n e  . 
que,  

Este  r e s u l t a d o  m u e s t r a  q u e  e l  apl icar  el o p e r a d o r  de 
proyecc ion  de Zwanzig, con c u a l q u i e r  metrica a u n a  f u n c i o n  fase 
a r b i t r a r i a ,  permite o b t e n e r  la f u n c i o n  fase granulada,  def inida a 
t r a v e s  de la p a r t i c i o n  de  Van Kampen, en el i m i t e  de  medida 
e x a c t a .  El  p r i m e r o  e n  m o s t r a r  q u e  la t é c n i c a  de operadores  de 
p r o y e c c i ó n ,  e s t a .  i n t i m a m e n t e  l i g a d o  c o n  las  i d e a s  de 
g r a n u i a m i e n t o  de  los E h r e n f e s t .  f u e  Hoyningen-Huene(lB). 

Este r e s u i t a d o  . a p a r e n t e m e n t e  t r i v i a l ,  permite e s t a b l e c e r  la 
c o n e x i o n  e n t r e  el t r a b a j o  c i a s i c o  de 10s u n r e n f e s t ,  con 10s 
t r a b a j o s  r e c i e n t e s  de. Van Kampen', Y K. Zwanzig lo q u e  nos permite 
no solo dar una idea c u a n t i t a t i v a  del proceso de granulamiento en 
e l  e s p a c i o  f a s e ,  S i n o  tambien  e n c o n t r a r  la ecuacion de movimiento 
para  ia f u n c i e n  de  d lS t r ibUCion  de g r a n o  grueso  a partir  de 
p r i m e r o s  p r i n c i p i o s  y v e r  e x a c t a m e n t e  con q u e  n i p o t e s i s  s e  
i n t r o d u c e  la i r r e v e r s i b i l i a a d  en e l  t r a t a m i e n t o  microscopico. 

EL'UACIUN Ut: LVCILUCIUN P A H A  LA P~-c, ( l . ' , t )  

En e s t a  secc ion  mostnanios c@mo ia t u n c i o n  de  d i s t r i b u c i o n  
inicial d e t e r m i n a  la funcior !  de  peso ion  ia c u a l  se d e f i n e  e l  
. ?peraaor  11- proyeccion CE Z w a r m g  adecuado. Se  e n c u e n t r a  la forma 
e x p l í c i t a  d e  p ( , - - ~ ( [ ' , t . )  e n  t e r r n i n o s  d e  la t u n c i o n  de 
% ~ : T . V ~ . $ ~ J C I C Z  :n-2!3.t 1, d e m  ?s? ! -and?se  corn@ al I n t r ? c t u c i r  !a 
i n f o r m a c i o n  de  q u e  e l  s i s t e r r a  e s t a  mezclado se o b t i e n e  e l  
c o m p o r t a m i e n t o  a t i e m p o s  g r a n d e s  p a r a  p c - c j ( f , t ) .  E n  
p a r t i c u l a r  hacemos v e r  como la h i p o t e s i s  de mezclado implica que  
la  p c - c j ( l - , t )  t i e n d e  a l a  r u n c i n n  de  d i s t r i b u c i o n  d e  
e q u i l i b r i o  f i n a l .  Este r e s u l t a d o  nos  p e r m i t e  a s e g u r a r  q u e  la 
e n t r o p f a  de  G;bbs-Ehrenfes t  ti.ene e l  comportamiento ade.CUad0 para 
t iempos grandes .  Por último i i t , . l izando la t é c n i c a  d e  Operaaores  
de  p r s y e c c i o n  d i S C U t i d a  en 01 i a p i + . u l o  I V  s e  o b t i e n e  1.a ecuac ion  
de m o v i s i e n t o  de  la f u n c i o n  c.e d i s t r i b u c i o n  de grano  grueso. 



P o r  las e c u a c i o n e s  (5.001 y (5:75J es i n m e d i a t o  q u e  la 
f u n c i o n  de d i s t r i D u c i o n  de g r a n o  g r u e s o  en e i  irmite de  medida 
e x a c t a ,  no e s  mas q u e  ia parte  p r o y e c t a d a  de  la i u n c i o n  de 
d r s t r r b u c i o n  de g r a n o  f i n o ,  o s e a  que ,  

P ~ - ~ ~ I - ,  t )  : pZ ~ ( r ,  t )  ( 5 . 7 Y )  

!lomo e1 peso (.J se s e l e c c i o n e  c u a n d o  s e  d a n  las COndlCioneS 
iiii(::ales para  la f u n c i o n  de  d i s t r i ! ~ u c ? o n .  e s  posible  e x p r e s a r  
(5.701 en Q t r a  forma q u e  nos : * e s u l t a r a  (.til mas aaelante .  Como i3 
rnétrlca y ias COndiClOneS i n i c i a l e s  e s t a n  re lac . tonac¿as  en ia 
f o r m a :  

p ( r , o i  : U ( H ( I - I I  v ( r , u ~  (5. #ir 1 

la r ' inc ion de  d i s t r i b u c i o n  de  g r a n o   fino, ai tiempo t e s t a  dada 
por: 

p ( r ,  t )  : w ( H ( r ) )  . ; ! I - ,  t )  1 5 . 8 1 )  

For i o  que: 

( v ( r ,  t ) ,  t i la,  o ) )  
Y tila, o )  I' 

p ( w )  p ( r ,  t ) .  : da w ( E )  J ( 1 ,  ti la, 0 )  j W  ( 5 .  a d  I 

t e n i e n d o  p r e s e n t e  q u e  la energia e s  u n a  de las componentes de l  
v e c t o r  a,  p o r  l o  q u e  a p a r e c e  impl ic i tamente  u n  f a c t o r  
4 ( H ( r ) - E J  d e n t r o  de ti(a,u), o b t e n e m o s :  

P ~ ( W J  p ( r ,  t i  I w ( H ( I - ) )  rziw) v i r ,  t )  ( 5 .  (13) 

L a  f u n c i o n .  de d i s t r i b u c i o n  i n i c i a l  c o m p a t i b l e  con la 
i n f o r m a c i o n  mesoscopica q u e  s e  t i e n e  s o b r e  el s i s t e m a ,  y con e l  
hecho d e  q u e  s e a  Mezclado e s t a  dada p o r  (3.301, o sea: 

p ( r , o i  ': p e q ( r i  ~ ( A ( I - , O J J  ( 5 .  -34 J 

en donde  peq e s  ia f u n c i o n  de  d i s t r i b u c i o n  d e l  e s t a d o  de  
E O U I L I B R I o  FINAL ,  y v(A(T,OJJ  e s  13 S i g u i e n t e  f u n c i o n  del  
n a m l l t o n i a n o  y las f u n c i o n e s  f a s e  b.(r,[J : 

9n-e  (H1 1 7 A I r, 0 ) u ' -- 
v ( A i r , u l  I : 

geq (Hlr ) ,  A l l ,  0 )  1 

P o r  Iús ecuac iones  (5.64) y [b . iY J ,  remi 's  q u e  la f u n c i o n  de peso 
adecuada  es: 

w(H(rli : p e q ( T I  
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con es ta  f unc i on  de Peso Y Uti l iZandO las  ecuaciones (5,’7g), 
(5.631, podemos e x p r e s a r  .a f unc i on  a e  d i s t r i b u c i o n  de grano 
grueso en l a  forma: 

P c - G ( I - ,  t )  2 P e q ( r )  r i d : P e q i .  v i I - ,  t i  (5. 051 

Apiicando e l  p r o y e c t o r  de .:wanzig a v ( T , t i  se t iene:  

( a ,  t )  - I 9 
P ( W  : p I v ( r ,  t i  : iaa t i ta ,u i  15.  o 0  I 

e q  I 9eql a I 

P o r  (5.65) y (5.6bJ t-enemos que la tuncion de ciistriducion de 
grano grueso es: 

g ( a , t i  - (I 
P ( I - , t ;  - P 1 I ’ i i da  ü ( a ,  u )  15. 071 

eq ; 9eqt a l  C-ti  

Esta expresion de p~-<~,! l- , t i ,  muestra como esta  conectada 
la tuncion de d i s t r i buc i on  de grano grueso con la iuncion de 
d i s t r i buc i on  mesoscopica de no e q u i l i b r i o  y con la funcion de 
d i s t r i buc i on  de las f luc tuac i ones  en e l  es tado de e q u i l i b r i o  
f i na l .  Además, nos permite a v e r i g u a r  faci lmente su comportamiento 
para  tiempos grandes, ya que como hemos v i s to  en el Capitulo .HI, 
la contlicion de que el sistema sea Mezclado, nos garantiza que: 

Lim g,-,(a, t )  : geq la i  ( 5 . 6 6 )  
t->al 

Asi, tomando el l imite pa ra  tiempos grandes de (5.&7), vemos que 
l a  condic ion de  Mezclad0 dada po r  (5.66), nos conduce a l  
r e s u l t a d o :  

( 5 .  6 Y J  

Este resultado nos muestra que la propiedad de que el sistema 
sea mezclado g a r a n t i z a  q u e  el comportamiento a tiempos 
grandes de la funcion a e  distr lDucion de grano grueso es tender 
a !1 funcion de d i s t r i buc i on  IE’L estado de equ i l i b r i o  f i na l ,  y 
p o r  1 3  t an to  la en t rop ia  de 3lbis-tsnrentest para tiempos grandes 
~ i e n u e  a la entrop ia  del  estadc it‘ equ i l i b r i o  f ina l .  

Finalmente procederemos a enc:oiit:-ar la ecuacion ae movimiento 

La i unc i on  de d i s t r i b u i i a c  u ^  grano f i n o ,  s a t i s f a c e  la 
: 7 3 r 3  i L‘ <-i ( I - ,  t i .  

ecuacion de L i ouv i l l e :  

d t  



La ecuacion de movimiento para la funcion de dlstr ibucion de 
grano grueso, como se sigue de 12.79). se encuentra a l  proyectar  
la ecuacion de LiOUViile.  AS^ usanuo la i den t i aad  de Zwanzig 
(4 .241  tenemos: 

I 5 . Y l 1  
i't 

De hecne haSta e s t e  punto, (5 .91)  es solamente una terma 
so f is t icaaa de e s c r i b i r  ia ocuacion ' l e  Liouvi l le .  as i  es toaavia 
iina ecuacion REVERSIBLE, s i  anora intmducimos la iniormacior. 
acerca ue que ia funcion ae ais tr iDucion i n i c i a i  es aada p o r  
(5.84), io cual  impi ica  que: 

Usando i5.Y¿), el úItirno termino del laao aerecno se anula, por 
IO que: 

I't 

Esta os una ecuacion cerraaa para la funcion de distribution 
de  grano grueso, que t i ene  i peq .:om0 Solucion es tac i onar i a ,  
y a par-.?ir de el la es posible encontrar la ecuacion Cinetica para 
<n-e(a.t.~. ai tomar el proaucto in t e rno  con 'G[a,u), ODteniendose 
luna rr1iacion c e r r a d a ,  pa ra  g n - P ( a . t ~ ,  .que no es  mas 'que ia 
icuaci,.?n i.-:nética daaa por ia r c u a c i o n  14.'74). De necho f u e  en 
r s t a  forma como K. Lwanzig(iYqd'-'I encontro por pr imera vez ias 
e c u a c i o n  general izada de fi'OKKer-YldnCK. a p a r t i r  de la cua l  <e  
puerie nacer un estudio Sistemático de l o s  procesos 1rreversiDie.s. 
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En 1957 E.T. Jaynes publ ico l o s  t r aba i o s  ano ra  clasicos, 
. sobre  t e o r i a  de la informacion y Mecanica Estadistica(l 'd), En 
estos t rabajos  u t i l i z a  como p r i n c i p i o  básico q u e  la d i s t r i buc i on  
de probabi i idad Sobre 10s estados microccopicos (que nos da la 
representation mas impa rua l  acerca del sistema, 5 s  aquella que 
hace maxima la entrop ia  51e Shannon sujeta a ids restr icc iones,  
ligarlas con ia inforrnacion que se Tiene r oa r e  oi  sistema. 

En s u  pr imer  ar t i cu io .  Jaynes  ,1 iscute  l a  Uerinica Ests. .!:,sA.i':z 
de  k3quil ibrio desde e l  punto ,le v i s t a  '10 .?coria ,:¡e la 
informacion, haciendo v e r  que ei .:oncepto nnas :unciamentai es ia 
entrripia de Shannon, que cuanti f ica la inc?rticíurnbre representada 
por  una d i s t r i buc i ón  de probabi i idaa.  L a  íorma esp i i c i t a  de la 
d i s t r i buc i on  de pPObabili<lda pa ra  s i c r e m a s  e n  e q u i l i b r i o ,  es 
aquel la para  la cual la en t rop ia  de Snannon es maxima, suJeta a 
c i e r t a s  restr icc iones,  P.e. que ei va lor  promeaio a e  ia energ ia  
es conocido. A s í  Jaynes encuentra las distr iuuciones canonica y 
g r an  canonica s i n  r e c u r r i r  a argumentos como e r g od i c i dad ,  
t r a n s i t i v i d a d  metr ica .o igualdad de prouabil iaades aprior i .  

En su  segundo a r t i c u l o ,  Jaynes  a n a l i z a  l a .  r íecanica 
Es t ad i s t i c a  de Procesos i r r e v e r s i b l e s ,  ap l ica  el p r i n c i p i o  de 
máxima en t rop ia  a d i f e r en t e s  tiempos durante  la evolucion de un 
sistema a su 'estado de e qu i l i b r i o  y muestra ia relacion en t r e  la 
pe rd ida  de informacion y e i  comportamiento i r r e v e r s i b l e  de un 
sistema de muclios cuerpos. 

Hace v e r  que la ley de incremento ne entropia durante  un 
proceso i r r e v e r s i b l e  solamente es una manifestacion macrriscopica 
de la perd ida de informacion que t i ene  un ODServador sobre ei 
estado microscopico del sistema, cuando es te  evoluciona en e l  
t iempo. TOQO el  aná l i s i s  de . i a yne s  se  l l e va  d e n t r o  d e l  
formal ismo cuant i co  de l a  m a t r i z  d e  ' lensidad, l o  cual es 
meramente una conveniencia pues puede t raducirse  igualmente a l  
,caso rle la Mecánica Estadist ica t. ' l?~slca. 

J n  e s t e  C a p i t u l o  ut i l i zamos te?nica ae  t e o r i a  de 
i n f o p m a c i o n ,  para encontrar  l a  f unci '11 ,le , : i istribucion ",,ptima", 
~ ~ ( r , t j ,  'que d e s c r i b e  microscopi~zame3ce a un sistema t u e r ~ a  
.$.e equi l ibr io .   AS^, encontramos ia z u n c 1 3 n  de a i s t r i buc i on  que 
nace maxima la entrop ia  de Shannon. suieta a Ids ,:onstricciones 
,:¡e que el  estado "macrosCoPic0" .:el sistema es  Conocido. La 
descripcion del estado ilei sistema !a :>acemos p o r  medio de la 

?.l.empos grandes  de esta Tunc ion  ic<a 1'3 e s t a s  cQndic iones se 
, letermina la funcion de d i s t r i buc i on  . .. .'prima, 'que ilamaremos la 
; ~ i s t r i b u c i Ó n  d e  Jayr ies,  P ( í ' , tJ .  

, :JJncion ~ ~ - ~ ( a , t ) ,  dando además el ~wm.T-':~rtñrniento asintot ico para 



E l  Proceso de t eo r i a  dr la inf(Jrmac1on para  asignar una 
funcion l e  I i s t r i b u i i o n  ?a:L ii un slstema f u e r a  de equilibrio, 
claramente no es un Proceso dinamico puesto que jamas se invoca 
a las ecuariones microscopicas de movimiento. Este enfoque para  
encontrar  13 funcion ,.le ~ l i s t r i buc inn  ".>Ptima'*, compatibie con el 
estado 1-1 sistema, solamente r e qu i e r e  ,?el ,conocimiento de t a l  
estad% :J '1sanrlq o1 principie de maxima e n t r o p i a  i n f i e r e  el 
e s t ado  r n i ~ r o s c o p i c o  de l  sistema dado por  p(r,t). 

:.:laramente ?i enroque ne JayneS es muy d is t into  del que rlemos 
aaoptado en 10s capituios Precedentes, en donde nuestro anal is is  
na s ido ,I inamico, ya que a p a r t i r  ¿Le las ecuaciones microscopicas 
l e  movimiento ::a ecuacion l e  L iouv i l l ?  ? 13 ecuacicn para  las 
íunciones f a s e ] ,  obtenemos el estado rnirr'cscopico del s i s t e a r  a 
.:ualquier tiempo, p o r  eJempio, usando 13 cruacion ue  Liouv i l i e  se 
encuentra ia runcion de ' i i s t r ibuc ion ,le l . j i bDS ,  p ( I ' , t j ,  con la 
,que se . i r termina t i  estado ( l e i  sistema. 

Las  f u n c i o n e s  de 1 i s t r i b u c i ~ n  Q ! ~ , ? J  y ~ ( . l ' , t j ,  s e  
oncuenbran u t i l i z ando  enfoques  completamente u i s t ln tos .  S in  
embargo, ;irbe ' le e x i s t i r  alguna re lac ion en t r e  ambas funciones 
fase,  puesto que desde el  punto de v i s t a  dinamico con P(r,t) 
podemos encontrar  gn-,(a;tJ. y , usanao la t eo r i a  a e  iníormacion 
conoc iendo g n - e ( a , t ~  se  i i e t e rm ina  ; ( r - , t j .  En e s t e  Cap i tu lo  
demostramos que la relacion entre  ambas funciones de diStrlbUcion 
es: p ( r . t ~ - ~ ~ ~ ( r , t ~ ,  l e  m a ne  r a qu'e e l  p r o y e c t o r  d e  
Zwanzig api icado a la d is t r ibuc ion  de 'iibbs, nos proporciona la 
d is t r ibuc ion  de Jaynes. 

Por o t r a  par te ,  nemos v i s t o  en el Capitulo V, que ia funcion 
de d is t r ibuc ion  de grano grueso, cuando se nace la  par t i c i on  de 
Van Kampen en  e i  l imite de  medida exacta ,  PC-G( f , t j ,  es ia 
pa r t e  proyectada de la funcion de distr ibuclon de tiibbs. 

Estos resultados nos permiten concluir  que la  func ion de  
d i s t r l buc i on  de  Jaynes, p IT , t )  es i d en t i c a  con l a  f unc i on  
tie d i s t r i b u c i o n  d e  g r ano  g rueso ,  ~ [ ; -~ ( i - , t ) .  una p r ime ra  
consecuencia de este  resultado es  que ia  ent rop ia  de Jaynes es 
igual  con ia en t rop ia  de grano grueso, de.]anQo s in  e fecto,  las 
c r i t i c a s  Ue Jaynes sobre el  punto de v i s t a  de los Ehrenfest .  
(Claramente, esto es c i e r t o  cuando la par t i c i on  del espacio fase  
en celdas se l leva a cabo en la  f o r m a  estudiada en el  i3apituio 
"1. 

La  iguaidad en t r e  las tunciones :le UiStribUCion ne grano 
grueso :J id de Jaynes, es una . : r i i t r1~ucion or i g ina l  ae  es ta  
tesis. ~ c t u a i m e n t e  J. L. del K io  (-:. y L. Garcia-Colín S. estan 
2esarrol lando las  d i f e r en t es  consecuencias de este  hecho, Siendo 
publ icado en b r e v e  algunas de las  consecuencias de es te  
:'es u i t a d  o ( 

Finalmente se demuestra que l a  entrop ia  de Jaynes, es el  
maxim0 absoluto de la  entrop ia  de tiibbs. Este resultado permite  
demostrar 'que la entropia de jaynes  es siempre mayor (o al menos 
i g u a l )  que la en t r op i a  de rl;ibDs, ces igua ldad  Dásica pa ra  
encon t ra r  i a  l e y  de incremento ' l e  en t r op i a  pa ra  sistemas 
c e r r a d c s ( 1 1 . 

. .. 

,. . 

.. 

! .  



r En e s t a  secc ion utl l lzaremOS el  p r i n c i p i o  a e  maxima e n t r o p i a  
p a r a  d e t e r m i n a r  la forma be l a  t u n c l o n  Le distriD1icion a un 
tiempo 1. ?n el q u e  conocemos coda la ln tormacion  mesoscopica 
sobre ?! s i s t e m a  y ademas contcenios s u  comportamiento  paI?a 
tiemp':s X U Y  g r a n d e s  comparados ?^3n e l  t iempo ale r e l a J a c i o n  
" p r e ci i ': Y. ? " 

r a r a  i c i a r i r  ei significado r i  i c o  l e  TO, recordemos q u e  
( ~ ~ c i - . i i i i  es +I c o n j u n t o  fie t O d a S  i ? s  r u n c i o n e s  f a s e  a s o c 1 a a . i ~  
can !as .+.ariabies macroscopicas ! a )  t)l ,  i o n a e  

T I.) ' 

S C ü ( t )  = - K  C stJ  PJ(t) In P J i t i  
J 

p a r a  . : u a n t i t i c a r  el comportamiento n e  un s i s tema a tiempos 
g r a n d e s  u sa r e mos I o s  res  u it a a o s  ri e HOY n i n e  e n  - H u en el 3, 1, 1-1 u e 
mostro ia neces idad de d i s t i n g u i r  e n t r e  los tiempos de re ia jac ion  
" p r e d i c n o 'I Tij' Y "me d i D I e" I l. 

El *.lempo de. r e l a j a c i o n  tU, e s  a q u e l  t i empo a e s p u e s  be l  
c u a l  ia va r i ame  macroscopica  aK(ti q u e  r e i a J a .  mas lentamente  
a lcanza  su valor de e q u i l i b r i o  akeq,' d e n t r o  de la aproximacion 
experimental .  d e  m a n e r a  q u e  para tiff , ,  se . s a t i s í a c e  que qJ(t )  
: aleq  p a r a  t h a  J .  

EI ?:ampo I!, . e s  e l  tiempo 'que IP Toma a la e n t r o p i a  de 
g r a n o  grueso p a s a r  de s u  valor  i n i c i a l  en un estado de e q u i i i b r i o  
constrenimio A, v.gr .  S C G ( t . = u )  : S ( A j ;  a un v a l o r  S (b )  en e l  
es tado  15 e q u i l i b r i o  13 no-constrenido t i n a l ;  i s i  p a r a  t !T1 s e  
t i e n e  S,--13(t.) : S(BI. 

E n  ia i e c c i o n  4 ,  d e l  t r a b a j o  cie Hoyningen-Huene(3) ,  se 
demuestr.3 que Sf:$t) t i e n d e  a su nuevo v a l o r  ae e q u i l i b r i o  S(b) 
m a s  r:pi?amente que  las ObSerVablp> g x , l t !  tienben a sus  valores  
:le e q u i i i b r i ü ,  de f o r m a  q u e  rr !  r . a e  m a n e r a  'que ,:uando 
if:rrnem.>s que t t i e n d e  a i n f i n i t ü .  s <  D r e n t e n d e r e m o s  que estamos 
n a c i a n  ir. de  t i empos  t i T y ,  p e r o  2e-quenos comparados con e i  
? lempo  ? +  r e c u r r e n c l a  de  POinCarc 

L a r 3  Ie* .errninar  la t u n c i o n  ,I-? fl: st r i b u c i o n  cie no-equiIiDrio,  
s u p o n d r e a i s  'que disponemos de '.:ni i:ii r m r c i o n  mas detal lada que 
el  ;?nocimiento del conlunto  la-(ti!, i u e  c o c s i s t e  en conocer la 
d i s t r i c u r i Q n  rnesoscopica al t i e m  .io t . ' v e r  ec . (3 .s i ,cap. i l l i :  

J .  

q n - e ( a ,  t i  da = Prob la!.A(i', ti!d-dai 

Alemas supondremos q u e  e l  r o n p o r t a m i e n t o  l i m i t e  de e s t a  
f u n c i o n  es conocido p a r a  tiempos dr.ardt?s, 13 s e a  que  cOnOCemOS 
g e q ( a ) ,  d e f i n i d a  como: 
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donde  P I IT , + .  sa t i s face  las s i gu ientes  :onairiones: 

I O .  o a )  



1 C A P I T U L O  VI 

De aqu i  en adelante, con ooJet0 de mostrar expl icitamente la, 
presencia 'le ia  energia como una de ias omervables  del sistema 
usaremos !a convencion: 

ü ( a , v )  : ~ ~ H ( ~ I - E I  U ( a ' , o l  

, l e  f o r m a  ' que  e i  vector  g se u s a r a  c l ando  se incluye ia energla. 
en t an to  Tue ei vector  g se u t i l i - a  pa ra  deno ta r  so lo  ia.,c 
observables asociadas con funciones f a se  que no son invariantes. 

De -1ruir,20 ai pr inc ip i o  ,",e i n t e r enc ia  de maxima entropia de 
..raynes, la t ' incion Tie d i s t r i b u c i ~ n  piI ' .tJ que r ep resen ta  ?i 
esquema n a s  imparc i a i  de i  es tado ciei sistema, e s  aquel  que 
maximiza entrop ia  sujeta a las restricciOneS daaaS por las 
e c  u a c1 o I1 e s  . Ir, I aa  1 y ! O . b D I .  A S 1  P l l - , t l  m a . x i m i z a  s i n  
condicionPC I !a funcic ii: 

I l l )  : S ( t )  - A / P ( i ' ,  tidi- 
.J 

[ I '  
- i d ~ I d a ' ~ ( ~ , a ' . t i  g ( ~ , a ' , t i  ( O .  61 n-e I ?  

donde A es un parametro  inde te rminaao  y AiE,a',tj es una 
func ion inaeterminada de ia energia.  de las o t r a s  mservab les  
del  sistema y del .  tiempo. 

La va r i ac i on  de l(t) con respecto a un camDio 06 de  i a  
f uncion de d is t r ibuc ion es,. 

i r 

J i 

+jciEJcia,*(E.  a ' ,  t i d i A ~ i r . u i - a , l o i H ( i ~ l . - E l /  1 

J 

. .  
g ( l ' . t i  es ' :zxi 'que aace extrema a la tuncion í(t), de manera 
.que 5i:i . i  pa ra  toda &, po r  Tue ia expres ion d e n t r o  
i e  p a r - n t e s i s  cuadrados' debe anularse I O  que implica, 

g ! i . ,  t i  = Z-1 exp ( - A ( H ( ~ . I , A  I : . , ~ J I ,  t i  ( o .  y a )  

.%SI funriün de d is t r ibuc ion cu? maximiza la e n t r o p i a  de 
S h a n n o n ,  sujeta a ias restri.ccicnes 1 j . i i i  es: 

. .  

:- 

I '  i' 
, j  i i - ,  t 1 : I d ~ l  da'Z-ie-4 l E. :I.' , t b! h 11'1 -E 10 ( A '  ! I ' ,  U 1 - a '  

i i  l b .  YbJ 

tionde la constante 2-1 y ia ti inciori rlE.a',t) se determinan 
y ( ó  6:)) que debe  s a t i s f a c e r  con l a s  ecuac iones  (6.6aJ 



~ 
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h 

p(r,t). A s i  i n t r oduc i endc ,  (b.9a) en 16.6b) obtenemos: 

donde 

Esta rondicion de normalizacion, permite calcular l a  constante 
Z-1, en términos  de la f unc i on  indeterminada A(E,a,t), p e r o  
no ia caicularemos ya que no la uti l izaremos expiicitamente en e l .  
r e s t o  del I ' ap i t  ulo. 

E l  máximo valor  que toma la  entropia de Shannon se logra para 
la d i s t r iDuc i on  p(I-,t), a s i  l a  e n t r o p i a  de Jaynes sJ(t) se 
obt iene ai s u s t i t u i r  (6.1.¿) dentro  ' le  la ecuacion (6.5), 

.. 

I 9 ( H ( r ) , A ' ( I - , O ) ,  t l  9 I H í l ~ t , A ' i l ' , U ) ,  t I  
in n-e ( O .  14)  

- 
5 ( t I  : -K¡dT' e 

.I Q ( H (  f-i, A '  I r', U I i J? I H (  1 . 1 ,  A '  I rt o I I J 

y usando las  propiedades de Id 'C ' i I lCion ,) de Dirac, se puede 
expresar  como: 

I E . ~ ' ,  t i  9 (E, a ' ,  t i ?  

J J &J j Q ~ E  a '  I U ( E ,  a '  ) J 

I 4 (h i i ' i - 6 l t i ( a , ,  VI 
r r í ' í  

5 i t )  : - K ~ ~ ~ / I Q E  a a ' A - . c - - - - .  ~n n-e 

l levando a ,caDo la integi-a: scDr*e ei  espacio fase obtenemos: 

J J 1 1 !-e <¿(E, a' ) 

que es e l  maxrmo valor du la (ntropLa de Shannon a l  tiempo t. 

(& , a ' ,  t )  
s i t )  = -K d~ aa'g ( ~ , a ' , t i  in n-e ( 6 .  1 5 )  



Hasta aqu i  solamente hemos ?. t i l i zado las restr icc iones  iladas 
Y la  p o r  13s ocuaciones (.e.tj) para ce ’er .minar ia constante z-1 

func ion indeterminada que apare ien en las ecuaciones ( 6 .~1  que 
n u e s t r o  d e t e r m i n a n  a P ( r . , t I .  . 4 n o r a  i n t r o a u c i m o s  

conocimiento SoDre e l  rcmportamiento a s i n t o t i c o  de  gn+(E,a‘,t] 
dado wr la; ecuacion (n.51. (como ya n r m o s  v i s t o  en e1 capi tu io  
LIi !‘(-e!’ ocuaciones ( 3 . 1 3 )  y ; ? . I + ) ) ,  

. .  

y para que oeq sea una soiucion est.acionaria ‘ l e  1.1 ecuacion 
rle L iouv l l l e  se r e qu i e r e  que sea una funcion ,de 1’:s invarL in tes  
del sistema, a e  t a i  manera que: 

y por  !o ranto: 

Seq(E4 a ’  I = 4>(EI. U ( E ,  a’ t la. I & )  

de manera que s i  se conoce qeq(E,a’i, entcnces podemos encontrar  
+(El :J por  10  t a n t o  la tunc ion  de  I i s t r i b u c i o n  t a s e  f i e l  
es tado  . l e  e q u i l i b r i o .  Usando i Ó . 1 7 l  Y 10.16t den t r o  de ió . id )  
tenemos ;que: 

g f a , r i  - ü(a ,  ut I O .  I Y I  
r 

31r,tl : P (1’IIda 
eq J Seq la I  

Vearn<?s ahora  que implica el comportamienro mesoscopico iimite 
dado por  (ó .3) ,  sobre  el comportamiento 3 t iempos grandes  de 
P(r,t ) .  ‘romando ei ‘ i im i t e  para  t iempos g randes  de (ó.iy) y 
u t i l i z ando  (6.31 tenemos: 

.. 

i 
~ i m  P I I T ,  t )  : p ( í ’ l i ú a  1j ia .ü)  
[-,o0 eq j 

iJonsocuentemente, e l  conocer -1 . ‘ornPortamiento as in to t i c c  
pa ra  gn-e(a,t ) ,  g a r a n t i z a  que p i I 7 , ? )  exn iba  un comportamiento 
i r revers iD ie ,  por  lo que claramente esta tuncion de distribution 
no obedece ia ecuacion de Liouvi l le .  

una Lmpiicacion impor tan te  a e  ~ O L ~ J I ,  es que  nos permi te  
encon t ra r  o1 comportamiento de l a  r n t r o p i a  de  Jaynes para  
tiempos grandes. A S i ,  tomando e l  ..irnite d e  (6.5) para tiempos 



r-; ,~mr> r,im.os 'risto en !a seccion anterior I ?  runcion ;le 
d ~ s t r ~ ~ * w : i ~ > r .  :le ?aynes  p 1 r . t )  se l e?erml i?a  a p a r t i r  ; le un 
p r i n c i p i o  r x t r oma i ,  Compat ib le  .:on ias r e s t r i c c i o n e s  que  
carac te r i zan  1 1  intormacion exper imental  ' le que se aispone soore 
el  sistema en 'in tiempo dado. ror otro laao SaDemos que un 
sistema . le  mucnos. cuerpos se ,caracter i za  por l a .  runcion ne 
c i i s t r i a u c i - , n  l e  ( ~ ~ D D S  p { P , t ) ,  la  -:'ual e vo luc i ona  511 ? I .  
tiempo s igu ien io  a .  ia ecuacion r eve r s ib l e  .le i i quv i i i e .  tin .esya 
seccion mostraremos ia manera en que estan iones taaas  estas 
funcione3 :ie .:istriDucion. gsta  ?onexicn nos pe rmi t i r a  mostrar 
;que ia i n t rQp i a  'It .;aynes y !a en t rnpra  'le g r a n o  grues3 '?.e 
: j lbDs-Shrenrest son irtenticas, en 21 ,:aso en  ;que ia Pr imera '.le 
pilas se . l e t e rm ine  con la  in fo rmac ion  mesoscopica s'>Dre el 
sistema 7 !a segunaa 'sea la entropia l e  grano grueso en i i  i i m i t e  
l e  medi ia  ?:<acta d iscut laa  en ei ~ c ~ F i t i J i C ~  $i. 

+mpezare.moz F;:,r expresar  en una r'>rma i i t e r n a t i v a  ias expresiones 
p a r a  : ! ' . :  >ea  311' ,a ,c i i  una r 1-1 n ': i I n 1- 11s t :' 1 D u :: i ,I n 
nicrocan ?ni,:a asociaaa con una n i F e r r ? : , l a  tase 7arac tor i i a ia  F' jr  
> i n  ./a!,:r 1 ,le Las oDservaDles, l e  naner-a '?UT: 

, ~ .  ;.on ,:~c!otc l e  istaDiecer ia relacion entre  U !!',t I 7 c, i ! ' . ?  I 

- 

2 [ f f ( l m l - E i  n ; X ' I i ' ,  . ' f - a ' I  
2 ' :', a. u I ,= I O .  2 2 1  

jL (E.  a '  I 

Zsta r l int : ; .>~ ie r l istr ibucion ehta ncli-maiizar.3 adecuadamente :/ es 
-onstante : ientr? , l e  !a reg ion ..[(al .:lrr1!?~:ta p o r :  

Jia) : Lr 1 HII') = E, ~ ' ( l ' ,  w l  : a '  J I O .  131 
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I' 

l b .  27) 

en donde p ( r , t )  es l a  runc lon de distr ibucron de ti1bt)s. 
Usando fci.¿6) y (6.27) en (6.24), ia tuncion ae Qistr lDuclon de 
Jaynes toma ia .s iguiente  forma: 

' . r '  ( P I T ,  t i , ü ( a , u ~ )  
ü ( a ,  u )  l b .  1 8  I 

. .  

t ' I  = .I"" i i , t i ( , a , v t )  

Recordando anora  que el operador ae proyeccron de zwanzip, se 
def ine  como: 

I o. L Y  I 

Lie maner i  iuc la runclon rle r l l s t r l D u c l o n  de .Jaynes, es la parte 
proyecta.13 .le la  funcion de d l s t r l b u c l o n  de GlbDS o de grano 
fino. ' ~ s t e  . e s  ?in resultado de suma importancia que parece n a m r  
pasado inadve r t i do  e a  la vasta L i teratura  sobre e l  problema. &,n 
e fec to  e1 .rornportamrento i r r e v e r s i o l e  ':laso por  la ecuacion (6.¿LlJ 
se r e f i e r e  31 comportamlento l imi te  de la par te  proyectaaa de la 
f uncion de rXistribuc?.on de GlbDS: 



_ _ .  - .  

CAPITULO V I  

Por o t r o  lado, la eruacion ( o . 3 ~ )  no.; permite conectar ia funcion 
de d i s t r i buc i on  de Jayr.es. ron i a  tuncion a e  d i s t r i buc i on  de 
grano grueso en e l  l imite de medida exacta, Ya que como vimos en 
el Cap i tu l o  J .  la  i un r i on  de diStr ibUCion de g rano  grueso 
p,;+(r,?i es ta  conectaaa ron l a  runc ion de  d i s t r i b u c i o n  de  
(iibbs por !a re iac ion ' v e r  ecuac iones  (>.by) y (5.6011 por: 

AS1 l as  ?cuaciones i r > . j i i I  y !h 3 ~ )  n o s  Llevan a ia conclusion de 
que la iuncion de d i s t r i b u c i o n  ae ~ i y n e s ,  cuando se t i ene  toda 
l a  inrQrmacion MESUCCUPICA SoDre el sistema, es ident ica con la 
funcion 'le d i S t P i D U C i O n  de grano grueso en el  l im i te  d e  medida 
exacta. 

Este resultado nos permite v e r  la equivalencia e n t r e  dos 
puntos .le v i s t a  aparentemente i r reconc i l iab les  de estudiar  10s 
procesos i r r e v e r s i b l e s ,  corno io son e i  uso de  la t e o r i a  de  
informacion y el uso a e  l a  idea de granuiamiento de Enreniest .  
con objeto de que e l  lector se percate  de la  importancia be esta' 
equivalencia transcr ibimos a continuacion el  punto de v i s t a  de 
Jaynes en contra  a e  las ideas de granuiamiento grueso expresado 
en su a r t i cu i o  t i tulado.  6 i b D S  vs. Boitzmann Entropies **(O): 

past i t t e m p t i  to denonsirate the serond kr for s i i t ~ i  
other tnan duute qarcr hare gcnenui tried io mtim ibc DUIC 
ida to toe uoiimnn tl toeorem. sinre [ne O1001 u dyoiu~iuy 
constant,  one has CCSOPiM to sone una o t  roirse-gnmmg 
operation. resulting in a new qnantiry 8, raira ten& to 
dctniu. Sara a t t m p i s  m o t  a m r e  inem p u r p o ~ ,  MIEM (ai 
natixmatiriuy, toe ~ ~ r e a i e  d u due oniy i o  the artimiai 
coirre-graining optration and it cannot, ittenfore hare any 
poysicai sigaifiriare; [bl as u in8 floitziann II tbcorm, the 
quintiir rbose inrrease u demonstrated is not ine sane thug as 
roe entropy por ioe fueqrcincd ana :oztwqriinea PrOOiDLlltY 
dutrl~uti~n l e id  t o  ju t  ine sane preairiions tor inc ouserved 
narrosropir quantities, mrn alone mersine the eipcruental 
entropy; the differenre oeireen ti toa u cbaracierwiic, not 
of tne narrosropir s i a t e ,  bur nt tne p ~ r t i c ~ u a r  war u ihirb re 
~ o o o s e  to  r o i r s e g r a m  Ally reiily s a r u i a c i o r y  et ions i r i t i~  of 
[ne second iir aut ineretore De based 'n a Oitferent approarn 
i b a n  roarscqrimuq' 

S i n  IrnDargo, es posible remover- l a s  ribleciones de Jaynes. ya 
que (h 33) implica que la .operation : e  granuiamiento grueso, en 
01 l lmite de medida exacta, esta in-.imamente conectada con la 
l e o r l a  ac ir.formacion que se basa en Ixue la entPOpia de Shannon 
sea maxima compatible con la iníormacion mesoscopica acerca del 
slstema. 
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Con respecto a la oDjec.Lon (al, notemos que el  proceso de 
granulamiento estudiado en el i.'apituio a n t e r i o r  esta relacionado 
directamente con un procesn de medlaa Y no es a r o i t r a r i o ,  l a *  
objecion l e  Jaynes riene lugar cuando se deja a r m t r a r i a  ia iorma 
l e  granular  el espacio fase  'en ,:€idas, sin embargo ya vimos que 
s i  esto Sucede tanmien se en t ra  en c on f l i c t o  con ia i e y  de 
incremento de entrop ia ,  ya que la en t rop ia  de grano grueso se 
reduce a !a. de (Gibbs. Sin enlbdi-go a i  usar el proceso .de medida 
exacta 1- Hoyningen-HLene no se presenta ninguna arb i t rar io f i ad  en 
i a  a i v i s i o n  en celdas l e i  espacio rase y no es un a r : - i r i c i o  
matsmatico pa ra  nDtener un decremento a e  ia r u n r i o n  H de 
'ji b bs -c h r en f e s t .  

(Jon ?-?specto a la  segunda i.bJecion l e  Jaynes. acerca ae que 
i a  en t r3p i a  cte g r ano  grueso n o  r:orrespon,ae a !a en t r op i a  
experimental,.  ya que no esta  asnciaaa i o n  e l  ?stado de l  
sistema. veremos ii;. seguiaa que el resuitaao claao por !a ecuacion 
(6.33). inipiica que ia entrop ia  de grano grueso es iguai con la 
entrop ia  .le Jaynes, la cual por COnStrucCion esta relacionada con 
ei estado dei  sistema, e l  cual caracterizamos po r  gn-e(a,ti. ES 
entonces claro, que s i  ei  granulamiento dei espacio fase se l leva 
s iguiendo el proceso suge r ido  p o r  Hoyningen-Huene(j)* n o  son 
aplicables nrnguna de las oojeciones de Jaynes ai  proceso a e  
granuiamiento grueso, p o r  10 que no debemos buscar o t r o  punto 
d i s t i n t o  ai  de Enrenfest ,  sino solamente -hacerlo mas preciso. t a l  
como l o  hemos hecho en ei Capitulo V. 

Demostraremos- ahora  que las ecs. (6.301 y (6.33) implican que 
la entrop ia  de Jaynes y la entropia de grano grueso (de aqui en 
adelante a i  hablar de grano grueso siempre supondremos q u e , e s  en 
ei  l im i te  de medida exacta, son iguales, as¡ usando t F > . % ~ i  en 
(6.5) ODtenemos que la en t rop ia  de Jaynes es: 

.- 

t n  --apitulo V,  se mosttc l u e  ( v e r  ecuacion ( 5 . 5 l b ) J :  

u s a n l o  (6.35) y (6.361 :e cnzuentra S,-.-<>!~J, en tFrminos l e  
ia fun.'ion de d i s t r i buc i on  d e  gi-anc grueso.  asi: 

1 



P o r  (e.j~), o ~ - ~ ( i . , t j  e s  l a  p a r t e  p r o y e c t a d a  l e  i a  
$.uncion f i e  aistr iDu,zion l e  grano ~ i n c . .  :J por  i o  t an to  !c.j7! ze 
reduce a (b,341, que es precisamente 1 3  entrnpia a e  .iaynes,asi: 

S J ( t )  z Lic-G(t) I O .  361 

ia en t rop ia  de Jaynes y la  de grano grueso son iaenticas. 
r j tra f o r m a  -Le la en t rop ia  l e  Jaynes que n x  s e r a  ' le gran 

u t i l i daa  para  dar  una JuJti í icaCion nicroscopica 'le ia segunaa 
ley, es: 

Las ecuaciones (o.34) y (0.39) L P  i a n  un s i g n i í i c a u o  muy  
t í s i c o  a ia entrop ia  de .Jaynes. Desde e! punto  de vista ,linamico 
exhiben l a  prepiedaa de peder a e í i n l r  ':na entropid en el sentla0 
convencional ' l e  la Mecqnica dstactistirs '..~.i?Lzando el promeaio l e  
la f unc i on  in[Pp(i',tjj como e i  a n a i c g n  ' .I@ í ( t )  en fi ?eor'ema 
I-¡ de doitzmann y %o como sug i e r e  ~ 7 1 ~ ~ s .  ia tunc ion ?e 
d i s t r i b u c i o n  de  g rano  f i n o  p(l'.t) ' que  ?oedece  ia ecuacion 
r e v e r s i b l e  en t ,  de Liouvi l le .  

L A S  tNTROplAb L i t  ..lHrr4ta '7 lbtSM3 

Sabemos que i;uando un sistema de mucnos 'iuerpos se encuentra en . 
un estado (le e qu i l i b r i o  termrJdinamic?. :a entr'opia 'io ' i iDi2s 
se  d e f i n e  'come: 

I o .  41 I 

en Qon i e  la  integracion se iiace x r i r e  . - : :3  - iayey?cr ia  reversible. 
as1 13 encropla ae rjibbs es la e r l t r : ; : ~  : : rrec?a ,zompdtible :ln 
ia termoainamica fenomenologica, y a  + L .  - !aa en 2:uenta tima 13 
energ ia  y ia presion t o ta l  e:: p o r  - .  :III-.O val iua tanto  p a r a  
gases como para fases conaens.idas. 

.~. . . - 



La general izacion de (6.41) para sistemas f u e r a  de e qu i l i b r i o  es: 

r 
S ( t )  z - K / d f  PI¡-, t i  In Pll', t i  

J G 
( 0 .  431 

donde P ( r ' , t )  ov<? iuc iona on e i  t i e m p d '  goDernada F o r  la  
ecuacion de L i ouv i l l e .  

s i  ;comparamos ia eccuacion !o.<t$i) eon la ecuacion (0.3) W e  
, l e f i n e  a la rn t rop ia  de Channcn. vemos (que son expresiones muy 
parecidas. de hecno S , i ( t ~  en un ca.:o part icular  de ia entropic: de 
rnanílcn, ya ,que c i  a 1.1 tuncion de 'iistriD'ici3n que aparece 
, i e n t r o  cte ia ecuacis,n ! C , . ~ I ,  I L  pecilmos (que sa t i s raga  01 
requer imiento  dinarnico 'le se r  gcbernacia 'emporiimente por ia 
ecuacion de L i o u v i l l e ,  S. l i t )  se reduce a l a  e n t r o p i a  de [ i .LDDS. 

Mostraremos anora que cleDicio 3 cque ia Tuncion cie distribution 
oDedece ia ecuacion:. cte L i ouv i  
Para  ello tornanao 13 rlerivada 
3Dtenemcs: 

dS I t1 r d p (  i', t j 

z - f c ;  I 
. bt  d dt 

Le, J i ,( t .~ IIO lepende i e l  tiempo. 
de ( b . + 3 )  :on respecto a1 tiempo 

Como ~ l l ' , t l  s a t i s i a c e  la ecuacion a e  L i ouv i l l e .  se t i ene :  

dP(T, t )  

dt  
= - i L P ( T ,  t )  

Introduciendo (6.45) en (0.441 
nperador de L i ouv i i l e  os hermi 

dS ( t t  
I3 

dt  

( b . 4 5 )  

y usando e1 necho de que  el 
i a n o .  1b.441 toma ia Torma: 



P o r  lo que (6.46) se reduce a: 

( b . 4 7 ,  

r 

c'ome ya nemos . d i cho  an te r i o rmente ,  caracter i zamos 10s 
cStddOS l e  cuas i - e qu i l i b r i o  po r  la  in í o rmac ion  mesoscopica 
conteniaa den t ro  rle la  funcion de d is t r ibuc ion  gn_,ia,t), que es 
una torma mucho mas detal lada que  la  normalmente considerada(iu) 
la cual consiste en d a r  solamente los  valores promedios de las 
observabies macroscopicas a cada tiempo, o sea e l  conjunto ne 
v a l o r e s  i a i ( t ) J .  

Veremos como esta relacionada la ent rop ia  de ayties con la  
entrop ia  de GibbS. en e i  modelo que  estamos a i - p t a n a o  p a r a  
d e s c r i b i r  ia rYolucidn temporal  de un sistema rue ra  de 
e q u i l i b r i o .  

P a r i  e l lo  empezaremos po r  demost rar  que  l a  runcion ae 
distr iDucion i(r,t) que  maximiza i a  e n t r o p i a  de Shannon con 
las conaiciones (6.61, hace que la en t rop ia  de Shannon tenga un 
maxim0 i D S O I U t 0 .  

sean e l { T , t i  y p 2 I f . t ~  d o s  f unc i ones  de  diSti ' ibUCion 
A R B  IT R A 5 i A s con ven ie n t em e t e norm a I i z a d a s , o sea: 

I I 

Entonces i t i i i z ando  e i  iiecrlo de que in x i ( I - x - ~ ) ,  cumpliendose 
la igua.aau S I  Y SOLu SI 1 : 1. se t iene  el  siguiente: 

L E M A  

- V '  - 14 - 



Como In [x /y ) -  Irix - Iny. el lema ( o . 5 ~ )  se puede r eexpresa r  
en la forma:  

2 ? , t i  d i i i ( i ' t - i i t  ? ( A  ! ~ ' , u - a ' i  i q.3 ( E .  a ' ,  t i  
l l -e  ( O .  311 

I , - .  

de manera ,que con esta seieccion i a  l es igualdad . ( o . $ i )  toma i a  
forma: 

o i - , t \  i n p  { ~ ' , ~ I u I -  i - : P  ~ i , t ~ ~ [ ~ i i ' i , ~  \ ~ ' . u I , ~ I u I  
! 1 

- i n  Z I O .  5 3 )  

E l  pr imer  t e r m i n o  del lado derecno de l a  desigualdad, se 
puede r e e s c r i b i r  como: 

! 
! di- 

n a ' g  (E, a ' .  t l A i E .  a '  2 1  I b .  541 
n-e 

I 

' > ! i'. t I I n p  [ I ' ,  t )UT i - UE i u a '  g I E ,  a " ,  t I A i E, a ' ,  t 1 
. -  1 n-e  

- I n  Z ( O .  5 5  I 



!b .V i .  $ 1  Y scjLv ':I o t r , t )  es  i g u a l  a o i i ' . t ~  naaa p o r  
De esta  rnanera.ia desigualdad (6.56~ r9ma ia rorma: 

I 

$ 1  I .I 
- K / P  i i - . t i  in P ( ~ l , t i  41' 

Ciesiguaiciaa que se cumple sobre t m a  13 var ieaaa de ?unciones 
ol(r,t1 .que ? a ~ . i c r a c e n  i a s  conci iciones f b , 4 ~ l  y I ; o . ~ L ~ .  - in3 

. cuDcisse ,de e$?as func iones  a e  ~ l i s t r iD? l c i on .  La tconatituyen 
aquellas ,que iaernas satistacen ia icuaCiYn -ie LiOuVLlle. en cuy'> 
caso e l  i i a o  , ierecno de ia desiguaiaaa es ia entropia ae C ~ ~ D D S .  y 
ta en t r cp ia  de Jaynes esta conectaua ,:c>n L':.,l?J en ia rorma: 

El iec?@r puede encontrar  una 'iisrusic,n rnucno mas extensa y 
clara soDre e i  concepto de entrop ia ,  as1 mno las imprecisionrs 
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