Casa abierta al tiempo

-3
=
=
A
¢

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA-IZTAPALAPA _

oy

Ve |

SOLUCION DE MODELOS EN DIFERENCIAS
HEDIATTE COLGCACION ORTOGGHAL

s TESIS QUE PRESENTA
“ JOSE DE JESUS ALVAREZ RAMIREZ

PARA LA OBTENCION DEL GRADO DE

AunesTed o SRBARAERDS JIMLER

MEXICO, D. F. SEPTIEMBRE 1986 .~

Ave, Purisima y Michoacan, Iztapalapa, México 13, D. F., Tels. 686-03-22, 686-16-11



La Barca morena de un pescador,
cansada de bogar,

sobre la playa se puso a rezar:
iHazme, Seifior, ,
un puerto en las orillas de este mar!

José Gorostiza

A MIS PADRES
por intentar comprender

este camino.

A los Delectantes de la Poesia.



AGRADECIMIENTOS

Al Dr. Jesds Alvarez €. por su vailosa, y N0 siempre

bien ponderada, labor como director de este trabaja.

Al Dr. Marco A. Duran por sus siempre interesantes

discusiones acerca del tema, y de algo mas.

A los siguientes compaderas de estudio por el apoya
técnico brindado: M. €. Carlos Martinez V., M. C. Daniel

Palomares G., Ing. Erick D. Gamas C., M. C. Alberto Soria.

A los Maestros y Compaderos de estudio por crear un

ambiente propicio para el estudio y formacidn profesional.

Al "Judas" por el "apoyo financiera®" al inicio de esta

aventura.

A mi Famllia, por su amor y confianza.



CONTENIDO

Contenido Fag.
i. Introduccidn 1
2. El estado del arte -}
2.1 Sistemas de separacibn por etapas =
2.1.1 Método de continuificacién &
2.1.2 Método de agregacion 7
2.1.3 Reduccidn de discreto a discreto 8
2.2 Palimerizacidn 10
2.2.1 Integracidn numérica 11
2.2.2 Funciones generadoras. Transformada 2 12
2.2.3 Método de continuificacidn 13
2.2.4 Método de los momentos ’ 13
2.3 Sumario 15
3. Planteamiento del problema de aproximacian 16
3.1 Aproximacidn de secuencias 16
3.1.1 Proyeccidin en un subespacio 12

3.1.2 Representacidn en el subespacio aproximante 18
3.1.3 Construccibn de secuencias base ortogonales 21
3.1.4 Método de colocacidn 24
3.2 Aproximacidn de secuencias solucién de ecuaciones 28

3.3.1 Equivalencia de los problemas de error y de

residup 28

3.2.2 E1 praoblema planteado en el residug 30

3.2.3 Restricciones de frontera 32

3.2.49 Salucibn en el residuo 33

3.3 Sumario 34

4. Implementacidn numérica 36

4.1 Generacién de polirnomios ortogonales 36



4.2 Polinomios de interpolacidn de Lagrange
4.3 Formulas de cuadratura Gaussiana
4.4 Subrutinas de apoyo
5. Aplicaciones., Caso estatico
5.1 Sistemas de pelimerizacidn
S5.1.1 Esgquenas cirnéticos v modelo matemdtico
§5.1.2 Maodelo continuo
S5.1.3 Polimerizacidn irreversible
5.2 Folimerizacidn reversible
5.3 Absorbedor por etapas
5.2.1 Modelos de torres de absorcidn
5.2.2 Absorbedor binario
5.2.3 Aproximacidén y valores propios
5.3 Sumariao
6. Aplicaciones., Caso dinadmico
6.1 Absarbedaor binario
6.2 polimerizacion dinadmica en CSTR
6.3 Polimerizacidn en un reactor por lotes
6.4 Sumario
7. Conclusiones
7.1 Conclusiones generales
2.2 Sugerencias a trabajos futuros
Apéndices

Bibliografla

49

54

57

57

58

62

65

46

Y- ]

&€

21

74

75

75

726

78

86



2. INTRODUCCION

Sistemas descritos por ecuaciones que involucran
operadores en diferencias o sumatorio-en diferencias(SD)
resultan cuando se modelan procesos de interes en
Ingenierla. Por ejemplo, separaciones por etapas, cinéticas
de polimerizacidn, trenes de carga, problemas de control
dptimo involucrando sistémas discretos en tiempo, etc.

¢
En estos casos, los estados del sistema son representados por
secuencias con un gran ndmero, +inito & infinito, de
elementos. Ademas, la naturaleza ordenada del vector
secuencia sugiere la pasibilidad de apraximar los estados de
sistema en términos de secuencias base de dimension reducida,
que sean adecuadas y facil de contruir. Desde el punto de
vista de modelado, ésto significa l1a posibilidad de tener un
modelo con un reducido ndmero de ecuaciones. La utilidad de
las metodalogias de reduccidn tiene su justificacion en
situaciones donde el proceso es parte de un problema
mayusculo, tal como en unidades de simulacidn, sintesis de
procesns, estimacion y control en linea, etc. En estos casos,
la disponibilidad de modelos reducidos disminuye el esfuerzo
de computo significativamente & hace manejable problemas, que
en su forma original, pueden ser intratables.

Generalmente, 1o0s problemas involucrando operadores SD
han sido aproximados por operadores integro-diferenciales(ID)
f1)3j35L65]. Entonces, la version continuificada es tratada
con técnicas de aproximacibdn para funciones. Cuando el
problema involucra secuencias infinitas, la aproximacitn

continua lleva a ecuaciones definidas en dominios seminfinitos



Hulburt vy Katz[iéj desarrollaron modélos para

poblaciones de partlculas los cuales conducen a ecuaciones
definidas en domonios semi-infinitos. Estos autores
sugirieron polinomios estandard de Laguerre como funciocnes
base para aproximar la distribucidn de particulas.
Subramanian et al.[#t] aproximaran la solucibn de ecuaciones
integro-parcial-diferenciales resultantes de modelar
poblaciones de células mediante la implementacion del método
de residuos ponderados(MWR) en un dominio semi-infinito. Las
funciones aproximantes fueron funciones estandard de
Laguerre, y las funciones de ponderacion fueron escogidas con
un esquema iterativo. Los autores reportan fallas en la
aproximacidn cuando se implementd como puntos de colocacidn,
los ceras de un polinogmio estandard de Laguerre. Es
pertinente hacer notar que el dominio de importancia de las
funciones aproximantes deberian coincidir con la regibtin del
dominio donde la funcibn a aproximar tiene mayor importancia.
Una estrategia vy resultados semejantes son reportados por
Singh et al.[B] s 1los cuales trabajaron en modélos de
cristalizadores continuos.

Zeman y Amundsun[l)QJ trabajaron con ecuaciones SD que
resultan de modelar reactores con cinkticas de polimerizacidn
por radicales libres. Debido al elevado niumero de especies
quimicas involucradas en la polimerizacion, la aproximacidn
continua parece ser apropiada. Sin embargo, la metodolaogia
debe ser aplicada con precaucidn ya que puede inducir cambios
en la naturaleza del problema.

Tulig et al.Pﬂ] resolvieron la version continuificada de la



polimerizacidn del MMA por medio de la técnica de elemento
finito{EF). Saldivar et al.[lojll] agregaron la estrategia de
malla adaptable a la técnica de EF para resolver el mismo
problema; estos investigadores obtuvieron mejorias en la
aproximacidn y en esfuerzo de cémputo a los resultados
reportados por Tulig et al.[717] .

Los resultados disponibles en problemas de

- i
polimerizacibn[172 7 ﬁ% muestran que las distribuciones de

)7
cadenas poliméricas son curvas suaves y "bien comportadas”.
Por esta razbébn, la aproximacién global por polinomios parece
ser una estrategia adecuada en este caso.

Por otro lado, el modelado de procesos de separacidn por
etapas({columnas de destilacidn, absorcién, etc.) Eonduce a
operadores en diferencias sobre secuencias finitas.
Inicialmente, este problema fué abordado con el método de
:untinuificacibn{l}l 3 sin embargo, pronto fue abandonado
debido a problemas en la conservacidn de la naturaleza del
prucésnDQ] . Joseph vy colaboradores{]gla.\q] aplicaron la
técnica de colocacidn ortogonal de Jacobi[}5], desarrol lada
para aproximacidn de funciones, para atacar problemas de
ecuaciones en diferencia. No obstante, el anterior grupo de
trabajos conceptualiza el problema en términos de
aproximacién de funciones. El siguiente paso fue tomado por
Stewart et al.[lb] al desarrollar una metodolgia analoga a
Jacobi para la aproximacidbn de secuencias;j el resultado es la
técnica de colocacién de Hahn. En ambos casos, los polinomios
de aproximacidn estan restringidos por un conjunto de dos

parametros. Sin embargo, la eleccidn de tales parametros



involucra un procéso de pruéba y error para cada problema
especlfico. Recientemente, Mart!nez[}?] s desarrollod un
algoritmo para la apraoximacidn de perfiles de concentraciodn
en columnas de destilacidn. Los resultados obtenidos superan
l1os reportados por Stewart et al.((b] .

La esencia de este trabajo consiste en abordar el
problema de aproximacion de modelos en diferencias en su
estructura original, y desartollar estrategias de solucibn
en una forma mis sistemdtica. La aplicacidn es restringida a
secuencias solucidn cuyas graficas es trazada por una funcidn
continua susceptible de aproximacidn global por polinomios.
La idea central es tomar ventaja de la f&cil implementacidn
de la técnica de colocacidn y desarrollar critérios para la
caontruccidn de secuencias de aproximacidn adecuadas a cada
problema particular. Para realizar &sto, la técnica de
colocacidén es planteada como un problema genheralizado de
minimos cuadrados en un espacio de secuencias. Esta
conceptualizacidn muestra el papel gue juega el peso asignado
a la aproximacidn de la solucion en el dominio del operador
SD[|8:], también como su manifestacidn en un problema equivalente
de minimos cuadrados ponderados para el residuo en el rango
del operador. Enseguida &sta estructura es usada para sugerir
secuencias de funciones de aproximacibn. El resultado es una
metodologia, gquizas iterativa, para resoclver ecuaciones SD.
Considerando las secuencias de aproximacidn, no existen
restriccidnes para las secuencias de ponderacidn gue las
definen. Dentro de &sta perspectiva, la estrategia de

polinomios de Hahn se establece como un caso particular.



desde un punto de vista de esfuerzo computacional, y tomando
como refencia la estratédgia de Hahn, el trabajo numérico
adicional invertido en extender la clase de funciones de
aproximacidn es modesto.

En el capitulo II haremos una revisidn de los resultados
reportadas en la literatura para la aproximacibn de modélos
en diferencias en Ingenierla Quimica.

En el caplitulo IIl se presenta el planteamiento del
problema de aproximacidn de secuencias en un contexto de
minimos cuadrados ponderados, tanto en el dominio como en el
rango del operador. Para el caso lineal, se establece la
equivalencia entre tales problemas.

La implementacién numérica y las herramientas
algoritmicas que sirven de apoyo al desarrollo del trabajo
son discutidas en el capltulo IV.

En el caplitulo V se ilustra la metodologia con
problemas lineales y no lineales tomados de procesos de
separacion por etapas y reactores de polimerizacidn, ambos en
estado estacionario. Mientras tanto, en el capltulo VI se
extiende la estrategia de solucidn a casos dindmicos.

Por ultimo, en el capltulo VII se hace una discuciodn
general y se establece un conjunto de conclusiones glabales
derivadas del trabajo presentado. También se presenta un

grupo de recomendaciones para trabajos a futuro.



2. APROXIMACION DE MODELOS EN DIFERENCIAS. EL ESTADO DEL ARTE

En éste capitulo harémos una revision de los principales
resultados obtenidos hasta ahora, y reportados en la
literatura sobre la aproximacidn de modelos en diferencias.
El objetivo aqul, es tener elementos para llegar a establecer
una constrastacitn entre las metodoiogias uvisicauas hasta
ahora y las sugeridas en éste trabajo.
2.1 Sistémas de separacidn por etapas

Los separadores por etapas son operaciones ampliamente
utilizados en en la Industria, cuyo +in principal es
purificar alguna corriente. Los principales prucésos de
separacidn son absorbedores y fraccionadores. El modelado de
éstas operaciones involucra; en su forma mas generél,
sistemas de ecuaciones diferenciales-en diferencias que en la
mayoria de los casos son de naturaleza no lineal. La
resolucidon de este sistema de ecuaciones para el caso de
sistemas multicomponentes, involucra un gran ntmero de ellas
lo gque exige un gran esfuerzo de cbmputo. Visto asil, es
justificable el intento de desarrollar técnicas alternativas
que conduzcan a una descripcidn aceptable del sistema. Entre
estas alternativas, los modelos cortos y reducidos han tomado
un gran auge eh los ultimos afos.

En esta seccidn haremos una breve descripcidn de los
métodos reducidos y cortos mds conocidos que se han utilizado
como alternativa a los modelos estrictos. MartlnezE{}] hace

una descripcidn mas detallada de estos procedimientos de

reduccidn.

2.1.1 Métodos de continuiticacion



Este mdtodo originalmente estudiado por Zeman et al.
en sistemas de polimerizacién, fue extendido por Rosenbrock
et al.[IQJ y Gould[3] a columnas de destilacitn., Aqui, el
modelo original en diferencias es aproximado mediante un
desarrollo en series de Taylor truncado a cierto orden, a un
modelo en derivadas parciales. Sin embargo, estos autores no
prosiguieron hacia la solucidon del modelo. Wong et al.[H]

y Cho et al.{l&l aproximaron modelos de columnas de
destilacion y absorbedores mediante esta técnica, para luego
resolver las ecuaciones resultantes mediante técnicas de
colocacion para funciones .

Martlnez[|?] hace un analisis critico acerca'de las
ventajas y desventajas de esta técnica. Entre las ventajas
podemos mencionar
i) El modelo continuo exhibe las formas en que se propagan y
se disipan las perturbaciones en la columna
ii) Como las condiciones a la frontera estian deftinidas
puntualmente, la dindmica del sistema recae unicamente en el
interior de la columna
Las desventajas de este método son
i} La escuacidn en derivadas parciales que resulta, es
altamente no lineal. Las no linealidades aparecen no solo en
la relacidn de equilibrio, sino tambien en las derivadas.

ii) El modelo continuificado presenta problemas de

conservacidn de la masa.
2.1.2 E1 metodo de agregacidn.
Originalmente propuesto por Dahlquist[gd] en columnas

de destilacidn binaria, y posteriormente desarrollado por



Benallou et al{}ﬂ] . En este procedimiento se intenta gue en
el procedimiento de reduccidn, los parametros no pierdan su
significado flsico.

Esencialmente, el método consiste en agrupar conjunto de
etapas formando modulos, Los diferentes modulos se conectan
por medio de flujos de llquido y vapor, de tal forma que el
flujo de vapor que sale del modulo es el mismo que deja su
etapa superior. La dinadmica de un modulo se asocia con la de
una etapa, denominada "etapa sensitiva"{ZQ]] . E1 1liquido
acumulado en cada modulo es la suma de los acumulados en las
etapas que lo conforman.

La ventaja de este metodo es que puede llegar a ser
eficiente numericamente. Sin embargo, el modelo reddcido
funciona para la parte dinamica y como auxiliar necesita
calcular con el modelo completo las relaciones entrada -
salida de los modulos a partir de las ecuaciones algebraicas.

La desventaja més seria es gue adolece de criterios
sistematicos para la eleccidn de los modulos y etapas
sensitivas. Stewart[]b] menciona gue otra desventaja es que
no puede ser implementado para sistemas multicomponentes vy
para Termodinamicas arbitrarias.

2.1.3 Reduccidn de discreto a discreto

En esta técnica, el objetivo es pasar de un modelo
discreto a otro tambien discreto. Propuesto por Stewart
consiste en utilizar la version anadloga de la tecnica de
colocacion ortogonal con polinomios definidos con productos
internos discretos. El resultado es la técnica de colocacion

de Hahn., Este metodo tiene ventajas sobre los anteriores. Es



sencillo de implementar, preserva la estructura de etapas del
sistema, el utilizar polinomios discretos permite calcular la
malla de colocacién, de manera natural, en un dominio
discreto. Sin embargo, tiene la desventaja de que la
localizacidn de las raices depende de un grupo de parametraos
cuya determinacion se efectua mediante prueba y error.

Cho et al.[ﬁ%)q} presentan un desarrollo muy semejante
al de Stewart et al.zlb] « Sin embargo ellos u;ilizan como
estrategia de colocacion, polinomios ortogonales de Jacobi,
que constituyen una herramienta de la aproximacibn de
funciones. Aungue para algunhos casos obtienen buenos
resultados, se comete un error de conceptualizacion, ya que
el problema original es la aproximacibn de una seéuencia.
Aqul tambien, la localizacidn de la malla es funcidn de un
conjunto de parametros evaluados a prueba y error.

Srivastava et al.EZQ] comparan la aproximacion en
absorbedores, entre los polinomios de Hahn y de Jacobi,
encontrando que 1los primerns son mejores. En este trabajo
hacen un intento de seleccionar los parametros de ponderacibn
(c&)fS ) en forma sistematica. Sin embargo, soslo funciona
para el caso particular de absorbedores, sin poder extenderse
a otros casos.

Martlnez[l?] es el primero que plantea la reduccion
coma un problema de minimos cuadrados. Trabajando en calumnas
de destilacidn, prueba que polinomios ortogonales definidos a
partir de secuencias de ponderacidn ontenidas a partir deil
sistema a aproximar (derivadas, radios de curvatura, etc.)

conducen a mejores resultados gue los obtenidos con



palinomios de Hahn. Ademas, construyd un algoritmo automatico
que itera sobre el numero de nodas, hasta encontar la mejor
malla de colocacion. Hay que mencionar que este autor no
establece relacion alguna entre el error en la aproximacibn vy
el residuo en el operador.

2.2 Sistemas de paolimerizacion

LaS uive: man EChicas de polimerizacidn son dificiles de
clasificar. Platzer[g}] sugiere una clasificacibn dependiendo
de como el monomero es distribuido en el medio de
polimerizacion. Bajo este criterio se distinguen tres'grupos
principales: en masa, enh emulsidn, en suspensidn. Tambien las
polimerizaciones pueden ser homogeneas y heterogeneas. Otro
nivel de clasificacidn es de acuerdo al tipo de reactor. Por
ejemplo, el rector por lotes es uno donde todos los
ingredientes son cargados al principio de la reaccién, y ésta
procede saobre un periodo de tiempo. Este mismo reactor puede
ser operado como uno de semi-lbtes al adicionar 1 monaomerao vy
el in;ciador en el curso de la reaccion. Reactores continuos,
tal como uno de tanque agitado o uno tubular, pueden ser
utilizados para polimerizacidn.

El modelado de estos sistemas de polimerizacion,
teoricamente conduce a un conjunto infinito de ec: aciones
que, dependiendo del proceso y del tipn de reactor, pueden
ser en diferencias o diferenciales en tiempo vy en diferencias
en espacio.

La naturaleza de las reacciones de polimerizacion
requiere el uso de técnicas matematicas especiales para

resolver el canjunto infinitao de ecuaciones diferenciales en

1y
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diferencias el cual describe la distribucidn de cadenas y
pesos moleculares. Shinar y KatzEQdJ Y Rayﬁ15j hacen una
revision mas o menos profunda de estos metodos. Aquil solo
daremos una breve descripciotn.

Para ilustrar estops metodos, segquiremos el desarrollo de
Ray{2}5] , ¥ consideraremos un mecanismo muy simple de

radicales libres con iniciacion rapida.
FE'PhAl kfi, p3+| 3;71

donde 1% representa el polimero vy M el monomero. Haciendo el
balance de materia para un reactor por lotes y aplicando un
cambio de variable sobre el tiempo del tipo
A t , i
L = .S kP[A(jt
0]

nos conduce al sistema de ecuaciones

ah _ - P P oYy = Py (2. 1)
dt

dpl. _ _(Pi_ Py P, (0)=0 71 .2)
—5?% = ( ¢ 34) ¢ 3 (a

Ahora procedamos a discutir las tecnicas para la solucion de
este problema.
2.2.1 Integracion numérica

Una aproximacidn obvia al problema es la integracidn dgl
conjunto (2.1)-(2.2) para obtener P“37M . Existe un nimero de
aplicaciones con esta opcion en una amplia variedad de
sistemas de polimerizacion. Sin embargo sclo es aplicable a
sistemas en los cuales la longitud de cadenha, j, no es muy

arande (j<100). En otra forma, su aplicacibn puede ser

numericamente intratable.

11



2.2.2 Funciones generadaras. Transformada 2
Una alternativa muy usada en polimerizacidn y que puede
ser utilizada para obtener la distribucibn de pesos
maoleculares (MWR) es la tecnica de funciones generadoras.
Consideremos el sistema (2.1)-(2.2). Lta funcion

generadara para este sistema estd definida como
aD
K ( 3\
G(S)Q) = ST T) £.3)
K={

Las ecuaciones para (5(5ft) en el reactor por lotes para el
sistema pueden ser obtenidas al multiplicar cada ecuacién por

K
5" vy sumada sobre K

ae(scat) - (s-1) G(5,T)
9

cuya s0lucidn en series de potencia en conduce a

G5 T) = Ry L K71 (2.4)
=R

comparada con (2.3) uno aobtiene

.
—

) Ne” .
F%(‘Q) = ;%D «i«ﬂ~;-— é 2/1
(-1
Si se sustituye 5 =Yz en (2.3) y (2.4), entonces el metodo
es uno de transformada Z.

Aungue aqui se obtiene una expresion para?%(ﬁ), este
metodo tiene la desventaja de que solo es aplicable a
esquemas sencillos de polimerizacion, o en aguellos en los
que se pueden hacer simplificaciones mas o menos importantes.

Ademas no es aplicable en situaciones no lineales, como en

aquellos en los que la cinetica es funcion de la longitud de

12



cadena (efecto gel).
2.2.3 Aproximacion con variable continuificada

En esta tecnica, introducida por Zeman y Amundson
es ampliamente utilizada en simulacidn de sistemas de
polimerizacidn., Aunque serd discutida mds adelante,
introduciremos algunos conceptas

Si 1a longitud de cadena media es grande, entonces es
posible aproximar las ecuaciones diferenciales-en diferencias
a una ecuacibdn diferencial parcial en la variable continua j,

al desarrnllar‘%'laip(@ﬂ)en series de Taylor alrededoe de Pé

e

Pl3-1) = P(3) — ar;%g'_')_ P L §1P(§3 . 0ai)

Entonces, si se trunca a segundo orden, (2.1) y (2.2)

conducen a

2f - _oF |
2 33

Q)

2.
L ar (2.5)
o 93

P(3,00 = Fo S(3-1) X l[im P(3,t) = O

. ~ 3.—tc0

Enseguida, (2.5) puede ser resuelta con una tecnica estandard
para funciones, ya sea analitica o numéricamente. La
desventaja de este metodo es que puede inducir fenomenas

artificiales en el sistema, tal como gque se deba requerir

condiciones fraontera adicionales que pueden ser no faciles de

3
establecer.

Muchos sistemas han sido tratados por esta tecnica
y se ha encontrado que la la exactitud de la aproximacitn es
dependiente del numero de terminos retenidos en el desarrollo
de Taylor y de la longitud de cadena media.

2.2.94 Metodo de los momentos

13



Esta tecnica ha sido ampliamente utilizada para abordar
problemas de balances poblacionales. Agqul, la distribucion de
cadenas de polimeros y la MWR son caracterizados por sus

primeros momentos >W; definidos como
(e2)

Alt) = 7 454, (1) K %0
7=t

Los primeros mamentos (k = 0, 1, 2) tienen significado
fi1sico, lo que ayuda en el modelado del sistema de
polimerizacion. Por ejemplo Ro es la concentracitn total de
polimera, vy ;M es el numero total de unidades de monomero
en el polimero. Tambien, la longitud de cadena promedio J se

puede obtener a partir de estos

3':;‘>‘/3x2

Una medida de importancia en la caracterizacidn del producto

es la polidispersividad, que tambien puede ser obterida
G = Aado /5

La funcion generadora G(Sft) puede ser usada directamente

para generar los momentos de la distribucion

K .
A .. T oAl Vo0
k. = /!K‘( | S :L—’ t 7 N T
L 7 €21

=0
Para una discucion mas completa de este metodo se pude
consultar a Ray [25]
El metodo es relativamente facil de implementar. Sin
embargo, como en el metado de la funcion generadora, tiene la

desventaja de ser solo aplicable a sistemas sencillos. Para

sistemas en las cuales fenomenos no-lineales, tal como el

14
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efecto g9el, hacen que el la MWR tenga mas riqueza
estructural, la aplicacitn de ésta tecnica produce la perdida
de informacién importante, e incluso, su implementacidon puede
ser dificil.

2.3 Sumario

En este capiiulo revisamns los diferentes procedimientos
de aproximacion y reduccion de modelos en diferencias
resultantes en Ing. Qulimica, gque se han propuesto hasta
ahora. Ademids se han expuesto sus principales ventajas vy
desventajas.

En comparacidn a lo anterior, el objetivo principal de
este trabajo es desarrollar estrategias de colocacion mas
sistematicas y fundamentadas que las reportadas en la
literatura, que funcionen para secuencias finitas e infitas
susceptibles de aproximacion global por polinomios; asil como

también para situaciones estaticas y dinamicas.



3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE APROXIMACION

En ésta seccidn trataremos el problema de aproximar una
secuencia en un espacio de dimensibn M en términos de una
representacidn en un subespacio de dimensidn menor N, N{(M. El
objetivo es dual. Primero, establecer la coneccibn entre el
problema de minimos cuadrados ponderadas y la técnica de
interpolacidn de Lagrange. Segundo, preparar el esguema para
el problema de aproximar secuencias que son solucibn de
ecuaciones sumatorio-en diferencias(SD). Algunos de los
conceptos son ya conocidos y aplicados en la aproximacidn de
funcidnes por la técnica de colocacibn[}S] s &stos son sdélo
extendidos al caso de secuencias. Cancéptos tales como
ecuaciones normales relacionados al método de colocacidn, ast
comao tambié&n el analisis de error son tratados.

En el desarrollo nos concretamos a establecer y comentar
los conceptos y resultados principales. Para mayores detalles
puede. consultarse la re*erencia;[lg].

3.1 Aproximacién de secuentias

Planteemos el problema. Considerar una secuencia dada
M

con M elementos &ULh:,;

y una base de secuencias de
dimensidn N,[Qﬁ] . Supongamos una representacidn de u en

términos de la base
N

U ~ ZZ:‘C? bé =" <E%?)
d=1
ya que N<M, un error es introducido CB.J;
¢ =d-u°

Ahora, la bondad de la aproximacion es medida de la farma

siguiente
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Vet N
W
ge
[ s

J =<M[:Wt' ¢
4=

donde la secuencia de ponderacidn Wg debe de cumplir con

las condiciones de ser positiva y de cuadrado sumable
Mo _

> Wa-‘<oo 5 W20

3-;(

La secuencia W permite asignar una importancia relativa a
los elementos de la secuencia de error. Siguiendo la técnica

de minimaos cuadrados, el probléma es

MinJ s.a  (3.1) Y (2.2)

3.1.1 Proyeccidn en un subespacio
Definamos un espacio vectorial de trabajo. Sea H un
espacio de Hilbert de dimensidn M cuyos elementos son

secuencias reales de cuadrado sumable

H:{ulf\:uf<oo}
. (=1

H es equipado con el siguiente producto interno, donde la

norma es heredada a partir de é&ste
M

\ . . ‘[i,;
vy o= Wi Uy U k= Yo - o

U, vy =/ Wiy Ve il = CUy U777y gy e H

3=
Para satisfacer la continuidad del producto interno w esta

1

tambien en H. Si M es finlto, H es un espacio real
euclidiano. Cuanda M =00 H es el conocido espacio de
secuencias {1(5(D)' Es bien sabido[iﬁaque H es completo, ésto
significa que toda secuencia fundamental en H canverge a un

limite en H. Tambi&n, H es separable. En términos de

aproximacibdbn, ésto implica gque cualquir secuencia u € H puede
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los coeficientes Cé en (3.1). De ahi, la condicidn de

ortogonalidad toma la forma

<U"U07 bi)‘-‘—'-o ) L: )-..)N (3':})

La sustitucidn de (3.1) en la condicidn anterior conduce al
conjunto de ecuaciones lineales

NXN

A C = h ¢c,her” , AeR (3.8)

= — — 2

donde
- 3 n'_ M ~ ?.
hi = Zuy by 4 0if = £bi, by .9)
Este conjunto es conocido en la literatura como ecuaciones
normales [3}]. Ya que[k}{} es un conjunto independiente, el
determinante de A es diferente de cero, y la solucidn a (3.8)

existe y &85 anica

¢c=£h

El error de proyeccibn viene dado por

NN
1 9\ . * * : {

Nu-uell” = ftull —E ‘7 thg<btyba7 (3.10)
=t 4=d

Es bien conocido[éﬁ}] que si existe errar en el calculo de

los elementos de A y h, &ste se propagard a los valores del

vector c en (3.8). Consideremos &h como el error cometido

al calcular h. El error inducido en el vector de coeficientes

1
c estd acotado por la desigualdad

Ngclin & ¥a lifj_‘l'_\' |l § ity
Wk ln

NN
(BN
)
-
-—
—

donde §, es el nimero de condicidn de la matriz A y Welln es
la norma usual en un espacio euclidiano. Ahora denotemos por

u* el valor de u® obtenido de las ecuaciones normales
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perturbadas. El error en uw’ es dado por

w-u* = ) 8¢ by (3.13)
e

Esta relacidon muestra que W - Westd en S5 de ahl que el

error global es dado por

fu-u¥t® = tu-wll® + ffue-u*il? (3.14)

Esta desigualdad muestra que (i) El error de proyeccidn
depende de la naturaleza y dimensibn del espacio aproximante.
esto significa que diferentes bases generando el mismo
subespacio conducen al mismo error de proyeccion. estp puede
ser tomado como el limite obtenible cuando se resuelve
exactamente las ecuaciones normales. (ii) El segundo error
”uq_u¥“ depende de la configuracidn de la matriz A y de los
vectores ¢ y d. En otras palabras, depende de la seleccibn
particular de la base. (iii) Aunque el uso de grandes
dimensiones para $ conduce a unha reduccion del error de
proyeccidn (3.13), el uso de bases arbitrarias tiene un
efecto negativo en la norma del error global. es bien
conocidc[gg] que bases arbitrarias conducen a valores grandes
de WA y de llClhu .

Al desarrollar (3.13) y combinandolo con (3.11), ademds
haciendo uso de la desigualdad de Schwarz, se obtiene una

expresidn para el error debido a la perturbacion 8?\
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el

" 0Shily 5 o= Max [<bi, byl

LU= u¥ll & &p o
il
(3.1%)
3.1.3 Construccidn de bases ortogonales

En &sta subseccidn introduciremos una versidn aproximada
de las ecuaciones normales (3.8). De acuerdo al andlisis de
error previo, debemos construir una base tal que la cota de
la norma del error (3.15) sea lo mas peguera posible.

Primera, el uso de una base ortonormal conduciria a una matriz
diagonal A en (3.8) con un ndmero de condicién igual a uno.
Sequndo, es sabido[afﬂ que bases ortogonales producen
coeficientes de expansidan peqguefos; esto es, a pequefos
valores de“SCﬂNen (3.8).

En principio, comenzando con una base arbitraria, sea
biz:iBé} , es posible construir una ortogonal por medio de
un procedimiento de Gram—Schmidt[Q} ]. El procedimiento
garaqtiza que es tnica, excepto por factores constantes. Sin
embargo, en la mayorla de los casos resulta impractica la
aplicacidn de éste metodo. La idea es planear una relacidn
funcional que aplique las entradas de nlmeros cardinales en

los valores de entrada de las secuencias base. Realizemos

éste procedim}entn por medio de funciones polinomiales

Hészu3 1L44Mm

La independencia del conjunto [Fb). - FN_1] asegura la
independencia de la basel:bv. S bN] generada. Si la

base construida es ortogonal, &sta debe satisfacer
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M
Cbiybyy =y WPy led Pyyle) =7 dig (3.1%)
K=1

Esta formulacidn nos lleva a una fmilia de polinomios
ortogonales .

Una forma alternativa es generar la base de secuencias
en término de polinomios de Lagrange. De acuerdo a (3.1) vy a
(3.16), las entradas de la secuencia u puden ser

representadas como
N

U= Ul = ) €y (3.18)
3=\

Es importante puntualizar que hay una diferencia
conceptual entre u- y Uti). Mientras U(i) es una
correspondencia entre ndmeros reales, u es la imagen del
argumento i. U(i) e i pueden ser cualquier n&mero realj sin
embargo, las salidas estan definidas solo para i entero. U(i)
es un polinomio de grado N-i, con lo que puede ser escrito

como uha forma de Lagrange

N
W) = W) A0 (3.19)
=\

Al Trl_‘r
¥ — K

m‘\
. . V/-l' j
La representacidn es dnica. | {,- es el conjunto de los puntos
- w
de interpolacidn. Cuando el conjuntof‘}] es escogido en forma
arbitraria, es posible aproximar exactamente una secuencia

polinomial u” de grado menor o igual a n-1. Si los puntos de

interpolacitin son escogidos compo las raices de un polinomio

22
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ortogonal de grado N (en el sentido de (3.7)), el conjunto de

polinomias de Lagrange es ortogonal

) W A2 (R) = by
k=

De ahl gue una representacidn para W es

g
:de , FiES
3:i

donde {5 es ahora las secuencias base que genera §. Las

entradas de cada secuencia estan definidas por

. . : i L
1 = Sﬁ)tiy' ’ ‘){M} , d e 2 (1)
y los coeficientes de expansibn son
dj = U(q) 5 rjefrawces de g} (3.20)

Ahora, para completar el analisis de error
criterio de error es presentado. Supongamos que para una
secuencia dada u€H, y un £70, existe una funcidn continua

FUire L {1, M tal que

Mox ;- FLO[L S (3-41)
L

Entonces, F(i) es aproximada en términos de unha fdrmula de

Lagrange

FL v Z
4=

El error de aproximacidn es acotado por la siguiente

/\
-~

IS

desigualdad

| F(O) - u (O] €y T (3.22)



Combinando (3.22) y (3.20)
Wy -uil &€ &+ (3.22)

donde § mide el grado de dificultad para pasar una funcidn
continua a travez de la 9rafica (ut, i). La desigualdad
manifiesta que el error de apraximacidbn depende tambien de la
seleccitn de los puntos de interpolacian y de la la “"no
suavidad® de la funcidn continua F(i) que traza la grafica
(ul, i).
3.1.4 El método de colocacidn

En &sta subseccidn, una fdrmula de cuadratura gaussiana
para sumas es utilizada para obtener una versibn aproximada
de las ecuaciones normales. En &sta parte el andlisis de
error[}lg} es utilizado para disminuir la propagacitn de
error. El1 procedimiento conduce al método de colocacidn.

Suponga que la base ortogonal de dimensiftn N que genera
S es construida utilizando (3.16). Si las sumas involucradas
en la relacién de ortogonalidad (3.7) son aproximadas por una !

f4rmula de cuadratura de tamaro N, se obtiene

L
<U*u°) ey = Z_.U)é (Urj - u(;,z) url i S'*: =0
4=

donde QB son los pesos de cuadratura, y h son los errores
de cuadratura. En éste caso la férmula aproxima exactamente

L :
sumas con sumandos, (u, - u% )b ., aproximables por un
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polinomio de grado menor o igual a N - 1. Sustituyendo (3.1)
en la anterior ecuacidn resulta una versidn aproximada de las

ecuaciones normales (3.8). En &ste caso

ac} = ZwK P (V) P3 () h; —ZU)K Ue, Ao (7)
(2.23)
El error Hﬁh”N en (3.12) puede ser reducida
significativamente si los puntos de cuadratura son escogidos
como raices de pN(i). En tal situacidn, la formula es exacta
para sumandos generados por polinomios de grado menor o igual
a 2N - 1. Sin embargo, existe un detalle! la secuencia u esta
solamente definida para argumentos enteros. Asi que
introduciremos una aproximacibn adicional. Sea Ui(r ) algun
valor estimado de la secuencia en términpos de los elementos
uy esto introduce un pequefo error. Finalmente,
si consideramos gque u puede ser aproximado por un polinomio

de grado N - 1, obtenemos
Oy = {biy by 5 hi= <wybiy , bi=[A;-- . RlM

[b;] es ortogonal y podemos resolver para el vector de

coeficientes

<u') b{> (’5.24)
Lo li®

El error por la aproximacién es acotado por (3.12)

nsclly %, NClin ey .25)
§clly £ ¥, Tl Il Ehily (3

&A: ‘Moxl\bﬂﬁ- h) nC“N: Iii; SE_ 32'.3

donde

‘”4 (N3 }\ t)l ]l:L
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hily = {‘2‘ q'r bﬂ“])/&

3=!
y el error (3.15) viene acotado por

MWe-u¥* £ ¥a ““Ch“‘l“ | & hily ; %= Max b I1* [2.206)
N

Ahora tomemos el valor calculado de los coeficientes (3.24) vy

escribamoslo como sigque
N

Uy bid = Cidbi, biy = ) Ck <biybyy
K=1

Ahora aproximemos con una formula gaussiana

N N N
T WU P () = Z_CKZUU; Pt (1) P (1)
3=t K= 4=

= iw& [Z:;CK Pkﬂ{rK)] F-i (%)

A -
C'"

Comparanda la primera y la dltima expresidn obtenemos

N
U(Q’):ZCKP\M((Q 9 j:13"')N
k=1

Esta representacibn corresponde a la versidn para secuencias
del método de colocacidn ortogonal. En términos de la
1

notacidn introducida en (3.19), la condicidn de colocacidn es
0 A -
E(r)= Ulre) — U (Y) K=1, .., N (3.9%)

donde E(+) es una aproximacidn de la secuencia de error (3.4)
para evaluar su valor en los puntos de colocacibn.
Reciprocamente, comenzando desde la condicibn (2.17) se

obtienen los mismos coeficientes de expansibn como en (3.24).
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Si se usa como base ortogonal la secuencia generada por

polinomios de Lagrange, obtenemos las siguientes ecuaciones

normales
Oig = Wi &y hi = wW{ul)
de ahl que los coeficientes de expansidn (3.21) son

dj = Ulry) @.28)

El error inducido en &stos coeficientes estad acotado por

(3.12).
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3.2 Aproximacién de secuencias en operadores

En la anterior seccibn el problema de aproximar una
secuencia dada fue tratado. Es clara la importancia de la
secuencia de ponderacidn en la estrategia de aproximacidn.
Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones la secuencia
a ser aproximada no estd dada explicitamente; en lugar de
esto, resulta como una variable dependiente satisfaciendo una
ecuacidn sumatorio-en diferencias. En ésta seccidn
establecemos la relaciédn entre el problema de aproximacidn de
la secuencia de residuo y el problema de aproximacibn de 1la
secuencia solucidn. El1 desarrollo es hecho principalmente
para operadores lineales. En ambas formas, proveé un esquema
para entender y resolver el caso no-lineal, y tambien sugiere
estrategias para tratar 1os casos no-lineales.
3.2.1 Los problemas del errar y del residuo, y su

equivalencia

Considere la siguiente ecuacidn
Lu=f , u,fet (3.30)

donde L es un operador lineal sumatorio en diferencias
definido sobre el dominio D_€ H. El operador produce salidas
eh el rango R € H. Si L es uno a uno, acotado poe debajo, y
si ¥ estd en el complemento ortogonal del operador adjunto L,
entonces, existe ura solucidn dnica a (3.30). Supongamos gue
¢sta solucidn, u, estd dada; de ahl el problema de

aproximacion es

%\)
2
—
N’

Min <e,wey c.a. €-u-u° (
UO
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y la solucidn a éste problsma esta caracterizado por la

condicion

ee Sy

Ya que u no es conocido, el problema debe ser planteado en
términos de la ecuacidon de! residuo. Este residuo es generado

despues de sustituir un vector aproximante U € S,s &sto es,
= -LU
En &ste caso el problema de aproximacion es

Min <€,LL€y s.a. €={-LU (3.22)
u

El siguiente teor&ma caracteriza la relacion entre el

problema en el error y el residuc (prueba en Alvarez et al.)

Teoréma: Sea VV y.J?» en (2.32) vy (2.31) respectivamente,

dos operadores positivos autoadjuntos; entonces

i) (3.31) y (3.32) tienen la miswa solucidn, esto es, u’ = u,

si y'sdlo si j}-:f[?‘VUl:' .I:- es el adjunto del .

ii) Sea [:bij una base que genera a Soylj%ll a SK' Entonces.fe,s

S v ?G,SK pueden ser representados como sigue

N |
U o _ LU, \Nbﬁ (3,33)
~ZCL bL <bL 7 b 7

{=1

f\“ - re
—

183}
~

-t
S

T 1 . '\C .S/LJ 0
‘F: A{ 3{' dL <() Cl
2”:1 QL/ 0 /

donde “~ denota los elementos base reciproca.

Habiendo probado que (L y W estan relacionados como en (i),

S dl si y stlao si
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La narma del error de proyeccidn y computacidn estan

caracterizadas por el siguiente corolario

2 ) o2 o o
Corolario: Sea || uo”D___ <uo)WU 7 ¥ lH: “F\: <»F)_ﬂ{ >con
=L,y f* denotan los valores calculados de uw® y +°

despues de resolver las ecuaciones normales. Si (3.30) y

(3.31) son equivalentes, entonces

i) a o 0 ¥ (|2
M-u*i = fu - uelly + Itu®-u¥il; (3.35)
(A L ATHa o L L A I
Hu-utly = i4-14°1;
pue -utly, - 4t ’*ifp\ (3.26)

"U h u¥no -:ll{"{¥|L{

iii) [ b;{les wWw-ortogonal si y solo si [%i] es
_fl -ortogonal

Los anteriores resultados muestran gue es posible
plantear el problema del error en el range. El coroclario
anteriar establlece que la norma del error en el residuo
esta conectada con la norma del error de la sclucidn.
3.2.2 El1 praoblema planteado en el residuo

La anterior subseccidn mostrd el procedimiento para
establecesr el problema equivalente de minimos cuadrados en el
residuo. El desarrollo implica la disponibilidad de dos

bases, una para generar el dominio y otra para el rango.
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Ahora, la base en el rango es utilizada para generar el

subespacio aproximante, tanto en el dominio como en el rango

Considere el problema

Min<€, 01€7 s.a. E=f- LU (2.33)
N |

u“: di . (5.58)
2

Si las secuencias base,[%i] s 5 generada por medio de una
fbrmula como en (3.19),[QL] tambien generard el subespacio
aproximante en €l dominioj entonces, el mismo error de
proyeccidn es obtenido.

Ahora, investiguemos desde el punto de vista de la
aproximacitin a las ecuaciones normales, el efecto de tener
sblo una base. La condicién necesaria y suficiente para

caracterizar la solucidn de (3.37) esta dada por (3.6)

(€, (19:7=0 1=1,2,... N (3.39)

}
La répresentacibn de ¥ en S es

N
- ~<
=1

La norma del error inducido en los coeficientes de expansion
por aproximacidn en las ecuaciones normales (3.8) esta

1
acotado por la desigualdad (3.11)

hsctly £ Ve ctin 1 Zintin / 1kl (2. 40

donde

.

Ci= CH %7 /0g0% . hy

il
AN
i
W
-~
P
L adiY
~

K‘A: G)O/@o J éot M.ax ”%‘“i Y, (‘50 .

{ ' L

y
S
S
D
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La substitucitn de (3.38) conduce al sistema de ecuaciones

lineales

Gd=h , d,her’  ager™" (3.41)
donde (3L3 - <L%L7_ﬂ_q}7

En &ste caso, el error inducido en el vector de coeficientes

estA acotado por

HSdHN < o ldilu (1 Ehiln / Y hitly (3.42)

donde I, - latly /106" ilw

Los errores i estan relacionados a los errores &C, por la

desigualdad
1 Shlln & &7 1 éCiiny

Esta relacidn permite relacionar la desigqualdad (3.42) y

(3.40) para abtener

I~
(@N]
S’

1§ dlln & Tq @ ldiln 1 ECin /il hily ‘3

En resumen, cundo solamente la base del rango es
utilizada, se obtiene el mismo error de proyeccidn. Sin
embargo, un precio es pagado en el error por usar una versibn
apraoximada de las ecuaciones normales. Esto puede verse en la
desigualdad (3.43), el error en el vector de coeficientes, '
es mads grande. La matriz G en (3.41) no es diagonal. Con
&sto, existe un efecto negativo en la norma del error global,

) .17, obtenible con &sta aproximacidn.
3.2.3 Restricciones de frontera
Cuando la secuencia a aproximar satisface restricciones

en las fronteras, el meétodo de colocacidn interior es usado.



Esto es, las condiciones frontera son satisfechas exactamente
y, la secuencia es aproximada en el interior del dominio.
Como en la aproximacion de funciones (1] , la esencias del
método se conserva en la misma forma. Los puntos de
colocacidn interior N; son obtenidos como se indicd en la
seccitn 3.2.2 ¥y, los puntops frontera N son incluidos en el
esquema de interpalacitn. De ahl que la colocacidn interior
nos conduce N1 ecuaciones, y las condiciones frontera a N
ecuaciones. Ya que las fronteras no coinciden con las
abscisas de cuadratura gaussiana, la capacidad de
aproximacidn es disminuida ligeramente. La cuadratura serd
solamente exacta para sumatorias con una representacibn
polinomial hasta un grado de 2ZN; - { + Ny . Ademas, la base
generada con los peclinomios interpolantes de Lagrange (3.19)
retiene, en cierta extensidn, propiedades de la base
ortagonal. Por ejemplo, los coeficientes de expansibn (3.24)
pueden ser tambien obtenidos a partir de un sistema diagaonal.
3.3.4 Solucion en el residuo

En general, el praoblema en el residuo involucra un

producto interior de la forma
A rﬂ_
(€, €7 ____E ) Wi € €5
y 1z
d . L

La secuencia doble (Ufj es calculada en té&rminos de las

dobles secuencias doble f%‘,7 y: a- j s Que son secuencias
- 1(1J . L3
kernel de sumas paralelas a las funciones de Green para la

representacion sumatorial de (I Y c! s respectivamente. Si

Vi = [lq”.)”')%”i} Y Vii&%.{, . ")%P-i? denotan la secuencia

de respuesta a errores en el sistema y su adjunto a una

(92
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entrada unitaria en el residuo ( €; -1 5 63::()7£fj)
respectivamente, los pesos en el residuo pueden ser escritos
como ()ULa - <—\7L ) \N\/ﬂ.

El uso de bases ortogonales, como las desarrolladas en
la seccitn 3.2, el producto interno en el residuo solo
involucra una sumatoria. Ya que.Jl. es un operador
utoadjunto, positivo definido, tomemos como una aproximacion
la traza del operador para definir el praducte interno. EIl

problema (3.37) se puede escribir como

Aqui

™
;= Ny ~
g 2,\' mgi

Ahora, las ecuaciones son satisfechas enh las raices de un
polinomio D-ortogonal. Sin embargo, hemos considerado que los
pesos del error en el dominio, w, han sido dados. Agul, la
cota del error local obtenida a partir de analisis de
interpolacidn puede ser aplicada. Como se menciono, W podria
estar dada en términos del valor de cierta derivada de una
tuncidn continua, aproximacidn a u.
2.3 Sumario

Como conclusidn, los desarrollos en éste capitulo han
mostrado la coneccibn entre la aproximacidn de secuencias y
la minimizacibn del residuo en una aproximacidén con

restricciones operacionales. El tratamiento mostrd que, en



principio, la estrategia para seleccionar las funciones
aproximantes para el praoblema en el residuo debe incorpaorar
informacidn acerca de la secuencia a ser aproximada, también
como la relacidn entre el error y el residuo. Para problemas
no-lineales, este procedimiento deberla ser valido para una
linealizacidn alrededor de la solucidn. Para los objetivos de
éste trabajo, las observaciones anteriores son tomadas como
validaciédn y motivacidn para generar esquemas simples de

aproximacidn.



4. IMPLEMENTACION NUMERICA

En esta seccitdn los aspectos numeéricos involucrados en la
implementacién de la estrategia de colocacidn para secuencias
son presentados. Especificamente, generacitin de polinomios
ortaogonales, polinomios de interpolacibn de Lagrange,
{4rmulas de cuadratura y subrutinas de apoyo son
consideradas.
4.1 Generacién de polinomios ortogonales.

Consideremos una fbrmula de polinomios definidos por una
secuencia de ponderacibn, W € H, arbitrariaj} en forma tal que

cumplan la condicidn de ortogonalidad

. . K ,‘. _
<3K) Py, (4)7 = iwgé Pu-t (4) =0 (4.1)
b= K < N-1
Desde el punto de vista numérico la forma mads conveniente para

generar la familia de polinomios ortogonales es aprovechando

que éstos satisfacen una férmula recursiva de tres términos[QQ]
Prrc(3) = AL UG- B Pe(§) = CiPe-i (3) (4-2)
donde

Al = X+ /XKL

Bl = CHAli), Pl Y /s (41.2)
( :
Arbl ; =0

C[ B +YaY O L

ALSC/ Al S ¢ 70
generalmente, el coeficiente lider <11 es escogido igual a

uno para todo i3 con lo que el primer coeticiente de

recursion Ales igual a la unidad
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A= 1 para todo i

El conjunto de coeficientes A, B, C definen exactamente la
familia de polinomios ortogonales

La recursién es inicializada tomando qﬂ(j) =0 ¥y poti) = 1.
Una vez que las secuencia de ponderacibn w es dada, los
coeficientes de recursitin By, C;, i=1, 2, ... N-1, puden ser
talculados y almacenados. Para secuencias finitas de tamafo
razonable, las sumas requeridas por el producto interno son
completamente evaluadas. Sin embargo, para secuencias muy
grandes (M>250), es conveniente aproximar los productos
internos con sumas econbmicas compuestas. Estas constituyen
el andlogo para sumas de las reglas compuestas para
integracidni{rectingulo, punto medio, Simpson, etc.). En
nuestro caso utilizamos una regla de punto medio(Apendice A)
Los polinomios ortogonales de Hahn pueden ser obtenidos como
un caso particular si la siguiente secuencia de paonderacibén
es alimentada al algoritmo

= (B et

(. Moo

s

¢
Para &ste caso, existen expresiones analiticas para los
coeficientes de recursibnj sin embargo, su evaluacidn
numérica implica solo un pequedfo esfuerzo de computo. Dentro
del contexto del esfuerzo total aplicado a la solucibtn, el
'

computo adicional es insignificante.

La estrategia para evaluar las raices de p, (j) es
esencialmente la misma que la utilizada en la técnica de

colocacibn estandard para ecuaciones diferenciales[la]. Las

raices son evaluadas, de izquierda a derecha, con un
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algoritmo de Newton-Raphson con deflacion(Apendice B). En el

caso de tener condiciones frontera, las abscisas de las fronteras
son incorporadas al esquema de interpolacidn. Si designamos por
por N el ndmero de condiciones frontera, entonces el esquema

de interpolacidn serd de grado NT = N;+ NB . Para el caso de
problemas de valor inicial Ng = 1 y para problemas de valores

a la frontera Ny = 2, generalmente.

Para minimizar errores debidos a abscisas no
escalonadas, los cdlculos computacionales fuéron hechos
escalando la variable j en uj . Para secuencias finitas, el
dominio fue [0,1]. Para secuencias infinitas, una cota basada
en estimaciones flsicas fue hecha. En la mayoria de los casos
el dominio de interes correspondio a dominios escalados de
(0,100]. Debemos remarcar gue el escalamiento fué hecho sélo
para praopositos numéricos, ¥, las secuencias generadas
permanecieron en su dimensidbn original M. En el apendice C se
muestra un diagrama de flujo que indica la secuencia de
cdlculo de polinomios ortogonales.

4.2 Polinpmios de interpolacidn de Lagrange.
A lo largo de é&ste trabajo, el esquema de interpolacidn
utilizado es de la forma de Lagrange. Las funciones base se
definen como !
NT 4 _ v

L) = T = (4.4)
<=1 - Y
K#L

donde SFK} es la malla de interpolacidn.
Una forma alternativa para calcular los polinomias

interpolantes viene dada por la expresidn
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Peld) = Pue(d) 1A (4.5)
P () (3- 70

donde p&T es la derivada del polinomio de aproximacidn.

Aunque la forma (4.4) es equivalente a (4.5), desde el punto
de vista numérico, ésta es mads facil de implementar ya gque
exige menos operaciones.

Cuando se trabaja con un operador diferencial o con una
version continuificada de un operador en diferencias, uno
debe contar con expresiones para las derivadas de los
palinomias interpnlantes,{L}Q) s en los puntos de colocacidn.

Otra vez, &sto se hace aprovechando una farmula de

e“‘ R ) - e (8)
K Pr\;T ( ) (4_6\}
y (K\ (k1) , - =
R T B 2 00 ) IR A O
. -1 L ERIT N

Para la mayoria de las aplicaciones, los valores mas
importantes son la priméra y la segunda derivadas calculadas
en los puntos de colocacidn 5{1} {Apendice C).

Para un tratamiento dirécto de operadores en diferencia,
lo anterior no es necesario; uno sdlo debe evaluar

diferencias de palinomios interpolantes de la forma

L) -4 (4 1) = AL (4.1)

Esto puede ser hecho por medio de la ecuecién (4.5). Para la
mayorla de los ejemplos de aplicacién (jﬁ:id% una aritmética

computacional de 16 digitos(HP-3000) pude manejar éstas
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diferencias con suficiente exactitud.
4.3 Férmulas de cuadratura Gaussiana

Cuandao se trabaja con ecuaciones sumatorio- en
diferencias(SD) o con ecuaciones integro-diferenciales(ID) es
necesario evaluar funciones de sumas o de integrales,
respectivamente. En éste trabajo, ambos casos fueron
aproximados por medio de cuadraturas Gaussianas

NT
SbW(X){(X)dx/u Z A £ () “.8)

a =1 .

M NT

Z—Wé*(’a ~ ZAK F (k) .
=\ 3:-\

donde /\K son los pesos de cuadratura y F dendta la extensidn

a argumento continuo de la secuencia arbitraria +i .

Aqul, usamos como puntos de cuadratura Y, los puntos de

colocacibn, excluyendo los puntos frontera; que como se

discutio en secciones anteriores, son las raices de un

polinomio ortogonallen el sentido de W ) de grado N - 1. Se

puede demostrar[Qﬁj]que {(4.8) es exacta cuando f(x) es un

polinomio de grado 2N - 1, y que (4.9) es exacta para toda

secuencia cuya grbfica og s j) puede ser trazada por un

polincmic de grado 2N - 1(apendice D )

Para el caso de integrales (4.8), tanto con limites
tinitos({cuadraturas de Jacobi, Legrendre) comoc para
infinitos(cuadraturas de Laguerre, Hermite) existen
expresiones anallticas para los pesos de cuadratura
Sin embargo, para sumas (4.9) fu® necesario evaluarlos

numéricamente con una expresidn de la forma(Apendice D)
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070755

: . 4.10)
Ac= ) Wi eld) (
3=

donde {K‘ son los polinomios interpolantes de Lagrange de
orden N. Otra vez, para secuencias grandes (M>250), los
anteriores pesos fueron calculados por medio de reglas
compuestas para sumas{punto media).

Para problemas de polimerizacién, se requiere calcular
los momentos de la distribucibin de cadenas. En &ste taso, una

f&rmula como en (4.7) es aplicada. Para el n-avo momento

M []
=y B4
§=1

los pesos de cuadratura se definen como

M

Agn = ;Wg ¥ 1k (4)

4.4 Subrutinas de apoyo

La discretizacidbn de escuaciones por el metodo de

ctolocacidn ortogonal conduce, en el caso dinadmico, a un sistema

de ecuaciones diferenciales ordinarias de valor inicial,
mientrasque, en el caso estacionario a un sistéma de
ecuacibnes algebraicas lineales o no-lineales.

Para csistémas de ecuaciones algebrdicas lineales se
1
utilizd un nmeétodo de eliminacidn Gaussiana para invertir las
matraciestO]- En la mayorla de los casos, la matriz a
invertir era densa y de dimensibn no mayor a doce.

Sistémas de ecuaciones algebraicas no-lineales se

resalvieron por medio de la subrutina Hybrid de la

biblioteca del IIMAS—UNAM[51]. Este cddigo utiliza un métoda
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de linealizacidn de cuasi-Newton, con actualizacion tipo

Broyden y busqueda de paso tipo PodwellfBQJ. Las tolerancias

asignadas en éste método fuéron del orden de 1('.)__5 - 10 .

Un Runge-Kutta de 4/5 orden de pasa variable, tambien de
la bibliotéca del IIMAS[31], se utilizd para integrar los
problemas diferenciales de valor inicial. Las tolerancias

-5
asignadas a éste método fuerdn del orden de 10 - 10 , en la

mavorlia de los casos.
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5. APLICACIONES. CASO ESTATICO

En secciones anteriores se establecio una metodologia
para la aproximacidn de secuencias que satisfacen una
ecuacidn SD. Se estudio la intluencia de la secuencia de
ponderacidn, tanto en el problema de aproximacién planteado
en el dominio comoc en el rangn. Con el +in de validar tal
metodologla, en éste capitulo se aplica a modélos discrétos,
1a moyorla lineales, enh estado estacionario. En base a los
resultados se generan estrategias de solucibn para casas
no-lineales dinamicos.
5.1 Sistémas de polimerizacion

La descripcidn de la distribucién de cadenas de
palimernos es unh problema de importancia en Ingenieria
Quimica.Estas distribuciones resultan de la solucidn de
modelos descritos por ecuaciones en diferencias que en la
mayorla de los casos son lineales; sin embargo, algunos
sistémas de polimerizacidn tal como el MMA, PVC, etc.,
presentan fentmenos de difusidn que inducen no linelidades
importantes. Cuando se trabaja cton un esquema de simulacibn
y/o control se hace imperante contar con un modelo aproximado
el cual describa satistactoriamente dicha distribucién para,
a partir de &sta, estimar propiedades de importancia
comercial del producto final(dispersividad, peso molecular,
etc.) v estados del sistéma para el control de la reaccidn.
Este problema de solucibn de esquema de polimerizacidn
ha sido abordado por varios investigadores. Liu y Amundscm[33
resuelven el modélo completo sin ocuparse de de la reduccidn,

auhgque la descripcidtn cbtenida es buena, exige un gran
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esfuerzo de cemputao. Los métodos de las funciones

generadoras y la trnsformada Z han sido revisados por
Ray[525-] ; éstos métodos tienen la desventaja de ser
aplicables a mecanismos de reaccidbn sencillos o cuando

se hacen simplificaciones importantes al modelo. E]l m&étodo de
los momentos es ampliamente utilizado para sistemas de
polimerizacidn., Agqul se renuncia a la descripcidn completa de
la distribucién y se trabaja solo con los primeros momentos de
ésta. El procedimiento sdlo es valido para cierta familia de
sistémas y aplicaciones; por ejemplo en procesos en los qgue
posibles complicaciones de la distribucitn tenga poco impacto
en el producto que se desea obtener. Zeman y Amundsnnl:1yﬁj
introducierdn la continuiticacidn en sistemas de
palimerizacidn. Agul, el modélo en diferencias es
transfarmado a un modélp de variable continua por medio de un
desarrollo en series de Taylor. Recientemente Tirrel et el.
resglvieron la version continuificada del modelo de
polimerizacibdn del MMA con técnicas de elemento finito.é
Saldivar[_lo ] scbre el mismo sistéma aplicd EF con malla
adaptable reportando ahaorros de hasta el 60% en los tiempos
de cémputo.

De lo anterior, podemos observar gue eh polimerizacidn
la descripcitdn de la distribucidn de cadenas se hace a partir
de modelos simplificados o con estrategias de aproximacién
gue exigen mavyor esfuerzo de computo. En &sta seccidn
aplicaremos esrtrategias de aproximacitn polinomial
desarroclladas en el capltulo aprocesons de polimerizacidn.

5.1.1 Esquema cinético y modélo matemdtico
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Enfocaremos nuestro andlisis a procesos de
polimerizacidn via radicales libres, en masa o en solucidn,
efectuados en reactores operados en forma intermitente o
continua.

Cuando la polimerizacidn se lleva acabo por radicales
libres se pueden distinguir varias etldpas de reaccidn.

a) Iniciacidn.

Un compuesto orgdnico, generalmente un peréxido, aradido
en muy pequefia cantidad al monbmero, sufre una reacciédn de
descomposicidn generando dos especies muy activas gue
desencadenan la polimerizacidtn. Esta etapa consta de dos

pasas

-Descomposicidn del iniciador

I —— 2R
-Reaccidn del radical primario R con mondmero
R+ M —— P

b) Propagacibn
En &sta etapa una cadena activa de tamafo j reacciona

con monbdbmero incrementando en uno su longitud
. K .
P} + M ——-——L‘E«" P’}H

c) Terminacian
Finalmente, dos cadenas activas de longitud j y k
respectivamente, reaccionan desactivandose y proporcionando

polimero estable D. Existen dos tipos de términacidn

-Combinacibn
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~-Desproporcibdn
Pyt P Koo, Dy +0k

Las reacciones de polimerizacidn tienen la caracteristica de

que a altas conversiones, se presenta el llamado efecto gel o
Tommsdorf. Aqul, debido a Qque el polimero tiene viscosidad

mayor gque el munbmeru,‘la reaccion de terminacion se ve afectada
negativamente; ésto hace que la reaccion de propagacidn se

vea favorecida liberando una gran cantidad de calor. Todo

¢sto se traduce en una funcionalidad de las constantes

cindticas con la longitud de cadena y la conversidn [3L{]
Kp= Kp“)'}px) Ke= Kt(i7g))()

El modelado de reactares de polimerizacibn se basa en
sendds balances pablacionales para cada especie quimica
presente en la reaccidn, lo que conduce a las siguientes
expresiones

Descomposicion de iniciador

dl - _ ksl (5.1)
dt

Radicales primarios

AR = 2fKaI—K;RM (5.2)
at
Consumo de monéﬂfru
O
M - ki AM - KpM 5 P (5.3)

dt K=
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Radicales polimeéricos de longitud 1.

[<9]
KiRM—KpPM =P > KB (5.4)

Q-
>
i

|

(W
o+

K=l
Radicales de longitud j
0
%_Ptl: KeM(ps_ - Py) — Py Zlﬂ& (5.5)
K=

Polimero estable o "muerto" de longitud j
) o) [
___ldz b P?f Z th PK + Z_PL ZKtc PK
K=1 =i ,

Este sistéma de ecuaciones esta formado ecuaciones por

Q-

diferenciales en tiempo (problema de valores iniciales),
sumatorio en diferencias(problema de valores en los extremos)
lLa solucidn se dificulta especialmente por que, como ya se
dijo, para algunos sistémas a altas conversiones de mdmero
la éonstante de terminacibn, k,, toma funcionalidades
complicadas con la longitud de cadena[ 24 . Si la
terminacién fuese independiente de la longitud de cadena, las
ecuaciones tendrlan solucidn znalitica bajo algunas
simplificaciones.
5.1.2 Modelo continuo

El mod&lo desarrollado hasta éste punto involucra un
conjunto muy grande (infinito) de ecuaciones diferenciales.
Zeman y Amundson[TJQJ]han resulto problemas de modelado
de sistémas poliméricos empleando la version continua,

en la cual la longitud de cadena j se aproxima como variable

continua
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b~ Pl3)
Desarrollando las diferencias en forma de series de Taylaor

truncadas a segundo orden

o o, _2f 9P (5.4)

Por otro lado, las sumatorias infinitas se pueden aproximar

por la formula de Euler-Mc Laurin
o8]

Y
) fi |
)=

donde los dos ultimos términos pueden despreciarse. Aplicando

£13)dy v L4 4 L4 (@) (5.8)

los anteriores conceptos al sistéma de ecuaciones (5.1 a 6),
se transtorman en el siguiente sistéma de ecuaciones

Mondmero

a
%%:_KRM-KwﬂiPM¢)d£ (5.4)

Paolimero activo

o0
ang__KNl_gmu>+¢a¢mﬁv,panKdéMPmudK
1 - Kp < - 2 1 ! | /
3 < o} r , (5.10)
Polimero muerto
Zﬂ%%ﬁ) = Pla,t) le%(},K)P(%M>61K ¢y e (500

con zondiciones a la frontera e iniciales
® ) \
dPUA) - i g M —p PULOI M = P 5 Ky (1K) PR AR
at !
(5.12)
Ploty =0 170, P(30)=Fs  }7]

En éste nuevo sistéma tenémos ecuaciones diferenciales en

tiempo e integro-diferenciales en espacio. Hay gue hacer
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notar que la evolucidn de la distribucidn de especies activas
P(é)t) no depende de D(jjt) . Por lo tanto se puede
resolver para la especie activa P y alimentar la solucidn
como funcidn exdgena a la ecuacidon (5.12).
S5.1.3 Polimerizacibn irreversible

El prablema considerado aqul corresponde a una
polimerizacidn por adicidn llevandose a cabo en un reactor
continuo agitado en condiciones isotermicas. El mecanismo

cinético es el siguiente

M, _JSL—b P'
F3'+ M, ——Eﬁ" P3+\ 3 7/ 1
Py + ™ _Ke, Dyri 4771

donde M es la concentracin de mondmero, D es la
concentracidn de polimero muerto, P es la concentracidn de
polimero activado. A altas conversiones y debido al efecto
gel, las tasas de propagacidn y terminacidn exhiben
dependencia con la lohgitud de cadena j de la especie
activada(4q ].

El estado estacionario, para estas condiciones, es

descrito a partir de balances para cada especie,’'é&ésto es

-Fy + MO L Kpy, Pyi- Kes Pyl —OMPy = —Pe  g72

— P+ BKiM; — B Kp, My P - OKy M P = — Pie

(5.1%)
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o0
~ M - Mb [Kki+ Z _(KP;{’rkta‘) Pg'] = - Me
3=

—D} + B M, Kti—l Pa‘_, = - Dae 37/1

El problema anterior es uno de valor inicial (j = 1) con
respecto al operador en diferencias. Si consideramas que
splamente mondmero es alimentado al reactor y gue no hay
dependencia de la cin&tica con la longitud de cadena, k?j= kP

¥ kq = kyy la ecuacibn (5.13) tiene la solucidn siguiente [ 25 ]

po= A 17/ 1 (5. 14)
donde
A_ _ BbKeM
|+ B(kptKe) My

M- —b* | b —4ac

g0\

G = 8 (Kp+Ke)Ki — 0Ky — 6" K Ky
b

C = Me
La solucién del modelo se llevd a cabo tanto con modelo
continuo (ecns. 5.9 a 5.12) como con discréto (ecn 5.13). El
caso continuo se hizo para contrastar, y se utilizaron

técnicas estandares para ecuaciones integrodiferenciales
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St

En ambos casos el punto importante es ver la bondad de la

aproximacién en términos de diversas estrategias de

ponderacidn., Las que se estudiaron son

1)

2)

3)

4)

S)

&)

Saobre madelo continuo, polinbmios ortogonales de Jacaobi

definidos a partir de la funcitin de ponderacidn

Wo) = (1-x)°X® L oexet 5 dprd

Sobre modelo continueo, polinomios ortogonales de Laguerre
definidos en un dominio continuo semi~-infinito [0,00 ) a
partir de la funcion

Wwey = e X770 AV O
Polinomios ortogonales de Hahn en dqminios finitos
discrétos .

Wy = Kd”") KR IF AL

.-’ ‘)?/‘IJ‘G
I

/

N

En modelo discréto, polinomios ortogonales definidos a
partir del critério desarrollado en el capltulo anterior(Bl).

Esto es ”
wa:LVVf%L3%3L }‘:132)...!\/\
T=1

Polinomios ortogonales definidos a partir de una

distribucion Gaussiana toméda en puntos discrétaos

_ Co oy A2
W, = L——— e - Qégj—”) =1 a igs
g GNIT T T

o

Y
donde m es la media y ¢ es la varianza.

Sobre modelo discreto, polinomios ortogonales definidos

a partir de una secuencia geométrica

Wy = A" N7 4=1,2, ... M

4
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donde el parametro A se escoge como en (5.14), y estd
relacichado con la longitud de cadena promedio, J, por la

siguiente relacidn

A= J-1/7F (5.15)

Esta secuencia de ponderacidn tiene la misma funcionalidad
que la secuencia a aproximar, tal como es recomendado por
Ramkrishna[ 36 |.

Ahora, pasemos a nalizar la aproximacidn para un caso
particular. La +ig9(5.1a) muestra la solucibn anallitica para
ki= 0.08, kp, = 1000, ki = 2, M= 1.0, O = 50, cuando sblo
mondmero es alimentado al sistéma. Mientras tanto, la
+ig(5.1b) ilustra su correspondiente secuencia de Green.

Para asignar la bondad de la aproximacidn, la siguiente

medida del error es intraducida

. L max Ag A
e = (PJ}“%)/Lmax

d=t
La fig(3.2a, b, c) muestra el error, referido a la solucion
analltica (5.14), cuando se utiliza la técnica de colocacidn.
lLa fig(S5.2a) sefala la grb&fica de error cuando el mddelo
(5.13) es continuificado por un desarrollo en series de
Taylor a segundo orden, y entonces, aproximarlo como una
funcidn contirnua. Hay que hacer notar gque ahora la versidn
continuificada es un problema de valores a la frontera de dos
punhtos; de ahl que una condicion adicional es requerida. En
éste caso Py = 0. El modélo continuo fue resuelto primero
como un problema de dominio finita. El dominio fue [0, Lmdds

con Lyor= 550 tal que la zona de importancia de la curva
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CONCENTRACION DE POLIMERO,
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(a) Solucidén analitica para una polimerizacidn linear
irreversible en un reactor de tanque agitado. And (b)
Ssu correspondiente doble secuencia de Green.
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fuera incluida. La técnica de colocacidn correspondid al uso
de polinomios ortogonales de Jacobi (( ,@ )y X =2 vy %5: 1.
Estos parametros fueron seleccionados mediante un
procedimiento de prueba y error. La segunda aproximacitn para
el modelo continuo mantuvo el dominio semi-infinito al hacer
la colocacién en las railces de los polinomios de Laguerre.
Tal como lo reportao Subramanian et al.[-?.]y Singh et al.[ ) ]
s la técnica de colocacidén con polinomios estandard de
Laguerre (MNX):(é)X) 2=1 ) fa116. Cuando el parametrao

es escogido para pesar(y considerar) la regitin de importancia
del dominio, la estrategia de colocacitn funciond. La grafica
mostrada en la fig(5.2a) fue calculada con A= 0.018.

Las +ig(5.2a, b) ilustra los resultados para casos donde
las ecuaciones SD fueron directamente tratadas. La fig(5.2b)
muestra 1os resultados para varias secuencias de ponderacidn.
En ella se puede observar que la secuencia generada por una
fdrmula Gaussiana con media y varianza igual a la longitud de
cadena media nos lleva a mejores resultados que cuando se usbh
la secuencia generada a partir de las secuencias de Green.

Finalmente, la fig(5.2c) mestra la grafica de erraor para
la secuencia de ponderacibn geométrica. Los resultados
wuestran que é&ste criterioc conduce a una capacidad de
aproximacidn semejante a la secuencia de ponderacidn
Gaussiana.

Para probar los criterios generados y la técnica de
colocaciéin en cinéticas no-lineales, dos problemas fueron
tratados. Primero con kp‘= 5000 y con la siguiente expresibn

para la constante de terminacidn fue usada



Ktafizoexp(-oxmq(ywn Ve

Un esquema de iteracidn involucrando la longitud de cadena
media fue generado. La fig(5.3) muestra el procedimienta de
aproximacidn para cinco puntos internos de colocacidn y una
esperanza inicial de J = 220. En cada iteracibn, la secuencia
de ponderacion CUé~: Aré s ¥ Su correspondiente conjunto de

puntos de colocacidn fueron calculados., Comenzando con J , ¥
asignando un 2.3% como miéxima diferencia relativa para el
proceso, nas conduce a la solucibdn en dos iteraciones

t3,= J;...= 350). La fig(5.4) muetra los resultados

corresponhdientes para una cinética de propagacibn Yy

terminacidn no-lineal caracterizada por[1)23.

Kpj= 5000 exp(-0.004 ( {-1))

Kty = 2.0 exp (-0.00% [§-1)

En este caso se alimento una i,=l25 y en dos iteracibnes se
llegd a Jp = 252
5.2 Polimerizacién reversible

En este esquema, hay una reaccibn adicional en el

esquema cinetico[j)Q:]. Esto es
. y‘ N .
e, Py & 1 47779,

De ahl que el estado estacionario en un reactor continuo
agitado isotermico es descrito por la ecuacidn en diferencias

de segundo orden
P oM L Kp, Py = Ky Py K P Ky Py) =

—oM K, Py = O 17 2
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-B +6K{M, -6M, [Kp,p|*'K;,¥£] - OMKiP =0

o0
""“9"4'[ AL RN K#;‘%}—er/\. ;_Kté P = Mie
3=1 3= =

OMiKi; = Dyys = O 771 (5.16)
=0

La reversibilidad induce una naturaleza difusiva en el
operador en diferencias. Ahora, tenemos un problema de

valores a la frontera en dos puntos! j = 1 y j = .Aqul, si
la cinttica es independiente de la longitud de cadena, k% = kp
M4 =k, ¥ kh = kL, uno termina con un problema no-lineal en P
¥ en M. Sin embargo, cuando dos consideraciones son hechas

el sistema presenta solucidn analltica[ 1] . Estas son

i) i% 77 p| v ii) P| n Pa . Ambas son adecuadas para
proggemas involucrando longitud de cadena media mas grande
que S50. Bajo &sta simplificaciones, la solucidn a (5.18) es

dada por la siguiente expresidn
»

Pé:d\\”\é 3’7/1 o< L (5.13)

donde ol _ OK; M -
| +0(kptKi)M, - BK/
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Fig. 5.6Error de aproximacidén en términos del nimero de puntos de
colocacidén. 1) v 2) corresponden a la versidn continua, a
a 29 orden. Y 3) a 6) corresponden al modelo oroginal en
diferencias(SD).



O=(1+0K;)BKy +—92K¢(KP+KJ¢) d=okp
b= (1+0K) - 8K¢Mie -OKp K e =-1-0(Kp+kM - OKp

C= M|e ? = QKPMl

La fig9(5.5) muestra la secuencia solucibn para k{= 0.03, kp =
1000, k'p= 100, k. =2, O=50 y Me= 1.0. La $ig(5.6) ilustra
l1a 9rafica de error para varias estrategias de colocacidnj
igual que en el caso irreversible, la gré&fica correépnndiente
a Jacobi y Laguerre fueron obtenidas can un modelo
continuificado. Los resultados muestran los mismos hechos
observados en el caso de polimerizacibn irreversible. De ahi
que para el caso de polimerizacibn no-lineal reversible

tambien una estrategia de ponderacidn iterativa debe ser

adecuada.
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5.3 Absorbedor por etapas

El problema de encontrar modelos reducidos para torres
de separacibn por etdpas ha sido abordado por varios
investigadores. Wong vy Luss[H] hicieran una continuficacién
del madélo en diferencias para luego aplicar una estrategia
de Jacobi. Aunque para algunos casos obtuvieron buenos
resultados, pronto fue abandonado. Joseph y colaboradores
[|gj)3);q] presentan metodologias para atacar é&ste problema.
Trabajan con el modelo en diferencias, sin embargo, su
estrategia de colocacion se basa en polinomios ortogonales de
Jacobi de son de naturaleza continua. Hay que hacer notar que
las metodologias que presentan se basan -en un procedimiento
de prueba y error saobre un grupo de parametros. Stewart et al.
[}b] trabajando en columnhas de destilacibn, extendieron la
teoria de aproximacidn de funciones a secuencias, logrando
con ésto, implementar un método de colocacidn basado en
polinomios de Hahn definidos en dominios discretos. Martinez
lugré implementar una estratégia para la aproximacidn de los
perfiles de concentracibn en columnas de destilaﬁibn. La
estrategia tiene la ventaja sobre las demlds de que utiliza
informacitin de la secuencia a aproximarj aunque para algunos
casos falla.

En ésta seccidn extenderemos las es;rategias ya
desarrolladas, en el problema del absorbedor binario , tantao
en el caso lineal como en &l no-lineal. Los resultados
muestran las posibilidades y limitaciones del método.

S.3.1 El madelo de torres de absorcibn

Una columna de absorcibn es un sistéma que separa un
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componenete de una corriente gaseasa absarbiendala
selectivamente en una corriente liguida. Desde un punto de
vista fundamental, el modelamiento de &ste proceso consiste
en el planteamiento de las ecuaciaones de conservacibn de
energla y masa. A esto hay que afadir las ecuaciones de
fenomenos de transporte y la Termodindmica del proceso.

La Termodindmica de equilibrio se supone valida debido a que
los tiempos de relajacidn de los procesos es muy cortos en
comparacibn a las dinAmicas que gobiernan los demds fenomenos
de la columna. Para madelos de procesos por etlpas la
suposicidn de rapidez hacia el equilibrio se lleva hasta el
grado de suponer fases perfectamente meicladas y con
mecanismos instantaneos de transporte de masa y calor. El
errar cometido al hacer éste tipo de suposiciones queda
englobado en un parametro fenomenologico denominado factor de
eficiencia de la separacidn.

‘Como ya se menciond antes, el problema de aproximacidn
depende de la complejidad de la secuencia solucibn y no de la
complejidad del modelo del que son solucibn. Entonces,
nuestra discucidn la podemos probar con modelos de
absorbedores por etépas. En el entendido de que la
metodolaogla es valida para sistemas de separacidon por etapas.
5.3.2 Absorbedor binario

El modélo considerado corresponde a la desorcidn de un
gas simple tomando lugar eén una columna a contracorriente.
Para mantener la mayor atencidn en los puntos del esquema de
apraoximacibn, las sigquientes consideraciones son hechas

i) Etapas ideales




ii) Flujos constantes de llquido y gas

iii) Operacidn isotérmica

En el estado estacionario, el modelo descrito en la seccidn
anterior se reduce a la siguiente ecuacifin en diferencias de

segunda orden

Xir =X+ X [4(x4-) - Jixp)=0 2 ism (5.18)

donde x &s la secuencia de concentracidn, L y V son el flujo
de lliquido y vapor, respectivamente. g(¢) es la relacidn de
equilibrio liquidu-vapur.‘x1 Y Ymea SON la concentracitn en la
alimentacidn de ligquido y vapor, respectivamente.

Para empezar, una relacibn de equiiibrio liquido-vapor

lineal es considerada

c}(x}') = Kx;

bajo &sta situacidn, la ecuacion (5.18) tiene la solucidn[35>]

[(v““ - ”lx‘ + (@*'"—1)%&/@ (5.19)

X) TMH

y= L/vk

La fig(5.7) muestra la solucibn analitica (5.19) para M=42,
¥ = 1.15, 1,30 y 1.45. Las correspondientes secuencias de
Green para K = 1.15 y 1.45 son mostradas en la £ig(5.8). A un
cierto plano discréto, j = cnn;tante, la secuencia gii
corresponde a 138 swiucnuia del error, como una respuesta a un
residuvo unitario. Se puede observar gque la magnitud y la
abruptez de la respuesta al error dependen de las condiciones

de operacidn.

Asignamos la bondad de la aproximacidn a partir de la
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7=1.45

5.8 Doble secuencia de Green para el absorbedor lineal (M=42)

Fig.
(a) Correspondiente a =1,15 y (b) a =1.45.



siguiente medida del error

M

6= |2 %)/ (5. 20)

3=\
donde ™ denota la aproximacién.
Las figuras (5.9a, b y c) muestran el error en funcion del
namero de puntos de colocaciony, N, correspondientes a
secuencias de ponderacibn de Hahn (X ,P). Las graficas
muestran el error para los tres valores de 6 mencionados.
Tal y como fué hecho por Stewart et él.[\Q;}y Srivastava et
al.[@é&}, el procedimiento es uno de prueba y error. Para
ésta aplicacidn y para las secuencias de Hahn intentadas, los
" mejores resultados fueron obtenidos con Hahn(%ls%l). este
corresponde al anadlogo discréto de los polinomios de
Chevisyev. Srivastava et al. fijaron /8 y corrieron un
procedimiento de prueba sobre ( . Sin embargo, los resultados
sugieren que}@ es tambien un candidato como parémetro
ajustable.

La fig9(5.9d) ilustra los resultados cuando la secuencia
de ponderacibn en el dominio es tomada como un Hahn(1l ,Z) vy,
el peso en el rango es representado en t&érminos de los
elementos diagonales de 14 secuencia de Green. Aqul, existe
uha secuencia de ponderacidn para cada valor de j. La
$ig(S5.9e) muestra los resultados cuando la secuencia de
ponderacidn es construida de acuerdo a las estrategias
desarrol ladas en el capltulo anterior, es decir, en funcidn
de la la secuencia de Green. La 9r&fica muestra que ésta

estrategia se la que nos conduce a mejores resultados.
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Finalmente, la fig(5.9f) muestra el error cuando se utiliza
una secuencia de ponderacidn geométrica. Se puede abservar
que &sta conduce a resultados semejantes a los obtenkdos con
la secuencia de ponderacibn tedrica.

En todos los casos anleriores, es facil observar gQue a
medida que aumenta el valor de p s la dificultad de la
aproximacibdbn es mayor. Esto es debido a que a valores grandes
de éste parametro, la secuencia a aproximar presenta mayor
abruptez; incluso puede llegar a situaciones en que la
aproximacidn global por polinomios sea dificil.

El caso no-lineal fue generado con la relacibn de

equilibrio

9(x) = KX/ [1+ (1Y) x] (5.21)

Ya que la solucitn del casp no-lineal se comporta, en su
forma mas esencial, parecido al caso lineal, la secuencia de
ponderacibdn geométrica fue utilizada. La estratégia involucro
un eéquema iterativo, como en polimerizacibn. Primero, una
esperanza inicial J para el primer momento de la secuencia
de concentracidn fu® dado. Entonces, los pesos fueron
generados y el sistéma fué resuelto con N puntos de
colocacidn interior. Una vez que &sto fue hecho, el valor de
la ethpa media en concentracidn (J) fue calculado. 5i J era
similar a J dentro de una tolerancia dada(2.5% de desviacien
relatival), el proceso es parado. De otra forma, una nueva
secuencia de ponderacidon +ue generada en términas de J. este
procedimiento es ilustrado en la +ig(5.10). El ejemplo
corresponde a 22 etdpas, K = 0.35, L/V = 0.5 y N = 4. La

esperanza inicial para la etpa media en concentracibn fue
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Jo = 5.0. Para é&ste caso, la estrategia convergio despues de
dos iteraciones.
5.3.3 Aproximacidn y valdres propios

En &ésta seccidn analizaremos numéricamente la relacidn
existente entre los valares propios del operador en
diferencia y los valores propios del sistema reducido.

Deseamos saber si al aproximar satisfactoriamente la
secuencia sblucibn del modelo completo tambien se satisface
la aproximacitn de los valores propios del operador en
diferencias. esto es de importancia cundo se tienen madélos
dinadmicos, ya Que es deseable que en la reduccidn se hereden
los valores propios que dominan la din&dmica del
sistema. Estos son los valores propios mads pequeros del
operador(33 .

Para estudiar tal situacidn se generardn dos ejemplaos,
‘F = 1.15 ¥ 1.70, ambos con 40 etbdpas para un absorbedor
lineal gue se describe como en la ecuacibn (5.18). El primer
caso es aproximable por polinomios, mientras que el segundo
presenta dificultades debidas a la abruptez de la secuencia.
La fig(S5.11) muestra la solucibn analltica para ambos casos,
mientras que la tabla(S.1) ilustra los cinco valores
propios mds pequefos del operador en diferencias. Para ambos

casos, éstos son reales y negativos.

TABLA 5.1
T - A
{.15 0.16032 0.1051¢ 0.06165 0.03021 0.0i123
|.30 0.28 136 0.A1310 0.1609D 0.12280  0.094949p
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En primer lugar analizemos para § = 1.15. De la seccién
anterior paodemos ver que ¢&éste caso es facilmente aproximable
{é€ = -3.7) con una estrategia de colocacibn de Hahn(0,0) vy
con 4 puntos de colocacidn interior. Los valores propios del

modélo reducido con ésta aproximacion son
-2 =0.040(55 0.05%15, 0.05010, O.0li52

La fig(5.12) muestra la aproximacibn a la secuencia solucién.
Los valores propios del modelo reducido son reales vy
negativos, ademds, aproximan a los valores propios del modelo
completo. Esto nos conduce a decir gque un modelo dinamico en
una vecindad de la solucitin para Y= 1.15 es bien descrito
con un modélo reducido utilizando polinomios de Hahn(0,0).
Ahora pasemos al segundo caso conservando cuatro puntaos
de colocacidn interior y la estrategia de Hahn(0,0), con el
fln de poder realizar comparaciones. La fig(3.13a) muestra la
apraoximacitn obtenida con é&sta estrategia. El error en la
aproximacitn es bastante grande(é = 0.92); ademds, podemos
observar gue el polinomio aproximante presenta oscilaciones.

Mientras tanto, los valores propios del modelo reducido son

-A= 044165, 0.04306 % 0.0914L , 0.05328

Aungque todos son negativeos, existe uno que es complejo
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conjugado el‘cual posiblemente tiene que ver con las
oscilacianes en espacia de la aproximacion. |

si ahora utilizamos como secuencia de ponderacién el
valor absoluto de la primera derivada de la funcibn continua
que traza a la secuencia solucién, los resultados son
desatrosos(e = 2.10). Esto se ilustra en la fig(5.13b). Lo
mismo ocurre con los valores propios del modelo reducido
-A= 0.1361 £ 08530 |, ~ 0,09%23 % 0.09554 L
Aqu; podemos observar que ademds de ser complejos conjugados,
l1a parte real de uno de ellos es positiva. Es decir, el
modelo aproximado es inestable. Hay gque hacer notar qgue
al aumentar el namero de puntos de colocacidn, la
secuencia de aproximacidn diverge, tal como en el caso de
Runge[;lB_]. Para éste caso, trabajar con un modelo dindmico
con tales estrategias de colocacian
erroneos.

De lo anterior podemos establecer conclusiones para el
caso lineal
i) S8i la aproximacion es satistfactoria, los valores propios

del modelo reducido aproximan a los valores propios del
modelo completo.

ii) Si el polinomio aproximante presenta oscilaciones, algun
1
valor propio del modelo reducido es complejo.
iii} 5i la secuencia de aproximaciédn diverge, los valores
propios del modelo reducido tambien divergen de los valores
propios del modelo completo.

Aunque lo anterior se establece para un modela lineal,

podemos decir que para describir satisfactoriamente la
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dinamica de cualquier sistéma(lineal o no-lineal) a partir de

un madelo reducido es necesario entender el comportamiento

local (linealizado). Entonces el andlisis hecho anteriormente

es valido también para el caso no lineal dindmicao.
S.4 Sumario

En este capitulo Hemns visto que es posible obtener
criterios de colocacitn sencillos, de capacidad de
aproximacidn igual o mayor gque el criterio tedrico
desarrollado en el capltulo 3. Estos criterios en general,
se basan en alguna propiedad geométrica de la secuencia a
aproximar. Ademas, son facil de obtener e implementar.
También se demostrd, por medio de ejemplos, que tales
criterios son aplicables a casos no-lineales.

En la seccidn 5.3 se hizo notar la importancia de que
las estrategias de aproximacibn generadas sean aplicables a
tasos en donde la aproximacibn polinomial sea posible.

. Se establecib una conexidn entre la capacidad de

descripcibn de la secuencia y la capacidad de aproximacion a

los valores propios locales del sistéma.

[Sa Ry |



6. APLICACIONES., CASO DINAMICO

En el caplitulo anterior se desarrollaron estrategias de
colocacidbn de facil implementacidn, para el caso del
absorbedor y de polimerizacidn en estado estacionario. En
estas estrategias se toma en cuenta informacibon de la
secuencia a aproximar. Aﬁora, en este capltulo extenderemos
estas estrategias de colocacibn para aplicarlas a casos
dinamicos. Tambi&n aqul se intenta gque la metodologlia sea
de f3cil implementacidn.
4.1 Absorbedor binario

Igual que en el capltulo anterior, consideraremos un
absorbedor por etapas. Las fases ligquida y gaseosas pasan a
contracorriente a travez de la columna, poniendose en
contacto en cada etapa vy alcanzando el eqﬁilibrio. Las
consideraciones sobre el mcdelo son las mismas gue para el
caso estacionario. De ahi gue la ecuacidn de conservacidn
para cada etapa en estado dinadmico es

8K X e Vg (Xe) = LY = VX]) 72 (6.1)
t

donde kh es la caonstante de retencidn de liguido inerte en
cada etdpa. Ahora, uno puede especificar x, y g9i{x.,,), la
alimentacibn gaseosa en la etapa final y la alimentacidn

lilquida en la etapa inicial, respectivamente. El valor

inicial de la composicidtn liquida debe tambien ser

especificado

120 Xj =X i72

3i consideramos una relacidn de equilibrio lineal
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3(X): K X
entonces (&.1) puede escribirse como

%%L = LXjp = (LEVKIX) +V X 1272 (6.2)

donde T = t/h

Las din&micas fueron inducidas en el absorbedaor mediante
dos tipos de perturbaciones en el flujo de liquido L; estas
fueron
i} Entrada en escalon
ii) Entrada senosoidal
La tig(6.1) muestra la respuesta al escalon para el modelo
completo y el reducido en un absorbedor de 25 etpas con
VK = 20 y L = 24, La perturbacion fue un 15% del estado
estacionario inicial. Para el modelo reducido la aproximacibn
se llevd a cabo con 4 puntos internos de colocacidn. La
+ig(6.2) ilustra la respuesta para el sequndo caso, cuando la
alimentacion liquida es perturbada mediante la siguiente

funcionalidad senosoidal
| . - (it
L(1) = 24.0 L!.O +0.15Cos -\5,—5)>

Para este caso la aproximacidn se realizd con 5 puntos
internos de colocacibn.

Para ambos casos podemos observar gue la respuesta del
madelo reducido es aceptable en comparacibn al modelo
completa. Sin embargo, 1 nimero de ED a resolver fue
disminuido hasta en un ?3%, lo gque implica ahorros

considerables en €l esfuerzo de computo.
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Fig. 6.1 Respuesta a una entrada en escalon en la alimentacidn
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Fig.6.2 Respuesta a una perturbacidén senosoidal en la alimenta-
cién liquida, en un absorbedor binario por etapas.



La estrategia de colocacidn fue una semejante a la
utilizada en el caso na lineal del capltulo 4. Se basa en una
secuencia de ponderacién geométrica obtenida a partir de la

etapa media en composicibn

wj=A , A=(3-1/3

2
donde T _ :i'jx)’/ i‘i Xj
= 7=

Esta estrategia puede esquematizarse en el siguiente
algoritmo
1. En t = 0, seleccionar la malla de colocacidn para N puntos
internos con una estrategia basada en una secuencia de
ponderacidn geométricas (como en el caso estatico).
2. Integrar el modelo reducido hasta un Dt mayor o igual al
paso de integracion. Farar.
3. Calcular la etapa media en concentracidn
4. Ver si la media se movid dentro de cierta tolerancia. En
caso negativo ir a 6. En caso positivo continuar e 5.
5. Actualizar la malla de colocacidn.
4. Repetir desde 2 hasta t-final.
6.2 Polimerizacion en tangue continuo agitado. Estado
dindmico
Ern esta seccidn utilizaremos las estrategias
desarrolladas en el capitulo anterior para polimerizacion en
tanque agitado, en estado estacionario. Investigamos su
aplicabilidad en el caso dindmico.
Propongamos el problema. Supongamos una polimerizacion

que se lleva a cabo en un reactor cantinua agitado en
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estacionario bajo ciertas condiciores de operacibn
(0}

Mie 3

~ '~ — My 151, 1oy}

y coh un esquema de reaccidbn como el siguiente

MI ___EL___' Pl
B+ M ke , Pi+1 17/2 Kpj = Kp
B+ M _Ke Dj+ 17/2 Kig = K+t

En esta situacidn, en el reactor existirad una distribucid de
cadenas de polimeros, pj, bien establecida tal como una
descrita por la ecuacién (5.12). Si ahora, en t = 0 se induce

en el reactor una perturbacibn en escaldn en la corriente de

monbmero
) o) -
M = ML+ AMS t=0

entonces, €l reactor operard en estado dindmico(lazo abierto)
hasta alcanzar un nuevo estado estacionario. Nos interesa
saber cual es el efecto de la perturbacidn en la distribucidn

de cadenas paliméricas. Ahora, la distribucidn serd unha

funcidbn del tiempo

Fg = ?ﬁ (t) jZVf

Si consideramos que el flujo q, ¥ el volumen del reactor V,
se mantienen constantes, el estado dindmico en el reactor

isotermico) es descrite por el canjunto de ecuaciones
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£

=

= — Pa' + BKPMI {P}.‘l - P&} -_ BK{;M'PJ J?/l
3P _ P +oKk M - B (KptKe) MP

%’% = MP- M~ Bk M- 6 KP+K+)M|Z Py
3=1

donde T = t,/e

Las condiciones iniciales son
/C:O M|=Mgo 5 P}.:P}O 37/1

El anterior, constituye un sistéma de ecuaciones
diferenciales en tiempo ¥ sumatorio-en diferencias en
espacio. Para resolver este sistema utilizaremos una
estrategia semejante a la aplicada en el casa de
polimerizacidn no-lineal. Aqul tambien se utiliza una
estrategia de colocacidn basada en secuencias de ponderacidn
geopétrica en la aproximacidn en espacio

34 -
wj=A' , A=(3-1/3 (6.3)
Debido a que la secuencia a aproximar es variable en el
tiempo se hace uso de una estrategia de malla adaptable el
cual puede esgquematizarse en algoritmo siguiente

1

1. en t = 0 iniciar una malla con N puntos internos de

colocacibn definidos a partir de la secuencia (5.3) con

7=l

2. Integrar con un tamaro de paso AT

3. Despues de un ot 77 AT parar. Calcular 3

5 . 3
4. 5i ABS« TK__‘”"ﬁ)é~€ : seguir con la misma malla hasta
Je
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Fig. 6.3 Distribucidén de cadenas polimericas en unreactor continuo
agitado ante una entrada en escalon en la alimentacion

de monomero.



Seguir con 3

5. Si ABS(jK Jucr >7é : Actualizar la malla
Tk

4. Integrar hasta Dt . Seguir con 3

7. Iterar hasta tfinal.

La fig(6.3) muestra la distribucibn de cadenas poliméricas en

el tiempo par k;= 0.03, k, = 100, k; =2, B =1.. En este

ejemplo pra T< 0O 1la alimentaciédn de mondmero es cero, con

1o cual la polimerizacibn es nula, Pi =0 jj713 yen T=0

fue introducido un escalan unitario en la alimentacibn, Mw)

Se utilizaron 4 puntos internos de colocacibng vy la

integracitn se inicializo con un Jg = 1.0. Enl=00 1a

longitud de cadena promedio fue Jo = 26.5.

El método de integracion fue un Runge - Kutta de 4/S
orden de paso variable; y el intervalo de paso para
actualizar la malla,O1, fue 0.05. El esquema tambien se
probd con 5 y 6 puntos de colocacidn 1o que condujo a los
mismﬁs resultados.

Aunque el esquema de polimerizacidn es sencillo, esta
estrategia debe funcionar para otros mis complicados; ya que
resultados reportados a partir de otraos mEtodosﬁ73§}, tales
como EF, muestran gque las secuencias de polimerizacibn san
buenos candidatos para ser aproxim;dns por polinomios.

&.3 Polimerizacién en unh reactor por ldtes

En esta seccibn extenderemos las estrategias aplicadas a
la polimerizacibn continua en un tanque agitado, a un reactor
de polimerizacibn por lotes. Aqui, la polimerizacidn es

intermitente y, por lo tanto, progresiva en el tiempo.

En un reactor por lotes se carga una cierta cantidad de

1.0



materia prima y se hace reaccionar hasta obtener una
transformacitn a polimero lo mas completa posible. En ése
momento se descarga el producto del reactor y se inicia un
huevo ciclo con nueva materia prima, Los modelos matemdticos
gque describen la operacidn de un reactor por lotes incluyen
ecuacuones diferenciales en tiempo y sumatorio- en
diferencias en espacio.

Para ejemplificar, consideremos el siguiente esquema de

polimerizacidn

T “’EL” 2P
?3' + M, _Fr Pj+| 371
o+ MK, Dy xal

donde I es un reactivo iniciador. Altos grados de
polimerizacitn son obtenidos con este mecanismo. El factor
controlante para alcanzar altos grados de polimerizacibn
reside en la iniciacidn mds que en la terminacidn, que para
obtenerlo, es necesario mantener la concentracibn de polimero
activado en un nivel bajo. Esto no es posible con iniciacitn
con monbmero, como el utilicado en el caso del reacto#
continuo agitado.

Las ecuaciones que describen la polimerizacidn con tal

mecanismo en un reactor por lotes son

eIl __x 1
dt
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4= 2k I- (kp+Ke) M P

)
dM __(KprKe) M,y P
dt =1
conh condiciones iniciales \
‘t’;o l: 1(0) M,':— M‘lo) P| "‘P|(o
. plo N
%_ P V72

Una suposicidn, con respecto al esquema anterior, es que el
consumo de radicales libres es muy répida, por 10 que se
puede plantear un estado cuasi-estacionario para tales

especies

Iy 17/ 1
at

Sin embargo, en algunps casos, comdb en aqullos en el que se
presenta el efecto g9el, esta suposicibn nor es correctar38} .
Aqul, en este ejemplo esia suposicidn no es tomada en cuenta;
se resuelve el modela tomando en cuenta todas sus dinbtmicas.

La estrategia utilizada para abaordar €l problema fud la
misma que en el caso de polimerizacidn dindmica en tangue
agitado continuo, de la seccibn anterior. Es una estrategia
de malla adaptable basada en la longitud de cadena promedio.
La malla es generada a partir de una secuencia de ponderacidn
geométrica.

La +iglé6.43) muestra la distribucidn de cadenas de
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6.4 (a) Distribucidén de cadenas polimericas en un reactor
. .
isotermico por lotes. (b) Conversion de monomero.



palimero activado, Pj, como una funcidon del tiempo para el
caso ki= 0.03, kp = 1000, k= 2.0, M\"= 1.0, I'’= 0.5 y con &
puntos de colocacién interior, y en la fig(é6.4b) se ilustra

la conversitin de mondmero en funcidn del tiempo. En estas
graficas se puede observar que las distribuciones son suaves

y aproximables por polinomios. ademés el cambio en el tiempo
de la zana de importancia de la distribuciftn justifica el uso
de una malla adaptable. Asl, para este caso la longitud de
cadena promedio varia desde J =85 para t = 0.01 hasta J = 800
para t = 0,20.

Aunque el esquema de polimerizacion utilizado en este
ejemplo, es lineal y relativamente sencillo abarcarlas
ftendmenos mads importantes del proceso. De ahl que la
extensidn de la estrategia de colocacidn a casos reales, en
los que ademds se incluye el balance de energla, es posible.
4.4 Sumario

Aqui, en este capltulo hemos hecho la extensidn a casos
dindmicos, de las estrategias desarrolladas para el caso
estdtico. Se aplicd tanto en situaciones de modelos lineales
como enh ho-lineales. También se difAaron algoritmos sencillos

para su aplicacidén e implementacidn en los casos estudiados.
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7. CONCLUSIONES

En este ultimo capitulo harémos las conclusiones mds
generales, praducto de este trabajo. También, como una
consecuencia, se emiten algunas recomendaciones para trabajos
futuros; algunos de ellos ya se estan inicializando en el
area de Ingenierla Qulmica de esta Universidad.

7.1 Conclusiones generales

En este trabajo se desarrolld una técnica para resaolver
ecuaciones sumatorio-en diferencias mediante colocacibn
ortogonal. El procedimiento fué disefRado para ser aplicado al
conjunto de ecuaciones original. No fue necesario trabajar
con aproximaciones continuificadas al conjunto original de
ecuaciones. El tratamiento puede manejar problemas
involucrando secuencias, finitas o infinitas, susceptibles de
apraximacidn global por polinomios. Muchos sistémas de
interes en Ingenierla pertenecen a ésta categoria.

‘Para entender mejor el papel gque juega la secuencia de
ponderacidn en la construccidn de las secuencias base para
cada problema particular, la ecuacidn de colocacidn en el
residuag fudé derivada de un problema de minimos cuadrados
ponderados. Una vez gue é&sto fue validado, criterios para
construit secuencias de ponderacitn fueron sugeridos.
También, dependiendo de cada problema particular, secuencias
de ponderacibn sencillas para el residuo pueden ser asighadas
a priori u obtenidas a partir de un esquema iterativo.

En general, la metodologla puede verse como uha
extensibn a las secuencias base disponibles para aproximacidn

de secuencias. Asl, la técnica de colocacidn de Hahn,
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recientemente desarrollada para abordar secuencias finitas,
se obtiene como un caso particular de la técnica aqui
presentada.

La aplicabilidad de la metodologia fué probada y
validada numéricamente. Asl, se presentaron ejemplos de
aplicacidn para secuencias finltas e infinitas; también en
casos lineales y no-lineales. La técnica se extendid para
situaciones de modé&los dindmicos y estaticos.

7.2 Recomendaciones para trabajos a futuro

Anteriormente se dijo que este trabajo se limitaba a
secuencias que son susceptibles de aproximacitn global por
polinomios. También, la metodologla se aplicd a modélos
relativamente sencillos, e incluso en algunos casos eran
lineales. Creemos que la extensidn de ésta trabajo a sistémas
mas complejos es posible. Bajo este antecedente, establecemas
uh conjunto de ideas y sugerencias para trabajos posteriores
a) Para secuencias en las gque no es posible la aproximacidn
global, caombinarla con una estrategia de aproximacibn por
tramos en donde en cada uno de &staos se aplicaria una
metodologla como la presentada aqul. En ésta linea, Alvarez vy
Martlnez[gq']estan desarrollando una estrategia para
segmentar el dominio. Todo ésto, implementado en un proceso
iterativo, y aplicado a cmlumnas de destilacitin con altos
reflujos v volatilidades.

b) En caso de resolverse un problema mads complicado desde el
punto de vista de modelaje y de ecuaciones resultantes, la
metodologla agqul presentada tiene un gran potencial de

aplicacidn. Por ejemplo, en wmodelos de procesos de separacidn
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que incluyan hidraulica de plato, Termodindmica, etc.

Para polimerizacion, sugerimos probar la metodologla con un
casqo mas real. Una caso tipico en la literatura es la
polimerizacidn del MMA gque alcanza longitudes de cadena
grande ((~10°) y presenta un marcado efecto gel. Esto ultima
hace que el problema sea de naturaleza no-lineal.

c) FPor ultimo, se sugiere estudiar la aplicacidn en sistémas
mixtas {(continuo-discrétos) y su extensidn a ecuaciones
integrales. Este tipo de ecuaciones se presentan en

Ingenierla al modelar procesos particulades (balances de

pablaciones).
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Apendice A

Regla de punto medio para sumas economicas

m
Sea {i:&?.;?lj...Fm% una secuencia definida para {Xi}i

i T =
X, Xg Xm N "
Tomemos N datos de f, definidos en para el conjunto gXbi}, :R%i§
= 3.-'

Y generemos un polinomio[iﬂ(X) que cumpla con la condicidn

Fﬁq(%j} =T (%3)

donde F(:) es la extensidn a funcidn real de f.

Rkﬂx7puede expresarse en forma de diferencias divididas caomo
N-1

)
e 0= T+ Z T T P [__T'(x—‘ss) (A.1)

5=1
Entonces RFAX) serd una aproximacién polinomial a la

secuencia ¥, de forma que

B FOXG) = R (X)) + Re (%) (A.2)
va que Ry WJ‘):O y j =1, 2, «... , N, existe un Yl', min‘ji(f\< mox 34-
tal que

NA)

) =

de forma que
-1 (N)
W)( )" N-1 Yl)

B
ademas [ﬁ.ﬂ;...'ﬂn] \N 1)|

por induccidn
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(n-1
RE TR U N S\ O
N

Asl obtenemobs una expresibdn para el residuo
M

o (X)) = F(NA\(W) ’Vr (;:, %i) (A.i)

Ni. '3:1

Ahaora deseamos evaluar la suma sohre la secuencia
¢

I
Sm = Ty 2 T (%g) (A.4)
:l

:l

]

pero de A 2 M

ZPN )+2,_R(XJF‘)

= =
= SN +Eg

donde E5 es el error de sumatoria

Para obtener la regla de punto medio, tamemos m naon vy

definamos un X*

X¥ o Xt Xm
2

Si ademas N = 1, entonces

.‘N
st (X) = () m,;fa:':x*‘

de forma que S, se expresa como
m

Sw=5 =) B
pero 4=
B4 = R (XY)
asl que
S =m R (X") (A.5)
que es la expresidn para la suma econdmica de punto medio. El

error de sumatoria E; para esta regla viene dado por
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E

— { , ‘
s= T (Yﬂ [ m (X-x¥) + mim-1)y
t 2
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Apendice B
Calculo de las raices de polinpmios ortogonales.
En este apendice se expone la estrategia de Newton-Horner
para localizar las raices de un polinomic ortogonal.
¢ Los ceros de un polinomio ortogonal de grado M tienen
las siguientes propiedades[#@]
i) 3Son reales y distintos
ii) Se encuentran localizadas en el interior del dominio
D : {(a,b).
En este esquema se va degradando el polinomio suprimiendo las
raices encontradas. El algoritmo es el siguiente
a) Comenzar a iterar con un Newton a partir de x? = a
XI = = g () /(X

hasta que

+ | K
HXIF - )(| H < é—
dondse es la tolerancia. p,(x) ¥ pL(x) son calculados como
en (4.7).

b) Una vez localizada la primera raiz, obtener el polinomio

degradado

G () = Pi(¥) /(x= %)

cuyas raices se encuentran en (x, ,b).

Para localizar el siguiente cero, se aplica de nuevo el

metodo de Newton comenzando a iterar en x,
K+l K K i w
Xg = Xg - GN-\ (Xa \)/GN'I (Xa)

que se puede expresar en terminos de pN(x) coma
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GN'l(XQF\}/GrL-I (X;) - PN (){;L
Pl T = R, 1 }
" &1 KXy Pa o)

c) Habiendo localizado xg,, seguir como en b) hasta encontrar’

las N raices distintas.

En general, la expresibn para el polinomio degradada es
)
- — - . _\
GN“}(X\’ = PN(X> / H ()("‘ X\)/; .
1=
vy &l esguema de Newton para la (j+1)ava ralz es

P (X;;)
! [ h
R (Xjﬂ) 1 - M TL(XK 2.0
P (X;*'\, L

kot

K
Xjﬂ = X}H -

N~
a2
x
-
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Apendice D
i) Cuadraturas Gaussianas para siecuencias.

El polinomio ortogonal pN(j) para j = 1, 2, .e.y M ¥y
una secuencia de ponderacidn W3 existe y es &nico[LH)].
También se puede demostrar que los ceros de dicho polinomio
son reales y distintos, y se localizan en el interior de EI,M]
En éste apéndice mostraremos gque una formula ?e cuadratura
usando estoa ceros tiene un grado 2N-1[2ﬁ].

Teoréma 1. Sea X, , «..s Xyy Ceros de un polinomio ortogonal

de grado N, pN(j) para [l,M] Y W

3 - Considere que los

coeficientes A, A,, ...y Ay sON encontrados tal gue

M N

ij‘cj = Z Ac F(Xx) + ELF] e
4= k=1

donde F(+*) es la extensidn a argumento continuo de fj, y E
es el error de cuadratura.

es exacta para toda secuencia *j cuya grafica (fj,j) es
trazada por una expresilin polinomial de grado N-1. Entonces
(C.1) serd exacta para toda secuencia polinomial de grado
2N-1.

Teoréma 2. La formula (D.1) tiene grado 2N-1.

Teoréma 3. Si una +drmula

M N i )
S Wiy = 5 AcF(x) + ELA] (02
3:; &=1

es exacta para toda secuencia polinomial de grado < 2N-1j

entonces los puntos {XK} deben ser ceros de un polinomio

ortogonal pN(j) para j =1, 2, ..., My W; satisfaciendo
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Las pruebas de estos teoremas pueden encontrarse en Struud[jQﬂ]
ii) Expresidn para los pesos de cuadratura A
Supongamos que la sumatoria I existe

a
J=1

i
i R

donde Wj>O 3 ij V4R o)
J=1

Deseamos calcular I mediante una fédrmula de cuadratura.
expresemos la secuencia f; como una combinacidn lineal de

polinomios de Lagrange (seccibn 3.2)
N

{{in T =) LGIF) (0.5)
L=

donde Y son ciertos puntos de interpolacidn

Sustituyendo D.S5 en D.4 e invirtiendo el orden de las

sumatn;ias M

1-3 kz L (YW ) F (1) (D. )
K=t }’—I

Comparando D.& con D.2 obtenemons la expresidn para los pesos

de cuadratura
M . |
AK=Z{K())WJ' (D.1)
1=

Tambien, por el Teoréma 3, el conjunto de puntos de

cuadratura wson raices de un polinomio ortogonal definido a

partir de la condicion D.3.
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