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2. INTRODUCCION 

Sistemas descritos por ecuaciones que involucran 

operadores en diferencias o sumatorio-en diferencias(SD1 

resultan cuando se modelan procesos de interes en 

Ingenieria. Por ejemplo, separaciones por etapas, cinPticaci 

de polimerizacibn, trenes de carga, problemas de control 

bptimo involucrando sistPmas discretos en tiempo, etc. 

En estos casas, los estados del sistema son representadas por 
t 

secuencias con un gran namero, finito b infinito, de 

elementos. Ademas, la naturaleza ordenada del vector 

secuencia sugiere la posibilidad de aproximar los estados de 

sistema en t&rminos de secuencias base de dimension reducida, 

que sean adecuadas y f k i l  de contruir. Desde el punto de 

vista de modelado, esto significa la posibilidad de tener un 

modelo con un reducido namera de ecuaciones. La utilidad de 

las metodologias de reducción tiene íu justificacion en 

situaciones donde el proceso e5 parte de un problema 

mayu~culo, tal como en unidades de simulacidn, síntesis de 

procesos, estimacion y control en linea, etc. En estos casos, 

la disponibilidad de modelos reducidos disminuye el esfuerzo 

de computo significativamente 0 hace manejable problemas, que 

en su forma original, pueden ser intratables. 

Oeneralmente, los problemas involucrando operadores SD 

han sido aproximados por operadores integro-diferenciales(1D) 

[I1a,3&j]. Entonces, la version continuif icada e5 tratada 

con tknicas de aproximación para funciones. Cuando el 

problema involucra secuencias infinitas, la aproximación 

continua lleva a ecuaciones definidas en dominios seminfinitos 
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Hulburt y Katz [ 61 
poblaciones de particulas los cuales conducen a ecuaciones 

definidas en damanios semi-infinitos. Estos autores 

sugirieron polinomios estandard de Laguerre como funcianes 

base para aproximar la distribucibn de particulas. 

Subramanian et ai.[?] L aproximaron la solución de ecuaciones 

integro-parcial-diferenciales resultantes de modelar 

poblaciones de cPlulas mediante la implementacibn del mPtodo 

de residuos ponderados(MWR1 en un dominio semi-infinito. Las 

funciones aproximantes fueron funciones estandard de 

Laguerre, y las funciones de ponderacion fueron escogidas con 

un esquema iterativo, Los autores reportan fallas en la 

aproximacibn cuando se implemento como puntos de colocacidn, 

los ceros de un polinomio estandard de Laguerre. Es 

pertinente hacer notar que el dominio de importancia de la5 

funciones aproximantes deberian coincidir con la región del 

dominio donde la funcibn a aproximar tiene mayor importancia, 

Una estrategia y resultados semejantes son reportados por 

Singh et a1.[82 , los cuales trabajaron en mod&lo~ de 
cristalizadores continuos. 

desarrollaron modelos para 

Zeman y Amundson(1, 21 trabajaron con ecuaciones SD que 

resultan de modelar reactores con cineticas de polimerizacidn 

por radicales libres. Debido al elevado nhmero de especie5 

quimicas involucradas en la polimerizacibn, la aproximacidn 

continua parece ser apropiada. Sin embargo, la metadologia 

debe ser aplicada con precaucirjn ya que puede inducir cambios 

en la naturaleza del problema. 

Tulig et al.[q-) resolvieron la version continuificada de la 
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polimerizacibn del MMA por medio de la tecnica de elemento 

finito(EF1. Saldivar et al.[/o:\\] agregaron la estrategia de 

malla adaptable a la tecnica de EF para resolver el mismo 

problema; estos investigadores obtuvieron mejorias en la 

a 

aproximacibn y en esfuerzo de cbmputo a los resultados 

reportados por Tulig et al.[*r!] . 
Los resultados disponibles en pt-oblemas de 

4 
polimet-izacibn muestran que las distribuciones de 

cadenas polimericas son curvas suaves y "bien comportadas". 

Por esta razbn, la aproximacibn global por polinomios parece 

ser una estrategia adecuada en este caso. 

Por otro lado, el modelado de procesos de separacidn por 

etApas(co1umnas de destilacibn, absorcion, etc.) conduce a 

operadores en diferencias sobre secuencias finitas. 

Inicialmente, este problema fue abordado con el mPtodo de 

continuif icacibn[y] ; sin embargo, pronto fue abandonado 

debido a problemas en la conservacibn de la naturaleza del 

proc&son2] . Joseph y colaboradores[la a ir] aplicaron la 
tetnica de colocacibn ortoqonal de JacobiLl51, desarrollada 

para aproximacibn de funciones, para atacar problemas de 

ecuaciones en diferencia. No obstante, el anterior grupo de 

trabajos conceptualiza el problema en terminos de 

aproximacibn de funciones. El siguiente paso fue tomado por 

Stewart et al.[ib) al desarrollar una metodolgia analogs a 

Jacobi para la aproximación de secuencias; el resultado es la 

tecnica de colocación de Hahn. En ambos casos, los polinomios 

de aproximacibn estan restringidos por un conjunto de dos 

parametros. Sin embargo, la eleccibn de tales parametros 
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involucra un proceso de prueba y error para cada problema 

especif ico. Recientemente, Martinez[/q] , desarrol ld un 
algoritmo para la aproximacibn de perfiles de concentracidn 

en columnas de destilacibn. Los resultados obtenidos superan 

los reportados por Stewart et ai.[[dJ 

La esencia de este trabajo consiste en abordar el 

problema de aproximacibn de modelos en diferencias en su 

estructura original, y desar&ollar estrateqias de solucibn 

en una forma mas sistematicd. La aplicacihn es restringida a 

secuencias solucibn cuyas graficas es trazada por una funcidn 

continua susceptible de aproximacihn global por polinomios. 

La idea central es tomar ventaja de la f k i l  implementacidn 

de la tecnica de colocacihn y desarrollar critPrios para la 

contruccibn de secuencias de aproximacibn adecuadas a cada 

problema particular. Para realizar Psto, la thcnica de 

colocacibn es planteada como un problema generalizado de 

minimos cuadrados en un espacio de secuencias. Esta 

conceptualizacihn muestra el papel que juega el peso asignado 

a la aproximacibn de la solución en el dominio del operador 

SD[ 181, tambien como su manifestacihn en un problema equivalente 
de minimos cuadrados ponderados para el residuo en el rango 

del operador. Enseguida Psta estructura e5 usada para sugerir 

secuencias de funciones de aproximacibn. El resultado es una 

metodologia, quizas iteratnva, para resolver ecuaciones SD. 

Considerando las secuencias de aproximacihn, no existen 

restriccibnes para las secuencias de ponderacibn que la5 

definen. Dentro de esta perspectiva, la estrategia de 

polinomios de Hahn se establece como un caso particular. 
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desde un punto de vista de esfuerzo computacional, y tomando 

como refencia la estrategia de Hahn, el trabajo numPrico 

adicional invertido en extender la clase de funciones de 

aproximacibn es modesto. 

En el capitulo I1 haremos una revisibn de los resultados 

reportados en la literatura para la aproximacibn de modPlos 

en diferencias en Inqenieria Quimica. 
t 

En el capitulo I11 se presenta el planteamiento del 

problema de aproximacibn de secuencias en un contexto de 

minimos cuadrados ponderados, tanto en el dominio como en el 

rango del operador. Para el caso lineal, se establece la 

equivalencia entre tales problemas. 

La implementacibn numarica y las herramientas 

algoritmicas que sirven de apoyo al desarrollo del trabajo 

son discutidas en el capitulo IV. 

En el capitulo V 5e ilustra la metodologia con 

problemas lineales y no lineales tomados de procesos de 

separacibn por etapas y reactores de polimerizacibn, ambos en 

estado estacionario. Mientras tanto, en el capitulo VI se 

extiende la estrategia de solucibn a casos dinamicos. 

Por ultimo, en el capitulo VI1 se hace una discucidn 

general y se establece un conjunto de conclusiones globales 

derivadas del trabajo presentado. TambiPn 5e presenta un 

grupo de recomendaciones para trabajos a futuro. 
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2. APROXIMACION DE MODELOS EN DIFERENCIAS. EL ESTADO DEL ARTE 

En este capitulo haremos una revisibn de 105 principales 

resultados obtenidos hasta ahora, y reportados en la 

literatura sobre la aproximacibn de modelos en diferencias. 

El objetivo aqul, es tener elementos para llegar a establecer 

una constrastacibn entre la5 metoaoiogia- U L ~ A A L ~ ~ U ~ B  hasta 

ahora y las sugeridas en este trabajo. 

2.1 Sistemas de separacihn por etapas 
I 

L o s  separadores por etapas son operaciones ampliamente 

utilizados en en la Industria, cuyo fin principal es 

purificar alguna corriente. Los principales procksos de 

separacibn son absorbedores y fraccionadores. El modelado de 

estas operaciones involucra, en 5u forma mas general, 

sistemas de ecuaciones diferenciales-en diferencias que en la 

mayoria de los casos son de naturaleza no lineal. La 

resolucibn de este sistema de ecuaciones para el caso de 

sistemas multicomponentes, involucra un gran námero de ellas 

io que exige un gran esfuerzo de cbmputo. Visto asi, es 

justificable el intento de desarrollar tecnicas alternativas 

que conduzcan a una descripcibn aceptable del sistema. Entre 

estas alternativas, los modelos cortos y reducidos han tomado 

un gran auge en los ultimos años. 

En esta seccibn haremos una breve descripcibn de los 

metodos reducidos y cortos n i A s  conocidos que se han utilizado 

como alternativa a los modelos estrictos. MartínezLI32 hace 

una descripcibn ma5 detallada de estos procedimientos de 

reduccibn. 

2.1.1 Métodos de continuificacidn 
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1 

Este metodo originalmente estudiado por Zeman et al, 

en sistemas de polimerizacihn, fuP extendido por Rosenbrock 

et al.[Ji] y Gould[3] a columnas de destilacibn. Aqui, el 

modelo original en diferencias es aproximado mediante un 

desarrollo en series de Taylor truncado a cierto orden, a un 

modelo en derivadas parciales. Sin embargo, estos autores no 

pro~,iguieron hacia la solucibn del modelo. Wong et al. (4 
y Cho et al.L12] 

< aproximaron modelos de columnas de 

destilacion y absorbedores mediante esta tecnica, para luego 

resolver las ecuaciones resultantes mediante tecnicas de 

colocacion para funciones 

Martinez[l3] hace un anhlisis critico acerca de las 

ventajas y desventajas de esta tecnica. Entre la5 ventajas 

podemos mencionar 

i l  El modelo continuo exhibe las formas en que se propagan y 

se disipan las perturbaciones en la columna 

i i )  C o m o  las condiciones a la frontera esthn definidas 

puntualmente, la dinhica del sistema recae unicamente en el 

interior de la columna 

La5 desventajas de este método son 

i )  La escuacibn en derivadas parciales que resulta, es 

altamente no lineal. Las no linealidades aparecen no solo en 

la relacibn de equilibrio, sino tambien en la5 derivadas. 

i i )  El modelo continuificado presenta problemas de 

conservacien de la masa. 

2.1.2 El metodo de aqreqacibn. 

Originalmente propuesto por Dahlquist[Ao] en columnas 

de destilacibn binaria, y posteriormente desarrollado por 



Benallou et al.Bl]. En este procedimiento se intenta que en 

el procedimiento de reduccihn, los parametros no pierdan su 

significado fisico. 

Esencialmente, el metodo consiste en agrupar conjunto de 

etapas formando modulos, Los diferentes modulos se conectan 

por medio de flujos de liquido Y vapor, de tal forma que el 

flujo de vapor que sale del modulo es el mismo que deja su 

etapa superior. La dinarnica de un modulo se asocia con la de 

una etapa, denominada "etapa sensitiva" [ a  11 . El liquido 

I 

acumulado en cada modulo es la suma de los acumulados en las 

etapas que lo conforman. 

La ventaja de este método e5 que puede llegar a ser 

eficiente numericamente. Sin embargo, el modelo reducido 

funciona para la parte dinamica y como auxiliar necesita 

calcular con el modelo completo las relaciones entrada - 

salida de los modulos a partir de las ecuaciones algebraicas. 

La desventaja m & s  seria e5 que adolece de criterios 

sistematicos para la eleccibn de 105 modulos y etapas 

sensitivas. Stewart[j61 menciona que otra desventaja es que 

no puede ser implementado para sistemas multicomponentes y 

para Termodinamicas arbitrarias. 

2.1.3 Reduccibn de discreto a discreto 

En esta tknica, el objetivo es pasar de un modelo 

discreto a otro tambien discreto. Propuesto por Stewart 

consiste en utilizar la version analoga de la tecnica de 

colocacion ortoqonal con polinomios definidos con productos 

internos discretos. El resultado es la tPcnica de colocacion 

de Hahn. Este metodo tiene ventajas sobre los anteriores. Es 
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sencillo de implementar, preserva la estructura de etapas del 

sistema, el utilizar polinomios discretos permite calcular la 

malla de colocacion, de manera natural, en un dominio 

discreto. Sin embargo, tiene la desventaja de que la 

localizacibn de las yaices depende de un grupo de parametros 

cuya. determinacion se efectua mediante prueba y error. 

Cho et al. [ i 3 j i 4 ]  presentan un desarrollo muy semejante 
I 

al de Stewart et al.fId] . Sin embargo ellos utilizan como 
estrategia de colocacion, polinomios ortogonales de Jacobi, 

que constituyen una herramienta de la aproximacibn de 

funciones. Aunque para algunos casos obtienen buenos 

resultados, se comete un error de conceptualitacion, ya que 

el problema original es la aproximacibn de una secuencia. 

Aqui tambien, la localizacibn de la malla es funci&n de un 

conjunto de parametros evaluados a prueba y error. 

~rivastava et ai .[~-J.”J comparan la aproximacidn en 

absorbedores, entre los polinomios de Hahn y de Jacobi, 

encontrando que los primeros son mejores. En este trabajo 

hacen un intento de seleccionar los parametros de ponderación 

1 en forma sistematica. Sin embargo, soslo funciona ‘%P 
para el caso particular de absorbedores, sin poder extenderse 

a otros casos. 

Martinez[l3] e5 el primero que plantea la reduccion 

como un problema de minimos cuadrados. Trabajando en columnas 

de destilacibn, prueba que polinomios ortogonales definidos a 

partir de secuencias de ponderación ontenidas a partir del 

sistema a aproximar (derivadas, radios de curvatura, etc.1 

conducen a mejores resultados que los obtenidos con 
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polinomios de Hahn. Ademas, construyb un algoritmo automatico 

que itera sobre el numero de nodos, hasta encontar la mejor 

malla de colocacion. Hay que mencionar que este autor no 

establece relacion alguna entre el e r r o r  en la aproximacibn y 

el residuo en el operador. 

2.2 Sistemas de polimerizaciort 

Las UrvcI=,a= c&cnicas de polimerizacibn son dificiles de 

clasificar. Platzer[23] sugiere una clasificación dependiendo 

de como el monomero es distribuido en el medio de 

polimerizacion. Bajo este criterio se distinguen tres grupos 

principales: en masa, en emulsibn, en suspensibn. Tambien las 

polimerizaciones pueden s6r' homogeneas y heterogeneas. Otro 

nivel de clasificacibn e5 de acuerdo al tipo de reactor. Por 

ejemplo, e1 rector por lotes es uno donde todos los 

ingredientes son cargados al principio de la reaccibn, y Psta 

procede sobre un periodo de tiempo. Este mismo reactor puede 

ser operado como uno de semi-lotes al adicionar el monomero y 

el iniciador en el curso de la reaccion. Reactores continuos, 

tal como uno de tanque agitado o uno tubular, pueden ser 

utilizados para polimerizacibn. 

El modelado de estos sistemas de polimerizacion, 

teoricamente conduce a un c:onjurito infinito de ect aciones 

que, dependiendo del proceso y del tipo de reactor, pueden 

ser en diferencias o diferencialr5 en tiempo y en diferencia5 

en espacio. 

La naturaleza de las veacciones de pol imerizacion 

requiere el uso de tecnicas matematicas especiales para 

resolver el conjunto infinito de ecuaciones diferenciales en 



diferencias el cual describe la distribucibn de cadenas y 

pesos moiecuiares. Shinar y Katz[24] y ~ay[25] 

revision mas o menos profunda de estos metodos. Aqui solo 

hacen una 

daremos una breve descripcibn. 

Para ilustrar estos metodos, seguiremos el desarrollo de 

Ray[25] 

radicales libres con iniciacidn rápida. 

, y consideraremos un mecanismo muy simple de 

donde P representa el polimero y el monomero. Haciendo el 

balance de materia para un reactor por lotes y aplicando un 

cambio de variable sobre el tiempo del tipo 
I 

nos conduce al sistema de ecuaciones 

Ahora procedamos a d i ~ c u t i r  las tecnicas para la solucion de 

este problema. 

2.2.1 Integracion numerica 
1 Una aproximaci&n obvia al problema es la integracidn del 

conjunto (2.1)-(2.2) para obtener P ( t ) , N  . Existe un número de 
aplicaciones con esta opcion en una amplia variedad de 

sistemas de polimerizacion. Sin embarqo solo es aplicable a 

sistemas en los cuales la longitud de cadena, j, no es muy 

grande (j<lOO). En otra forma, su aplicacibn puede ser 

numericamente intratable. 
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2.2.2 Funciones generadoras. Transformada 2 

Una alternativa muy usada en polimerizacian y que puede 

ser utilizada para obtener la distribucibn de pesos 

moleculares (MWR) es la tecnica de funciones generadoras. 

Consideremos el sistema ( 2 . 1 ) - ( 2 . 2 ) .  La funcion 

generadora para este sistema esta definida como 
co 

n=l 
Las ecuaciones para G(5 , f )  en el reactor por lotes para el 

sistema pueden 5er obtenidas al multiplicar cada ecuacidn por 

5K y sumada sobre K 

cuya c;olucibn en series de potencia en conduce a 

comparada con (2.3) uclo obtiene 

Si se sustituye s =  ‘/i! 
es una de transformada Z .  

en (2.3) y (2 .41 ,  entonces el metodo 

Aunque aqui 5e obtiene una expresion paraPi(T’), este 

metodo tiene la desventaja de que solo es aplicable a 

esquemas sencillos de polimeritacion, o en aquello5 en los 

que se pueden hacer simplificaciones mas o menos importantes. 

A d e m a s  no es aplicable en situaciones no lineales, como en 

aquellos en los que la cinetica es funcion de la ls>ngitud de 

1 2  



cadena (efecto gel 1 .  

2.2.3 Aproximacion con variable continuificada 

En esta tecnica, introducida por Zeman y Amundson 

es ampliamente utilizada en simulacibn de sistemas de 

polimerizacibn. Aunque sera discutida mas adelante, 

introduciremos algunos conceptos 

Si la longitud de cadena media es grande, entonces es 

posible aproximar las ecuaciones diferenciales-en diferencias 

a una ecuacibn diferencial parcial en la variable continua j, 

al desarrollar PI-, d p ( a - i ) e n  series de Taylor alrededoe de pa 

Entonces, si se trunca a segundo orden, (2.1) y ( 2 . 2 )  

conducen a 
1 

I ; r n . P ( i , t )  = 0 
d * @ )  3 

Enseguida, 12.5) puede 5er resuelta con una tecnica estandard 

para funciones, ya sea analitica o numgricamente. La 

desventaja de este metodo es que puede inducir fenomenos 

artificiales en el sistema, tal como que se deba requerir 

condiciones frontera adicionales que pueden s e r  no facile5 de 

e5 t ab 1 ecei-. . Y 

Muchos sistemas han sido tratados por esta tecnica 

y se ha encontrado que la la exactitud de la aproximacibn es 

dependiente del numero de terminos retenidos en el desarrollo 

de Taylor y de la longitud de cadena media. 

2.2.4 Metodo de los momentos 
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Esta tecnica ha sido ampliamente utilizada para abordar 

problemas de balances poblaeionales. Aquí, la distribucidn de 

cadenas de polimeros y la MWR son caracterizados por sus 

primeros momentos 3 , ~  definidos como 
a3 

$=I  

Los primeros momentos ( k  = O, 1, 2 )  tienen significado 

fisico, lo que ayuda en el modelado del sistema de 

polimerizacion. Por ejemplo ho es la concentracibn total de 

polimero, y A, es el numero total de unidades de monomera 

en el polimero. Tambien, la longitud de cadena promedio J 5e 

puede obtener a partir de estos 

Una medida de importancia en la caracterizacibn del producto 

es la polidispersividad, que tambien puede ser obtenida 

para generar los momentos de la distribucion 
IC 

directamente 

Í. u 
Para una discucion mas completa de este metodo 5e pude 

consultar a Rayla53 . 
El metodo es relativamente facil de implementar. Sin 

embargo, como en el metodo de la funcion generadora, tiene la 

desventaja de ser solo aplicable a sistemas sencillos. Para 

sistemas en los cuales fenomenos no-lineales, tal como el 

I 

b 
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efecto gel, hacen que el la MUR tenga ma5 riqueza 

estructural, la aplicacibn de esta tecnica produce la perdida 

de informacibn importante, e incluso, su implementacibn puede 

ser dificil. 

2.3 Sumario 

En este capitulo revisamos los diferentes procedimientos 

de aproximacion y reduccion de modelos en diferencias 

resultantes en Ing. Qulmica, que se han propuesto hasta 

ahora. Ademas se han expuesto sus principales ventajas y 

desventajas. 

En comparacibn a lo anterior, el objetivo principal de 

este trabajo es desarrollar estrategias de colocacion mas 

sistematicas y fundamentadas que las reportadas en la 

literatura, que funcionen para secuencias finitas e infitas 

susceptibles de aproximacion global por polinomios; asl como 

tambien para situaciones estaticas y dinamicas. 



3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE APROXIMACION 

En esta seccibn trataremos el problema de aproximar una 

secuencia en un espacio de dimensibn M en terminos de una 

representacibn en un subespacio de dimensibn menor N, N<M. El 

objetivo es dual. Primero, establecer la coneccibn entre el 

problema de minimos cuadrados ponderados y la tknica de 

interpolacibn de Lagrange. Segundo, preparar el esquema para 

el problema de aproximar secuencias que son solucibn de 

ecuaciones sumatorio-en diferencias(SDi. Algunos de los 

conceptos son ya conocidos y aplicados en la aproximacidn de 

funciónes por la tiocnica de colocacibn[~~] , Pstos son sdlo 
extendidos al caso de secuencias. Conceptos tales como 

ecuaciones normales relacionados al metodo de colocacifin, asi 

como tambien el analisis de error son tratados. 

En el desarrollo nos concretamos a establecer y comentar 

lo5 conceptos y resultados principales. Para mayores detalles 

puede, consultarse la referencia [Is], 
3.1 Aproximacibn de secuenEias 

Planteemos el problema. Considerar una secuencia dada 

con M elementos \ui}:, , y una base de secuencias de 
dimensibn N, [ b i ]  . Supongamos una representacion de u en 
terminos de la base 

r\r 

ya que N<M, un e r r o r  es introducido 

e = ;J - LIO 

I 
4 ,  j ,- 

;y., I I 

( 3 .3  j 

Ahora, la bondad de la aproximacion es medida de la forma 

sigui ente 
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M 

4 :\ 

donde la secuencia de ponderacibn '4' debe de cumplir con 

las condiciones de ser positiva y de cuadrado sumable 
d 

4 5 1  

La secuencia \A/ permite asignar una importancia relativa a 

los elementos de la secuencia de e r r o r .  Siguiendo la tknica 

de mlnimos cuadrados, el problgma es 

J 5.a. ( 3 . 1 )  1 ( 3 9 2 )  

3.1.1 Proyeccibn en un subespacio 

Definamos un espacio vectorial de trabajo. Sea H un 

espacio de Hilbert de dimensibn M cuyos elementos son 

secuencias reales de cuadrado sumable 

H es equipado con el siguiente producto interno, donde la 

norma es heredada a partir de este 
M 

j=t 
Para satisfacer la continuidad del producto interno w está 

tambien en H. Si M es finito, H es un espacio real 
1 

euclidiano. Cuando M =U3 H es el conocido espacio de 

secuencias {,(i,oD). E5 bien sabido[26]que H es completo, Psto 

significa que toda secuencia fundamental en H converge a un 

limite en H. TambiCn, H es separable. En tPrminos de 

aproximacibn, &to imp1ic:a que cualquir secuencia u E H  puede 

1 7  



los coeficientes c '  en (3.11. De ahi, la condicidn de 

ortogonalidad toma la forma 
d 

13 {U-U', b i >  = O  3 \ = I , .  * . I  

La sustitucibn de (3.1) en la condicibn anterior conduce al 

conjunto de ecuaciones lineales 

(3.3 ) 

Este conjunto es conocido en la literatura como ecuaciones 

normales (277.  Y a  que [b;] es un conjunto independiente, el 

determinante de A es diferente de cero, y la 501UCibn a (3.8) 

existe y es hnica 

El error de proyeccibn viene dado por 

Es bien conocido[23] que si existe error en el cLlculo de 

los elementos de A y h,  este 5e propagara a los valores del 

vector c en (3.8). Consideremos & h  como el error cometido 

al calcular h. El e r r o r  inducido en el vector de coeficientes 

c esta acotado por la desigualdad 
I 

donde FA 
la norma usual en un espacio euclidiano. Ahora denotemos por 

u* el valor de u" obtenido de las ecuaciones normales 

e5 el nhmero de condicibn de la matriz A y \ \ ' l \ ~  e5 
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perturbadas. El error en uo es dado por 

4 = I  

Esta relacibn muestra que u" - u'esta en S i  de ahi que al 

error global es dado por 

I( u -  U*P = l l  u - l lol la + 11 UD- U ' V  (3.14 

Esta desigualdad muestra que ( i )  El error de proyeccidn 

depende de la naturaleza y dimension del espacio aproximante. 

esto significa que diferentes bases generando el mismo 

subespacio conducen al mismo error de proyección. esto puede 

ser tomado como el llmite ubtenible cuando se resuelve 

exactamente las ecuaciones normales. ( i i i  El segundo error 

t IuO-~v l~  depende de la configuracibn de la matriz A y de los 

vectores c y d .  En o t r a s  palabras, depende de la selección 

particular de la base. í i i i )  Aunque el uso de grandes 

dimensiones para S conduce a una reduccibn del error de 

proyeccicin (3.13), el uso de bases arbitrarias tiene un 

efecto negativa en la norma del error global. es bien 
9 

 conocido[^^] que base5 arbitrarias conducen a valores grandes 
de rfi y de IlcilN . 

Al desarrollar (3.13) y combinandolo con (3.111, ademas 

haciendo uso de la desigualdad de Schwart, se obtiene una 

expresibn para el e r r o r  debido a la perturbacidn d h  

2 0  



3.1.3 Construccibn de bases ortoqonales 

En esta subsecci&n introduciremos una versi&n aproximada 

de las ecuaciones normales (3.8). De acuerdo al anhlisis de 

error previo, debemos construir una base tal que la cota de 

la norma del error (3.15) sea lo mas pequeña posible. 

Primera, el uso de una base ortonormal conduciría a una matriz 

diagonal A en (3.8) con un n&mero de condicihn igual a uno. 

Segundo, es sabido[aB] que bases ortogonales producen 

coeficientes de expansion pequeños; esto es, a pequeños 

valores de \\6c(\,en (3.8). 

En principio, comenzando con una base arbitraria, 5ea 

bi = t g j  , es posible construir una ortoqonal por medio de 
un procedimiento de Gram-Cchmidt[a? 1. E l  procedimiento 

garantiza que es hnica, excepto por factores constantes. Sin 

embargo, en la mayoria de los casos resulta impractica la 

aplicacibn de este metodo. La idea es planear una relacidn 

funcional que aplique las entradas de nhmeros cardinales en 

los valores de entrada de las secuencias base. Realizemos 

&te procedimiento por medio de funciones polinomiales 
t 

La independencia del conjunto [Po 
independencia de la base [ b  
base construida es ortogonal, esta debe satisfacer 

asegura la 

bN] generada. S i  la 
I ) =  ? ' 3  
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t<= I 

Esta formulacibn nos lleva a una fmilia de polinomios 

or  togonales 

Una forma alternativa es generar la base de secuencias 

en termino de polinomios de Lagrange. De acuerdo a (3.1) y a 

(3.161, las entradas de la secuencia u puden ser 

representadas como 

a = \  
E5 importante puntualizar que hay una diferencia 

conceptual entre utL y U(i). Mientras U(i) es una 

correspondencia entre números reales, u es la imagen del 

argumento i. U(i) e i pueden ser cualquier nhmero real; sin 

embargo, las salidas estan definidas solo para i entero. U(i) 

es un polinomio de grado N-1, con lo que puede ser escrito 

como 'una forma de Lagrange 
N 

(3.14) 

F ' ,  7 La representacibn e5 ünica. ' e5 el conjunto de 105 puntos 

de interpolacibn. Cuando el conjuntoc c r ~ ]  es escogido en forma 
arbitraria, es posible aproximar exactamente una secuencia 

polinomial u' de qrado menor o igual a n-1. Si los puntos de 

interpolacibn son escogidos como la5 raices de un polinomio 
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ortogonal de grado N (en el sentido de 13-71) ,  el conjunto de 

polinomios de Lagrange es ortogonal 
rJ\ 

k=i 

De ahi que una representacibn para u' es 

¿ = I  

i donde { es ahora la5 secuencias base que genera S. Las 

entradas de cada secuencia estan definidas por 

y los coeficientes de expansibn son 

9 un Ahora, para completar el analisis de error 

criterio de error es presentado. Supongamos que para una 

secuencia dada u€", y un 670, existe una funcihn continua 

F(i)€ La[l, M I  tal que 

(3.2 7 )  

Entonces, F(i) e5 aproximada en t&rminos de una fbrmula de 

Lagranqe 
r.? 

<- 

4 :: I 

El error de aproximacidn e5 acotado por la siguiente 

des i qualdad 
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Combinando (3.22) y (3.20) 

(3.221 

donde 6 mide el grado de dificultad para pasar una funcidn 

continua a trave2 de la grhfica (u;, i). La desigualdad 

manifiesta que el error de aproximacibn depende tambien de la 

selección de los puntos de interpolacihn y de la la “no 

suavidad. de la funcibn continua F(i) que traza la qrafica 

(u;, i l .  

3.1.4 El mbtodo de colocacidn 

En esta subseccibn, una fbrmula de cuadratura gaussiana 

para sumas es utilizada para obtener una versibn aproximada 

de las ecuaciones normales. En esta parte el analisis de 

error[aa] es utilizado para disminuir la propagacibn de 

error. El procedimiento conduce al metodo de colocacidn. 

Suponga que la base ortogonal de dimensión N que genera 

S es construida utilizando (3.16). Si las suma5 involucradas 

en la relacibn de ortogonalidad (3.7) son aproximadas por una 

fbrmula de cuadratura de tamaño N, 5e obtiene 
IJ 
.-c“ 

donde 0.; son los pesos de cuadratura, y ,xh son los errores 

de cuadratura. En este caso la fbrmula aproxima exactamente 

sumas con s u m a n d o s ,  (uL. - u°K )bcK 

9 

aproximables por un 

4 

1 

I 

I 
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polinomio de grado menor o igual a N - 1. Sustituyendo (3.1) 
en la anterior ecuacibn resulta una versibn aproximada de las 

ecuacioner normales (3.8). En e5te cabo 

El e r r o r  116hl/,,, en (3.12) puede ser reducido 

significativamente si 105 puntos de cuadratura son escogidos 

como raices de pdJi). En tal situacibn, la fibmula es exacta 

para sumandos generados por polinomios de grado menor o igual 

a 2N - 1. Sin embargo, exi5te un detalle: la secuencia u esta 

solamente definida para argumentos enteros. A s í  que 

introduciremos una aproximacibn adicional. Sea U ( r K  1 algun 

valor estimado de la secuencia en tbrminos de los elementos 

ui i 

si consideramos que u puede ser aproximado por un polinomio 

de grado N - 1, obtenemos 

esto introduce un pequeño error. Finalmente, 

[bi]  e5 ortoqonai y podemos resolver para el vector de 

coeficientes 

El er ror  pot-. la aproximacibn es acotado por (3.12) 
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y el e r r o r  (3.15) viene acotado por 

Ahora tomemos el valor calculado de io5 coeficientes (3 .24)  y 

escribamoslo como sigue 
rJ 

K= I 
Ahora aproximemos con una +ormula gaussiana 

Comparando la primera y la altima expresibn obtenemos 
iJ 

) ( = I  

Esta representacibn corresponde a la versihn para secuencias 

del metodo de colocacibn ortogonal. En terminos de la 

notacibn introducida en (3.191, la condicitin de colocacidn es 
I 

E (ri) = L( W . )  - U’ ( G )  K = l J  c - J  rs (3s a l )  

donde E ( * )  es una aproximacibn de la secuencia de error ( 3 . 4 )  

para evaluar su valor en los puntos de colocación. 

Reciprocamente, comenzando desde la condicibn (3.17) 5e 

obtienen los mismos coeficientes de expansi6n como en ( 3 . 2 4 ) .  
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Si 58 usa como base or-togonal la secuencia generada por 

polinomios de Lagrange, obtenemos lac; siguientes ecuaciones 

normales 

de ahi que los coeficientes de expansibn (3.21) son 

El error  inducido en ésto5 coeficientes esta acotado por 

(3.12). 
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3.2 Aproximación de secuencias en operadores 

En la anterior seccibn el problema de aproximar una 

secuencia dada fue tratado. Es clara la importancia de la 

secuencia de pondaracibn en la estrategia de aproximacidn. 

Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones la secuencia 

a 5er aproximada no esta dada explicitamente; en lugar de 

esto, resulta como una variable dependiente satisfaciendo una 

ecuacibn sumatorio-en diferencias. En esta seccidn 

establecemos la relacion entre el problema de aproximacidn de 

la secuencia de residuo y el problema de aproximacih de la 

secuencia solucibn. El desarrollo es hecho principalmente 

para operadores lineales. En ambas formas, provee un esquema 

para entender y resolver el caso no-lineal, y tambien sugiere 

estrategias para tratar los caso5 no-lineales. 

3.2.1 Los problemas del e r r o r  y del residuo, y su 

equival Eric ia 

Considere la siguiente ecuacibn 

i 
( 3 . 3 0 )  

donde L es un operador lineal sumatorio en diferencias 

definido sobre el dominio D,€ H. El operador produce salidas 

en el rango RL€ H. Si L es uno a uno, acotado poe debajo, y 

si f esti3 en el complemento brtogonal del operador. adjunto L,  

entonces, existe uca s o l u c i b n  dnica a (3.30). Supongamos que 

&Sta ~,olucibn, u, est& dada; de ahi el problema de 

aproximacibn es 
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y la solucibn a este problPma esta caracterizado por la 

cond i c i bn 

Ya que u no e5 conocido, el problema debe ser planteado en 

terminos de la ecuacibn del. residuo. Este residuo es generado 

despues da sustituir un vector aproximante Ü E S,, esto es, 

! 

€ = f -  L ü  
En Pste caso el problema de aproximacidn es 

El siSuiente teorema caracteriza la relacion entre el 

problema en el e r r o r  y el residuo (prueba en Alvarer et al.) 

TeorPma: Sea y a  en (2.32) y (2.311 respectivamente, 

dos operadores positivos autoadjuntosi entonces 
- 

i )  (3.31) y (3.32) tienen la mis:na soluci&n, esto es, u"= u, 
c -- I 

si y 'solo si L w 11' . f.- es el adjunto d e L  . 
i i )  Sea [ b;l una base que genera a S rqi] a SA.  Entonces uoE. s 

O 3  - 
S y - f e  SF, pueden ser representados como sigue 

rJ 

A 

donde fi denota los elementos base rec iproca .  

Habiendo probado que AL. y W estan relacionados como en ( i ) ,  

ci = di si y salo si 
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La norma del error de proyeccibn y computacibn estan 

caracterizadas por el siguiente corolario 

f o =  Luo. u" y f* denotan los valores calculados de uo y f o  

despues de resolver la5 ecuaciones normales. Si (3.30) y 

(3.31) son equivalentes, entonces 

(3.36) 

i i i )  [ b;] es W-ortogonai si y solo si E ~ L ]  es 

A- -0rtogonai 
Los anteriores resultados muestran que es posible 

plantear el problema d e l  error en el rango. El corolario 

anterior establ'ece que la. norma del error en el residuo 

esta conectada con la norma der error de la soiucibn. 

3.2.2 El pi-oblema planteado en el residuo 

La anterior subseccibn mostrb el procedimiento para 

establecer el problema equivalente de mínimos cuadrados en e1 

residuo. El desarrollo implica la disponibilidad de dos 

basas, una para generar. el dominio y otra para el rango. 
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Q Y f ) n 5  
Ahora, la base en el rango es utilizada para generar el 

subespacio aproximante, tanto en el dominio como en el rango 

Considere el problema 

( 3 . 3 8 )  
{ = 1  

Si las secuencias base,t%i.] , es generada por medio de una 

formula como en (3.19) , (41; 3 tambien generara el subespacio 

aproximante en el dominio; entonces, el mismo error de 

proyeccibn e5 obtenido. 

Ahora, investiguemos desde el punto de vista de la 

aproximacibn a las ecuaciones normales, el efecto de tener 

sblo una base. La condicion necesaria y suficiente para 

caracterizar la solucibn de (3.37) esta dada por (3.61 

< E , R $ ; ) = O  (3 .34)  
La representacibn de f en S e5 

i c - 
t.l 

y- -. 

t 
i=í . 

La norma del e r r o r  induzido en los coeficientes de expansion 

por aproxirnacibn en las ecuaciones normales (3.8) esta 

acatado por la desigualdad (3.11) 
1 
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La substitucibn de (3.38) conduce al sistema de ecuaciones 

1 ineales 

En este caso, el e r r o r  inducido en el vector de coeficientes 

est& acotado por 

donde $’6 

LOS errores Le:; 
desigualdad 

:¡ G t l H  / !I 6-’ 11 N 

estan relacionados a los er rores  jc, por la 

Esta relacion permite relacionar la desigualdad (3.42) y 

(3 .40 )  para obtener 

En resumen, cundo solamente la base del rango es 

utilizada, se obtiene el mismo e r r o r  de proyeccibn. Sin 

embargo, un precio es pagado en el error por usar una versibn 

aproximada de las ecuacianes normales. E s t o  puede v e r s e  en la 

desigualdad (3.43)? el e r r o r  en el vector de coeficientes, 

es mas grande. La m a t r i z  G Et-¡ (3.41) no es diagonal. Con 

Psta, zxiste un efecto negativo en la norma del error  global, 

I 

) . 1’ , obtenible con esta aproximacidn. 

3.2.3 Restricciones de f r o n t e r a  

Cuando la secuencia a aproximar satisface restricciones 

en las fronteras, el metodo de colocacibn interior e5 usado. 



0 

Esto e5, la5 condiciones frontera son satisfechas exactamente 

y, la secuencia e5 aproximada en el interior del dominio. i 
I 

Como en ia aproximacibn de funsioner[\a] , la esencia del 
mbtodo se conserva en la misma forma. Los puntos de 

colocacibn interior NI son obtenidos como se indicb en la 

seccibn 3.2.2 y, los puntos frontera N son incluidos en el 

esquema de interpolacibn. De a h i  que la colocación interior 

nos conduce NI ecuaciones, y las condiciones frontera a N 

ecuaciones. Ya que la5 fronteras no coinciden con las 

abscisas de cuadratura gausisiana, la capa.cidad de 

aproximacibn es disminuida ligeramente. La cuadratura sera 

solamente exacta para sumatorias con una representacibn 

polinomial hasta un grado de 2 N I  - 1 + Ng . Ademhs, la base 
generada con los polinomias interpolantes de Laqranqe (3.191 

retiene, en cierta extensibn, propiedades de la base 

ortogonal. Por ejemplo, Ins coeficientes de expansion (3.24) 

pueden ser tambien obtenidos a partir de un sistema diagonal. 

3.3.4 Solución en el residuo 

En general, el problema en el residuo involucra un 

producto interior de la forma 
M 

La secuei;cia doble [)>;; ee calculada en t&rminms de las 

dobles secuencias doble E'i* r;i  ' y 

kernel de  suma^ paralelas a las funciones de Green para la 

representacion sumatorial de C' y 1'' , respectivamente. Si 

6 - r -  - 3 j i l j  , que son secuencias 

de respuesta a errarea en el sistema y 5u adjunto a una 
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entrada unitaria en el residuo ( 

respectivamente, los pesos en el residuo pueden ser escritos 

= 1 E d  = 0 ~ ( # J  ) 

El uso de bases ortogonales, como las desarrolladas en 

la seccibn 3.2, el producto interno en el residuo solo 

involucra una sumatoria. Y a  q u e f i  

utoadjunto, positivo definido, tomemos corno una aproximacidn 

la traza del operador para definir el producto interno. El 

es un operador 

problema (3.37) se puede escribir como 

M 

1 'I 
Ahora, las  ecuaciones son satisfechas en las raices de un 

polinomio D-ortoqonal. Sin embargo, hemos considerado que 105 

pesos del error  en el dominio, w ,  han 5ido dados. Aqui, la 

cota del error local obtenida a partir de analisis de 

interpolacibn puede ser aplicada. Como se menciono, W podria 

estar dada en terminos del valor de cierta derivada de una 

fuiicibn continua, aproximacibn a u. 

5.3 Sumario 

Como conclu5ibn, 105 dec;art~oIlos en &te capitulo han 

mostrado la coneccibn entre la aproximacibn de secuencias y 

la minimiracibn del residuo en una aproximacidn con 

restricciones operacionales. El tratamiento mostrb que, en 



~ 

7 

principio, la estrategia para seleccionar las funciones 

aproximantes para el problema en el residuo debe incorporar 

informacibn acerca de la secuencia a ser aproximada, tambiPn 

como la ralacibn entre el error y el residuo. Para problemas 

no-lineales, este procedimiento deberla ser valido para una 

linealiracibn alrededor de la solucibn. Para los objetivos de 

b5te trabajo, las observaciones anteriores son tomadas como 

validacibn y motivacidn para generar esquemas simples de 

aproximacibn. 



4. IMPLEMENTACION NUMERICA 

En esta seccian los aspectos num&ricos involucrados en la 

implementacibn de la estrategia de colocacidn para secuencias 

son presentados. Especificamente, generacibn de polinomios 

ortogonales, polinomios de interpolacibn de Lagrange, 

fbrmulas de cuadratura y subrutinas de apoyo s o n  

cons i der ad as. 

4.1 Generacidn de polinomios ortogonales. 

Consideremos una fbrmula de polinomios definidos por una 

secuencia de ponderacibn, W E H, arbitraria; en forma tal que 

cumplan la condicibn de ortogonalidad 

Desde el punto de vista numhrico la forma ma5 conveniente para 

generar la familia de palinomios ortogonales e5 aprovechando 

que estos satisfacen una formula recursiva de tres tPrminos[24] 

generalmente, el coeficiente lid r G ( ;  es sc -ido i U l a  

uno para todo i; con lo que el primer coeficiente de 

recursion Ajes igual a la unidad 
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A i =  1 para todo i 

El conjunto de coeficientes A ,  B, C definen exactamente la 

familia de polinomios ortogonales 

La recursián e5 inicializada tomando p,,(j) = O y po(j) = 1. 

Una vez que las secuencia de ponderación w es dada, los 

coeficientes de recursibn a;, Ci, i=l, 2, ... N-1, puden ser 

calculados y almacenados. Para secuencias finitas de tamaño 

razonable, las sumas requeridas por el producto interno son 

completamente evaluadas. Sin embargo, para secuencias muy 

grandes ( M > 2 5 0 ) ,  e5 conveniente aproximar los productos 

internos con sumas econbmicas compuestas. Estas constituyen 

el analog0 para sumas de las reglas compuestas para 

inteqracihn(rectAngulo, punto medio, Simpson, etc.). En 

nuestro caso utilizamos una regla de punto medio(Apendice A )  

Los polinomios ortogonales de Hahn pueden ser obtenidos como 

un caso particular si la siquiente secuencia de ponderacibn 

es al’imentada al algoritmo 

Para éste caso, existen expresiones analiticas para 105 

coeficientes de recursion; sin embargo, su evaluacidn 

nurnerica implica solo un pequeño esfuerzo de computo. Dentro 

del contexto del esfuerzo total aplicado a la solucibn, el 

computo adicional es insignificante. 
e 

La estrategia para evaluar las raices de p,, Cj) e5 

esencialmente la misma que la utilizada en la tecnica de 

colocacibn estandard para ecuaciones diferenciale.;[Ia~. Las 

raices son evaluadas, de izquierda a derecha, con un 
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algoritmo de Newton-Raphson con deflacihn(Apendice B). En el 

caso de tener condiciones frontera, las abscisas de las fronteras 

son incorporadas al esquema de interpolacibn. Si designamos por 

por N el nhmero de condiciones frontera, entonces el esquema 

de interpolacibn 5era de grado NT = NI+ N B  . Para el caso de 
problemas de valor inicial Np, = 1 y para problemas de valores 

a la frontera Nb = 2, generalmente. 

Para minimizar errores debidos a abcicisas no 

escalonadas, los c&lculos computacionales fueron hechos 

escalando la variable j en U j .  Para secuencias finitas, el 

dominio fue [ O , l ] .  Para secuencias infinitas, una cota basada 

en estimaciones fisicas fue hecha. En la mayoria de los casos 

el dominio de interes correspondio a dominios escalados de 

(0,100]. Debemos remarcar que el escalamiento fue hecho edlo 

para propositos num&ricos, y, las secuencias generadas 

permanecieron en su dimension original M. En el apendice C se 

muestra un diagrama de flujo que indica la secuencia de 

calculo de polinomios ortogonales. 

4.2 Polinomios de interpolacibn de Lagrange. 

A lo largo de este trabajo, el esquema de interpolacidn 

utilizado es de la forma de Lagrange. Las funciones base se 

definen como t 

/-- 

’ I  - I K  I< = 1 
K f i  

d o n d e  \ r K 1  es la malla de interpolacidn. 

Una forma alternativa para calcular los polinomios 

(4.4) 

interpolantes viene dada pot’ la expresidn 
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i 

\ donde p, 

Aunque la 

e5 la derivada del polinomio de aproximacidn. 

forma ( 4 . 4 )  es equivalente a (4.91, desde e1 punto 

de vista numerico, esta es mas f8cil de implementar ya que 

exige menos operaciones. 

Cuando 5e trabaja con un operador diferencial o con una 

version continuificada de un operador en diferencias, uno 

debe contar con expresiones para las derivadas de los 

polinomios interpolantes, &rIa) , en los puntos de colocacibn. 
Otra vez, Psto 5e hace aprovechando una fbrmula de 

recurrencia 

(4.6) 

Para la mayoria de las aplicaciones, 105 valores mas 

importantes son la primera y la segunda derivadas calculadas 

en los puntos de colocacibn hi (Apendice C ) .  

Para un tratamiento directo de operadores en diferencia, 
7 lo anterior no es necesario; uno sblo debe evaluar 

diferencias de polinomios interpolantes de la forma 

Esto puede ser hecho p o r  medio d e  la ecuacibn ( 4 . 5 ) .  Para la 

mayoria de los ejemplos de aplicacibn C j C  105 una aritmetica 

computacional de 16 digitos(HP-3000) pude manejar estas 
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diferencias con suficiente exactitud. 

4.3 Formulas de cuadratura Gaussiana 

Cuando se trabaja con ecuaciones sumatorio- en 

I 
diferencias(SD1 o con ecuaciones integro-diferenciales(1D) es 

necesario evaluar funciones de sumas o de integrales, 

respectivamente. En b5te trabajo, ambos casos fueron 

aproximados por medio de cuadraturas Gaussianas 

Ja I- 
K= 'I 

donde A K  son los pesm de cuadratura y F denbta la extensidn 

a argumento continuo de la secuencia arbitraria f . 
Aqui, usamos como puntos de cuadratura y;, los puntos de 

colocacibn, excluyendo los puntos frontera; que como 5e 

i 
a 

discutio en secciones anteriores, son las raices de un 

polinomio ortogonal(en el sentido d e w  1 de grado N - 1. Se 

puede demaetrar[2?]que ( 4 . 8 )  es exacta cuando f (XI  es un 

polinomio de grado 2N - 1, y que ( 4 . 9 )  es exacta para toda 

secuencia cuya grhfica ( f * ,  j )  puede ser trazada por un 

polincrnio de grado 2N - l(apendice D 1 

a 

Para el caso de integrales (4.81, tanto con limites 

finitos(cuadraturas de Jacobi, Legrendre) como para 

inf initos(cuadraturas de L.aguerre, Hermite) existen 

expresiones analiticas pat-a 105 pesos de cuadratura 

Sin embargo, para sumas (4.9) fue necesario evaluarlos 

numericamente con una expr.eciii5r-i de la forma(Apendice DI 
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M I (4.10) 

gz t 

donde {, s o n  los polinomios interpolantes de Lagrange de 

orden N. Otra vez, para secuencias grandes ( M > 2 5 0 ) ,  los 

anteriores pesos fueron calculados por medio de reglas 

compuestas para sumas(punt0 medio). 

Para problemas de polimeritacibn, se requiere calcular 

los momentos de la distribucibn de cadenas. En este caso, una 

fbrmula como en (4.7) es aplicada. Para el n-avo momento 
M 7 j n r .  Xn = 

los pesos de 
r4 

cuadratura se definen como 

L 
d=I 

4.4 Subrutinas de apoyo 

La discretización de ecuaciones por el metodo de 

colocacibn ot-togonal conduce, en el caso diriamico, a un sistema 

de ecuaciones diferenciales ordinarias de valor inicial, 

mientrasque, en el caso estacionario a un sistPma de 

ecuacibnes algebraicas lineales o no-lineales. 

Para c,ist&mas de ecuaciones algebraicas lineales se 

utilizb un rnbtodo de eliminacihn Gaussiana para invertir las 

matraciesz3Oj. En la mayorla de io5 casos, la matriz a 

I 

1 

invertir era densa y de dimensitin no mayor a doce. 

Sistemas de ecuacionee; algebraicas no-lineales se 

resolvieron por medio de la subrutina Hybrid de la 

biblioteca del I IMAS-UNAM[3?] .  Este cbdigo utiliza un mPtodo 
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de linealizacibn de cuasi-Newton, con actualizacibn tipo 

Broyden y busqueda de paso tipo Podweli[3&]. Las tolerancias 

asiqnadas en &te metodo fueron del orden de - 10 , 
-0 

Un Runge-Kutta de 4/55 arden de paso variable, tambien de 

la biblioteca del I I M A S C 3 1 ~ ,  5e utilizo para integrar los 

problemas diferenciales de valor inicial. Las tolerancias 

asignadas a Pste metodo fuerbn del orden de 10 - 10 , en la -5 -6 

mayoria de 105 casos. 
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5. APLICACIONES. CASO ESTATICO 

En secciones anteriores se establecio una metodologia 

para la aproximacibn de secuencias que satisfacen una 

ecuacibn SD. Se estudio la influencia de la secuencia de 

ponderacibn, tanto en el pi-oblema de aproximacibn planteado 

en el dominio como en el rango. Con el f i n  de validar tal 

metodologia, en Pste capitulo se aplica a modelos discretos, 

la moyoria lineales, en estado estacionario. En base a los 

resultados se generan estrategias de solucibn para casos 

no-lineales dinhmicos. 

5.1 SistPmas de polimerizacidn 

La descripcibn de la distribucibn de cadenas de 

polimeros es un problema de importancia en Ingeniería 

Quimica.Estas distribuciones resultan de la solucidn de 

modelos descritos por ecuaciones en diferencias que en la 

mayoria de 105 casos son lineales; sin embargo, algunos 

sistemas de polimerizaci&n tal como el MMA, PVC, etc., 

presentan fenbmenos de difusibn que inducen no linelidades 

importantes. Cuando se trabaja con un esquema de simulacion 

y/o control se hace imperante contar con un modelo aproximado 

el cual describa satisfactoriamente dicha distribucibn para, 

a partir de esta, estimar propiedades de importancia 

comercial del producto fina! (dispersividad, peso molecular, 

etc.) y r s t a d o í  del sistPma para el control de la reaccidn. 

Este problema de solucibn de esquema de polimerizacidn 

ha sido abordado por varias investigadores. Liu y Arnundson[33 

resuelven el modelo completo sin ocuparse de de la reduccidn, 

aunque la descripcibn obtenida es buena, exige un gran 
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esfuerzo de cowputo. Los metodos de las funciones 

generadoras y la trnsformada 2 han sido revisados por 

Ray[ 2.52 ; estos m&todos tienen la desventaja de ser 

aplicables a mecanismos de reaccibn sencillos o cuando 

se hacen simplificaciones importantes al modelo. El metodo de 

los momentos es ampliamente utilizado para sistemas de 

polimerizacibn. Aqui se renuncia a la descripción completa de 

la distribución y se traba.ja 5010 con los primeros momentos de 

esta. El procedimiento sr3lo es valido para cierta familia de 

sistemas y aplicaciones; por ejemplo en procesos en 105 que 

posibles complicaciones de la distribucibn tenga poco impacto 

en el producto que se desea obtener. Zeman y Amundson Cl2a] 
introducierbn la continuificacibn en sistenias de 

polimerizacibn. Aqui, el m o d P l o  en diferencias es 

transformado a un modelo de variable continua por rnedio de un 

desarrollo en series de Taylor. Recientemente Tit-rel et el. 

resolvieron la versibn continuif icada del modelo de 

palimerizacibn del M M A  con tPcnicas de elemento finito.¿ 

Saldivar L l o  1 sobre el mismo sistema aplico EF con malla 

adaptable reportando ahorros de hasta el 60% en los tiempos 

' de computo. 

De lo anter ior, podeinos observar que en polimerizacidn 

la descripcibn de la distribucibn de  cadenas se hace a partir 

de modelos simplificados io con estrategias de aproximación 

que exigen mayor esfuerzo de computo. En esta  seccidn 

aplicaremos esrtrateqias de aproximacibn polinomial 

desarrol ladas en el capitulo aprocesos de pol imeriracidn. 

5.1.1 Esquema cinPtico y modPlo matematico 
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Enfocaremos nuestro analisis a procesos de 

polimerizacitm via radicales libres, en masa o en solucidn, 

efectuados en reactores operados en forma intermitente o 

continua. 

Cuando la polimerizacidn se lleva acabo por radicales 

libres se pueden distinguir varias etápas de reaccidn. 

a) Iniciacibn. 

Un compuesto orgbnico, generalmente un perbxido, añadido 

en muy pequeña cantidad al monbmero, sufre una reaccidn de 

descomposicibn generando dos especies muy activas que 

desencadenan la polimerizacibn. Esta etapa consta de dos 

pasos 

-Descomposicibn del iniciador 

-Reaccibn del radical primario R con mondmero 

bl Fropagacibn 

En esta etapa una cadena activa de tamaño j reacciona 

can moribmero incrementando en uno su longitud 

c) Terminacibn 

F i n a l m e n t e ,  dos cadenas activas de longitud j y k 

respectivamente, reaccionan desactivandose y proporcionando 

polimero estable D. Existen dos t i p o s  de t 6 r m i n a c i c 3 n  

-Comb i nac i ón 
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-Dcsproporcibn 

Lar reacciones de polimeritacibn tienen la caracteristica de 

que a altas conversiones, se presenta el llamado efecto gel o 

Tommsdorf. Aqul, debido a que el polimero tiene viscosidad 

mayor que el monbmero, la i-eaccibn de terminacibn se ve afectada 

negativamente; beto hace qua la reaccibn de propagacidn se 

vea favorecida liberando una gran cantidad de calor. Todo 

esto se traduce en una funcionalidad de las constantes 

cinPticas con la longitud de cadena y la conversidn[3Y] I 

El modelado de reactores de polimerizacibn se basa en 

sendos balances pablacionales para cada especie química 

presente en la reaccibn, lo que conduce a las siguientes 

expresiones 

Descomposicibn de iniciador 

d t  

Radicales primarios 

bR = 2 f K C l l -  KL t?M 
c l t  

Consumo de rnoridrnero 
a3 

(5.2) 

( 5 . 3 )  

I 

(5.1 

4 6  



Radicales polimericos de longitud 1. 

Radicales de longitud j 

a -  
K= l 

o "muerto" de longitud j 
K 

Pollmero estable 

K= l  

Este sistema de ecuaciones esta formado ecuaciones por 

diferenciales en tiempo (problema de valores iniciales), 

sumatovio en diferencias(prob1ema de valores en los extremos) 

La solucibn 5e dificulta especialmente por que, como ya se 

dijo, para algunos sistemas a altas conversiones de mdmero 

la constante de terminacibn, k,, toma funcionalidades 

complicadas con la longitud de cadenaL3qI. Si la 

terminación fuese independiente de la longitud de cadena, las 

ecuaciones tendrlan ~solucibn aalitica bajo algunas 

simp1 if icaciones. 

5.1.2 Modelo continuo 

El rnodhlo desarrollado hasta este punto involucra un 

conjunto muy grande (infinito) de ecuaciones diferenciales. 

Zeman y Amundeon( 1 ] a ]  han re5ulto problemas de modelado 
de sistemas polim&ricos empleando la version continua, 

en la cual la longitud de cadena j se aproxima como variable 

continua 
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Desarrollando las diferencias en forma de series de Taylor 

truncadas a segundo orden 

pa-, - Pi /u - 

Por otro lado, 

por la fbrmula 

(5. 

las sumatorias infinitas se pueden aproximar 

de Euler-Mc Laurin 

donde los dos ultimos t&rminos pueden despreciarse. Aplicando 

los anteriores conceptos al sistema de ecuaciones (5.1 a 61, 

se transforman en el siguiente sistkma de ecuaciones 

Polirnero activo 
/* 

tot i  corldiciones a la frontera e iniciales 

En &te nuevo sistema tenemos ecuaciones diferenciales en 

tiempo e integra-diferenciales en Espacio. Hay que hacer 
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notar que la evolucibn de la distribucibn de especies activas 

p( i , i )  
resolver para la especie activa P y alimentar la solucidn 

como funcibn exbgena a la ecuacibn (5.12). 

5.1.3 Polimerizacibn irreversible 

no depende de D ( j , t )  . Por lo tanto se puede 

El problema considerado aqui corresponde a una 

polimerizacibn por adicibri llevandose a cabo en un reactor 

continuo agitado en condiciones isotermicas. El mecanismo 

cinetico es el siguiente 

Pj+ i  P j t  Mi k f  * 

donde M es la concentracibn de monbmero, D e5 la 

concentracih de polimero muerto, P es la concentracidn de 

polimero activado. A altas conversiones y debido al efecto 

gel, las tasas de propagacibn y terminacibn exhiben 

dependencia con la longitud de cadena j de la especie 

activada[ 4 1. 
El estado estacionario, para estas condiciones, es 

descrito a partir de balances para cada especie,’&sto es 
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El problema anterior es uno de valor inicial Cj = 1) con 

respecto al operador en diferencias. Si consideramos que 

 olam mente monbmero e5 alimentado al reactor y que no hay 

dependencia de la cineticxi con la longitud de cadena, 

y k t j  = k C ,  la ecuacibn (5.13) tiene la solucibn siguiente ( 3 5  3 
k P a =  k p  

pi = A’ )7/  I 
donde 

(5 .14 

c = M,e 
La solucibn del modelo se l l e v 1 5  a cabo tanto con modelo 

continuo (ecns. 5 . 9  a 5.12) coma can discreto ( e c n  5.13). El 

caso continuo se hizo para contrastar, y se utilizaron 

tPcnicas estandares para ecuaciones integrodiferenciales 
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En ambos caso5 el punto importante e5 v e r  la bondad de la 

aproximacibn en tbrrninos de diversas estrategias de 

ponderacihn. Las que se estudiaron son 

1) Sobre modelo continuo, polinbmios ortogonales de Jacobi 

definidos a partir de la funcibn de ponderacidn 

2) Sobre modelo continuo, polir~omios ortogonales de Laguerre 

definidos en un dominio continuo semi-infinito [O,oO 1 a 

partir de la funcibn 

x 7/ o n o  - A X  w o  = e 
3) Polinomios ortogonales de Hakn en dominios finitos 

4 )  En modelo discrWo, polinomios ortogonales definidos a 

partir del criterio de~iarrollado en e1 capitulo anterior(B1). 

Esto es 
M 

5 )  Polinomios ortogonales d e f  inidos a partir de una 

distribucion Gaussiana tomada en puntos discrgtos 

donde m es la media y C, es la varianza. 

6 )  Sobre modelo discreto, polinomios ortogonales definidos 

a partir de una secuencia geometrica 

"A = A" a n 7/ 1 
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donde el parhetro A se escoge Como en (5.141, y esta 

relacionado con la longitud de cadena promedio, J, por la 

siguiente r e  lac ion 

A =  5-115 (5.15) 

Esta secuencia de ponderacibn tiene la misma funcionalidad 

que la secuencia a aproximar, tal como es recomendado por 

Ramkrishnal36 1. 
Ahora, pasemos a naliizar la aproximacibn para un caso 

particular. La fig(5.1a) muestra la solucibn analitica para 

k i =  0.03, k p  = 1000, k t  = 2, M , e =  1.0, e =  50, cuando 5610 
monbmero e5 alimentado al sistema. Mientras tanto, la 

fig(5.íb) ilustra su Correspondiente secuencia de Green. 

Para asignar la bondad de la aproximacibn, la siguiente 

medida del e r r o r  es introducida - 
La fig(5.2a, t, c) muestra el e r r o r ,  referido a la solucidn 

analitica (5.14i, cuando se utiliza la tecnica de colocacidn. 

La fig(5.2a) señala la gr&fica de error cuando el modelo 

(5.13) es continuificado por un desarrollo en series de 

Taylor a segundo orden, y entonces, aproximarlo como una 7 

funcibn contii’iila. Hay que hacer notar que ahora la version 

continuificada es un problema de valores a la frontera de dos 

puntos; de ahi que una condicion adicional es requerida. En 

este caso Pa = O. El rnodPlo continuo fue resuelto primero 

como un problema de dominio finito. El dominio fue [O, Lm~x], 

can Lrr,a6= 550 tal que la zona de importancia de la curva 
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fuera incluida. La t&cnica de colocacibn correspondib al uso 

de polinomios ortogonales de Jacobi (o (  , f  1 ,  d = 2 y e = 1. 

Estos parametros fueron seleccionados mediante un 

procedimiento de prueba y error. La segunda aproximacibn para 

el modelo continuo mantuvo el dominio semi-infinito al hacer 

la colocacibn en las raiees de los polinomios de Laguerre. 

Tal como lo reporto Subramanian et aI.[?]y Singh et al.[ 8 3 
, la tOcnica de colocaciCin con polinomios estandard de 
Laguerre ( W ( X ) =  @ 

es escogido para pesar(y considerar) la regibn de importancia 

del dominio, la estrategia de colocacibn funcionb. La grafica 

mostrada en la fig(5.2a) fue calculada con >= 0.018. 

- A X  , 'x= 1 1 fallb. Cuando el parametro 

La5 fig(5.2a, b )  ilustra 105 resultados para casos donde 

las ecuaciones SI) fueron directamente tratadas. La fig(5.2bi 

muestra 105 resultados para varias secuencias de ponderacidn. 

En ella se puede observar que la secuencia generada por una 

fbrmula Gaussiana con media y varianza igual a la longitud de 

cadena media nos lleva a mejores resultados que cuando se us& 

la secuencia generada a partir de las secuencias de Green. 

Finalnente, la fig(5.2~) mestra la grafica de error para 

la secuencia de ponderacibn geometrica. Los resultados 

rduestran que Este criterio conduce a una capacidad de 

aproximacibn S , E . : J I E J W I ~ ~  a la secuencia de ponderacidn 

Gauss i ana. 

Para probar los criterios generados y la tecnica de 

colocacibn en cineticae, no-lineales, dos problemas fueron 

tratados. Primero con k p  = 5000 y con la siguiente expresibn 

para la constante de terminacibn fue usada 
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Un esquema de iteracibn involucrando la longi'tud de cadena 

media fue qenerado. La fig(5.3) muestra el procedimiento de 

aproximacibn para cinco puntos internos de colocacibn y una 

esperanza inicial de = 220. En cada iteracibn, la secuencia 

de ponderacion &)' , y su correspondiente conjunto de 
puntos de colocacibn fueron calculados. Comenzando con , y 

a =  

asignando un 2.5% como mhxima diferencia relativa para el 

proceso, nos conduce a la. solucibn en dos iteraciones 

Czz= J3...= 350). La fig(5.4) muetra los resultados 
- 

correspondientes para una. cinPtica de propagacidn y 

terminacibn no-lineal caracterizada por[132]. 

n 

L 

En este caso se alimento una J,,=IdS y en dos iteracibnes se 

ilegb a 5, = 2 5 2  

5.2 Polimeritacibn reversible 

En este esquema, hay una reaccibn adicional en el 

esquema cinetico L? 22. E B ~ O  es 
1 

De ah1 que el estado estacionario en U ~ I  reactor contir,uo 

agitado isotermico es descrito por  la ecuacibn en diferencia5 

d s  segundo orden 
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0% K t j  - Da,, = o  j 7/ 1 (5. Idj 

& = O  

La reversibilidad induce una naturaleza difusiva en el 

operador en diferencias. Ahora, tenemos un problema de 

valores a la frontera en dos puntos: j = 1 y j =a .Aqui,  si 

la cinética es independiente de la longitud de cadena, kpj = k p  

k .  = k+ y k i d = =  k'p, uno termina con un problema no-lineal en P 

y en M. Sin embargo, cuando dos consideraciones son hechas 
t.i 

el sistema presenta solucibn analitica[ 1 7  . Estas son 
i )  '7) PI y i i i  PI px . Ambas son adecuadas para 
problemas involucrando longitud de cadena media ma5 grande 

I = \  

que 50. Bajo esta simplificaciones, la solucibn a (5.16) es 

dada por la siguiente expresibn 
b 
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Fig. 5.5 Solución analitica d e  polimerización lineal reversible e n  CSTR. 

NUMERO DE PUNTOS DE COLOCACION INTERIOR, N 

3 5 7 

o'oi-- : : : ' 

t 

Fig. 5.6Error d e  aproximación en términos del número d e  puntos de 
colocación. 1 )  y 2) corresponden a l a  versión continua, a 
a 2 Q  orden. Y 3) o 6) corresponden a l  niodelo oroginal en 
diferencias(SD). 



La fig(S.5) muestra la secuencia solucibn para k i =  0.03, 

1000, k'p= 100, kt=2, 

la grAfica de error para varias estrategias de colocacidn; 

igual que en el caso irreversible, la grkfica correspondiente 

a Jacobi y Laguorre fueron obtenidas con un modelo 

continuificado. Los resultados muestran los mismos hechos 

observados en el caso de polimerizacibn irreversible. De ahi 

que,para el caso de polimerizacibn no-lineal reversible 

tambien una estrategia de ponderacibn iterativa debe 5er 

adecuada. 

k p  = 
8 = '50 y M,e= 1.0. La fig(5.6) ilustra 



5.3 Absorbedor por etapas 

El problema de encontrar modelos; reducidos para torres 

de separacibn por etapas ha sido abordado por varios 

investigadores. Wong y LussEq] 

del modhlo en diferencias para luego aplicar una estrategia 

de Jacobi. Aunque para algunos casos obtuvieron buenos 

resultados, pronto fue abandonado. Joseph y colaboradorea 

c\2, \3 ,  )q]  presentan metodologias para atacar este problema. 
Trabajan con el modelo en difercncias, sin embargo, su 

estrategia de colocacibn se basa en polinomios ortogonales de 

Jacobi de son de naturaleza continua. Hay que hacer notar que 

la5 metodologias que presentan se basan en un procedimiento 

de prueba y error sobre un grupo de parhetros. Stewart et al. 

[ I  (,I 
teoria de aproximacihn de funciones a secuencias, logrando 

con esto, implementar un metodo de colocacibn basado en 

polinomios de Hahn definidos en dominios discretos. Martinez 

logrb implementar una estratggia para la aproximacidn de loa 

perfiles de concentracibn en columnas de destilacibn. La 

estrategia tiene la ventaja sobre las demk de que utiliza 

informacibn de la secuencia a aproximar; aunque para algunos 

casos falla. 

hicieron una continuf icacibn 

trabajando en columnas de destilacibn, extendieron la 

7 

En esta seccion extenderemos la5 estrategias ya 

desarrolladas, en el problema del absorbedor binario , tanto 
en el caso lineal como en e1 no-lineal. Los resultados 

muestran las posibilidades y limitaciones del metodo.  

5.3.1 El modelo de torres de absorcibn 

Una columna de absorcibn es un sistPma que separa un 



componenete de una c0rrient.e gaseosa absorbiendo10 

selectivamente en una corriente liquida. Desde un punto da 

vista fundamental, el modelamiento de este proceso consiste 

en el planteamiento de las ecuaciones de conservación de 

energla y masa. A esto hay que añadir las ecuaciones do 

fenomenos de transporte y La Termodinhica del proceso. 

La Termodinbica de equilibrio se supone valida debido a que 

los tiempos de relajacibn (da los procesos e5 muy cortos en 

comparacibn a las dinhmicas que gobiernan los demas fendmenos 

de la columna. Para modelos da procesos por etapas la 

suposicibn de rapidez hacia el equilibrio se lleva hasta el 

grado de suponer fases perfectamente mezcladas y con 

mecanismos instantaneos de transporte de masa y calor. El 

error cometido al hacer este tipo de suposiciones queda 

englobado en un parhetro fenomenologico denominado factor de 

eficiencia de la separacibn. 

' C o m o  ya se mencionb atnteo;, el problema de aproximacidn 

depende de la complejidad de la secuencia solucibn y no de la 

complejidad del modelo del que son solucilbn. Entonces, 

nuestra discución la podemos probar con modelos de 

absorbedores por etapas. EEn el entendido de que la 

metodologia es wiiida para sistemas de separacih por etapas. 

5.3.2 Absorbedor binario 

El modelo considerado corresponde a la desorcion de un 

gas simple tomando lugar en una columna a contracorriente. 

Para mantener la mayor atcincibn en 105 puntos del esquema de 

aproximacibn, las siquientes consideraciones son hechas 

i )  Etapas ideales 



i i i  Flujos constantes de liquido y gas 

i i i i Operacibn isotCrmica 

En el estado estacionario, el modelo descrito en la seccidn 

anterior se reduce a la sigguiente ecuacilsn en diferenciar da 

segundo orden 

donde x e5 la secuencia de concentraci&n, L y V son el flujo 

de liquido y vapor.., respectivamente. g(*) es la relacidn do 

equilibrio liquido-vapor. x1 y yM+s son la concentracibn en la 

alimentacibn de liquido y vaporl respectivamente. 

Para empezar, una relacibn de equilibrio liquido-vapor 

lineal es considerada 

bajo asta situacibn, la eciiaci&n (5.181 tiene la soiucidn[35 J 
(5.14) 

La fig(5.71 muestra la solucibn analitica (5.19) para M=42, 

= 1.15, 1,30 y 1.45. La5 correspondientes secuencias de 

Green para \r = 1.15 y 1.45 son mostradas en la f i g ( 5 . 8 ) .  A un 

cierto plano discreto, j = constante, la secuencia 9- 

corresponde a la ~ C ~ L ~ W I L A ~  aei error, como una respuesta a un 

t 

L i  

residuo unitario. Se puede observar que la magnitud y la 

abruptez de la respuesta al error dependen de las condiciones 

de operacibn. 

! 
i 

Asignamos ia bondad de la aproximaci&n a partir de la 
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7 =  1.45 

F i g .  5.8 Do b l e  s e c u e n c i a  de Green para el absorbedor lineal ( M = 4 2 )  
( 8 )  C o r r e s p o n d i e n t e  a = 1 . 1 5  y ( b )  a = 1 . 4 5 .  
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siguiente medida del error 

donde A denota la aproximacidn. 

La5 figuras (5.9a, b y c) muestran el er ror  en funcidn del 

nhmero de puntos de colocaicibn, N, correspondientes a 

secuencias de ponderacibn de Hahn(d , p  1 .  Las graficas 

muestran el error para loo; tres valores de mencionados. 

Tal y como fue hecho por Stewart et al.[Ib-)y Srivastava et 

al.[2&], el procedimiento es uno de prueba y e r r o r .  Para 

esta aplicacibn y para las secuencias de Hahn intentadas, los 

mejores resul tadoa fueron obtenidas con Hahn ( '/&, 

corresponde al analogo di!;cr&to de los polinomios de 

este 

Chevisyev. Srivastava et al. fijaron ,@ y corrieron un 

procedimiento de prueba sobre G( Sin embargo, los resultados 

sugieren que p es tambiein un candidato como parhmetro 

aj us t ab1 e. 

La fig(5.9d) ilustra io5 resultados cuando la secuencia 

de ponderacion en el domiinio es tomada como un Hahní 1 , a 1 y ,  

el peso en el rango es representado en tkminos de los 

elementos diagonales de 1A secuencia de Green. Aqui, existe 

una secuencia de ponderacibn para cada valor de j .  La 

fig(5.9e) muestra los resultados cuando la secuencia de 

ponderacibn es construida de acuerdo a la5 estrategias 

desarrolladas en el capitulo anter-ior, es decir, en funcidn 

de la la secuencia de Green. La grafica muestra que Psta 

estrategia se la que nos conduce a mejores resultados. 



Finalmente, la fig(S.9f) muestra el error cuando se utiliza 

una secuencia de ponderacibn geometrica. Se puede observar 

que Bsta conduce a resultados semejantes a los obterridos con 

la secuencia de ponderacibn tedrica. 

En todos los casos anteriores, es f k i l  observar que a 

medida que aumenta e1 valor- de \r , la dificultad de la 
aproximacibn es mayor. Esto e5 debido a que a valores grandes 

de este parAmetro, la secuencia a aproximar presenta mayor 

abruptez; incluso puede llegar a situaciones en que la 

aproximacibn global por polinomios sea dificil, 

El caso no-lineal fue generado con la relacibn de 

equilibrio 

(5.2 1) 

Y a  que la solución del cam3 no-lineal se comporta, en su 

forma mas esencial, parecido al caso lineal, la secuencia de 

ponderacih geometrica fue utilizada. La estrategia involucro 

un esquema iterativo, como en polimerizacibn. Primero, una 

esperanza inicial J para e1 primer momento de la secuencia 

de concentracihn fu& dado. Entonces, los pesos fueron 

generados y el sistema fue resuelto con N puntos de 

colocacibn interior. Una v e z  que esto fue hecho, el valor de  

la etapa media en co!icentraci&n ( 5 )  fue cclculado. Si J e r a  

similar a 5 dentro de una tolerancia dada(2.5X de desviacibti 

relativa), el proceso es parado .  De otra forma, una nueva 

secuencia de ponderacibn fue generada en tPrminos de J. e5te 

procedimiento es ilustrado en la f ig(5.10). El ejemplo 

corresporade a 22 etapas, tí = 0.35, L / V  = 0 .5  y N = 4. La 

esperanza inicial para la etpa media en concentt-acibn fue 

9 - 
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- 
J, = 5.0. Para este caso, la aatrategia convergio despues de 

dos iteraciones. 

5.3.3 Aproximacibn y valbres propios 

En esta seccibn analizaremos numericamente la relacidn 

existente entre los valores propios del operador en 

diferencia y 105 valores propios del sistema reducido. 

Deseamos saber si al aproximar satisfactoriamente la 

Secuencia solucibn del modelo completo tambien se satisface 

la aproxirnacibn de io5 valores propios del operador en 

diferencias. esto es de iniportancia cundo se tienen madelos 

dinhicos, ya que e5 desezibie que en la reduction se hereden 

los valores propios que dciminan la dinbica del 

sistema. Estos son los vallorer propios mas pequeños del 

operador[33-). 

Para estudiar tal situacibn 5e generaron dos ejemplos, 

\r = I. 15 y 1.70, ambos c m  40 etapas para un absorbedor 

lineal que se describe como en la ecuación (5.18). El primer 

caso es aproximable por polinomios, mieritras que el segundo 

presenta dificultades debidas a la abruptez de la secuencia. 

La f i q ( 5 . 1 1 )  muestra la siolucibn atialltica para ambos casos, 

mientras que la tabla(5.1) ilustra io5 cifico valores 

propios mas pequeños del operador en diferencias. P a r a  ambos 

casos, estos soti reales J negativos. 



En primer lugar analizemos para = 1.15. De la seccibn 

anterior podemos ver que este caso es facilmente aproximable 

te = -3.7) con una estrategia de colocacibn de Hahn(O,O) y 

con 4 puntos de colocacibn interior. L o s  valores propios del 

mod&lo reducido con esta a.proximacidn son 

La f ig(5.12) muestra la aproximacibn a la secuencia solucidn. 

Los valores propios del modelo reducido son reales y 

negativos, ademas, aproxinian a 105 valores propios del modelo 

completo. Esto nos conduce a decir que un modelo dinhico en 

una vecindad de la solucibn para F = 1.15 e5 bien descrito 

con un modelo reducido utilizando polinomios de Hahn(0,O). 

Ahora pasemos al segundo caso conservando cuatro puntos 

de colocacibn interior y La estrategia de Hahn(O,ü), con el 

f In d e  poder realizar comparaciones. La f ig(5.13a) muestra la 

9 aproAimacibn obtenida con Psta estrategia. El error en la 

aproxirfiacitn e5 bastatite grande(6 = 0.93) ; a d e m k ,  podemos 

observar que el  polinomio aproximante presenta oscilaciones. 

Mientras tanto, los valores propios del modelo reducido son 

- - A =  O.It1165, 0 , 0 4 3 0 6 ~ O . o Y i 4 ~  OI03328 

Aunque todos son neqativo!s! existe uno que es complejo 

6 3  
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en un absorbedor binario; para L/VK=1.15. 
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cotsjugado el cual posiblemente tiene que ver con las 

oscilaciones en espacio de la aproximacidn. 

si ahora utilizamos como secuencia de ponderacibn el 

valor absoluto de la primera derivada de la funcibn continua 

que traza a la secuencia salucion, los resultados son 

desatrosos(e = 2.10). Esto se ilustra en la fig(5.13b). Lo 

rnismo ocurre con lo5 valoré?s propios del modelo reducido 

- A  = O. /361 2 0 ~ 8  5 3 ;  

Aqui podemos observar que ademas de ser complejos conjugados, 

la parte real de uno de e11 .0~  es positiva. Es decir, el 

modelo aproximado es inestable. Hay que hacer notar que 

al aumentar el numero de puntos de colocacidn, la 

secuencia de aproximacibn diiverge, tal como en el caso de 

Runge[as]. Para este caso, trabajar con un modelo dinamico 

cor1 tales estrategias de colocacion 

erroneos. 

.- O.04+23 o . o q 3 5 ~ /  L 

Do lo anterior podemos establecer conclusiones para el 

caso lineal 

i )  Si la aproximacibn e5 sa,tisfactoria, los valores propios 

del modelo reducido aproximan a los valores propios del 

modelo completo. 

i i  1 Si el pol inomio aproximante presenta oscilaciones, algurl 
? 

valor propio del modelo reducido es complejo. 

i i i )  Si la secuencia de aproximacihn diverge, los valores 

pt-opios del modelo reducido tambien divergen de los valores 

propios del modelo completo. 

Aunque lo anterior se establece para un modelo lineal, 

podemos decir que para describir satisfactoriamente la 

6 4  
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dinarnica de cualquier sist.Pma(linea1 o no-lineal) a partir de 

un modelo reducido es necesario entender el comportamiento 

local (linealirado). Entorices el analisis hecho anteriormente 

es valido tambien para el caso no lineal dinamico. 

5.4 Sumario 

En este capitulo hemos visto que es posible obtener 

criterios de colocacibn sencillos, de capacidad de 

aproximacibn igual o mayor que el criterio teórico 

desarrollado en el capitullo 3. Estos criterios en general, 

se basan en alguna propiedad geometrica de la secuencia a 

aproximar. Ademas, son faíril de obtener e implementar. 

Tambien se demostrb, por medio de ejemplos, que tales 

criterios s o n  aplicables a casos no-lineales. 

En la seccibn 5.3 se hizo notar la importancia de que 

las estrategias de aproximacibn generadas sean aplicables a 

casos en donde la aproximncibn polinomial sea posible. 

Se establecfb una conexibn entre la capacidad de 

descripcibn de la secuencia y la capacidad de aproximacidn a 

los valores propios locales del sistema. 

9 
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6. A P L I C A C I O N E S .  CASO D I N A M I C O  

En el capltulo antcrioir se desarrollaron estrategias de 

colocacibn da f8cil implementacibn, para el caso del 

absorbedor y de polimerizacibn en estado estacionario. En 

estas estrategias se toma en cuenta informaci4n de la 

secuencia a aproximar. Ahora, en este capitulo extenderemos 

estas estrategias de colocacibn para aplicaplas a caso5 

dinhico~. Tambign aqui se intenta que la metodologia sea 

de facil implementacidn. 

5.1 Absorbedor binario 

Igual que en el capitulo anterior, consideraremos un 

absorbedor por etapas. Las fases llquida y gaseosas pasan a 

contracorriente a trave2 de la columna, poniendose en 

contacto en cada etapa y alcanzando el equilibrio. Las 

consideraciones sobre el mcldelo son las mismas que para el 

caso estacionario. De ahi qjue la ecuacibn de conservacidn 

para cada etapa en estado dinamico es 

donde h es la constante de t-etencibn de liquido inerte en 

cada et&pa. A h o r a ,  uno puedla especificar x 1  y g i ~ ~ ~ ~ ) ,  la 

alimentacibn gaseosa en la etapa final y la alimentacidn 

liquida en la etapa inicial, respectivamente. El valor 

inicial de la composicibn liquida debe tambien ser 

especificado 

t = O  

Si consideramos una relacitin de equilibrio lineal 
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entonces (6.1) puede escribirse como 

La5 dinarnicas fueron inducidas en el absorbedor mediante 

dos tipos de perturbaciones en el flujo de liquido L; estas 

fueron 

i )  Entrada en escalon 

i i 1 Entrada senosoidal 

La fig(6.1) muestra la re5;puesta al escalon para el modelo 

completo y el reducido en un absorbedor de 25 etpas con 

VK = 20 y L = 24. La perturbacidn fue un 15% del estado 

estacionario inicial. Parin el modelo reducido la aproximacibn 

se llevó a cabo con 4 puntos internos de colocacidn. La 

fig(6.2) ilustra la respuesta para el segundo caso, cuando la 

al irnentacibn liquida es perturbada mediante la  siguiente 

funcionalidad senosoidal 

Para este caso !a aproxirnincibn se realizb con 5 puntos 

iritcsrnos de colocacibn. 

Para ambos casos poderi~os observav que la respuesta del 

modelo reducido es aceptable en comparacibn al modelo 

completo. Sin embarga, el numero de ED a resolver fue 

disrnitiuido hasta en un 75%, lo que implica ahorros 

considerables en el esfueit-zo de cbrnputo. 
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La estrategia de colocacibn fue una semejante a la 

utilizada en el caso no lineal del capitulo 4. Se basa en una 

secuencia de ponderacibn geomPtrica obtenida a partir de la 

etapa media en composicibn 

Esta estrategia puede esquematizarse en el siguiente 

algoritmo 

1. En t - O, seleccionar la malla de colocacit3n para N puntos 
internos con una estrattegia basada en una secuencia de 

ponderacibn geomPtrica. (como en el caso estaticol. 

2. Integrar el modelo redlucido hasta un D t  mayor o igual al 

paso de integracibn. Farar. 

3. Calcular la etapa media en concentración 

4. Ver si la media se movib dentro de cierta tolerancia. En 

caso negativo ir a 6. En caso positivo continuar e 5. 

5. Actualizar la malla de colocacibn. 

6. Repetir desde 2 hasta t-final. 

6.2 Polimerizacibn en tanque continuo agitado. Estado 

dinhico 
? 

En esta seccibn uti I. izaremos las estrategias 

desairolladas en el capit-u10 anterior para polirneritacidn en 

tanque agitado, en estada estacionario. Investigamos su 

aplicabilidad en el caso dinamico. 

Propongamos el problema. Supongamos una pol imerizacidn 

que se lleva a cabo en un reactor continua agitado en 

6 8  



es tac i onar io baj o c i er tas cond i c i orhes de operac i bn 

y con un esquema de reaccibn como el siguiente 

En esta situacibn, en el reactor existirá una distribucid de 

cadenas de polimeros, pi, bien establecida tal como una 

descrita por la ecuacibn (5.121. Si ahora, en t = O 5e induce 

en el reactor una perturbacibn en escalbn en la corriente de 

monbmero 

t = O  

entonces, e1 reactor operara en estado dinamico(1aro abierto) 

hasta alcanzar un nuevo estado estacionario. Nos iriteresa 

saber cual es el e f e c t o  de la perturbacibn en la distribucidn 

de cadenas polimericac. Alhora, la distribucibn sera una 

fu i i c ibn  del tiempo 

Si consideramos que el flujo q, y el uolumen del reactor U, 

se mantienen constantes, el estado dinhmico en el reactor 

isotermico) e5 descrito por e1 conjunto de ecuaciones 
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donde f - - - w e  
L a s  condiciones iniciales, son 

El anterior, constituye un  sistema de ecuaciones 

diferenciales en tiempo y sumatorio-en diferencias en 

espacio. Para pesolver esite sistema utilizaremos una 

estrategia semejante a la aplicada en el caso de 

pol imerizacian no-lineal. Aqui tambien 5e utiliza una 

estrategia de colocacibn basada en secuencias de ponderacidn 

geometrica en la aproximncidn en espacio 

(6.3) 

Debido a que la secuenci'a a aproximar es variable en el 

tiempo se hace u50 de un.a estrategia de malla adaptable el 

cual puede esquematizarse en  algoritmo siguiente 

1. sn t = O iniciar una rmlla con N puntos internos de 
f 

colocacibn d e f i i i i d o s  a partir de la secuencia (5.3) con 

2. integrar con un tamaño de paso A t  

3. Derpues de un Dt7/A i :  parar. Calcular 5 

4. Si ABS : seguir con la misma malla hasta 
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Fig. 6.3 Distribución d e  cadenas polimericas en unreactor continuo 
agitado a n t e  una entrada en escalon e n  l a  alimentación ! 

d e  monomero. 



- .  Seguir con 3 

6. Integrar hasta DT . Seguir con 3 
7. Iterar hasta tfinal. 

La f ig(6.3) muestra la distribucibn de cadenas polimericas en 

el tiempo par k;= 0.03, k p  = 100, k i  2 , 8 = 1.. En este 

ejemplo pra T d - 0  la alimentacibn de monbmero es cero, con 

lo cual la polimerizacibn es nula, 

fue introducido un escaloin unitario en la alimentacibn, M(O’ , = 2 .  0 

Se utilizaron 4 puntos internos de colocaciün; y la 

integracion se inicializo con un jo = 1.0. E ~ ~ = C D  la 

longitud de cadena promedio fue = 26.5. 

= O  j q i ;  y en @ = O  pi 

El metodo de integraccibn fue un Runge - Kutta de 4/5 
orden de paso variable; y el intervalo de paso para 

actualizar la malla,Dt fue 0.05. El esquema tambien se 

probb con 5 y 6 puntos de colocacibn lo que condujo a los 

mismos resultados. 

Aunque el esquema de polimerizacidn es sencillo, esta 

estrategia debe funcionar para otros mas complicados; ya que 

resultados reportados a partir de o t r o s  mt?todosG z , R  , tales 
COMO EF, muestran que l a s  secuencias de polimerizaribn son 

tuertos candidatos para ser aproximados por polinomios. 

L b  .I 
t 

6.3 Polimerizacibn en un reactor pot-. ldte5 

En esta seccibn extonderemos las estrategias aplicadas a 

la polimerizacibn contiriua en un tanque agitado, a un r-eactor 

de polimeritacibn por lotes. Aqui, la polimerizacidn es 

intermitente y !  por lo tanto, progresiva en el tiempo. 

En un reactor por lClteS se carga una cierta cantidad de 

I .  
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I 

materia prima y se hace reaccionar hasta obtener una 

transformacibn a polimero lio mas completa posible. En ese 

momento se descarqa el producto del reactor y se inicia un 

nuevo ciclo con nueva matei%ia prima, Los modelos matemilticos 

que describen la operacibn de un reactor por lotes incluyen 

ecuacuones diferenciales ei? tiempo y sumatorio- en 

diferencias en espacio. 

Para ejemplificar, consideremos el siguiente esquema de 

polimerizacibn 

1 

+ MI -% pj+i 

donde I es un reactivo iniciador. Alto5 grados de 

polirnerizacibn son obtenidlis con este mecanismo. El factor 

controlante para alcanzar altos grados de pol imerizacibn 

reside en la iniciacibn ma5 que en la terminacibn, que para 

obtenerlo. es necesario mantener la concentracibn de polimero 

activado en un nivel bajo. Esto no es posible con iniciacibn 

con monbmero, como el utilizado en el caso del reactor 

c o n t i tí u o ag i t ad o. 

1 

Las ecuaciones que describen la polimerizacibn con tal 

mecanismo en un reactor por lotes son 

di:  
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d t  

con condiciones iniciales 

t = o  1 ’= Po’ - M i  = MIlO? P, = P,tO’ 

d d J7’2 
Una suposicibn, con respecto al esquema anterior, es que el 

consumo de radicales libres es muy rhpida, por lo que se 

puede plantear un estado cuasi-estacionario para tales 

especies 

Sin embargo, en alguno5 casos, como en aqullos en el que se 

presenta el e f e c t o  gel, esta suposicion no- es correctar3BJ . 
Aqul, en este ejemplo esia suposici8n no e5 tomada en cuenta; 

se resuelve el modelo tomando en cuenta todas 5u5 dinámicas. 

La estrategia utilizada p a r a  abordar- el problema f u e  la 

misma que en el caso de polimerizacibn dinarnica en tanque 

agitado continuo, de la seccibn anterior. E5 una estrategia 

de malla adaptable basada en la longitud de cadena promedio. 

La malla es generada a partir de una secuencia de ponderacidn 

geomgtr i ca. 

La fig(6.4a) m u e s t r a  la distribuci¿~n de cadenas de 
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polimero activado, Pi, como una funcibn del tiempo para el 

caso k i =  0.03, k p  = 1000, k t *  2 . 0 ,  M\"= 1.0, I(")= 0 . S  y con 6 

puntos de colocacibn interior, y en la fig(6.4b) se ilustra 

la conversibn de monbmero en Cuncibn del tiempo. En estas 

qraficas se puede observar que las distribuciones son suaves 

y aproximables por polinomios. ademas el cambio en el tiempo 

de la zona de importaticiia de la distribución justifica el uso 

de una malla adaptable. Así, para este caso la longitud de 

cadena promedio varia de(sde 5 = 85 para t = 0.01 hasta J' = 800 

para t = 0.20. 

Aunque el esquema d e  polimerizacibn utilizado en este 

ejemplo, ea lineal y relativamente sencilla abarcarlos 

fenbmenos ma5 importantes del proceso. De ahi que la 

extension de la estrategia de colocacidn a casos reales, en 

los que ademas se incluye el balance de energia, es posible. 

6.4 Sumario 

Aquí, en este capítulo hemos hecho la extensibn a casos 

dinbicos, de las estrategias desarrolladas para el caso 

estatico. Se aplicó tant.0 en situaciones de modelos lineales 

como en no-lineales. Tarnbien se diñaron algoritmos sencillos 

pat-a su aplicacibn e implementacibn en los casos estudiados. 
7 



7. CONCLUSIONES 

En este ultimo capitulo haremos las conclusiones mas 

generales, producto de este trabajo. Tambien, como una 

consecuencia, se emiten algunas recomendaciones para trabajos 

futuros; algurms de ellos ya se estan inicialirando en el 

area de Ingenieria Quimica de esta Universidad. 

7.1 Conclusiones generales 

En este trabajo se declarrolló una tknica para resolver 

ecuaciortes sumatorio-en di4erencias mediante colocacibn 

ortogonal. El procedimiento fuP diseñado para ser aplicado al 

conjunto de ecuaciones original. No fue necesario trabajar 

con aproximaciones continuificadas al conjunto original de 

ecuaciones. El tratamiento puede manejar problemas 

involucrando secuencias, ftnitas o infinitas, susceptibles de 

aproximacihn global por po'l inomios. Muchos sistemas de 

interes en Ingenieria pertenecen a &Sta categoria. 

.Para entender mejor el papel que juega la secuencia de 

ponderacibn en la const~uccibn de las secuencias base para 

cada problema particular, la ecuacibn de colocacibn en el 

residuo fue derivada de un pr-oblema de minimos cuadrados 

ponderados. Lha vez que esto fue validado, criterios para 

construitt secuencias de ponderacibn fueron sugeridos. 

Tambih, dependiendo de cada problema particular, secuencias 

de ponderacibn set-icillas para el residuo pueden ser asignadas 

a priori u obtenidas a partir de un esquema iterativo. 

En general, la metodo'logia puede verse como una 

extensibn a las secuencias base disponibles para aproximacidn 

de secuencias. A s l ,  la tec:nica de colocacibn de Hahn, 
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recientemente desarrollada para abordar secuencias finitas, 

se obtiene como un caso parsticular de la tecnica aqui 

presentada. 

La aplicabilidad de la metodologia fue probada y 

val idada numericamente. A s % ,  se presentaron ejemplos de 

aplicacibn para secuencia5 finitas e infinitas; tambiPn en 

casos lineales y no-lineales. La tknica se extendio para 

situaciones de mod&los dinAmicos y estaticos. 

7.2 Recomendaciones para trabajos a futuro 

Anteriormente se dijo que este trabajo se limitaba a 

secuencias que son susceptibles de aproximacibn global por 

polinomios. Tambien, la metodologia se aplicb a modPlos 

relativamente sencillos, e incluso en algunos casos eran 

lineales. Creemos que la extensibn de &Sta trabajo a sist&mas 

mas complejos es posible. Bajo este antecedente, establecemos 

un conjunto de ideas y sugerencias para trabajos posteriores 

a) Para secuencias en las que no es posible la aproximacion 

global, combinarla con una estrategia de aproximacibn por 

tramos err donde en cada uno de estos se aplicaria una 

metodologia como la presentada aqui. En ésta linea, Alvarez y 

Martinez [ 35 1 estan desarrollando una estrategia para 

segmentar el dominio. Todo esto, implementado en un proceso 
7 

iterativo, y aplicado a c131umnas de destilación con altos 

ref lujos y volatilidades. 

b) En caso de resolverse 'un pt-oblema m a 5  complicado desde el 

punto de vista de madelaje y de ecuaciones resultantes, la 

metodologia aqui presentada tiene un gran potencial de 

apl icacibn. Por ejemplo, en niodelos de procesos de separacidn 
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que incluyan hidraulica de plato, Termodinhica, etc. 

Para polimeritacion, sugerimos probar la metodologia con un 

caso m85 real. Una caso tipico en la literatura es la 

polimerizacibn del MMA que? alcanza longitudes de cadena 

grande (<-lo5) y presenta un marcado efecto gel. Esto ultimo 

hace que el problema sea tie naturaleza no-lineal. 

c) For ultimo, se sugiere estudiar la aplicación en sistemas 

mixtas (continuo-discretos) y su extensibn a ecuaciones 

integrales. Este tipo de ecuaciones se presentan en 

Ingenieria al modelar procesos particulados (balances de 

poblaciones). 



Apendice A 

Regla de punto medio para sumas econdmicas 

Sea {t=\Cl,fz,. . . f w \  ' una secuencia definida para 

y generemos un polinomio %-,(%) que cumpla con la condicibn 

pN-,()o puede expresarse en foi-ma de diferencias divididas como 

Entonces p,-,(%) sera una aproximacibn polinomial a la 

sacuencia f, de forma que 

tal que 

por induccibn 
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A s i  obtenemos una expresion para el residuo 

Q 

Ahora deseamos evaluar la suma sobre la secuencia 
M I 2 - 

1. I ; 3 = 1  

5,- pa = ) ( 4.4) 

pero de A . 2  ri - M 

donde E, es el error de suinatoria 

Para obtener la regla de puinto medio, tomemos m non y 

definamos un x * 

Si adema5 N = 1, entonces 

de forma que sd se expresa como 
fn 

pero 

as1 que 

( A . 5 )  

que es la expresibn para 1ir suma econamica de punto medio. 

error de sumatoria E, 

El 

parla esta reqla viene dado por 
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kpendice B 

Calculo de las raices de polinomios ortogonales. 

En este apendice se expone la estrategia de Newton-Hornet- 

para localizar la5 raices de un poliriornio ortoqonal. 

6 Los cei-os de un po1i:;oniio ortogonal de grado PI tienen 

las siguientes propiedades [4()] 
i )  Son reales y distititos 

i i i  Se encuentran localizadas en el interior del dominio 

D : ( a , b ) .  

En est2 esquema 5e va degraidando el polinomio suprimiendo las 

i-aices encontradas. El algciritmo es el siguiente 

a) Comenzar a iterar con un Newton a partir de xi = a 

x i '  = xl- p p 3 / p ;  (><I) 
hasta que 

IIxI+'- x,K I1 t. 
donde es la tolerancia. pN(x) y pL(x) son calculados como 

en (4.7). 

b i  Una vez localizada la primera r a i z ,  obtener el polinomio 

cuyas raices se encuentran en (x,,b). 

Para localizar e1 siguiente c e r o ,  se aplica de nuevo e1 

metodo de Newton COmenZandlD a iterar en x ,  

que se puede expresar en termirios de p,(x) como 

8 1  



c) Habiendo l o c a l i z a d o  x 2 ,  segu ir  como e n  b )  h a s t a  encontrar ' 

las N raices distintas. 

En general, l a  expresibn p a r a  e l  p o l i n o r n i o  d e g r a d a d o  e5 

y 41 ssquema d e  Newton para la ( j + l ) a v a  r a í z  es 
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Apendice D 

i )  Cuadraturas Gaussianas para secuencias. 

El polinomio ortogonal p,(:j) para j = 1, 2, ..., M y 

una secuencia de ponderacibn W j  existe y es anico[YO]. 

Tambih se puede demostrar que Iios ceros de dicho polinomio 

son reales y distintos, y se localizan en el interior de [ l , M ]  

En P5te apPndice mostraremos quo una fbrmula de cuadratura 

usando estoa ceros tiene un grado 2N-l[aq]. 
i 

TeorCma 1. Sea x ,  , .,,, xN,  cet-135 de un polinomio ortogonal 

de grado N, p,(j) para [ l , M ]  y ' w j .  Considere que los 

coeficientes A , ,  A l ,  ..., A, s o n  encontrados tal que 

(o. 
b= I 

donde F(-) es la extensibn a argumento continuo de f j ,  y E 

es el error de cuadratura. 

es exacta para toda secuencia fj cuya grafica (fj  , j >  es 

trazada por una exprssibn polinomial de grado N-l. Entonces 

( C . 1 )  será exacta para toda sec:uencia polinomial de grado 

2N-1. 

TeorPma 2. La formula (0.1) tiene grado 2N-1. 

Teorema 3. Si una fdrmula 

es exacta para toda secuencia polinomial de grado ,L 2N-1; 

entonces los puntos 4 X K l  deben ser ceros de un polinomio 

ortogonal p Cj) para j = 1, 2, ..., M y w j  satisfaciendo 
N 
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Las pruebas de estos teoremas pueden encontrarse en Stroud [ 2.13 
i i )  Expresihn para los pesos de cuadratura A 

Supongamos que la sumatoria I existe * 
(O. 4 )  

Deseamos calcular I mediante una fhrmula de cuadratura. 

expresemos la secuencia fj como una combinacibn lineal de 

polinomios de Laqranqe tseccibn 3.2)  

donde Y; son ciertos puntos de interpolacibn 

Sustituyendo D . 5  en D.4 e invirtiendo el orden de las 

sumatorias 

Comparando D.6 con D . 2  obtenemos la expresian para los pesos 

de cuadratura 

Tambien, por el Teorhrna 3, al conjunto de puntos de 

cuadratura wson raices de un polinomio ortogonal definido a 

p a r t i r  de la condicion D.3. 
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