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| CAPITULO 1
ANTECEDENTES

El fenédmeno de Difusidn ha sido modelado por movimiento Browniano y por la
ecuacion de difusion, que es una ecuacidn diferencial parabdlica. Sin embargo, varios
autores han propuesto estudiar la difusion mediante ecuaciones cinéticas hiperbolicas, de-
bido a que argumentan que la descripcidn que proporciona la ecuacion parabolica para este
fenomeno permite una “velocidad de propagacién infinita”. La denominada ecuacion del
telegrafista es una ecuacion diferencial hiperbdlica. Esta, es una de las ecuaciones mds
simples que sean propuesto, con una velocidad de propagacion acotada, para el estudio de
la difusion. En este primer capitulo resumimos algunas deducciones macroscopicas de las
ecuaciones de transporte hiperbdlicas. Cada una de ellas ilustra un aspecto o aplicacion
diferente de dichas ecuaciones. Por otro lado, también discutimos algunas cuestiones rela-

ctonadas con la llamada ecuacidn del telegrafista.

1.1 LA ECUACION DE DIFUSION

En primer lugar, y sélo por completez, repasaremos muy brevemente algunas carac-
teristicas de la ecuacién de difusién, que es de tipo parabdlico.

Una deduccién comin de la ecuacién de difusién esta basada en la ecuacion
fenomenolégica conocida como ecuacién de Fick, que relaciona el flujo de materia a través
de una superficie, con un gradiente de concentracién a través de esa superficie. En una
dimension, si ¢(z,t) es la concentracién de alguna substancia en un punto 2 al tiempo ( y
J(z,t) es el flujo correspondiente a través de aquél punto, la ecuacion de I'ick se expresa

como,

dc
J(x,t) = —-D—. (1.1.1)
ox
al . ’ . .
Iin el espacio homogéneo, D se considera como constante y es conocida como constante de
difusién. La combinacién de la ecuacién de Fick y la ley de conservacion
dc 0J

a"l"—é‘)? = (1-1-2)
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es equivalente a la ecuacidn de difusién

oc D 93¢

Z_nZ= 1.1.3
ot ox?’ ( )

La solucién a esta ecuacidn con condiciones iniciales c(z,t) = coé(x — z0), calculada por

alguna de las numerosas técnicas disponibles, se tiene que es la Gaussiana,

co T —z9)?

La forma de esta solucién muestra que cuando ¢t > 0 la funcién c(z,t) es positiva para
cualquier valor de . Cuando pensamos en transporte de particulas esto significa que el
modelo de difusién, al menos matematicamente, permite la posibilidad de que las particulas
viajen a velocidades arbitrariamente grandes. Mas adelante, mencionaremos por qué es
incorrecto aplicar la solucidn (1.1.4) para describir el fenémeno de difusién a cualquier
tiempo ¢t > 0.

Quiza la generalizacién mas simple a la ecuacién de difusién que aun retiene
propiedades difusivas importantes pero que esta caracterizada por una velocidad de propa-
gacion acotada, es la llamada ecuacion del telegrafista. Esta ecuacién fue primeramente
considerada por Lord Kelvin como parte de un analisis de la distorsidon y disipacion de
ondas electromagnéticas en una linea telegrafica. El analisis de Kelvin fue motivado por
problemas que surgieron en el disenio del primer cable transatlantico. En una dimension,

la ecuacién del telegrafista es
9%c 10c 9 ¢
=t -5 =v 5,
ot2 1ot Ox?

donde v y 7 son constantes positivas teniendo las dimensiones de velocidad y tiempo,

(1.1.5)

respectivamente. [Esta ecuacién tiene propiedades que son parcialmente ondulatorias y
parcialmente difusivas. La ecuacién de onda corresponde al limite 7 — oo, v finita, y la
ecuacién de difusién a los limites 7 — 0, v — oo, sujeta a la condicidén auxiliar v?7 — D;

D tiene las dimensiones de una constante de difusién (em?s™!).



1.2 DEDUCCIONES MACROSCOPICAS DE LA ECUACION DEL TELE-
GRAFISTA

La ecuacién del telegrafista puede ser deducida de varias maneras. En esta seccion
describiremos brevemente cuatro deducciones a nivel macroscépico de la ecuacion del tele-
grafista y su solucién en el espacio libre. Cada una de ellas ilustra diferentes aspectos o
aplicaciones de la ecuacién. Para mayor detalle referimos al lector al trabajo de Masoliver
y Weiss [1].

La primera deduccién de la ecuacién del telegrafista, siguiendo a Lord Kelvin, esta
basada en un estudio de la transmisién de ondas electromagnéticas en cables. Supongamos
que un par de lineas de transmisién tienen un voltaje V(x,t) aplicado, y una corriente
+I(z,t) fluyendo a través de ellos. La combinacién de la ley de Ohm y las leyes de

Kirchhoff conducen a la ecuacidn,

ol oV
L— + 1.2.1
ot RI+ Oz =0 ( )

mientras que la conservacién de la carga implica la ecuacién,

ov ol
C—— V4 L= 2.
5 + GV + o 0 (1.2.2)

donde L es la inductancia, R la resistencia, C la capacitancia y G la conductancia de salida
por unidad de longitud.
Las ecs. (1.2.1) y (1.2.2) pueden ser combinadas en una sola ecuacién para I o para
V, que tiene la forma
%1 oI %1

LC—== + (RC + LG)=— + RG] =

o2 ot ox? (1.23)

que es la ecuacion del telegrafista en la forma dada por Heaviside [2]. Esta iltima ecuacion
tiene una forma ligeramente distinta de la ecuacién (1.1.5) pero puede ser transformada
en una forma similar a ella mediante el cambio de variable I = aexp™? donde a = a(x, ()
y p puede ser igual a R/L, o bien igual a G/C, para eliminar el término RGI del lado
izquierdo de la ecuacion (1.2.3). En uno u otro caso el parametro 7, de la ecuacion (1.1.5),
se identifica con la cantidad |G/C — R/L|™!. Después de la transformacion de la ecuacion
(1.2.3), la velocidad que aparece en la ec.(1.1.5) es v = (LC)~'/2. Asi, transformamos
(1.2.3) en la ecuacién,
9%a  1da B 26)2(L

2 T T TV o
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La pregunta original planteada por Kelvin fue cémo elegir el pardmetro de la impedancia
para asegurar que una sehal eléctrica se transmitiera sin distorsién. El anélisis de este
problema estd basado en una nueva trasformacién de la ec.(1.2.3). Para este propésito

definimos una nueva variable dependiente por

J=ImpP%<%+g)4. (1.2.4)

02T, 0%

Esta funcidén satisface

donde el parametro p esta dado por
1/R G
Y A 1.2.6
=3 (3 Z) (1.26)

Cuando las impedancias son muy “picudas” tales que u = 0, la ec.(1.2.5) se reduce a la

ecuacion de onda,
9% 2 9%J
- =0
ot? Ox?

caso en el que la corriente [ se propaga como una onda amortiguada pero sin distorsionarse.

Asi, la solucién general para la corriente I(z,t) es

1

I(z,t) = exp [—- <R G

5\ T + E) t} [0z + vt) + (2 — vt)] (1.2.7)

donde las funciones ¢(u) y ¥(u) estdn dadas por las condiciones iniciales de la corrien-
te. Iste resultado es importante para la telegrafia debido a que muestra que cuando la
impedancia es tal que se satisface RC = LG de tal manera que 1 = 0, en la ecuacién
(1.2.3), la onda viajera mantiene su forma inicial, excepto por el hecho de que es amor-
tignada exponencialmente en el tiempo. La dificultad préctica que representa el factor
de amortiguamiento en la ec.(1.2.7) puede ser superada por el uso de amplificadores dis-
tribuidos a lo largo del cable. En el caso de cables submarinos largos la inductancia no

tiene efectos sensibles, por lo que condujeron a Kelvin a deducir la ec. (1.2.3) con L =0,

ol 0?1
RC— 4+ RGI =
ot + D2
la cual, nuevamente mediante el cambio de variable I = aexp™®*, donde a = a(x, () y
p = G/C, se transforma en
da d0%a
ot Oa?
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donde D = 1/RC. Esta tltima ecuacién es justo la ecuacién de Difusién para a(z, t). Sin
embargo, hay deducciones alternativas que conducen a una ecuacién del telegrafista. Como
un ejemplo, un enfoque puramente fenomenolégico sobre el cual uno puede sustentar una
deduccidn, es la generalizacién no local en el tiempo de la ley de Fick, (escrita en una
dimensién para p(z,t)),

t

J@J)=—ma/mm<—tuﬂ>aﬂxiﬁﬁﬁ (1.2.8)
0

T ox

donde p(z,t) es la densidad de probabilidad para la posicién de una particula al tiempo ¢.

Derivando (1.2.8) parcialmente con respecto a t obtenemos,

0J 20p  J
Y It S 1.2.9
ot Y or T ( )
o bien,
5 Op 0.J
J=—virt — 1=,
Vo T ot

La combinacién de esta ecuacién con la ley de conservacién (1.1.2) escrita en términos de

p(z, t), 5 o
p .
o o

inmediatamente conduce a una ecuacién del telegrafista para p(z, t),

=0

021) 1@_1282)9

FE T Tl (1210
Si definimos
D =% (1.2.11)
la ecuacién (1.2.10) se puede escribir en manera ligeramente distinta, a saber,
1 0% 1 0, 0?
P2 _20P (1.2.12)

0292 Dot da?
Esta ecuacién sera objeto de estudio en los siguientes capitulos. De hecho, se discutird la
validez de esta ecuacién en dos (y tres) dimensiones. Este estudio estard enmarcado dentro
del proceso de difusién en sélidos cristalinos.
Nuestra tercer deduccidon de la ecuacién del telegrafista no involucra hipétesis de
naturaleza fenomenoldgica y es consecuencia directa de combinar las ecuaciones de Maxwell
para un medio homogéneo:

JdH oE
/J,E—'—VXE, UE'*"WZVXH




V-E=Z Vv.H=0
€

donde E y H son los campos eléctrico y magnético, respectivamente; u es la constante
de permeabilidad, ¢ la constante de permitividad, o densidad superficial de carga y p la
densidad volumétrica de carga. Estas ecuaciones dan lugar a la ecuacién del telegrafista

tridimensional para el campo E:

O’E  ¢OE 1 _,
24— = VIR,
o2 T e Ot ,uev

o bien en una dimensién tenemos,

donde v=1//péy D~! = po.

Se han propuesto otras deducciones de la ecuacidn del telegrafista. En un analisis de
la transmisién de luz en un medio dispersor multiple, Ishimaru ha deducido la ecuacién del
telegrafista como una aproximacién a una ecuacién de transporte mas complicada [3]. En
el capitulo 4, discutimos algunos aspectos relacionados con esta iltima referencia. Para
finalizar este parrafo, mencionemos algunas caracteristicas de la solucién de la ecuacion
del telegrafista en el espacio libre. Una solucién de la ecuacién (1.2.10) puede obtenerse
por medio de una transformada de Laplace-Fourier (£ — F). Antes de dar los detalles de
la solucién para p(z,t), es necesario especificar las condiciones iniciales. Una observacion
importante es que la ecuacion

9?p 19p , 0%p

es de segundo orden en el tiempo, lo que requiere de dos condiciones iniciales para deducir
una solucién dnica. Ya que la ecuacidén del telegrafista es lineal, la solucién correspondiente
a la condicion inicial mds general p(x,t) = po(z), se encuentra en términos de la solucién

con p(z,0) teniendo la forma de un pulso en un punto arbitrario zg:

p(z,0) = 6(z — zg). (1.2.13a)

La soluciéon para p(z,t) sujeta a esta condicién inicial especifica serd denotada por
p(z, t|rg). La solucion mds general de la ecuacién del telegrafista se encuentra por in-

tegracion sobre todos los valores de zg:



+o0
p(z,t) = / p(x, tlzo)p(zo)dzo. (1.2.13b)

hte el
Debido a la segunda derivada temporal que aparece en la ecuacién del telegrafista debe

imponerse una segunda condicién inicial

Op

1 o 1.2.13¢
P ( )

t=0

Obtenemos la solucién de la ecuacién del telegrafista en el dominio de la transformada de

Laplace-Fourier. Con este propdsito definimos la transformada de Laplace-Fourier
[e ] o0 .
p(w, sjzo) = / exp 5t dt/ p(z, t|xg) exp*™* dx. (1.2.14)
JQ — oo

La transformada de Fourier de la ecuacidn del telegrafista es la relacion,

O*p(w,t) | 10p(w,)

2 2~
= =y w'plw,,t
ot? T Ot v )

Asi, La transformada de Laplace-Fourier de la ecuacién del telegrafista es equivalente a la

relacion algebraica
s2p(w, s) — set¥To 4 - [S'f)(w, s) — el = —p2w?p(w, s) (1.2.14b)

donde hemos hecho uso de la condicién (1.2.13a) y (1.2.13¢). La solucién de (1.2.14b) es

inmediata
s+1/7
s(s + 1/7) + v2w?

p(w, s|lzo) = exptUro (1.2.15)

La inversa de esta relacién se encuentra invirtiendo primero la transformada de Fourier.

que conduce a

La transformada de Laplace a su vez puede ser invertida para obtener

1
p(z, tlzo) = 5 exXp S (z — 20 — vl) + 8(x — w0 + vt)}

x —t/(27)
Lo [,0 ) +

fr\

qur

}H vi— |z —ap |). (1.2.17)

fr*.
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Aqui Io(€) y I1(€) son las funciones Bessel, H(x) es la funcién de Heaviside definida por

H(z)=0,z <0y H(z) =1,z > 0y £ es una combinacién de parametros definida por

242 _ 2
_ Ve = (- w) (1.2.18)
2uT

§

Las caracteristicas de la solucién resultante son evidentes de la ecuacién (1.2.17). Primero,
hay dos funciones deltas multiplicadas por un factor que decae exponencialmente en el
tiempo. Esto corresponde a aquellas particulas que no cambian su direccion de movimiento.
Las funciones delta indican que estas particulas deben estar localizadas en xg +t. Debido
a la exponencial fuera de los corchetes en la ecuacién (1.2.17), los efectos de la funcidn delta
llegan a ser menos significativos con el incremento del tiempo. La segunda caracteristica
de la solucién es la presencia de la funcién de Heaviside que excluye la difusién fuera
del intervalo definido por | * — zp |= vt. Esto es una manifestacién de la propiedad de
una velocidad finita de la sefial de propagacién ya que p(z,t|zg) = O fuera del intervalo
indicado. Podemos determinar un limite a partir de la expresion de la ecuacién (1.2.15).
Observemos que el limite & tiempos grandes puede obtenerse del comportamiento analitico
de la transformada en el limite de s pequehas. En este limite encontramos

expzw:co

plw, slag) ~ (1.2.19)

cuya inversa facilmente se muestra que es una gaussiana de la forma (1.1.4) con D = v?7.
Por supuesto, la aproximacién a p(z,t|zg) dada por la inversa de p(w, s|zg) como en la
ecuacién (1.2.19), una funcién gaussiana, serd una aproximacién pobre al comportamiento
exacto cuando 2 esté cercana a los extremos en xq 3 vt.

Otra demostracién del movimiento combinado, ondulatorio y difusivo, es evidente a
partir del comportamiento del segundo momento espacial, que es solucién de la ecuacién
del telegrafista. Primero, es ficil demostrar que el primer momento,

+oo .
mlt) = [ ap(w s
— OO0
es una constante u)(¢) = p1(0) = z9. Esto se obtiene multiplicando ambos lados de la
ecuacion del telegrafista por z e integrando con respecto a = (suponemos que p se anula
en los limites). Esto conduce a una ccuacién diferencial ordinaria
d*uy 1du
dez o7 dt

= 0. (1.2.20)

- 8-



la cual se resuelve sujeta a las condiciones inicales ((0) = xo ¥ dp1/dt |;=0= 0. Uno ve
inmediatamente que la solucién apropiada es una constante, 1 (t) = 9. En forma similar,

encontramos que el segundo momento

+o0

palt) = [ @plat)de

-0

es la solucidén a la ecuacion )

dug | 1dpsg 2

—= 4 ——= =" 1.2.21

2 1 dt ( )
sujeta a las condicidnes iniciales ua(0) = 23 y dus/dt |;=0= 0. Otra vez esta ecuacién
diferencial simple es facil de resolver. Por ejemplo, usando el método de variacion de
parametros se tiene que la solucidén homogénea de (1.2.21) es

_t

/,Lg'(t) =c +ce T

sl en esta ultima ecuacién hacemos ¢; = ¢i(t) y ¢2 = c2(t) y derivamos dos veces, susti-

tuyendo los resultados en (1.2.21) se llega al resultado,
po(t) = 2037t — 20272 + K| + Kye™ 7

Para determinar K, y K5, usamos las condiciones iniciales mencionadas mas arriba. Asi,

llegamos a la solucidén
pa(t) = 22 + 2027t — 7(1 — exp™¥/7)]. (1.2.22)

Cuando t < 7, tenemos que

pa(t) =~ 23 + v*t? (1.2.23)

consistente con una propagacion ondulatoria a velocidad uniforme. [sto es facil de de-

mostrar ya que en el limite { < 7 se tiene, a partir de la ecuacién del telegrafista (1.2.10),

Multiplicando esta ecuacién por 22 ¢ integrando sobre todas las =, tenemos para el segundo

momento ua(t) que
d?pa(t)

02
dt? =2

~9-



cuya solucién estd dada por (1.2.23). En el limite opuesto, t > T,
pa(t) = 207t (1.2.24)

la cual es el resultado obtenido de un proceso de difusién. Esto es asi ya que en en limite

t > 7, (1.2.10) se aproxima por la ecuacion,

ap 2 820
ot U o2

A partir de esta ecuacién obtenemos para el segundo momento,

2
“Lo(t
Fpa(t) _ o0

dt?

ecuacién que satisface (1.2.24).

Finalmente, es preciso senalar que a pesar de un gran numero de aplicaciones fisicas
esbozadas en los articulos de Joseph y Preziosi (4], lo que no existe en la literatura es
una deduccion de primeros principios de las ecuaciones de transporte hiperbdlicas. En el
siguiente capitulo trataremos de resumir los esfuerzos realizados, hasta hoy en dia, para
deducir las ecuaciones de transporte hiperbdlicas en el marco de la mecanica estadistica

fuera de equilibrio.

_10_
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CAPITULO 2

DIFERENTES DEDUCCIONES DE LAS
ECUACIONES CINETICAS
TIPO TELEGRAFISTAS

’

En este capitulo, en primer lugar revisamos varios métodos que han sido usados por
diferentes autores para deducir ecuaciones de transporte de tipo hiperbdlico. Ademds se
revisa el método recientemente propuesto para obtener tales ecuaciones en el marco de la
teoria del movimiento Browniano. Se incluyen algunas observaciones criticas acerca de los

resultados y de metodologia seguida en estas deducciones.

2.1 INTRODUCCION

En el capitulo anterior hemos descrito algunas deducciones macroscopicas de la
ecuacion del telegrafista, asi como su solucién en el espacio libre. Nuestro interés en este
capitulo es revisar de manera critica las distintas deducciones que existen en la literatura
sobre ecuaciones de transporte hiperbdlicas.

Nuestras motivacion para hacer esta revisidn se debe a que en ahos recientes ha surgido
un fuerte interés para tratar con procesos fuera de equilibrio usando ecuaciones diferenciales
de tipo hiperbdlico. Algunas veces a estas ecuaciones también se les llama ecuaciones
cinéticas del tipo telegrafista [1-3]. Es bien conocido que el modelo matemético a partir
del cual puede ser obtenida la ecuacién del telegrafista es el modelo de caminata al azar
persistente (abreviado en inglés como PRW). Modelo que més adelante discutiremos.

F'ué S. Goldstein [4] quién primero dedujo una ecuacién del telegrafista unidimen-
sional con argumentos probabilisticos, en su estudio sobre la difusién por movimiento
discontinuos. Mas adelante discutiremos la deducciéon de Goldstein en notacién moderna.
[5] resultado de Goldstein tiene el mérito de obtener la ecuacién que gobierna el flujo de
electricidad en cables, partiendo directamente del comportamiento estocdstico de las cargas

en conductores lineales [5]. En dos dimensiones el problema fue discutido por Orsingher
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[3,6] y numerosas extensiones y aplicaciones han sido estudiadas por Weiss y colaboradores
[7-10]. También las soluciones a la ecuacién del telegrafista bajo diferentes condiciones a
la frontera han sido estudiadas [11]. Este tipo de ecuacién se ha sugerido como un modelo
para la difusién de luz en medios turbios debido a que esta puede describir los efectos de
la dispersién hacia adelante [12,13].El uso de una formulacién matematica similar en el
problema de dispersién y absorcién de la radiacién laser por la piel humana sugiere que es
de interés estudiar las propiedades de la ecuacién del telegrafista mas que la ecuacion de
difusién [3,14]. En el excelente articulo de Durian y Rudnick [14] sobre la migracién del
fotén en medios turbios, ellos obtienen una ecuacién del telegrafista que toma encuenta los

aspectos difusivo y balistico de propogacién en medios tridimensionales.

Sin embargo, en otro contexto, esta ecuacién ha sido usada en el estudio de diferentes
problemas en teoria de transporte. Desde el punto de vista fenomenolégico la ecuacion
de transporte tipo telegrafista se obtiene facilmente cuando una ecuacién de conservacion
ordinaria, de masa, momento, energia, etc. se combina con una ecuacién constitutiva
tipo Maxwell-Cattaneo— Vernotte (MCV) [15,16]. Hay una cantidad considerable de liter-
atura sobre procesos fisicos, particularmente en el campo de la termo-fisica, que conducen
a una formulacién matemadtica de dichos procesos en términos de una ecuacién del tele-
grafista [17-19]. Diferentes deducciones fenomenolégicas se han propuesto para este tipo
de ecuaciones [20] como ya hemos hecho notar en el capitulo anterior. Por otro lado,
como ya ha sido mencionado [1], en la literatura no existe una deduccién de primeros
principios de las ecuaciones de transporte del tipo hiperbdlico. Junto con esta deduccidn,
yace también la cuestidn relacionada al tipo de termodindmica irreversible a la que estas
ecuaciones pertenecen, teoria que claramente va mas alld del dominio de la termodinamica
irreversible lineal (TIL). La referencia [1] representa uno de los primeros esfuerzos en esta
direccién, a saber, deducir una ecuacién tipo telegrafista a partir de los principios basicos
de la mecédnica estadistica fuera de equilibrio. No obstante la sistemdtica de esta de-
duccién ha sido fuertemente cuestionada. Tales objeciones han sido publicadas, junto con
un analisis profundo del problema en un articulo reciente {21]. De hecho mas adelante
mostramos que el método propuesto en [1] es incorrecto. Debido al estatus del problema,
creemos necesarlo primero revisar de manera critica, algunos esfuerzos previos que se han
hecho para deducir ecuaciones de transporte hiperbélicas. Segundo, descamos mostrar al-
gunas inconsistencias en la metodologia utilizada. En este andlisis se incluye mi reciente

reporte. En este reporte, usando el método propuesto por Chandrasckhar [22], se intenta
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deducir ecuaciones tipo telegrafista en el contexto de la teoria del movimiento Browniano
(ver seccién 2.3). Esta caracteristica parece haber sido pasada por alto en el estudio de
fenémenos de transporte.

El capitulo esta dividido como sigue: En la seccién 2.2 resumiré los métodos seguidos
por algunos autores Que deducen ecuaciones cinéticas tipo telegrafistas. En esta seccion
aclararé con cierto detalle la inconsistencia fundamental presente en el trabajo de Weymann
[23]. En la seccién 2.3 resumiré mi trabajo recientemente publicado (ver ref.[40]). En la
seccién 2.4 mostraré que el método es incorrecto. Debido a que propongo seguir el método
de Chandrasekhar [22] para deducir, a partir de la ecuacién de Chapmann-Kolmogorov,
una ecuacion de transporte hiperbdlica para el movimiento Browniano unidimensional.

Finalmente en la seccién 2.5 daremos algunas conclusiones.

2.2 DEDUCCIONES DE ECUACIONES CINETICAS TIPO TELEGRAFIS-
TAS.

Revisaremos la deduccién de la ecuacién del telegrafista en el formalismo de la cami-
nata al azar. Como punto de inicio resumimos el tratamiento de Weymann 23], en el que
aborda un problema similar al que abordé Goldstein [4]. Weymann deduce una ecuacion
del telegrafista como un limite continuo a partir del problema de caminata al azar cuando
el nimero de pasos se incrementa sin término.

Considere un punto moviéndose a lo largo del eje = en pasos discretos de = h. Cada
paso toma un tiempo 7. Al final de cada paso, uno nuevo empieza inmediatamente. La
probabilidad de que el nuevo paso sea tomado en la direccién positiva de las x es p mientras

que para la direccién negativa es ¢q. Por razones obvias uno tiene que
p+q=1. (2.2.1)
La probabilidad de que el punto esté en x = kh después de n pasos es denotada por u, x.
Las probabilidades para n y n + 1 estdn relacionadas por la {6rmula de recurrencia
Upplh = PUn k1 + G Up ki1 (2.2.2)

(Para alcanzar 2 = kh en el (n+1)-ésimo paso, el punto debié haber estado en z = (k—1)h
o bien en x = (k + 1)h después del n-ésimo paso.) Si el punto estd inicialmente en 2 = 0,

la ecuacién (2.2.2) debe ser complementada por

Up,0 = 1 (2.2.3)
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u; ;=0 for j >1 (2.2.4)

donde la iltima ecuacién expresa que necesariamente |k| < n. Para n suficientemente
grande, la funcién discreta u, , puede ser reemplazada por una funcién continua u(t,z)
tal que

Un, x = hu(nt, kh). (2.2.5)

Substituyendo la ec.(2.2.5) en la ec.(2.2.2) obtenemos,
u(t + 7,7) = pu(t,z — h) + qu(t,x + h). (2.2.6)

Desarrollando u alrededor de (¢, z) se obtiene que

&%u 2 du _ 2h ou  h? 9%u

e b e = g —p) = 2.2.7
ot? + Ot T (¢-p) Ox + 72 Q2 ( )

Sin el término 9%u/dt%, esta ecuacién es llamada la ecuacién de Fokker-Planck [24]. Nétese
que la razén h/T es la velocidad promedio c del punto, no la velocidad del sonido. Siademads

se hace que,

1 h?
—ch=—=D.
27" T 27
La ecuacién (2.2.7) puede escribirse como
Pu Fou ou  ,0%

37 "D D P T (225)
Mas adelante mostraremos que este método es incorrecto para obtener la ecuacién del
telegrafista.

Al llegar a la ecuacién (2.2.8) Weymann, después de establecer la similaridad entre su
caminata al azar y el fenémeno de difusién, menciona que el movimiento del caminante al
azar puede ser comparado a la difusién de particulas en una red fija (para una discusion
mas extensa ver, por ejemplo, la ref.[22]). Para atomos formados por esferas duras, la
dispersién es isotrépica. Esto es aproximadamente vilido para dtomos reales a velocidades
lérmicas. In términos de la caminata al azar, esto significa que p = ¢. Con esto en mente
se obtienen dos resultados: 1) Uno puede llevar la cc.(2.2.8) a la forma de la ecuacién de
difusiéon haciendo

Pu  Fou 20u

22 Dot 7o
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2) Cuando %u/0t? es pequefia —pero no despreciablemente pequefia— comparada con
(2/7)(0u/dt), se obtiene finalmente que,

u  ?ou 2@ (2.2.9)

2 "Dat © ox -
ecuacién que Morse y Feshbach postulan [25] con una interpretacién incorrecta de c. Asi
una de las conclusiones de Weymann es que la ec.(2.2.9) “describe el proceso de conduccion
del calor, difusion, etc. mds exactamente que una ecuacién del tipo difusivo”. Fisicamente
esto significa que las condiciones bajo las cudles es posible obtener ecuaciones tipo difusivas
(parabdlicas) son aparentemente restrictivas.

Antes de continuar, haremos un analisis critico sobre el método de Weymann. Este no
poseé un criterio para cortar el desarrollo en serie de potencias en 7, para la probabilidad
w(z,t + 7). De hecho, podemos incluir términos 7™ con » > 2. No hay nada que nos lo
impida. Sin embargo, esto se debe a la siguiente inconsistencia del método. La ecuacion
(2.2.6) relaciona tres puntos del espacio de configuracién o — h,  y = + h. La misma
ecuacion relaciona dos tiempos, t y t + 7. Esto indica que la posicidn de la particula a
un tiempo posterior ¢ + 7 se determina w@nicamente por lo que ocurre en el instante ¢. El
presente de la particula determina el futuro de la misma, es decir, no hay memoria de
lo que ocurrié en el proceso a tiempos anteriores a . Esto es exactamente lo que ocurre
en un proceso Markov. La definicién precisa de un proceso Markoviano se proporcionara
mds adelante en la seccién 2.3. Por otro lado, la ecuacién (2.2.8) es una ecuacién no-
markoviana, es decir, representa un proceso con memoria. Esto se debe a que contiene
una segunda derivada temporal de u(z,t), la cual, por definicién, relaciona tres instantes

de tiempo del proceso. De hecho, para una funcién arbitraria f(t) se tiene que,

£1(t) = lim flt+2r) - 2f(t+7) + f(t)
T—0 (7‘)'2

donde claramente aparecen tres valores de la variable: ¢, t + 7 y ¢ + 27. Concluyendo, se
tiene que a partir de una ecuacién markoviana, ec.(2.2.6), que relaciona iinicamente dos
instantes de tiempo £ y { +7 se obtiene una ecuacién no-markoviana, la cual incorpora tres
instantes de tiempo, es decir, conticne memoria. Por lo tanto, el método es inconsistente.
Regresaremos a este aspecto en la seccién 2.3; Por el momento continuemos con nuestra
revision.

2l marco tedrico en el que las primeras ecuaciones diferenciales del tipo hiperbdlico de

transporte fueron obtenidas es el siguiente. Por 1917, la teorfa de movimiento Browniano
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iniciada por Einstein [26], Smoluchowski y Langevin, habia sido generalizada por dos
caminos significativos (para una discusién de estos trabajos ver la ref.[27]). Fokker y més
especificamente Planck consideraron al movimiento en el espacio de velocidades (veasé
por ejemplo ref.[28]), mientras que Smoluchowski (ver pags.7-8, en la ref.[28]) extendi6
la descripcién en el espacio de configuracién para tomar en cuenta la influencia de un
campo externo sobre el movimiento browniano. Ambas generalizaciones consistieron en
encontrar una ecuacién diferencial cuya solucién fuese la funcién de distribucion para el
proceso considerado. Para completar este cuadro, queda la tarea de encontrar la ecuacion
diferencial apropiada en el espacio fase completo de la particula Browniana.

A Kramers [29] a menudo se le acredita como el primero en presentar esta generaliza-
cién. Realmente esto habia sido realizado mucho antes por Klein [27]. La ecuacién diferen-
cial obtenida en el espacio fase de esta generalizacién cominmente es llamada la ecuacion
de Fokker—Planck o la ecuacién de Kramers. No mucho tiempo después de Kramers, Chan-
drasekhar [22] presenté una deduccién algo distinta de la ecuacién de transporte de una
particula en el espacio fase, pero ain siguiendo el argumento de Kramers [29] para extraer
la ecuacion de Smoluchowski {22, sec.4(i1) y sec.4(vi)]. La relacion entre los dos niveles de
descripeidn, continva siendo un tema de investigacion. Un articulo que discute con cierto
detalle este tema es el trabajo de Wilemski [30].

Por otro lado, la ecuacién de Smoluchowski convencionalmente se describe como el
limite a tiempos grandes del promedio en velocidades de la ecuacion de Fokker-Planck.
No obstante, en 1954 se le acredité a Mark Kac [31, p.1169] haber subrayado que una
demostracién satisfactoria de esta deduccién ain no ha sido presentada.

IEn este contexto fue publicada una de las primeras deducciones de una ecuacion
tipo telegrafista. Esta aparecié como la conexidén entre la ecuacién de Smoluchowski y la
ecuacion de Kramers-Chandrasekhar [22,29] mejor conocida como la ecuacién de Fokker-
Planck. Como veremos mds adelante, parece que esta conexién ain no ha sido completa-

mente clarificada.

La deducciéon de Davies [31] parte de la ecuacién de Fokker-Planck en el espacio fasc

MW o L D 1y k()W) +

KTB 9> W
ot + v_(f)::— ov

donde W(z,v; t) representa la densidad de probabilidad para una particula Browniana en
cl espacio fase (z,v). K(2) es una fuerza externa, T es la temperatura, 3 es la constante de

friccidn, m es la masa, y k es la constante de Boltzmann. Davies subraya el hecho de que
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si se supone que el movimiento Browniano es un proceso de Markov simple en el espacio

de configuracién x, entonces la densidad probabilidad

plz,t) = /W’(:z:,v,t) dv (2.2.11)
satisface la ecuacidon ) )
9 0 K(z)p _ ET 0 p (2.2.12)
ot Oz 8 m3 Ox?

la cual es conocida como la ecuacién de Smoluchowski. Se ha argumentado que la descrip-
cién dada por (2.2.12) se aproxima a aquélla que estd dada por (2.2.10) para t > 3%
Para obtener una ecuacién del telegrafista, Davies realiza dos pasos: 1) Integra la

ecuacién (2.2.10) sobre todo el espacio de velocidades para obtener que

dp 0 .
— + — =0 2.2.13
8t+8$<p<v>) ( a)
donde
p<u>= /v W(z,v,t) dv. (2.2.13D)

La ecuacién (2.2.13a) claramente es la ecuacién de continuidad.

2) Multiplicando por v e integrando sobre el espacio de velocidades obtenemos.

op<v> 0 2
— { = K(x 2.2.14
En +a$p<v > +08p <v>=K(a)p ( )

donde

p<v2>=/v2de.

La ecuacién (2.2.14) es la ecuacién de balance del momento lineal.
Para eliminar p < v > de la ec.(2.2.14) por medio de la ec.(2.2.13a), derivemos ambas
ecuaclones con respecto a ¢ y con respecto a x, respectivamente. Asi obtenemos las ecua-

clones

9? 2
})‘ﬁ(ﬂ(l’, t)) + 510 (p(:z;,t) < >) -0
0?‘ 32 ‘ P 9
Oxot (p <v >) + (/’ <’ >) + ,—_(,3/) <v>) = T“(/\’(:L‘)P)

oz? oz
combinando (2.2.13a) y estas dos Wltimas ecuaciones, obtenemos

10%p(w,t) | Ople,t) 0 <A’(:c)p($,t)> G <p(;7:,lf) <v2>>

Ao T T o Toar\ 3 = 0 3

dx

(2.2.15)
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que es una ecuacién diferencial hiperbdlica para la densidad de probabilidad, dada por
la ec.(2.2.11), en el espacio de configuracién. Para comparar las ecs. (2.2.15) y (2.2.12)
notemos lo siguiente. En el marco de la teoria del movimiento Browniano de una particula

libre, generalmente se inicia con la ecuacidn de Langevin

% — v+ A(t) (2.2.16)

donde v denota la velocidad de la particula. De acuerdo a esta ecuacién la influencia del
medio sobre el movimiento de la particula puede dividirse en dos partes; Primero, una parte
sistemdtica —(v que representa a la friccion dindmica experimentada por la particula y
segundo, una parte fluctuante A(¢) que es caracteristica del movimiento Browniano. Para
A(t) hacemos las siguientes hipétesis:

a) A(t) es independiente de u. b) A(t) varfa extremadamente rapido comparado con
las variaciones de v. La segunda hipdtesis implica que existen intervalos de tiempo de
duraciéon At tales que durante At las variaciones en v se esperan que sean muy pequeiias,
mientras que durante el mismo intervalo A(t) sufre varias fluctuaciones. Esto hace que
< A(t) >= 0.

Integremos (2.2.16), por el método de variacién de parametros descrito en el capitulo
anterior. Si A(f) se anula, la solucién de la ecuacién homogénea dv/dt = —3v esta dada por
v = uexp(—0Ft) donde u es una constante. En el caso general, donde A(t) # 0, suponemos
una solucién de la misma forma con u = u(t), es decir, v = u(t) exp(—3t). Derivando esta

ecuacion con respecto a ¢ y sustituyendo en (2.2.16) e integrando de 0 a ¢, tenemos
t
v = vpe Pt + e—ﬁ‘/ PEA(E)de (2.2.17)
Jo

donde v(0) = vg. Ahora bien, elevando al cuadrado esta tltima ecuacién y promediando
se tiene (ver ref.[35]),
kT

<v? >= T 4 (v~ 1)em
17

Nétese que p(< v? > —kT/m) es del orden de ¢=26t, Por lo tanto, de la ecs. (2.2.15)
y (2.2.12) es claro que para t 3> 87! la ecuacién de Smoluchowski (2.2.12) difiere de
la ec.(2.2.15) “dnicamente” por el término (1/8)9%p/8t%. Una consideracién mds es la
siguiente. Consideremos que J represente un parametro que puede variarse y tomemos cl
limite de la ec.(2.2.15) conforme A se aproxima al infinito. La ccuacién resultante tendra

sentido y se reducird a la ecuacién (2.2.12), si < v? > y K(z) también sc aproximan al
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infinito de manera tal que
i)

<vt > kT
- - 2.2.18
31.1_{20 I3 6man ( @)
K .
Jim, g") = Ul(z) (2.2.18b)

donde U(z) es el término de “deriva”. 1 es la viscosidad cortante del liquido circundante
a las particulas y a es el radio de la particula. Es importante hacer notar que (2.2.18a)
resulta de aplicar el teorema de equiparticién de la energia < v >=kT/m (en t — o0) y
de suponer que el término —fBu, en la ecuacién de Langevin, esta gobernado por la ley de
Stokes que dice que la fuerza de friccion que desacelera a una particula esférica de radio a
y masa m estd dada por 6manu/m donde 1 denota el coeficiente de viscosidad del fuido.
Asi, tenemos que 3 = 6mran/m.

Finalmente, Davies [31] compara la solucién de las ecuaciones (2.2.12) y (2.2.15) en
el siguiente caso. Considérese un sistema de particulas Brownianas en el que: a) no
hay fuerza externa K(x) = 0, b) las particulas Brownianas estdn en equilibrio con el
medio < v2(0) >= kT/m, c) sus velocidades iniciales estan distribuidas simétricamente
< v(0) >= 0y d) y todas ellas estan inicialmente localizadas en el origen p(z.0) = ()
donde §(z) es la funcién de Dirac. Asi para la ec.(2.2.12) el valor inicial es p(z, 0) = §{(x)
y para la ec.(2.2.15) los valores son p(x,0) = §(x), dp/0t(z,0) = 0. Bajo estas condiciones

las ecs.(2.2.12) y (2.2.15) se reducen, respectivamente, a

op kT 9%*p ,
ot mpox? (2.2.12)
182 7 t R 2 .t

B Ot ot mfB Oz
Si comparamos estas ecuaciones con (1.1.3) y (1.2.10), ya que tienen la misma estructura,
e identificamos pardmetros, podemos escribir directamente las soluciones de las ecuaciones

(2.2.12) y (2.2.15) (consistentes con las condiciones iniciales mencionadas mds arriba),

1
KT \ 2 . KT
AR —_— by '—~'2 - 2.2.1¢
pr(z,t) (47rmﬁt> e:Lp[ x /(477@8)4 (2.2.19)

1 1
pa(x,t) = 5 exp” 27§z — vt) + 8(z + vi)}

BLI(S)
28

cxp‘%m
L [ <
+ 22 h(9 +

} H(vt— |z |). (2.2.20)
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donde, v = (KT/m)Y/2, ¢ = (B3/2v)v/v2t2 — 22 e Iy, I, representan a las funciones Bessel
de argumento imaginario. Las conclusiones de Davies son: 1) Para tiempos grandes, ps
es asintéticamente igual a p;, como era de esperarse ya que ambas ecuaciones (2.2.12) y
(2.2.15) tienen la misma solucién en el estado estacionario. 2) La ec.(2.2.10), como se dijo.
representa un proceso de Markov simple del tipo difusivo en el espacio fase. Sin embargo.
cuando el problema se reduce al espacio de configuracion en la forma representada en la
ec.(2.2.15), la difusién es un proceso de Markov de orden dos. Mas adelante, explicaremos
lo que queremos decir con la frase “orden dos”. Por el momento, definiremos el orden de
un proceso de Markov igual al numero de variables, cada una de ellas markoviana, en las
que es posible descomponer un proceso aleatorio en general. Por otro lado, cabe senalar
que es posible deducir la ecuacion del telegrafista a partir del problema de la caminata
al azar en el espacio de configuraciéon unidimensional, el cual es un proceso de Markov

multiple [4].

Aparentemente, dos anos después del trabajo de Davies, Brinkman [32] y Sack [33]
propusieron independientemente, modificar la ecuacion de Smoluchowski para incluir tiem-
pos mas cercanos al inicio del proceso que el tiempo de relajacidon. Ellos no mencionan
nada del trabajo anterior de Davies [31]. Para nuestros propdsitos revisaremos el trabajo
de Sack, ya que como se ha hecho notar [30,34], la (primera) aproximacién de Brinkman
para la transformada de Laplace de la densidad es idéntica a la ecuacién de Sack. Ll
objetivo principal de este trabajo es proporcionar una generalizacién de la ecuacién de
Smoluchowski partiendo de la ecuacién de Fokker—-Planck (2.2.10). Esta ultima ecuacion

la reescribimos de una manera algo distinta, a saber,

ow ow 19V ow d T oW

—07-**1)5—;*;;%%:/)’8—”(1}‘4/-{—%%}—) (2.2.21)
donde W (z, v, t)dzdvt es la probabilidad de que al tiem'po t la particula tenga una posicion
entre T y = + dx y una velocidad entre v y v + dv y el pardmetro de amortiguamicento 3
determina la rapidez de acercamiento de la distribucién de velocidades hacia ¢l cquilibrio.
V(z) es un potencial externo. El método propuesto por Sack es el siguiente: Si definimos
la transformada T como,

AT 2

Y(a,u,t) = eznt / W(z,v,t)e™ ™ dv = T[W (z, v, t)] (2.2.22)
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cada término de la ec.(2.2.21) se transforma en,

oW owl .
T{W} = o T{av} -
oW 0% kKT, 0v KT 0°W kT3 ,
_— e e —_— /
T{ 03:} mou  m W [5m aﬂJ s
T ,BB(UW) = -0 L% + kT’Bu'Zw
ov Ju m

Finalmente, sustituyendo estos resultados en (2.2.21) llegamos a la ecuacidn,

oy 0% o oy .

En general, tenemos para la densidad de probabilidad p(z,t) y para la densidad de la

corriente j(z,t) que,

ol t) = / W(z, v, t) dv = (.0, 1) (2.2.240)
iz, t) = /v W(z,v,t)dv = z(a—w> . (2.2.24))
ou /), o

Usando estos resultados podemos aproximar a 1 por un desarrollo en potencias de wu, tal
que

P(x,u, t) = p(x,t) —iuj(x,t) + - (2.2.25)

y se desprecian los términos de orden superior en u. Asi, la ecuacién (2.2.23) llega a ser:

1) A orden cero en u,

a0 + B = (2.2.26a)
ii) A primer orden en u
- 1oy 1 8/) oV ,
KT — .2.20
7F ﬁ ot m[)’ < + p 03:> (2.2.260)

donde se hace énfasis que la ecuacién (2.2.26a) es simplemente la ecuacién de continuidad.
Por otro lado, la ec.(2.2.26b) difiere de la expresién usual para la corriente de difusién j.
bajo una fuerza externa, por el término de inercia B71(05/0t). Para obtener una ccuacién
para p eliminemos j de las ecs.(2.2.26 a,b). Para hacer esto derivemos (2.2.26a) con respecto
at,

9%p 9%

oL? + Otéa; =0
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y derivemos (2.2.26b) con respecto a x, uno obtiene

95 1 8% 1 d%p 3(&/)}
oz " Bozor mﬁ{kT 77 52 \" Oz

Combinando estas dos tltimas ecuaciones para eliminar j y usando, a partir de (2.2.26a).

el hecho .
dp 07

ot oz
llegamos a la ecuacion,

(2.2.27)

dp 18p 1—8—k dp 0OV
or Oz

— + = = N+ —
ot = Bot2  mBoz Pl
Los comentarios de Sack sobre esta dltima ecuacién son: primero, aparece un segundo

término adicional en (2.2.27) al compararse con la ecuacién de Smoluchowski (2.2.12)

. T 52
op L9 0 [ K(x)p _ ET B,? (2.2.12)
ot ' oz Jé] mf3 Ox?
Notese que el resto de los términos entre (2.2.12) y (2.2.27) son equivalentes, considerando
que
1 0V
Ki)=—-———
(z) m O0x

igualdad que surge de la equivalencia entre (2.2.10) y (2.2.21). Segundo, el desplazamiento
cuadratico medio se encuentra que es

28T
m3?

Este resultado se puede mostrar que es correcto a partir de la ec.(2.2.27). Multipliquemos

<62 > = (Bt —1+eP4. (2.2.28)

a (2.2.27) por 622 = (x — z0)? e integremos sobre todo el espacio,

109? < 622 > 0<61> /+oo~)a!: op
+
mB

KT +0V d
‘ op L OV I
5 o ot oz "t ax T 921

integrando por partes el lado derecho y suponiendo que p se anula en los limites, llegamos

al resultado
102 <622 >  9<ba?> 2%T

B ot? + ot  omf

IZsta ecuacion tiene como solucidn a (2.2.28). De acuerdo con la solucién obtenida, a partir

de la solucién de la ecuacién de Langevin (2.2.16), por Ornstein y Farth [26, comment (8)].

De hecho integrando la ec.(2.2.17), tenemos

v : "
T — g = EO(I —exp™P) + / e P / P A(€)dédn
Jo Jo
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El segundo término de lado derecho de esta ecuacién se puede integrar por partes,

/udvzuv—/vdu

identificando a u = f(;' eBEA(E)dE y du = e~P1dn, asi llegamos al resultado

= 2o = (1 = expBt) — Lot /t 5 A(£)de + — /t A(E)de.
5 B 0 8 Jo

Elevando al cuadrado esta ecuacién, promediando y calculando las integrales dobles, Orns-
tein [35] obtuvo (2.2.28).

En lo que sigue deseamos discutir muy brevemente dos puntos, a saber, las objecciones
que han surgido contra la ecuacién de Brinkman-Sack en el anélisis de sus resultados y
mostrar la compatibilidad de los resultados obtenidos de los trabajos de Davies y Sack para
deducir ecuaciones tipo telegrafistas. Es necesario mostrar la compatibilidad ya que como
se ha senalado [30] la validez del resultado, ec.(2.2.27), es puramente accidental. Brinkman
obtiene este resultado a orden mas bajo, ignorando el segundo y todos los momentos de
orden superior, pero en el proceso, él desprecia contribuciones del mismo orden que los
términos retenidos.

La primera objecion surgié del trabajo de Hemmer [34]. En este trabajo, 121 compara
la solucién de la ecuacién de Brinkman-Sack para una particula Browniana libre (i.e.
la fuerza externa no estd presente), ec.(2.2.20 ), con la solucién exacta de Ornstein y
Uhlenbeck de la ecuacidén de Fokker—Planck para la distribucién simultanea de posicion y
velocidades [35]. Cuando se tiene que, en el caso unidimensional, la posicién xg se observa
a t =0y la distribucién de la probabilidad de la velocidad inicial se supone Maxweliana,

el desplazamiento 2 a un tiempo posterior estd distribuido de acuerdo a

: {_ mB*(z — x)>

KT - -
po(,t) = (47f (Bt —1+ec ﬁl)) P TURT (B~ T + e 80)

mf3?
y con la solucién de la ecuacién de Smoluchowski, ec.(2.2.19). No reproducimos aqui
los resultados graficos ya que estos pueden encontrarse en varios libros y articulos de la
literatura (ver por ejemplo ref. [28]). El principal resultado de la comparacion realizada
por Hemmer, es que la funcidn de distribucién obtenida por la ccuacién de Brinkman-
Sack ticne la varianza correcta, pero no se aproxima a la funcién de distribucion exacta de

Ornstein y Uhlenbeck en la etapa inicial.
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Segundo, después de quince afios, Wilemski [30] senald, entre otras cosas, que
Brinkman y Sack habfan obtenido su ecuacién a orden més bajo ignorando el segundo
y todos los momentos de orden mayor. Esto se aclara més abajo. De esta manera, Wi-
lemski lleva a cabo una deduccidén de la ecuacién de Smoluchowski con correcciones a la
teoria cldsica de movimiento Browniano a partir de la ecuacién de Fokker—Planck en el
espacio fase. Estas correcciones modifican el lado derecho de la ecuacién de Smoluchowski.
sin incluir correcciones en derivadas temporales. Dos afios después, en 1978, usando un
método diferente, Titulaer [36] obtuvo los resultados de Wilemski, que son las correcciones
a la ecuacién de Smoluchowski.

La relacién entre las dos descripciones, a saber, aquella proporcionada por la ecuacion
de Fokker— Planck y por la ecuacion de Smoluchowski. han permanecido confusas por un
tiempo notablemente grande [36]. Sin embargo, nosotros no estamos interesados aqui en
este problema.

Nuestro objetivo es algo distinto. Como ya hemos mencionado, deseamos discutir
aquellos métodos que se han usado en la literatura que tratan con la deduccion de ecua-
clones cinéticas del tipo telegrafista, que ademds yacen en el marco de la teoria general
del movimiento Browniano. Con este proposito ahora estudiamos la compatibilidad de los
resultados proporcionados por los métodos de Davies [31] y Brinkman-Sack [32,33]. En lo
que sigue, continuamos en caso unidimensional. Davies parte de la ecuacion de Fokker—
Planck (ver ec.(2.2.10)). Resumiendo los resultados de su método, se tiene que a partir de
la ecuacién de Fokker-Planck (2.2.10), la ecuacidén de evolucién para el n-ésimo momento

de la velocidad esta dada por,

Op<v™> 0

5 + 50" <ot > = —ngp < v > 4K (z)p <o >
+n(n — L)kigp <™ > (2.2.29)
para n > 0; donde
pla,t) = /VV(ZL‘,”U, t) dv y p <" >=/v”W(:L',v, t)dv. (2.2.30)

Para obtener (2.2.29) dnicamente hemos multiplicado a (2.2.10) por v™ ¢ integrado sobre
v. Asi, para n =0, 1,2, recupcramos los casos siguientes casos particulares:
Momento a orden cero en v



Momento a primer orden en v

Op<v> .9 25 48p<v>=K(x)p. (2.2.14)
ot ox

Momento a segundo orden en v

) kT
Op<v>_ 90 s —98p<i®> +2K (z)p <v > wo¥5, (2.2.31)
ot Ox m

La ecuacién (2.2.29) es la ecuacidn cinética para la jerarquia de las ecuaciones de los mo-
mentos de la velocidad, obtenida de la ecuacion de Fokker-Planck. Como Wilemski ya hizo
notar [30], el analisis incompleto de esta jerarquia a dado lugar a resultados incorrectos,
por ejemplo, la adicién de términos erroneos en la ecuaciéon de Smoluchowski. Davies ob-
tuvo su ecuacién de tipo hiperbdlico considerando inicamente las dos primeras ecuaciones
obtenidas de la ec.(2.2.28) con n = 0 y n = 1, ambas de primer orden en el tiempo, que
combinadas conducen a una ecuacién diferencial de segundo orden para p(z,t). En el caso
de Sack , él Gnicamente considera los dos primeros términos de un desarrollo en series de
potencias de u para la transformada ¥ de W{z,v,t) que obedece a la ecuacién de Fokker—
Planck (ver ecs.(2.2.21) y (2.2.23)). Sin embargo, esto es inconsistente. Para probar esto,

considérese el desarrollo de la ec.(2.2.25) hasta segundo orden en u. Asi tenemos que

. J— . _a_w 1 aQw 2 O ) Q¢
Y(z,v,t) = ¥(z,0,t) + (a“>u:ou + 5 <W>u:ou toe (2.2.32)

A partir de las ecuaciones (2.2.24), encontramos que

¥(z,0,t) = p(z, t)

oY o
<a—>_ i)

y es posible ver directamente de la ec.(2.2.22) que,

0%y kT y -
(81/,2 >u_0 = -7—7‘;/) —p <V >. (2255)
Sca
KT
K=—p—-—p< v? >

Substituyendo las ecs.(2.2.24) y (2.2.33) en la ec.(2.2.32), tenemos que,

)
K~

Yr//'(l','l],t) :w(lv 07 t) —_27(‘7’7 t) u+ 2

T (2.2.34)

~ 96 -



Otra vez substituyendo la ec.(2.2.34) en la ec.(2.2.23) y agrupando términos del mismo

orderr en u, llegamos a los siguientes resultados: i) A orden cero en u,

dp 0j A o=
L 2L = 2.2.3:
T (22350
17) A primer orden en u,
, 105 1 ap ov oK s
. - = — —m— 2.2.35b
j(l,t)-i-‘aat mﬁ(h — g me ( 5b)

en esta ultima ecuacién el término OK/dx surge debido a que incluimos el término de

segundo orden en u del desarrollo (2.2.32). Este término no aparece en (2.2.24b). Siahora

substituimos el valor de K, entonces la ecuacién (2.2.35b) se convierte en,

L 197 1 ap av_ kTap_ap<v‘2>>
i@, 0+ Bot mp [kT e m< m Oz Ox
o bién 5 5 )
107 1 |0V p < vt > )
: == = —_—. 2.2.36
i@+ 5% mﬁ{ P T b } (22.36)

Combinando las ecs.(2.2.35a) y (2.2.36), en manera similar a la combinacién de las

ecs.(2.2.24), llegamos a,

10%p  dp 1 9 [ov 0 o
B o1z + 2% mﬂ—ﬁz {——p-’rmb——(p < v >)} (2.2.37)

La ecuacién (2.2.37) resulta de mantener todos los términos de primer orden en u en la

ec.(2.2.35b). Esta ecuacién es idéntica a la ec.(2.2.15) de Davies, ya que

,
K(z) = __1_0_\

m Ox

Nétese que ambos métodos, proporcionan correctamente los mismos resultados.
[Finalmente, notemos en relacidn a la metodologia, que en su trabajo, Sack desprecia
todos los términos a partir de n > 2 en el desarrollo en serie de potencias u™ para la
transformada de Fourier de la densidad de probabilidad W {z, v, t) (ver ecs.(2.2.19),(2.2.20)
y (2.2.23)). Por otro lado notemos que (2.2.37) se reduce a (2.2.27) en el caso que < v? >=

KT /m, la velocidad térmica.
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2.3 ECUACIONES TIPO TELEGRAFISTA Y MOVIMIENTO BROWNIA-
NO.-

Ahora llegamos al propésito principal de este capitulo. En esta seccién resumiré mi
més reciente propuesta [37] para deducir ecuaciones de transporte hiperbdlicas siguiendo
el método de Chandrasekhar [22]. Este método tiene esencialmente la misma falla que el
meétodo de Weymann. Empezamos con el resumen del método propuesto.

El método de Chandrasekhar usado para la deduccién de ecuaciones Fokker-Planck
puede resumirse como sigue.

1) Empezamos considerando la ecuacién Chapman-Kolmogorov escrita en la forma de

Chandrasekhar [1, 38],
Wut+71) = / W(u — Au,t)¥(u— Au; Au) d(Au) (2.3.1)

donde W(u,t + 7) es la probabilidad de que un evento especificado por el vector u ocurra
en clerto tiempo t + 7, Au es el cambio del vector u en el tiempo 7, W(u — Au;t) la
probabilidad de que u tenga el valor u — Au al tiempo t y ¥(u — Au; Au) la probabilidad
de que el cambio Au ocurra en el tiempo 7. Esta ecuacidn esta escrita en el espacio de
velocidades, pero también es posible escribirla en el espacio de configuracién e incluso en
el espacio fase [22].

i1) Este paso es importante. Primero, 7 se supone finito, pequenio comparado con un
tiempo macroscopico hidrodinamico, pero grande comparado con un tiempo microscépico.
Sin embargo, T debe ser suficientemente grande para asegurar que los eventos u — Au
y u son independientes. Después de esta observacién uno procede a desarrollar todas
las cantidades que aparecen en la ec.(2.3.1), en potencias de Au y 7. En este punto
Chandrasekhar, siguiendo a Einstein [26], mantiene inicamente el término de primer orden
en T pero mantiene términos hasta potencias en (Au)?.

#13) A continuacién, se agrupan términos y se divide por 7 ambos miembros de la
ecuacion resultante obtenida en el paso anterior. En el andlisis usual de esta deduccion se
toma el limite 7 — 0, sin mds argumentos que lo justifiquen [1]. Este limite se toma para
garantizar el hecho de anular los términos mayores que (Au)? (incluso términos mayores
que 7) en el desarrollo (2.3.1). Asi es como la ecuacién de Fokker-Planck se obticne en el

espacio de velocidades*.

* R

uiste punto es estdndar en la literatura que discute la deduccién de la ccuaciou de Fokker-Planck a

partir de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov. No obstante, ver ref.[37]
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En esta métodologia. el hecho de tomar el limite 7 — 0, cuando primero se ha supuesto
7 finito, es un procedimiento inconsistente [39]. En lo que sigue nos proponemos mantener
T pequefio pero finito e incorporar términos de potencias en (7)? en el desarrollo de la
ec.(2.3.1) para obtener una ecuacion tipo telegrafista.

Partimos de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, en una dimensién, escrita en el

espacio de configuracién®.
w(r,t+71) = / w(r — Ar, t)(r — Ar; Ar) d(Ar) (2.3.2)

donde cada término tiene el significado descrito anteriormente. Desarrollando cada término

en potencias de Ar y 7 en ambos miembros de la ecuacién (2.3.2) tenemos que**

ow 1282 ow 16%w \2
wr,t) + 7o + oS /{ (rnt) = 5 Ar+ 55z (Ar)F }

ijA

2
{1/}(7‘ Ar) — B r+ %(’9

)}

(Ar)2 + - } d(Ar).

Haciendo uso del hecho de que,

/1/)(7‘; Ar)d(Ar) =1

'y definiendo los momentos de la distribucién 1 como,

< (Ar)" > = / (A p(r; Ar) d(Ar), (2.3.3)
después de algunos arreglos, se tiene a partir del desarrollo de (2.3.2),

0w Ow d[(2<Ar> 9% [ < (Ar)? >
z == 7 ) 3.4
T 2 at or ( T w> * or? ( T w> (2:34)

Si definimos las cantidades

2 < Ar > < (Ar)? > -
— =M ——————( ) = M, (2.3.5)
T T
Esta ccuacién, en principio, define un proceso markoviano. Esto en principio, debido a que se cree

que (2.3.2) es una condicién necesaria pero no suficiente [45].

Este desarrollo llevado a segundo orden en 7 es inconsistente con la ecuacién (2.3.2). La razén cs

esencialmente la misma que discutimos el trabajo de Weymann. Una amplia discusién sobre este tépico

se realiza en el siguiente capitulo.
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la ec.(2.3.4) se reduce a

,

2 2
Ta—-.zg + 20—w~ = ——a—(Ml w) + ‘2—(1\/[2 w). (2.3.6)
ot? ot or or?
Esta ecuacién se ha obtenido suponiendo que es posible despreciar todos los momentos con
n 2> 3. En este sentido la ecuacién (2.3.6) es una ecuacién aproximada. Los momentos M
y M5 son generales tanto como dependan de la expresién particular para la probabilidad
condicional .

Por otro lado, el intervalo temporal 7 que aparece explicitamente en la ec.(2.3.6).
tiene una interpretacién fisica muy clara a partir de la ecuacién (2.3.2). En esta ecuacion
T es un intervalo temporal durante el cual la variable r cambia su valor por la cantidad
Ar. Nétese que debido a que 7 se ha mantenido finito, tomamos en cuenta este hecho
conservando términos cuadraticos en 7, surge la pregunta si esto introduce efectos de
memoria en el sistema. Esto es todavia una cuestién debatible. Hemos partido de la
ecuacién de Chapman—Kolmogorov , que en principio define un proceso Markoviano. Sin
embargo, la ecuacidén (2.3.6), una ecuacién diferencial de tipo hiperbdlico, estd usualmente
asociada con un proceso de Markov de segundo orden (veasé comentario posterior a la
ecuacién (2.2.20), que implica algunas correlaciones entre las Ar’s contenidas dentro tales
tiempos finitos. Ademds, en deducciones tipicas de este tipo de ecuaciones se hace uso de
ecuaciones constitutivas que son equivalentes a la presencia de una funcién de memoria
exponencial [19]. Notemos que en el imite 7 — 0, la ec.(2.3.6) se reduce a la ecuacién de
difusién obtenida por Chandrasekhar [22].

Ahora regresamos a la ecuacién (2.3.6). Noétese para el caso particular en el que

M, = 0, uno tiene que,

Pw 20w My &*w

- = E (2.3.7)

otz T Ot T Or?
para el caso en el que My es constante. Asi la ec.(2.3.7) tiene una estructura andloga a
aquella propuesta por Morse y Feshbach (ver Sec.1.1). Sin embargo, la razén fundamental
detras de los resultado arriba obtenidos es cuestionable. Asi, hemos tomado a la ec.(2.3.2) y
desarrollado en serie de potencias el lado derecho manteniendo tnicamente los dos primeros
momentos. ISsto es inconsistente con el hecho de mantener también el término 72 en el
lado izquierdo. Por lo tanto para corregir esta falla mantenemos en ¢l lado derecho todos
los momentos que tienen contribuciones de orden 72. Esto es trivial ya que dichos términos

son faciles de calcular, cuando uno trabaja en el espacio de velocidades, y ademads estan
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disponibles en la literatura [35.40]. Por tanto. partiendo de la ec.(2.3.1), escrita en el

espacio de velocidades en una dimension,
wv,t+7) = /w(v — Av, ) ¥(v — Av; Av) d(Av) (2.3.8)

y llevando al cabo justo el procedimiento descrito anteriormente, después de alguna algebra

directa encontramos que,

1 28211) aw 8 1 02 2
v, 9w, 9 -9 A
5T e T T av[w<Av>]+2!(%2[w<( v)? >]
1o [w < (Av)® >] + LG [w < (Av)* >]|. (2.3.9)
31 9u3 4l vt

Para obtener esta 1iltima ecuacién se ha hecho uso de la definicién
< (A" > = /(Av)" W(v; Av) d(Av). (2.3.10)

Para obtener la ec.(2.3.9) se desarrollé (2.3.8) hasta el cuarto orden en los momentos,
debido a que, como veremos més adelante, < (Av)* > tiene una contribucién de segundo
orden en 7.

Para calcular los momentos < (Av)™ >, usamos la ecuacién de Langevin

du
= ) 2.2.16
= —Bu+ A() (22.16)

donde v representa la velocidad de la particula, 3 es la constante de friccidén y A(t) “fuerza”
fluctuante cuyo promedio en el tiempo es cero. La integral de la ecuacién (2.2.16) en ¢l

intervalo de ¢t = 0 a t es, de acuerdo a la seccién anterior,
t
v = vge Pt 4 P / P A()de (2.2.17)
Jo

donde v(0) = vp. La razén a la cual A(t) varfa puede ser caracterizada por algin “tiempo
de correlaciéon” 7 el cual mide el tiempo medio entre dos méximos sucesivos (o minimos)
de la fuerza fluctuante A(t). Este tiempo es muy pequeio en escala macroscépica (Este
deberfa de ser del orden de una separacién media intermolecular dividida por por la ve-
locidad molecular media, es decir, alrededor de 1075, si A(t) describe las interacciones
con moléculas de un liquido. Ahora bien, calcular los momentos (2.3.10) requiere explotar
el hecho de que el tiempo de correlacién 7% de la fuerza fluctuante es muy pequeiio. Con-

sidere un intervalo de tiempo T > 7, que es macrocdpicamente muy corto en el sentido
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que 7 <« 87!, Con esto, notemos que la fuerza A(t) no estd correlacionada en intervalos
sucesivos de longitud 7. Si dividimos el intervalo de tiempo t en N intervalos sucesivos 7
tal que t = N7, entonces la integral que aparece en (2.2.17) se puede expresar como una

suma de contribuciones en cada intervalo 7, es decir,

N-1

t T
/ ePEA(€)de = Z eﬁT"/ Akt + s)ds

Sustituyendo este resultado en (2.2.217) y escribiendo explicitamente A(t) = (1/m)F'(t)

tenemos que,

t N-t1 .
v —vge Pt = Le_m/ PEF(&)de = ie_ﬁt Z eﬁﬂ“/ F(kT + s)ds (2.3.11).
0 o 0

m m

Definiendo las cantidades,
1 T
Gy=— [ F(kr+s)ds

m Jo

= e~ OT(N=R) &,

y finalmente,
N—-1

N-1
Y = Z e PTIN-R g = Z Yk
k=0 k=0

llegamos a la ecuacidon

N-—1 N-—1
v—rpe Pt =Y = Z e PTIN=R) = Z Yk (2.3.12).
k=0 k=0

A partir de esta ecuacién podemos calcular el valor de < Y? >,
1 — 6_26(’

. . - 2
<Y2>=<G~)>__2T:<(U—voe ﬁt) >
T

donde la dltima igualdad se debe proviene de (2.3.12). Si 7 — o0o0,< v? >= (< G? >
/287) = kT /m. Por lo tanto tenemos que

2kT3

m

<G?>=

T. (2.3.13)

Finalmente para evaluar explicitamente los momentos (2.3.10), integremos (2.2.16) en un

itervalo de tiempo 7, tenemos que

|
v(1) = v(0) = —v, 07 + — / AR dl

m /g
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donde ~
G = _1-/ eI F(t)dt'
m Jo

Por tanto,

Av = —vo087 + G

De esta expresién directamente calculamos los primeros cuatro momentos que estan dados
por,[35,43],
< Av > = —-fFur

2KT3
< (Av)? > = (Bv)? + —T
M
6LT % .
< (Av)? > = —(Bv)3r3 — 1\/'/’[ U2

KTBY° .
< (Av)* > :12( f[ > 72 4 9(73).

No obstante, todos los momentos de mayor orden, los cuales son finitos, son al menos de

orden 73, Sustituyendo estas expresiones en (2.3.9), tenemos

ow 1 ,0%w ) 1 9? 2kT3 12 2>
FAR A R H (Sl R Pr M R
1 88 6LT %y .
- EW{(_(BU)BTB— M Tz)“’}
12 0 [ (kTB\? , 4
i - ) 2.3.14
+246v4{w< NI)T}‘F??(T) ( )

Multiplicando la ec.(2.3.14) por 2/7 se tiene que,

0w dw o) 9? 2T 5
TW+QEh% —372—{[ i + (Bv) T}w}

. & [ [ 2kTB? ” ot [/ kTB\? (2.5.15)
ERE M )Y T e\ ) T

Podemos mencionar que la ec.(2.3.15) surge como resultado de incluir una contribucion

(28vw) +

de scgundo orden en 7 a la ecuacién de Fokker-Planck. Nétese que en el caso cn que

tal contribucién se anule, es decir, se tome el limite 7 — 0, uno recupera la ecuacion de

FFokker-Planck,
dw 0 9% (kT3
A a_v(ﬂw”b—ﬁ( M w)'
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También, debido a la estructura de la ec.(2.3.15), ésta puede ser escrita en la forma.

TOw  Ow 9 O (kT3 1 9 )
5-—8}7 + -8'—t- = 55[(31)) w] + W[(T + 5(,61/) T |w

9 [/ kT3 8t [1/kTB\> ‘
o ! , A I s 2.3.16
+8v3{< M T)%w} +8v4{2< M ) v ( )

Si en esta tltima ecuacién igualamos términos del mismo orden en 7 en ambos lados,

tenemos que a orden cero en T,

9w 8 0? [ (kT3
5 = 5o [(Bv)w] + WKTF)“)}

que es la ecuacion de Fokker—Planck, obtenida sin usar el limite 7 — 0.

A primer orden en 7, uno obtiene que

8_29_&[(5 )2 }+£ QkT_fB? +ﬁ4_ ___"“'T'3>
o2 T 9z (WY WIT 53 R R A

que es una ecuacién de ondas, con un término fuente no estandar.

2

w] (2.3.17)

La cuestién principal que surge de este andalisis es si la ec.(2.3.15) es interpretada
correctamente como una correccidn fisicamente significativa a la ecuacién Fokker-Planck,
que incluye términos de orden 72, o, de acuerdo al anélisis que conduce a la ec.(2.3.17), uno
podria en principio continuar para incluir todas las potencias en 7, ya que este parametro es
finito, para obtener una jerarquia de ecuaciones de las cuales la ecuacién de okker-Planck
es la ecuacion en el orden més bajo correspondiente a 7 = 0 y el resto son correcciones a
la funcién de distribucién W cuyo significado, permanece atin por evaluarse. Hasta aqui

el resumen de mi trabajo [37].
2.4 CONCLUSIONES

'n este capitulo presentamos un breve resumen de algunos trabajos que tratan con
¢l problema de la deduccién de ecuaciones cinéticas tipo telegrafista. Hemos hecho una
revision critica en la que intentamos exponer aquellos puntos débiles contenidos en los
métodos que conducen a las ecuaciones (2.2.15) y (2.2.25). También hicimos una com-
paracion entre los métodos de Davies y Sack los cualés tratan con la deduccién de ecua-
clones hiperbdlicas para la distribucién de probabilidad. Argumentamos que los resultados

obtenidos a través de estos métodos son inciertos debido a que en esencia, tales resultados
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incorporan una derivada temporal de segundo orden en la ecuacién de Smoluchowski, sin
alguna otra justificacién.

Por otro lado hemos hecho notar la falla presente en la propuesta del procedimiento
para deducir ecuaciones cinéticas tipo telegrafista partiendo de la ecuacién de Chapman-—
Kolmogorov, siguiendo el método de Chandrasekhar. Tales ecuaciones hiperbdlicas se
obtienen bajo una aproximacidén, a saber, llevar a cabo el desarrollo en serie de Taylor

de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov hasta el segundo orden en potencias de 7y Ar.

Ya que, en principio, la ecuacién de Chapman-Kolmogorov define un proceso de Markov,
la ecuacidn hiperbdlica que se obtiene a partir de ella es incorrecta por lo expuesto en la
seccion anterior.

Por otro lado, senalemos algunas implicaciones en teorias fenomenoldgicas sobre la
consideracién del intervalo 7. En la teoria fenomenoldgica de ondas térmicas, uno obtiene

una ecuacién del telegrafista para la temperatura T [41],

que obviamente es hiperbdlica y transmite ondas de temperatura con velocidad c. Las
ondas son atenuadas como resultado de la relajacién y del flujo estacionario del calor
inducido por gradientes de temperatura. Como es bien conocido, el tiempo de relajacion
T que aparece en la ecuacién para T proviene de la ecuacion fenomenoldgica para el flujo

de calorJ,,

oJ .
-7 _822 =rgradl + J,

donde k es la conductividad térmica. Esta es llamada la ecuacién de Maxwell-Cattaneo-
Vernotte [15,17,18]. La derivada temporal en esta ecuacién, a saber, 79J,/0t puede descri-
birse como una “inercia” térmica [17]. Es importante notar que el tiempo 7 estd relacionado
con algin aspecto fisico que puede ser considerado o no en la teoria del calor. Primero.
Maxwell [42] ignora la derivada temporal debido a que ésta “... puede ser despreciada,
tanto como la razon de conduccidn se establezca répidamente por si misma.” Por otro lado
la referencia [17] también senala que “Nernst (1917) sugirid que en buenos conductores
térmicos a bajas temperaturas al calor puede lener suficiente “inercia” para dar lugar a
“descargas oscilatorias”. Onsager (1981) hizo notar que la ley de Fourier contradice el
proceso de reversibilidad microcdpica usado en termodindmica, una contradiccion que

desaparece cuando reconocemos que (la ley de Fourier) es tnicamente una descripcion
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aprorimada del proceso de conduccion, donde se desprecia el tiempo necesario para la a-
celeracion del flujo de calor” [43]. De hecho una teoria en la que la “inercia” térmica se
postula en el contexto de una generalizacién dindmica de la teoria de Onsager fue dada por
Kaliski [17,pp.42-43; 44]. Después de algunas aproximaciones, Kaliski llega a una ecuacién
del telegrafista. El hecho de que todo este esquema sea consistente internamente o no.
requiere, en mi opinién, de un estudio mas profundo.

Es notable el hecho de que sea posible una descripcidn de los fenémenos irreversibles
en los que uno puede considerar procesos que ocurren con T pequenio. Sin embargo. cuando
T aunque es pequeno, pero no despreciable, la descripciéon de tales procesos estd dada por
ecuaciones de tipo hiperbdlico. Asi, en cierto sentido llegamos a la conclusién que la
ecuacion hiperbolica “descrihe los procesos de la conduccion del calor, difusion, etc. mds
exactamente que una ecuacion tipo difusiva. Fisicamente esto significa que las condiciones
bajo las cualés es posible obtener ecuaciones del tipo parabdlico (ecuaciones tipo difusivas)
son aparentemente mds restrictivas”.

Finalmente, es conveniente sefialar que los procedimientos propuestos en este trabajo
tiene algunas cuestiones de caracter matematico las cuales trataremos de clarificar en el

capitulo siguiente.
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" ANEXO DEL CAPITULO 2

SOBRE LAS DEDUCCIONES MESOSCOPICAS DE LA
ECUACION DEL TELEGRAFISTA.

En el capitulo anterior hemos discutido algunas deducciones de ecuaciones de trans-
porte hiperbdlicas. Sin embargo, tanto el trabajo de Weymann como el método propuesto
por mi y por Garcia-Colin son incorrectos. En este anexo expongo en particular aquella ob-
jecion relacionada con el concepto de la no-markofianidad de la ecuacidn resultante (2.3.6)
del capitulo anterior. Debido a la falta de claridad, de que un proceso sea markofiano si
y solo si cumple con la ecuacion de Chapmann-Kolmogorov, se exponen dos alternalivas
para estudiar el origen de las ecuaciones del tipo telegrafista en teoria de transporie cn

particular la difusion.

A2.1 DISCUSION.

En el capitulo anterior he expuesto mi trabajo recientemente publicado [1]. Discutiré
el comentario realizado respecto al desarrollo de la ecuacién (2.3.2). Con este objetivo
senalaremos el siguiente aspecto que fue pasado por alto en aquél trabajo. Al suponer que
la ecuacion integral entre W (r, t+7) y W(r— Ar, t) es cierta, realmente estamos suponiendo
que el recorrido que sigue una particula Browniana dependerd dnicamente de los valores
instantdneos de sus pardmelros y es completamente independiente de sus historia previa

tolal.
A2.2 MARKOVIANIDAD.

1 . . . v
Como ya mencionamos, en nuestro comentario sobre el trabajo de Weymann [2] cn
teoria de probabilidad general, un proceso estocistico que dependa tinicamente de los valo-
res instantaneos de sus parametros y sea completamente independicnte de su historia previa

total es Markoviano. En otras palabras, el proceso estocastico que tiene la caracteristica
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de que lo que sucede a un instante dado de tiempo depende unicamente del estado del
sistema al tiempo t es llamado un proceso de Markov. Como se sabe en este proceso
“el futuro” estd determinado dnicamente por el presente, es decir, sélo intervienen dos
tiempos: el tiempo t — 1 y el tiempo ¢. Debido a esto el proceso “no recuerda” su pasado,
es decir no hay memoria. Por otro lado, el resultado que se obtiene a partir de la ecuacién
de Chapmann-Kolmogorov deberia de ser markoviano, en el sentido descrito méas arriba.
No obstante, como se sabe, una ecuacién hiperbdlica tipo telegrafista contiene memoria.
Mencionemos algunos aspectos técnicos sobre los procesos de Markov que obedecen la
ecuacion de Chapmann-Kolmogorov.

Para un definicién més precisa de lo que es un proceso de Markov, es util introducir
primero la nocién de probabilidad condicional. Escribiremos P2 (y,|y2,t)dy2 para la proba-
bilidad de que dada y; al tiempo ¢p, uno encuentre y en el rango (y2, 2 + dy2) a un tiempo
posterior £. Si uno tiene que Wi(y,t)dy es la probabilidad de encontrar y en el rango
(y,y + dy) al tiempo t y Wa(yy,t,;y2,t2)dy,dys es la probabilidad conjunta de encontrar
y en el rango (y1,y; + dy;) al tiempo t; y en el rango (y2,y2 + dy2) al tiempo ¢, uno

encuentra P de Wy de acuerdo a la siguiente expresién

Wa(y1,y2,t) = WyL) Pa(yrlw, t)

P debe satisfacer las siguientes relaciones obvias,

Py(y1ly2,t) 20, (A2.2.1)
/dyal’-z(ylly-z,t) =1, (42.2.2)
Wi(y2) :/”/l(yl)P‘Z(yLly'bt)dyla (A2.2.3)

mientras que en los problemas de movimiento browniano uno siempre tiene

lim Py(yily2,t) = Wi(ya). (A2.2.4)

t—s
Un proceso de Markov ahora puede ser definido més precisamente diciendo que para tales
procesos la probabilidad condicional de que y esté en el intervalo (y,,, .. +dyy,) al tiempo ¢,
dado que y es igual a y1,y2, -, Yn—1 a los tiempos {1, by, -, ln_y (donde t,, > by -+ >
la > t)) depende, ademds de Ynln, Unicamente del valor de y al tiempo previo {,—,.

ISxpresado matemadticamente, un proceso de Markov estd definido por la ecuacion:
Pn(yltla .7/‘2["2a T ayn—Ltn~llyntn) = ID'Z (yn—ltn—llyny Ln) (/122'5)
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Es claro que todas las W, para m > 2 se puedan encontrar, cuando unicamente W5 es

conocida. Uno deduce por ejemplo facilmente de (A2.2.5) que

Wa(yrt1, yota)Wa (yata, yats)
Wi (yat2) ’

Wi(yit1, yata, ysts) =

Y asi sucesivamente. Es claro, por lo tanto, que W5 o P describen completamente el pro-
ceso. Sin embargo, uno no puede tomar a Py como una funcion arbitraria de sus variables.

Ademas de las relaciones generales (A42.2.1 — A2.2.4) requieren que

Pr(yilyz,t) = /dyp-z(ylly, to) Pa(ylya, t — to), (A42.2.6)

para todos los valores de tg entre cero y t. Esto se sigue de la definicién de un proceso
de Markov y es llamada la ecuacién de Chapman-Kolmogorov-Smoluchowski. LEsta es la
ecuacién bésica para la teoria. De esta manera uno puede continuar. Para finalizar esta
parte mencionemos el tratamiento de procesos no-markovianos en esta teoria.

Es claro que la préoxima clase de procesos estocasticos serd completamente descrita
dando W3. Sin embargo, en las aplicaciones fisicas hay muy pocos ejemplos estudiados
para tales procesos de mayor orden. Muy a menudo, cuando un proceso es no-markoviano,
uno puede considerarlo como una clase de “proyeccién” de un proceso de Markov mas
complicado. Ademads de y, uno considera entonces otra variable z (la cual puede ser, por
ejemplo, dy/dt o alguna otra coordenada del sistema) y puede ocurrir que para las dos

variables y y z combinadas, el proceso sea entonces markoviano, tal que

Py(y121|y229,t) = //dydzp'z(ylzdy%to)PQ(yzlyzzz,t— to)-

De esta manera, acordamos definir el orden de un proceso de Markov, como el nimero de
variables en que es necesario descomponer un proceso aleatorio, tales que al combinarlas
el proceso sea Markoviano. De hecho, la Wo(y112t) que uno obtiene por integracién de
Wa(yiz1y222L) sobre 2y y 29 en general no serd un proceso de Markov, y uno puede decir
que esto se debe al hecho de que uno no tiene una descripcién suficientemente completa del
problema. El hecho de que sea posible encontrar las variables apropiadas z;,z2, - - (estas
pueden ser mas de una) tal que el proceso, completamente descrito en estas variables, sca
un proceso de Markov, dependera de las “causas fisicas” del fendmeno considerado.

En la seccidn (A2.4) se ilustra con cierto detalle lo que hemos mencionado hasta aqui.

Veremos que un caminante al azar persistente requiere para su descripcién de dos variables
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a y b, que obedecen un proceso de Markov pero al reducirlas a una sola variable se obtiene

una ecuacién no-markoviana.
A2.3 ECUACIONES MAESTRAS GENERALIZADAS.

Ecuaciones lineales muy generales para la densidad de probabilidad son la ecuacién
maestra y la ecuacién maestra generalizada [3-7]. Si la variable z toma dnicamente valores

discretos, la ecuacién maestra tiene la forma {3

oW,
ot

=W, = Z[w(m — )W, — w(n — m)W,]. (A42.3.1)

m

En (A2.3.1) W, es la probabilidad de que la variable aleatoria = tome el valor entero n y
w(m — n) es la probabilidad de transicién por unidad de tiempo m a n, la cual debe ser
positiva. Para una variable continua, la suma debe ser reemplazada por una integral, es

decir,

oW (x, t)

o = Wz, t) = /[w(:z:' — )W (', t) — w(z — )W (z, t)]dz’. (A2.3.2)

Iista ecuacién se puede obtener a partir de (A2.2.3), aqui reescrita en forma explicita para
la variable x,

Wz, t) = / P!, 'z, )W (2, ) da (42.3.3)
kin esta ecuacién reemplazamos ¢t — t + At y ' — t (At =t —t'), tenemos
Wz, t+ At) = / Pz, AYW (2’ t)da’ (A2.3.4)

Ahora desarrollamos el lado izquierdo de esta ecuacién en At y mantenemos los primeros

dos términos. Suponemos que existe el limite

H L [ _ J e A9 2=
Alir_rzo ZZP(:L ,x, At) = w(a’ — o) (A2.3.5)

que determina la razén de cambio de la probabilidad de transicién. Notemos que la pro-

babilidad de transicién tiene las siguientes propiedades:
/P(n;, tla', ¢ )da' =1 P(z,2’, At) = Atw(z — ')
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En la segunda propiedad usamos el limite (A2.3.5) y mantenemos unicamente el término
g prop Y :
principal en el desarrollo en At. Tomando en cuenta estas propiedades, transformamos

trasnformamos el primer término en el desarrollo en At en el lado izquierdo de (A2.3.4):
Wiz, t) = /P(:z, ', At)dx'W(z,t) = At/w(x — z')dz'W(x, t). (A2.3.6)

Ahora usamos (A2.3.5) v (A2.3.6) para convertir a la ecuacién (A2.3.4) en la ecuacion

maestra deseada, a saber,

oW (x,1)

D =W (e, = /[w(x’ L W) — wlz — )Wz, 0)]da’. (42.3.2)

La probabilidad a un tiempo posterior esta completamente determinada por la probabilidad
al tiempo t = tg; es decir el proceso descrito por {A2.3.1) es un proceso de Markov.

Una forma especial de la ecuacién maestra (A2.3.2) es la ecuacion de Fokker-Planck
para una variable x. Para hacer redefinimos las probabilidades de transicién en érminos de

- = g — 7' el tamano del salto. Asi se tiene que z/’ =z — &, y llegamos a
3 Sy

a_v%_f,_t_) = /[w(;,; — Wz — &, t) — wlz, )W (z, t)]dS.

Desarrollando el lado derecho de esta ecuacién en potencias de £ se obtiene el desarrollo

aw (2,1) {Z K_>UD<">(9;)W(:E, t)

donde D) son los momentos de probabilidad de salto definidos como

D) = /Oo ' w(z, €)dE

Quedandonos con los primeros dos términos de este desarrollo se obtiene la ecuacién de

Fokker-Planck, como una ecuacién de la ecuacién maestra, dada explicitamente por

oW 2 . & .
o [_%,y + 2D | W, (42.3.7)

donde D@ (z) > 0 es llamado el coeficiente de difusién y DM (z) es el coeficiente de deriva,
los cuales pueden depender del tiempo.
Una forma de generalizar la ecuacion maestra es la siguiente [8]

t

W(a,t) = / {Z win — m, Lt = YW, (t') - Zw(m — n,t— L')I/V,L(L')} di’. (A2.3.8)

m
— 00 m

— 44 -



Esta ecuacién es conocida como la ecuacién maestra generalizada. En esta ecuacion el
cambio de la probabilidad no depende tnicamente de la probabilidad al tiempo ¢. sino
también de la historia previa. Las probabilidades previas entran con la funcién de peso

w(n — m,t —t') que es llamada la funcién memoria. El caso continuo de (A2.3.8) es
¢
Wz, t) = / /{w(w' —z,t—t YW t) —wlx — 2t -t YW(z,t')|da'dt’. (42.3.9)
Reescribiendo esta ecuacién con los cambios W(z,t) — p(z,t) se tiene la ecuacion
t
% = / /[w(:r' —x,t—t)pla’, t) —wlx — ', t — t)p(x,t')]|dz’dt’. (A2.3.10)
0z

Las ecuaciones maestras que tienen la forma de la ecuacién (A2.3.10) han sido deducidas en
distintos contextos en forma fisicos a partir de diferentes modelos mesoscépicos por medio
del método de operadores de proyeccidn [4-6]. Por el momento no estamos interesados en
estos resultados, sino en considerar propiamente a la ecuacién (A2.3.10) para caracterizar
ciertos procesos estocasticos.

Veamos como es posible obtener una ecuacién tipo telegrafista a partir de (A2.3.10).

Si la funcidn de memoria se puede expresar como [8]
wx = xt—t) =w(lt-t" W — z), (A2.3.11)

donde
W(z' —z) = /w(z’ —x,t—t)dt', t— o0 (A2.3.12)
es la razén de salto granulamiento grueso y la funcién de relajamiento w(t) tiene una forma
exponencial,
w(t =t =77 exp[—(t - ')/, (A2.3.13)
entonces se puede mostrar que la ecuacién (A2.3.10) se reduce a la ecuacién

o2 &
T-OTS + 5% = /[VV(IL‘I — z)p(a’, t) = W(z — 2')p(z, t)]da’. (A2.3.14)

que es conocida como la ecuacién maestra tipo telegrafista (EMT).
A partir de (A2.3.14) es posible obtener una ecuacién tipo Fokker-Planck “hiperbdli-

ca”. Seguiremos cl formalismo de Klimontovich [10]. Sea
Wz —2a")=W(z - 2"+ Wz — 2) (A2.3.15)
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donde
Wiz —2)=W32' —z) Wz —2)=-W* — z).

Sustituyendo (A2.3.15) en (A2.3.14) y agrupando términos se obtiene
= /[W(l" — z)p(a’,t) — W(z — ')p(a, t)]dz’
=/{W’S(:r' — a)[p(a’,t') — p(z, )] = Wz — ') [p(a’,t) + p(z,1)] }da’ (A2.3.16)

Suponiendo que la probabilidad de transicién,

. - A
We(s - af) = W < - o= §> = WS’”(‘”; I—'Q*—I>

con Az = z — z’. Nuevamente, sustituyendo estas ecuaciones en (A2.3.16), y expresando

todos los términos en funcién de z y Ax se tiene,

I = /{Ws (Aa;; f’“—%‘i) [p(:v + Az, t') — p(z, t’)}
_we <Al--, ?—12-%1> ['p(l‘ + A, )+ pla, t')} }d(Am)

si en esta ecuacion desarrollamos todos las expresiones en potencias de Az hasta segundo

orden, reagrupamos términos y definimos,

Az) = /(Am)W“(Aa:,a;)d(A:L‘)

D(z) = / (A;) W?e(Az, z)d(Az),

obtenemos finalmente,

_O°p Lo _ 9 [A(2)p(z, 1)] +

92 T ot T oz {D()ap} (A2.3.17)

oz ox
La ecuacién (A2.3.17) tiene una forma muy parecida a la ecuacién (2.3.6) del capitulo
anterior.

Lo que es importante seflalar aqui, es que a partir de una ecuacién maestra gene-
ralizada, que es no markoviana, se obtiene una ecuacién tipo telegrafista usando una
Juncién de memoria temporal exponencial. Esto es importante, ya que cuando se reali-
za un suavizado en el tiempo a los procesos de Markov via una memoria exponencial, la

ecuacion de movimiento es de tipo hiperbélico.
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CAPITULO 3

LA INVALIDEZ DE LA ECUACION DE DIFUSION
DEL TELEGRAFISTA EN 2D Y 3D
PARA SOLIDOS CRISTALINOS.

Usamos un andlogo cldsico de la teoria de dispersion cudntica de la matriz S para
estudiar la difusion mesoscopica cldsica en sélidos cristalinos tsotrdpicos. Las colisiones
individuales incluyen probabilidades de dispersion de transmision, reflezion, y lateral. FEl
proceso estocdstico resultante es un proceso de Markov de sequndo orden en el espacio fase,
el cual se conoce en la literatura como una caminata al azar persistente en dos y tres di-
mensiones 2D(3D). En contraste, con el caso unidimensional 1D, en el limite continuo,
la densidad total en 2D y 3D no satisface la ecuacion de difusion del telegrafista. Nosotros
explicamos este hecho deduciendo la ecuacion de Mazwell-Cattaneo en el caso de proce-
sos discretos de difusion. Encontramos que la memoria inercial, la cual proporciona una

direccion preferencial hacia adelante, rompe la simetria x — y.

3.1 INTRODUCCION.

In el capitulo anterior hemos discutido “in extenso” las diferentes deducciones e in-
terpretaciones que se han hecho en la literatura sobre la ecuacién del telegrafista. lista
discusién todavia no esclarece del todo la metodologia seguida en la ref.[1], mencionada en
el cap.1, para obtener la ecuacién maestra a partir de las ideas sobre procesos irreversibles
basadas en hipétesis de tipo estocéstico (M.S.Green). Con objeto de poder evaluar con mas
precision la naturaleza y validez de esta ecuacién vamos a estudiar en este y el capitulo
subsccuente su origen microscépico pero en un modelo un tanto simple. [Ssto nos permitird
entender con mayor claridad cémo la difusién macroscépica surge de los principios basicos

de la mecanica cuantica.
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En esta seccidn argumentaré matematicamente la diferencia entre el modelo de cami-
nante al azar ordinario (aqui referido como RW) y caminante al azar persistente (referido
como PRW). El caminante al azar persistente difiere del caminante al azar ordinario en que
el elemento probabilistico usado en cada paso es la probabilidad de continuar moviéndose
en una direccién dada, mas que la probabilidad de moverse en una direccién independiente
de aquella que tenia en el paso precedente inmediato. Por esta razon se dice que el proceso
aleatorio permanece siendo markoviano pero de segundo orden mas que de primer orden.

Esta afirmacidn se aclarda mas adelante.
3.1.1 CAMINANTE AL AZAR ORDINARIO.

Un enfoque para describir la difusién en una red, es el proceso llamado caminata al
azar (Aqui referido como RW) o caminante al azar ordinario [1,2]. El modelo tradicional de
la difusién, usando RW, es un proceso de Markov en el espacio de configuracién. Sea p(x, t)
la distribucién de probabilidad de la posicién = (z = 0, %[, £2/,...) para una particula
difusiva al tiempo ¢ (¢ = 0,7,27,...). Suponiendo una caminata al azar ordinaria en una

red, la probabilidad p(z,t) satisface esta simple relacién de recurrencia
1 1 _
p(a;,t+T):§p(x—l,t)+§p(:r+l,t). (3.1.1.1)

Aqui, 7 y I son el “el tiempo de salto” y la “longitud de salto”. respectivamente. A partir de
la ecuacién (3.1.1.1) se tiene que: i) Los factores 1/2 en la ecuacién son las probabilidades
de salto isotropicas para moverse a la derecha o a la izquierda. ii) La ecuacién (3.1.1.1)
tiene esa estructura debido a que ignoramos donde se encontraba el caminante al tiempo
. Por esta razén debemos considerar las dos posiciones posibles donde puede estar la
particula en el instante inmediato anterior. iii}) Nétese que (3.1.1.1) es una ecuacidn que
relaciona unicamente dos tiempos a saber, t y ¢t + 7; el presente determina el futuro. No
hay memoria en el sistema. Finalmente, sehalemos que la versién diferencial de (3.1.1.1),

llamada ecuacién de difusidn, es una ecuacién diferencial parabdlica

Lap _ o
Dot 0z

(3.1.1.2)

donde D =1?/27 = v37/2 es el coeficiente de difusién y vg = [/7 es la velocidad media de

las particulas. Esta ecuacién después de desarrollar (3.1.1.1) en potencias de 7 y L.
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3.1.2 CAMINANTE AL AZAR PERSISTENTE. EL MODELO DE GOLDS-
TEIN.

El transporte de particulas que se difunden en una red fué estudiado primeramente
por Goldstein [3], usando el formalismo de caminata al azar persistente (PRW). Este
formalismo le permite a uno incorporar una memoria inercial, entendida aqui como la
tendencia del caminante de continuar moviendose en la misma direccién que con aquella
precedente inmediata.

Deduciremos la ecuacién del telegrafista en una dimensién basados en las ecuaciones
para el caminante al azar persistente en una red e indicaremos las hipdtesis requeridas
para el paso al limite continuo. Esta deduccién esencialmente es aquella proporcionada
por Golsdtein [3].

Considere una caminata al azar en una red en la que en algin paso, el caminante esta
en el sitio j de la red se mueve a uno de sus dos sitios vecinos j & 1. Sin embargo, en lugar A
de especificar una probabilidad de moverse desde j a un punto vecino, especificamos la
probabilidad de continuar moviendose en la misma direccién que tenia en el paso anterior
inmediato. Esta sera denotada por a. Asi, si el paso anterior inmediato se hizo de j — 2 a
7 — 1 la probabilidad de ocurra la transicién 7 — 1 — 7 en presente paso es igual a «. Ista
definicién nos permite escribir méds abajo un par de relaciones de recurrencia que describen
la evolucién del caminante al azar. Sea a,,(7) la probabilidad de que el caminante al azar se
encuentre en j en el paso n, llegando de 7 — 1 en el paso anterior y sea b,(j) la probabilidad
de que el caminante al azar se encuentre en j en el paso n llegando de 7 + 1. Finalmente.
sea # = 1 — a. Esta consideraciones conducen al conjunto de relaciones, dadas por primera
vez por Goldstein, |

ant1(j) =aan(j — 1)+ 8b,(7 — 1) (3.1.2.1)
bnt1(7) = ab,(j + 1) + Ban (5 + 1) (3.1.2.2)

5] pardmetro «, que es una medida de la tendencia de la particula a moverse en la misma
direccién que en el paso anterior, representa la tendencia del movimiento a persistir en la
misma direccidon. N'otese que las ecuaciones (3.1.2.1)y (3.1.2.2) requieren de dos condiciones
iniciales, @, (0) y 0,(0), para generar a,,(j) y b.(j) (éstas pueden considerarse como las
condiciones correspondientes a una posicién y velocidad inicial).

Para generar ecuaciones diferenciales parciales a partir de las dos tiltimas ecuaciones no

solo es necesario escalar el espacio y el tiempo, sino también la probabilidad de persistencia
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a. Definimos las variables continuas = y t escribiendo para cada una de ellas, x = jAx
y t = nAt, donde j y n toman valores discretos y (Axz, At) — (0,0). Estas definiciones

convierten a las ecuaciones para a y b en
a(z,t+1) = aalz — 1,t) + Bb(z — 1,1) (3.1.2.3)

b(z,t+ 1) = ab(z + 1,t) + Ba(z + 1,1) (3.1.2.4)

Antes de seguir sefialemos lo siguiente. Resolviendo las ecuaciones (3.1.2.3) y (3.1.2.4) para

a (o para b) obtenemos la siguiente ecuacion,
a(z,t+1) = aa(z — 1,t) + aa{z + 1,t) — (a — Ba(z,t = 1). (3.1.2.5)

Nétese que esta ecuacidn, proveniente del caminante al azar persistente, se reduce al caso
mas simple cuando se tiene @ = 4 = 1/2. Bajo esta condicién la ecuacién resultante
es precisamente la ecuacién del modelo de caminante al azar ordinario (ver ec.(3.1.1.1).
Cuando ocurre que a # f3, el proceso se rige por la ecuacién (3.1.2.5), que relaciona tres
tiempos t — 1, t y t + 1. Por tanto, para esta ecuacién si tiene sentido considerar un
desarrollo a segundo orden en el tiempo (lo mismo ocurre para x). En este caso, el futuro
de la particula “recuerda” en el instante ¢ + 1 donde se encontraba al tiempo ¢ y ¢ — 1.
Iiste proceso tiene memoria, es decir es un proceso no markoviano. Nétese que la condicién
a # 3 expresa la memoria inercial de la particula dispersada.

Regresando a las ecuaciones (3.1.2.3) y (3.1.2.4) para a y b notemos que se requicren
dos hipétesis basicas de escalamiento para el caso continuo. La primera relaciona Az y At,

Ax

Iim — =
Az, At—0 Al

y la segunda es una forma de escalar a «,

a=1-— At — 0
T

en la que 7 es una constante, que tiene dimensiones de tiempo. Con estas relaciones de
escalamiento y desarrollando (3.1.2.3) y (3.1.2.4) en potencias de At y Az donde ademas
consideramos (z +1 — x + Az) y (t+ 1 — ¢ + At) obtenemos el conjunto de ccuaciones

acopladas,

da da 1 " 1o
5 —’U% + E(b —a) (3.1.2.6)
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ob ob 1
=t —(a—b 3.1.2.7
Ot v@:r 2T (a ) ( )

Si resolvemos para b en términos de a y sus derivadas de la primera ecuacion y sustituimos

s

el resultado en la segunda ecuacién encontramos que a satisface la ecuacién del telegrafista

unidimensional,

da - da 27_82a
—+ — = =
otz ot Ox?

De la misma manera b también es solucién de esta ecuacion. Finalmente, ya que nuestra

T

deduccién estd basada sobre una caminata al azar nos referiremos a la densidad de prob-
abilidad p(zx,t) para la posicién de la particula al tiempo t. La densidad de probabilidad
puede ser identificada con una concentracién en el sentido de que no es negativa y se

conserva en el sentido que satisface la condicién de normalizacion,

/w p(z, t)dz = 1.

Riande o)

La funcién p(x,t) es la suma de las dos componentes definidas anteriormente, es decir,
p(z,t) =a+b

y ya que cada componente satisface una ecuacion del telegrafista, también p debe satisfacer
la misma ecuacién. Sefialemos que esta deduccidn, basada en el formalismo de caminata al
azar, puede ser extendida a mas dimensiones, sin embargo la parte espacial de la ecuacion
obtenida en esta manera generalmente es mayor al segundo orden [4].

Ion este y el siguiente capitulo se abordara el estudio de la relacién entre la ecuacion del
telegrafista y la difusiéon en sélidos cristalinos en dos y tres dimensiones, bajo el formalismo
de caminante al azar persistente. I5s importante hacer notar que el modelo que usaremos,

en este formalismo, fue propuesto por S. Godoy y L.S. Garcia-Colin (ver ref.[11]).

Como ya se hizo ver cn el capitulo 2, el uso de la ecuacién del telegrafista en tcoria
de transporte data desde 1931, después fue deducida por Goldstein 3], cuyo modelo fue
expuesto en la seccién anterior. Su establecimiento como una ecuacién de transporte fue
sutilmente discutida por Weymann [3] y sus aplicacidnes a una amplia varicdad de proble-
mas, recientemente ha sido revisada por varios autores [4,6,7]. Recientemente, Masoliver y
colaboradores [8-9] han senalado que en dos dimensiones una caminata al azar persistente
describe un movimiento en el que en limite continuo no obedece a la ccuacion del tele-

gralista en 2D. Ademads, ellos han conjeturado que no es posible deducir la ccuacion del
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telegrafista en 2D y tampoco en 3D siguiendo el procedimiento de Goldstein, partiendo de
una caminata al azar persistente y pasando al limite continuo.

En este capitulo, deseamos demostrar explicitamente esta ltima afirmacion y ademas
claramente senalar por qué la difusién Fickiana no es vélida en 2D y en 3D. De hecho ya
que la probabilidad de transicién hacia adelante y lateral son diferentes con respecto a la
direccién elegida, las probabilidades de encontrar el caminante en un cierto punto de la red
no son simétricas. El limite continuo de la caminata al azar persistente en 2D(3D) conduce
a una ecuacién tipo difusiva muy distinta a aquella derivada por Masoliver y compania

8-9].

3.2 EL MODELO CLASICO DE LA CAMINATA AL AZAR PERSISTENTE
EN 1D (1D-PRW).

Como ya indicamos en el capitulo 1, a partir del trabajo de Goldstein [3] conocemos que
las ecuaciones de difusién mesoscépicas 1D pueden ser obtenidas usando una caminata al
azar persistente unidimensional [4]. Entre los diferentes modelos 1.D-PRW que existen en la
literatura hay uno llamado camiata al azar cuantica (QRW) el cual se deduce directamente
de la teoria de la matriz S de dispersién cudntica [10,11]. La dispersién a bajas energias
(tunelaje) y energias por arriba de la barrera de potencial se describen indistintamente con
coeficientes de transmision y reflexién (T, R).

La teorfa QRW describe un proceso difusivo coherente con interferencia, donde se
toman en cuenta las dispersiones elasticas de paquetes de onda de energia promedio cons-
tante, en una red cristalina. En un articulo reciente [12] se demostrd que si un promedio
temporal se toma sobre las probabilidades cudnticas descritas en QRW, las contribuciones
de interferencia cudntica pueden ser despreciables y obtenerse un conjunto de ecuaciones
incoherentes (clasicas) para 1D-QRW. Este proceso incoherente deducido cudnticamente
describe una sucesién de dispersores clisicos 1D en una red donde todas las particulas
incidentes sobre cualquier barrera de potencial se dipersan con probabilidades hacia ade-
lante (transmisién) y hacia atrds (reflexién) (7', R), respectivamente. La conservacién de
particulas demanda que 7'+ R = 1. Usualmente T # R, y esto expresa la memoria iner-
cial de las particulas dispersadas. Suponiendo que las particulas son descritas inicamentc
en la mitad de los valles entre las barreras de potencial, las ecuaciones cldsicas de 1D-
QRW deducidas cudnticamente pueden reescribirse relacionando las probabilidades inci-

dentes clasicas Py(x,t) y Pa(z + 1,1) con las correspondientes de salida P (z + 1,¢ + 1)
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 Po(z,t + 1). Los subindices en las probabilidades denotan la direccién de movimiento

y
(1 = derecho, 2 = izquierdo). Las ecuaciones de 1.D-PRW son,

("o )= (r 1) (netly): 20

La ecuacién (3.2.1) describe un proceso cldsico donde todas las particulas tienen una
velocidad promedio ¢ = Ax/At. Teniendo energia constante, en 1), la velocidad tiene
tinicamente dos valores:®c. El efecto de las colisiones eldsticas es simplememte cambiar
sus direciones de movimiento. Py (z,t) y Pa(z,t) describen la probabilidad de encontrar a
la particula en una posicién z al tiempo ¢, con velocidades positiva y negativa respecti-
vamente. Asi, el proceso 1D-PRW (3.2.1) describe en el espacio extendido una caminata
aleatoria Markoviana con grados de libertad internos. Cada probabilidad individual P, y
Py en la ec. (3.2.1) es un proceso de Markov de sequndo orden [4]. En la ec. (3.2.1), para
valores arbitrarios de R y T, el limite continuo (Az, At) — (0,0) tal que Az/At = ¢ se
mantenga constante no eziste [4]. No obstante, el limite continuo existe en el caso parti-
cular del “limite de dispersién débil” (WSL) donde, ademds de que (Az, At) — (0,0) con
Ax/At = ¢, los coeficientes (R, T) tienen que satisfacer las condiciones suplementarias:
R=At/20 ~0,y T =1— R ~ 1, donde # es un tiempo de relajacién caracteristico del
solido [4].
Las ecuaciones que describen la evaluacién temporal de Pp y P» en el 1D-WSL son

P oP, 1 A
_8_[:— +C—a-;- = 2—0(1)2 Pl) (3-2-2(")

or @_L(
ot~ “or 20

Las dos ecuaciones (3.2.2), pueden escribirse en términos de dos nuevas funciones, la den-

sidad p(x,t) = Pi(x,t) + Py(z,t), y su corriente asociada J(z,t)/c = Pi(x,t) — Po(x. t);

Py — P) (3.2.26)

[Estas se encuentran que son

ap 9

iz dp  9J
ot Oxr

0, J = _DE); - 0—07, (3.2.3)
donde D = c%0 es el coeficiente de difusién. La ec.(3.2.3a) describe la conservacion de la
masa, y la ec.(3.2.3b) es una ecuacién del tipo Maxwell-Cattanco [13]. Después de eliminar
la corriente J en las ecs.(3.2.3) obtenemos una ecuacién cerrada para la densidad 1D, la
ecuacion del telegrafista,

10%p 1 dp 9%p

co T Dot ba? (8:24)
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Igualmente, si uno no supone que el caminante al azar se mueve a velocidad constante, son
posibles més tipos de ecuaciones de evolucién [14].

En las secciones subsecuentes demostraremos, usando el andlogo cldsico de la teoria
de dispersién de la matriz-S cuéantica 2D (y 3D), que en 2D (y en 3D) las ecuaciones
resultantes son: (1) Un proceso estocdstico 2D (3D)-PRW, y (i7) en el WSL, en contraste
con el caso 1D, la ecuacién de difusién para la densidad p(z,y,t) no estd dada por la
versién 2D (3D) de la ec.(3.2.4). En otras palabras, al menos para nuestro modelo de
dispersién de la matriz-S clasica de difusién, la ecuacidn del telegrafista analoga a la ec.
(3.2.4) no es la ecuacién correcta para describir la difusién mesoscépica cldsica en 20 y
3D.

Finalmente, nétese que para valores arbitrarios de (T, R) y manteniendo Ax?/At =
constante, (el mismo limite que toma toma la caminata al azar usual en una ecuacion
parabdlica), también podemos tomar el limite continuo en la ecuacién (3.2.1). Sin embargo
al hacer asi arribamos, lo mismo que en la ecuacién parabdlica, a un proceso ditusivo con
una velocidad de propagacién, al menos matematicamente, infinita para la difusion. ISste

es un resultado no fisico.
3.3 DIFUSION EN UNA RED CUADRADA EN 2D.

Para iniciar, consideremos una red cuadrada isotrépica en 2. Suponiendo que las
particulas dispersadas siguen la misma simetria de la red, describimos cualquier colision
clasica en 2D con tres pardmetros (T, R, L) que son las probabilidades de dispersién hacia
adelante, hacia atrds y lateral, respectivamente. La conservacién de particulas demanda
que '+ R+2L=1.

En una red cuadrada tenemos cuatro densidades de probabilidad: Py(z,y,¢),
Py(x,y,t), Ps(z,y,t) y Ps(z,y,t) donde los subindices denotan las direcciones de mo-
vimiento (1 = derecha, 2 = izquierda, 3 = arriba, 4 = abajo).

IEn un proceso de dispersién clasica 2D, encontramos por inspeccién de la figura 1,

que la relacién mds general entre las densidades de probabilidad, esta dada por,

Pz +1,y,t+1) T R L L Pz —1,y,t)

Py(z— Ly t+1)| | R T L L Po(z + 1,y,t) 351
Ps(z,y+1,t+1) | | L L T R Ps(z,y — 1,1) : (3.3.1)
Py(z,y—1,t +1) L L R T Py(x,y +1,0)

Noétese que en el modelo descrito por la ec.(3.3.1), ya que tenemos dispersién clastica y

que cualquier proceso de dispersién tiene la misma trayectoria libre media, son posibles se
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realizan dos desplazamientos cada uno del mismo tamano (] Az |=| Ay |) para la entrada
y salida respectivamente. Esto implica que el tiempo medio de colision At es el mismo en
cualquier proceso de difusién. Desde un punto de vista estadistico, la ecuacién (3.3.1) de-
scribe un proceso estocéstico llamado caminata al azar persistente-2D (2D-PRW). Nétese
que este es un proceso de Markov de segundo orden ya que en cualquier tiempo uno nece-
sita tener dos piezas de informacién, la posicién y direccién del viaje. La simetria de la
matriz de dispersién refleja la isotropia del sélido. La ec.(3.3.1) representa un conjunto
de ecuaciones recursivas para P;(i = 1,2,3,4) cuya solucién depende fuertemente de las

condiciones iniciales y de las condiciones a la frontera.
3.4 EL LIMITE DE DISPERSION DEBIL EN 2D (2D — WSL).

Asi, para obtener el limite continuo de la ec. (3.3.1) consideremos, por ejemplo, la

primera ecuacion del conjunto, a saber

PL(mayvt_}" 1) =TP1(1E - 27ya t) + RPZ(:L'ayv t)
+ LP3(x—1,y—1,t)+ LPy(z — I,y + 1,¢t) (3.4.1)

Si en la ec.(3.4.1) hacemos un desarrollo en serie de Taylor a primer orden en ¢, alrededor
del punto (z,y,t) y después de algunas simplificaciones, obtenemos que
%IZ—‘ = —Zf—t(Pl ~ P+ —AL—t(P3 +Py = 2P)) — '1’22: aa—]:i
(B2t oyon _axon Myoriy
At Ox At Oy At Ox At Oy
+ O(A?/AL) (3.4.2)

Como claramente podemos ver de la ec.(3.4.2), andlogamente al caso 10, para valores
arbitrarios de (T, R, L), el limite continuo (Axz = Ay = At — 0), manteniendo Az/Al =
Ay/Al = constante, no existe. Sin embargo, tenemos un limite continuo en el caso del
limite de dispersién débil 2D (2D-WSL) donde, ademds de Az = Ay = At — 0, delinimos
una vclocidad constante ¢ y dos constantes de tiempo 0 y 0y tal que (R, L) — (0,0) ¢n
tal mancra que,

20/ At =2Ay/ Al =, R/IAL=1/(20Rr),

(3.4.3)
L/At=1/(20,), T —1
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Aqui, g y 01 son dos tiempos de relajacidén caracteristicos del sélido. Los tiempos estan
asociados con las dispersiones hacia atras y laterales, respectivamente. En este limite (2D-
WSL), la ec.(3.4.2), la primera del conjunto que describe la difusién mesoscépica clasica,

se transforma en

oPL 0P 1 1 .
= — = - P))— —2P))— 3.4.4
ot +cam (Pl Pz)QHR +(P3+P4 1)29L ( (l)

Andilogamente, las otras tres ecuaciones que surgen a partir de la ec.(3.3.1) en este limite

(2D-WSL) estan dadas por

0P, 0P, 1 1

A S — P))— P: — 2P 3.4.4b
OP; 0P 1 1

2 — = — S P Yy — — 3.4.4
EY, +Cay (P3 P4)20R+( 1+ P 2P3)20L ( c)
OP4 0P, 1 1

B A S  — —_ )y — — 3.4.4d
=S Py = PO+ (P P = 2P (3.440)

En forma anédloga al caso 1D, reescribirimos las ecs.(3.4.4) en términos de las densidades
pe = Py + Py, p, = P3 + P4, y sus corrientes asociadas J, = c(P, — P2), J, = ¢(Ps — Py).

Sumando y restando las ecuaciones (3.4.4a-b) y (3.4.4¢c-d) encontramos que

Qp_x 0J, 1

- _ _ . 345

TR i G2 (3.4.5a)

5. Op a.J, .

J, = —c? LT 0p—T 3.4.5b

. c“Or 5 Or 9 (3.4.50)
dpy ~ 0Jy 1 N

= (py — py)— 3.4.5¢

0t ay +(p pJ)OL ( OC)
5. Op, aJ, o 4 =

J, =—c%0 9 . Ré)—tJ (3.4.5d)

Individualmente, las ecs.(3.4.5a y ¢} expresan la no conservacién de la masa que se mueve
a lo largo de cada direccién. Cualquier direccién de movimiento tiene dispersién lateral
. .1 tant h. ﬂ M l gt e - 1 < ey 1 - R 13 <31

y por lo tanto hay un flujo de particulas. Como es de esperarse en un sélido isotrdpico,
la pérdida de masa en cualquier direccién es exactamente la ganancia de masa para la
direccién perpendicular, asi la masa total del proceso se conserva. Claro estd que, sumando

(3.4.5a) y (3.4.5c) tenemos la conservacién de masa total,

o= +py) s 0y

En £ + oy =0 (3.4.6)
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Finalmente, las ecs.(3.4.5b y d) para las corrientes difusivas, exhiben mas claramente la
distincién del modelo (2D-WSL) comparado con el caso unidimensional (1D-WSL). Nétese
que aln teniendo la derivada parcial temporal de la corriente misma (esta es una distincién
de la difusién mesoscépica), sin embargo, la ley de Fick en 2D no se satisface. En la
ecs.(3.4.5b y d) no tenemos el gradiente de la densidad total (p; + py). Por lo tanto las
ecs.(3.4.5b y d) describen un proceso de difusién anémalo y consecuentemente pueden ser
consideradas como ecuaciones de Maxwell-Cattaneo anémalas. Este hecho tiene profundas
consecuencias en la ecuacién de difusién como veremos mas adelante. Tratando de obtener
la ecuacidn del telegrafista, eliminamos en las ecs.(3.4.5) las dos componentes de la corriente
Jy y Jy y obtenemos la siguiente ecuacién,

1 0%(p, + oy) 1 9(px + py) 02 pz azpy _
D L LS A = + 3.4.7
c? ot? D ot oz2  0Oy? ( )

donde el coeficiente de difusién D = 20y es el mismo que en el caso 1D. Este sorprendente
resultado de 2D-PRW, trivialmente extensible al caso 3D-PRW, muestra muy claramente
que la difusién mesoscépica en 2D y 3D no estd descrita por la ecuacién del telegralfista.
De hecho, la ec.(3.4.7) no es todavia una ecuacién cerrada para la densidad total (pz +py).
y es en sl misma inudtil. En este modelo PRW, en 2D y 3D, uno no puede pasar por alto la
evaluacion de la corriente difusiva J(r, t) en el proceso de obtener la solucién de la difusion
mesoscopica para p(r,t). Lo que es muy importante comprender es que el conjunto de las
cuatro ecuaciones simultaneas (3.4.5) para (py, py, Js, /y) ahora vienen a ser las ecuaciones

fundamentales para la difusidon mesoscépica en 2.
3.5 LA ECUACION DE MAXWELL-CATTANEO ANOMALA.

[l limite continuo descrito en la seccidén anterior tiene el inconveniente de ser vilido
unicamente para el modelo WSL donde los coeficientes de dispersién satisfacen las
propiedades (T, R, L) ~ (1,0,0). Debido a esta dispersién débil, la solucién de la ec.(3.4.5)
describe, para un aglomerado inicial de particulas moviendose en la misma direccidn, un
movimiento balistico dejando detras una nube de particulas que se mueven hacia atras y
hacia los lados. Para tiempos cortos, la solucién de WSL sc parcce més a la sublimacién
de un cometa que a un proceso difusivo.

In seguida, deducimos la ley de Fick sin tomar el WSL. Si lo que deseamos es conocer ¢l
cocficiente de difusién para valores arbitarios de (T, R, L), nos restringiremos propiamente

al caso discreto. Manteniendo constantes los valores discretos de Az = Ay = ¢/2, donde

- 58 -



? es la constante de la red cuadrada, y manteniendo la definicién de la velocidad ¢ =
2Az /At = 2Ay/At, consideremos en la ec.(3.3.1) la primer ecuacién para P; después de
un desarrollo en serie de Taylor y manteniendo tnicamente los términos de primer orden

podemos escribir dicha ecuacién como:

0P, R L opP;
- — P — — = Tt
g~ (Bi- Rt (B R 2h) g - Tey,
Lc 0 Lc 0 -
— PY— =2 (Py— P,). 3.5.1
7 ag ot P gy (P = ) (3:5.1)
A partir de la ec.(3.3.1), la segunda ecuacién para P, puede obtenerse andlogamente, a
saber
P, R L oP,
T +(P, — Pz)Kt + (Ps+ Py — QPZ)ZZ +TC_02—L'—
Lc 0 Le 0
— (P33 + Py) — =—(P3s— Py). 3.5.2
+28$(3+4) 28y(3 4) (3.5.2)

Restando la ec.(3.5.2) de la ec.(3.5.1) y substituyendo las probabilidades (Py, Py Ps Pi)
para las densidades y las corrientes (pz, py, Jz, J,) obtenemos después de algunas simplifi-

caciones que,

At 0 At 0
Jy=—c———[Tp:+ Lp,| — ——— — /. 3.5.3
SRt oL as P T T SR (3:5.32)
I’n una manera similar, a partir de la tercera y cuarta ecuacién en (3.3.1), encontramos
que,
At 0 At 0
Jy=—e———[Tp, + Lpz]| — =, 3.5.3b
Ny -y L ) Ry ey s T (3.5.30)

Las ecuaciones (3.5.3), validas para valores arbitrarios de (T, R, L), muestran el problema
exacto con la difusién mesoscépica clasica en 2D (también en 3D). Tan pronto como ten-
emos alguna memoria inercial (7" # L), la ecuacién de Fick no es vélida. Lo que se tiene es
un proceso de difusién anédmalo con un coeficiente de difusién tensorial . Podemos definir

dos coeficientes de difusién: Un coeficiente paralelo Dy y un coeficiente perpendicular D,

donde , ,
AT AL
D= — D =——. 3.5.4
= 9rR¥2r T TR+ (3:5.4)
Con esta notacién podemos escribir la ecuacién de Maxwell-Cattanco anémala en 21D como
d 0 o= =
Jy = —-é-z(D”pI -+ Dpr) —0yp C—)ZJI, ('3”3-0“)
d J o= =
J, = —@(D”py + D p.) —()'ZDa.]y7 (3.5.5b)

— 59 —



donde
At _‘D” _D_u_

9R+92L T 3L

es el tiempo de relajacién asociado a un proceso de difusién mesoscépico 2D. A partir de la

(3.3.5¢)

ec.(3.5.5) es claro que, debido a que T # L, las probabilidades de encontrar al caminante
en cierto punto de la red no son simétricas. Esto explica porqué la simetria = — y de
la ecuacién del telegrafista no es vélida en el caso 2D continuo, donde en el 2D-WSL
ciertamente tenemos (' ~ 1) # (L ~ 0). Claramente, este resultado es extrapolable al

caso 3D.
3.6 LOS RESULTADOS DEL 3D-WSL

Los resultados anteriores para 2D pueden ser extendidos trivialmente al caso 3D.
Para una red ctibica simple, los tres coeficientes (7', R, L) satisfacen la condicién de que
T+ R+4L = 1. En este caso 3D tenemos seis densidades de probabilidad P;(: = 1,...,6).
y el resultado en el continuo en el 3D-WSL para la aparente ecuacion del telegrafista es

0*(ps +py+pz) | 10 pxtpy+pz)  Ppa  9py  Fp:

1
— : - - . . 3.6.1
e o D ot 922 o2 | 92 (3:6.1)

donde D = c*0p.
Para valores arbitrarios de (T, R, L) el caso discreto proporciona, para la corriente
difusiva J(r,t) en 3D, una ecuacién Maxwell-Cattaneo anémala donde la componente

tipica J, toma la forma,

%) ' 0 s
Sy = —EZ[DHPI + Dy (py +p2)] ~ 0sp a']:u, (3.6.2)

y el coeficiente de difusién D en 3D, y el tiempo de relajacién 03p son,

AT ALL At

= cat = Ca g = 2 3.6.3
W= 9R+aL LT ORF 4L 30 = oR Y AL (3.6.3)

A partir de la ecuacidn (3.6.2) vemos que tan pronto como distinguimos los coeficientes de
dispersién T # L hacia adelante y lateral, la simetria z — y — 2 para la difusién se rompera.

Como una conclusién final debemos insistir en que la memoria inercial, que hace vélida
a la ecuacion del telegrafista en 1D, es la misma propiedad que impide su validez en 2D v

3D. Las consccuencias de este resultado serdn abordadas en el capitulo 3.
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Figura 1 (a) entrada al tiempo (t) y (b) salida al tiempo (¢+1) para una red cuadrada
2D.
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CAPITULO 4

CORRIENTES TRANSVERSALES EN
SOLIDOS CRISTALINOS MESOSCOPICOS.

Usamos una caminata al azar cudntica para estudiar la difusion mesoscopica cudntica
en redes isotropicas cuadradus (y cibicas). Fl proceso de dispersion individual incluye am-
plitudes de dispersion de transmisién, reflexion y lateral. En sorprendente contraste con el
caso 1D, para difusidn cudntica en una red, las corrientes cudnticas en 2D y en 3D satis-
facen una ecuacion tipo Mazwell-Cattaneo cudntica andmala con un coeficiente de difusion
tensorial. Para las particulas de velocidad vg en 2D tenemos coeficientes de difusion para-
lelo D) = (VBALT)/(2R+2L), y perpendicular D) = (vV3AtL)/(2R+2L), donde T, R y L
son los coeficientes microscopicos de transmision, reflexion y lateral respectivamente. Para
electrones de conduccion bajo un campo externo en sdlidos de 2D y 3D las correspondientes

corrientes paralela y perpendicular también son obtenidas.

4.1 INTRODUCCION.

A partir del trabajo pionero de Landauer [1], quién mostré la relacién entre la di-
fusién de un sistema mecanico cuantico de particulas no interactuantes y el problema de
dispersién asociado, varios autores han dado diferentes deducciones del coeficiente de di-
fusién mesoscépico [2-7]. En particular, para un sélido cristalino en 1D, la caminata al
azar cuantica (10-QRW) ha sido usado como un modelo simple para estudiar la difusién
mesoscopica cudntica unidimensional [8]. Para particulas difusivas moviendose en una red,
cl correspondiente coeficiente de difusién de Landauer Dy, obtenido usando 1D-QRW puede
ser escrito como

T
1)1 :’Uo(l.o-QT{, (4]])
donde vy es la velocidad de las particulas, ag es la constante de la red y T, R son los

coeficientes microscépicos de transmision y reflexién, respectivamente, de las barreras de
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potencial individuales de los d4tomos en la red. La gran idea de Landauer, de que la di-
fusién (y conduccién) en sélidos puede ser considerado como un problema de dispersion.
ciertamente ha sido de gran importancia practica al guiar nuestra intuicién para el en-
tendimiento de transporte cuéntico en sistemas mesoscépicos. Siguiendo la deduccién orig-
inal de Landauer [9], una vez que conocemos el coeficiente de difusién Dy, la conductividad
mesoscépica cudntica oy, y la conductancia g, = 01/ag, pueden obtenerse de manera di-

recta con la ayuda de la relacién de Einstein,
. 2
o=-—=D, (4.1.2)

donde 7 es la densidad de particulas y e es la carga. En particular, para un sistema de
electrones de conduccién en 1D en un metal, la ecuacién (4.1.2) puede reescribirse en

términos de la energia de Fermi y la velocidad (er,vg) como

n,e? n e T
= D, = Q) ——. 4.1.3
9<e> 1T 2ep FM9R (4.1:3)

a1

y ya que para electrones degenerados en el caso unidimensional la densidad esta dada por

ny = 2pp/7h, entonces la ec. (4.1.3) se reescribe como

2
o e T
== = _ 4.1.4
9 ag mh R ( )

Ista es la expresion que Landauer propuso en 1970 [9] para un conductor unidimensional
en medio de dos reservorios de fase caética (donde aparece disipacidn en cualquier lado). La
fSrmula (4.1.4) fue redescubierta en 1980 por Anderson y colaboradores [10], quién llamé
la atencidn a la comunidad de cientificos que trataban con fenémenos de transporte por
proponer una generalizacién de la férmula para el caso de varios canales y empleando para
eso una formulacién rigurosa de la teoria de escalamiento de localizacion. Sin embargo, este
enfoque fue un éxito completo Gnicamente para el caso estrictamente unidimensional, lo
cual, aunque tedricamente es muy interesante, tuvo poco impacto en el trabajo experimen-
tal de fenémenos de transporte cuantico. Para conductores desordenados, se han obtenido
otras deducciones [11]. El propdsito de este capitulo es extender la tecoria QRW, arriba
descrita, para el caso de difusién en sélidos cristalinos en 20 y 3D. Mostramos que, en
contraste sorprendente con el caso 1D, las corrientes de difusion en 20D y 31D satisfacen
una relacion de Maxwell-Cattaneo anémala cuéntica, tenicndo un coefliciente de difusion
tensorial con componentes paralela y perpendicular. La prediccién de conductividades y

corrientes transversales es entonces una consecucncia natural en la teorfa QRW-2D(3D).
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4.2 EL MODELO DE CAMINATA AL AZAR CUANTICA 2D.

Vamos a considerar barreras de potencial localizadas en todos los puntos en una red
cuadrada 2D (bidimensional) de constante 2ag. Entre potenciales vecinos tenemos valles de
potencial horizontales y verticales. En tal red, paquetes de onda en 2D (bidimensionales)
se mueven como particulas libres con velocidad vg en el punto medio de los valles, siguiendo
la simetria de la red, y de cada valle al préximo por dispersién cuantica. Cualquier barrera
de potencial (centro dispersor), y cualquier posicién media del valle, tendré coordenadas
(x = iag,y = jag) donde (7,7) son nimeros enteros. Si los ejes coordenados estan local-
izados en un centro dispersor, las coordenadas (7, j) de cualquier centro dispersor tendran
paridades (par, par). Los puntos medios de los valles tendran, por el contrario, paridades
(impar, par) y (par, impar) para valles horizontales y verticales, respectivamente. Pari-
dades (impar, impar) corresponden a los centros de la red cuadrada donde, por hipdtesis,
no hay particulas. Nuestro proceso 2D-QRW define, en cualquier punto medio del valle
(i + j = impar) y en algin tiempo discreto t = n7 (donde n es un entero positivo y 7 es
un tiempo de salto caracteristico 7 = 2ag/vp), una funcién de onda ¥ la cual es una super-
posicidn coherente de dos paquetes de onda 1); que describe un par de paquetes moviendose
en direcciones opuestas. Los paquetes de onda v; estan centrados en los puntos medios de
los valles y se mueven con una velocidad de grupo vp, y horizontalmente o verticalmente
de acuerdo a la clase de valle en la que ellas estén localizados. Por hipdtesis, los paquetes
de onda permaneceran acotados entre las barreras de la red a todo tiempo. Las funciones

de onda, en el punto medio del valle, W(r,¢;4, 7) estdn definidas por
Wi(r, t;4,7) +a(r, 851, ) si (4,7) = (impar,par)
U(r, t;1,5) = < ws(r, 64, 7) +a(r, t;1, 7) si (1,7) = (par,impar) (4.2.1)
0 en cualquier otro caso

donde hemos definido los subindices (1,2,3,4) para denotar las cuatro direcciones de
movimiento (1 = derecha, 2 = izquierda, 3 = arriba, 4 = abajo), y los paquetes de onda

estan dados por

wL(Ya Lv 17.7) = A(Z)]a n’)e-*_ikom(jl(l' + vot — i(LQ, y— jaOa L)a (422(L)
w?.(r) L 7’)]) - B(l,], ,’L)e—ikol‘cl(_l. — vol + ia07y - jaO, t)? (4221))
Y3(r,t;4,5) = C(3, 5, n)eT™ Y Gy (x — iag, y + vot — jao, t), (4.2.2¢)
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Va(r, t;1,7) = D, §,n)e”*¥Gy(z — dag, —y — vot + jao, t). (4.2.2d)
donde

Gi(z,y,t) = ’2”1%' / / g1 (k)e~ It eil(ki—ko)ztkay gl gk, (4.2.3a)

Ca(z,y,t) = 5 / / g2 (k)e~ it gilbrer(ka=ko)y g, ks, (4.2.3b)

con w(k) = Ak} + k3)/2m, y g1(k), g2(k) son funciones reales, normalizadas, “agudas”
en k = (ko,0) y (0, kg) respectivamente, con anchura Ak;Aky > (h/2a0)%. A cualquier
tiempo discreto t = n7, las amplitudes complejas (A, B,C, D) describirdn los efectos de
todas las dispersiones previas. Nétese que las amplitudes (4, B, C, D) estan asociadas a pa-
quetes de ondas moviéndose en direcciones (1,2, 3,4) = (derecha, izquierda, arriba, abajo)
respectivamente.

Para un centro dispersor arbitrario localizado en (z,y) la conexién dinamica entre las
amplitudes de entrada y salida esta dada por la matriz-S, 4 X 4, de dispersion cuantica,

ver figura 1.

Al + Ly, t+ 1) Alz = Ly, t)

Bz -1y, t+1) | _ _ Bz + 1,y,t) .

Clr,y+1L,t+1) | S(ko) Clz,y—1,t) |~ (4.2.4)
D(z, y~1t+l) D(z,y + 1,t)

Si pedimos para cualquier proceso de dispersidén: (i) conservacion de probabilidad,
(ii) invariancia ante inversion temporal, y suponemos (ili) un potencial de dispersion
isotrdpico, y que la red es (iv) invariante bajo rotaciones de w/2, la matriz-S tiene que ser

unitaria, simétrica y con simetrias

Sll = SQQ = 533 = 544 = L, (42:)&)
SLQ - 534 =T ) (4251))
SL3 = 514 = 5-23 = 5'24 =1 (425(,)

donde los complejos (¢, 7,1) denotan amplitudes de dispersién hacia adelante, hacia

atrds y lateral respectivamente. La ec. (4.2.4) puede entonces reescribirse como

A(7 +1Ly,t+1) t r L1 Az — 1,y,¢)
Bla—1lyt+1)y | |r ¢ 1 1 B(z+ 1,y,t) 196
Cla,y+1,t+1) ) |l | t r Clz,y—1,¢t) (4.2:6)
D(z,y—1,t+1) Il r t D(z,y+1,t)
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La condicién de unitaridad demanda que
[t +rP+2|1P=T+R+2L=1 (4.2.7)

donde (T, R,L) son los coeficientes de transmisién, reflexién y lateral respectivamente.
La ec. (4.2.6), la cual, para amplitudes complejas (A, B, C, D) tiene la misma estructura
matematica que un proceso de Markoff de caminata al azar de cuatro estados. define las

ecuaciones dinamicas béasicas de nuestro modelo QRW-2D.
4.3 LA DENSIDAD DE PROBABILIDAD CUANTICA EN 2D.

En seguida, queremos calcular la densidad de probabilidad p(,j,n) al tiempo t =
nT para encontrar una particula en un valle arbitrario (7,7). Ya que los paquetes no se
superponen, podemos integrar la densidad de probabilidad | ¥(r, t;4,5) |? a lo largo de un

valle particular (1, j).
plid) = [[ Wi P sy (13.0)
. cell(,-_j)

Después de algebra directa encontramos que la densidad esta dada por
| AGy g P+ 1Bl im) P =pitpr=pe (i) = (impar,par)
p(t,j,n) =< | C@E,4,n) 12 + ] D@, 4,n) |? =ps + ps = p, (,7) = (par,impar)
0 de otro modo.

(4.3.2)
Como es de esperarse, para valles horizontales (,7) =(impar,par), la densidad estd for-
mada por una superposicién incoherente de probabilidades, moviéndose a la derecha y
a la izquierda (| A 2= pi,| B |> = p3), y por lo tanto, podemos definir la den-
sidad de movimiento horizontal Pz = p1 + p2. Similarmente, para valles verticales
(4,7) = (par,impar), tenemos una superposicién de movimiento hacia arriba y hacia abajo
(1 C *= p3,| D = p4), y podemos entonces definir la densidad de movimiento vertical
Py = p3 + pqg. Asi, esto es semejante a un resultado cldsico (incoherente), sin embargo.
notese que de acuerdo a la ec.(4.2.6) todas las amplitudes (A, B,C, D) a todo tiempo
{ = (n+ 1)7 estdn dadas por una superposicién lineal coherente de las cuatro amplitudes,

cvaluadas a un tiempo previo t = n7. La magnitud cuadrada en (4.3.2) producira una
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interferencia cuantica, como mostramos en seguida. Sustituyendo la ec. (4.2.6) en la ec.
(4.3.2) encontramos, por ejemplo, para A
[ A(?’vja n+ 1) IQ = pl(i7j7 n+ 1) =| t (Z - 27ja ‘TL) + TB(i,j, n)+
IC(i—1,j—1,n)+ID(GE~1,j+1,n)|* (4.3.3)

Trivialmente, a partir de la ec.(4.3.3) encontramos que la densidad cuantica que se mueve
a la derecha, pi(7,j,n + 1) tiene dos partes: una parte incoherente Py (%,j,n) y una con-

tribucidn de interferencia I (7, 7, n).
pi(i, 5, n+ 1) = P (i, 5,n) + I.(3, j,n) (4.3.4)
donde,
Pi(i,j,n) =Tp (i—2,5,n)+ Rpa(i,j,n)+ Lps(i— 1,7 —1,n)+ Lps(i—1,7+1,n) (4.3.5a)
y por otra parte,

LG, g,n)=tr*A(i — 2,7,n)B*(3,j,n) + tI"A(z — 2,7,n)C* (i — 1,5 — 1,n)+
HYA(G—2,7,n)D*(i = 1,5+ L,n) +rl*B(,5,n)C*(t — 1,5 — 1,n)+
ri*B(i,5,n)D*(i—- 1,7+ 1,n)+ LCE—1,7—-1,n)D"(z— 1,7+ 1,n)+
c.c. (4.3.50)

De manera similar, para p;,p3 y p4 tenemos la misma estructura: una parte incoherente y

una parte de interferencia. La estructura general para las cuatro probabilidades cuanticas,

con las partes incoherentes escritas explicitamente, esta dada por

p(E+1,5,n+1) T R L L pL(z—1,7,n) Iy (i,4,m)

pii-1,5,n+1) | | R T L L p2(1 + 1, 7,n) . I(i,5,n)

p3 (1, j+1 n+1) | | L L T R p3(i,7 — 1,n) I3(2, 5, n)

pa(d, 5 —1,n+1) L L R T pa(, 7+ 1,n) I4(3,7,n)
(4.3.6)

4.4 LA CORRIENTES DIFUSIVAS CUANTICAS EN 2D.

Para encontrar las corrientes cudnticas integramos la corriente de densidad a lo largo

de un valle en cada celda (1, j)

h
j(i7j777’) = // 2‘I [\I/*V\IJ - \I/V\I/*]dldy (441)
celly n
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Sustituyendo a partir de las ec.(4.2.2) y siguiendo el mismo procedimiento usado para cal-
cularlas probabilidades p(%, j,t), después de algunas integraciones elementales obtenemos
que - . - .
]I(lajan> = UO(pl - p2) S1 (17.7) = (lmpar, par)
i, 5,n) =< Jy(4,5,n) = volps —pa)  si(4,7) = (par, impar) (4.4.2)

0 de otro modo.

Como era de esperarse, la corriente de densidad de probabilidad en cada valle de una celda
horizontal es justo la densidad de corriente que se mueve a la derecha menos la densidad de
corriente que se mueve a la izquierda; un resultado similar es valido para valles verticales.
Sustituyendo las probabilidades dadas por la ec.(4.3.6), en la ec.(4.4.2), nos damos cuenta
que las corrientes cudnticas j tendrdn la misma estructura que las probabilidades cuanticas,
esto es, ambas componentes de corriente, una incoherente J y una de interferencia I, estaran
presentes.

J(%]a ’Il) = J(Zaju 7L) + I(Z’]a ’Il). (445}

4.5 LLOS COEFICIENTES DE DIFUSION DE LANDAUER EN 2D.

Para encontrar el coeficiente de difusién tomamos una aproximacién del continuo en
posicién y en el tiempo. Primero, suponemos que el tiempo t = n7T es mayor que el tiempo
de salto At = 7. Segundo, también suponemos las distancias Az = Ay = ag entre valles
de celdas adyacentes de la red, son pequefias comparadas con la posicidn (v = iag,y =
jag). Por consiguiente, podemos hacer un desarrollo en serie de Taylor a primer orden
alrededor de la posicidon (z,y,t) de las funciones p(z + Az,y + Ay, t + At). Nétese que
aun, sl mantenemos los términos de interferencia, este desarrollo rompe la invariancia de
reversibilidad temporal de la corriente microscépica e introduce la irreversibilidad en las
ccuaciones resultantes. Bajo estas dos hipStesis obtenemos para la corriente en particular

Jz, por cjemplo, en un desarrollo en serie de Taylor a primer orden:

2
z\T, 7t - T r ~ S
I=(@ 0 t) = =g o [ The + Loy| = 5—gp aﬁ
. ,aA *03.

T QL{tr [AB* — A*B — vgAL(B = + A —&E)H

t*[A(C* + D*) — B(C* — D*)—
VoAt o vo At O

A B - e *\ A — . _ *
5 (A+ )&L_(C + D*) 5 (A B)ay(c D*)]+
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ﬂmB—m@v—myf%“m+B€%0+Dw+
At o .. . o, .. ]
v02 (A+ B)@(C* - D™)] - voAtL%(C’D ) +cc.} (4.5.1)

con una expresién similar para j,(z,y,t). La ec.(4.5.1) muestra que la corriente difusiva
cuintica es una ecuacién de Maxwell-Cattaneo (12-13] con interferencia. La parte incoher-
ente de la ec.(4.5.1) muestra el problema con la corriente de difusién cuédntica en 2D (also
3D). Mientras tengamos alguna memoria inercial (7" # L), la ley de Fick normal no es
vélida, (no tenemos el gradiente de la densidad total p, +p,). En lugar de eso, tenemos un
proceso de difusién anémalo con un coeficiente de difusién tensorial D. Podemos definir

dos coeficientes de difusidn: el coeficiente paralelo Dy y perpendicular D, donde

v AT v AtL
L= %R+ 9L

= 0ot 4.5.9
= 9r+or’ (4.5.2)

Con esta notacién podemos reescribir las corrientes difusivas cuanticas 2D, j, y j, como

0 0z -
jz = — D z Djip,) —0op— + [I, 4.5.3a
J o ( Pz + 1Py) 2D, ( )
. 0 Ay -
Jy == (Pipy + Dups) = 02057 + 1, (4.5.3b)
IXn forma vectorial para el caso 2D, tenemos que
. dj -
J= -—V[D“,OH + Dipl] — ()2D5t" + 1, (4.:).5(;)

donde [ y I, son corrientes de interferencia cudnticas, y 02p es un tiempo de relajacion
asociado a una red en 2D:

At _ D“ _ Dy

=5 1.5.4
9R+2L 0T L (1.5.4)

Il

O2p

Nétese que este tiempo de relajacidn es el resultado efectivo de dos procesos de dispersion
independientes (hacia atrds y lateral). En nuestro modelo 2D-QRW, Ry L son los tnicos
mecanismos que conducen a un equilibrio difusivo. También nétese que en el limite [ —
O(L — 0), recuperamos el caso 1D para cada direcién (z,y)

2T AL 97,

. 9
= t=p) — = 2=
J o5 (0Bt pre) = 5

— 0). 4.5.5
e + I,({—0) (4.5.5)

La cc.(4.5.3), con interferencias cudnticas, son la generalizacién cudntica de las ccuaciones

de Maxwell-Cattaneo 2.
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Claramente, los resultados arriba sefialados son facilmente extrapolados al caso 3D
donde tenemos cuatro direcciones laterales, y la condicién de normalizacién ahora es, T +
R+4L = 1. En el caso 3D también tenemos para la corriente difusiva j(r,t), una ecuacién
de Maxwell-Cattaneo andmala con interferencia, donde la componente cudntica tipica j,

toma la forma semejante a

1%} 0 . B
oy = — — — — 3+ 1, 4.5.6a
Jo = =g [D1ps + Dilpy +p:)l = spgp0e + I (4.5.6a)
0, en notacién vectorial:
. dj _
1= —-V{D”p“ + D_L/)L] - 031)52 +1I : (4.{).61))

de donde se encuentra que los coeficientes de difusién D, en 3D, y el tiempo de relajacién

03[) son,

v ALT vEALL AL
= 80 = o p AL

= = 4.5.7
= 2R yar T 9R 4L (4.5.7)
Nétese que la expresion de Maxwell-Cattaneo implica un comportamiento transitorio para

J con un kernel de memoria exponencial:

i(r, t) = _l /_ exp[— 0 t/]{V[D”[)” + Dypi)(r, t') — I(r, Ll)}dtl. (4.5.8)

Unicamente para tiempos posteriores mayores que f, recuperamos una ley de Fick anémala

con interferencia:

j(r, L) = —V[D”p“ + ])_L/)L](r7 Ly + I(r, t) (4.5.9)
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4.6 LAS CORRIENTES TRANSVERSALES DE CONDUCCION.

éomo mostramos en la seccién I, el conocer ambas cosas, los coeficientes de difusién y
la densidad en 2D y 3D nos permite, con la ayuda de la relacién de Einstein (4.1.2), escribir
inmediatamente la férmula para la conductancia en 2D y 3D para los electrones de con-
ducién en un metal. Usando las densidades para electrones degenerados: ny = p%/(?whg)

and nz = p3./(372h%), el resultado final de la conductancia llega a ser:

g1 = _ei_fl: 1D (4.6.1)
wh R’
_ exp? T )
2= 0m?’ PRy L
2D (4.6.2)
exp? L
2L = omh? PPRYT
exp? s T )
B3I = PP R 2L
3D (4.6.3)

_ exp? 5 L
3L = or2h3 Prig + 2L

121 significado de las ecs.(4.6.2) y (4.6.3) es que bajo un campo externo E; a lo largo
del eje 2, algunos electrones se moveran paralelamente al campo contribuyendo con una
corriente

Jz = oyl (4.6.4)
Pero, como una consecuencia inevitable de la dispersion isotrépica lateral, estardn presentes
corrientes perpendiculares en todas las direcciones laterales
]y::}:O'LEL-f-, J.=Fo .+ ... (465)
Claramente, el valor promedio de estas corrientes transversales serd cero. Nétese que debido
a dispersiones laterales, siempre hay un intercambio dinamico de particulas que se mueven
entre corrientes horizontales y verticales. El cdlculo de corrientes transversales (4.6.5) cs
un calculo completamente mecédnico cudntico. Nuestra conjetura es que éstas corrientes
cuanticas transversales de conduccién, en la misma manera que las difusivas, deberian
tener un comportamiente de decaimiento en el tiempo

- (1.6.6)

IZsta conjetura tiene que ser probada.

- 79~




REFERENCIAS

(1] R. Landauer, Philos. Mag. 21, 863 (1970).
[2] P.W. Anderson, Phys. Rev. B 23, 4828 (1981).
(3] E. Abrahams, P.W. Anderson, D.C. Liciardelo and T.V. Ramakrishna, Phys. Rev.
Lett.42, 673 (1979).
[4] P.W. Anderson, D.J. Thoules, E. Abrahams, and D.S. Fisher, Phys. Rev. B 22, 3519
(1980).
5] E.N. Economu and C.M. Sokoulis, Phys. Rev. Lett. 46, 618 (1981).
6] D.S. Fisher and E. Abrahams, Phys. Rev. B 24, 2978, (1981).
7] D.C. Langreth and E. Abrahams, Phys. Rev. B 24, 2978 (1981).
8] S. Godoy and S. Fujita, J. Chem. Phys. 97, 5148 (1992).
9] R. Landauer, IBM J. Res. Develop. 1, 233 (1957); R. Landauer, Phil. Mag. 21, 863
(1970).
(10] P.W. Anderson, D.J. Thoules, E. Abrahams, and D.S. Fisher, Phys. Rev. B 22, 3519
(1980).
(11] A.D. Stone and A. Szafer, IBM J. Res. Develop. 32, 387, (1988).
[12] J. C. Maxwell, The Collected Papers of J.C. Mazwell edited by W.D. Niven (Dover
New York (1965).
[13] C. Cattaneo, Atti del Seminario Matemdtico e Fisico della Universita di Moderna 3.

3 (1948); C.R. Acad. Sci. Paris 247, 431 (1958).

[
[
[
[
[

- 73 =




N
vV

X+ 1

w

(a) (b)

Fig. 1. (a) Entrada de amplitudes al tiempo (t), y (b) salida de las mismas amplitudes
al tiempo (¢ + 1) para una red cuadrada 2D.




| CAPITULO 5

CONCLUSIONES Y
PERSPECTIVAS

En este capitulo desamos enfatizar los principales resultados obtenidos en el presente

trabajo. Mencionaré algunas perspectivas a futuro.

IEn la primera parte de este trabajo hemos estudiado el problema de comé deducir
correctamente ecuaciones cinéticas tipo telegrafista, usando las ideas de la mecanica es-
tadistica de procesos de transporte. Posteriormente, en una segunda parte del trabajo
recurrimos al modelo propuesto por Garcia-Colin y Godoy para estudiar la difusién
mesoscopica en sélidos cristalinos bidimensionales (en 2D). El modelo propuesto hace uso
del formalismo de caminata al azar persistente (PRW). Resulta importante este estudio ya
que, como mencioné anteriormente, una primera deduccién de la ecuacién del telegrafista
surgio a partir de PRW. Nuestro objetivo en este capitulo final es proporcionar algunos

resultados principales de la presente investigacién y algunas perspectivas de la misma.

Primero hemos realizado una revisién critica de los principales trabajos, incluyendo mi
propuesta, en los que se deducen ecuaciones hiperbélicas. Entre nuestro resultados podemos
destacar lo siguiente. El problema de deducir ecuaciones cinéticas de tipo hiperbélico atn
esta abierto. Los intentos propuestos hasta el momento presentan serias inconsistencias.
Mi propuesta para deducir ecuaciones hiperbdlicas en los procesos de transporte. es uno
de los primeros esfuerzos que hace uso de las ideas de mecanica estadistica de procesos
dependientes del tiempo. He mostrado muy brevemente lo que se conoce respecto al uso de
ccuaciones maestras generalizadas para deducir ecuaciones del telegrafista. No obstante, es
importante considerar que en este trabajo se introducen variables “gruesas”, variables que
dependen del espacio fase de las particulas del sistema, para caracterizar al sistema fuera

de equilibrio. IEn este sentido éstas variables dan una descripcién mesoscopica del proceso.
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Una perspectiva importante de mi trabajo es la siguiente. Estudiar en este tipo de
descripcién del sistema qué papel juega o qué implicacién tiene el hecho de usar en una
ecuacién maestra generalizada una memoria exponencial temporal para obtener ecuaciones
de transporte hiperbdlicas. He mencionado que este aspecto puede estar relacionado con el
proceso de suavizado en el tiempo de las variables mesoscépicas, cuando éstas se modelan
por procesos de Markov. En este sentido el pardmetro 7 en (A2.3.13), es muy importante.

Respecto a la segunda parte de este reporte, capitulos 3 y 4, los resultados pueden
estar limitados por el modelo usado. En este sentido deseo sealar una limitacién del modelo.
que incluso restringe la validez de la ecuacién del telegrafista, es el hecho de que solo
consideramos difusién de particulas en la simetria de la red. Las particulas unicamente son
dispersadas a lo largo de las direcciones horizontales o verticales de la red, pero nunca fuera
de ellas. No obstante, entre los resultados principales damos cuenta que la ecuacién de IMick
( o ley de Fick) es una ecuacién vélida en el regimén cldsico para tiempos grandes. En este
punto debe ser fuertemente enfatizado que las teorias basadas en la ecuacién de Fick (e
incluso en la ecuacién de Fokker-Planck) son teorias inicamente aproximadas. Estas son
validas para tiempos ¢ relativamente grandes. Estas limitaciones fueron reconocidas por
Einstein y Smolouchowski. De hecho la ecuacién de Fick (Fokker-Planck, Fourier, etc.)
y en general aquellas ecuaciones tipo parabdlicas, como hemos notado en este trabajo.
proporcionan predicciones incorrectas a tiempos cercanos al inicio del proceso. A menudo
estas limitaciones son omitidas (o desconocidas) por algunos autores quienes hacen enfasis,
o subrayan que, por ejemplo, en el movimiento browniano, la velocidad de la particula es
infinita. Esta consecuencia de las ecuaciones parabdlicas es correcta, matemdticamente .
No obstante, esta conclusidon paraddjica es un resultado de extender la teorfa mas alla
de los limites de aplicabilidad. Siempre que se aplica una teoria se hace con criterios de
aplicabilidad.

Por otro lado, debido a las principales caracteristicas del modelo usado en este reporte.
a saber particulas que se difunden en una red debido a la presencia de un punto dispersor
(0 de una barrera de potencial), nos coloca en el punto de inicio para estudiar el com-
portamiento de particulas pequefas, del tamano del electrén, en regiones muy pequenas.
del orden unos cuantos radios atémicos. Aqui, hay una gran cantidad de trabajo por re-
alizar en el futuro. Por ejemplo estudiar procesos de transporte en materiales mesoscopicos.

nanoecstructuras.
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