UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
UNIDAD IZTAPALAPA

EL TEOREMA DE MAPEO ESPECTRAL
PARA LOS ESPECTROS COMBINADOS

TESIS QUE PARA OBTENER EL GRADO DE
MAESTRO EN MATEMATICAS

PRESENTA

ANGEL MARTINEZ MELENDEZ

DIRECTOR DE TESIS DR. ANTONI WAWRZYNCZYK

MAYO DE 1996.




El teorema de mapeo espectral
para los espectros combinados
por
Angel Martimez Meléndez

Tesis de Maestria




Por todo el tiempo que debi haberles dedicado y no lo hice, por su com-
prensién v apoyo, dedico este trabajo a Ma. Cruz, Tania y Maydé




Agradezco al Dr. Antoni Wawrzynczyk, su dedicacién, su postura siempre
amable y abierta, en la direccién de este trabajo. Gracias Dr. Antoni.




CONTENIDO

Introduccién

CAPITULO 1. DIVISORES TOPOLOGICOS DE CERO

CAPITULO 2. ESPECTROS PUNTUAL APROXIMATIVO Y DE HARTE

CAPITULO 3. EL ESPECTRO DE TAYLOR

APENDICE

CONCLUSIONES

REFERENCIAS

covdi

31

.. 61

... 63




INTRODUCCION

Cuando se tiene un operador T' € B(X), donde B(X) es el algebra de
Banach de todos los operadores acotados que van de X en X, con X un
espacio de Banach complejo, el espectro de T' se define como

o(T) = {) € C: T — A no es invertible en B(X)}.

Se conocen muy bien sus propiedades como

) o(T)# 0
ii) o(T) es un subconjunto compacto de C

iti) o(T') satisface la propiedad de mapeo espectral, es decir

plo(T)) = a(p(T)),

donde p ¢s un polinomio con coeficientes complejos.

También se define, para este espectro un cdlculo operacional, a través de

la expresién .
IT) = 5 [ =207 F (),

2w
donde  es una curva rectificable tal que o(7T') C v y f holomorfa.

En los afios 50’as, con los trabajos de R. Arens, A. Calderon y también
de L. Waelbroeck, se generaliza el concepto de espectro para una n-ada de
operadores y se inicia propiamente la teoria espectral multivariable. A partir
de estos afios aparecen varias clases de espectros (llamados espectros com-
binados), y se puede decir que hasta 1970, con los trabajos de J.L. Taylor,

se inicia el “despegue” de esta teoria, pues su espectro permitié definir un
calculo operacional.

En este trabajo consideramos tres espectros combinados: El espectro pun-
tual aproximativo 7, el espectro de Harte oy y el espectro de Taylor o7. Estos
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espectros, como veremos, cumplen propiedades similares a las del espectro
de un sélo operador o(T'). Asi si 0, es cualquiera de estos tres espectros
tenemos que

i) o.(1y, Ty, ,Ty) # ¢ si Ty, Ta, .-, Ty € B(X) y conmutan entre si.
it) o,(Ty,Ta,+ -+, T,) es un subconjunto compacto de C™.
iii) Si T s un sélo operador 0,(T") = o(T).

iv) 0,(T1, Ty, -, T,) satisface la propiedad de mapeo espectral

p(a*(Tl’rIB: Tt ?Tﬂ)) = 0*(p(7117’112) te ,,1171));

donde T1,T%,- -+, T,, conmutan entre si.

La propiedad de mapeo espectral, es de especial interés en este trabajo.
Cuando A es un algebra conmutativa con unidad, con la teorfa de Gelfand
se demuestra que

plou(a)) = ou(p(a)),
para toda a = (ay,as,- -+, a,) € A". Cuando A no es conmutativa el espectro
de Harte puede ser vacio y la igualdad anterior no seria cierta, sin embargo,

como lo demostramos en este trabajo, si los a1, ay, - - -, a, conmutan entre si
la igualdad sigue siendo valida.

El espectro puntual aproximativo, en este trabajo lo definimos intro-
duciendo el concepto de divisor topoldgico de cero, lo que nospermite de-
mostrar de vna manera mds sencilla la importante contencién

d(ou(a)) C 11(a) N7p(a),

donde 7; y 7p son los espectros puntual aproximativo izquierdo y derecho
respectivamente y @ = a; € A. De hecho el primer capitulo lo dedicamos
al estudio de los divisores topoldgicos de cero, como lo veremos en su mo-
mento es fundamental la demostracién, que hacemos en este capitulo, de la
equivalencia

T es un divisor topolégico comiin derecho de cero &
T" es un divisor topoldégico comiin izquierdo de cero,
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donde T es el conjugado de T'.

La propiedad de mapeo espectral para el espectro puntual aproximativo,
Harte no la demostré. Sin embargo podemos probar esto basados en que
cumple la propiedad de proyeccién. Esta propiedad, que enunciamos a con-
tinuacién, implica la propiedad de mapeo espectral. (ver apéndice).

Propiedad de proyeccién. Sea P : C* — C¥ la funcién polinomial
P(/\l,/\2, v ;/\n) = ()‘jn/\jz) v )Ajk)a

y sea o, uno de los espectros oy, T o or, diremos que o, cumple la
propiedad de proyeccidn si

P(U*(aha?:' e ’aﬂ)) = U*((ajuajz) tee ’a'jk))'

Para el espectro de Taylor demostramos la propiedad de proyeccién si-
guiendo el camino que siguieron Stodkowski y Zelazko (ver {14}), para una
proyeccién particular, y luego la demostramos para cualquier proyeccién. De
esta manera concluimos el teorema del mapeo espectral para el espectro de
Taylor.

Como veremos, (Teorema 3.14), bajo ciertas restricciones el espectro de
Taylor estd contenido en el espectro de Harte, sin embargo, en general las
contenciones gr C oy y oy C o7 siguen siendo un problema ain no re-
suelto. La demostracién de estas contenciones repercutiria sobre el calculo
operacional para el espectro de Harte y simplificarfa muchas cuestiones sobre
el espectro de Taylor, pues su tratamiento homolégico hace que su desarrollo
sea particularmente mas complicado.

En el capitulo 1, como lo apuntamos previamente, estudiamos los divi-
sores topoldgicos de cero. Los conceptos que presentamos asi como resultados
tan importantes como los teoremas 1.4, 1.5 y 1.12 o la equivalencia (1.13) son
basicas en el desarrollo de los espectros de Harte y puntual aproximativo.

En el capitulo 2 se presentan, precisamente, los espectros de Harte y pun-
tual aproximativo. Como habiamos dicho, sus propiedades similares a las del
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espectro usual de un elemento, son demostradas y queda de manifiesto la uti-
lidad de la propiedad de proyeccién (Teoremas 2.15 y 2.16) como herramienta
- para demostrar el teorema de mapeo espectral.

En el capitulo 3 le toca turno al espectro de Taylor. Sus propiedades,
también similares a las de los espectros anteriores, son mas complicadas en
su demostracién y, nuevamente, el teorema de mapeo espectral es obtenido
mediante la propiedad de proyeccién. (Teorema 3.40 y Corolario 3.41).

En la demostracidn del teorema de mapeo espectral mediante la propiedad
de proyeccién se hace referencia al de Stodkowski-Zelazko. En el apéndice
se presenta este teorema que nos permite justamente concluir el teorema de
mapeo espectral mediante la propiedad de proyeccén.

Finalmente presentamos las conclusiones de este trabajo.




CAPITULO 1

DIVISORES TOPOLOGICOS DE CERO

Si A es un algebra de Banach con unidad e y a € A, la regularidad y
singularidad de a dependen tanto de A como de a mismo. Cuando a es
regular (izquierdo y derecho) y consideramos una subalgebra de Banach M
de A, tal que a es un elemento de M, este puede perder su inversa y resultar
singular en M. De igual forma si a es singular en A, podemos considerar A
como una subalgebra de un algebra N, entonces a puede resultar regular en
N. Los divisores topoldgicos de cero, de A, son elementos que siempre son
singulares independientemente de las subalgebras o superalgebras de A.

A menos que se diga lo contrario A siempre representara un algebra de
Banach compleja con unidad e.

1.1 Definicién. Un elemento a # 0 de A se llama divisor topoldgico
izquierdo de cero si

1.2 inf“b||=1 Hab]] = 0.

Notemos que si (1.2) es valida entonces para cada n entero positivo existe
b, € A, tal que ||by|| = 1 y ||aba|| < L. Esto es existe una sucesién {b,} C A
tal que |]b,|]| = 1 y lim,_, ab, = 0. Reciprocamente, si esto iiltimo sucede,
claramente la expresién (1.2) es valida. De esta manera la definicién (1.1)
es eqivalentemente, a que existe una sucesién {,}°2, de elementos de A tal
que ||b,]| = 1 y limp— o0 aby, = 9.

De manera similar definimos divisor topoldgico derecho de cero; un elemento

el cual es divisor topologico de cero, izquierdo o dercho, se llama simplemente
divisor topologico de cero.
Veamos el siguiente ejemplo.

1.3 Ejemplo. Sea A = C[X] el espacio de las funciones continuas




definidas en X, con X =[0,1]. A es un algebra de Banach, con la norma

If1l = max [f($)],

tefo,1)

pues claramente se cumple que || fg]] < || fliiig}]-

Sea g € A dada por g(t) = ¢, y sea {g,,}3%, sucesién de elementos de A
definida como

o <
8=\ _nry1 sid<

Notemos que ||gx|| = maxep llga(t)l| =1V n, y

0 sit<t<l
(ggn)(t)z{ —nt’+t si0<t< i

Entonces lim,_,.,(99.)(t) = 0.
Por lo tanto g(t) es un divisor topolégico de cero.

1.4 Teorema. Todo divisor topoldgico de cero es no-invertible.

Demostracién. Sea a € A un divisor topoldgico de cero y {b,},.,, con
Honl| = 1, V n y tal que lim,_,o ab, = 0. Si a fuera invertible existiria un
elemento a' € A tal que a'a = e, luego multiplicando por b, tenemos que
a'ab, = b,,, tomando limite cuando n — oo, tenemos que b, — 0, lo cual no
es posible pues [|b,]] = 1. Por lo tanto a no es invertible.00

El reciproco de este teorema no es cierto como lo veremos un poco mas
adelante, auxiliandonos con el siguiente resultado.

1.5 Teorema. Si k no es un divisor izquierdo de cero en A, entonces h no
es un divisor topoldgico izquierdo de cero si y sélo si el ideal hA es cerrado.

Demostracién. Sea T}, la transformacion lineal de A sobre hA dada por
Tr(a) = ha. Si Ti(a) = 0, entonces ha = 0, como k no es divisor de cero se




tiene que a = 0, esto es T}, es inyectiva y por lo tanto (7),)”! existe. Notemos
que 1
_ Ty) 'z llall
Iy = sup MLl g, el
zeha  ||zl| acA |[hall
Esta doble igualdad nos permite demostrar que (T},)™! es acotado si y sélo si
h no es un divisor topolégico izquierdo de cero. En efecto, supongamos que
(Tk)~! es acotado. Si h es un divisor topoldgico izquierdo de cero, existe una

sucesién b, tal que ||b,|| =1 para todon y
lim hb, = 0.
N-—+00

Pero ||(T:)7}|| > Tﬁl_z—n”’ lo que implica que (T;)~! no es acotado, contradi-
ciendo nuestra suposicién inicial. Por lo tanto k no es un divisor topolégico
i yuierdo de cero. Reciprocamente supongamos que h no es divisor topolégico
izquierdo de cero. Si (T3)™! no es acotado entonces existe una sucesién b, de
elementos de A, no nulos, tal que

0 sea —k— — oo. Por lo tanto o= es una sucesién tal que hrtic — 0,
T ToaT T

lo que contradice el hecho de que h no es un divisor topoldgico izquierdo de

cero. Por lo tanto (T},)! es acotado.

Ahora si demostremos la doble implicacién de nuestro teorema.

(=>). Si h no es un divisor topoldgico izquierdo de cero, demostremos que
LA C hA.
Sea z € hA, entonces existe una sucesién {ha,}%, de elementos de hA tal
que ha, — z. De esta manera y usando el hecho de que (7},)"! es acotado
se sigue que

llan —amll = |IT;7 (han) = Ty (Raw)ll = [|T;" (hay — hay,)]]

< TN ham — hagll — 0,

como A es un espacio de Banach, {a,} converge a un elemento by € A. Por
lo tanto ha, — hby, y = hby. O sea z € hA, por lo cual hA es cerrado.




(<=). Supongamos que hA es cerrado, entonces T}, es un operador lineal
acotado del espacio de Banach A sobre el espacio de Banach h A, por consigu-
iente (T},)~! es acotado y por lo tanto & no es un divisor topoldgico izquierdo
de cero.O

1.6 Ejemplo. Sea A = H*, el espacio de las funciones holomorfas y

acotadas en el disco unitario. H* es un algebra de Banach con las opera-
ciones puntuales y la norma ||f|| = sup |f(¢)]-
Sea f € H* dado por f(z) = z. f no es invertible, no es divisor de cero
en H* y zH* = {g € H*® : g(0) = 0} es cerrado. Por el teorema (1.5)
f(2) = z no es un divisor topoldgico izquierdo de cero. Esto es f(z) = z no
es invertible y no es un divisor topoldgico izquierdo de cero.

Aunque el teorema (1.5) estd enunciado para divisores topolégicos izquier-
dos de cero existe el analogo para los divisores derechos, de esta manera
podemos decir que f(z) = z no es un divisor topoldgico derecho de cero,
por lo cual podemos concluir que el reciproco del teorema (1.4) no es cierto.
Sin embargo el siguiente teorema establece la manera en que los divisores
topolégicos de cero estan distribuidos en el conjunto de los elementos no-
invertibles.

1.7 Teorema. Sea S el conjunto de los elementos no-invertibles, si z
pertenece a la frontera de S, entonces z es un divisor topoldgico de cero,
izquierdo y derecho.

Demostraciéon. Como se sabe el conjunto de los elementos regulares
es abierto por lo tanto S es cerrado. Asi pues si z € 0S5, existe {2,}%2,
de elementos regulares tal que lim, .o 2, = z. Veamos que z es un divisor
topoldgico de cero.
Notemos que z,7'z — e = z,”'(z — z,). Ahora afirmamos que la sucesién

{z,7'} no es acotada, en efecto, p'ies en caso contrario tenemos que
2o~z = ell < |z Iz = zi|| — 0,
lo que nos permite decir que existe k tal que

|z ™12 —€]| < 1.




Pero esto nos dice que z;,~'z tiene inversa y por consiguiente zxz; "'z = z

también. Esto contradice que z € S, entonces {z,7'} no es acotada.

Sea 4

Zn

Wy, = ———.

" ||Zn“1||

Entonces ||w,|| =1y
-1 -1
ZZn 1+ (Z _ Zn)Zn 1
ZWyp = = = + (2 — 2,)w,, — 0.
"= o il e T

Similarmente w,z — 0, y asi z es un divisor topolégico izquierdo y derecho.O

La definicién (1.1) se extiende para una n-ada de elementos de A, como
lo vemos a continuacion.

1.8 Definicién. Sea a = (a;,ay,- -+, a,) € A™, a es un divisor topolégico

comtiin izquierdo de cero si existe una sucesion {b;}32,, tal que ||b|| = 1,Vk
y

1.9 limk_.oo a,—bk = 0,
paracadaz=1,2,---,n.

Si por otro lado se cumple que limg_,o bra; = 0,V 7, decimos que a es un
divisor topoldgico comin derecho de cero.

1.10 Definicién. Sea a¢ = (ay,az,---,a,) € A", definimos los niimeros
pi1(a) y pp(a) como

a) pr(a) = infjpz=1 Ty |laiz]].
b) pp(a) = infly=1 Ty llzail|.

Si el dlgebra A es conmutativa, cualquiera de los dos mimeros anteriores
lo representaremos como p(a).

1.11 Observacién. Sia = (a1, ++,a,) € A* y a' = (agqy, "+, q0n)),
donde 6 es cualquier permutacién de {1,2,---,n}, entonces p(a) = p(a').




Notemos también que a es un divisor topolégico comiin izquierdo (respecti-
vamente derecho) de cero, si y sdlo si py(a) = 0 (respectivamente pp(a) = 0).

El siguiente teorema caracteriza los divisores topolégicos de cero para un
sistema de operadores lineales acotados que van de un espacio de Banach en
si mismo.

1.12 Teorema. Si 7' = (1,13, --,T,) € B[X]", entonces

a) T es un divisor topoldgico comin izquierdo de cero si y sélo si
: n _
inflagi=1 5o |75 = 0.

b) T es un divisor topoldgico comin derecho de cero si y sélo si

Tia TiX # X.
Demostracién. a)(=). Supongamos que 7' es un divisor topoldgico

comun izquierdo de cero. Existe una sucesién U} de elementos de B[X],
[{Ukll = 1 para todo k tal que

k]im TjUk = 0,

para cada j =1,2,---,n.

Pero ||Uk|| = supj ;=1 I|Uk(y)]| para todo k, por lo cual podemos construir
una sucesion {yx}72; tal que |lyi]| = 1 y |[Usyi|] 2 1. Sea
_ U
NUkyell’
entonces ||zk|| = 1 y se verifica que
Um
” J”

para cada j = 1,2,--- n.
Por lo tanto inf)g)=; 3°5-, ||T;2|| = 0.

(<=). Supongamos ahora que inf ;=1 7, ||T;z|| = 0. Existe una sucesién
{zr}2,, tal que ||ak]] = 1, Vk y Y Tjzi|| — 0, cuando k — oo, para cada
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j = 1,2,"',71

Por el teorema de Hahn-Banach, para cada k existe f; € X' tal que || fi|| =1
y fi(ze)l = 1.

Tomando Uy = ¢ ® fi, donde Ui(y) = fi(y)zx, se tiene que Up € B[X] y
también

HUK| = SUpP|jy||=1 ”Uk(J)H = SUpjjyjj=1 Wk(y)zl| = SUP|jy||=1 |fe()lllkl]. O
sea ||Ukl| = ilfllllzell =

Por otra parte tenemos

T = 1T fe@)eell = STzl < [yl | T5esl] — 0. Por lo
tanto tenemos que ||T;Ux|| — 0 y T es un divisor topoldgico comin izquierdo
de cero.

b) Para esta parte necesitamos demostrar la siguiente equivalencia.

(1.13) T es un divisor topoldgico comin derecho de cero &
' T’ es un divisor topoldégico comun izquierdo de cero

Si T es un divisor topoldgico comiin derecho de cero, existe una sucesién
{Uk} de operadores en B[X] tal que ||Uk|| = 1,Vk y U T; — 0, para cada
Jj =1,2,---,n. Pero esto implica que T;'U;’ — 0y como ||Uk [|=1,T es un
d1v1sor topologlco comun izquierdo de cero.

Reciprocamente si 7" es un divisor topoldgico comin izquierdo de cero, por
el inciso a) de este teorema tenemos que

inf ZHT fll = inf Z”f T;)| = 0.

lIfll=1 ] l1£l=1

Entonces existe una sucesién {fx} de elementos de X’ con ||fi]| = 1 y que
cumple que Y7, || fioTj|| — 0, si k — oo, pero esto nos dice que || fy o T}|| —
0, si k — oo, paracada j =1,2,---,n.

Tomando Uy = 20 ® fi, 2o € A, tal que ||zo|| = | dado por

Uk(l') = fk(”J)CEo,

tenemos que limy_,o, UyT; = 0. En efecto

WU T5l| = Sup Uk(T;5(x))|| = Sup |fe(Tj(2))zo| < sup |/k(Tj)].

z||=1




Esto es ||UkT;|| < || fx o T5il.

Como {|fx o Tj|| — 0, cuando k — oo, entonces UyT; — 0, cuando k — oo,
para cada j = 1,2,---,n. Como ademas ||Uk|| = ||fi]| = 1, concluimos que
T es un divisor topoldgico comin derecho de cero. La demostracién de la
eqivalencia (1.13) estd terminada.

Usaremos esta equivalencia para demostrar el inciso b) de este teorema.

Sea G : X" — X dado por

G((E) = ZTjwh z = ($1,$2,"',$n).

j=1
G es un operador lineal acotado con la norma ||z|| = max; |¢;]. También
observemos que
(1.14) i-1 T;X = X siy sélo si G es sobre.

Ahora si demostremos la implicacién (=). Supongamos que T es un di-
visor topoldgico comin derecho de cero. Si 327_, T;X = X, por (1.14) G
es sobre y por el teorema del mapeo abierto G es abierto por consiguiente
existe k > 0 tal que para todo y € X existe z € X™ tal que G(z) = y y
kll|l < lyll-

Asi suponiendo que ||y|| < 1 se tiene que

ky = G(21, 22, -, 20) ¥ ||o]] = max |z;| < H|lky]| = [lyl| < 1.

esto es
{ky : llyll < 1} C{G(z1, 22, -+, &) 1 |Ja)] < 1).

En consecuencia si f € X',

1.15 1S o G|| = supypeny 1/ (G2)| = supyuci 1S (ky)| = K| f]].

Como i |foTj|| > szzl foTj|l = ||f o G|, se sigue que

inf 3°|If o Ty| >0,




. n !
esto es inf)s=1 X0= ||T5' ]| > 0.
Por el inciso a) de este teorema tenemos que 7' no es un divisor topoldgico
comin izquierdo de cero y por (1.13) T no es divisor topolégico comin
derecho de cero, lo que contradice nuestra suposicién inicial. Por lo tanto

?:1 TJX # X'

(«<). Supongamos que 3°7_; T; X # X y demostremos que T es un divisor
topolégico comiin derecho de cero. Si esta conclusién es falsa por (1.13) 7"
no es un divisor topoligico comun izquierdo de cero, luego por a) de este
teorema tenemos que infysy=1 Y0, [|f o T5|| # 0.

Afirmamos que existe k& > 0 tal que (1 15) se cumple. En efecto, pues en
caso contrario para k = =, m = 1,2,- ., existe una sucesién {f,} C X’ tal
que || [ Gl| < %Hfmil Por lo tanto para z € X, tenemos que

(/T (@) = |[fu(T2(0 )+ Ti(z) + - + Tu(0))]
= ”fmG( OxO -+, 0)]]
< llfmGllllfll-

Esto es [|(fnT3) (@)l < I fulillil.

Por lo tanto

fo 3
MG ! <

Como z fué arbitrario tenemos que || IImeT || <1, paracadaj=1,2,--+,n.

En consecuencia I
| T51] <
[yt

i H n . . ] . .
de donde se sigue que limy, o 27, H”f::“Tj” = 0, pero esto implica que

inf)sj=1 Xj=1 ||f o Tj|| = 0, lo cual es una contradiccién. Esta contradicciéon
muestra que efectivamente existe k > 0 tal que

1/ o Gl Z K11,

para toda f € X'.

Esto es tenemos que ||G' f|| > k|| f||, para algiin k£ > 0, por lo que G es sobre.
(ver {20} T. 9.10). Ahora por (1.14) tenemos que 3°7_, T;X = X, pero esto




contradice nuestra suposicién inicial. Por lo tanto T es un divisor topoldgico
comun derecho de cero.O

1.16 Definicién. Sea A; un dlgebra de Banach compleja conmutativa
con unidad. Si A; contiene una subalgebra que a su vez contiene la unidad
y es isomorfa a A, A; se llama extensién de A. Una extensién A; es llamada
extensidon isométrica si tal subalgebra es isométrica a A.

Si A es un algebra de Banach compleja conmutativa con unidad, por
una extensién apropiada todes sus divisores topoldgicos de cero pueden ser
convertidos en divisores de cero, como se justificara en el siguiente desarrollo.

Sea A, el conjunto de todas las sucesiones {z,} de elementos de A tales
que

1.17 limsup,_, ||zn]] < o0.

Definimos una relacién en A: {z,} es equivalente a {y,} si y sélo si
im0 ||Zn — yul| = 0. Esta relacién es en efecto de equivalencia. Sea
Ao = [As] el conjunto de todas las clases de equivalencia y denotemos por
[z,] la clase que contiene {z,}. Esto es

Ao = {Z = [zn] : {22} € A}
Ao es un algebra de Banach con unidad, bajo las operaciones
[xn] + [yn] = [wn + yn]a a[mn] = [al'n]a [r71][yn] = [‘Tnyn]a

y la norma ||[z,]|| = limsup, ||z.||. En efecto, demostremos que A, es un
espacio de Banach. Sea {#;} = [£,(¥)] una sucesién de Cauchy en A, por
lo tanto para todo € existe ng tal que

limnsup |2, ® — 2, 9|] < ¢,
con p,q > ro. Por lo tanto, para cada k tomemos ny tal que
1.18 |zm® — 2, B < 27%, si m > ny.
Sea & la clase que contiene la sucesién
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1.19 {xnx(l)’$712(2),"' a$nk(k)?"'}'

Denotemos también por igi) la clase que contiene la sucesion

ECI ORI C RPN

Por lo tanto por (1.18)

12 — &1l = limsup |l ) ~ 2, O] < 275,
Observemos que

120 — 20| < (135 ~ Eell + NlEe — Zamll + |20 — 23,11

Ng 71717.
~ ~ 1l -k —-m
<|zk — Emli 4277 277

Esto implica que (1.19) es una sucesién de Cauchy en A, como A es completo
pertenece a A,,. Por otra parte

18 = 24l < 118 — EQU + 1128 ~ 2l

<||& —&®|| 4+ 27k,

pero tambien

||z — :EL’?H = limpsup H:cnp(”) — 2, B < limpsup &, — &]] +27F
Por lo tanto se sigue que lim;_,q ||Z — 5:5{?” = 0 y por consiguiente
Jim 7~ 34l =0

Finalmente tenemos que
lzalfyalll = limsup [yl < (tim sup el f)lim sup[lya]).

Por lo cual
Wzl lwalll < Nzl iyall-

La unidad en 1, es i = [{e}]- {e} la sucesién constante cuyos elementos
son tod: igu s ae.
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Ahora bien si z € A, sea {2} la sucesién cuyos elementos son todos
z, entonces la aplicacién ¢ : A — A, p(z) = [z], es un isomorfismo
isométrico de A en A, es decir ¢ es un isomorfismo y ademas una isometria.

Si [2,,] es un divisor toplégico derecho de cero en Ay, existe una sucesion
[£,®)k =1,2,---en Ay tal que ||[z.®]|| = 1 y ||[2.)2,]|| < k7!, para cada
k. Ahora para cada k tomamos ny tal que ||z, V|| > 271y |[z()| < k1.
Definimos y,, = xnk(k) ,paran = ng,y ¥, = 0 en otro caso. Tenemos entonces
que [y»] # 0y también ||yn2,]| < k1, para n > ny, es decir [y,2,] = 0. O sea
[2n] es un divisor derecho de cero en A,,. De esta manera hemos justificado
que con una extensién adecuada un divisor topoldgico de cero puede ser
convertido en un divisor de cero.

1.20 Teorema. Sea A un algebra conmutativa con unidad, y sea a =
(a1,az.+-+,a,) € A", tal que p(a) = 0. Entonces para cada * € A existe
A € C, tal que p(a') =0, donde @' = (a1, az," -+, a,,z — Ae).

Demostracién. Sea ¢ : A — A, el isomorfismo isométrico (z) = [z].
Como p(ay,ay,---,a,) = 0 existe una sucesién {wy} de elementos de A tal
que |jwi]| = 1, Vk y limgoo |Jwrai|]| = 0 para cadai=1,2,---,n

Sea wp = [{wy}] elemento de A.

woa; = [{wi}][{ai}] = [{wiai}] =0,

en Ay, y para todot=1,2,---,n.
Ponemos ahora

J={w€Ax :Wa;=0,Vi=1,2,--- n.}.

J es un ideal cerrado en A,. En efecto, es evidente que J es un ideal,
comprobemos que es cerrado. Sea () = [, (¥)] una sucesién de elementos

de J tal que converge a @ = [z,]. Entonces para cada k podemos elegir n;
tal que

”xﬂk(k) - wn"” < k1 y ”xnk(k)(li” < k~l,

para cada ¢ = 1,2,---,n. Como ademds se tiene que
lznaill < llen, Vi = 2n,ail| + [, Pal],

12




entonces

lzn,aill < k7 Hlaal} + &7

Por lo tanto ||z,,ai|| — 0, cuando k — oo, para cada ¢ = 1,2,---,n. Esto es
D = [r,] pertenece a J, por lo que J es cerrado.

Para cada € A, ([z] € Aw), sea T, : J — J dado por T () = zw. T;
es un operador lineal acotado. Existe A € C tal que el operador

Tz - M= Tz—/\e

pertenece a la frontera del conjunto de elementos no-invertibles en B[J], por
lo que es un divisor topolégico izquierdo de cero, (ver teorema 1.7). Por el
teorema, (1.12a) existe una sucesién {i;} de elementos de J, tal que |[&;|| =
1,V y ||Teere;]| — 0, cuando j — oo. O de otra manera ||(z— Ae)w;|| — 0,
cuando j — oo.

Pero esto nos dice que para cada entero k > 0, existe un entero j(k) > 0, tal
que ||(z — Ae)W;(x)|| < 1. De la definicién de esta norma (ver 1.17), tenemos
que existe z; € Wk, tal que ||(z — Ae)zx|| < 3, como ademas ||d;w)l| = 1,
2, puede ser tal que 1 > ||z|] > 1 — L. Pero ||a;zi]| < §, pues () pertenece
aJ.

Asi pues todo esto nos dice que existe una sucesion {z;} tal que ||z]| =
1, limgeo(z — Ae)zx = 0 y limg_o a;2;, = 0 para cada 2 = 1,2,---,n. Esto
es a’' = (ay,a3, -+, a,,z — Ae) es un divisor topolégico de cero, por lo tanto
p(a’) = 0, como z fué arbitrario el teorema esta totalmente demostrado.O

13




CAPITULO 2

ESPECTROS PUNTUAL APROXIMATIVO Y DE HARTE

La teoria espectral de varias variables que comenzé en los afios 50's con
G. Shilov, L. Waelbroeck, R. Arens y otros (ver {2}, {11} y {19}), arrojé
varias clases de espectro combinado. En los afos 60's y 70’s se generaliza
este concepto (de espectro combinado) para una n-ada de operadores. En
esta unidad estudiamos todas las propiedades de dos espectros, el puntual
aproximativo y el de Harte, como veremos estas propiedades son similares a
las que posee el espectro que conocemos de un sélo operador.

Nuevamente, a menos que se diga lo contrario, A siempre representara un
algebra de Banach compleja con unidad e.

2.1 Definicién. Sea a = (aj,a2,---,a,) € A™. El espectro puntual
aproximativo izquierdo de a, 77(a), es el conjunto

ri{a) = {\ € C™ : @« — Aes un divisor topoldgico comin izquierdo de cero
poiog 1 )

donde A = (A1, A0y, An) ya— A = (a1 — Me,az — Age, - -+, a, — Aye).
El espectro puntual aproximativo derecho de a, 7p(a) es el conjunto

mp(a) = {} € C" : a — Aes un divisor topoldgico comiin derecho de cero}.
El espectro puntual aproximativo combinado de « se define como
7(a) = 1/(a) U mp(a).

I's claro (ver observacién (1.11)) que

9.9 A € 17(a) (respectivamente en 7p(a)) &
| pr(a—A) =0 (respectivamente pp(a — A) = 0).

Procedemos a definir el espectro de Harte.
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2.3 Definicién. Sea a = (a,, a3, -+,a,) € A". Decimos que a es regular
izquierdo si existe b = (by, b2, -, b,) € A™ tal que

b-a=0ba; +bay+---ba, =e.

Pero si a - b = e decimos que a es regular derecho. En base a esto definimos
los espectros siguientes
El espectro izquierdo de a:

or(a) = {A € C" : a — X no es regular izquierdo}.
El espectro derecho de a:

op(a) = {x € C*: a — X no es regular derecho}.
El espectro de Harte de a:

oy(a) = or(a) Uop(a).

En terminos de ideales podemos decir que A € o/(a) si y sélo si el ideal
generado por a— X, 37, A(a;—A;), es propio. Similarmente para el espectro
derecho.

Notemos que si A es el algebra obtenida invirtiendo los productos en A,

entonces

2.4 opi(a) = a14(a),

en vista de lo cual se puede hacer todo para uno de los espectros (izquierdo
o derecho) y usar (2.4) para deducir los resultados para el otro espectro.

Como sabemos el espectro de un elemento es un conjunto compacto, esta
propiedad se extiende a estos dos espectros, es decir los espectros puntial
aproximativo y de Harte son subconjuntos compactos de C". Antes de de-
mostrar estas aseveraciones veamos algunos hechos importantes.

Para un sélo elemento a = a; de A se tiene que

2.5 O‘H((l) - a‘(a),

donde o(a) es el espectro usual para un elemento.
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Por otro lado tenemos que si a € A™ entonces
2.6 oy(a) C oy(ay) x oylag) X -+ X oy(ay).

La igualdad en (2.5) es inmediata, demostremos la contencién (2.6). Si
A € op(a1) X og(az) x -+- x oy(an), entonces Ay & oy(ax), para algin
k. O sea A\, & op(ag) y Ax & o1(ax), pero esto implica que a; — Axe es
invertible.

Si by = (ax — M), y b; = 0 para j # k, tenemos que

n

2 o(a = Aje)b; = (ak — Aee) = ¢,

j=1

y también

ij(aj - Aje) = bk(ak -_ Ake) = €.

1=1
Por lo cual A ¢ op(a) y A & o(a), entonces A ¢ oy(a), de esta manera (2.6)
estd demostrado.
Las condiciones (2.5) y (2.6) implican que
2.7 op(a) C o(ay) x o(ag) X -+ x a(ay).

2.8 Teorema. Para todo a € A™, oy(a) es compacto.

Demostraciéon. Como o(a;) X o(az)x---xo(a,) es compacto y teniendo
en cuenta la contencién (2.7) basta demostrar que oy(a) es cerrado. Lo
demostraremos para o(a), para op(a) es analogo. Sea A € C®, tal que
A & or(a). Existe b € A™ tal que

bia; — ;) =e.

n
=1

J

Si A € CM es suficientemente cercano a A tal que
n
-« ,
2Bl =0 <,
Jj=1
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Entonces |le — Yoy bi(a; — Aj'e)ll = | £zt 85(A;" = Aj)ll < 1. Por lo tanto
¥4y bi(a; — Aj'e) es invertible en A.

Sea ¢ = Y°7_, bj(a; — Aj'e), entonces
£y (ay — M'e) + € by(ay — Aj'e) + o+ £ ba(an — Ae) =6,

por lo cual X' ¢ o;(a).

Resumiendo, si A es suficientemente cercano a A, entonces X' &€ o4(a), por lo
cual o/(a) es cerrado. O

La demostracién de que 7(a) es compacto requiere el siguiente resultado

2.9 Teorema.. Para todo a € A",
T(a) C 0’}1((1)

Demostracién. Lo haremos para los espectros izquierdos y por (2.4) se
seguird para los derechos.
Sea A € 7/(a), entonces ¢— A es un divisor topolégico comiin izquierdo de cero.
Existe una sucesién {b;} de elementos de A tal que limy_ o (a; — A;e)b, = 0,
para todoi = 1,2 --- ny ||b}] = 1Vn. Afirmamos que A € o;(a), en efecto
pues en caso contrario existe (wy,ws, -+, wy,) € A™ tal que

wl(al - /\1) + w2(a2 - ’\2) +- 4+ wn(an - An) =€,
multiplicando por b; esta igualdad, tenemos que
un ((l] - /\1)bk + ’w2((12 - /\2)bk + e + u’n(an - An)bk = bk'

Esta ultima igualdad implica que lim_,, by = 0, lo cual no es posible puesto
que ||bi|| = 1 Vk. Esta contradiccién muestra que A € oj(a), como queriamos
demostrar. O

2.10 Teorema. Para todo a & A", 7(a) es compacto.

Demostracién. Por los teoremas (2.8) y (2.9) es suficiente demostrar
que 7(a) es cerrado.
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Supongamos que A € 7(a), entonces a — A no es divisor topolégico comin
izquierdo de cero (tampoco derecho), de la observacién (1.11) se tiene que
existe € > 0 tal que para todo b € A, €||b]| < oy |[(ai — Ai)bl|. Por tanto
N = (/\1', A2y oo, An') es tal que 7, [A; — ;| < 3. Entonces

= (e )\/e)b” Z"—l (a5 — Aje)b + (Aje — A )bl
=1 ll(ai = Aje)bll — i ||()\a A0l
Pero ||(X; — A;)bl| < 1A; = A,'||b]], por lo cual

" (e = A0l = T, (a5 = Al = 5= 1A = A lHBl]
> ¢|b]} — 511bil-

Esto es .

Z a; = Aj'e)b]| > —Hbll

Por lo cual X & 77(a), consecuentemente 7;(a) es cerrado.0

Sia = a; € A, de (2.5) se sigue que oy(a) # ¢, sin embargo para un
sistema de dos o mas elementos puede ser vacio, como lo ilustra el siguiente
ejemplo.

2.11 Ejemplo. Sea A el dlgebra de las matrices complejas 2 X 2, y sea

a = (ay,a,), donde
(o1 AN
“=lo0 )T 10

Entonces og(a;) = on(az) = {0}.

De (2.6) se sigue que oy(ar,az2) C {(0,0)}. Pero aza; + aja; = ¢, lo que
implica que (0,0) & oy(ay,a,), por lo tanto o(a) = §.

Observemos que si @ = a, de (2.5) y como consecuencia del teorema (2.9)
tenemos que 7(a) C o(a).

2.12 Teorema. Si a = a;, a; € A, entonces

d(on(a)) C m1(a) N7p(a).
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Demostracién. Sea A € d(oy(a)), existe una sucesién {A,} € ou(a)Vn
tal que A, — A, entonces tenemos que a — A, es invertible para toda n, por
lo cual no pertenece a S para toda n. Por otra parte como oy es cerrado,
X € oy, lo que nos dice que a— X € S. Es decir resumiendo tenemos que S es
es cerrado, {a— \,} es una sucesién de elementos que tal que e — A, € S, Vn,
a—XA, —wa—Xya—AXE€S. Porlotanto a— A € 9(5), luego por el teorema
(1.7) @ — X es un divisor topoldgico de cero izquierdo y derecho, por lo tanto
A € 71(a) N 7p(a), como queriamos demostrar.0

Para un sistema de dos o mas elementos el espectro puntual aproximativo
puede ser vacio (ver ejemplo (2.11)), de hecho este teorema no es cierto, como

lo vemos en el siguiente ejemplo.

2.13 Ejemplo. Sea el ilgebra de las matrices complejas 2 X 2 y a =

(a1, az) donde
(10 (11
“=loo0 )T 00

0‘1((11) = {0’ 1} y 0'1((12) = {Oa 1}’

Entonces

por lo tanto

al(aha2) C 0'1((11) X Jl(a2) = {(0,0),(0, 1)7(110)a(1a 1)}

Verificando cada elemento de este conjunto, llegamos a que 0’1((11;(12) =
{(1,1D}.

Procediendo de igual forma se tiene que op(ay,a;) = {(0,0)}. Entonces
or(ar,ay) Nop(ar,az) = 0.
Por le tanto 7;(a) N 7p(a) = @, pero
Ao, a2)) = omlar, ) = {(1,1), (0,0},

Por lo que la afirmacién del teorema (2.12) no se cumple para dos elementos

2.14 Definicién. Sia = (a1, az,- - a,) € A, diremos que a es un sistema,
conmutativo, (de elementos de A) si

apa; = aja (,k=1,2,---n).
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Si @ € A™ es un sistema conmutativo, los espectros de Harte y puntual
aproximativo, siempre son no vacios como lo veremos mas adelante. Asi pues
en lo sucesivo siempre a € A" representara un sistema conmutativo.

En los siguientes resultados demostraremos una de las mas importantes
propiedades que cumplen estos espectros: la del mapeo espectral. Para el
espectro puntual aproximativo lo haremos usando la propiedad de proyeccion

2.15 Teorema. Sea P : C" — Ck, la proyeccién P(Ay, Ay, -+, A,) =
(Ajn)‘jza T )\jk), yac A" entonces

P(r(ay,az,-+,a,)) = 7(aj, a5, -, a;).
Demostracién. Sea (vy,vy,:-+,v;) € P(7(a;,as,---,a,)), entonces
(v17v27 e 7vk) = P(’\la /\27' o 3/\11))

con (Ay, Ay, -+, Ay) € T(ay,az,--+,a,). Estoimplica dos cosas: (v, vy, -+, vg)

)
(Ajis Aigs oo /\jk)7 y
(al = )\16,(12 — /\26» Ty by — /\ne)v

es un divisor topoldgico comin (digamos izquierdo) de cero. Entonces existe

una sucesién {b;} de elementos de A tal que ||b;|| = 1, VIy lim_ o (a;—X;)b; =
0, paracadai=1,2---,n.
Como v; = Aj;t = 1,2,-.-,k, entonces limi_(aj, — v;)b; = 0 para cada

t=1,2,--+,k, esto es (aj, —vy,a;, —vy,---,a;, —vy) es un divisor topoligico
comtn izquierdo de cero, por lo tanto (vy,vy,--+,v) € 7(aj, a5, -, a;,).
Hemos demostrado entonces que P(7(ay,as, -, a,)) C 7(a;,, a5, - -, a;,).
Demostremos la contencién contraria. Si (vj,,vj,, "+, v;,) € 7(aj,,aj5,, - a;,),
entonces (a;, — v; e,a;, —vj,e,- -+, a;, —vj;.e€) es un divisor topolégico comin
(digamos izquierdo) de cero. De la observacién (1.11) tenemos que

pl(ajx — V5,645, — V56,0, 05, — Ujke) =0.

Sea A el algebra generada por {e,aj,as,---,a,}. A es conmutativa con
unidad. Tenemos entonces que

A
P (a]l TULHE Qj T VL6 0, GG, ""vjke) =0,
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donde p* es la misma definicién del niimero p (ver 1.10) pero restringida al
algebra A.

Tomemos aj,,, € {a1,a+, -, a.} \ {a;,,a;,, -, a;.}, por el teorema (1.20)
existe un complejo vj,,, tal que

Al e e A — s e ds — —
p(a;, — vj e, a5 — vje, y g — V5.6, Q5,4 U]k+le)'—0'

Nuevamente para a;,,, € {a1,a2," -, a0} —{a;,, @, ° aj,, 4j,,, }, €Xiste un

complejo vj, ., tal que

Alaj, —vj6,a5 — Vi, @, = Vi€ Gipr ) = Vipir € Cigrn — Vigyn€) = 0
N 1V g2 J2™ Y Ik Ik = Ik Jhk417 U Ik42 k42 :

p

Procediendo asi sucesivamente concluimos que

P

Qj, — Vj, €, G5, — Vi€, @y — Ve, — ;€)= 0.

Como {a;,,aj,, " ,a;,} = {a1,as, -+ ,a,}, entonces (ver 1.11), se sigue que

A —
p(a; — vie,ay — ve,- -+, a, — v,e) = 0.

Asi (ver 1.11) (a; — vie,a3 — v9e,--+,a, — Vy€) es un divisor topoldgico de
cero en A y por supuesto en toda el dlgebra A, por lo tanto (vy,ve,---,v,) €
T(ay,a, - +,a,), y como P(vy,vy,--+,v,) = (vj,,v5,",0;,), por lo que
(V1> Vjps -5 05,) € P(T(ay,ag,- -+, a,)), en consecuencia 7(aj,, aj,, -, a;,) C
P(7(a1,as, -+ ,a,)), y €l teorema estd totalmente demostrado.O)

Como habiamos dicho, si a € A" es un sistema conmutativo 7(a) #
y ou(a) # 0, en efecto ya que si 7(a) = @, tomemos P : C* — C coimo
P(A1, A2, -, An) = (A}), la proyeccién sobre una coordenada. Usando el
- teorema (2.15) tenemos que P(@) = 7(a;) lo que implica que 7(a;) = 0,
lo cual no es posible. Por lo tanto 7(a) # @ y como consecuencia tenemos
también que oy(a) # 0.

2.16 Teorema.(Del mapeo espectral). Si a € A" es un sistema conmu-
tativo y p : C* — CK cualquier funcién polinomial, entonces

p(7(a)) = 7(p(a)).
Demostracién. Sean los operadores T, : A — A,

T,,(b) = a;b,
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para cada ¢ = 1,2,---,n. Estos operadores lineales continuos cumplen que
T, T, = T, Ty, para t = 1,2,---,ny j = 1,2,---,n ya que a;a; = aja;.
Esto es los operadores T, conmutan entre si. Demostremos que

7(a) = 7(Ts),

donde a = (ay,ay, - ,a,) y Toa = (T4,,Tay, -+, 1,). Sea A € 7(a), entonces
a — X, es un divisor topoligico comin (digamos izquierdo) de cero. Sea {b;}
una sucesiéon de elementos de A tal que ||by|]| =1, Vky

lim (a; — A\je)b = 0,

ko0

para cada ¢ = 1,2,---,n. Tomemos la sucesién de operadores {T}_ } y ob-
servemos que

T, || = Sup | Tyl = sup ||bre]| = 1,
zl|=1

z|l=

y también que
I(Te, = XiD) Ty, ]| = [l(ai = Aie)bi)z]| < la; — Aselll]]],

por lo que ||(Ty, — AT, || — 0, para cada i = 1,2,--- ,n. Estoes T, — A =
(To, — M 1,---,T,, — A1), es un divisor topolégico comin izquierdo de cero,
por lo tanto A € 7(T,). El rec’proco es consecuencia inmediata del teorema
(1.12a), por lo que la igualdad estd demostrada. Notemos ahora que

p(Ta)y = (pl(Ta)y,I)Z(Ta)y7 e apk(Ta)y)
= (P(a)y, p2(a)y, -+, Pel@)y) = (T, Y Toaw¥s*+ T (@)
= Lp@)Y>
para todo y € A. Porlo que p(T,) = T,a). Ahora si, este desarrollo y los teo-
remas (2.9) y de Slodkowski-Zelazko (ver apéndice), justifican las siguientes
igualdades

p(7(a)) = p(7(T1%)) = 7(p(Ta)) = 7(Tpw)) = 7(p(a)).0

Para demostrar el teorema de mapeo espectral para el espectro de Harte
se requiere de algunos resultados previos y de algunas precisiones.
Asi por ejemplo si A = B[X]y T = (T1,T3,--+,T,) € B[X]" es consecuencia
inmediata del teorema (1.12) que
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2.17 (T) = {X € C*: infjo=1 5=y (TG — A11)£|l =0}
2.18 p(T) ={d e C": T, [(T; — A, ) X] # X}
También si p : C* — CK es cualquier funcién polinomial, esto es si

p(zliz% tee ,Zn) = (pl(ZI, 22,00, Zﬂ)’pQ(zh 29yt az")a tet Pk(zla 22, Zn)),

donde los p; son polinomios de n variables con coeficientes complejos, esta
J y
funcién polinomial induce un mapeo de A" en A* dado por

p(a17a27 R an) = (pl(ﬂq,(lz, e an)&p2(al,a2a Tty (1“), e Pk(("l,“‘lv e an))

Habiendo precisado esto denotaremos por P(A")* el conjunto de tales fun-
ciones. Estas funciones “polinomiales” cumplen un teorema del residuo, como
vemos a continuacion.

2.19 Teorema. Si f € P(A™)! y A € C*, existen f'y [" en P(A™)"
tales que
J(@) = f(X) = f'(a) - (a— A) = (a = A)- f'(a),
donde (-) es €l producto definido en (2.3).

Demostracidn. Se hara por casos
i) Si f es la funcién constante f(a;,ag,---a,) =¢, sean f'y f” dados por

f'(a) = f"(a) =(0,0,---0),

y la conclusién es evidente.

i) Si f es la funcién f(ay,ay,---a,) = (a;) j € {1,2,---n}, sean f'y f”
dados por

f’(alaa%"'an) =f"(a1,a2,~-an) = (07"'0,60),0,"'0).
Entonces

f(a’)_'f()‘) =aj_)‘j :(07"'v076(j)v0a"'70)'((L'—/\)
:(a_)‘).(0,...,0,8(1'),(),...,0)’

donde ") significa e en el lugar j
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iii) Si f = g + h donde g y & satisfacen este teorema, entonces existen
g,9", K'h" € P(A™)" tales que

gla) —g(A) =g'(a)-(a= ) = (a — N) - ¢"(a),
h(a) — h(X) = k' (a) - (a = A) = (« — X) - h"(a).
De aqui obtenemos que
g(a) + h(a) = [g(A) + h(A)] = g'(a) - (a = A) + R'(a) - (a = X),
g9(a) + h(a) = [g(A) + h(X)] = (a = A) - g"(«) + (@ = X) - B"(a).
Por lo tanto tomando
fi'(a) = gj'(a) + hi'(a) y fi"(a) = g;"(a) + h;"(a),

para j = 1,2,---,n el teorema se cumple para este caso.
iv). Si ahora f = gh, con g y h que cumplen este teorema, existen entonces
g, g", by h" € P(A™)" tales que

2.20 { g9(a) —g(}) =:9}‘l'(a) (a=2)=(a=1A)-g"(a).

h(a) — h(X) = k'(a) - (a — X) = (e — A) - h"(a).
Por otro lado tenemos que
fla) = f(X) = g(a)h(a) — g(A)A(N).
= g(a)h(a) — g(Mh(A) + g(a)h(A) — g(a)h(})
= [g(a) — g(A)R(A) + g(a)[h(a) — h(N)].

Como h(}) es un “escalar”, conmuta con g(a) — g()) tenemos entonces que
f(a) = F(A) = h(N)g(a) — g(M)] + g(a)[k(a) — h(X)].

De manera analoga obtenemos la ignaldad
fa) = f(A) = [g(a) — g(M)]h(a) + [h(a) — R(A)]g().

Usando (2.20) tenemos que

Ha) = f(A) = hN)g'(e) - (a = N)] + g(a)[I(a) - (« = M)]
, = [k(A)g'(a)] - (a = A) + [g(a) ' (@)] - (a = X),
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y también que

fla) = f(A) = (a = X) - [¢"(a)h(a)] + (a = X) - [A"(a)g(N)].
Entonces tomando

fjil((l) = h(/\)g]’(a) + g((l)hj,l([(l),

fi'(a) = g;"(a)h(a) + g(A)h;"(a),
para j = 1,2,---,n concluimos que el teorema se cumple para este caso.
Finalmente como toda f € P(A™)' es una combinacién de sumas y pro-

ductos de constantes y funciones coordenadas el teorema esta totalmente
demostrado. O

Esta teorema del residuo permite obtener el teorema del mapeo espectral.

2.21 Teorema. Sia € A" y f € P(A™)™, entonces

| f(on(a)) C on(f (@)
Demostracién. Sea b = (b, by,---,b,) € f(oy(a)), entonces b = f(X),
A € oy(a) = o7(a) Uop(a). Supongamos que A € 77(a). (Para el caso

A € 7p(a) el procedimiento es el mismo.) Afirmamos que b € oy(f(a)). En
efecto pues en caso contrario f(a) — b = f(a) — f()) es regular izquierdo,
entonces existe d = (dy,dy, - ,d,,) € A™ tal que

d-(fla) - f(N)] =

2.22 i dilfi(a) = fiM)] =e.

Ahora a cada f; € P(A")}, j = 1,2,---,m le aplicamos el teorema (2.19),
entonces existen f;', f;" € P(A™)", tal que

fil@) = ;) = fi'(a) - (a = A) = (a = A) - [;"(a),
para j =1,2,--- m. ‘ '
Si consideramos que f;' = ((f",)?, (f'2)%, -+, (f’,)’) entonces

fila) = fi(A) = Z(fk) (a)(ar = Ax).

k=1
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Sustituyendo en (2.22) tenemos que
S di Yo () (a)(ar — M) = e
Jj=1 k=1

O similarmente

S5 () (@) e — M) = e.

k=1 j=1

Esta igualdad nos dice que A & o;(a), lo que contradice nuestra suposicion
inicial. Esta contradiccién nos permite concluir que b € oy(f(a)) y por lo
tanto que f(oy(a)) C oy(f(a}), como queriamos demostrar. O

La igualdad

2.23 O'H(f(a)) = f(aH(a)).

no es cierta bajo las condiciones del teorema (2.21) como lo vemos en el
siguiente ejemplo.

2.24 Ejemplo. Sea A el algebra de todas las matrices complejas 2 x 2 y

sea a = (ay,az) con
(01 {00
1={o0o0)>%7 1 0)"

Sea f = f; en P(A?)!, como vimos en el ejemplo (2.11) oy (a) = B, entonces

flon(a)) = f(B) =0y on(f(a)) # 0.

En diferentes situaciones es posible obtener la igualdad (2.23), por ejemplo
sim =n =1 es obvio que si, peru veamos el siguiente teorema.

2.25 Teorema. Sea a € A", entonces f(oy(a)) = oy(f(a)) para f €
P(A™)™ que satisface una de las siguientes condiciones.
i) m=ny g(f(2)) = 2 = f(g(2)) para algin g € P(A")".
i) m>ny f(2) =(z9(2)) para algin g € P(A")™"",

Demostracién. i) Supongamos que m = n y ¢(f(2)) = z = f(g9(2))
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para algin g € P(A™)", entonces

on(f(a)) = (fg)(onf(a)) C fou(gf)(a) = fou(a) C onf(a).

(Aplicando dos veces el teorema (2.19)).
ii) Supongamos que m > n y f(z) = (z,9(2)) para algin g € P(A™)™"". Si
a€ A"y be A™ ", por el teorema (2.7) tenemos que

oy(a,b) C op(a) x oy(b).

Por lc tanto

2.26 ou(f(a)) = onla,g(a)) C oula) X oyly(a)).

Demostremos que oy (f(a)) C f(on(a)). Sea £ € ou(f(a)), por (2.26) te-
nemos que £ = (A, ), con X € oy(a) y B € ou(g(a)). Debemos probar que
£ € f(ou(a)), pero

flon(a)) = {(a, 9(e)) : @ € on(a)},

por lo que es suficiente demostrar que g = ¢g(\A). Definimos A € P(A™)™"
como
h(a,b) =b—g(a).(a € A", be A" ").

Ahora vemos que

B—9(3) = h(A, B) € hou(a,9(a)) C auh(a, g(a)) = 70 = 0.0

Cuando el algebra A es conmutativa, la igualdad (2.23) es vélida para
cualquier sistema a € A" y cualquier f € P(A")™. Obtendremos este resul-
tado para un sistema a € A" conmutativo y A no necesariamente conmuta-
tiva.

Siae A", be A™, y A € C", escribimos el siguiente conjunto
2.27 Ou=r = {t € C™ : (\,8) € on(a,b)}.

2.28 Teorema. Si a € A™ es un sistema conmutativo y conmuta con
be A™, esto es

bk(l]' =ajbk, (j =1L2,---,n. k= 1,2,-+,m),
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entonces

o1 (8) = U, on@a=r(b):

Demostraciéon. o.-\(b) C oy(b) para toda A € C". En efecto, si
t € ga=x(b), entonces (), ) € on(a,b) C oy(a)xoy(b), porlo quet € oy (b),
consecuentemente Jyecnaa=x(b) C on(b).
Probeinos ahora que

2.29 O'H(b) C U,\ecnda=,\(b).

Demostraremos esta contencién para el espectro izquierdo; usaremos in-
duccidn sobre n

Sea n = 1, demostremos que o7(b) C Ureca=ar()).

Sea t = (11,82, +,t,) € o7(b), si a € A tal que ||a — || < | entonces a es
invertible. Como & — t es regular izquierdo @ no pertenece al ideal izquierdo

m
I=> A(b—t)
k=1
Esto es tenemos la siguiente observacion.
Observacién. Ningin elemento a € A, tal que ||e—¢|| < | pertenece a I.

Sea el ideal izquierdo cerrado
N=T= ZA(bk‘"tk)-
k=1

Si e € N, existe b € I, tal que ||b—e¢|| < 1, por la observacién anterior b € 7,
pero esto contradice justamente que b € Z, esta contradicciéon muestra que

e N.

Sea M el subespacio cerrado

M={ceA: (b —ty)ce N, k=1,2,---,m.}
Como N es ideal izquierdo, y ¢ € N, entonces (b, — t;)c € N para todo
k=1,2,---,m, es decir N C M, pero ademds como e¢ € A, e(by —t;) =
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(b; — ty)e € I C N, por lo tanto e € M. Por otro lado si a = a; € A
conmuta con by para todo k :=1,2,---,m, entonces aM C M, en efecto si
s =am € aM = (b — tx)m € N, entonces

(b — ti)s = (b — ty)am = a(by — ty)m € aN C N,

por lo cual s € M. De esta manera podemos counsiderar el operador lineal

L,: M/N — M/N dado por
Lc+ N)=ac+ N,

con el algebra B = L(M/N,M/N) de todos los operadores acotados en el
espacio cociente M/N. Puesto que

| La(c + M| = [lac + N|| < [lalllle + N,

por lo que L, ¢ B y tiene espectro no vacio.
Ahora si A € d(on(L,)), por el teorema (2.12) A € 7;(L,) y por la relacién
(2.17) tenemos que

2.30  infjepnp=1 [(La — A)(c+ N)|| = infjjep =1 [[(e = A)e+ N = 0.

Se sigue que el ideal izquierdo A(a — A) + Y"jv, A(by — t)) es propio, pues en
caso contrario existen @' € Ay V' € A™ tal que

l=d(a—A)+b-(b-1).
Si ¢ € M, arbitrario, tenemos que
c=d(a—Nc+ f: V(b — t)ey
k=1
pertenece a a’(a — A)c+ N, entonces
lle+ Nl = |ld'(a = A)e+ N[ < {la'[][|(a = A)c + n]].

Pero esto contradice (2.30). Por lo tanto el ideal A(a — A) + i, A(by — ¢4)
es propio. Es decir hemos demostrado que si t = (t1,¢2,---,%,) € o/(b) (A €
Oon(L,)), entonces el ideal A(a — A) + Y i, A(b; — ti) es propio, esto es
(M) € o1(a,b), 0 deotramanerat € ar,_,(b), esto es 0;(b) C UrecOra=r()-
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La demostracién para el espectro derecho es analoga y por lo tanto tenemos
la contencién (2.29) para el caso n = 1.

Supongamos que para n = k la contencién (2.29) es cierta. Sean n =
k+1, a=(a,a- " ,ak,ak1) € ARty d' = (ag,as, -+, ar, apy1) € A*

Demostremos que
O-H(b) - U)\ECk*'lo.a:A(b).

Sea t = (ty,19, -, t,) € oy(b). Por la hipdtesis de inducciéon existe A’ € Ck,
tal que t € og=x(b), esto es (X, t) € on(a’,b), ahora aplicando el resultado
para n = 1 y puesto que a; € A se tiene que

on(d',b) C Uﬂeca‘“:ﬁ(al’ b),

por lo que existe § € C tal que (X', t) € 0,,-5(a’,b). Por lo tanto (3, (N,t)) €
onlay,(a’, b)) = (8, N,t) € on(ar,a’,b). Pero esto implica (A, t) € oy(a,b),
con A = (8, X) € C¥tl y a4 = (ay,a'). Por lo tanto ¢ € U\ eck+1%a=2(b) y la
demostracion esta completa. O.

Ahora si, el teorema de mapeo espectral se sigue rapidamente.

2.31 Teorema. Si a € A™ es un sistema conmutativo de elementos y

f € P(A™)™ entonces
on f(a) = f(ou(a)). -

Demostracién. Recordemos que la contencién f(oy(a)) C oy f(a) ya
esta demostrada, (Teorema 2.21), demostremos la contencién contraria.
Sea t € opf(a), t = (ti,tz,-++,tn) € C™, por el teorema (2.28) existe
A € C tal que t € g,=2(f(a)) = (N t) € oula, f(a)). Si consideramos
h : A — A™t" dado por ifa) = (a,f(a)). Por el teorema (2.25(ii))
tenemos que

h(on(a)) = ou(h(a)) = on(a, f(a)).

Por lo tanto se sigue la siguiente cadena de implicaciones (A, t) € h(oy(a)) =
(M) = h(B), B € oula) = (1) = (B, f(A) = A = B, £ = f(B). Por lo
tanto A € oy(a) y t = f(A), esto es t € f(oy(a)). Concluimos entonces que

. O'Hf((l) C f(O'H((l)).D.
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CAPITULO 3

EL ESPECTRO DE TAYLOR

Los dos articulos de J.L. Taylor publicados en 1970 (ver {17} y {18}),
pueden considerarse como el despegue de la teorfa espectral multivariable,
pues su espectro combinado permitid la construccién de un célculo funcional.

En este capitulo estudiaremos el espectro de Taylor con todas sus propie-

dades, propiedades que como veremos son analogas a los espectros ya estu-
diados.

Denotaremos por A(s) el algebra exterior compleja generada por los in-
determinados s = (s1, 82, -, $n), entonces

A(s) = Dr_,A(s),

donde AP(s) es el conjunto de todos los elementos de grado p en A(s).

Sea X un espacio de Banach complejo, entonces denotaremos como A(s, X) =
X ®A(s) y AP(s,X) = X ®@ AP(s). Escribiremos xs;) A s;, Asiy A<+ A sy
en lugar de T® s;; As;, A+ As;,, de esta manera los elementos de AP(s, X)
son de la forma

z 33,'],'9...,',,8,'1 A Si, Ao A Si,,,
1<i1 <ig<--<ip<n
donde z;,i,..4, € X.
Podemos identificar entonces AP(s, X) con la suma directa
@1§i1<i2<~--<ip§nx’

n . .
de ( p ) copias del espacio X, el cual es un espacio de Banach con la norma

I }: TiyiginSiy N Sig Noor A5y || = Z |1Ziy55-4, ] |-
1<i1<ia < <ip<n 1<4; <ig < <ip<n
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De acuerdo a esto A™(s,X) y A®°(s, X) son isomorfos a X y, consideraremos

A (s, X) = A7Y(s,X) =0.

3.1 Definicién. Sea T = (T3,7T3,--+,Tn) un sistema conmutativo de
elementos de B(X). Definimos el operador 87 : A(s, X) — A(s, X) como

3.9 Or(zsiy AN sy Avee A si”,), =30 (Tix)sj A siy N A si,
Y, o = 6TIAP(3,X)’

3.3 Teorema. Para cada p se tiene que
(STP(STP‘I = 0.

Demostraciéon.

5Tp6Tp_l($Sil A Siq VACEIAN Sip_l) = }:;}___I(Tjﬂf)b'j A Sil VACERIVAN sip-1
= ko1 Dt Te(Tim)sk Asj Asiy Aee Asi,
= Zl§k<j§n(Tij - Tka):BSk A 3j AN Siy Ao A S,‘p_l.

Puesto que TT; — T;T;, = 0, tenemos que
5Tp6Tp_l(.’ESi1 A Siy Aer A Sip_l) = 0.

0
De esta manera la cadena

1

3.4 0 A%s, X) Al(s, X)L ... 5T An(s, X) — 0,

es una cadena compleja llamada el complejo de Koszul para la n-ada T y
representada por K(T).

En lo sucesivo siempre consideraremos que 7' € [B(X)]", como un sistema
conmutativo.

3.5 Definicién. Sea T € [B(X)]", decimos que T' es Taylor-regular si el
complejo de Koszul K(T') es exacto, esto es si

Im 67771 = Ker 67,
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para p=0,1,2.--,n. El espectro de Taylor se define como el conjunto
3.6 or = {\ € C*: K(T — )) no es Taylor-regular},

donde T — A= (Ty — M, Ty — Mol -+, T, — M)

Notemos que si existe la exactitud en la cadena (3.4) se sigue que
3.7 Ker 67° =0
3.8 Imér" ! = X,

La condicién (3.7) la llamaremos como la exactitud en el lugar cero, y (3.8)
como la exactitud en el lugar n de la cadena (3.4).

3.9 Teorema. Sea T € [B(X)]™ entonces
i) K(T') es exacta en el lugar cero si y sélo si (\;_,Ker T; = {0} para j =
1,2,..-,n.

ii) K(T) es exacta en el lugar nsiy sélosi ¥5_; ImT; = X.

Demostracion. i)
(5T0(.'IJ) = Z(Tja:)s,- = (T]iB)Sl + (TQIL‘)SQ + -4 (TnJJ)Sn
=1

= (Thz, Tox,- -, Thx).
Entonces tenemos que
67°(z) = 0 si y sélo si Ty(z) = 0,
para todo j = 1,2,-.. n. Por lo tanto se sigue el resultado.

ii) (=) Supongamos que K(T') es exacta en el lugar n. Sea y € X, por
(3.8) tenemos que

_ n—1
Yy = (ST ( Z 117,'1,'2...1'"_18,'] A Si,y FANCRRIVAY Sinwl)
1<41<ig< - <ip-1<n
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n
= Z Z (ijilizu-in_])sj N 83, Ao A Sin_1

J=11<i <ig < <in-1<n

= (T1%i93.n)81 A S2 A+ Asp + (ToZy33..0)S2 N STAS3 Ao+ NSy
H(T3T1934..3)53 N ST A S2 ASg N+ Nsp+ -

R (Tnxm...ﬁ)sn A 81 A 89 N ASpat
= (T1Tjy.,)81 AS2 Ao A sy — (ToZ133.,)81 ASa A s A sy

+(T3m1234...n)31 ASgA e N§y—---

<+ (—1)nwl(Tn£E12,..ﬁ)81 ANSgAN - A8y
Es decir .
y= Z(_l)jwlijm...g...nsl NSy N«eev N Sy,

donde 12+--7---n = 12..-j—1j4+1...n. Por lo tanto y € iy Im T
entonces n
X=ZImTj.
i=1

(«=). Notemos que se ha demostrado

n
: 6Tn—1( Z Tirigoiy .y Siy NSigAe - ASi, ) = Z(_l)rlzjm”_}”nsl/\82/\. .

1<i1 <ig <+ <ip_1 <N j=1

asi si y € X,y como A™(s, X) es X se tiene que \

'IJ=T1£C181/\82/\"'/\.'3"'—TQ(—CL‘2)31/\32/\"'/\Sn+T3£E381/\SQ/\"‘/\S.n
~Ta(=z4)s1 ASa Ao Asp+ -+ (=1)" T ((=1)" 1z,)s1 Asg A A sy

por lo cual esta tltima igualdad puede expresarse como

n

Y= Z("l)j_lTj(mn...}...n)Sl ANSg Ao A 8y,
7=1

con ,, - = (—1)""1z; lo que implica que y € Im 6;""!, por lo cual K(T
12--:jn J q q p
es exacta en el lugar n, como queriamos demostrar.O
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Veamos algunos ejemplos que nos ilustran el concepto de exactitud.
3.10 Ejemplo.. Sea T = (13, 712) € [B(X)]?, entonces K(T') es
05X XX D X 0.
6:%(z) = (Thz, Tyx).
871 (xy, 13) = Thzy — Thzy.

De esta manera la exactitud en X @ X, significa que si Tizy = Thx;, en-
tonces existe z € X tal que Tyz =21y Toz = x4

Podemos relacionar la exactitud con algunas cuestiones de mecéanica, como
~ lo vemos en el siguiente ejemplo.

3.11 Ejemplo. Sean X = C®(2) y Q un abierto en R3. Sea

g 0 0

T= (TI)T2)T3) = (5.;’8_?]’5;)

Sea la cadena
0 — A%(s, X) 5T Al(s, X) 7 A2(s, X) ®5 A¥(s, X) — 0.

Mediante (3.2) y haciendo el desarrollo correspondiente obtenemos que

5T0(f) (a;,,-) ay > az) Grad f

7! (fl,fmfs)—( 32,%—%,%—%)=Rotf
‘6T (fl:f?)fii)_ +"‘[‘ Qaéa-levf

De esta manera la exactitud en A'(s, X) significa que si Rot (fy, fa, f3) =0
existe g € X tal que

é)g g dg
8.T fl) Fy_ f2’ é;—’f:S




Y la exactitud en A%(s, X) significa que si Div f = 0 existe G = (g1, 92, 93)
tal que Rot G = f.

A continuacién empezamos a demostrar las propiedades del espectro de
Taylor.

3.12 Teorema. Si T' =T € B(X), entonces

07(T) = o(T)

Demostracién. Sea la cadena

0— X I, x 0.

0 ¢ a4 (T) si y sélo si K(T') es exacta, siy slosi Ker '=0eImT = X si y
sélosi 0 ¢ o(T). O

Para ver que el espectro de Taylor es compacto, demostremos primero
que es acotado.

3.13 Lema de Taylor. Sea T' = (T}, T5,---,T,) € [B(X)]". Si existen
operadores Uy, U, -+ -, U, € B(X), qu= conmutan con cada 1 j =1,2,-+.n
tal que UyT' + Uy Ty + - - - + U, /T,, = I, entonces I' es Taylor-regular.

Demostracion. Debemos demostrar que la cadena

1 6,1,n~1

0 — A%s, X) %5 Al(s, X) 5 ... %% An(s, X) — 0,

es exacta, esto es que Im 677! = Ker 677, parap=0,1,--- n.
Demostremos la exactitud en el lugar 0 y en el lugar n.

1) Nj-1T; = {0}. En efecto, pues en caso contrario existe x # 0 tal que
Tjz =0 para j = 1,2,---n., pero esto es imposible ya que 37_, T;(Ujz) = .
Esto demuestra la exactitud en el lugar 0.

ii) Puesto que }_7_; T;(U;)x = z tenemos que 3.7, ImT; = X, por lo que se

tiene la exactitud en el lugar n.
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Resta demostrar que Im 677! = Ker 817, para p = 1,2,---,n ~ 1, pero del
teorema (3.3) es claro ane Im 67~ 1 € Ker 67°, demostremos la contencién
contraria. Sea y = z8;; A sy, A+ A8, € Ker 6r%, entonces

n
677 (y) = Z(ij)sj NSy Asiy Ao Nsi, =0,
7=1

por lo tanto T;z = 0, para toda j & {41,492, - ip}, asi si
P

2= (Usz)(=1)* Tsy Asiy Ao NG A A sy,
k=1

z € AP71(s, X) y se sigue que

6Tp—l(2) = ?:1 Zzzl(/—l)k—l(TjUikl‘)Sj A Siy VANCERIVAN g;: A A si,,
= Yie1 Lo (DT Ui @) sy, Asiy Av e NS Aeee A s
= i::l(—l)k_l(TikUika)Sik AN 83y FANERIVAN Sik FANCERIAN Sip
=251 (UiT5)s0 Asiy Ao+ A sy,
= I8;, /\siz/\—--/\sip =1.

P

Por lo tanto y € Im 67771, y la demostracién esta completa.O

3.14 Teorema. Sea T' € [B(X)]* y sea A el élgebra generada por
{I,T\, T, --,T,}. Entonces

or(T) C OHA(T)

Demostracién. Sea A = (A, A, -, ) & ox, entonces podemos
decir que (17 — M1, Ty — Xol,--- T, — A\, I) es izquierdo regular. Existen
Uy, Us,-++,Up en A tal que

U](Tl i /\11) +U2( 12 - AQI) + +[jn(Tn - An]) = I

Ahora el lema (3.13) implica que 1" — Al es Taylor-regular, por lo tanto
A ¢ ok (T)D

3.15 Corolario. o7 (T) es acotado.

Probaremos ahora que el espectro es cerrado.
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3.15 Teorema. Sea
X -2y 7
una cadena exacta de espacios de Banach y operadores. Entonces existe ¢ > 0

tal que si

Xyt

es una cadena compleja que satisface max{||a— aoll, ||3—Gol|} < €, entonces
es exacta en Y, es decir Im a = Ker 3.

Demostracidén. Sea el diagrama conmutativo

(84

X Imag

3.16 q o

X /Ker «g

donde q es el mapeo canénico ¢(z) = z + Ker ag y cip(z + Ker ag) = ap(z).

dp es un isomorfismo scbre.(X/Ker ap ~ Im ap. Primer teorema sobre iso-
morfismo. ), por lo tanto existe (cy)~! y es cerrado, luego por el teorema del
mapeo cerrado es acotado, entonces tenemos

H(o?o)'lyH =inf{||z + 2'|| : 2’ € Ker o, y = ap(2)},
|1(co) || = sup ||(cio)"wl].

llyll<1

Repitiendo este procedimiento para el operador 3, tenemos
(Bo)™ : Im By — Y/Ker By v

1(Bo)2|| = inf{|ly +¥/|| : 4/ € Ker fo, z = Bo(y)},
NI sup. (Bo) 2.\

Tomando r > 0 tal que
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3.17 10Bo) ™M1 < 7y [l(co) M| < 7,
y € > 0 tal que
3.18 re < 3

6
probaremos que Ker 8 = Im .
Nuevamente la contencién Im a C Ker § es inmediata, demostremos la otra

contencién. Sea y € Ker 3, supongamos que hemos demostrado que existe
) € X y y; € Ker 3 tal que

1
y =y +a(z), [lnll < Sllyll y [l < 2rflyll,

entonces como y; € Ker[? existen 2o € X y y, € Ker tal que y; = yo+a (),
llwall < 3wl v llzal| < 27|ly1]]- Por lo tanto tenemos que

= Yy + a(z2) + a(z1) = y2 + a(z2 + 71).
w2l < 31l < 2wl = 3 11yll-
llzoll < 2rllnl] < 2r(G3llyll) = Flyll.

Procediendo asi sucesivamente construimos dos sucesiones {z,} y {y.} tal
que

319 y=yu+ X alm), [lwall < il v llzell < iyl

Notemos que ||yn|| — 0, entonces

lly = > alz)|| =ly -« Z N — 0,

k=1

por lo que y = a(z) con x = Y32, 24, y ademds por (3.19) se tiene que

]| < %20 el < 52y 58 = rllyll 222, (3)F2 = 4r|ly]].
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Esto es concluimos que y € Im « y la demostracién esta terminada. Necesi-
tamos pues determimar x; y ¥
Recordemos que y € Ker 3 y por hipétesis ||fo — || < €, entonces

3.20  [|GB@)Il =11Bo(y) — B < 115 — Blllly]] < ellyll.

Por lo tanto

Y

Ahora como fy(y) € Im fy y B()(?j + Ker o) = Bo(y), entonces y + Ker fy =
(Bo) "1 (Bo(¥)), y por (3.17) y (3.20) se tiene

lly + Ker Boll = 11(A0) ™ (Bo@)I < 11(Bo) ™ I11Bo)I] < rellyll,
puesto que ||y + Ker Bo| = infyrcke g, ||y — V||, existe ¥ € Ker fy tal que
3.21 ly = yll < rellyll-

Por otra parte tenemos que fo(y — ¥') = Fo(y), (3.18) y (3.21) justifican
la siguiente serie de desigualdades

7 3
1< Hlll + lly = 'l < (L + en)llyll < gliyll < Sl
Ahora como y' € Ker ) = Im «y, existe ' € X tal que ap(7’) = 3/ pero

q(z') = (co)~'dio(z) y como (2.16) es conmutativo dop(q(z’)) = ap(2'), por lo
que

lla(=)1 < 11(do) ™~ IHllen(@)I| = 11(dio) [llly']] < §7‘|l’ull'

Tomemos z1 € X, tal que z; — 2’ € Ker ag y ||z1]| < |lg(z")]| + 37|yl
entonces

3.22 ||zl < Srllyll + 3rllyll = 2rllyll,
puesto que

0= ao(z1 — 2') = an(z1) — ap(z’) = ao(z1) — ¥/,
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Yy = ap(z;). Sea y; = y — a(zx;), se cumple entonces que y = y; + a(z1),
y € Ker 3. Finalmente (3.18),(3.21),(3.22) y el hecho de que ||a — agl| < ¢,
justifican la siguiente cadena de desigualdades

ol Ily ~ ag(z1) + ao(z1) — a(@)|| = |ly — ¥ + (a0 — @)zy||

= |
< lly =1l + ll(ao = e)llas]] < rellyll + e2rllyll
= 3relly|] < 3llyll.O

3.23 Teorema. Si T € [B(X)]", entonces el conjunto
W ={Ae€ C": K(T — Al) es exacta },

es un conjunto abierto. (Por consiguiente o7 (T') es cerrado.)

Demostracién. Sea A€ W, e >0y X € C" tal que ||\ — X|| < ey sea
U=T-XMyU =T— XNI. Sabemos que la cadena

0 — A%s, X) % Al(s, X) % ... %5 An(s, X) — 0,
es exacta. Sea la cadena
AP (s, X) V5 AP(s, X) 8 APHI(s, X),
conp=0,1,2,--- n—1y
SuP (@83, A sig Avee A 8ip_1) = ;‘:l(Uj'x)sj Nsiy Aoee Ny
S (T8, Asiy Av-e A Sip—1) = Lyt (UsT)85 A siy Aev o Ay,

Entonces

n
18" = 8uP Y (@si, Asiy A+ Asy, )| = || S (U; = U, Yws;Asi, A-- A8, ]
j=1

= J; I(U; = U;)=]] < gllUrU]"HvaH = Xz 1A =AMl = 1A= XI]]]]-

Jj
Por lo tanto
80P ~" = 6P || < J]A = X < e
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Repitiendo este procedimiento obtenemos que
160" = o ?|| < {IA = X]| <e.
Tenemos entonces las hipétesis del teorema (3.15) por lo cual concluimos que

P~

AP (s, X) 5T AP(s, X) P APV, X)),

es exacta en AP(s, X) parap =1,2,---,n~1, por lo que N € W y por lo
tanto W es abierto.O

Hemos demostrado que o7 (7T) es un conjunto compacto en C", resta
probar que posee la propiedad del mapeo espectral, esto lo obtendremos
 demostrando la propiedad de proyeccién. En esta direccién vamos.

3.24 Lema. Sean T € B(X), alg(T) la subalgebra de B(X) generada
por T' e I y p una seminorma en alg(T) tal que

i) pUV) < p(U)||VIl, Uy V en alg(T).

ii) V A € C existe €, > 0, tal que V U € alg(T)
p((" - ADU) 2 exp(U).

Entonces p = 0 en alg(T).

Demosiracion. Supongamos que p ¢ 0 en alg(T). Por la condicién
i) g es continua y por lo tanto Ker p es un subespacio cerrado de alg(T),
entonces el espacio cociente alg(T')/Ker p es un espacio normado. Definimos
|| - ||« : alg(T)/Ker p — R dada por

[|U + Ker p||. = p(U).

|| - |, esta bien definida. En efecto ||U; + Ker p|| = p(U;) y si U, es tal que
Uz —U, € Kerp, entonces p(Us —Us) = p(Uz) — p(Uh) = 0 = p(Us) = p(Uh).

l| - ||+ es una norma. En efecto si
Ui+Kerp#0 = Uy gKerp p(lh) #0 = ||U; + Ker oll. #0.
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Tenemos entonces que alg(T)/Ker p es un espacio normado con la norma

1.
Sea Y un espacio de Banach complejo tal que es la completacion del espacio
cociente alg(T)/Ker p. La norma || - ||, induce en Y otra norma que ex-
presaremos como || - ||... Consideremos ahora ¢ : alg(T)/Ker p — Y, la
proyeccién canénica y el operador w : alg(T)/Ker p — alg(T)/ker p dado
_por
w(U + Ker p) = TU + Ker p.

Notemos que ||TU +ker p||, = p(TU) < p(T)||U||, por lo cual w es continua
por consiguiente tiene una extensién w € B(Y'). Tenemos que

(@ = AD@(U + Ker )], = ||(w = A)(U + Ker p)|..

= ||TU + Ker p — AU + Ker p)||ss = ||TU + Ker p — AU — AKer p|..

= |(T — M)U + Ker p — AKer pl|., > ||(T — M)U + Ker ©|]es — ||AKer ||
= ||(T = ADU + Ker pl|. — [|A|[|[Ker p||. = p((T' = A)U) — ||Al|(0)

= p((T — A)U).

Por ii) tenemos que

1@ = AU + Kerp)|l.. = p((T — M)U) 2 exp(U)
= A||U + Ker g
= €,]|U + Ker p||..
= allo(U + Ker ).

Es decir tenemos que
1@ = AD@(U + Ker p)|l. 2 exlle(U + Ker p)l..,

para todo U € alg(T) y todo A € C. Como alg(T)/Ker p = Im ¢ es denso
en Y, tenemos que paratodoy €Y y Ae C

1@ = ADylles = exlly]]sa.

Pero esto implica que 77(w) = @ (ver 2.16) y por el teorema (2.12) (oy (W) =
@, lo que no es posible. Esta contradiccién permite concluir que p = 0 como
queriamos demostrar.0
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3.25 Teorema. Sea el diagrama conmutativo

d

Zy Z

To T

Zo Z

con Z y Zy espacios de Banach complejos, d, Ty y T' operadores que conmutan
entre si, y d(Zp) # Z. Entonces existe un niimero complejo A tal que

3.26 d(Zo) + (T = M)(2) # 2.

Demostracién. Denotemos Ty = T' — Al y supongamos que (3.26) no
es cierta. Entonces para toda A se cumple la ignaldad

d(Zy) + (T — \)(Z) = Z.
Esto significa que el operador
(Z,Z()) — T)\Z +d2() : Z@ Z() — 7

es un epimorfismo, por consiguiente el operador adjunto W : Z* — Z* x Zy*
dado por
W(w) = (T\'w, d*w)

es una inmersion isomorfica, es decir existe ¢; > 0 tal que
*
3.27 T wi| + |ld*w|| = exlw]],
para todo w € Z*. De la hipétesis d(Zy) # Z se sigue que d* no es una
inmersién isomorfica, por-consiguiente existe una sucesién {wy} de elemen-

tos de Z* tal que

3.28 ||| = 1, V k
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3.20 d*w, > 0.

Sea alg(T*) la subalgebra de B(Z*) generada por T* e I. Sea
p(U) = limsup |{Uwy||, U € alg(T™)
k—o00

Mediante la relacién (3.27) obteneos que
3.30 ||T,\*ka|| + Hd*UU’LH > 6,\||ka||, Ue alg(T*)

Pero todo elemento U en alg(T*) es de la forma U = v(1™) donde v es
un polinomio. Por lo tanto

3.31  limp_eo d*Uwy = limy_, o0 d*v(T*)wy, = limy_, 0 v(To")d*wy,

pues To*d* = d*T* y por (3.29). Ahora por (3.30) se sigue que
limsup ||T5*Uwy|| + limsup ||d*Uwg|| > €, limsup ||[Uwy]|,

k—o00 k00 k—o0

Por (3.31) obtenemos que
p((T* = ADU) 2 exp(U).
Por otra parte tenemos que para U,V € alg(T™)
p(UV) = limsup |[UVwy|| < limsup ||V][|[Twy]| = p(U)I[V']
De esta manera g es una seminorma definida en alg(T*) y satisface las condi-
ciones del teorema (3.24). Por lo tanto p = 0, pero p(I) = limsup,_, ., ||wi|| =

1 y tenemos una contradiccién. For lo tanto concluimos que (3.26) es vélida
para algin A, como queriamos demostrar.0]

Recordemos que nuestro objetivo es demostrar que el espectro de Taylor
satisface la propiedad de proyeccidn, ya estamos cerca de este resultado,
siguiendo el camino que siguié Slodkowski.

3.32 Definicién. sea T = (11,15, --,T,) € [B(X)]" y sea K(T'— M) el
complejo de Koszul de T'— Al, definimos el siguiente conjunto

Y,(T)={Xx € C":K(T — M) no es exacta en A?(5,X) p=0,1,...,n}.
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Es evidente que .
or(T) = U._Zo(T).

Explicaremos ahora como consideraremos el complejo de Koszul para la
(n+1)-ada de operadorer (11,15 -+, Ty, Tny1), la idea de esto es hacer las de-
mostraciones mas sencillas sin recurrir a herramienta de algebra homolégica.
Consideremos el complejo de Koszul para T en la forma

570 §p1
05 XD X5 Xy — -
6P ’d 6’["1“1 ’d
. — ,p—ll’xp_"" — }\n——)O

donde X, & @<, <iy<i,<nX. Entonces por el complejo de Koszul de Tt =
(T1, Ty, -+, T,,Thy1) entenderemos

5.0 bt
0-Ys 5 VN 5 Y,—--.

6T+p—1 5T+"

=Y,y T Y>> Y -0
donde
Y, =X, ®Xp1, p=0,1,2---,n+1.
También
Xa=Xp1=0, X, = X = ;
1 ntl ! p ®15h\”i2<---<ipﬁn ? p-1 @lgil<i2<~--<i,,_1<n»l-1.(ip:nJrl) ’

y 61+F 1 Y, — Y, debe estar definido como
br+P(Tp, Tp-1) = (827, 57wy 1 + (=1)PTn112y)-
En efecto, veamos el siguiente desarrollo

6T+p(£L‘pS,'1 AR Sip + Tp-18; A 84, A A S]’pq A 8n+1)

= 6T::1(mps,~l AN )+ 5T+p(xp_lf£1/\ NS A Sny)

= Ek:l (Tk.'Ep)Sk A Si; FACEAN Sip + Zl=l (’I}IBP._I)S[ A S A A s_‘ip—l A Sn+41

= Lk (Tump)si A sy Ao Ny + T (Tip-1)81 A S5 A v o A, Ay
+(Tn+1mp)sn+1 A Siy VANCERIVAN Sip A Sn+1

= 22:1 (Tk.’L'p)Sk NSy ANees A 8, + Z?:l (T,mp_l)sl A Sj ANver A 85,1 A 8p41
+(“1)p(Tn+1.’Ep)8i] VANCIRINAN Sn+1

= (STP(CC,;S,'] A Siy VANCIIIVAY S,‘p)-’r
+[6Tp (:Ep..]Sjl VANCRRIVAY sj,,»l) + (~1)p(’1;,+1$p)3i1 VANCIERAN Sip] A Snt1
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El siguiente teorema es esencial |.ara demostrar la propiedad de proyeccion.

3.33 Teorema. Sean T' = (T1,Ts,--+,Tn) y T* = (T, T3+, Ty, Tug1)
donde T, T+ - -, T, T, 41 son elementos en B(X) que conmutan entre si, y sea
p:Chtl — C“, la proyeccién candnica sobre las primeras n-coordenadas.
Entonces para todo entero p =0,1,2,---,n + 1 se tiene que

i) PT,(T*) C Sp1(T) U S,(T).
i) Sp(T) C PEps1(T).

(Consideraremos que L_(T) = Zp11(T) = Z,42(TF) = 0.)

Demostracién. i) Supongamos que p =0, y sea A € PYo(T"), entonces
= P(A*) con At € 5p(Tt). De esta manera si A & £y(T') entonces
K(T —~ M) es exacta en el lugar 0 por lo que tenemos la implicacién

M, Ker (T; = 1) = 0 = (! Ker (T = A;I) =0,

por lo que K(T — A*tI) es exacta en el lugar 0 y AT & o(T), pero esto

contradice nuestra suposicién inicial. Por lo tanto A € ¥o(T) y se tiene el
' resultado para p = 0.

Si aheora p = n + 1, procediendo como en el caso anterior y notando que

n n+l1
ZIm(T—)\I X = Y Im(T; - )\I) =X,
se sigue el resultado para este caso. Supongamos ahora que p € {1,2,---,n},

es suficiente demostrar la implicacién
3.34 Imé;7 % = Kerép? ! e Imé6;7 ! = Ker67” = Imépe? ! = Kerép+?.

En efecto sopongamos que hemos demostrado esta implicacién, entonces si

A& %p1(T) U E,(T) entonces K(T — M) es exacta en X,_1 y X,, es decir
Im 6T_,\ip—2 = Ker 6T“.,\[p—l eIm 6T._)‘1p_1 = Ker 6T_,\[p.
Por (3.34) se sigue que

Im (5T+_,\+1p_1 = Ker 6T+~,\+1p,
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por lo cual K(T+ — A1) es exacta en Y,. Por lo que si A fuera de la forma
A = P(y) con y € T,(T"), entonces y = A* y K(T'* — A*I) no es exacta en
Y, y tenemos una contradiccién. Por lo tanto A ¢ PE,(T).

Demostremos entonces la implicacién (3.34). Si 2 € Ker é7+”, entonces
Sp+(x) =0, con z = (xp, Tp-1) € Yp = X, ® Xy, asi pues

5T+p(mp,$p—l) = (‘STpxm&Tp—lwp—l + (—=1)PThy12p) = 0,
entonces
677y =0y 677 'mpy + (—1)PT 1w, = 0.

Como x, € Kerd,” = Im&,7!, existe z, ' € X, 1 tal que z, = 6,7 (a-1"),
por lo cual

5Tp_15[3p~1 + ("1)an+16Tle(mp—-1,) = 0;
o sea

6Tp_l(mp—l + (_1)an+lwp—ll) =0,
es decir zp_1 + (—1)?Th41Zp-1' pertenece a Ker 6,7 "1 = Im 6,772, por lo cual
existe z,_3" tal que
mp-l + (—1)an+1.'Bp_.ll = 5Tp._2(.7)p,2”).

Notemos ahora que

(zp,Tp1) = (5Tp_1$p—1l, 6Tp_2a;p»2” + (1P Tz y).

por lo tanto
- p—1 ! "
T =6+ (Tpt, Tpa”),
esto es x € Im 674771,

Hemos demostrado que Ker 67+ C Im ép+7 ~! v como la otra contencién es
inmediata la implicacién (3.34) esta totalmente demostrada.

ii) Demostremos ahora que ,(T") C PE,(T™).
Probemos primero que si Im 8;77! # Ker 6,7, existe un niimero complejo A
tal que

Im 6,7 # Ker 6,71,

con
8.9, &.! . 5.n
0-—+Y0—~>Y1—+Y2—>...—>va1—~>Yp—>...—+Yn—a0,
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el complejo de koszul, K,, para la n + l-ada T = (T4, Ty, -+, T, Tny1 — Al).
Supongamos que tal A no existe, entonces para todo € Ker 6,7, tenemos
que

82710,2) = (6r7(0), 62 + (=1)P(Tnir — M)(0))
= (0,672 = (0,0).

Entonces (0,z) € Ker 6,7, por lo cual existe (z,/,zp-1") € Y}, tal que
(0,2) = 6.7(,', 5p-+").
Esto implica que
677z, =0y 1 =67z, " + (—1)P(Tr — M)z,
Por lo tanto x € (T, ;1 — M )Ker 6;F 4 Im P71, por lo tanto tenemos

3.35 (Tns1 — M) (Ker 677) + Im 67771 = Ker 677

Sea Zg = Xp-1y Z = Ker 67° y sea el diagrama

5P
Zo A
Tn+1 Tn+ 1
p—1
S !
Zo A

Este diagrama es conmutativo y junto con (3.35) tenemos las condiciones del
teorema (3.25) por lo que existe un complejo X tal que (3.35) no es valida, por
consiguiente Imé,? # Keré,?*!. Regresemos a nuestro problema de demostrar

Zp(T) C PEyn(T)

Sea x € Xp(T') entonces K(T — zI) no es exacta en X, esto es Im8p_,;P 7! +#
Ker 87_2/”, entonces existe un complejo A tal que Im 6,” # Ker 6,°"! donde
K. es el complejo de Koszul para (T} — 211, To—z21,- -+, T —zpl, Ty ~ M),

con £ = (Zy,Zy, -+, &,). Siahoray = (z1,%q, -+, Ty, A), es claro que y €
Lp1(T*) y = P(y), por lo tanto z € P(Z,,(T*)). O
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3.36 Corolario. Si P: C**! — C™ es la proyeccion sobre las primeras
n-cordenadas, Ty, T5, -, Ty, Thy1 elementos en B(X), que conmutan entre
si, entonces

P(O’T(Tl,Tg, e ,Tn,Tn+1)) = UT(Tl, ’2, s ,Tn).
Demostracién. Por el teorema (3.33) tenemos que

n n - n-4-1
or(Ty, o, -+, Tn) = UpZOEP(T) C UP:OPEPH(I F) - P(UPZOEN»I(TJr))

n-+1

n+1 s &l
= P(or(T1, Ty, , T, Tut)) C UPZOPEp+1(T+) C UPZO[ZP(T)UZVH(I )]
= UT(T17T21 cet )Tn)-D

Generalizaremos ahora el corolario (3.36) para cualquier proyeccién P :
C" — CK, para lo cual necesitamos el siguiente teorema, pero antes la
siguiente

3.37 Notacién y Definiciéon. Sea © el conjunto de permutaciones
de {1,2,---,n} y T € [B(X)]". Para § € O denotamos el operador Ty €
[B(X)]", como

To = (Toary, Toc2y, * + > To(my)

3.38 Teorema. Sea T' € [B(X)]", Entonces T es Taylor-regular si y sélo
si Ty es Taylor-regular para todo 6 € ©.

Demostracion. Basta demostrar las siguientes equivalencias
i) Ker 670 = 0 & Ker 6T90 =0.
i) Sioy Im Ty = X & ¥ Im Ty = X,
iii) Im 677! = Ker 677 & Im 6T9”_1 = Ker 67,7.
conp=12,.--- n—1y0 € 0O fija.

i) Notemos que

T e (SToo > 5T90(£B) = O@Tg(,)(l‘) =0Vi= 1,2,---
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& Ti(z) =0V j & 6°(z) =0« x € Ker 6°

por lo ianto se sigue que
Ker 67° = 0 & Ker 5T00 = 0.

ii) Ahora notemos que z € Y7_, ImT; & = = ¥7_, Ti(y;) & Y51 Toy(we) <
x € Y7y ImTy(;). por lo tanto se sigue que

j=1

iii) (=) Supongamos que Imé7"~' = Keré7” y demostremos que Im br,t ! =
Ker 5'1'9

Como ya sabemos es suficiente demostrar la contencién Kerér,” C Im 65,7 !
Observemos que

T € Ker 6T9p At 6Top(j) = 6T0p(msi1 AR PRARERRA s‘ip) =

n n

S (Toiym)say N siy A Asi, =Y (Tjz)s; A sy Aww Asi,
i=1 i=1

<> T € Ker 67%.

De esta manera si £ € Ker 65,7 = Z € Ker 6’ = Im 6,7 1Tz =
517 ysi Nsip A Ny, y) = T5a1(Tiy)sihsi A - - Asip_y = 51 (Tayy) sa
siy Ao Asi,_=b7,7 " (y) = Z € Im 67,7, Por lo tanto la contencién queda
demostrada.

(<) Supongamos ahora que Ker 65,7 = Im 6, '. Si # € Ker 6,7

% € Ker 67,7 = Im 61,71, por lo que

2 =061," (ysiy Asica Ao A Sip1) Z Togyy)soy N sy N+ A sy,
i=1

n
Z Tiy)s; Asiy AN s = &pP M ysi, NSy Avv- A

’lp,,l

=T €Im 5Tp—l.
Por lo tanto Ker 677 C Im 6,7 *.0)




Este teorema implica que
3.39 A€ or(T) & X € 04(Tp), 0 €O,
donde A = (A1, A2, -+, An) Y Ao = (Roq1), Mo2), "+ * 5 Aon))-
Ahora si procedemos a demostrar la propiedad de proyeccién.

3.40 Teorema. El espectro de Taylor o, posee la propiedad de la
proyeccion.

Demostracién. Sea T € [B(X)]", un sistema conmutativo y
P : C® — CK la proyeccién dada como en el teorema (2.15), demostremos
que

P(O'T(Tle%' o aTn)) = UT(TJ'UTJ"N"' ’Tjk)'

7 Sea‘ (/\ijjz""a)‘jk) = P(alaa21'“ >an) con (alya27"' 1an) (S UT(TI,T2;"'

por (3.39) tenemos que
m
(ajlﬁa:iv' T QG Qg ,Otj") € UT(jjl’sz: T ’Tjk>Tjk+l’ et 1Tjn)>

mediante el corolario (3.36) proyectando sucesivamente sobre las primeras
coordenadas hasta llegar a el lugar k tenemos que

(ajl’aj'n' e 7ajk) = ()‘117’\1’2” e 7/\jk) € UT(TJ'UTJ'Q" © :Tjk)'

Esto es

P(UT(T1>T2) e ;Tn)) - UT(Til)sz: vt >7}k)‘
Reciprocamente si (A;;, Aj,, -+, ;) € o7(T},, T),, - -+, T}, ), nuevamente por
el corolario (3.36) tenemos que

or (T, Ty, -+ Ty,) = Pilor (Ty,, -+, T,

Jk)

Tjk+1))'

. Entonces

()‘.‘in"')AJ'k)=Pk(AJ'1""a)‘jkv)" )=

Jk+1

donde (Aj,, -+, Aj, Ajuyy) € 07 (Tyy, o U5, Ty ,y) ¥ P, la proyeccién sobre
las primeras k-componentes. Aplicando otra vez el corolario (3.36), existe
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pero por (3139) (Al)’\2)"')An) € JT(T17T2)"'171'n))yyaquep()‘1)"':>‘n)
Aiy, o Ay ), se sigue que (N, -+, ;) € Plor(T1,Ty-+-,Ty)). Estoes
jn dk Ji ik

UT(leaTh’ e 7Tjk) - P(UT(TI’T% T :Tn))7
y la demostracién esta terminada.l

3.41 Teorema. (Del mapeo espectral) Sea T € [B(X)]" un sistema
conmutativo y p : C* — C¥ cualquier funcién polinomial, entonces

plor(T)) = o7 (p(T)).

Demostracién. Recordemos que o7(7) es un subconjunto compacto
de C" y junto con los teoremas (3.12) y (3.40) se tienen las condiciones
del teorema de Stodkowski-Zelazko, por lo que, el teorema (3.14) implica el
resultado.O

3.42 Corolario. Si T € [B(X)]" entonces a7(T) # 0

Demostracién. Sior(T) = 0, consideramos P : C* — C la proyeccién
P(A1, Ag,+++,An) = (Aj). Entonces P(or (T4, Ty, -, Ty) = o7(T}), por lo
que o7 (T;) = @, lo cual no es posible. Por lo tanto g, # 0, que es lo que
queriamos demostrar.0)
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APENDICE

EL TEOREMA DE SLODKOWSKI-ZELAZKO

El teorema de mapeo espectral, evidentemente implica la propiedad de
proyeccion, sin embargo el reciproco en general no es cierto. El teorema
de Stodkowski-Zelazko proporciona condiciones bajo las cuales la propiedad
de proyeccién implica el teorema de mapeo espectral. El objetivo de este
apéndice es precisamente demostrar el teorema de S}odkowski—Zelazko, en
alguna parte de la demostracién utilizaremos un resultado obtenido por J.P.
Kahane junto con W. Zelazko y de manera independiente por A.M. Gleason.
Este serd nuestro primer resultado.

A1l TEOREMA DE GLEASON-KAHANE-ZELAZKO. Sea A un
lgebra de Banach compleja con ur:idad e. Entonces un funcional lineal f en
A es funcional lineal multiplicativo si y sélo si

A2 f(a) € a(a),
para todo a € A.

Demostracién. (=) Supongamos que f es un funcional lineal multi-
plicativo, si existe ag € A tal que f(ag) & 0(ao), entonces ag — f(ag)e es
invertible, por lo que existe by € A tal que

b()((l() - f(ao)e) =€,
de donde se sigue que

f(e) = f(bo)(f(ao) — f(ao)) =0,

lo que es una contradiccién. Por lo tanto f(a) € o(a), para todo a € A.

(<=) supongamos que (A2) es vélida, entonces se sigue ficilmente que f(e) =
1. Por otro lado sea a € A y consideremos el elemento exp(Aa), donde )\ es
una variable compleja. Sea
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A3 oY) = Fiexp(Aa)].

©(\) es una funcién entera, por A2 se sigue que () #£ 0, entonces podemos
escribir que

p(N) = exp[p(N)],

para alguna funcién entera () .
Observemos que

Lo < 111l exp(|Alllal}),

lo que implica que ¥()) = aX + 3, para algunus a y  complejos. Como
©(0) = f(exp0) = 1 se sigue que 1(A) = @, por lo tanto tenemos que
oo a'n n
@(A) = explar) =D — A"
= nl

~y por otro lado usando A3 tenemos que

igualando los coeficientes de ambas expansiones tenemos que
f@@*) =a" = f(a)",
para todo n. De esta manera para todo a,b € A tenemos que
Flab) = (G lle+ b = a =¥ = S{f(a + b = f(@)* = SO
=3([f@) + FOP ~ f(a)* = J()") = [(a) f (b).

Por lo tanto f es un funcional lineal multiplicativo.O

Ahora si procedemos a demostrar el teorema de Stodkowski-Zelazko.

A4 TEOREMA. Sea X un espacio de Banach complejo y sea C(X) la

familia de subconjuntos de elementos de B(X) que consisten de operadores

que conmutan mutuamente y sea ¢* un espectro definido en C(X) tal que
cumple lo siguiente
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a) o*(T) es un subconjunto compacto de C".

b) Para un sélo elemento T, 0*(T) # @ y o*(T) C o(T).
c) o* posee la propiedad de proyeccién.

Entonces las siguientes condiciones sci equivalentes

i) Para cualquier par de operadores Ty, Ty en B(X) que conmutan y para
cualquier par de complejos a, 3 se tiene que

U*(TI,TQ,CYTI +IBT2) C {(ZI,ZQ,CYZ] +,6Z2) € Ca : (21,22) € Cz}

ii) Para tres operadores arbitrarios Ty, Ty, T3 en B(X) que conmutan entre

si
o*(Th, Ty, Ts) C ox™ BT, T, Ty),

donde [T7, Ty, T3] es el dlgebra generada por T4, Ty, T3 e 1.

ili) Para cualquier sistema conmutativo T' = (T},T5,--+,T,) de elementos
de B(X) y cualquier funcién polinomial p: C* — C™, se tiene que

Demostraciéon. Demostremos primero las implicaciones mas sencillas
ili)= 1) y ii)=>1). Efectivamente

iii)=>i). Sea p: C® — C3? dado como

P(A1, Az, A3) = (Mg, Ao, @ + BAy),

entonces

0" (p(T1, T2, T3)) = o™ (T1, To, \T\+BT) y o*(p(T1, T3, T5)) = p(a* (T}, T, T5)).

Sea (21, 22, 23) € 0*(T1, Ty, XT; + BT3), entonces (z1, 22, z3) € p(o*(Ty, Ta, T3))
= (21,22, 23) = p(a,b,c), con (a,b,c) € o*(Ty, Ty, Ts), por lo cual tenemos
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que (21,29,23) = (a,b,00a + ab) = 2, = a,z9 = b,23 = ca + (b. Esto es
23 = az + Bz, por lo tanto o*(Ty, Ty, T3) C {(21,22, 21 + azy) € C? :
(21, 22) € C?}

ll)ﬁ> l) Sea (al,ag,ag,) € O'*(TI,TQ,QTI + ,BTQ) Por hipétesis
(al, Qo, a3) € O'HIT1 2,01 +ﬁT2l(T1 , T2, aTl +ﬂT2) = O'HIT1 ’TQI(YH s TQ, O{Tl +C¥T2),

pero

o™ = {(f(12), f(T2), af (T1) + BF(T3)) : £ € M(IT1, Ta])},

donde M([Ty,T]) es el espacio de los funcionales lineales multiplicativos
definidos en [T}, T3]. Por lo tanto

ar = f(Th) aa = f(Ty) y as = af (Th) + Bf(T2) = ao + Bas.

Esto es (ay, g, a3) € {(21, 22,221 + B22) : (21, 22) € C?}. Por lo tanto esta
implicacidn esta terminada.

1)=>ii). Sea A = [T}, T5,T3). La propiedad de proyeccién implica facilmente
que o*(Uy,Us, -+ ,U,) # 0 para Uy, Uy,-+-,U, € A. También la propiedad

de proyeccién y la hipétesis b) implican que
U*(UI, U2, fe ,(]n) C H?ZIO'(UJ').

Sea.
K =y 40(U).

Este conjunto es no vacio y compacto, por ser producto de conjuntos no vacios
y compactos (con respecto a la topologia producto). Fijemos un elemento
(A1, A2, A3) € 0*(T1, Ty, T3) y definaimos el conjunto

K(U],UQ,--.’Un) = {A = (\U) € K: )‘Tl = Al)ATQ = )\2’)\71,3 — )\3 y

(AUI). v )/\Un) € O-*(Ul;‘ c aUn)}7

K(U1,Us,- - ,Uy,) cumple las siguientas condiciones, que probaremos una a
continuacién de otra.
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e Es no vacio. Efectivamente sabemos que (), Ay, \3) € o*(Th, Ty, Ts). Asi
si P es la proyeccién sobre la j-esima coordenada Pj(c,an,a3) = (o),
entonces

Ay = Fi(M, A, X)) € Pi(0*(Th, Ty, Ti)) = o*(T5),

para j = 1,2,3.

Por otra parte como o*(Uy, Uy, - - -, U,) # ¢, sea (Avs Avgs*+, Aw,) € o*(Uy, Us, - -

entonces definimos la funcién f: 4 — Uveaa(U) tal que
f(T) =%7=1,23y f(U)=Ay, j=1,2,--,n.

Esto es f pertenece a K(U;,Uy,--- ,Un).

e Es compacto. En efecto K(Uy,Us,, - - - ,Un) es un subconjunto cerrado del
conjunto compacto K.

o K(Uy,Up, -+, Up, V1, Vg, oo+ Vi) C K(Uy, Uy, -+, U,) NK(V1,Va, -, V).

~ En efecto si
(/\Ul,/\Ug,"' ’/\Uvn)‘Vl)/\Vz’”' ,/\Vm) € (T‘(U],IJQ’.,_ ,Un,Vl,Vz,-'-,Vm).
Si P : C*™ —, C" es la proyeccién
Pl(al,a2,"',an,an—n,'",am) = (ay, 0y, , Q)
y B Crtm __, Cm o
P2(al)a2a HRIRRY & PN & A IR am) = (an+1, t aam)a
entonces por la propiedad de proyeccién se sigue que

(’\Un)‘Uz,' *e ;)‘Un) = Pl(/\Ula' e ”\Un)/\Vn' . ',/\vm) S (T*(Lfl,(]g,' .o ,l/n),
y también
(A‘/])AVQ v 7)‘Vm) = PZ(/\UM"' 7AUn)Avl’/\V2 tr ')/\Vm) 6,0*(‘/1: ‘/2:' ' '7‘/"m)-

Por lo tanto la contencién se sigue inmediatamente.

Tenemos entonces una familia de compactos { K(Uy, Uy, - - -, Un)}, U Uy, -+ U, €

A que tiene la propiedad de interseccién finita, por lo tanto
mUie_AI((Ul’IJ2’ ttt, Un) % ¢
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Tomando A = (A\y) € Nu,eaK (U1, Uz, -+, Uy), definimos p(U) = Ay, en-
tonces ¢ : A — C y cumple que p(T1) = Xy, ¢(T2) = X y ¢(T3) = A3. De

esta manera
(p(Th), o(T3), p(aTy + BT3)) € a*(Th, Ty, aTh + aTy),
y por i) se sigue que
p(aTi + BT3) = ap(Th) + Bo(T2).
Esto es @ es un funcional lineal en el algebra A. Notemos que
Ar = o(T) € 6*(T) C o(T) C oX(T).

" Por el teorema de Gleason-Kahane-Zelazko obtenemos que ¢ es un funcional
lineal multiplicativo. Por lo tanto hemos demostrado que

o*(Ty, Ty, Ts) = {(p(T1), p(Ta), o(T5)) : p € M},

donde M es el conjunto de los funcionales multiplicativos en \A. Sabemos
que
UHA(T1>T27T3) = {(SD(TI):(P(T”’SO(TJ)) RS M}

Por lo tanto tenemos que
o* (1), Ty, Ts) C oy (11, Ty, Ts).

1)=>iii) Usando los mismos argumentos que en la implicacién anterior se sigue
que si Ty, Ty,- -+, T, € B(X) y conmutan entre si, entonces

0-*(T1’T2) e >T") = {(@(Tl)’(p(’r?)w e 190(T")) rp € N},
donde N es el subconjunto de M de todos los funcionales lineales de la forma,

@(U) = Ay, con U € A. Entonces si p: C* — C™ es una funcién polino-
mial tenemos que

plo* (11, Tz, , T)) = p({(e(i1), o(T2), - - ,0(T2)) : p € N}

= {p((p(T1), 0(T2), -, o(T0))) : w € N}
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{(pl(QO(Tl)’ e y(P(Tn))’ e apm((p(Tl): Tt ’(10(7171))) : ¢ € N}
{((p(pl(leT2’ Tt ,Tn)), T 150(.pm(T17T21' t 7Tn))) tp € N}

= U*(pl(Tle%' v 7Tn)>p2(Tl)T2,' v )Tn))' vt 7p7n(Tl7T‘2a' ° )Tn))

= U*(p(T11T2; e 7Tn))- 0
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CONCLUSIONES

!

La propiedad de la proyeccién es fundamental, no sélo por el hecho de
obtener de una manera mas sencilla la propiedad del mapeo espectral, como lo
hemos visto en este trabajo, sino que ademés podemos decir que un espectro
que pusee esta propiedad es més probable que se le pueda construir un célculo
operacional y, por supuesto este espectro siempre sera distinto del vacio.

De los espectros estudiados en est trabajo, el puntual aproximativo (7)
y el de Taylor (o) estén-en el caso de que el teorema del mapeo espectral
es obtenida a partir de la propiedad de la proyeccién.

Para el espectro T se hace usando el concepto de divisor topoldgico de
cero. Por este camino el teorema 1.7, que establece como se distribuyen los
divisores topolégicos de cero en el conjunto de los elementos no-invertibles
nos ha permitido demostrar de una manera sencilla y diferente la contencién

O(oy(a)) C 7r(a) NTp(a) (Teorema 2.12). Pero ademis la introducién de
los niimeros p; y pp (Definicién 1.10), asi como la caracterizacién de los
divisores topoldgicos de cero para un sistema de operadores lineales acota-
dos (Teorema 1.12) nos permiten demostrar la propiedad de la proyeccién
(Teorema 2.15) y mediante un sencillo “artificio” hemos obtenido el teorema
del mapeo espectral para un sistema conmutativo para cualquier algebra de
Banach.

Para el espectro o7 . la propiedad de la proyeccién la hemos hecho si-
guiendo el camino que siguié Slodkowski-Zelazko (ver {14}), donde se de-
muestra esta propiedad para una proyeccién particular (Corolario 3.36) y
luego lo hemos generalizado para cualquier proyeccién (Teorema 3.40). El
espectro de Harte (oy) recibe un trato diferente, al introducir ciertas fun-
ciones polinomiales (ver {5}) y demostrando un “teorema del residuo” (Teo-
rema 2.19). Este teorema del residuo nos permite concluir el teorema del
mapeo espectral para ciertas funciones polinomiales (Teorema 2.25), y final-
mente lo extendemos para un sistema conmutativo en un algebra de Banach
en general (Teorema 2.31)
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Existen desde luego otros espectros combinados, podemos mencionar el
espectro de Slodkowski o Espectro Escindible (05s) (ver {8}) y el E'spectro A
(04), recientemente propuesto por Wawrzynczyk A.. El Espectro Escindible
est4 muy relacionado con el espectro de Taylor, de hecho se cumple que o C
0s. Aunque quizi la propiedad de proyeccién sea la excepcién, sus demas
propiedades se demuestran de una manera muy similar a las del espectro
de Taylor. También, podemos decir que no se ha demostrado si es posible
encontrar un sistema conmutativo T' € B(X)", tal que o (T) # os(T).

El Espectro A, que se define de una manera muy parecida al espectro
puntual aproximativo, es un espectro que contiene al espectro puntual apro-
ximativo y estd contenido en el de Harte. La propiedad de la proyeccion de
este espectro aun no se tiene demostrada, resulta que el Espectro A tiene la
propiedad de la proyeccién si y sdlo si es valido el siguiente resultado:

En un élgebra de Banach conmutativa A, cada ideal compuesto de divisores
topoldgicos de cero estd contenido en un ideal que es maximal en A y estd
también compuesto de divisores topolégicos de cero.
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