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Resumen

Los biorreactores de lecho empacado son sistemas versatiles para la produccion de
biocombustibles. En particular, los equipos para la produccion de bioetanol a partir de almidén
no alimentario involucran dos etapas, la hidrolisis y la fermentacion, las cuales ocurren durante
la fase aerobia y anaerobia respectivamente. A pesar de que la tecnologia de este tipo de sistemas
ha ido aumentando, al grado de contar actualmente con sistemas de cuarta generacion, los
biorreactores de primera generaciéon ain son ampliamente usados pues marcan un punto de
referencia para otro tipo de equipos. Mas atn, el contar con modelos confiables para simular
este tipo de sistemas constituye una herramienta valiosa tanto en el diseno de equipos como en
su control y optimizacion, asi como en el diseno de experimentos.

Motivados por lo anterior, en nuestro grupo de trabajo hemos iniciado una investigacion
dedicada a desarrollar modelos matematicos en los diversos niveles de escala involucrados
en el biorreactor. Dada la naturaleza jerarquica del sistema, se han identificado diversos
niveles de escala que van desde el interior de las fibras del bagazo donde ocurre la reaccion
(escala microscopica), hasta el biorreactor mismo donde se monitorean los diferentes productos
obtenidos de dicha reaccion (escala macroscopica). En especifico, en este trabajo el interés esta
dirigido a la etapa anaerobia de la operacion, pues es cuando se comienza a dar el proceso
fermentativo y, por tanto, la produccién de bioetanol.

A lo largo de esta investigacion, se deducen las ecuaciones de medio efectivo y se calculan
los coeficientes asociados en cada nivel. En la escala microscopica, se obtuvieron las relaciones
adimensionales de la difusividad, dando lugar a una ecuaciéon promedio que describe la
acumulacion, difusion y reaccion para dicha escala. Con base en lo obtenido, se propuso el
escalamiento intermedio donde se tomé en cuenta la contribucion de la conveccion. Con ello,
se obtuvieron relaciones de difusividad anidadas al escalamiento anterior, dando lugar a una
ecuacion de transporte de acumulacion, conveccion, dispersion y reaccion.

Para obtener el modelo que aplique en la escala macroscopica, se tomd un promedio en la
seccion transversal del sistema, dando lugar a un modelo de tipo dispersion axial, que toma
en cuenta toda la informacién obtenida de las escalas previas. Aunado a ello, se han llevado a

cabo los analisis paramétricos correspondientes, donde se observa la relacion entre las diferentes



Resumen

escalas del biorreactor para las fases aerobia y anaerobia. Una vez obtenidas estas relaciones,
se propone el analisis para evaluar la concentraciéon a la salida del biorreactor que permite
determinar por medio de la relacion estequiométrica de la fermentacion alcohélica, el consumo
de almidén y la producciéon de bioetanol. Se realiz6 una comparacion con datos experimentales
de la produccion de bioetanol y con modelos biologicos usados en la practica. Finalmente, se
obtuvo para el presente trabajo un maximo error relativo de 8.51 % contra 9.50 % para los
modelos biologicos.

Los modelos presentados durante el presente trabajo, pretenden apoyar a la implementacion
de los sistemas experimentales. Lo anterior, se puede expresar como una forma de visualizar
con anticipacion los perfiles de transferencia de masa y reaccidon biologica, ya que se pueden
realizar simulaciones numéricas para observar el comportamiento del sistema a estudiar. Esto
ultimo, mejora la comprension de los modelos y genera certidumbre al proponer un sistema

experimental para la produccion de bioetanol.
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Abstract

Packed bed bioreactors are versatile systems for the production of biofuels. In particular,
equipment for the production of bioethanol from non-food starch involve two stages, hydrolysis
and fermentation, which occur during the aerobic and anaerobic respectively. Although the
technology of this type of systems has increased, up to fourth generation systems, first
generation bioreactors are still widely used as a reference for other equipment. Moreover, the
availability of reliable models to simulate such systems is a valuable tool in equipment desingn,
control, optimization and design of experiments.

Motivated by the above, our work group has initiated a research aimed to develop
mathematical models at various levels of scale involved in the bioreactor. Given the hierarchical
nature of the system we identified various scale levels ranging from inside bagasse fibers wherein
the reaction (microscopic scale) occurs, to the bioreactor where the various products obtained
from this reaction are monitored (macroscopic scale ). Specifically, in this work the interest is
directed to the anaerobic stage of the operation, since it is when the fermentation process takes
place and, therefore, the production of bioethanol.

Throughout this investigation, the average effective equations are derived and associated
coefficients are calculated in each level. At the microscopic scale, the dimensionless ratios
diffusivities is obtained, resulting in an equation describing the average accumulation, diffusion
and reaction to this scale. These effective medium equations become the starting point for
the derivation of the model at an intermediate level of scale in which convection is taken into
account, resulting in an transport equation involving accumulation, convection, diffusion and
reaction.

For the analisys in the macroscopic scale, an average is taken over the cross section
of the system, leading to an axial dispersion model, which takes into account all the
information obtained from previous scales. Besides this, we carry out the parametric analyse,
where the relationship between different scales of the bioreactor is observed during the
aerobic and anaerobic stages. Once obtained these relationships, we suggest to evaluate the
concentration at the outlet of the biorreactor for determining by the stoichiometric ratio of

the alcoholic fermentation, starch consumption an the production of bioethanol. A comparison
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with experimental data for bioethanol production and biological models used in practice was
performed. Finally, for this work a maxium relative error of 8.51 % is obtained against 9.50 %
for the biological models.

The models presented in this work are intended to support the implementation of the
experimental systems. The above, can be expressed as a form of see ahead profiles of biological
mass transfer and reaction, beacuse it can be performed numerical simulations to observe the
behavior of the system to study. The latter, enhances the understanding of modeling and

generates certainty by proposing an experimental system for the production of bioethanol.
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Introduccion

En la actualidad, para satisfacer las necesidades energéticas, se utilizan combustibles
provenientes de fuentes fosiles en mayor proporcion que las fuentes alternativas de generacion de
energia. De acuerdo con Nebel y col. (1999), los combustibles fosiles generan una gran cantidad
de dioxido de carbono (alrededor de 3 kg de CO, por cada kg de combustible) por unidad de
energia liberada, lo cual es la causa principal del cambio climatico debido a los gases de efecto
invernadero (GEI). De las tres principales fuentes fosiles que se utilizan en México (SENER,
2013), el carbon es el que mas produce dioxido de carbono, seguido por el petroleo y finalmente
el gas natural.

De acuerdo al marco actual que vive el pais acerca de la reforma energética, es necesario
tomar en cuenta que existe un mandato legal declarado por el Poder Ejecutivo Federal, en el
que se exige generar el 35 % de la electricidad a partir de energias no fosiles para 2024 (SENER,
2013). México dispone de un potencial renovable indiscutible, con una amplia gama de recursos
(edlico, solar, hidrico, geotérmico y biomasa). Pensando en lo anterior, deben ser impulsadas
las diferentes tecnologias sustentables para su aprovechamiento. De tal modo que estos recursos
puedan ayudar en la diversificacion de la matriz energética y en una medida econémica, la
reduccion de importaciones de energéticos.

Motivado por lo anterior, en este trabajo se estudia una alternativa energética, la cual
es el uso de biocombustibles provenientes de almidones residuales de uso no alimentario
(Hazell y Pachauri, 2009), que provienen de fuentes renovables. Los biocombustibles pueden ser
producidos a partir de la biomasa de productos agricolas y forestales, asi como de desperdicios
industriales y /o municipales (Castells, 2012a). Segin la naturaleza de la biomasa y el tipo de
combustible deseado, se pueden utilizar diferentes métodos para obtener biocombustibles, como
son, mecdnicos (astillado, trituracion, compactacion), termoquimicos (combustion, pirolisis y
gasificacion), biotecnoldgicos (fermentacion y digestion microbiana anaerobia) y extractivos
(Michelena y Martin, 2008).



Introduccion

Siguiendo la linea de produccion de los biocombustibles, los métodos utilizados a lo largo de
su desarrollo han sido acoplados a sistemas de experimentacién para demostrar que método es
con el que se obtiene un mayor rendimiento de la biomasa (Michelena y Martin, 2008). Dentro
de estos estudios experimentales, la fermentacion en estado solido (FES) tiene una serie de
ventajas sobre los procesos convencionales de fermentacion sumergida Barrios-Gonzalez y col.
(1988). Las ventajas se ven reflejadas en términos econémicos para la obtencion de productos
de alto valor agregado (Castillo y col., 2000), tales como etanol, enzimas, antibi6ticos, hongos
comestibles, acidos organicos, aminoacidos, pigmentos, metabolitos secundarios, etc. (Holker
y col., 2004; Pandey y col., 1988; Pandey, 1994; Pandey y col., 1999; Vandenberghe y col., 2000).
Esta ventaja se le atribuye a los bajos niveles de humedad y a la disminuciéon del volumen del
medio por unidad de peso de sustrato, ademés de esto, se obtiene una alta productividad, ya
que los voliimenes de fermentaciéon son menores a los sistemas sumergidos y el tratamiento del
efluente se reduce (Aguilar y col., 2001).

Los procesos de fermentacion en estado solido pueden convertirse, si se superan problemas
de control de procesos y de escalamiento, en la base de importantes nuevas industrias para la
obtencion de proteinas y otras sustancias. Especialmente para el desarrollo de agroindustrias
rurales de pequena escala, intensivas en mano de obra y en paises en vias de desarrollo
(Carrizales y Jaffe, 1986). El diseno de biorreactores para la fermentacion en medio solido
ha avanzado lentamente en la tltima década debido a problemas de operacion, fenémenos de
transporte y escalamiento (Ruiz-Leza y col., 2006). De acuerdo con Barrios-Gonzalez y col.
(1988), se han desarrollado modelos de sistemas en medio solido, buscando cuantificar las
variables que permitan optimizar al bioproceso; sin embargo, atin no han sido aplicados para
la construccion de biorreactores a escala industrial (Mitchell y col., 2003).

El trabajo centra su atenciéon en las variables que permitan comprender y modelar al
proceso, buscando dar solucién a los problemas de fenémenos de transporte y escalamiento
que han limitado la explotacion de este tipo de tecnologia. Se describira por medio del método
del promedio volumétrico (Whitaker, 1999a), la transmision de la informacion esencial de las
escalas menores del sistema hacia las mayores. Durante el presente trabajo se utilizan los
datos experimentales disponibles de Saucedo-Castaneda (1991), a partir de los cuales, se busca
determinar los pardmetros de aplicacion de este tipo de sistemas. Finalmente, se obtendra un
modelo general del biorreactor que obtiene bioetanol por medio de la conversion de almidén no
alimentario para apoyar trabajos y aplicaciones futuras.

Para obtener dicho modelo general, en el Capitulo 5 se busca predecir la transferencia de
masa y reaccion en la escala microscopica del biorreactor. Se estudiara el proceso de difusion y
reaccion en el bagazo, el cual se considera como un medio poroso impermeable. El propdsito de

hacer el promediado en esta escala del sistema, es describir el transporte de masa y reacciéon en
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Introduccion

este nivel de escala, como un nuevo medio continuo. El modelo resultante, servira como punto
de partida para desarrollar otro modelo para la escala intermedia del sistema, el cual, toma en
cuenta las caracteristicas esenciales obtenidas en esta.

Durante el Capitulo 6, se busca realizar el promedio en la escala intermedia del sistema. Lo
anterior, se desarrolla al obtener las caracteristicas esenciales del mismo, junto con las de la
escala anterior y con ello poder describir al bagazo de cana junto con la atmosfera gaseosa que
lo rodea como un nuevo medio continuo.

El modelo de la escala macroscopica, se describira a durante el Capitulo 7, donde se busca
predecir la transferencia de masa y reacciéon basada en las caracteristicas esenciales de las escalas
anteriores. Se estudiara el proceso de difusion y reaccion en el biorreactor tomando en cuenta
el modelo de dispersion axial. Una vez obtenido el modelo de dispersion axial del sistema, se
busca predecir los coeficientes efectivos de transporte para el biorreactor.

Finalmente, al resolver el modelo se observa una disminucién en el error relativo porcentual
para la metodologia del presente trabajo y la contribuciéon de determinar el rango de valores
donde se encuentra el coeficiente de dispersion & de todo el biorreactor. Aunado a ello, de
la relacion estequiométrica de generacion de COs proveniente de una fuente de glucosa, se
puede determinar la producciéon de bioetanol proveniente de almidones residuales de uso no

alimentario.
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Capitulo 1

Revision bibliografica de biocombustibles

y biorreactores

En este capitulo, se describen los tipos de biocombustibles y su tecnologia de obtencién.
Se mencionan las ventajas y desventajas que se han encontrado a lo largo de su desarrollo
como alternativa energética. Se aborda, desde el punto de vista experimental, el diseno de
biorreactores de lecho empacado para la obtenciéon de biocombustibles. Se mencionan los
rendimientos que se han obtenido con este tipo de biorreactores con sus ventajas y desventajas.

El capitulo se organiza como sigue:
= Biocombustibles

e Tipos de biocombustibles

e Procesos de obtencion
= Biocombustibles de primera generacion

e Produccion de bioetanol de primera generacion.

Tecnologia de obtencién de bioetanol a través de almidones residuales.

Diseno de reactores biologicos.

Biorreactor tubular (o columna) de lecho empacado.

El material de este capitulo, permite delimitar el presente trabajo para justificar la utilizacion
del biorreactor de lecho empacado para la obtenciéon de bioetanol de primera generacion. Se
define la alternativa de trabajo que permite involucrar la idea de por qué es apropiado desarrollar

un modelo matematico de este tipo de biorreactores.



Capitulo 1: Revision bibliogrdfica de biocombustibles y biorreactores

1.1. Biocombustibles

Los biocombustibles son producidos a partir de biomasa y tienen una menor emision de
gases de efecto invernadero respecto a los combustibles fosiles (Sempere y Tello, 2008). Ademaés,
constituyen una alternativa respecto a los combustibles fésiles, principalmente en aplicaciones
de transporte o calefaccion. Se tiene que los biocombustibles pueden ser producidos a partir de
productos agricolas y forestales, asi como de desperdicios industriales y/o municipales. Existen
dos principales biocombustibles liquidos que son: el bioetanol y el biodiesel (IICA, 2007).

El bioetanol corresponde a un destilado liquido producido de la fermentaciéon de los aztcares
de plantas ricas en azicar y de cereales (cafia de azucar, maiz, remolacha, yuca, trigo, sorgo,
etc.) y cuyo proceso de produccion se esquematiza en la Figura 1.1. En el proceso se obtiene
ETBE (etil terc-butil éter) el cual es miscible para los fines précticos que conviene. Por ello,
el bioetanol puede ser usado en forma pura en vehiculos especialmente adaptados o mezclado
con gasolina. Mezclas de bioetanol con gasolina de hasta un 10 %, no requieren modificaciones
a los motores. Las mezclas de 5% o 10 % de bioetanol en la gasolina se denominan E5 y E10,

respectivamente (Dufey y col., 2006).

Isobutileno
Cana de azlcar, epc1o Sintesis y Mezcla con
remolacha, maiz, u = é@l{% purificacién S
trigo, yuca (A4 lff@iﬁli)' : de ETBE 8
t‘!74 IS l!“‘i

Figura 1.1. Proceso de produccion de bioetanol

El biodiesel o aceite vegetal metilester (VOME por sus siglas en inglés) se produce de la
reaccion de aceite vegetal con etanol o bioetanol ante un catalizador para producir alquil-éster
y glicerina, la cual es luego removida como se muestra en la Figura 1.2. El aceite se produce
a partir de oleaginosas o arboles tales como girasol, soya, palma, cocotero o jatrofa o incluso
a partir de grasas animales como sebo y aceite para cocinar ya usado. De forma similar al
bioetanol, el biodiesel se puede usar de forma pura en vehiculos especialmente adaptados o
mezclado con diésel para automoéviles. Una mezcla de 5% de biodiesel se denomina como B5
(Hernandez y col., 2009).
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Figura 1.2. Proceso de produccién de biodiesel

1.1.1. Tipos de biocombustibles

En base a la materia prima, los biocombustibles pueden clasificarse en las siguientes

generaciones de acuerdo con BIOPACT (2007b) como sigue,

» Primera generaciéon: La materia prima es de procedencia agricola. Se utilizan las partes
alimenticias de las plantas con alto contenido en almidén, aztcares y aceites. Algunas de
estas materias son la cana de aztcar, los granos de maiz, y diversos aceites: de semilla
de girasol, de soya, de palma, de ricino, de semilla de algodon, de coco y de cacahuate.
También se pueden utilizar grasas animales, aceites de desecho doméstico y desperdicios

solidos organicos (Naik y col., 2010).

En cuanto a la tecnologia, para la producciéon de biocombustibles de primera generacion se
recurre a la fermentacion (aztcares y carbohidratos), transesterificacion (aceites y grasas)
y la digestion anaerobia para los desperdicios organicos. A partir de los azticares se obtiene
etanol, metanol y n-butano; de los aceites resulta el biodiesel; y la mezcla de metano y
dioxido carbono de los desperdicios organicos se obtiene el biogéis. Las ventajas de los
biocombustibles de primera generaciéon son su facilidad de procesamiento y sus bajas

emisiones de gases de efecto invernadero (Puertas, 2011).

Con respecto a este ultimo aspecto existen opiniones encontradas. Algunos estudios
sostienen que la materia prima que se usa en la produccion de biocombustibles (especialmente
en el caso del maiz) se obtiene mediante agricultura intensiva, con un alto uso de
fertilizantes, pesticidas y maquinaria, aspectos que reducen sus ventajas ambientales
(Smeets y col., 2009). Este proceso requiere ademas del uso de combustibles fosiles (carbon

y petroleo) tanto durante las fases de produccion, como en el transporte, desde y hacia las
plantas de procesamiento. Otra de las desventajas senaladas es que se requieren grandes
extensiones de tierra para producir cana de azicar, maiz y otras materias primas del
etanol, lo que lleva a la destruccion de bosques para generar areas cultivables (ONU,
2008).
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= Segunda generacién: Se producen a partir de materias primas que no son fuentes
alimenticias, para lo cual se utilizan tecnologias que todavia estan en etapas de
investigacion y desarrollo y con costos de produccién atun muy elevados (ONU, 2008). A
diferencia de los de primera generacion, el bioetanol se puede producir a partir de celulosa.
El proceso consiste en convertir la celulosa (que puede provenir de pastos perennes, restos
de cosechas, tallos de maiz, bagazo de cana, arboles de répido crecimiento, residuos
orgénicos municipales y de casi cualquier otro material organico) en aztcares, para lo

cual se utilizan enzimas de alta tecnologia y se fermentan los azucares (Pérez, 2001).

» Tercera generaciéon: Se pueden producir biocombustibles como el biodiesel y el
hidrégeno a partir de algas con un alto contenido de lipidos (aceites), para lo cual existen
especies y tecnologias apropiadas (Flory, 2006). El aceite extraido de las algas se puede
transformar en biodiesel mediante el proceso de transesterificacion. Se estima que con las
tecnologias actuales de una hectarea de algas anualmente se pueden obtener mas de 20,000
litros de biocombustible, rendimiento que seguiréd mejorando conforme se perfeccionen las
tecnologias (Puertas, 2011). De la fraccion biodegradable de las algas también se pueden
obtener almidones, los cuales pueden convertirse en etanol. Algunas algas poseen un gran
valor nutricional como fertilizante para cultivos y cumplen con las normas de agricultura
organica que se han establecido (IICA, 2007).

= Cuarta generacion: La biotecnologia y la genética son fundamentales para el desarrollo
de estos biocombustibles; los cuales se basan en el uso de cultivos energéticos especialmente
disenados o adaptados (a través de técnicas avanzadas de genética molecular, genoémica
y el diseno tradicional de cultivos transgénicos, etc.) para obtener materias primas mas
eficientes para su conversion en biocombustibles y sus derivados. Por ejemplo, la utilizaciéon
de eucaliptos y alamos con bajo contenido de lignina y cultivos de la primera generacion
con alto contenido de aztcar o de aceite y/o tolerantes a sequia (maiz, algodén, colza,
etc.). Otros experimentos gendémicos se desarrollan para contribuir a los cultivos que tienen
condiciones de mayor aridez y con ello, se busca aumentar el rendimiento de la biomasa
para estos cultivos energéticos (BIOPACT, 2007b). Del mismo modo existen desarrollos
tendientes a aumentar el rendimiento en biomasa de los cultivos energéticos, los cuales
constituyen algunos ejemplos de la amplia gama de posibilidades que presenta la cuarta
generacion de biocombustibles (Flory, 2006). Otros ejemplos detallados por BIOPACT
(2007a) incluyen al sorgo con bajo contenido de lignina, al maiz con enzimas incorporadas
para la conversion de biomasa en combustibles, al sorgo con capacidad para crecer en
suelos acidos y asi como investigaciones para describir la secuencia del genoma de especies

de palma aceitera (Pérez, 2001). Esto ultimo permitird que estos cultivos resulten mas
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apropiados para la producciéon de biocombustibles; sin embargo, ain se encuentran en

etapas de desarrollo y por lo tanto se tiene poca informacién experimental al respecto.

1.2. Biocombustibles de primera generaciéon

Durante los tltimos anos, existe un renovado interés en los biocombustibles que se ve
reflejado en una rapida expansion de su mercado global (Dufey y col., 2006). El desarrollo

de los biocombustibles se debe a
= El actual alto precio de los combustibles en México
= Oportunidades para lograr una mayor seguridad energética
= Ahorro de divisas a través de menores importaciones de petroleo

Sin embargo, lo que es nuevo en este interés, es que presenta una opcién seria para reemplazar
parcialmente al petréleo como combustible para el transporte, ya que se supone una reducciéon
en la cantidad de emisiones de gases de efecto invernadero (Nebel y col., 1999). De acuerdo con
EIA (2014), en Estados Unidos, las emisiones de dioxido de carbono (COs) por la quema de
gasolinas combinadas con bioetanol ayudo a reducir estas emisiones en un 9.98 %. Esto ayudaria
a combatir el problema del calentamiento global y les permitiria cumplir con los compromisos
asumidos en el protocolo de Kioto!.

El motivo de utilizar biocombustibles de primera generacion recae en el hecho de que
esta tecnologia ya se encuentra bien desarrollada y disponible para todos los paises. Los
biocombustibles de primera generacién representan una opcién seria para competir con el
petroleo dentro del sistema de transporte en comparacion con los biocombustibles de segunda y
de tercera generacién que ain sus tecnologias de obtencion se encuentran en fase de desarrollo
experimental (Puertas, 2011).

Existe una serie de cultivos agricolas tradicionales que permiten la obtencién de bioetanol
de primera generaciéon para su utilizacion como biocombustible. Entre ellos, la remolacha y la
cana de aztcar, son los que mas se utilizan para estos fines. Existen otros tipos de cultivos
como los cereales o el maiz, que también poseen un potencial elevado para la transformacion
hacia los biocombustibles (Castells, 2012b). En la Tabla 1.1, se listan los rendimientos de los
diferentes tipos de cultivos que son utilizados para la produccion de bioetanol.

El bioetanol, respecto a otros, es la forma mas usada de biocombustible para el transporte

en el mundo. Esto se debe a una de sus notables ventajas que es la mejora en el octanaje. Una

'Es un protocolo de la Convencién Marco de las Naciones Unidas sobre el Cambio Climatico (CMNUCC) y un acuerdo
internacional que tiene por objetivo reducir las emisiones de seis gases de efecto invernadero que causan el calentamiento
global: diéxido de carbono [CO2], gas metano [CH4| y 6xido nitroso [N2O], ademas de tres gases industriales fluorados:
Hidrofluorocarbonos [HFC]|, Perfluorocarbonos [PFC] y Hexafluoruro de azufre [SFg]
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Tabla 1.1. Rendimientos de bioetanol para diferentes cultivos.

Cultivo Productividad [%] Obtencién de bioetanol [%]
Remolacha azucarera 60 6,000
Sorgo azucarero (tallos) 90 6,000
Sorgo azucarero (grano) 35 3,000
Trigo 2.5 877
Maiz 10 3,700
Cana de aziicar 50 3,500
Madera 20 3,200

Residuos de poda 2.3-4 700 - 1,200

Papa (tubérculo) 62.5 5,000

mezcla de etanol del 10 % en volumen (E10), que se llama gasohol, puede aumentar el niumero
de octano de dos a tres puntos, proporcionando un valor anadido a las gasolinas de medio a
bajo niimero de octano (Castells, 2012b). En México, comercialmente se consumen dos tipos de
gasolina, la magna, de 87 octanos y la premium con 92 octanos; usar un octanaje menor en los
motores de combustion interna da lugar a una pérdida de potencia, rendimiento y se incrementa
la temperatura de la cdmara de combustion (Florez, 2010). Sin embargo, aunque exista una
mejora en el cuidado del motor, el precio de la gasolina a principios de 2015 Pemex Premium
de MX$14.53 contra MX$13.76 Pemex Magna (SENER, 2015), promueve que el consumidor
mexicano promedio consuma esta tltima, dejando a un lado los beneficios que pueda implicar
hacia el vehiculo.

El bioetanol puede utilizarse también, para mezclas E15, las cuales contienen un 15% de
bioetanol y el resto de gasolina. También existe la E85, la cual es una mezcla del 85% de
bioetanol y el restante 15% es de gasolina. El E85 se utiliza en los vehiculos con opcion
flexible de combustibles o FFV (por sus siglas en inglés Flexi Fuel Vehicle)?. Este tipo de
tecnologia estd suficientemente desarrollada para permitir una introducciéon gradual de los
biocombustibles en cualquier pais (EIA, 2013). Dentro del mismo marco, se tiene que la
distribucion de los biocombustibles puede ser facilmente acomodada en la infraestructura que
existe para transportar y distribuir combustibles fosiles (Kotz y col., 2005).

Todos los factores anteriores indican que los biocombustibles pueden representar un
importante desafio para la industria petrolera y explican el rapido incremento en su produccién
y uso global en los dltimos afios (EIA, 2013). Como ejemplo de crecimiento en la produccion de
bioetanol, de acuerdo con EIA (2014), Estados Unidos, estima su produccion como se describe

en la Tabla 1.2, permitiendo notar como esta tecnologia ha ido creciendo en los tltimos anos.

2La principal diferencia entre los vehiculos regulares y los FFV es un pequefio sistema que se instala en los FFV
y permite a los motores adaptarse a cualquier tipo de mezcla de combustible. La principal ventaja de los FFV es que
los motores pueden operar por gasolina regular en el caso de los biocombustibles no estén disponibles o que no sean
econémicamente competitivos.
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Tabla 1.2. Producciéon de bioetanol en Estados Unidos*

Ano | Producciéon | Importaciéon | Intercambios | Consumo
1990 0.75 - - 0.75
2000 1.62 1.62 -0.03 1.65
2007 6.52 0.44 0.07 6.89
2008 9.31 0.53 0.16 9.68
2009 10.94 0.20 0.10 11.04
2010 13.30 -0.38 0.06 12.86
2011 13.93 -1.02 0.01 12.89
2012 13.30 -0.25 0.10 12.95

*Mil millones de galones por ano.

En 2012, alrededor de 134 millones de galones de gasolina (3,190 millones de barriles) fueron
consumidos en los Estados Unidos, los cuales contenian cerca de 13 mil millones de galones de
bioetanol, que representan el 10 % del volumen de la gasolina consumida (EIA, 2013). La mayor
parte de la gasolina que se vende ahora en Estados Unidos tiene algo de bioetanol en la mezcla,
la cantidad exacta varia segin la region. Se tomo en cuenta el caso en particular de Estados
Unidos, porque cuenta con los registros suficientes para realizar el andlisis previo (EIA, 2014).
En general, para otros paises de acuerdo con OCDE-FAO (2014), el bioetanol no excede de un
10 % en volumen (mezcla tipo E10). El contenido energético de bioetanol es aproximadamente
33 % menos que la gasolina regular (EIA, 2014), aunque esto varfa dependiendo de la cantidad
de desnaturalizante que se anade al momento de la fabricacién de bioetanol. De este modo, el
kilometraje del vehiculo puede disminuir hasta en un 3.3 % al utilizar E10. Todos los vehiculos
de gasolina pueden utilizar E10, pero en la actualidad se necesita un vehiculo ligero, modelo
2001 o superior para utilizar E15 y un vehiculo tipo FFV para poder utilizar gasolina con un
contenido de bioetanol mayor que E15 (EIA, 2014).

Finalmente, se tiene que la utilizacion del bioetanol representa una mejoria en el cuidado del
motor a pesar de la disminucién en la eficiencia del mismo (EIA, 2014). Sin embargo, el punto
en general que se plantea es que la utilizacion de bioetanol de primera generacion, impacta de
manera significativa en el ambiente, por la reduccion en la emision de gases de efecto invernadero
(Jimeénez, 2001) y éste se puede adaptar a los sistemas de distribucion convencionales reduciendo

los gastos al comenzar su implementacion (Kotz y col., 2005).

1.2.1. Produccién de bioetanol de primera generacién

Para la produccién de bioetanol de primera generacion (también conocido como etanol
convencional), se emplea biomasa rica en aztcares (cana de aztcar, remolacha azucarera) o
biomasa amilacea (maiz, trigo, yuca) (Puertas, 2011), cuyo almidon en cada caso debe ser

convertido en azucares (sacarificado) antes de la fermentacion, como se describe en la Figura
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1.3.

Biomasa azucarada
Cana de azlcar, remolacha
azucarera

Extraccion por Biomasa amilacea
presién (o) Maiz, trigo, yuca
centrifugado

Biomasa azucarada fermentable

Fermentacion

Destilacion Bioetanol

Figura 1.3. Proceso de produccién para el bioetanol de primera generacion.

La biomasa rica en azucares entra en el proceso de extraccion, en el cual existen 2 vias
para el proceso, con agua es llamado maceracion® y con jugo se llama imbibicion*, después de
cualquiera de estos procesos, se obtienen aztcares que ya son fermentables. Por otro lado, para
la biomasa amilacea, primero pasa por un proceso de trituracion (o molienda) que puede ser
por via htimeda o via seca. Pasando el proceso de trituracion, la biomasa amilacea pasa por
una hidrolisis enzimética extracelular® para obtener aziicares fermentables (Puertas, 2011).

El proceso de transformaciéon de estos aziicares se lleva a cabo por levaduras y se le conoce
como fermentacion alcohdlica. Esta fermentacion es una bioreacciéon que permite degradar
azucares en alcohol y dioxido de carbono (Vazquez y Acosta, 2007). El paso previo a la obtencion
de bioetanol, como para cualquier alcohol, es la destilacion. El bioetanol obtenido se le denomina
bioetanol hidratado, el cual puede ser deshidratado para obtener bioetanol anhidrido.

Para determinar los rendimientos de la biomasa que se utiliza para la produccion de bioetanol
de primera generacion, se realiz6 un analisis energético (Castells, 2012b). En este analisis se
obtuvo un rendimiento dado en la cantidad de litros de bioetanol producido por tonelada de
biomasa mostrado en la Figura 1.4. Al observar el rendimiento de los diferentes cultivos, la

biomasa amilécea es la de mas alto rendimiento respecto de la biomasa azucarada.

3Este es un proceso que se aplica paralelo a la imbibicién y que tiene la misma finalidad (aumentar la extraccion)

‘Este proceso consiste en agregar agua al bagazo antes de su paso por el molino final. La imbibicién aumenta la
extraccion de sacarosa en aproximadamente un 15 % (Aguilar-Rivera, 2007).

5Existen dos tipos de sistemas enzimaticos extracelulares: los que producen hidrolasas que degradan la celulosa
(celulasas) y la hemicelulosa (hemicelulasas) y los que despolimerizan la lignina por reacciones de oxidacion (peroxidasas
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Figura 1.4. Rendimientos de bioetanol para diferentes cultivos.

Debido a la diversidad de cultivos para la fabricaciéon de bioetanol de primera generacion,
de acuerdo con Guerrero (2010), es importante mencionar que los cultivos més adecuados para

la producciéon de bioetanol son los que:

= No compiten contra la alimentacion.
» Sus requerimientos de tierra, agua y aportes de agroquimicos son reducidos.®
» Su viabilidad econémica y costos de produccién son aceptables.”

» Tienen flexibilidad® durante su produccién.

Al buscar un cultivo que cumpla con todas o la mayoria de las caracteristicas mencionadas
en los puntos anteriores, es necesario tomar en cuenta la situacién de estos cultivos en México.
De acuerdo con Dufey y col. (2006), los cultivos que més se utilizan para la produccion de
bioetanol en México y en el mundo, y por ello se conoce més sobre su tecnologia de obtencion,

son el maiz y la cana de azicar, por ello se limitaréd el anélisis para estos dos.

y lacasas) (Pérez y col., 2002).

5Los costos y utilizacién de sistemas de plantacion y riego han sido optimizados para la produccién agricola.

"La materia prima representa, tipicamente, entre 60 % y 70 % del costo final del bioetanol y la busqueda de alternativas
de bajo costo es fundamental.

8La existencia de coproductos y subproductos, de valor alimenticio, industrial o energético, es importante en la medida
en que se pueda disponer de estas fuentes con valor econémico.
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Figura 1.5. Principales estados productores de cana de azticar en México.

De acuerdo con la SENER (2012), la produccion de maiz en México ha decaido desde que se
adopto el TLCY en 1994, debido a una falta de apoyo en la produccion interna del cultivo. Por los
acuerdos arancelarios de dicho tratado, actualmente, este cultivo es importado en su mayoria,
México ocupa el segundo lugar mundial en importaciones de maiz (USDA, 2014). De acuerdo
con el SIAP (2013), no existe un desarrollo adecuado para su produccion dentro del pais, lo
que genera precios variantes, elevados por las competencias globales del producto. Mientras
esta serie de problemas persista, en México, no serd una opciéon recomendable la obtencion de
bioetanol de primera generacion a través del maiz, pues no se invertiria en la compra de un
producto alimentario de primera necesidad para ser convertido en biocombustible.

Por otro lado, en México, la industria azucarera es una de las mas importantes, debido a
su relevancia econémica y social en el campo; durante el ano 2012 se obtuvo un volumen de
cana de azucar de 44,131,570 toneladas (SAGARPA, 2012). Los estados productores de cana
de azucar en México se muestran en la Figura 1.5. La produccién industrializada de la cana de
azucar, permite pensar en este cultivo, como una opcioén viable para la obtencién de bioetanol

de primera generacion.

9Es el acuerdo comercial regional y bilateral que ampli6 el mercado de bienes y servicios entre México, Estados Unidos
y Canada.
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Figura 1.6. Produccién de azicar y bioetanol a partir de la cana de azucar.

Para el aprovechamiento de los coproductos, la producciéon de bioetanol de primera
generacion a partir de cana de azicar se realiza generalmente en unidades agroindustriales que
producen también aztcar (Dufey y col., 2006). Al organizar el complejo industrial de esta forma,
se da origen a estos coproductos y subproductos, de valor alimenticio, industrial y energético,
mostrados en la Figura 1.6. Al principio del proceso después de la molienda, se obtiene jugo
de cana, al finalizar el proceso de obtencion de azicar se obtiene melaza (o miel de cana), los
cuales conjuntamente, pueden componer productos fermentables que pueden utilizarse en el
mismo proceso fermentativo (Ganduglia, 2009). Otro de los coproductos es la torta de filtro (o
cachaza) y es uno de los principales residuos de la industria azucarera, produciéndose de 30 a
50 kg por tonelada de materia prima procesada, lo cual representa entre 3 y 5% de la cana
molida (Nemerow y Dasgupta, 1998).

De acuerdo con Subba (1983), la torta de filtro es un residuo con alto contenido de humedad,
por ello la mayoria de las centrales tienen problemas de almacenamiento, transporte y manejo.

Uno de sus usos es de tipo agricola, donde se emplea como fertilizante para la mejora de algunas
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propiedades fisicas del suelo como el pH y manejo de suelos afectados por sales. También se
utiliza para la alimentacion animal (Nemerow y Dasgupta, 1998).

Otro coproducto importante dentro del proceso es el bagazo de cana, que se obtiene después
de la primera molienda (molinos acanalados), que mediante presion, se extrae el jugo de la cana,
saliendo el bagazo con aproximadamente 50 % de fibra lenosa. Cada molino esta equipado con
una turbina de alta presion (Ruiz, 2000). En el molino se agrega agua, generalmente caliente, o
jugo diluido para extraer al maximo la sacarosa que contiene el material fibroso (bagazo). Una
vez extraido el jugo se tamiza para eliminar el bagazo, el cual se conduce a una bagacera para
el secado y luego a las calderas como combustible, produciendo el vapor de alta presion que
se emplea en las turbinas de los molinos. En resumen, el principal combustible empleado para
generar el vapor necesario para la fabricacién de aztcar a partir de cana es el residuo fibroso
(bagazo) resultante de la extraccion del jugo. En algunas fabricas donde existe la posibilidad de
desmedular bagazo para la entrega de fibra a la produccién de papel, coexisten junto al bagazo,
médula y mezclas de bagazo y médula en diferentes proporciones, como combustible disponible
(Nemerow y Dasgupta, 1998).

A pesar de ser la opcion viable en el pais, se debe pensar en que la industria azucarera esté
destinada para los productos refinados del azucar y endulzantes (Dufey y col., 2006). Tomando
en cuenta lo anterior, solamente se pueden utilizar ciertas partes del proceso para la obtencién
del bioetanol de primera generacion. Uno de ellos es el bagazo, que regularmente se utiliza para
la fabricacion de papel y carton comprimido (CVCA, 2009), mientras que la médula (obtenida
del bagazo desmedulado), no encuentra ninguna utilizacién apreciable, excepto para su uso
como componente de la alimentacién animal en México y otros paises (Nemerow y Dasgupta,
1998). Una forma de emplear la médula es como soporte inerte, ya que poseen una superficie
especifica y alto poder de unioén, asi como bajos efectos de drenaje, formando de este modo un
material excelente para la absorciéon de soluciones nutritivas, teniendo un rendimiento de hasta
4-5 veces su peso (Diez y col., 2010).

Por otro lado, de acuerdo con Dufey y col. (2006), los cultivos que mas se utilizan para
la producciéon de bioetanol en México y en el mundo, son el maiz y la cana de azicar, pero
ambos son de grado alimentario. Segtin Castells (2012b) y al observar la Figura 1.4, la biomasa
amilacea es de mas alto rendimiento respecto a la biomasa azucarada y si se toma en cuenta
los principios de produccion de bioetanol de Guerrero (2010), se debe responder la siguiente
pregunta: ;Qué tipo de biomasa amilacea (con alto contenido de almidon) debe utilizarse para
la producciéon de bioetanol de primera generacién y que no compita contra la alimentacion?

Una opcion seria, de acuerdo con Lin y col. (2013), es la utilizacion de los residuos solidos
urbanos (RSU), principalmente los residuos de los alimentos o desechos alimentarios (RA), que

pueden ser definidos como el fin de la produccion de los procesos industriales alimentarios que
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no han sido reciclados o utilizados para otros propdsitos. Los RA pueden ser convertidos, a
través de la fermentacion de las azicares segtn Charusiri y Vitidsant (2003) y Patel y col.
(2006), en productos valiosos tales como productos quimicos de especialidad, precursores de
biocombustibles y monémeros biodegradables'®. Los procesos de fermentaciéon también se
pueden emplear para la produccion de polimeros de origen biologico, ya sea a través de la sintesis
de monoémeros, como son: acido lactico, acido succinico, o por medio de la producciéon directa de
polimeros biodegradables como: polihidroxialcanoatos, celulosa bacteriana (Wolf y col., 2005).

Las fermentaciones de hidrolizados de RA podrian también utilizarse para la producciéon de
aceite de una sola célula (single-cell oil, SCO) utilizando diversos organismos oleaginosos, donde
la composicion de acidos grasos de SCO depende del microorganismo seleccionado (Meng y col.,
2009). De acuerdo con Koutinas y Papanikolaou (2011), el SCO producido por muchas cepas de
levadura, podria ser utilizado como un sustituto de los aceites vegetales debido a su composicion
de écidos grasos o como materia prima para la produccion de biodiesel (Carlsson, 2009). Otra
aplicacion potencial es la produccion de productos oleoquimicos, ya sea como materias primas
de usos multiples o en casos especificos materias primas multifuncion, la cuales incluyen aceites
que contienen acidos grasos comunes (por ejemplo oleico y linoleico) en comparacién con el
caso de materias primas especificas que contienen acidos grasos no comunes con propiedades
especiales derivados de su estructura molecular tnica (Kulkarni y Dalai, 2006).

La Tabla 1.3 resume el potencial para la producciéon de biocombustibles, productos
quimicos importantes y biopolimeros de RA. Los datos se basan en los rendimientos de la
fuente de carbono (principalmente equivalentes de glucosa) para la produccion de compuestos
seleccionados utilizando rendimientos de conversion de 90 % del valor teérico (excepto acido
lactico y acido succinico). Por ejemplo, la produccion mundial de etanol es de aproximadamente
31 millones de toneladas!!, para lo cual se requieren 61.26 millones de toneladas de almidén
contenido en los desechos, si se piensa en satisfacer las necesidades de producciéon de etanol por
medio de la conversion de almidén no alimentario, se necesita tal cantidad de RA. Pensando
en el analisis anterior y recordando las fibras de bagazo de cana sobrantes de la molienda,
se justifica utilizar como soporte inerte a las fibras del bagazo y a los residuos alimentarios
como la fuente de almidén para la obtencién de bioetanol de primera generacién. Para llevar
a cabo esta transformacion, existen tecnologias de fermentacion conocidas como Fermentacion
en Estado Sdlido (FES) y Fermentacion Liquida (FL) (Barrios-Gonzélez y col., 1988). Los
diferentes procesos de fermentacion que se logran por medio de estas tecnologias, se describen

con detalle en la seccion 1.2.2.

10 Acido succinico, fumarico, malico, 3-hidroxipropiénico, glutamico e itacénico
1World Biofuels: FAPRI-ISU 2011 Agricultural Outlook.

Modelado matemdtico de biorreactores 20 Guillermo Benitez-Olivares



Capitulo 1: Revision bibliogrdfica de biocombustibles y biorreactores

Tabla 1.3. Requerimientos de fuentes de carbono para la produccién fermentativa de diversos productos
quimicos

> o ab _—
e e Produc.c1on Rend1m162t0 Requerimiento Cantidad de RA
Producto industriales mundial® kg kg de glucosa requeridos
(106 ton] glucosa] [10¢ ton] N
Solvc?nte,.desn’lfe.c tante; 61.26x10° ton de almidén?
Etanol sintesis quimica, 31¢ 0.46 67.39 .
. . contenido en los desechos
biocombustible
e 0.148x10% ton de glicerol crudo
S Aplicaciones poliméricas 0.08 0.54¢ 0.15 0 1.48x10° ton de aceite de
propilenglicol .
cocina de desecho
) Aditivo para comidas y 0.319x10% ton de pan de
Acido l4ctico | bebidas, produccién de 0.15 0.95f 0.16 desecho (en promedio, 45% de
acido polilactico contenido de almidén)
6 Lo ] :
¢ Molécula de formacién AP desec‘hoh 1O
Acido < (basado en el rendimiento de
.. para la produccién de 1,4- 0.02 1.16 0.01 - . .
succinico . o conversion de 0.55 g de acido
butanodiol, polibutileno - d
succinico por g de pan)
Acidulante para comidas y
Acido bebidas y como molécula 0.21x10% ton de pan de desecho
fumérico de de formacién para la 0.01 1.16 0.01 (en promedio, 45% de
produccién de 1,4- contenido de almidén)?
butanodiol
Ll 18705106 ton de pan do
PHB pricaciones oas y 0.48 0.43 0.93 desecho (en promedio, 45% de
obtencién de monémeros . A
P contenido de almidén)¢
como plataforma quimica

“Tomado de Patel y col. (2006), ®90 % de rendimiento de conversion teérica,
cutilizacion de almidén y sacarosa como fuentes de carbon, %suposicion de conversion
de almidén a glucosa con rendimiento de 1.1, €la fuente de carbon es glicerol,
fel 95 % de rendimiento de conversion debe ser factible para acido lactico en el futuro,
9proyeccion global y capacidad para el afio 2013 Chanprateep (2010).

1.2.2. Tecnologias de obtenciéon de bioetanol por medio del almidén no alimentario

Los procesos de transformacion de la biomasa amildcea, se pueden llevar a cabo por
levaduras, primero debe existir un proceso amilolitico (convertir las cadenas complejas de
carbono de los carbohidratos, en cadenas de carbono de azicares simples) y después pasa
a la transformacion de esos azucares simples en etanol. A este proceso se le denomina
fermentacion y existen diferentes sistemas de fermentacion para el aprovechamiento de estas
fuentes, Fermentacion en Estado Solido (FES) y Fermentacion Liguida (FL) (Barrios-Gonzélez
y col., 1988).
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Fermetaciéon Liquida (FL)

La Fermentacion Liquida es un cultivo de células microbianas, las cuales se encuentran
dispersas de forma homogénea, en donde hay por lo menos la misma concentracion de agua y
de sustrato solido (nutrientes) en el proceso; es decir, que hay una solucion (Rodriguez-Couto
y Toca-Herrera, 2006). Normalmente, este tipo de fermentacion esta dirigida a la producciéon
de enzimas y metabolitos de alto valor agregado (Garcia y col., 2006). El desarrollo de esta
técnica permite el cultivo de organismos aerébicos en condiciones homogéneas con una densidad
moderada de la biomasa y simplifica el estudio de la fisiologia de los organismos (Plascencia,
2009).

En este sistema de fermentacion, la principal desventaja es satisfacer la demanda de oxigeno
de los microorganismos. El problema de la transferencia del Oy hacia los microorganismos, es su
baja solubilidad en el agua y al tener una capa de agua mayor, mas tarda en llegar a alimentar
a la célula. Al utilizar levaduras para la produccién de bioetanol, la homogeneidad se vuelve
una limitante para el proceso (Barrios-Gonzélez y col., 1988). Sin embargo, de acuerdo con
Plascencia (2009), en estos sistemas, la agitacién mecénica permite aumentar la transferencia

de masa de tres formas bésicas:

1. Suministrar el oxigeno (gas) en burbujas méas pequenas incrementando el area interfacial

gas-liquido.
2. Incrementar el tiempo de contacto de liquido con las burbujas de oxigeno.

3. Disminuir el espesor de la capa estacionaria del liquido al aumentar la turbulencia del

cultivo.

Por otro lado, la agitaciéon mecénica mantiene el cultivo homogéneo e influye en la dispersion
de la biomasa y la transferencia de calor (Henzler y Schedel, 1991). Debido a la agitacion, los
productos metabodlicos y el calor se dispersan facilmente y por lo tanto, no son factores que

limiten el crecimiento de los microorganismos (Barrios-Gonzalez y col., 1988).

Fermentacion en Estado Sélido (FES)

La Fermentacion en Estado Sélido se define como un cultivo de microorganismos adheridos
a un soporte solido poroso y humedecido, en el cual el medio liquido estd impregnado en un
soporte poroso con una interfase gaseosa (Plascencia, 2009). Las bacterias, levaduras y hongos
son los microorganismos que pueden crecer en fermentacion sélida, pero la mayoria de las
investigaciones se llevan a cabo con hongos filamentosos (Holker y col., 2004). Esto ultimo

se debe a que el crecimiento en forma de micelio y su tolerancia a baja actividad de agua y
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condiciones de alta osmolaridad hacen que los hongos sean la microflora natural mas adecuada
para la fermentacion solida (Acero y col., 2008). En un proceso de FES, generalmente no se
requiere agregar agua si el sustrato tiene un contenido alto de humedad (Pandey y col., 1999).

De acuerdo con Doelle y col. (1992), los procesos FES tienen las siguientes ventajas:

Los medios de cultivo son simples, generalmente subproductos agricolas que presentan un

alto contenido de los nutrientes necesarios.

La baja actividad del agua es de gran ayuda para evitar las contaminaciones, especialmente

de bacterias y levaduras.

La aireacion forzada es facilitada por la porosidad del soporte, lo que permite una alta

transferencia de oxigeno al microorganismo.

El proceso de recuperacion es simplificado. Algunos productos son utilizados integralmente

como alimento animal, productos para el control biologico, etc.
y las desventajas:
= Su aplicacion se limita a microorganismos que crecen en bajos contenidos de humedad.

La extraccion del calor metabodlico puede ser un problema, sobre todo cuando se trabaja

a gran escala y no se controla el proceso.

La naturaleza solida del sustrato interfiere con la medicion de los pardmetros de

la fermentacion, tales como el pH, la temperatura, el contenido de humedad y la

concentracion de sustrato y productos.

Algunos aspectos ingenieriles como el diseno de reactores y el escalamiento estan poco

caracterizados.

El tiempo de fermentacion es mayor debido a que generalmente se utilizan microorganismos

que presentan bajas velocidades especificas de crecimiento.

En general, las condiciones ambientales, son las que limitan el desarrollo de los microorganismos
(Pandey y col., 1999). Los elementos como la humedad, la actividad del agua, el pH, la
temperatura, la concentracion y disponibilidad del sustrato, la aireacion, el tamano de particulas

y la forma de inoculacién afectan significativamente el crecimiento y la formaciéon de productos.

Comparaciéon de tecnologias

De acuerdo con Barrios-Gonzalez y col. (1988), se reporté un mayor rendimiento y

productividad en Fermentacion en Estado So6lido con respecto a la Fermentacion Liquida. Las
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ventajas se ven reflejadas en términos econémicos, sobre todo en la obtencién de productos
de alto valor agregado (Castillo y col., 2000), tales como etanol, enzimas, antibioticos, hongos
comestibles, acidos organicos, aminoacidos, pigmentos, metabolitos secundarios, etc. (Holker
y col., 2004; Pandey y col., 1988; Pandey, 1994; Pandey y col., 1999; Vandenberghe y col.,
2000).

En su mayoria, esta ventaja se le atribuye a los bajos niveles de humedad y a la disminucion
del volumen del medio por unidad de peso de sustrato, ademas de esto, se obtiene una alta
productividad, ya que los volimenes de fermentaciéon son menores a los sistemas sumergidos
y el tratamiento del efluente también es menor (Aguilar y col., 2001). Debido a sus ventajas,
respecto de la Fermentacion Liquida, el estudio centrard su atencion en esta tecnologia de

obtencion.

Aplicaciones Industriales de la FES

La FES ha sido aplicada en procesos industriales a gran escala, principalmente en Japon
(Lagarda, 1990). La produccion tradicional de koji, antes manufacturado en charolas pequenas
de madera o bambt, ha cambiado gradualmente a procesos més sofisticados: fermentaciones
de lecho fijo del tamano de una habitacién, procesos de tambor giratorio y camaras de acero
automaéticas con microprocesadores, sensores electronicos y agitacion, carga y descarga servo-
mecanica. La escala usual en las fabricas de sake o miso es alrededor de 1 ¢ 2 toneladas métricas
por lote (Raimbault, 1998).

Kumar y Lonsane (1987) reportaron la produccion de pectinasas a escala intermedia.
Raimbault (1998) reporta que en Francia, una nueva empresa fue creada para comercializar
un proceso de produccion de pectinasa a partir de pulpa de remolacha. La produccién de queso
Roquefort en Francia esta siendo modernizada con mejoras mecénicas en el acondicionamiento
de los quesos, la produccion de las esporas de hongos, y el control de las condiciones ambientales.
En Europa y Estados Unidos se ha modernizado el escalamiento del proceso para preparar

composta que anteriormente se usaba en la produccién a pequena escala de hongos comestibles
(Raimbault, 1998).

1.2.3. Diseno de reactores bioldgicos

Se puede definir a los reactores biologicos, como el equipo donde se realiza un proceso de
cultivo (conocido también como fermentador) (Nielsen y Villadsen, 1994). Esta fermentacion,
como se mencioné en la Seccion 1.2.2, puede ser por estado solido o liquido. Para el diseno
de un biorreactor, se debe buscar la homogeneidad entre los componentes del sistema y las
condiciones adecuadas para facilitar el crecimiento microbiano del que se obtiene el producto

deseado (Ruiz-Leza y col., 2006). Las caracteristicas de diseno para un biorreactor, dependen
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del tipo de fermentacion que se desea utilizar, de acuerdo con Mitchell y col. (1992), dichas

caracteristicas son:

1. El tanque debe disenarse para que funcione asépticamente durante numerosos dias, para

evitar la aparicién de contaminantes en las operaciones de bioprocesos de larga duracion.

2. Debe permitir una mayor area de contacto entre las fases bidtica y abidtica del sistema,
es decir, se debe proporcionar un sistema adecuado de aireaciéon y agitacion para cubrir

las necesidades metabolicas de los microorganismos.
3. El consumo de energia debe de ser el minimo posible.
4. Kl sistema debe tener entradas para la adiciéon de nutrientes y el control de pH.

5. El crecimiento microbiano es generalmente exotérmico, por lo que, el biorreactor debe
facilitar la transferencia de calor, del medio hacia las células y viceversa, a medida que se

produce el crecimiento celular, ademas de mantener estable la temperatura deseada.
6. Mantener las células uniformemente distribuidas en todo el volumen de cultivo.
7. Suministrar oxigeno a una velocidad tal que satisfaga el metabolismo celular.

8. El disenio debe ser tal que permita mantener el cultivo puro; una vez que todo el sistema

ha sido esterilizado y posteriormente inoculado con el microorganismo deseado.

En los estudios generales de la cinética de las reacciones quimicas de acuerdo con Levenspiel
y Barreiro (2001), los reactores deben ser optimizados para obtener la maxima concentracion de
productos. En el caso particular de los biorreactores, se busca obtener rendimientos méximos de
biomasa microbiana y/o metabolitos en tiempos minimos y con menores costos de produccion
(Nielsen y Villadsen, 1994).

Como se justifico en la la Seccion 1.2.2, se utilizard la Fermentacion en Estado Soélido. De
acuerdo con Levenspiel y Barreiro (2001), existen diferentes tipos de reactores que permiten

desarrollar este proceso de cultivo, los cuales pueden ser clasificados en dos categorias:

1. Escala laboratorio: Este tipo de biorreactores utilizan desde pequenas cantidades de medio
solido hasta pocos kilogramos. Para esta categoria existen muchos disenos de biorreactores,

los cuales llegan a ser muy sofisticados (Denbigh y Turner, 1990).

2. Escala piloto e industrial: En este tipo de biorreactores se utilizan cantidades de kilogramos
hasta toneladas de medio sélido. En esta categoria hay poca diversidad de biorreactores,

ya que su principal limitante es la operacion en condiciones estériles (Mitchell y col., 2003).
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Dentro de estas dos categorias, existen diferentes tipos de biorreactores, los cuales permiten
observar de diferentes maneras a los fenomenos de transporte que afectan el diseno de los

sistemas fermentativos (Ruiz-Leza y col., 2006). Las ventajas y desventajas de los biorreactores
para la FES se describen en la Tabla 1.4.

Tabla 1.4. Tipos de biorreactores para la Fermentacion en Estado So6lido

Escala laboratorio

Biorreactor Ventajas Desventajas
Columna Econoémico, facil montaje, monitoreo Canales preferenciales de Oq, dificultad
y control de humedad, temperatura, en la toma de muestra y problemas en
biomasa y COs. Conexién en forma la eliminacion de calor.
continua de varias columnas.
Columna Control de humedad y temperatura. Formacién de gradientes de
Estéril Sistema de esterilizaciéon previo a la concentracion de Os y nutrientes.
inoculacién y toma de muestra. Mayor
aireacion y mezclado de sustrato.
Zymotis Su diseno facilita la transferencia Problemas de asepsia en el proceso.
de calor Mayor compactacion de la cama de
sustrato.
Tambor Mayor aireaciéon y mezclado de sustrato. Dano de estructura micelial. Dificultad
horizontal Existen varios disefios con modificaciones | en el control de temperatura y humedad.
que mejoran la remocion del calor. Poco volumen utilizado en el tambor.
Growtek Facilidad en la toma de muestra. No cuenta con un sistema de aireacion.
Mayor contacto entre el medio de Solo se puede manejar una sola carga de
cultivo y el soporte s6lido. Menor 400 ml de medio liquido por fermentacion.
acumulacion en la cama de sustrato.
Proceso Menor tiempo de residencia. Mejor Transferencia no homogénea de calor.
Continuo mezclado y crecimiento fingico. Aglomeracion de células por rompimiento
Mayor asepsia micelial.
Columna- Econémico. Alta transferencia de Oq Primer prototipo. Optimizar la
Charola y aireacion. Mayor transferencia de cantidad y tamano de charolas en el
nutrientes. Facil remocion de volumen del cilindro.
temperaturas elevadas.
Escala piloto e industrial
Biorreactor Ventajas Desventajas
Biocon Automatizado en el control de las Dificultad en la toma de muestra. Rapida
variables de estudio del crecimiento generacion de calor exotérmico por
microbiano. Altos niveles de asepsia. crecimiento microbiano.
Equipo compacto
Lecho Operacion de forma continua. Menor Formacion de altos esfuerzos cortantes
Fluidizado aglomeracion del sustrato. Incremento | que pueden afectar a los microorganismos
en la transferencia de Oz y humedad. y rendimiento del producto.
Variedad de configuraciones de soportes.

El diseno de reactores bioldgicos enfoca su desarrollo hacia el escalamiento ascendente, el
cual es un procedimiento donde se disena un sistema a escala piloto o industrial, en base a
resultados obtenidos con sistemas modelo a escala laboratorio (Nielsen y Villadsen, 1994). El

escalamiento es el paso crucial en el desarrollo de un proceso. Determina si dicho proceso operara
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de una manera viable a escala comercial. Rara vez el ejercicio del escalamiento logra el mismo
desempeno global a escala piloto o industrial, del que se logra en el laboratorio (Mitchell y col.,
2003).

En el caso de la Fermentacion en Estado Solido, la limitante para su escalamiento es el
monitoreo de la fermentacion (Robinson y col., 2001). Por ejemplo, la mediciéon directa de la
biomasa y la mediciéon de los cambios de velocidad de crecimiento debido a variaciones en la
temperatura, son dos factores que limitan el escalamiento de este tipo de sistemas (Mitchell
y col., 2003). Sin embargo, el consumo de oxigeno y la produccion de dioxido de carbono, son
dos actividades metabolicas que pueden usarse para estimar la velocidad de sintesis de biomasa
(Aguilar y col., 2001). Por ello, de acuerdo a la Tabla 1.4, se elige el biorreactor tipo columna,

pues su ventaja esta en el monitoreo y control de la produccion de COs.

Biorreactor de columna

Un biorreactor tipo columna, se llena con un medio previamente inoculado!? y se coloca en
un bano de agua, a temperatura constante se pueden poner varios biorreactores en el sistema
como se muestra en la Figura 1.7. De acuerdo con Fogler (2001), la deduccién de la ecuacion
de disenio de un reactor catalitico de lecho empacado (o PBR, Packed Bed Reactor), es anéloga
al desarrollo de la ecuaciéon de diseno de un reactor de tipo columna. Esta deduccion, junto con
otras més de los disenios experimentales, se describiran con detalle en el Capitulo 2.

Las columnas de fermentacién del equipo, estan conectadas a un panel de vélvulas de
aireacion que, a su vez, estan conectadas a una cromatografo de gases (ver Figura 1.7) para
monitorear la produccién de CO,, resultado de la respiraciéon del microorganismo y de sus
reacciones metabolicas (Aguilar y col., 2001). La demanda de oxigeno se cubre por medio de
aeracion forzada utilizando aire comprimido regulado por medio de las valvulas de precision
con sistemas de regulacion de presion para evitar la compactacion excesiva del lecho.

La geometria y disenio de las columnas permite que sea un equipo barato, debido a que son
elaboradas a base de vidrio, por lo que la remocion del calor exotérmico de la fermentacion se
lleva a cabo de manera eficiente (Tiscarenio y Lechuga, 2008). Por otro lado, requiere de poca
cantidad de medio de cultivo y la facil adaptacion del equipo a sistemas més rudimentarios
en cuanto a equipamiento y cuantificacion de productos, lo vuelve practico. Sin embargo, para
llevar a cabo las lecturas de los pardmetros cinéticos durante la fermentacion, es necesario

sacrificar una columna completa, ya que el disenio de la misma no permite tomar muestras

(Durand, 2003; Iliuta y col., 2005).

128¢ ha introducido artificialmente una levadura que crecera y se reproducira (Ruiz-Leza y col., 2006).
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Figura 1.7. Biorreactor tipo columna de FES para la produccion de bioetanol.
1: Suministro de aire; 2: Panel de valvulas de aireacién; 3: Humidificador de aire;
4: Columna de fermentacién; 5: Tubos de burbujeo; 6: Control de la temperatura del agua.

Sistemas experimentales para la produccién de bioetanol en biorreactores tubulares (o

columna) de lecho empacado.

Los equipos tubulares (o de columna), es conveniente utilizarlos en las primeras etapas del
desarrollo de un bioproceso. Son adecuados para estudios de caracterizacion y optimizacion de
la composicion del medio de cultivo, y para cuantificar los datos necesarios para llevar a cabo
el calculo de parametros cinéticos (Frenken y col., 2005). Como se habia mencionado, los datos
que se necesitan para estimar la velocidad de sintesis de biomasa, son el consumo de oxigeno y
la produccion de dioxido de carbono (Aguilar y col., 2001). Por ello Saucedo-Castanieda y col.
(1992), desarrollaron un modelo experimental, en un sistema de Fermentacion de Estado Solido
para la produccion de bioetanol como se muestra en la Figura 1.8.

Este equipo describe la produccién de biomasa y de bioetanol, a partir de una base de
almidon, donde es posible medir el consumo de oxigeno y la producciéon de COs. Para el proceso
de fermentacion en este sistema, se utilizo la levadura amilolitica Schwanniomyces castellii, la
cual es una alternativa a la levadura Saccharomyces cerevisiae, que se utiliza convencionalmente
para la obtencion de bioetanol (Lonsane y col., 1992; Mot y Verachter, 1990).

Al realizarse el experimento con la levadura Schwanniomyces castellii, se determind la

conversion del almidén en bioetanol y biomasa por medio de un Fermentador en Estado Sélido
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Figura 1.8. Desarrollo experimental para el anélisis de gases en la produccion de bioetanol propuesto por
Saucedo-Castaneda y col. (1992). 1: Fermentador de columna; 2: Condensador; 3: Sistema de baflo
de agua fria; 4: Columna de gel-silica; 5: Cromatografo de gases; 6: Computadora (registro de
datos); 7: Bomba de aire; 8: Control de la temperatura de agua.

como se muestra en la Tabla 1.5. En términos generales, el experimento duré 30 horas, con
una fase aerobia de 10 horas y una anaerobia de las 20 horas restantes. En la fase aerobia, la
levadura se reproduce (por la presencia de O,), y por su capacidad amilolitica, convierte las
moléculas complejas de almidon, en sus constituyentes mas simples, como la glucosa, maltosa
e isomaltosa (Rojo-Rubio y col., 2007). En la fase anaerobia (ausencia de Os), comienza el
proceso de transformacion de los azticares (fermentacion) obtenidos en la fase anterior, en
biomasa y bioetanol. Al lector interesado en conocer con méas detalle las ventajas de usar este
microorganismo, se le recomienda revisar el trabajo y bibliografia de Saucedo-Castaneda (1991).

Con este tipo de biorreactor tubular de lecho empacado, se pueden obtener los rendimientos
de biomasa y bioetanol obtenidos a partir del almidén contenido en los residuos alimentarios.
Con los datos obtenidos de la experimentacion, es posible mostrar las producciones en las fases
aerobia y anaerobia como se muestra en la Figura 1.9. Se observa, que la produccion de bioetanol
se inicia al final de la fase aerobia (llamada también fase de transicién). Sin embargo, no se
formoé bioetanol, sino hasta las 12 horas con 6.1 [mg/g MSI*|. La concentracion de la produccion
de bioetanol aument6 progresivamente en la fase anaerobia, llegando hasta una concentracion
de 89.3 [mg/g MST*|. Estos datos ayudan a delimitar el sistema de estudio, pues el interés

general de este trabajo esta centrado en la produccién de bioetanol, por lo tanto, el anélisis
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Tabla 1.5. Conversién de almidén en bioetanol y biomasa en un FES*.

Fermentaciéon Especie quimica Cantidad [g] | Rendimiento

Total Carbohidratos iniciales presentes 29.6 100
Carbohidratos consumidos 27.5 92.9¢

Biomasa producida 1.6 0.06°

Bioetanol formado 8.9 57.8¢

Fase Carbohidratos consumidos 11.8 40¢
aerobia Biomasa producida 3.4 0.29°
Bioetanol formado (transicion) 0.6 9.1¢

Fase Carbohidratos consumidos 15.7 52.9¢
anaerobia Biomasa producida -1.7 -0.11°
Bioetanol formado 8.3 94.4¢

*Calculados en una base seca de 100g de masa inicial de fermentacién de sélidos.
%Calculados como porcentaje del calculado inicialmente.
bCalculados en g de biomasa producida por g de carbohidratos consumidos.

®Calculados como 100* (g de bioetanol producidos por g de carbohidratos consumidos)/0.56 (Stewart y col., 1984) .

estara enfocado en la fase anaerobia del sistema, es decir, donde comienza la producciéon de
bioetanol.

Se busca escalar a nivel industrial este sistema experimental, por las ventajas descritas de
la Fermentacion en Estado Solido sobre la Fermentacion Liquida en la Seccion 1.2.2. Por otro
lado, otra ventaja de este sistema experimental es que puede eliminar la necesidad de preparar
grandes cantidades de in6culo para la fermentacion industrial (Saucedo-Castaneda y col., 1992).
Por ello, es necesario desarrollar criterios de escalamiento bien fundamentados de los sistemas
de Fermentacion en Estado Solido que producen bioetanol a partir del almidén contenido en
los residuos alimentarios (RA).

La informacién disponible sobre tales estrategias de escalamiento es escasa. Se han usado
enfoques empiricos debido al desconocimiento del efecto que tienen el diseno y la operacion de
los biorreactores sobre el desempeno de la FES (Oostra y col., 2000). Entre las estrategias de
escalamiento usadas hasta ahora en los sistemas FES, vale la pena mencionar las siguientes:
los balances macroscopicos de calor y agua, y la técnica de disminucion de escala (Kumar y
Lonsane, 1987). De estas estrategias se han desarrollado modelos matemaéticos, de los que se
puede obtener informacién importante, pero aun escasa para escalar los sistemas a la industria
(Mitchell y col., 2003). Por ello, en el presente trabajo se plantea una alternativa de modelado
para este tipo de sistemas usando el método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999a), el cual
se describira con detalle en el Capitulo 2, junto con las otras estrategias de escalamiento, para
obtener, si es posible, la informacién necesaria para escalar este tipo de sistemas experimentales

a la industria.
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Figura 1.9. Concentraciones durante las fases aerobia (de 0 a 11 horas) y anaerobia (de 11 a 30 horas) de
biomasa, etanol y carbohidratos en [mg/g MST*].

1.3. Resumen

En este capitulo se presentaron algunas generalidades acerca de biocombustibles, centrando
la atencion en el bioetanol. El bioetanol se produce a partir de biomasa y tiene la potencialidad
de convertirse en un sustituto paulatino de las gasolinas por su miscibilidad (Dufey y col.,
2006). Para ello, ya se han desarrollado vehiculos (los FFV), que pueden operar con mezclas
de bioetanol mayores a 15% (E15) o bien hasta 85 % (E85). Las mezclas del 5% (E5) y 10%
(E10), pueden utilizarse en vehiculos con motores de modelo 2001 en adelante. Se tiene aun la
desventaja del rendimiento en los motores a gasolina; sin embargo, se compensa por la elevacion
de octanaje que otorga la mezcla de bioetanol en las gasolinas (Hernandez y col., 2009).

La tecnologia de obtencion de bioetanol es variada, pues existen de primera, segunda, tercera
y cuarta generacion. Sin embargo, en este trabajo el interés se centra en el bioetanol de primera
generacion, pues su tecnologia se encuentra bien desarrollada y disponible para todos los paises.
El bioetanol obtenido por tecnologias de segunda, tercera y cuarta generacion, se encuentran
aun en desarrollo y en general, no estan disponibles como el bioetanol de primera generacién
(Dufey y col., 2006).

Existen diferentes formas de producir bioetanol de primera generacién, por medio de la
utilizacion de azicar de cana (o remolacha) o por el uso del almidon de maiz, trigo, papa

o yuca (Puertas, 2011). En el mundo, la tecnologia mas desarrollada para la obtencion de
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bioetanol es por medio del almidén del maiz y por el azticar de cana. Por otro lado, la cana
de azucar tiene un mercado mayor, pero ain insuficiente para la producciéon de bioetanol de
primera generacion.

De acuerdo con Lin y col. (2013), la utilizacion de los residuos solidos urbanos (RSU),
principalmente los residuos de los alimentos o desechos alimentarios (RA), como fuente de
carbohidratos, es una opcién seria. Los RA pueden ser convertidos, a través de la fermentacion
de las azucares segin Charusiri y Vitidsant (2003) y Patel y col. (2006), en productos valiosos
principalmente bioetanol.

Los procesos de obtencion de bioetanol a partir del almidén suministrado por los RA, se
pueden hacer por diferentes vias, la Fermentacion Liquida (FL) y la Fermentacion en Estado
Solido (FES) (Barrios-Gonzélez y col., 1988). Existen ventajas economicas de la FES sobre la
FL, esto debido a los productos de alto valor agregado que se obtienen de la FES (Castillo
y col., 2000). Por ello, en este trabajo se elige a la tecnologia de FES, para la cual existen
diferentes tipos de biorreactores (Ruiz-Leza y col., 2006). Dentro de estos diferentes tipos de
biorreactores se seleccion6 al tubular (o columna), pues es en este tipo de sistemas donde se
permite un monitoreo del consumo de oxigeno y formacion de COs,, ya que estas actividades
metabodlicas se pueden utilizar para estimar la velocidad de sintesis de la biomasa y la produccion
de metabolitos (Aguilar y col., 2001).

Para un monitoreo mas adecuado de la produccion del consumo de oxigeno y la produccion
de CO,, Saucedo-Castaneda (1991) diseni6 un sistema experimental que describe la produccion
de la biomasa y del bioetanol a partir de almidén. Se busca el escalamiento de este sistema por
las ventajas de los productos de alto valor agregado que ofrece esta tecnologia (en este caso el
bioetanol). El escalamiento de los sistemas FES se ha visto frenado, porque la informacion de
la operacion de los biorreactores es escasa (Mitchell y col., 2004). Durante el resto de la tesis
se buscaré, por medio de las estrategias conocidas de escalamiento de biorreactores, utilizando

el promedio volumétrico (Whitaker, 1999a).
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Revision bibliografica del modelado
matematico de biorreactores tubulares de

lecho empacado

En este capitulo, se describiréan los modelos mateméticos de biorreactores tubulares de lecho
empacado (BTLE), que existen para la obtencion de biocombustibles de primera generacion.
Estos modelos permiten describir los bioprocesos involucrados y con ello las variables que
determinan la construccién de los biorreactores. Se analizaran las ventajas y desventajas de
este tipo de modelos y como se han ido obteniendo a lo largo del tiempo. El capitulo esta

organizado como sigue:

= Modelos matematicos para biorreactores.

Modelos de dispersiéon axial.

Modelos para crecimiento celular en geometria cilindrica.

Modelos para crecimiento celular en geometria esférica.

Modelos basados en el crecimiento de la biomasa.

= Analisis dindmico y de perturbacion
e Desarrollo industrial

e Ventajas y desventajas

Se planea hacer una revision de los modelos desarrollados para el reactor (BTLE), y una
conclusion de las simplificaciones propuestas por cada uno de los autores que en ellos han
trabajado. Al final, se describiran las formas en las que estos modelos se han integrado a la

industria, con un analisis dindmico y de perturbacién, describiendo qué modelos aplican para
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cada unos de los sistema a revisar, para terminar el capitulo describiendo al método del promedio

volumétrico y su uso en los sistemas de escalas multiples.

2.1. Modelos matematicos para biorreactores

De acuerdo con Himmelblau y Bischoff (1992), el analisis matematico y la simulacion de
procesos, ayudan a entender el comportamiento cuantitativo del sistema de estudio, en este
caso en particular, el analisis matemaético ayudaré a entender al sistema biologico y a predecir
el desarrollo en general del biorreactor. En el Capitulo 1, se mostraron la gran variedad de
aplicaciones de la FES y en un caso en particular, en biorreactores de lecho empacado (BTLE).
Algunas de las ventajas de los BTLE, se ven reflejadas en el tiempo de retencion, reutilizacion
del sistema biocatalitico, alta eficiencia y conversiones, facil operacion y bajos costos (Klesser
y col., 1990).

A pesar del amplio uso que han tenido estos reactores en la FES (Beg y Hassan, 1985b,
1987; Young y Carty, 1969), son relativamente pocos los trabajos que se presentan en cuanto al
desarrollo de modelos mateméticos que puedan caracterizar el comportamiento de los mismos
para elaborar una simulacion del proceso en si (Elmalah y Grasmick, 1985; Mitchell y col.,
2004). Estos modelos y simulaciones, pueden ayudar en la puesta en marcha y finalizacion de
la operacion del reactor, ya que podrian ayudar a describir la dindmica y las caracteristicas
de control del mismo o estimar los tiempos requeridos para alcanzar nuevos estados estables
cuando se presenta un cambio o una perturbacion (Hassan y col., 1995).

Los modelos matematicos para reactores en el drea de catélisis quimica, se originaron décadas
antes que los que corresponden a los bioprocesos (Carberry y Wendel, 1963). Para estos modelos,
se consider6 en un inicio, difusion y velocidades de reaccién de cero y primer orden, debido
a que se obtenian soluciones aparentemente simples para los problemas matematicos. Estas
metodologias, se aplicaron para los modelos matematicos de los biorreactores; sin embrago, su
limitante fue, que sblo eran validos para concentraciones de sustrato muy altas o muy bajas
(Skowlun y Kimse, 1989).

Para poder describir a la variedad de modelos que existen para simular estos procesos
Rittman (1982), han agrupado estos modelos en empiricos' y semiempiricos* o también
llamados fenomenoldgicos, que se basan completamente en los fendmenos de transporte y en las
leyes de conservacion de masa y energia. Dada esta variedad, se describiran a continuacion
los diferentes tipos de modelos que se han desarrollado para el reactor BTLE, mostrando

sus ecuaciones de diseno, las cinéticas estudiadas y algunas evaluaciones de desempeno de

Determinados a partir de técnicas de regresién ya que utilizan las observaciones directas o los resultados de
experimentos del fendmeno estudiado (Himmelblau y Bischoff, 1992).
2Son modelos que incorporan aproximaciones empiricas a las ecuaciones fenomenologicas (Rittman, 1982).
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los modelos, segiin los resultados obtenidos.

2.1.1. Modelos de dispersion axial.

Los primeros modelos que trabajaron bajo las consideraciones de difusion y velocidades de
reaccion de cero y primer orden, introdujeron el modelo de dispersion axial para reactores de
biopelicula, operando en reactores de flujo piston (RFP) (Beg y Hassan, 1985b,a, 1987; Hassan
y Beg, 1987; Hassan y col., 1995; Caicedo, 1996). Sin embargo, se retomé el modelado de este
tipo de sistemas para contar con ecuaciones mas generales de la operacion, funcionamiento y
aplicacion de los modelos de dispersion axial (Bales y Acai, 1999). De acuerdo con Elmalah
y Grasmick (1985), los primeros modelos se desarrollaron bajo consideraciones de reactor de
flujo piston (o RFP), reactores continuos de tanque agitado (o RCTA) (Jennings y col., 1976),
y cinéticas de reaccion de orden cero y primer orden (Mulcahy y col., 1980). Sin embargo, la
cinética de reaccion para situaciones practicas sigue la ecuacion de velocidad desarrollada por
Michaelis Menten, con o sin inhibicion por sustrato (Levenspiel y Barreiro, 2001). El estudio
que se desarrolla para tres clases de cinética con inhibicion, se atribuye a Hassan y Beg (1987),

quienes estudiaron los siguientes mecanismos de inhibiciéon:

1. Inhibicién no competitiva: Donde el grado de inhibicién no se ve afectado por las

concentraciones de sustrato.

2. Inhibiciéon competitiva: Donde el grado de inhibicién depende de la cantidad de sustrato
que esté presente. Usualmente el grado de inhibicion se reduce a medida que la concertacion

de sustrato aumenta.

3. Inhibiciéon por sustrato: Donde el grado de inhibicién puede verse incrementado por

concentraciones de sustrato elevadas.

Para obtener los modelos matematicos, se utilizaron las siguientes consideraciones o

restricciones:

La biomasa es homogénea, es decir, que el lecho empacado de microorganismos actia

como un conjunto, para formar un biopelicula en la cual el sustrato se difunde.

La biopelicula se considera adherida a una superficie.

Solamente existe un sustrato limitante.

La transferencia del sustrato se da dentro de la biopelicula por difusion.
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Hassan y Beg (1987) realizaron un balance de masa alrededor de un elemento diferencial
dentro y fuera de la biopelicula, de acuerdo con las anteriores consideraciones. La ecuacion

resultante para la biopelicula es:

ds 0%s
— =D.— — 2.1
o1 A (21)
Con las condiciones a la frontera dadas por:
0
y=0-—D, 2o = —ki(s — sly=0) (2.2)
dy =0
0
8y y=Le

Donde s: es la concentracién de sustrato dentro de la biopelicula [mg L™, ¢: es el tiempo
[s], De.: es el coeficiente de dispersion [cm? s71], y: es la coordenada para la biopelicula [cm]
v kq: es el coeficiente de transferencia de masa [cm-s™!]. Para la fase externa del fluido el
comportamiento se caracteriza por un modelo de dispersion axial, a través de un modelo de
flujo piston (Bird y col., 2007), el cual se presenta de la siguiente manera

ds 0%s ds
55 = De@ — Ua — k‘lOé<8 — S|y:0) (24)

Con las condiciones a la frontera dadas por:

9
2=0-—sD, 22 = u(8]heo- — S|amo+) (2.5)
az z:0+
82 z=L

Donde ¢: es la fraccion vacia del reactor, z: es la coordenada axial del reactor [cm|, u: es la
componente axial de la velocidad [cm-s™!], a: es el area superficial de la biopelicula por unidad
de volumen de lecho [em™!| y L: es la longitud del reactor [cm].

Posteriormente Skowlun y Kimse (1989), propusieron dos tipos de modelos de reactor. En
el primero se considera que la biomasa es homogénea, es decir, que el lecho empacado de
microorganismos actiia conjuntamente para una biopelicula, el cual tiene un espesor constante,
y se desprecia el efecto de difusion dentro del mismo. El segundo modelo supone que el espesor
de la capa de biopelicula es dependiente de la concentracion de sustrato que contiene. Esto con
el fin de solucionar el problema del perfil de concentraciones de sustrato dentro del reactor.
Para estos casos, los autores consideraron innecesario el uso de modelos limitados por difusion,

basados en el hecho de que:
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» La biopelicula solo es activa en un intervalo pequeno de espesor 70 a 100 (pm).
= En su mayoria, las reacciones biologicas tienen velocidades bajas de reaccion.

El modelo que se propuso en coordenadas Cartesianas, se describe como sigue:

d?s K,s
i 2.7
Fdz2 K,+s (2.7)
Con las condiciones a la frontera dadas por:
dC
=L —— =0 2.8
z 7 (2.8)
z2=L+06—s=sg (2.9)

Donde Dy: es la difusividad del sustrato en la biopelicula, s: es la concentracion del sustrato,
2: es la coordenada de la longitud en el bio-pellet®, L: es el espesor medio del soporte de la
biopelicula, d: es el espesor activo de la biopelicula, K,: es la constante de afinidad de Monod

(Levenspiel y Barreiro, 2001) y K, se define como una relacion de la velocidad méaxima de

uXs .
Y )

donde p: es la velocidad maxima de crecimiento, X;: es la concentracion de microorganismos

crecimiento respecto de la concentracion de microorganismos en la biopelicula. K, =

en la biopelicula y Y: es el factor de rendimiento sustrato-producto.

Dentro de los modelos con biopelicula homogénea, para obtener la velocidad de reaccion para
un bio-pellet limitado por difusién, de acuerdo a una cinética tipo Monod, cinéticas de cero
y primer orden, concentraciones bajas y altas de sustrato, Skowlun y Kimse (1989) proponen
una geometria de bio-pellet homogénea. El bio-pellet forma la biopelicula y sélo se toma en
cuenta al colocar en forma adimensional la ecuacion (2.7), ya que se hace necesario minimizar
el efecto de la velocidad de reaccion de acuerdo a la geometria. Para su calculo se emplea
una longitud caracteristica V propuesta por Petersen (1965); Routherform (1969), la cual va
a variar dependiendo si el bio-pellet se considera plano, cilindrico o esférico de acuerdo con la

siguiente ecuacion:

(L+6)" — L™

Vo= oy

(2.10)
V se define como el volumen de biopelicula activo por unidad de area superficial y n=1, 2 o
3, para geometrias Cartesianas, cilindricas y esféricas, respectivamente. Los autores suponen
conocida la concentracion de sustrato en la superficie, con lo que obtienen la velocidad de

reaccion para un bio-pellet limitado por difusiéon. Aunado a ello, consideran resistencia difusional

3Son particulas suspendidas en el lecho empacado, que tienen la funcién de retener particulas, parecido a los
catalizadores en los reactores quimicos (Levenspiel y Barreiro, 2001)
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entre la fase de lecho y la biopelicula, esto suponiendo concentraciéon de sustrato en la superficie
desconocida. Por tltimo, desarrollan el modelo para una aproximaciéon homogénea, es decir,
para el caso en el cual se supone constante el espesor de la biopelicula, con valor de 100 pm.
Al resolver los modelos con biopelicula homogénea de Skowlun y Kimse (1989) y Hassan y Beg
(1987) se obtiene que, para concentraciones bajas de sustrato, la capa activa de la biopelicula
depende de la concentracion de sustrato en el lecho del fluido. Aunado a ello, por debajo de una
concentracion minima de sustrato no hay crecimiento de la biopelicula, por lo que Rittman y
Carty (1980, 1981), reportaron la necesidad de utilizar el modelo de la longitud caracteristica
propuesto por Skowlun y Kimse (1989). Sin embargo, cabe senalar que los modelos sblo son
validos para concentraciones bajas de sustrato y para reacciones bioldgicas con velocidades

bajas de reaccion.

2.1.2. Modelos para crecimiento celular en geometria cilindrica.

Los modelos para crecimiento celular empacado se originan de acuerdo a aplicaciones de
la teorfa de reaccion y difusiéon a los datos de crecimiento y fermentaciéon obtenidos para
Saccharomyces cerevisiae inmovilizada en una membrana de alginato. Para ello, Hannoun
y Stephanopoulos (1990), bajo la suposicion de velocidad y de metabolismo constantes,
obtuvieron expresiones analiticas y valores que determinan los flujos de glucosa y etanol a
través de la membrana. Sin embargo, estos trabajos se compararon con datos medios para
células en suspension y se encontraron diferencias importantes. En estos modelos, para satisfacer
la suposicion de velocidad constante, se realizo el experimento bajo condiciones anaerdbicas y
altas concentraciones de glucosa. Sin embargo, Hannoun y Stephanopoulos (1990) notaron que,
bajo condiciones aerdbicas, debido a la baja solubilidad del oxigeno y su consumo, los gradientes
de oxigeno a través de la membrana y la simplificaciéon de velocidad constante no eran del todo
validas.

Para resolver este problema, se plante6 un modelo metabolico que tiene en cuenta ecuaciones
de velocidad de crecimiento, produccion de etanol, consumo de glucosa y oxigeno (Hannoun y
Stephanopoulos, 1990). Este modelo se aplico para simular la fermentacion del microorganismo
inmovilizado en alginato y en el anélisis del microorganismo inmovilizado en un reactor de lecho

empacado en operacion en estado estacionario y transitorio. Las suposiciones del modelo son:

= Se adiciona al modelo un término para considerar la inhibicién por etanol de tipo lineal,
debido a que las limitaciones de transporte difusional logran una acumulacién significante

de etanol en la parte interna de la matriz de alginato.
= La producciéon de etanol se supone proporcional a la velocidad de consumo de glucosa.

= La utilizacion de oxigeno se supone idéntica a la velocidad para células suspendidas,
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haciendo la salvedad de que para las células inmovilizadas el consumo de glucosa es més

rapido que para células libres.

Por datos experimentales obtenidos bajo condiciones aerdbicas se demuestra que la velocidad
de consumo de glucosa decrece con la concentracion de oxigeno disuelto y asintéticamente se
aproxima a la velocidad minima a altas concentraciones de oxigeno disuelto. La expresion que

describe el consumo de glucosa en el modelo es como sigue

05202 S
= — 2.11
“ [al KL,Q+OJ [Ks+s] (2.11)
El modelo obtenido queda de la forma
e 11202 s [, e]
= — 1—— 2.12
K {1 + pOq KL,M+OQ:| [Ks+8_ . em] (2.12)
04202 17 S 1
= — 2.13
) [al Kpo+02] [Ks+s) ( )
0,,05 s 0 e ]
0= 1—— 2.14
|:KL’O2+OQ:| [KS+S_ L €m | ( )

Donde a: es velocidad especifica de consumo de glucosa [h™!], K,: es la constante de Michaelis
para sustrato, K: constante de Michaelis para oxigeno, pO,: es la presion parcial de oxigeno, Os:
es la concentracion de oxigeno disuelto, s: es la concentracion de glucosa [g/L], e: concentracion
de etanol, e,,: es la concentraciéon de etanol limite para crecimiento celular, 0: es la velocidad
especifica de consumo de oxigeno [L/g-h|, u: es la tasa especifica de crecimiento [h™! y p : es la
medida del efecto Pasteur* en el modelo. Las ecuaciones diferenciales parciales para el estado
transitorio, describen la relaciéon y difusion en la membrana de alginato de calcio, utilizando las
correspondientes condiciones a la frontera.

Este modelo se utiliz6 ademas para el anélisis en un BTLE con células inmovilizadas,
obteniendo resultados acerca del disefio y operacion de dichos sistemas para transformaciones
bioquimicas. Obviando difusién axial y radial, en una operaciéon con ntiimero de Péclet elevado,

el balance de masa para cualquiera de los tres componentes se puede escribir como:

ds U 0s

=2 ___ 2 2.15

ot A(l —¢g)or (2.15)
Donde U: es la velocidad de flujo volumétrico, e: es la fracciéon de volumen ocupada por los

pellets, D.: son los coeficientes de difusion (g: glucosa, e: etanol, o: oxigeno) y R: es el radio

4Es un efecto de inhibicion de la fermentacion alcoholica debido a la participacion de oxigeno (O2), en otras palabras,
las levaduras aumentan su tasa de crecimiento a medida que disminuyen o cesan su producciéon de alcohol (Krebs, 1972).
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de biocatalizador. Con condiciones a la frontera e iniciales, definidas por las concentraciones de

las corrientes limite:
8(07 t) = 5(27 O) = SAlimentacion (216)

Esta ecuacion se usd acoplada a la de reaccion y difusion a través de la membrana y se
evaluo de acuerdo al método de diferencias finitas (Nagle y col., 2005). El comportamiento
del reactor se evalué con base en la productividad de etanol, concentracion final de etanol
y etanol remanente, obteniendo resultados satisfactorios con el modelo empleado. El trabajo
realizado por Beg y col. (1995), incluye en el modelo el efecto de activadores en la tecnologia de
catalizador-enzima que pueden alterar la velocidad de reacciéon de diferentes maneras. Dentro
del mismo trabajo se estudian varios casos para la activacion de la enzima y sus respectivas
expresiones para la velocidad de reaccion. Las ecuaciones que describen el comportamiento en
un reactor de lecho empacado para la biopelicula y la fase externa de fluido son las mismas
que las expuestas en su anterior trabajo Beg y Hassan (1987), con la salvedad de las diferentes

formas de cinética de reaccion dependiendo del mecanismo de activacion de la enzima.

2.1.3. Modelos para crecimiento celular en geometria esférica.

Uno de los primeros trabajos que no considera la biopelicula homogénea, sino los soportes
de pellets como un empaque heterogéneo, es el de Gencer y Mutharasan (1980). Este trabajo
se realizo, con el fin de simular la velocidad de cambio en el peso de las células inmovilizadas
por unidad de volumen del fermentador y la capacidad de retencién para diferentes soportes de
inmovilizacion. Se realizaron los balances de masa en un reactor tubular empacado, a través de

una seccion transversal de una columna empacada, obteniendo la siguiente ecuacion:

0 oC

Donde ¢: es la porosidad del lecho, s: es la concentracion de células en la suspension [g/L], o:
es el peso de células entrampadas por unidad de volumen del fermentador, U: es la velocidad
superficial de las células [m/s|, Z: distancia desde la entrada hasta un determinado tiempo |[m)|.
Se le atribuye a Beg y col. (1995), el analisis de un reactor no isotérmico, en el cual se llevan a

cabo los siguientes fenémenos de transporte:

= Transferencia de sustrato y calor desde el lecho del fluido hasta la superficie del

biocatalizador inmovilizado.
» Transferencia de calor de la fuente a la pared del reactor.

= Difusién simultédnea y reaccion del sustrato dentro del biocatalizador.
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Estos investigadores analizaron un reactor empacado con bio-pellet (o enzima encapsulada) de
forma esférica. El modelado se hizo en términos de parametros adimensionales de cinética y
transporte. El estudio demostré que las particulas de biocatalizador pueden ser consideradas

isotérmicas. Para realizar el modelo matematico, supusieron las siguientes simplificaciones:
= Operacion bajo condiciones isotérmicas.
= La resistencia de la membrana a cualquier proceso de transporte es insignificante.

= La reaccion entre sustrato y la enzima sigue la cinética de Michaelis-Menten sin inhibicion

de producto y sustrato.
» La actividad enzimatica es uniforme a través de la particula.
» La distribucion de las particulas del biocatalizador es uniforme a lo largo del biorreactor.

= La caida de presion a través del reactor, el gradiente de concentracion radial en el lecho

del fluido y otros efectos mecanicos, son insignificantes.

= Todas las propiedades fisicas y de transporte se hacen constantes, excepto las constantes

de velocidad.

Con las simplificaciones asumidas, el balance diferencial de masa para sustrato en estado
transitorio, tanto en la particula de enzima inmovilizada como en el lecho de fluido, de acuerdo

con Bird y col. (2007), da como resultado las siguientes ecuaciones

ds, d%*s, nos keces
P — D P Pl <P 2.18
ot b [ or:  ror } Sp + km (2.18)
ey d%cy, ey n+1
55 = Dagce—az2 + us, T (1—-¢) Ki(eo — ¢lr=r) (2.19)
el balance de energia en estado transitorio para la particula de enzima inmovilizada es
8Tp aQTp nan kpCRCp
— =K — (AH 2.20
PPCPP ot P { Or? + ror + Cp+kn ( ) ( )

Donde, s,: concentracion de sustrato dentro de la particula [g/L], ¢: es la concentracion
de sustrato en el lecho del fluido [g]|, cpp: capacidad calorifica para la soluciéon de enzima,
C" es la concentracion adimensional (E: enzima, P: sustrato), Dp : coeficiente de difusion en
la particula de biocatalizador, D,,:coeficiente de dispersion axial, r: coordenada adimensional
de la particula esférica, R: radio de la particula esférica, e: fraccion vacia de lecho (0.4), Tp:
temperatura adimensional para la solucion de enzima [°K], pp: densidad solucién de enzima,
K : coeficiente de transferencia de masa externa, Kp: conductividad térmica intraparticular,

k... es la constante de Michaelis-Menten y kp: constante de velocidad de reaccién de enzima.
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El modelo descrito para bio-pellets esféricos, se soluciona por el método de colocacion
ortogonal y el procedimiento de solucion se describe por Hassan y Beg (1987) y Finlayson
(1972). El modelo se solucion con ecuaciones de Michaelis-Menten convertida a orden cero y
primer orden, es decir, k,, > Cp y k,, < Cp respectivamente. En estos trabajos se tuvo
en cuenta para la elaboracion del modelo el crecimiento celular y la utilizaciéon del sustrato,
combinados con los procesos de reaccion y difusion involucrados. Sin embargo, son pocos los
trabajos que consideran la posibilidad de salida de biomasa del soporte y se ha demostrado
experimentalmente, que se presentan casos en los cuales ésta decrece debido a este fenémeno
de salida (o escape) (Webb, 1989).

Laca y col. (1988), consideraron en su modelo para sustrato, producto y células, procesos
de difusién, reaccion, crecimiento celular y posible escape de las células del soporte. En este
trabajo, tuvieron en cuenta con dos tipos de modelos, el de difusion de poros y el homogéneo,
con el fin de simular la evolucion del sustrato y las células, incluyendo su difusién interna y
externa.

El concepto de difusividad celular adoptado por Quirds y col. (1995), considera el cambio
de posicion de las células, ajustado a una ley de tipo Fick (Bird y col., 2007), incluye un amplio
namero de fenémenos como convenciéon, sedimentacion, efectos inerciales y movilidad celular.
Debido a esto, los modelos desarrollados no solo tienen en cuenta el consumo de sustrato y
formacion de biomasa sino que también la difusion de sustrato de la fase liquida a la esfera y
la difusiéon de biomasa de la esfera a la fase liquida. El modelo se puede aplicar a métodos de
inmovilizaciéon como entrampamiento, agregacion y contencion.

Con el fin de estudiar la evolucion de la concentracién de sustrato y biomasa dentro del
soporte, se usan dos formas de modelamiento: modelo de difusion de poro (Froment y Bischoff,
1990; Caicedo y col., 1987; Bird y col., 2007) y modelo homogéneo (Froment y Bischoff, 1990;
Conde y Boyacé, 1994). La diferencia béasica entre los dos es que el primero considera que el
soporte es una estructura heterogénea en la que los poros estan distribuidos, siendo la parte
interna de estos poros donde el soluto se localiza. Existe difusion tanto de sustrato como biomasa
desde la parte exterior a la interior del soporte, a través del liquido contenido en los poros. El
segundo modelo supone que el soporte es un medio continuo a través del cual existe el proceso

de difusién. Las ecuaciones correspondientes a los dos modelos se presentan a continuacion.
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Modelo de difusiéon de poro

El balance de masa dentro del soporte queda como sigue

agfﬂﬁ Ta 7712% (TQDpx%> — Biomasa (x) (2.21)
0C,s 10 (5, 0Cps

- _ - 2.22

- et 5o (r bs 5, ) — Sustrato (s) (2:22)

Donde r;: es la velocidad de reaccién de los componentes x o s dentro de los poros, Cp;: es
la difusividad del componente j dentro de los poros y r las coordenadas radiales del soporte

esférico. Aunado a ello, el balance de masa dentro del reactor se describe como sigue

dChy 3(1— 0C,, :

d; = _E%@Dm 8—: . + r, — Biomasa (x) (2.23)
dCls 3(1— 0Cs

dtb — _E%QDW a—f L rs — Sustrato (s) (2.24)

Donde R: es el radio promedio de las particulas esféricas [m|, Cy;: es la concentracion del
componente j en el medio liquido [g/L], e1: es la porosidad del lecho empacado, ;: es la

porosidad de la particula y 7;: es la velocidad de reaccion del componente j en el medio liquido
|L/gh].

Modelo homogéneo

El balance de masa dentro del soporte queda como sigue

o0, 10 [, 0C, :

5 — e + 27, <7“ D, 5 ) — Biomasa (x) (2.25)
oCs 10 ([, 0Cs

o~ s + i (r Dy o ) — Sustrato (s) (2.26)

Donde 7;: es la velocidad de reacciéon del componente j dentro del soporte, Cj: es la
concentracion del componente j en el soporte y D; es la difusividad efectiva del componente j

en el soporte. Aunado a ello, el balance de masa dentro del reactor se describe como sigue

0C, 3(1—e¢ 0C, .
5 = _ﬁ(e—LL)an o . +r, — Biomasa (x) (2.27)
0C, 3(1—e¢p) 0C,
=2 D —ry — 2.2
T T als |- . Ts Sustrato (s) (2.28)

Donde R: es el radio promedio de las particulas esféricas, C;: es la concentracion del componente

J en el medio liquido, : es la porosidad del lecho empacado, ¢;: es la porosidad de la particula
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y rj: es la velocidad de reaccion del componente j en el medio liquido. Aunado a ello, se impone

la condicién inicial y las condiciones a la frontera de la siguiente manera

oC
r=0-——-=0 (2.30)
r=R— Cj = ij (231)

La segunda condicion a la frontera en r = R, se debe tomar en cuenta que el sustrato depende
de la existencia o no de la agitacion externa alrededor de la particula como funcién de una
turbulencia externa local. Por ello, se presentan dos casos. El primero, cuando la concentraciéon
de sustrato en los poros de la superficie del soporte, es la misma que en el medio liquido
(Ecuacion 2.32). La segunda, cuando la concentraciéon de sustrato no es la misma que en el

medio liquido (Ecuacion 2.33).

r=R— Cj = ij (232)
ac,
r=R— W = Kj(ij — C](R)) (233)
Donde
k; k;
N K, =3 2.34
KJ Dpj J Dj ( 3 )

Cualquiera de las condiciones, depende del modelo a usar, donde k; es el coeficiente de
transferencia en la parte externa de la pelicula. El modelo presentado, se aplica en vias de

inmovilizacién conocida (Webb, 1989), considerando una cinética de Monod del tipo

_ HmaxCpeCps "z (2.35)

Ty Tss =
Cps + ks Yf

En los modelos de Bales y Acai (1999), se logré una simulacion de un BTLE con células de
Saccharomyces cerevisiae, inmovilizadas en alignato de calcio, teniendo en cuenta un sistema
modelo de la hidrolisis de sacarosa. El objetivo de dicho trabajo, fue desarrollar un modelo
matematico que describiera el funcionamiento de los reactores con células inmovilizadas, en
los cuales, se consider6 la cinética de reaccion y la influencia en la resistencia debida a la
transferencia de masa, es decir, la influencia del coeficiente de difusiéon tanto interna como
externa y la dispersion axial.

El modelo matematico se baso, en el balance de materia para el sustrato, en la corriente

de fluido y el balance de materia para el sustrato en la particula. La ecuacién escogida para la
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velocidad de reaccion expresa fue inhibicion por sustrato. El conjunto de ecuaciones diferenciales
parciales se resolvio a partir de un método de colocaciéon ortogonal y se analizaron los efectos
de los coeficientes de difusion interna y externa con respecto a la concentracion adimensional
de sustrato. Para lo anterior, los autores supusieron una serie de simplificaciones desarrollando

un modelo bésico como sigue
= Se considera la presencia de un tnico sustrato en la corriente de fluido.
» Velocidad de flujo constante a través del reactor.

= Las particulas del lecho empacado se suponen homogéneas de forma esférica y el coeficiente

de difusion efectiva constante.
» Se considera actividad de la enzima invertasa®.
= La seccion transversal del reactor y el espacio vacio del lecho son constantes.
= No se considera dispersion radial.
= Temperatura constante a lo largo del reactor.

Con lo anterior, el balance de masa para el sustrato en el fluido y en la particula se expresa de

acuerdo a las dos siguientes ecuaciones propuestas por Froment y Bischoff (1990),

8205 865 acs *
DLW - < 0z ) e ( 0z ) ¥ (e = &) (236)
Jcsp B D*csy  20cq,
P — =D ( o " ror (2:57)

Donde ¢: es el espacio vacio en el lecho, v: es la velocidad intersticial, k,,: coeficiente de
transferencia de masa externo (o difusion externa), a,,: es el area especifica del biocatalizador,
st es la concentracion de sustrato en el liquido, ¢f,: es la concentracion de sustrato en la
superficie de la particula, cy: es la concentracion de sustrato en el seno de la particula, P: es
la porosidad de la particula, Dy: es el coeficiente de dispersion axial, R,: es la velocidad de la

reaccion descrita como sigue

Vm Csp

R, =
km + csp + k;sczp

(2.38)

Para la solucion del modelo, habra que describir las condiciones iniciales y las condiciones a la

frontera para cada caso, es decir, para el sustrato en el fluido (Ecuacion 2.36) y para el sustrato

5Conocida también como sacarasa, es una enzima que convierte la sacarosa (aztcar comun) en glucosa y fructosa
)
(Nielsen y villadsen, 1994)
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en la particula (Ecuacion 2.37). Para el sustrato en el fluido se tiene que

t=0—cs(2,0) =0 (2.39)
Oc,
z2=0— ev(cs — cy) = Dy, 5 (2.40)
z
Jdcs
z P (2.41)
y para el sustrato en la particula
t=0—cyp(0,R,) =0 (2.42)
dc
=0— —2=0 2.43
r o (2.43)
. Jcsy
r= Rp 5 km(cs Csp) =D, or <244>

En un trabajo en especifico realizado por Alcazar-Gonzalez y col. (1997), con empaque
biologico esférico, se obtuvo que al comparar los resultados experimentales con los resultados con
los obtenidos en la solucién del modelo matemaético, se pudo observar que el modelo propuesto
y el método de soluciéon son confiables, de acuerdo a los andlisis de error aceptables que se

presentan en el mismo trabajo.

2.2. Modelos basados en el crecimiento de la biomasa

Los modelos mateméticos que se basan en el crecimiento o decrecimiento de la biomasa,
pueden ser divididos en categorias basadas en dos supuestos. El primero se relaciona con la
distribucion de la biomasa. Si las células son homogéneas, el modelo se denomina como no
segregado o no estructurado. Por otro lado, los modelos segregados o estructurados, toman
en cuenta el hecho de que la biomasa puede encontrarse en diferentes estados fisiologicos.
Este ultimo tiene relacion con los procesos que ocurren dentro y alrededor del microorganismo
(Mitchell y col., 1999).

En la simulacion de procesos biologicos, los modelos no estructurados, como la ecuacion
logistica, modelos de crecimiento lineal y exponencial son ampliamente utilizados para describir
la relacion entre la biomasa, su tasa de crecimiento y la actividad celular, pues la conformacion
del proceso celular se considera como una caja negra (Smits y col., 1996). Las cinéticas maés

comunes para el modelado de sistemas bioldgicos son las siguientes:
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Crecimiento lineal

dX
- —a, 2.45
il (2.45)
donde X es la biomasa® y o, es una constante.
Crecimiento exponencial
dX
— = e X 2.46
o = H (2.46)

donde pmax representa la méxima velocidad especifica de crecimiento.

Ecuacioén logistica

dx X
@ x(1- 2.4
a ( Xmax) (2:47)

donde X .. representa la cantidad méxima de biomasa. Los modelos logisticos consideran una
limitacion para el crecimiento, por ello, han sido utilizados en cultivos de FES. La forma integral

del modelo logistico tiene la siguiente forma

Xmax
X = (2.48)

Lo [ (B ) ]

donde t es el tiempo de operacion del biorreactor, X es la concentraciéon de la biomasa en

funcién del tiempo, X,.« es la concentracion maxima de la biomasa, X es el valor residual de
la biomasa y fimax €s la maxima tasa de consumo de biomasa. El modelo logistico de la ecuacion
(2.48), no considera explicitamente las limitaciones por sustrato o problemas difusionales y sus
parametros deben ser determinados para cada nuevo sistema (Flickinger y Drew, 1999; Mitchell
y col., 1999).

Por otro lado, el modelo de Pirt para le consumo de sustrato descrito en la ecuacion (2.49), ha
sido ampliamente utilizado para describir el crecimiento en sistemas de FES, el cual, relaciona

a la biomasa con la actividad respiratoria del organismo (Najafpour, 2006). El supuesto es que

SPara sistemas biolégicos se denota con X a la biomasa, en este caso la nomenclatura del presente trabajo utiliza de
manera general S para definir al sustrato y X a la biomasa.
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la actividad respiratoria, es proporcional a la tasa de crecimiento y una parte de la respiracion

se mantiene presente, conocida como respiracion por mantenimiento (Smits y col., 1996).

dS 1 dX
dt — Yxss di

+mX (2.49)

donde Yy/s es el rendimiento estequiométrico del crecimiento microbiano y se define como la
relacion entre el producto obtenido y el sustrato consumido (usualmente la fuente de carbono y
energia) y my es el coeficiente de mantenimiento. X y .S representan la concentracion de biomasa,
y sustrato respectivamente. En la practica, para el céalculo del Yx,s se emplea la expresion
Yx/s = —ﬁ—g. En algunos casos, a parte del sustrato consumido, se considera la formacion de
producto, descrito por el modelo de Luedeking-Piret para la formacion de producto descrita en

la ecuacion (2.50)

dP dX

—— =y X 2.50

donde P es el producto formado; a, y 3, son los coeficientes de los rendimientos del producto.
A partir de las ecuaciones (2.49) y (2.50), se arreglan los términos y se integran de acuerdo con

Soto y col. (2002), para llegar a las siguientes expresiones

1 Xrnax Xmax - XO
S(X)=5)— X — X)) — my | 2.51
(X) =50 -y X~ X0 mumaxn<xmax—X> (251)
Xmax Xmax - XO
P(X) = P() + Oép(X — X()) - Bp . In ( Xmax — X > (252)

Los coeficientes involucrados, se calculan ajustando los datos experimentales disponibles de la
biomasa X contra el tiempo ¢, a partir de la ecuacion logistica descrita en (2.48). Paso seguido,
se realiza una regresion lineal para obtener los coeficientes Yx /g, ms, o, y 5, dando lugar a la

siguiente expresion general para consumo de sustrato y formacion de producto
Y(Xl) = Qg — ale — CLQXQ 1= S, P (253)
donde las variables X; y X5 estan definidas por las siguientes relaciones

Xmax_X
X1=X—Xo nghl(—o)

2.54
Xmax_X ( 5>

y los coeficientes ag, a; y as se definen de acuerdo al modelo de produccién o consumo que se
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dese utilizar, es decir, si es para consumo de sustrato se tiene que los coeficientes son

1 Xmax
ap = S() ay = ag = M (255)
YX/S Hmax
y si es para la formacion de producto se tiene que
Xmax
ag = P() a1 = Qyp a9 = Bp (256)

max

Otra manera de modelar el crecimiento de la biomasa es la ecuaciéon de Monod, en donde el
crecimiento decae una vez que el o los sustratos limitantes comienzan a agotarse. Una cinética

Monod de crecimiento se describe de la siguiente manera

dX C,
= maxX 2.
a N (Ks + CS) (257)

donde el término de K corresponde a una constante de saturacion para el sustrato limitante
denotado por Cy. Dada la naturaleza del presente problema de FES se planéa utilizar el modelo
logistico junto con el modelo de Pirt para describir la produccién y consumo de la biomasa y

su relacion con la actividad respiratoria (Ver Apéndice A).

2.2.1. Crecimiento celular en biopeliculas

En el trabajo de Wood y Whitaker (1999), se desarroll6 una ecuacién macroscopica para el
crecimiento celular a partir de la ecuacion microscopica de transporte de masa y la formacion de
producto. En este trabajo se utilizo el método del promedio volumétrico Whitaker (1999b), para
desarrollar la representacion macroscopica considerando cuidadosamente los flujos de especies
quimicas que pertenecen al crecimiento celular. Estas especies quimicas se pueden relacionar
por la ecuacion de la respiracion celular (Campbell y Reece, 2007), descrita en (2.58) como se

muestra

El modelo que describen Wood y Whitaker (1999), se considera estructurado, ya que toma
en cuenta el hecho de que la biomasa se encuentra en diferentes estados fisiologicos y la
relacion con los procesos que ocurren dentro y alrededor del microorganismo. A parte de
ello, se incluye el transporte de las especies quimicas en la escala microscopica. El modelo de
crecimiento macroscopico resultante, es similar en forma a los modelos publicados anteriormente
(Ramkrishna y col., 1967; Domach y col., 1984; Steinmeyer y Shuler, 1989; Schaff y col., 1997),

estos modelos en general no toman en cuenta el transporte de masa que se produce en la
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escala microscopica. Desde el punto de vista de estos autores, en las biopeliculas, los efectos del
transporte de masa no se deben despreciar. El objetivo especifico de este trabajo fue desarrollar
una ecuacion del crecimiento celular por unidad de volumen, como una funciéon de tiempo
y espacio a partir de las consideraciones fundamentales de transporte de masa y la reaccién

intercelular. La ecuacion resultante se describe en (7.95) como sigue

aa? =M [(1 — )M ({cAiiAilK) ({CB} Ercfiq,BKBﬂ (259

donde {C4} y {Cg} son las concentraciones promedio de las especies quimicas de consumo y

formacion, K4 y Kp son las constantes de saturacion promedio para la reaccion intercelular de
la especie A y de la especie B respectivamente; K, es el coeficiente de equilibrio de fases para
la especie B; oy es la relacion de equilibrio para la especie A; A es el coeficiente de crecimiento
celular empirico; uM es la tasa méxima de consumo de sutrato dada en t='; n, es la relacion

celular de la biomasa.

2.3.  Analisis industrial (dindAmico y de perturbacion)

Existen aplicaciones a nivel industria como los trabajos realizados para el tratamiento de
aguas residuales (Young y Carty, 1969), remocion de amoniaco por Haug y Carty (1972) y
otros modelos que desde hace décadas, siguen vigentes hasta la fecha (Beg y Hassan, 1985b,
1987). Sin embargo, de acuerdo con Montane y Sangra (1988), los procesos industriales no estan
exentos de perturbaciones en los parametros de aplicacion. Para la simplificacion del modelado
de estas perturbaciones, Guota y Chand (1990) iniciaron estudios de anélisis dindamicos en los
BTLE, con ellos los autores se dispusieron a describir la posible respuesta dindmica del sistema

de acuerdo con las siguientes suposiciones

= No existe influencia del lecho empacado en la reacciéon a excepcion de su contribucién en

el mezclado axial.
= No existen gradientes de temperatura (radiales o longitudinales).

= Existe un equilibrio dinamico entre las células que crecen y aquellas que se consideran

salen, es decir, las concentraciones de las células activas permanecen constantes.

Al resolver las ecuaciones de balance obtenidas por estas simplificaciones, Guota y Chand
(1990) lograron determinar los cambios de la concentracion en la salida y la productividad,
basados en las perturbaciones o alteraciones en la concentraciéon de azucar inicial y en la

velocidad de flujo de alimentacion. En un analisis hidrodinamico de un BTLE, para una

Modelado matemdtico de biorreactores 50 Guillermo Benitez-Olivares



Capitulo 2: Revision bibliogrdfica del modelado matemdtico de biorreactores

industria cervecera, se realizo a cargo de Sarraut y col. (1994), quienes realizaron aproximaciones
clasicas en el biorreactor y se enfocaron en el anélisis de la distribuciéon de tiempos de residencia
(0 DTRT) con el fin de aplicarlo desde un punto de vista para el control del proceso.

El analisis de DTR se usa ampliamente en el estudio de reactores quimicos (Fogler, 2001);
sin embrago, es muy poco lo que se ha aplicado en sistemas biologicos. En este tipo de sistemas
se deben considerar modelos de flujo no ideales, debido a la existencia de mezclado radial
incompleto y presencia de regiones estancadas. Se utiliza la DTR, como impulso de respuesta
del sistema y a través de éste, encontrar el modelo lineal del sistema dinédmico.

El analisis de perturbacién debido a concentracion y temperatura en un reactor de lecho
empacado biologico fue realizado igualmente por Hassan y col. (1995). Este analisis se efecttia
para cinéticas de cero y primer orden, asi como para Michaelis-Menten. Las ecuaciones se
resuelven por el método de colocacion ortogonal. Para este analisis se tuvieron en cuenta los
fenémenos de transporte de agua y sustancias dentro del reactor y el transporte de gases que
toma parte en el proceso biologico.

Sin embargo, lo que ocurre dentro del lecho es comun para todos los reactores. El sustrato
es llevado hacia la biopelicula de diferentes formas, pero dentro del mismo sustrato, el
nutriente®debe ser transportado en forma soluble hacia los microorganismos, donde se lleva
a cabo la reaccion, y los productos de la reacciéon ser conducidos hacia la parte exterior
nuevamente. En el modelo que los autores plantean, el sustrato se transporta desde el lecho del
fluido hasta la capa externa y de esta hacia el interior de la biopelicula por difusion, seguida de

reaccion dentro del mismo. Las simplificaciones que se hicieron en el modelo al respecto fueron:
= La biopelicula es homogénea y de geometria plana.
= Solo existe presencia de un solo sustrato.
= El flujo dentro del lecho se aproxima al modelo de dispersion axial.

Las ecuaciones de balance desarrolladas, tanto para el lecho de fluido como para la fase de

la biopelicula, son las mismas del trabajo de Hassan y Beg (1987), con la modificacion de que la

"Es el tiempo que una burbuja pasa en el reactor (Fogler, 2001).
8La mayoria de las veces Oq (Nielsen y Villadsen, 1994).
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concentracion de sustrato para analisis de perturbacion varia de manera triangular de la forma:

t < tinic — S|z:0* = S; (260)

hyt 1 — hyt
tinic <t < Zfprom — S‘z:()— = ! + L (261)

tprom - tinic tprom - tinic

hyt n 1 — Ryt prom + It

tprom <t< tmax — S‘z:()_ = (262)

tprom - tinic tprom - tinic

tmax <t < thpal — S|z:07 = 8 (263)

De igual manera, realizaron la consecuente variacion para la perturbacion triangular de la

temperatura, describiéndola a través de las apropiadas relaciones matemaéticas.

2.4. Resumen de ventajas y desventajas en los modelos

Si bien a lo largo del capitulo se han mostrado los diferentes tipos de modelos que existen
para el reactor tubular de lecho empacado (BTLE), se han enumerado una serie de suposiciones
(como en cualquier modelo), para cada uno de ellos. Estas suposiciones, en algunos casos, han
limitado el conocimiento de variables y pardmetros necesarios para la implementacion de estos
sistemas a nivel industrial.

En el caso de los modelos con biopelicula homogénea, se mostraron una serie de ventajas al
momento de su implementacion. Se mostro, a grandes rasgos, que para concentraciones bajas de
sustrato, se tiene que, las aproximaciones de los modelos de primer orden, pueden usarse para
obtener la concentracion de salida. Para concentraciones altas de sustrato se tiene que, se pueden
utilizar aproximaciones de homogeneidad. Para cualquiera de estos casos, se pueden encontrar
soluciones a los problemas propuestos para determinar la concentracion a la salida, ya que
finalmente son mas simples de resolver y el tiempo consumido por los anélisis computacionales
es menor. Sin embargo, para este tipo de modelos, la limitante es que deben ser necesariamente
sistemas con muy altas o bajas concentraciones de sustrato para que se puedan cumplir las
suposiciones de homogeneidad y reacciones de primer orden con velocidades bajas de reaccion
respectivamente.

Dada la problematica de los modelos con biopelicula homogénea, se desarrolld el modelo
para crecimiento celular empacado. En casos particulares, se aplico para la fermentacion de
microorganismos con levaduras, obteniendo resultados satisfactorios, pues las cinéticas de
reaccion que dependen del mecanismo de la activacion de la enzima y permiten describir la
velocidad de dicha cinética. El problema en general de este modelo, se plantea en el mismo
momento en que pretende describir la velocidad de reaccion, ya que esta se toma como constante

al igual que el metabolismo. Esto genera una variedad del primer modelo, salvo que la diferencia
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respecto al primero como ya se habia descrito, se basa en que en este tipo de modelos se puede
trabajar con una cinética de reacciéon mas compleja.

Mas adelante, se presentaron los modelos con empaque bioldgico esférico, pues en este tipo
de modelos su principal objetivo es tomar en cuenta el consumo de sustrato y formacion de
biomasa. Aunado a ello, se toman en cuenta la difusion de sustrato de la fase liquida a la
esfera y la difusion de biomasa de la esfera a la fase liquida. Estas consideraciones, lo vuelven
un modelo que cumple con las caracteristicas y soluciones de los datos obtenidos durante las
experimentaciones, permitiendo llegar a los ajustes experimentales de formas satisfactorias en
los casos de fermentacion en estado solido para reactores tubulares de lecho empacado (Gencer y
Mutharasan, 1980; Beg y Hassan, 1987; Hassan y col., 1995; Bales y Acai, 1999). La desventaja
que se le puede marcar a este modelo, es que se necesita desarrollar una serie de simplificaciones
para cada modelo en particular, es decir, cada sistema es diferente por las consideraciones
iniciales de la difusion dentro y fuera del soporte. Aunado a ello, es necesario tomar en cuenta
si existe o no agitacion externa, ya que con ello, el término convectivo de la ecuacion puede ser
o no despreciado y cambiar las tendencias esperadas por el modelo en si.

En el andlisis industrial dindmico y de perturbacion, se mostro que cada sistema implementado
a la industria tiene tendencias a la perturbacion, por lo tanto se recurren a modelos simples
como los modelos con biopelicula homogénea. Estos sistemas, son confiables, aunque en gran
medida, estan disenados para las funciones mas bésicas de los biorreactores, que son célculos
matematicos relativamente sencillos, con cinéticas de primer orden y homogeneidad en el medio.
Cabe mencionar que muchos casos no son asi, pues la realidad nos hace recordar que los sistemas
bajo este tipo de circunstancias, sélo ocurren en estados ideales o estacionarios. Por ello, falta
definir qué parametros son fundamentales para apoyar a la implementaciéon de modelos mas
generales.

La propuesta para comparar con el analisis biologico en el presente trabajo es el modelo
logistico apoyado con el modelo de Pirt para consumo de sutrato y el modelo de Ludeking y Piret
para la formaciéon de productos. Estos tltimos han sido ampliamente utilizado para describir
el crecimiento en sistemas de FES, pues relaciona la biomasa con la actividad respiratoria del
organismo (Najafpour, 2006). Sin embargo, la limitante es que estos modelos no consideran
las limitaciones por sutrato ni problemas de difusién y sus parametros deben ser determinados
para cada sistema en el que se vaya a implementar, por ello la razéon de buscar un modelo mas

general.
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Pregunta de investigaciéon y objetivos

3.1. Pregunta de investigacion

= ;Considerando las caracteristicas esenciales de las diferentes escalas del sistema, es posible
modelar matematicamente la transferencia de masa y reaccidén para la conversion de

almidon no alimentario en bioetanol?

3.2. Objetivo general

Desarrollar, solucionar y validar modelos de transferencia de masa con reaccién biologica

para la conversion de almidéon no alimentario en bioetanol.

3.2.1. Objetivos particulares

1. Aplicar el método del promedio volumétrico a las ecuaciones que modelan al sistema

experimental para pasar de la escala microscopica a la escala intermedia del sistema.

2. Aplicar el método del promedio volumétrico para pasar de la escala intermedia a la escala

macroscopica.
3. Realizar el analisis paramétrico de las variables del sistema.

4. Comparar las predicciones teéricas con los datos experimentales disponibles y modelos

existentes para la produccion de bioetanol.

o4
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Metodologia

Lo que se busca a través del modelado matemético para biorreactores, es mejorar la
comprension de fendémenos de transferencia de masa y reaccion bioldgica para apoyar a
los disenos experimentales y que éstos tengan una mayor certidumbre al momento de su
implementacion. La ausencia de un modelo matematico adecuado, limita la explotacion de
las tecnologias de obtencion de productos de alto valor agregado (en este caso en particular el
bioetanol) en los biorreactores de fermentacion en estado solido. En resumen, los principales

problemas de los modelos mateméticos descritos en el Capitulo 2, son:

= Las cinéticas de reaccién no siempre pueden ser representadas como funcién de la
concentracion de biomasa, sustrato y productos simultaneamente. En ocasiones se recurre

a ecuaciones en funciéon de una sola variable.
= Existen mediciones que no se pueden realizar a ciertas escalas

» La ausencia de informacién en las escalas mas pequenas del sistema, limitan el conocimiento

de todos los procesos que lo influyen.

En general, los problemas de fenémenos de transporte no resueltos, limitan el escalamiento y
explotacion de esta tecnologia. Estos problemas podrian resolverse, con la alternativa propuesta
del método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999a). Este método, se utiliza para estudiar
sistemas de escalas multiples y permite desarrollar modelos promedio del sistema que no
desprecian términos que podrian ser importantes para el diseno experimental. Cabe mencionar,
que se busca un modelo matematico que describa la transferencia de masa y reaccién dentro del
biorreactor, que contenga la informacion esencial de las diferentes escalas del mismo, para ello
se seleccion6 un sistema de estudio como se describe en la Figura 4.1. En la escala microscopica
del sistema se tomaré en cuenta el interior del bagazo de cana compuesto de dos fases. En la

primera fase se consideran los compartimentos del bagazo donde ocurre la reacciéon, ya que ahi
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Escala Escala ‘ Escala
a macroscopica

microscopic intermedia )
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1

Figura 4.1. Longitudes de escala caracteristicas de un biorreactor tubular de lecho empacado con bagazo.

las levaduras transforman el almidén en bioetanol. La segunda fase es el resto del bagazo que
se considera impermeable en este caso.

La escala intermedia del sistema se compone de dos regiones, el bagazo (compuesto de las
fases mencionadas anteriormente) y de la atmosfera gaseosa. En la atmosfera gaseosa es donde
ocurre el transporte de oxigeno y COs. Finalmente la escala macroscopica, es el biorreactor
tubular de lecho empacado (BTLE) que contiene al bagazo de cana y la atmosfera gaseosa
como un medio continuo. A continuacién se describira brevemente la metodologia que se usara

para cumplir cada objetivo particular.

4.1. Objetivo particular 1

Aplicar el método del promedio volumétrico a las ecuaciones que modelan al sistema

experimental para pasar de la escala microscopica a la escala intermedia.

El propésito de hacer el promedio en la escala microscopica del sistema, es poder describir
al bagazo de cana como un nuevo medio continuo!. Para ello, se parte de las ecuaciones

que gobiernan el transporte y reaccién en la escala microscopica y mediante un proceso de

1Se describe como una porcién de materia formada por un conjunto infinito de particulas estudiado desde el punto
de vista macroscopico, es decir, sin considerar las posibles discontinuidades existentes en el nivel microscopico, que en
este caso, son consideradas a través del método del promedio volumétrico (Fung, 1994).
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‘ )
( ) Fase— 3
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Figura 4.2. Muestra representativa del medio poroso dentro del biorreactor; bagazo de cana visto como un
sistema de dos fases con difusion y reaccion (Saucedo-Castaneda y col., 1992).

escalamiento®, obtener un modelo valido para esta escala.

La fase continua de la Figura 4.2 es el bagazo, y se denota como fase-o y los compartimentos
en el mismo son la fase fluida o fase-f3, en esta fase es donde ocurre la reacciéon. La ecuaciéon de
transporte y las condiciones a la frontera para la concentracion de la especie A3 en el proceso de
difusion y reaccion que ocurren en el medio poroso, estan dadas por las siguientes ecuaciones,

tanto para la fase- como para la fase-o

0
g;w =V - (245Vcag) + R'cap en la fase—f3 (4.1)
8(;’:0 =V (Z4,Vca,) en la fase—o (4.2)
—Ng, - DapVeag =k (cap — KeqCao) en la interfase o7, (4.3)
—N,3 - PaocVeae = —Nyp - PagVcap en la interfase 73, (4.4)

Donde K.q: es la constante de equilibrio entre las fases 3y o; k: es el coeficiente de pelicula y
R!: corresponde a un coeficiente de reaccién que se determinard mas adelante en el Capitulo
7. La condicion a la frontera en la interfase <7, en la ecuacion (4.3) representa un salto en la
concentracion y la condiciéon a la frontera en la interfase 73, de la ecuacion (4.4) representa

continuidad en el flux de masa.

2El cual involucra un proceso de promediado y el uso de suposiciones y restricciones de escala aceptables (Wood y
Whitaker, 1999).
3En este caso, la especie quimica se considera un producto
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4.1.1. Resultado del promedio en la escala microscopica del sistema

Al realizar el objetivo particular 1 y aplicar el método del promedio volumétrico a las
ecuaciones que modelan al sistema experimental para pasar de la escala microscopica a la

escala intermedia del sistema, se obtiene la siguiente expresion (ver Capitulo 5)

H{C} o

(Kquﬁ + 60’) at

Vv
Acumulacion

=V [Denso - V{Chso] + B Keqes{Clpo (4.5)

Difusion Reaccion

El resultado obtenido, es un modelo similar al obtenido en el trabajo previo de Ochoa ¥y col.
(1986), en el cual se obtiene una ecuacion general de un modelo cerrado para la difusion y
reaccion. Al obtener el modelo que describe al bagazo de cana como un nuevo continuo, se
puede desarrollar otro modelo para la siguiente escala del sistema que tome en cuenta las
caracteristicas esenciales obtenidas en esta. La ecuacion (4.5), describe al nuevo continuo, el
cual tiene términos de acumulacion, difusion y reaccion lo cual se considerara como una nueva
region-x en la siguiente escala de estudio. El modelo obtenido corresponde a un modelo de
equilibrio para la difusién y la reacciéon en un sistema heterogéneo, para ello, se definié una
concentracion de equilibrio que se relaciona con un promedio espacial ponderado, dado por la

siguiente relacion

(Chso = 75 lean)” + o fcan)” (4.6

eq
donde la concentracion promedio {C}g, esta ligada al principio de equilibrio local mdsico.
Dicho principio, implica que una sola concentraciéon promedio puede utilizarse para describir
el transporte en ambas fases. El coeficiente efectivo de difusividad, puede calcularse al obtener
la solucion de un problema de cerradura. Aunado a ello, la restriccion de escala que modela al

sistema es
fﬁ}o <r3o < Ls (47)

es decir, que la longitud caracteristica descrita para la escala microscopica en la Figura 4.2,
es mayor que la longitud caracteristica de los compartimentos en el bagazo. Aunado a ello, se
obtiene que en este modelo, el transporte difusivo es mucho mayor que el transporte reactivo,

por lo que el proceso es controlado por la reaccién.
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Figura 4.3. Muestra representativa del bagazo de cafia dentro del biorreactor; bagazo de cana y atmosfera
gaseosa, vista como un sistema de dos regiones con difusion, reaccién y conveccion.

4.2. Objetivo particular 2

Aplicar el método del promedio volumétrico para pasar de la escala intermedia a la

macroescala.

El propoésito de hacer el promedio en la segunda escala del sistema, es obtener las
caracteristicas esenciales del mismo y con ello poder describir al bagazo de cana junto con
la atmosfera gaseosa que lo rodea como un nuevo medio continuo (Fung, 1994). El modelo
resultante sera el punto de partida para desarrollar otro modelo para la tltima escala del
sistema que tome en cuenta las caracteristicas esenciales de las dos escalas anteriores.

La region solida continua de la Figura 4.3 es el bagazo, denominado region-« es en esta region
donde ocurre la reaccién y contiene toda la informacion esencial de la escala microscopica. Lo
que se encuentra alrededor del bagazo, se considera la region gaseosa (atmosfera gaseosa) o
region-vy. La ecuacion de transporte y las condiciones a la frontera para la concentracion de la
especie A en el proceso de difusion, reaccion y conveccion que ocurren en el medio poroso, estan
dadas por las siguientes ecuaciones, tanto para la region-x como para la region-vy. Como se desea
conservar la informacion esencial de la escala microscopica, se plantean los siguientes cambios

de variable sobre la ecuacion (4.5), para simplificar y mantener una nomenclatura reducida

car = {C}so Dar = Degt (4.8)
€80 = (KeqEp + €5) Rso = R'Keges (4.9)
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Al igualar la difusividad efectiva P4, = Deg, se acepta la isotropia del transporte en la escala
microscopica como se describi6 en la secciéon anterior. Con ello, las ecuaciones del sistema y sus

condiciones a la frontera estan dadas por las siguientes expresiones:

0
g;w +V - (cayVy) =V - (Z4,Vecay) en la region—vy (4.10)
6014& 2
8507 =V - (ZaxVecar) + RpoCan en la region—x (4.11)
—Ny - DayVeay = —y - DaVeas en la inter-region 27, (4.12)
Ny - DacNVeag = ko (CAH — Kg(fcm) en la inter-region 47, (4.13)

Donde KJJ: es la constante de equilibrio entre las regiones x y 7; k. es la permeabilidad
que existe entre el bagazo de cana y la atmosfera gaseosa, Rg,: corresponde al coeficiente de
reaccion que se establecio en el modelo de la escala microscopica. La condiciéon a la frontera en
la superficie divisoria 7, de la ecuaciéon (4.12) representa continuidad en el flux de masa y la
condicion a la frontera en la inter-regién 47, de la ecuaciéon (4.13) representa un salto en la

concentracion.

4.2.1. Resultado del promedio en la escala intermedia del sistema

Al aplicar el método del promedio volumétrico para pasar de la escala intermedia a la escala

macroscopica del sistema, se obtiene la siguiente expresion (ver Capitulo 6)

€ HCt,. € .
cutnat e ) A S (o V{CY = D YVt Rae O, (414)
Keq at Keq \ - / S ~~ -
~ R A DA Dispersién total Reaccion
Acumulacion Conveccion

El modelo obtenido corresponde a un modelo de equilibrio para la difusion, la reaccion y la
conveccion en un sistema heterogéneo, para ello, se definié una concentracion de equilibrio que
se relaciona con un promedio espacial ponderado, dado por la siguiente relacion

{Chan = enlcan)” + Kijey(cay)” (4.15)

q

donde la concentracion promedio {C'},, esta ligada al principio de equilibrio local mdsico.
Dicho principio, implica que una sola concentraciéon promedio puede utilizarse para describir el
transporte en ambas fases. El coeficiente de dispersion, puede calcularse al obtener la solucién
de un problema de cerradura como se detalla en el Capitulo 7. Aunado a ello, la restriccion de

escala que modela al sistema es

EV,EH <o < Lo (416)
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Ho= 4 [cm]

Figura 4.4. Caracteristicas que modelan a la escala macroscopica

es decir, que la longitud caracteristica descrita para la escala intermedia en la Figura 4.3, es
mayor que la longitud caracteristica de los espacios que existen entre el bagazo. Aunado a
ello, se obtiene que en este modelo, el transporte dispersivo es mucho mayor que el transporte
reactivo, por lo que el proceso es controlado por la reaccion.

Una vez obtenida la ecuacion de transporte para la escala intermedia del sistema, se propone
promediar la ecuacion (4.14) en la secciéon transversal del biorreactor como se muestra en la

Figura 4.4, dando lugar a la siguiente expresion (ver Capitulo 7)

oC o(C o*(C
5<_> + <Uz>£ — D;# + K(C) (4.17)
ot 0z 0z ~——
i . . i Reaccion
Acumulacién Conveccion Dispersion macroscopica
macroscopica  macroscopica macroscopica

Al realizar lo anterior, se permite comparar con los modelos de dispersion axial que normalmente

se utilizan para disenar este tipo de sistemas.
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4.3. Objetivo particular 3

Resolver numéricamente las ecuaciones promediadas del biorreactor tomando en cuenta

las dimensiones y condiciones experimentales.

Hasta este punto, se ha obtenido una ecuacién de transporte para la masa y la reacciéon dentro
del biorreactor que contiene las caracteristicas esenciales del sistema. Tomando en cuenta lo
anterior, el modelo tedrico obtenido, se comparara con los datos experimentales disponibles, ya
que estos predicen el sistema en particular de Saucedo-Castaneda (1991). Para ello, se utilizara
el resolvedor numérico Comsol Multyphisics© 4.4, con las caracteristicas de las condiciones y
dimensiones experimentales. Como primer paso se busca adimensionalizar la ecuacion (4.17)
y una vez obtenidas las variables, se realizara el anélisis paramétrico. Lo anterior da paso a

realizar el analisis dimensional con los datos experimentales disponibles.

4.4. Objetivo particular 4

Comparar las predicciones tedricas con los datos experimentales disponibles.

Al realizar el anéalisis paramétrico en las diferentes escalas (ver conclusiones Capitulos 5 y

6), se encontraron las siguientes relaciones que favorecen la dispersion en el sistema de estudio

= La relacion de difusividades en la escala microscopica debe ser & > 10.

La relacion permeabilidad-difusion en la escala microscopica debe ser oy < 1.
» Los nimeros de Péclet de particula en la escala intermedia deben ser Pe, < 10.

La relaciéon de difusividades de la escala intermedia debe ser x > 10.

La relacién permeabilidad-difusion en la escala intermedia debe ser o, < 1.

Con lo anterior, se puede dar lugar a un modelo de dispersiéon axial con las caracteristicas
y medidas del disenno experimental. Una vez obtenido esto, el modelo tedrico obtenido, se
comparard graficamente con los datos experimentales disponibles y los modelos utilizados
comunmente para este tipo de sistemas y se calculara el error relativo entre los mismos. Al
ser un modelo predictivo el obtenido en el presente trabajo, se busca que se pueda implementar
para otros sistemas experimentales y que sirva como referencia para trabajos o aplicaciones

futuras.
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Analisis en la escala microscopica

En este capitulo se desarrollara un modelo de medio efectivo para estudiar la transferencia de
masa y reaccion en la escala microscopica del biorreactor (ver Figura 4.1), para ello, se llevara a
cabo el primer escalamiento al nivel del bagazo de cana, el cual, en este caso, se considera como
la escala representativa mas pequena del mismo. Se estudiara el proceso de difusion y reacciéon
en el bagazo, el cual se considera como un medio poroso impermeable. Como se mencioné en la
metodologia, se utilizara como referencia el trabajo de Saucedo-Castaneda (1991) para describir
lo que sucede en las diferentes escalas del sistema; sin embargo, el objetivo final es obtener un
modelo general. En la Figura 5.1, se muestra una micrografia de un bagazo de cana, el cual tiene
una longitud Ls=1 mm, de donde se toma una muestra representativa de radio 73, donde se
aplicara el método del promedio volumétrico para obtener una ecuacion que describa el proceso

de difusion y reaccion en el medio descrito. El capitulo se organiza como sigue:

Promediado de las ecuaciones microscopicas para obtener modelos no cerrados de cada

fase.

Planteamiento del problema de cerradura.

e Obtenciéon de modelos de no equilibrio no cerrados.

Suposicion de equilibrio local masico.

Planteamiento del modelo cerrado de equilibrio.

e Obtencién de los problemas y variables de cerradura de equilibrio.

Suposiciones para el planteamiento de la solucion del problema de cerradura de equilibrio.

El propésito de hacer el promediado en esta escala del sistema, es describir el transporte de

masa y reaccion en este nivel de escala, como un nuevo medio continuo’. El modelo resultante,

'Un medio continuo se describe como una porcién de materia formada por un conjunto infinito de particulas
estudiado desde el punto de vista macroscopico, es decir, sin considerar las posibles discontinuidades existentes en el
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servird como punto de partida para desarrollar otro modelo para la siguiente escala del sistema.
El modelo de la escala 2 (ver Figura 4.1) se describira a detalle en el Capitulo 6, en tanto, se

comenzaré a desarrollar el modelo que describe a la escala microscopica del sistema.

5.1. Planteamiento del problema
4B
S
W,
)y
‘ )

C D) Fase—pf3
C ) Fase—o

Figura 5.1. Muestra representativa del medio poroso dentro del biorreactor; bagazo de cana visto como un
sistema de dos fases con difusion y reaccion (Saucedo-Castafieda y col., 1992).

La fase solida continua de la Figura 5.1 es el bagazo, denominado fase-o y los huecos en el
mismo son la fase fluida o fase-f3, en esta fase es donde ocurre la reacciéon. Las ecuaciones de
transporte y las condiciones a la frontera para la concentracion de la especie A en el proceso de

difusion y reaccion que ocurren en el medio poroso, estan dadas por las siguientes ecuaciones

0
2’:6 =V - (Z45Vcap) + R10A5 en la fase— (3 (5.1)
82’20 =V (Z4,Vca,) en la fase—o (5.2)
—Ngy - DagVeas =k (cap — KeqCao) en la interfase o7, (5.3)
N5 DasVCar = —Nyp - PagVeap en la interfase o7, (5.4)

Donde K.q: es la constante de equilibrio entre las fases 8 y o; k: es la permeabilidad de la

membrana celular y R!: corresponde a un coeficiente de reaccién que se determinard méas

nivel microscopico, que para este caso, son consideradas a través del método del promedio volumétrico (Fung, 1994).
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adelante en el Capitulo 7. La especie quimica? A, es el CO», por lo tanto la reaccién corresponde
a la produccion del mismo. La condiciéon a la frontera en la interfase <73, de la ecuacion (5.3)
representa un salto en la concentraciéon y la condicion a la frontera en la interfase 7, de la
ecuacion (5.4) representa continuidad en el flux de masa. Por tltimo, el vector unitario normal

a la superficie @3, se denota como sigue
ng, = —N,z en la interfase <73, (5.5)

De acuerdo a Whitaker (1999a), la definicion de promedio de fase o promedio superficial, esta

dada por

1
(ca;) = v /cAidV Donde i = (3,0 (5.6)

mientras que la concentracién intrinseca promedio, que es la representacion preferida en la

practica, esté definida como:
(cai) = eifca)’ Donde i = 3,0 (5.7)

donde ¢; con 7 = 3,0, es la fraccion volumétrica de la fase § 6 o, respectivamente, con ello, se

define a la concentracion intrinseca promedio como sigue

: 1
(cas)' = v / caidV Donde i = (3,0 (5.8)
7

5.1.1. Ecuaciéon promedio en la fase-f

Analizando las ecuaciones (5.1) y (5.2), se observa que la fase-3 es la que tiene el término de
reaccion, por ello se trabajara sobre ella y al final de esta subseccién, se desarrollara un analogo
para la fase-o. Para obtener una ecuaciéon promedio en la fase-(, primero habra que considerar
que el medio poroso es rigido y homogéneo y el término de la reacciéon R!, es constante en la
region de promediado. Al aplicar el promedio superficial de la ecuacion (5.6) en (5.1) se obtiene

la siguiente expresion

d{cap)
ot

2Esta discusion se retoma en el Capitulo 7, ya que al utilizar el modelo con los datos experimentales, éste se describe
en torno a las especies quimicas medidas a la salida del biorreactor.

= (V- (Z45Vcap)) + R {cap) (5.9)
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Usando el teorema del promedio espacial (Howes y Whitaker, 1985), en la ecuacion (5.9) se

obtiene lo siguiente

d{cap)
ot

1
=V <.@A5v0,45> + V / ng, .@A5VCA5dA + R1<CA5> (510)
Ao

Suponiendo que las variaciones espaciales del coeficiente de difusiéon molecular Y45 pueden
despreciarse dentro de la regiéon de promediado y aplicando de nueva cuenta el teorema del

promedio espacial, la ecuacion (5.10) queda como

d{cap)
ot

V
Azo Aso

1 1
=V -@A,B V(CA5> + V / nggCAﬁdA + — / ng, - .@AﬁchﬁdA+ R1<CA5>

(5.11)

En la practica, es mas conveniente utilizar el promedio intrinseco de la concentracion. Por ello,

se utiliza la ecuacion (5.7) en la ecuacion (5.11) dando lugar a la siguiente expresion

O(cag)? 1
© % =V | Dag V(€B<CA/3>6) + v / NgycapdA
——
Acumulacion Ao
Difagién
1
+5 / Ngs - ‘@AﬁchﬂdA‘i‘ng@(CAﬁ)ﬁ (512)
V AL
Tpo Reaccién

N J/

VvV
Flux de interfase

Al observar la ecuacion (5.12) en la contribucion de la difusion, existe un término de
concentracion puntual c4g que se desconoce. De acuerdo con Gray (1975), existe una forma de
expresar a la concentracion puntual en términos del promedio intrinseco y de las desviaciones

espaciales, es decir, la concentraciéon puntual se puede escribir como sigue

cap = (cap)” + Cap (5.13)
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al aplicar en la contribucion de la difusion la ecuacion (5.13) se obtiene lo siguiente

1
V(es(can)’) + v / ng,CapdA =
Ao

1 1 ~
€ﬁV<CA5>ﬁ+ <CA5>BV€5 + V / nﬁg<CA5>’8dA+ V / ngacAgdA (5.14)

Dy Do

De acuerdo con estudios de Carbonell y Whitaker (1984), se puede demostrar que el término de
la concentracién promedio intrinseca (c4s)” en la ecuacion (5.14) puede extraerse de la integral

con base en una expansion en series de Taylor y la restriccion de escala siguiente

.
r3o < Ly —> % <1 (5.15)
3

con ello, la ecuacion (5.14) puede escribirse como sigue

1
2 / o {cas) A = | / nsndA | (cas)? (5.16)

.Q{@o. Q/BU

al analizar la ecuacion (5.16), sugiere observar el teorema del promedio espacial aplicado a la

unidad, lo que da lugar a la siguiente identidad

1
- / ng,dA = —Veg (5.17)
P

de esta forma, la ecuacion (5.14) puede expresarse como sigue

1 1 -
V(€5<0A5>’8) —l—v / IlgUCABdA:{:“g V<CA5>’B+VB / IlﬁgCA/jdA (518)

Dy Do

Al sustituir la expresion (5.18) en la ecuacion (5.12), la forma de la concentracion promedio

intrinseca para la fase-(3, finalmente queda como sigue

0 B 1 -
€3 <CAB> =V 859,45 V<CA5>5+—/H/BJCA5(ZA
ot Vs
Ao
1
+V/ngg'@A5VCABdA+R1€g<CAB>B (519)

B
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Por altimo, se utilizara la condicion a la frontera de la ecuacion (5.4), en el término de fluz de

interfase de la ecuacion (5.19) para expresar a dicha ecuacion como sigue

g 1
£ M:V EggAg V<CA5>B+7/H5C,EAQCZA

ot 5
. J%,Bo'
Acumulacién N
Difagi()n
1
— v / nsg3 - QAJVCAJCZA—FRlEﬁ(CA/j)B (520)
—_———
o Reaccion

N J/

TV
Flux de interfase

De manera anéloga, se realiza el promediado en la fase-o, obteniendo la siguiente ecuacion de

la concentraciéon promedio intrinseca para dicha fase

0 (caq)’ o, 1 ~
EJ% =V- 5U@AJ \V4 <CAO'> + 7 / l’lgﬁcAUdA (521)
cumulaciéon
Dif?;si()n
1
+ V / Ngg - .@AOVCAUdA
Asp

N J/

TV
Flux de interfase

Al analizar las ecuaciones resultantes (5.20) y (5.21) para las concentraciones promedio
intrinsecas en la fase-f y la fase-o respectivamente, se observan los términos de las desviaciones
espaciales de la concentracién cas y Ca,. Para expresar estas ecuaciones sélo en términos de

concentraciones promedio, se plantean los problemas de cerradura en la siguiente seccion.

5.2. Cerradura de no equilibrio

Para realizar la cerradura es necesario determinar la forma de las desviaciones espaciales
CAB Y Cao, €n la primer subseccién se analizarda a la fase- para determinar el efecto sobre
la reacciéon y de manera analoga se obtendré el problema de cerradura para la fase-o. Mas

adelante, se trabajara con las condiciones a la frontera y se desarrollara su solucién.
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5.2.1. Cerradura en la fase-(3

Para obtener una representacion de las desviaciones espaciales €45, la ecuacion (5.20), se

divide entre €5 (que para este caso se considera constante) para obtener

0 B 9 -
9(cap)” = V- (ZasV cap)?) + V - ZAB / ng,CagdA
ot v,
Ao
1
—V N,z - DroVeadA + R! <CA5>5 (5.22)
B
Tso

Recordando la definicion de la concentracion puntual de la ecuacion (5.13), se puede restar la
ecuacion de la concentracion puntual dada en (5.1) a la ecuacion de la concentracion promedio
dada en (5.22). De este modo, se obtiene una ecuacion para las deviaciones espaciales de la

concentracién ¢4z como sigue

Jdca _ Da ~
8tﬂ = v (.@ABVCAﬁ) -V —VB / nggCAgdA
= Difveion P e
cumulaciéon N .,

vV
Difusion no local

1 ~
+ — / n,gs - DasVeasdA + RICAﬁ (523)
Vs —~—
YBo eacclon

N J/

TV
Flux de interfase

Con el fin de simplificar la ecuacion (5.23), es conveniente llevar a cabo un anélisis de érdenes

de magnitud. Para el término de difusion no local el orden de magnitud se puede expresar como

-@Aﬁ / ~ 9,4/35,4/3

V.| — oCagdA | =0 | ——= 5.24

v, ) Teetas o (5.24)
Ty

el orden de magnitud del término difusivo en la ecuacion (5.23) queda como sigue

- D g,
V- (@ABVCAﬁ) =0 <AK+CM> (525)
B
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para este caso, se toma en consideracion que el orden de magnitud del término difusivo es

mucho mayor al término de difusion no local, 1o cual, conduce a la siguiente expresion

V.| — / ngogAﬂdA < V- (QA,BVEAB) (526)

7. Difusion

Vv
Difusion no local

con ello, se da lugar a la expresion

.@AggAg -@AﬁEAﬁ
—_ — 2
0(55£5L><<O< e (5.27)

siempre y cuando se cumpla la siguiente restriccion de escala
£5 < Ly (5.28)

de acuerdo a la Figura 5.1, esta restriccion de escala es consistente con la separacion de escalas
caracteristicas, ya que g < 139 < L. Tomando en cuenta esta restriccion, se puede simplificar

la ecuacion (5.23) dando lugar a la siguiente expresion

oc. ~ 1 N
AR V- (@Algvc/w) + — / n,g - Dao Ve dA+ Rchlg (529)
at . ~- 4 VB
Acumulacién Difusién Do Reaccién

~
Flux de interfase

en la ecuacion (5.29) se realiza otro analisis de orden de magnitud para el término de

acumulacion

6EA5 - EAﬁ
5 =0 < = ) (5.30)

para este caso, si se desea suponer el estado cuasi-estacionario, es decir, que el orden de magnitud

del término difusivo sea mucho mayor que el término de acumulacion, se tiene lo siguiente

5,45 9,455,45
t* eg

(5.31)

al despejar el tiempo caracteristico t*, se tiene que el estado cuasi-estacionario para la ecuacion
de las desviaciones se logra siempre y cuando
2
gﬂ

> —— 5.32
o (5.32)
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bajo la suposicion de estado cuasi-estacionario, en la ecuacion (5.29) se reduce a

- 1 -
0=V_. (.@AQVCAg) + — / n,gs - DaoVeardA+ RICAB (533)
~ ~~ -~ VB S~——
Difusion Ao Reaccion

J/

~~
Flux de interfase

El flux de interfase de la ecuacion (5.33) de acuerdo a la descomposicion de la concentracion

puntual en promedio y desviaciones como se describe en la ecuacion (5.13), permite expresarlo

como sigue
1 1 1 ~
— Nsp - @AUVCAgdA = — Nsp - @AUV<CAU>UdA + — Nsg - @AUVCAUdA (534)
Vs Vs Vs
,Qﬁ/go. Qfﬁo. ,Q{ﬁg

de acuerdo al teorema del promediado espacial, se requiere que el gradiente de la porosidad sea

cero o despreciable, para que la ecuacion (5.34) tome la siguiente forma

1 1 -
—_— ngﬁ . .@AUVCAUdA = — / Ilgﬂ . .@AUVCAUdA (535)
Vs Vs

Ao e

y al sustituir la ecuacion del flux de interfase de (5.35) en la ecuacion (5.33) se obtiene la

ecuacion de las desviaciones para c4g como sigue

~ 1 ~ ~
0=V- (@ABVCAE) + — / Nyg - Das Vi, dA + RICAg (536)
~~ -~ Vﬁ N——
Difusiéon Ao Reaccion

N J/
-~

Flux de interfase

De manera anéloga la ecuacion para ¢4, €s

~ 1 -
0=V- (-@AUVCAU) — V / Ngg - .@AUVCAUCZA (537)

Difusion g

(. J

~
Flux de interfase

Por otro lado, las condiciones a la frontera siguientes, resultan de sustituir las descomposiciones

espaciales de la ecuacion (5.13), en las expresiones (5.3) y (5.4), dando lugar a

—Ngg - gAﬁngg —Nggs - 9A5V<CA5>6 =k EA,B — KquAa +SCA5>/B — Keq<CAJ>U (538)
Fuente Fuente

—Ngg - gAango —Ngp - .@AUV<CAO>U = Ngp - QABVEAB —Ngyp - 9A5V<CA5>B (539)

Fuente Fuente

Modelado matemdtico de biorreactores 71 Guillermo Benitez-Olivares



Capitulo 5: Andlisis en la escala microscopica

En este punto del trabajo, se tienen las ecuaciones (5.36) y (5.37), que representan los problemas
de cerradura de no equilibrio en la fase-3 y la fase-o, respectivamente. Aunado a ello, se tienen
las condiciones a la frontera en términos de las descomposiciones espaciales en (5.38) y (5.39).
Aparte de esta informacion, para resolver el problema de cerradura, es necesario conocer
las condiciones a la frontera en las entradas y en las salidas del dominio de solucién. Por
conveniencia, se elige resolver el problema en una celda periddica, lo cual es una aproximacion
del medio de estudio, que para muchos casos es razonable. De esta forma, se proponen las

siguientes condiciones de frontera
Cap(r+ ;) = cap(r) Cao(r+4;) = cap(r) donde i =1,2,3 (5.40)

A partir de este momento, se puede desarrollar la solucion de las variables de cerradura de no
equilibrio. Esta solucién se obtendra a partir de la teoria de las funciones de Green, dado que,
las ventajas que representa esta metodologia son el suavizado de los errores de redondeo asi
como la incorporacion en forma exacta de las condiciones de frontera (Wood y Valdés-Parada,
2013). Al desarrollar las soluciones se obtienen las variables de cerradura de no equilibrio para

las desviaciones C4p ¥ a0 las cuales pueden expresarse como sigue (ver desarrollo en el Apéndice
B.1)

Cap = bgo - V{caw)” +bpgs - Vicag)’ + s5 ((cap)” — Keqlcao)?) (5.41)
Cao = boo - V{cas)” + bog - Vi{cag)’ + sq ((cas)” — Keqlcas)?) (5.42)

con los valores obtenidos de las desviaciones en las ecuaciones (5.41) y (5.42) se sustituyen en
los problemas de cerradura de no equilibrio representados en las ecuaciones (5.20) y (5.21) para
obtener finalmente la forma cerrada del modelo para la fase-5 como sigue
o 0beas)” _
ot
N——

Acumulacion

V- {56-%5 [v<CAB>B

3
=
= +VL5 Q{f ng, (bga . V<CAJ>U + bﬁg . V(CA/5>B + sp (<CA5>B — Keq<CAg>g)) dA }
Ao
1
- — / n,gs - DaoVeasdA+ R1€5<CA5>B (543)
%4 N
e Reaccion

N J/

TV
Flux de interfase

y la forma de cerrada del modelo para la fase-o, es
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808 <CAJ>U =
ot

———

Acumulacion
5 V- {ﬁg@Ag V<CAC,>U
T 4 S n0p (boo - V{cao) +bog - Vicag)® + 5o ((cag)? — Keq(cas)?)) dA }

Ao‘ﬁ
1
b [ no PaaVesnda (5.44)
Aop

~
Flux de interfase

Con el fin de desarrollar una ecuaciéon que contenga la informacién de ambas fases 5y o, es
decir, una ecuacion de difusion y reaccion de dos fases en un sistema heterogéneo, se buscara
implementar el principio de equilibrio local mdsico, el cual, es andlogo al principio de equilibrio
local térmico para la conduccion de calor en sistemas multifasicos (Whitaker, 1977). Esta idea se
ha utilizado en trabajos de Ochoa y col. (1986); Whitaker (1986), en donde se obtuvo un modelo
de difusion y reacciéon de una sola ecuacion, descrita para un medio poroso de escalas multiples.
La mayoria de los problemas de difusion utilizan una concentracion promedio ponderada para
describir los procesos de transferencia de masa. Durante la siguiente seccion se utilizara el
modelo de una sola ecuacion para el proceso difusivo en estado transitorio. Se analizarén las
constantes asociadas a las formas cerradas de no equilibrio de las ecuaciones (5.43) y (5.44)

bajo el principio de equilibrio local mdsico.

5.3. Equilibrio local méasico

Para desarrollar un modelo de equilibrio para la difusion y la reaccién en un sistema
heterogéneo, se debe emplear una concentracion promedio ponderada, dada por la siguiente

relacién

{Chso = 725 (eas)’ + 0 fear)” (5.45)

eq

donde la concentracion promedio ponderada {C'} s, esta ligada al principio de equilibrio local

mdsico. Dicha concentracién puede representar a cualquiera de las concentraciones promedio
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intrinsecas como se muestra en las siguientes relaciones

(cas)’ = Keq{C}go +Cag (5.46)
(car)” ={C}so + Cao (5.47)

cabe mencionar, que el proposito de plantear el equilibrio en este sistema, lleva a buscar
las condiciones donde €4 y Ca, son despreciables respecto de las relaciones promedio de la
concentracion (cag)? v (cao)?, respectivamente. En otras palabras, al observar la relacion de

las ecuaciones (5.46) y (5.47), satisfacen el equilibrio local mdsico cuando

<CA5>’8 >>/C\A5 (5.48)
<CAa>J > Cao (5.49)

De acuerdo con Cengel y Boles (2007), la condiciéon de equilibrio méasico en un sistema
multicomponente consiste en que el potencial quimico de cada componente sea el mismo en
todos sus puntos. Al conjunto de estas tres condiciones se acostumbra llamarles equilibrio
termodinamico. Las condiciones del equilibrio termodinamico nos permite discutir la situacién
interna de un sistema bajo una doble perspectiva: El equilibrio y la homogeneidad. Las tres

condiciones de equilibrio local mésico se listan a continuaciéon

= Todo sistema termodindmico en equilibrio, sea homogéneo o heterogéneo y sin ligaduras
internas impuestas desde el exterior, satisface las condiciones de equilibrio termodinamico
de PL=PF,Ti=T,y ,uz1 = ,u?, ya que se han deducido de la ecuaciéon de Gibbs mediante

una particiéon arbitraria e incondicional.

= Cuando el sistema es homogéneo, es decir, que el determinante de su matriz de coeficientes
es positivo, satisface la condicion de homogeneidad de las funciones termodinamicas

establecida por Gibbs.

= Si el sistema no es homogéneo, es decir, el determinante de la matriz de sus coeficientes
se anula, la experiencia demuestra que el sistema se fractura en porciones homogéneas
diferentes y se comportan como ligaduras intrinsecas. En este caso, las funciones especificas
del sistema pierden su realidad fisica y no corresponden a los valores locales de las

magnitudes.

Para desarrollar el modelo donde se satisface el equilibrio local mdsico, los promedios intrinsecos
de la concentracion en las ecuaciones (5.46) y (5.47), se sustituyen en las ecuaciones (5.43) y
(5.44) respectivamente, para obtener ecuaciones de la concentracion promedio en términos de

las concentraciones de equilibrio. Para desarrollar el modelo cerrado de equilibrio de la fase-3,
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como primer paso, se sustituyen los términos de la ecuacion (5.46) en la ecuacion (5.43) para

obtener la siguiente expresion

o
Kugy=5, = =
—_————

Acumulacion

1
V- Keqc":‘g.@Ag | + — / ngs (bga + Keqbgg) dA . V{C}go + RlKeqéT@{C}ﬁg

Vs
A3 Reaccion

. J/
-~

Difusion

v

g g

(. 7 (. 7
v~

Vv
Flux de interfase Contribucién macroscopica

1 7 N ~
—V/ngg-@AUVCAUdA—}—V' ﬂ/HBU(SQ(CAg—CAU))dA

. 1 . 5
V- 8/3@,45 VCA@ + 7 / ng, (bgg -Veus + bgﬁ . VCAB) dA
B

Ao
Contribuciérxnacroscépica
dca ~
- £s 8tﬁ +  R'eslup (5.50)
—— v

.. L. Reaccion macroscopica
Acumulaciéon macroscopica

para simplificar la ecuacion (5.50) se define un tensor de difusividad efectiva como sigue

1
Keqé“g.@Ag I+ 7 / ng, (bga + Keqbgg) dA = Deﬂ‘/j (551)
B
A3

al sustituir la ecuacion del tensor de difusividad efectiva en la ecuacion (5.50) se obtiene lo
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siguiente
{C}so
Keqep atﬁ =V - [Des - V{C} 5] + R' Keqes{C} 5o
\ / TV TV

., Difusion Reaccion
Acumulacion

1
. / Nos - DaoVensdA+V - @ / N5y (55 (G5 — Cas))dA

Ago Ago

J/ (&

TV TV
Flux de interfase Contribucién macroscopica

. 1 . .
V- 85.@,45 VCAH + 7 / ng, (bﬁg -Veas + bgﬁ . VCA/j) dA
B

Ao
Contribuciénvmacroscépica
aJe, ~
_ £s 8/25 +  R'eglap (5.52)
—— Vv

., L. Reaccién macroscopica
Acumulacién macroscopica

Realizando el analogo para desarrollar el modelo cerrado de la fase-o, se expresa un tensor de

difusividad efectiva como sigue

1
a0 |14 5 / N5 (bye + Kegbos) dA | | = Degto (5.53)

g

Ao

y se obtiene una expresion para la fase-o como sigue

50% =V [Desio - V{C}s0]
oamacion, Difusion
i % / Bop - DasVCardATV - '@;" / N,5(55 (Cap — Cao))dA
Do 2.
T M comememene

. 1 . . dCa,
V . EggAU VCAJ + v / n,,ﬁ (bgg . VCAJ + bgﬁ . VCAO‘) dA — 80% (554)
Jyf M
N po Acumulacion

-~

- - - macroscopica
Contribucién macroscopica

Para obtener un modelo de una sola ecuacion, se suman las ecuaciones (5.52) y (5.54), las

cuales contienen a las variables de cerradura para las fases § y o, respectivamente. Al sumarlas
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y proponer que
Deftso = Defts + Defto (5.55)

se puede describir el modelo cerrado como se muestra a continuaciéon

o{C
(Keqﬁg + 50) % = Y . [Deﬁﬁg . V{C}ﬁgl—l—\RlKequﬁ{C}ggj
h Acumﬁacién d Dif?lgic’)n Rea?:?ién
Da o Da SN
V- TB / N (55 (Cas = Cao))dA| +V - | =72 / N,5(S (Cag — Cao))dA
,Qf[-;o. '(’%ﬁo'
Contribucién m;groscépica fase-g8 Contribucién m;grosc()pica fase-o

N 1 N N
V- 85.@,45 VCAﬁ + 7 / ng, (bgc -Veus + bgﬁ . VCAg) dA
B
A3

vV
Contribucién macroscopica fase-3

1
V. |eeDas | VCu, + 7 / n,gs (bgg -Veay + bglg . V/C\Ag) dA

P

TV
Contribucién macroscopica fase-o

Jca . Jca
- ] 2 + RIQBCAB 80—0 (556)
ot ——— ot
A v, Reaccion v,
cumulacién macroscopica fase-3 Acumulaciéon

macroscopica fase-f3 macroscopica fase-o

En la ecuacion (5.56) para satisfacer el equilibrio local mdsico, es necesario tomar en cuenta la

realcion de las ecuaciones (5.45), (5.46) y (5.47), las cuales conducen a las siguiente suposicion

e5Cas = —Keqeolar = €84 ({Cag)’ — Keq(Cao)?) (5.57)

a partir de ello, se puede definir la forma en que las contribuciones de la concentraciéon de
equilibrio respecto de las desviaciones espaciales macroscopicas, son mucho mayores. En otras
palabras, se buscan satisfacer las proposiciones de las ecuaciones (5.48) y (5.49) para simplificar
la ecuacion (5.56) por medio de andlisis de o6rdenes de magnitud y restricciones de escala

siguientes (ver Apéndice C.2)

/C\A,B — /C\Aa =0 (<CAB>B — Keq<CAU>U) (558)

Modelado matemdtico de biorreactores 77 Guillermo Benitez-Olivares



Capitulo 5: Andlisis en la escala microscopica

y esta restriccion a su vez esta relacionada por la expresion

{C}BU B é‘i 2
((cap)? — Keqlcan)?) 0 ( ) (5.59)

se observa que al cumplirse la restriccion de escala de la ecuacion (5.28), donde {3 < 130 < Ls,
la cual de acuerdo a la Figura 5.1, es valida, permite despreciar las contribuciones de las

desviaciones macroscopicas en la ecuacion (5.56) dando lugar a la siguiente expresion

H{C} o

(Kquﬁ + 80’) at

'
Acumulacion

=V [Denso - V{Chso] + B Keqes{Clpo (5.60)

Difusion Reaccion

El resultado obtenido, es un anélogo al modelo obtenido en el trabajo previo de Ochoa y col.
(1986), en el cual se obtiene una ecuacion general de un modelo cerrado para la difusion y
reaccion. A partir de este punto, es necesario obtener la solucién del problema de cerradura, el
cual en este caso, dependera de las suposicion del promedio espacial ponderado de la ecuaciéon
(5.45).

5.4. Soluciéon del problema de cerradura

Para desarrollar el problema de cerradura es necesario tomar en cuenta las variables de
cerradura de las ecuaciones (5.41) y (5.42), donde se aplicard la concentracion promedio
ponderada de la ecuacion (5.45). Al realizar la sustitucion se obtienen las siguientes variables

de cerradura de equilibrio

cap = (bgo + Kegbpp) - V{C} s, (5.61)
EAO’ = (baa + Keqboﬁ) : V{C}ﬁa (562)

para simplificar estas ecuaciones se proponen los cambios de variables bs = bg, + Keqbgs v

b, = b,s + Keqbss, para expresarlas como sigue

Cap =bg - V{C}s (5.63)
Car = b, - V{C}ss (5.64)

Se plantea la sustitucion de las variables de cerradura de equilibrio en la difusividad efectiva
del modelo cerrado de equilibrio de la ecuacion (5.60). Cabe recordar que la difusividad efectiva

Defigo es la suma de las difusvidades efectivas de las fases 8 y o, como se describe en la ecuacion
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(5.55). Al realizar las sustituciones, la difusividad efectiva queda expresada como sigue

Defma Ke 5,8-@AB Ke SﬁgAg / Eos /
— (K, o) = | =2 e ) 2T sbgdA + — -3bsdA
-@Ao ( ol e ) ( -@Aa e * -@AO'V,B HpeDp * VO’ Haf
:52750 'dﬁa
(5.65)
para simplificar la expresion (5.65), se plantea la siguiente sustitucion
Keq@AB
S 5.66
§=—g_ (5.66)

permitiendo expresar a la difusividad efectiva total D.g en la ecuacién obtenida como sigue

D.fso 1
Dot = 27 (Koqep + £5) = (656 +€5) 1 + ¢ / ng,bsdA + — / n,sb,dA (5.67)
-@AU \%4 Vv
7 Ago
Para plantear adecuadamente el problema de cerradura, se debe definir el problema de las
desviaciones de las ecuaciones (5.33) y (5.37) bajo las condiciones de equilibrio y las condiciones
de frontera de las ecuaciones (5.38) y (5.39). Al aplicar la suposicion de la concentracion
promedio ponderada de la ecuacion (5.45) y al sustituir las variables de cerradura de equilibrio

de las ecuaciones (5.63) y (5.64), se obtiene el planteamiento del problema de cerradura de las

ecuaciones diferenciales de las fases § y o

1
0=V- (.@AﬁVb/j) — 75 / ng, - .@A5Vb5dz4 + Rlbﬂ en VB (5.68)
7R
bs Dag bs  Das
—b, = —"Ln,, - — o A3 5.69
Keq E VR, T R M (5.69)
Ke @Aﬂ bg (Ke @AB )
n,s- Vb, = —= n,3 -V + 4 —1|n, en 3, 5.70
8 7 " Vi D 3 s (5.70)
1
0=V- (@Aang) — 7 / Nsg - @AJVbUdA €n Vg (571)
J,dﬂc

para simplificar las expresiones obtenidas, se plantean las siguientes sustituciones. La primera
es una simplificacion de la variable de cerradura propuesta en (5.63) y la segunda relaciona la

difusividad de la fase- con la permeabilidad del sistema como sigue

9,45

eq
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Cabe senalar, que en la ecuacion (5.68), se puede realizar un analisis de 6rdenes de magnitud

para el término difusivo y el término reactivo, donde se observa lo siguiente

V- (Z45Vbg) = O (9 ffﬁ ) R'bs = O (R'by) (5.73)
3

Al comparar ambos 6rdenes de magnitud, se observa la siguiente relacién
7
o) (ﬁ) =0 (RY) (5.74)
3

con ello, se busca llegar a una relacion del factor de efectividad conocido como el nimero de
Thiele (®2), el cual relaciona de manera adimensional, las contribuciones de la reacciéon quimica
y de la difusion (Fogler, 2001). Para obtener este ntimero adimensional, se multiplica ambos

2 . - .
@—jﬁ), con ello se obtiene la siguiente relacion

€2 €2R1
0 (L—@) =0 (;Aﬁ) = 2 (5.75)
3

De acuerdo a la restriccion de escala de la ecuacion (5.28), donde se muestra que {5 < Lg, se

lados de la ecuacion (5.74) por (

tiene para este caso
P <1 (5.76)

es decir, que el modelo de estudio funciona para ntmeros de Thiele ($3) menores a 1, en este
modelo el transporte difusivo es mucho mayor que el transporte reactivo, por lo que el proceso es
controlado por la reaccion. Una vez definido esto, se puede simplificar el problema de cerradura
realizando los siguientes pasos. Primeramente, se sustituyen las ecuaciones (5.66) y de (5.72)
en las condiciones de frontera de las ecuaciones (5.69) y (5.70). Posteriormente, se simplifican
las ecuaciones diferenciales que gobiernan las fases § y o de las expresiones (5.68) y (5.71),

realizando los pasos anteriores se obtiene el planteamiento del problema de cerradura como

sigue
1
V?bs = I / ng, - VbgdA  en Vj (5.77)
6%50
b’ﬁ —b, = —o/ﬁn/&, . Vb/ﬁ — o/ﬁn&7 en s, (5.78)
N3 - Vb = &ngg - Vb 4 (£ — 1) nys en s, (5.79)
1
V?b, = o / n,; - Vb,dA  enV, (5.80)
7 s
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En este problema, las condiciones de frontera periodicas estan descritas en (5.40), las cuales
al sustituir las variables de cerradura de equilibrio de las ecuaciones (5.63) y (5.64), quedan

expresadas como sigue
bs(r + £;) = bs(r) b,(r + £;) = b,(r) donde ¢t =1,2,3 (5.81)

donde #;, representa a cada uno de los tres vectores unitarios necesarios para construir un
medio poroso espacialmente peridédico. Con el fin de simplificar las ecuaciones diferenciales del
problema de cerradura, se propone realizar un andlisis en la ecuacion (5.77), para determinar

su paridad y aplicar el teorema de la divergencia como sigue

1 1
V?bs — — [ ng, - VbgdA # V?(=bg) — — [ np, - V(—bs)dA (5.82)
Vs Vs
Ay Ay

1 1
V2b5 - — / ng, - Vb/gdA = — V2(—bﬁ) + — / ng, - V(—bg)dA (583)

Vs Vs

Do Dgg

Al observar las ecuaciones (5.82) y (5.83), se tiene que bg, es una funciéon impar. Al aplicar el

teorema de la divergencia en la ecuacion (5.77) se tiene que

Vs Vs

1 1 1
— ngg - ngdA = 7 / V- ngdV - — / Nge - VbﬁdA (584)
Tpo 67/& Dpe

donde .27, representa el area de las entradas y de las salidas de la fase-8 contenida dentro del
volumen promedio V. Utilizando las condiciones de periodicidad de la ecuacion (5.81), donde
las entradas y las salidas en la celda periodica son iguales, la ecuacion (5.84), puede expresarse

como sigue

1
— [ ng, - VbgdA = 7/v%ﬁdv (5.85)

Al realizar el analisis de simetria de la ecuacion (5.85), se tiene que la integral de volumen
de una funcién impar es igual a cero, por lo que las ecuaciones diferenciales del problema de

las desviaciones se modifican a partir de este estimado. Finalmente las ecuaciones (5.77)-(5.81)
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pueden expresarse como sigue

V?bg=0 enVj (5.86)
1
—ng, — Ng, - Vb = a—/(bllg —b,) en s, (5.87)
B
ngﬂ . ng = fl’lgg . Vb% + (f — 1) ngﬂ ($20 %U (588)
Vb, =0 enV, (5.89)
bg(r + Ez) = bB(I‘) bU(I' —+ EZ) = bU(I') (590)

Bajo la restriccion de que el promedio de las desviaciones es cero, se puede realizar la sustitucion

en las ecuaciones (5.63) y (5.64) para obtener lo siguiente
(bg)? =0 (bs)” =0 (5.91)

Cuando se resuleve el problema de las desviaciones de las ecuaciones (5.86)-(5.91), se pueden
calcular los coeficientes de difusion efectivos de cada fase como se muestra en la siguiente

seccién.

5.5. Resultados

Para resolver el problema, es necesario tomar en cuenta que el analisis se encuentra en una
parte del medio que no depende de las entradas ni de las salidas del sistema macroscopico.
Con la definicion de la difusividad efectiva Deg, en la ecuacion (5.67) y el planteamiento del
problema de las desviaciones en las ecuaciones (5.86)-(5.91), se puede plantear la solucion del
problema en un medio poroso espacialmente periédico. De acuerdo a la Figura 5.1 y siguiendo
el planteamiento anterior, se puede representar al bagazo de cana como un medio espacialmente
periodico y obtener una muestra representativa de este medio, descrita como una celda periddica

as{ como se muestra en la la Figura 5.2.
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fase—o

fase — 3

L,=1[mm]

Figura 5.2. Modelo del bagazo de cana como un medio poroso espacialmente periddico: a) Representacion
periodica de la escala microscopica del sistema. b) Celda unitaria representativa.

La utilizacion de un modelo espacialmente periédico se emplea para simplificar los procedimientos
computacionales y segtin Ochoa y col. (1986), no impone limitaciones tedricas severas. Para
obtener un comportamiento més detallado del sistema, se propone utilizar una celda unitaria
de la geometria real del mismo. Este proceso se logré al analizar una micrografia del trabajo
de Saucedo-Castaneda y col. (1992), la cual fue vectorizada en el software Inkscape®©, como
se muestra en la Figura 5.3. El planteamiento del problema se ingresa al software de Comsol

Multiphysics© 4.4 como se describe en la Figura 5.4.
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Figura 5.3. Celda unitaria de la geometria real del sistema vectorizada. Porosidad calculada del modelo
propuesto €, = 0.42

b, (r) S R
.7 —ng, -Vby,=—/(b,—b_)n,
Vb, = : p p aﬂ( B ) p

n, -ng =§ncﬁ -Vb(7 +(§—1)n0ﬁ bo'(.r+£y)

Figura 5.4. Planteamiento del problema en la celda unitaria de la geometria real de la escala microscopica del
sistema.

Al resolver el problema, se obtiene el perfil de las desviaciones en una celda periddica
representativa de la geometria real. Los grados de libertad de la simulaciéon son: la relacion
de la permeabilidad respecto a la difusividad de la fase-8 (aj), la porosidad del sistema (e,) y
la relacion de difusividades (§). Para el barrido de las desviaciones, se propuso una relacion de
la permeabilidad respecto a la difusividad de la fase-£ o/ﬁ = 1 y para la porosidad en este caso,
se calculd en una integral de superficie para obtener el valor exacto de la misma dado por ¢, =
0.42. De este modo se obtuvo el perfil difusivo para la fase-o, el cual dependera del valor de &

como se muestra en la Figura 5.5
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¥ -0.36

Figura 5.5. Ejemplos de los campos de las variables de cerradura para diversos valores de la relacion de
difusividades a) £= 0.01, b) £&= 0.1, ¢) €= 1, d) &= 10, e) £= 100, f) &= 1000 y g) &= 10000 y h) £&= 100000
respectivamente, de la porosidad real del sistema e, = 0.42 y o/ﬁ =1.
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Con el analisis en la celda unitaria de la geometria real del sistema, se puede decidir si el
modelo propuesto de la geometria simplificada de un cuadrado en un cuadrado, es adecuada
para reproducir los coeficientes efectivos de transporte. Para ello, se introdujo la informacion
necesaria al software Comsol Multiphysics© 4.4 de la celda periédica de geometria simplificada

como se muestra en la Figura 5.6

b, (r)
2 _ . , ,

ba(r) oo

n,-Vb,=3én-Vb, +(5-1)n, .
4 Mg (&-1) b, (r+1,)

Figura 5.6. Planteamiento del problema en la celda unitaria representativa de geometria simplificada en la
escala microscopica del sistema.

a) Dyy b) Dy,
10 LI L O L B B B L B I | R R L O N AL I B 10 LU L L O L O I L L B B B AL B N I

-1 T T T S YT M MW} 10—]_ T T T T S B T R M A AT

10210t 1 10 102 10 10% 1072107 1 10 102 103 10*
_ DapKeq _ DapKeq
57 Dac 57 Dac

—— Simple - - - Real

Figura 5.7. Comparacion de las predicciones del coeficiente de difusién efectivo en una celda unitaria de
geometria simplificada contra una de geometria real. a) D, y b) D, como funcién de la relacion de difusividades
€ por la constante Koq y la relacion de la fase dispersa (fase-5) con la permeabilidad de membrana 0/5.
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En las graficas de la Figura 5.7, se comparan las predicciones del coeficiente de difusion
efectivo resultantes de una celda unitaria de geometria simplificada, contra una celda unitaria
cuadrada de la geometria real, la cual tiene una porosidad ¢,=0.42. La porosidad obtenida de
la celda unitaria de la geometria real, se utiliz6 para ambas celdas unitarias, mostrando un
comportamiento de difusividades similar para ambas geometrias. Con este anélisis, se busco
determinar la isotropia del sistema, es decir, si la difusividad efectiva adimensional depende de
la direcciéon x o y para la celda unitaria bidimensional.

Al observar dichas gréficas, se tiene que la componente xz (D,,) asi como la componente
yy (Dy,) tienen un comportamiento isotropo®. Con este analisis se puede decir que, para este
caso, es suficiente emplear celdas unitarias de geometria simplificada para obtener los datos
de los coeficientes efectivos de transporte que describen los procesos de difusiéon y reaccion en
el bagazo de cana en la escala microscopica del sistema. Tomando en cuenta lo anterior, se
propone para el primer barrido de los perfiles de geometria simplificada, una porosidad de ¢, =
0.19 y una relacién de la permeabilidad respecto a la difusividad de la fase-3 aj; = 1, el perfil
de las desviaciones para la fases § y o dependen del valor de £ como se muestra en la Figura
5.8.

Para la siguiente simulacion, se planteé aumentar la porosidad ¢, = 0.64 y se mantuvo
el mismo parametro, es decir, una relaciéon de la permeabilidad respecto a la difusividad de
la fase-(3 a’ﬁ = 1, esto ultimo para realizar la comparaciéon entre porosidades. El perfil de las
desviaciones para la fases § y o dependen del valor de £ como se muestra en la Figura 5.9.

En la Figura 5.8 se puede observar el mismo comportamiento que para una porosidad mayor
en la Figura 5.9, es decir, que para valores de £ < 10, el perfil de las desviaciones en la direccion
x, se comporta de manera inversa que para valores de £ > 10. El rango de valores para los perfiles
a), b),c) y d) de la Figura 5.8 se encuentran entre [-0.1, 0.1|. Por otro lado, los valores de los
perfiles a), b),c) y d) de la Figura 5.9 se encuentran entre [-0.2, 0.2]. El rango de valores para los
perfiles e), f), g) y h) de la Figura 5.8 para £ > 100 se encuentran entre [0.45,-0.45], mientras que
los mismos perfiles para la Figura 5.9 se encuentran entre [0.3,-0.3]. Con este analisis se puede
concluir que el perfil de las desviaciones respecto de la relacion de difusividades &, disminuye
a medida que aumenta la porosidad para valores de & > 100. Por otro lado, se comporta de
manera inversa cuando & > 10, es decir que a medida que la porosidad disminuye, el perfil de
los valores de las desviaciones aumenta.

Una vez realizado este anélisis, se propone un barrido de aj sobre las soluciones de &
obtenidas, como se realizé en el trabajo de Ochoa y col. (1986). Esto ultimo, para obtener
el perfil de los coeficientes efectivos de transporte respecto de la difusividad efectiva D.g =

g—Z(Keqag + €,), como se describe en las graficas de la Figura 5.10.

3Se refiere al hecho de que ciertas magnitudes vectoriales que pueden ser medidas, dan resultados idénticos con
independencia de la direccién escogida para dicha medida.
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Figura 5.8. Ejemplos de los campos de las variables de cerradura para diversos valores de la relacion de
difusividades a) {&= 0.01, b) €= 0.1, ¢) &= 1, d) €= 10, e) €= 100, f) &= 1,000 y g) €= 10,000 y h) &= 100,000
respectivamente, para una porosidad €, = 0.19 y ab =1.
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Figura 5.9. Ejemplos de los campos de las variables de cerradura para diversos valores de la relacion de
difusividades a) £&= 0.01, b) £&= 0.1, ¢) &€= 1, d) €= 10, e) £&= 100, f) &= 1000 y g) €= 10000 y h) £&= 100000
respectivamente, para una porosidad ¢, = 0.5 y o/ﬁ =1.
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Figura 5.10. Perfil de los coeficientes efectivos de transporte, £ y 04,’8 respecto de la difusividad efectiva Deg =
g:" (Keqep + €0). Variacién de la porosidad en a) £,=0.19, b) €,=0.36, c¢) €,=0.5 y d) €,=0.64.

En las graficas de la Figura 5.10, el valor de la difusividad efectiva Dgg, se presenta en
funcion de la relacion de difusividades £ y de la tasa de la permeabilidad fase dispersa (fase-f3)
respecto de la permeabilidad de membrana «;. En cada caso se utiliza la fraccion volumétrica
de la fase continua ¢,. El rango de parametros de £ varia entre [0.01, 100000| y o’y varfa entre
[1,1000]. Existen dos casos limite de estudio para el valor de la permeabilidad de la membrana.

El primero es cuando la membrana es impermeable, es decir, k = 0, por lo cual oj tiende
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a infinito (aj; — 00). En este caso el problema se reduciria al que consideraron Ryan y col.
(1981), el cual se puede reproducir con el planteamiento realizado. El segundo caso, es cuando
existe una membrana altamente permeable, es decir, que & — oo, por lo cual el valor de aj
tiende a cero. Este caso, donde la membrana no ofrece resistencia a la transferencia de masa,
fue considerado por Nozad y col. (1985). Del mismo modo que en el primer caso, se pueden
reproducir los datos teéricos obtenidos anteriormente, con el planteamiento realizado. Como
conclusion del analisis de la Figura 5.10, se puede observar que a medida que la relacion de
difusividades & aumenta, la difusividad efectiva también aumenta, es decir, la difusion del
sistema de equilibrio se basa directamente de la relacion de las difusividades de cada fase y de
la constante de equilibrio asociada. Por otro lado, se observa que la difusividad efectiva respecto

de la relacion de difusividades £ disminuye a medida que aumenta la porosidad.

5.6. Resumen del capitulo

Durante este capitulo, se realiz6 un promediado de las ecuaciones microscopicas siguiendo el
método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999a), con ello se obtuvieron modelos no cerrados
de cada fase. Siguiendo con el método, se planted el problema de las desviaciones, para ello son
necesarias las variables de cerradura, las cuales se obtuvieron por medio de las funciones de
Green.

Una vez que se tienen las variables de cerradura de no equilibrio y con el problema de las
desviaciones, se plante6 el equilibrio local mdsico, el cual supone el uso de una concentracion
de equilibrio para describir los procesos de transferencia de masa en ambas fases. Al utilizar
el equilibrio local méasico, se obtuvieron las contribuciones de las desviaciones macroscopicas,
para lo cual y aplicando las suposiciones necesarias, pudieron ser despreciables respecto de la
concentracion de equilibrio. Con lo anterior se plante6 la solucién del problema de cerradura
de equilibrio.

Posteriormente, se introdujo la informaciéon en el software, donde se obtuvieron los perfiles
de las variables de cerradura. Finalmente se analizaron los resultados y se concluy6é que
el comportamiento de los coeficientes efectivos de transporte permite describir a la escala
microscopica del sistema de estudio, como un nuevo medio continuo, es decir, se obtuvo una
ecuacion promedio valida en la escala microscopica. Los resultados del analisis paramétrico del

coeficiente de difusion en el modelo de equilibrio pueden resumirse como sigue:
= Si la relacion de difusividades & aumenta la difusividad efectiva también aumenta.

» A medida que la porosidad aumenta (o la fraccion de bagazo de cana aumenta), los perfiles

de la difusividad efectiva disminuyen.
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= Si la permeabilidad aumenta, oz/’g disminuye y con ello, el perfil de la difusividad efectiva

aumenta y viceversa.

= La estructura compleja del bagazo, en este caso, no representa limitaciones para suponerlo

como un medio espacialmente periddico.

Al obtener el modelo que describe al bagazo de cana como un nuevo continuo, se puede
desarrollar otro modelo para la siguiente escala del sistema que tome en cuenta las caracteristicas
esenciales obtenidas en esta. La ecuacién que describe al nuevo continuo, tiene términos de
acumulacion, difusion y reaccion y sera el punto de partida en la siguiente escala de estudio,

que se analizara a detalle en el siguiente capitulo.
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Analisis en la escala intermedia

En este capitulo se busca predecir la transferencia de masa, reaccién y conveccion en la escala
intermedia del biorreactor (ver Figura 4.1), para ello, se llevara a cabo el segundo escalamiento
al nivel del bagazo de cana en interacciéon con el gas que lo rodea, el cual en este caso, se
considera la region de transporte de la especie quimica. Se estudiard el proceso de difusion,
reaccion y conveccion en el bagazo, el cual se considera como un medio poroso impermeable
que contiene todas las caracteristicas esenciales de la escala anterior. En la Figura 6.1, se muestra
una fotografia del bagazo de cana, el cual tiene una longitud Ly=1 cm, de donde se toma una
muestra representativa de radio 75, donde se aplicard el método del promedio volumétrico
para obtener una ecuaciéon que describa el proceso de difusion, reacciéon y conveccion en el
medio descrito. El capitulo se organiza de manera anéloga al anterior siguiendo la metodologia
desarrollada.

El propoésito de hacer el promedio en esta segunda escala del sistema, es obtener las
caracteristicas esenciales del mismo, junto con las caracteristicas esenciales de la escala anterior
y con ello poder describir al bagazo de cana junto con la atmosfera gaseosa que lo rodea como
un nuevo medio continuo (Fung, 1994). Al obtener el modelo que describe al bagazo de cana
junto con la atmosfera gaseosa como un nuevo continuo, se puede desarrollar otro modelo para
la escala del biorreactor del sistema que tome en cuenta las caracteristicas esenciales de las dos
escalas anteriores. El modelo de la escala macroscopica del biorreactor se describiréd a detalle
en el Capitulo 7, en tanto, se comenzara a desarrollar el modelo que describe al sistema en las

escala intermedia, junto con las caracteristicas esenciales de la escala microscopica.

6.1. Planteamiento del problema

La region solida de la Figura 6.1 es el bagazo, denominado region-x y es en esta region donde

ocurre la reacciéon y contiene toda la informacion esencial de la escala microscopica. Los huecos
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Figura 6.1. Muestra representativa del bagazo de cana dentro del biorreactor; bagazo de cana y atmosfera
gaseosa, vista como un sistema de dos regiones (Saucedo-Castaneda y col., 1992).

entre el bagazo, se consideran la region gaseosa (atmosfera gaseosa) o region-y. La ecuacion de
transporte y las condiciones a la frontera para la concentracion de la especie A en el proceso de
difusion, reacciéon y conveccion que ocurren en el medio poroso, estan dadas por las siguientes

ecuaciones, tanto para la region-x como para la regiéon-vy.

0
2‘27 + V- (cayvy) =V - (ZD4,Vecay) en la region—vy (6.1)
(K £4 4 a{o},&f _ . . 1 sA
eq€s + €0) 5 = V - [Deigo - V{C}so] + R Keqep{C} s, en la region—« (6.2)
—Ny, - DayVeay = —ny, - DaVea, en la interfase 7, (6.3)
Ny - DacVeag = ko (CAK — Kg(ch,y) en la interfase o7, (6.4)

Como se desea conservar la informaciéon esencial de la escala microscopica, se plantean las
siguientes sustituciones sobre la ecuacion (6.2), para simplificar y mantener una nomenclatura

reducida

{C} sy = Canx Deftse = Zasl (6.5)
Keqé?g + &5 = €40 RlKeqé“ﬁ = Rgg (66)

El vector de la difusividad efectiva de la escala anterior Degg, puede ser igualado al escalar

D4, al ser multiplicado por el tensor identidad I. Esto es debido a la isotropia del sistema en la
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escala anterior, comprobada en el anélisis de las gréaficas de la Figura 5.7. Tomando en cuenta lo

anterior, las ecuaciones del sistema y sus condiciones a la frontera estan dadas por las siguientes

ecuaciones:
GCA,y sz
5 + V- (cayvy) =V - (P4,Vcay) en la region—y (6.7)
aCAIi .,
5507 =V - (PaxVecar) + Rpocay en la region—x (6.8)
—Ny, - DayVeay = —ny, - DaVea, en la interfase o7, (6.9)
—Nyy - DacVean = ks (cA,.i — KQ;CA,Y) en la interfase o7, (6.10)

Donde KJj: es la constante de equilibrio entre las regiones k y 7; k.4: es la permeabilidad
de la membrana celular y Rg,: corresponde al coeficiente de reacciéon que se establecié en el
modelo de la escala microscopica. La condicion a la frontera en la interfase .27,, de la ecuacién
(6.9) representa continuidad en el flux de masa y la condicién a la frontera en la interfase <7,
de la ecuacion (6.10) representa un salto en la concentracion. Por tltimo, el vector unitario

normal a la superficie &7, se denota como sigue
n,. = —n,, en la interfase 27, (6.11)

Suiguiendo la metodologia del Capitulo anterior y de acuerdo a Whitaker (1999a), se define el

promedio superficial
1 .
(¢;) = V/cidv Donde i = k, 7 (6.12)

a la concentracion intrinseca
(cas) = eilcai)’ Donde i = K,y (6.13)

donde ¢; con i = kK, 7, es la fraccion volumétrica de la region x 6 ~ respectivamente. A partir
de lo anterior, también se define a la concentraciéon promedio intrinseca para esta escala como

sigue

- 1
(cai)' = v /cAidV Donde i = &,y (6.14)
' Vi
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6.1.1. Ecuacién promedio en la regiéon-x

Analizando las ecuaciones (6.7) y (6.8), se observa que la region-« es la que tiene el término de
reaccion, por ello se trabajara sobre ella y al final de esta subseccion, se desarrollara un analogo
para la region-y, que en este caso contiene a la conveccion. Para obtener una ecuacion promedio
en la region-x, primero habra que considerar que el medio poroso es rigido y homogéneo. Al

aplicar el promedio superficial de la ecuacion (6.12) en (6.8) se obtiene la siguiente expresion

8(cAH)

oo =V (ZacVea)) + Roolecax) (6.15)

Usando el teorema del promedio espacial (Howes y Whitaker, 1985), en la ecuacion (6.15) se

obtiene lo siguiente

8(CA,.€>

€80 5 =V- <.@AHVCAH> +

1

= / N, - DanVeandA + Ray(can) (6.16)
Ay

Suponiendo que las variaciones espaciales del coeficiente de difusion Z,,. pueden despreciarse

dentro de la region de promediado y aplicando de nueva cuenta el teorema del promedio espacial,

la ecuacion (6.16) queda como

o{c 1
€80 <£5> =V | D V<CA“>+V / N, CandA
Ay
1
+V / N - @A,{VCAHdA + RBU <CA5> (617)
Ay

Para expresar la ecuacion anterior en términos del promedio intrinseco de la concentraciéon en

la region-x, se utiliza la ecuacion (6.13) dando lugar a la siguiente expresion

O(ca)" 1
85850 <cai> =V @A,ﬂ V(€H<CAK>H)+V/H,WCAHCZA

Acumulacién P
Dif?lrsi()n
1
+ v / ngy - -@ARVCAndA + RBO’£I€<CAK:>H (618>
—_——
Ay Reaccion

[\ J/

Vv
Flux de inter-region
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Al observar la ecuacién (6.18) en la contribucion de la difusidn, existe un término de
concentracion puntual cs, que se desconoce. Para expresar la ecuacion anterior en términos
del promedio intrinseco y las desviaciones de la concentracion se usa la descomposicion espacial

de Gray (1975)
Car = (Can)"™ + Cax (6.19)

Siguiendo los mismos pasos que en el Capitulo anterior, siempre y cuando se tome en cuenta la

restriccion de escala de acuerdo a la Figura 6.1

r
72,0 <L Ly — % <1 (620)
2

al tomar en cuenta la condicion de continuidad del flux de (6.9) y el cambio de signo para los

vectores unitarios n.,, = —n,,, la ecuacién resultante para la region-x es
a<CA >'i 1 ~
8&508—; =V |e:Par | Vican)® + v / N, CarndA
—_——— K
Acumulacion Pyn
Difusion
1
— V / n,, - @AWVCAVCZA—F }%508H<CAH>’i (6.21)
——
Ly Reaccion

- 7

~
Flux de inter-regién

De manera andaloga el resultado para la regién-v se expresa como sigue, nétese que ain no se

ha desarrollado el término convectivo, el cual se analizard durante la siguiente subseccion.

8(cA7>V o 1 ~
Ey——2—+V - (vycay) =V |65Day | V{cay) + — [ n,CaydA
ot —_— v,
Conveccién .
1
+V / Il,y,./v . .@AWVCA-YCZA (6.22)

e

6.1.2. Transporte convectivo

Para tratar el término convectivo en la ecuacion (6.19), es conveniente utilizar la descomposicion

espacial de la velocidad dada por

v, = (V)" +V, (6.23)
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el cual, junto con la descomposicion espacial de la concentracion, dan lugar a
(VaCay) = ((v4) (Ccay)” + Vo{cay)” + (V) Cay + V4Cay) (6.24)

tomando en cuenta la restriccion de escala de la ecuacion (6.20), lo cual permite remover a
las cantidades promedio de las integrales volumétricas, con ello, la expresion (6.24) se puede

escribir como sigue
(VaCay) = €5(v4) (cay)” + (Vo) (cay)” + (v4)7(Cay) + (V4Cay) (6.25)
y bajo la restriccion de que el promedio de las desviaciones sea 0, es decir
(§,) =0 (@) =0 (6.26)
la ecuacion (6.25) queda como
(VayCay) = e4(vy){Cay)” + (V4Cay) (6.27)

Al sustituir el resultado de la ecuacion (6.27) en la ecuacion (6.22) queda como sigue:

Uem)” g Uew)) =V |3 Py | 7 (ean)? + = CaydA
ST TV (e4(v4)7{cay)") =V - 65D ay {eay) + v | Tl
S Conveccion Ty
Dif;gién
1 ~ ~
+ V / n,;: gAvchvdA — \E <V70A7> (628)
Ly Dispersién hidrodinamica

Flux de inter-region

En este momento, es conveniente llevar a cabo el promediado de la ecuacién de continuidad en

la fase gaseosa, la cual bajo la suposicion de flujo incompresible toma la forma
Vv, =0 (6.29)
El resultado de aplicar el operador de promediado superficial es

(V-v,) =0 (6.30)
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Mientras que el resultado de aplicar el teorema del promediado espacial esta dado por

(V-vy)=V-(v,)+ % / n.,, - v,dA (6.31)

A

En base a la condicion de no deslizamiento en la frontera sélido-gas, la ecuacion de continuidad

promediada se reduce a
V.-(vy)=0 (6.32)

por lo tanto, se puede expresar al promedio de la velocidad superficial en términos del promedio

de la velocidad intrinseca como sigue:
Ve (e5(vy)7") =0 (6.33)

Utilizando la sustitucion de la ecuacion (6.33) en el modelo de la ecuacion (6.28), la expresion

para la region-y queda como sigue

dcay)” v/ TV 2., |V 143 CaydA
877 +fv<vv> : <CA7>J =V [EyZay (cay)’ + v Ny CAy
Acumulacién COHV\;CCién ! Ay
Dif;gién
1 ~
+ V / n,.: gAychydA -V <V’YCA’Y> (634)
—_———
»Q{’yn Dispersi()n

~
Flux de inter-region

Al analizar las ecuaciones resultantes (6.21) y (6.34) para las concentraciones promedio
intrinsecas de la region-x y la region-y, respectivamente, se observan los términos de las
desviaciones espaciales de la concentracion ca, y ca,. Para expresar dichas ecuaciones en
términos de las concentraciones promedio intrinsecas, se plantean los problemas de cerradura

en la siguiente seccion.

6.2. Cerradura de no equilibrio

Para obtener una representacién de las desviaciones espaciales ¢4,, nos referimos a la

ecuacion (6.21), la cual se divide entre €, (que para este caso se considera constante) para
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obtener

€5Ua<CAR> =V (.@AKV<CAK>K) + V- @AH / nnngndA
ot Vi
Ay
1
_VH / N, - -@A'yvCA'ydA + R50<CA,§>K (635)
oy

Recordando la definicion de desviacion local espacial de la concentracion en la ecuacion (6.19),
se puede restar a la ecuacion de la concentracion puntual de la ecuacion (6.8) a la ecuacion

(6.35), de este modo se obtiene una ecuacion para las deviaciones ¢4, como sigue

Jca _ Da ~
8507’{ = y . (.@AHVCAK) -V Vﬁ / Ilm,CA,,vdA
NI Difusion *
Acumulaciéon N .,

Vv
Difusion no local

1 ~
+ v / | AV ‘@AWVCAWdA + RBJCAn (636)
Lyk Reaccion

(.

~
Flux de inter-regién

Con el fin de simplificar la ecuacion (6.36), es conveniente llevar a cabo un analisis de 6rdenes

de magnitud. Para el término de difusion no local el orden de magnitud se puede expresar como

9,4,.; ~ . @AHEAK/
v / N, TadA _O(EJKLQ) (6.37)

/v K

el orden de magnitud de la difusion en la ecuacion (6.36) queda como sigue

(6.38)

V - (D4,Vea) = O (9 A“CA“)

%

para este caso, se toma en consideracion que el orden de magnitud del término difusivo es

mucho mayor al término de difusion no local, 1o cual, conduce a la siguiente expresion

v. @VA” / nEadA | <V (74,924,) (6.39)
Ly Difusién

J/

Vv
Difusion no local
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con ello se da lugar a la expresion
.@AngAﬁ ‘@AHEAH
O| ——— ) =0 —— 6.40
(Z) =0 (% 640
siempre que se cumpla la siguiente restriccion de escala

e < Ly (6.41)

de acuerdo a la Figura 6.1, esta restriccién de escala es valida, ya que £, < 139 << L. Tomando

en cuenta esta restriccion, se puede simplificar la ecuacion (6.36), dando lugar a la siguiente

expresion
aEAH ~ 1 _
€go—— =V (D4, Veus) +— [ 1y DaVea,dA+ RpoCas (6.42)
ot - V.,
Acumulaciéon Difusién Ayr Reaccion

~
Flux de inter-region

En la ecuacion (6.42) se realiza otro analisis de 6rdenes de magnitud para la acumulacion donde
OCax €80CAx
p—n = Q| 22 6.43

para este caso, si se desea suponer el estado cuasiestacionario, es decir, que el orden de magnitud

del término difusivo sea mucho mayor que el término de acumulacién, se tiene lo siguiente

é‘gggAn @AﬁEAH
0 (—t* ) <0 (—ﬁi ) (6.44)

al despejar el tiempo caracteristico t*, se tiene que el estado cuasiestacionario para la ecuacion
de las desviaciones se logra siempre y cuando
2

* 550€H
¢ : 6.45
> (6.45)

suponiendo el estado cuasiestacionario, la ecuacion (6.42) toma la siguiente forma

- 1 ~
0=V. (@AHVCAH) + — / ny. - gAnyCA«/dA‘i‘ RﬁUCAK (646)
(NG —~ v VK H/_/
Difusién Ay Reaccién

N

TV
Flux de inter-regién

El flux de inter-region de la ecuacion (6.46), de acuerdo con la descomposicion espacial de

la concentracion puntual en promedio y desviaciones como se describe en la ecuacion (6.19), da
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lugar a expresarlo como sigue

1

1 - 1
7 / .. - @AWVCA,YCZA = 7 / n,,;: @AWVCAA/dA + 7 / n,,;: @A7V<CAV>7dA (647)

Ay Ay Ay

para encontrar el valor de la concentracién promedio (c4,)” en la ecuacion (6.47), se utilizara
la descomposicion de la concentracion descrita en la ecuacion (6.19) y se aplicara el promedio

intrinseco de la ecuacion (6.14) para obtener

1 1 ~
v / - .@AWVCAWdA = 7 / N - -@A'YVCA'ydA (648)

K
Ay e

y al sustituir el resultado de (6.48) en la ecuacion (6.46) se obtiene que

- 1 - ~
0=V- (.@AHVCA,{) + — / N, - .@A,YVCAFYdA—l— RﬁacAn (6.49)
~~ -~ VI{ N——
Difusién Ly Reaccion

~
Flux de inter-region

Al realizar el andlogo para la region--, siempre y cuando se tomen en cuenta las siguientes

restricciones de escala

. &b
l, <K Ly > — (6.50)
D
las cuales llevan a suponer que la difusion no local y el término de acumulacién sean mucho

menores que el término de difusiéon® y la ecuacién resultante queda como sigue

1
~ ~ Ny o ~ ~ ~ ~
Vy Veay + vy V<CA7>J =V (@AWVCAW)J— v | D DayNViaydA—V - (VyCay) (6.51)
Convecciéon Fuente convectiva Difusion o, Dispersion

o

~
Flux de inter-regién

Al realizar el analsis del 6rden de magnitud para el término de dispersion se tiene lo siguiente

V- (¥,04,) = O (%) (6.52)
y para el término convectivo es
e
v, Vis, =0 (%) (6.53)
v

!Consultar el Capitulo 3 de Whitaker (1999a).
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De acuerdo con la restricciéon de escala de la ecuacion (6.50), donde se mostré que £, < Ly se
) v
puede suponer que el término dispersivo es mucho menor que el término convectivo y por tanto

la ecuacion (6.51) se reduce a

1
~ ~ v o ~ L ' -
vy VcAz—i- V. - V(cAW)J = y . (@AWVCAWZ v N, - DayVia,dA (6.54)
N~ N~ "~ vy
Conveccién Fuente convectiva Difusion Ay

J/

TV
Flux de inter-region

Para completar el problema de las desviaciones espaciales, es necesario contar con las
condiciones de frontera correspondientes. Utilizando las descomposiciones espaciales de la
concentracion puntual de la ecuacion (6.19) en las condiciones de frontera (6.9) y (6.10), resultan

las siguientes expresiones

—N - QAVVEAW — Ny - @AVV@AWW = Iy .@A,{VEAH — Iy - .@AHV@A,{)H (6.55)
Fuente Fuente

—nm . @AmngH — nm . @AHV<CAK>R = ]C,m EAI{ — K;ng7 + <C,4,.;>}'i — f("yclf<cl47,>7 (656)

e
>

~
Fuente Fuente

Para resolver el problema de cerradura, es necesario contar con las condiciones a la frontera
en las entradas y en las salidas del dominio de solucién. Al igual que en el Capitulo anterior,
se elige resolver el problema en una celda periédica, lo cual es una aproximaciéon del medio
de estudio, que para muchos casos es razonable. De esta forma, se proponen las siguientes

condiciones de frontera
Can(r +£;) = Cax(r) Cay(r +£;) = Cay(r) donde i = 1,2,3 (6.57)

Del mismo modo que en el Capitulo anterior, la soluciéon de las variables de cerradura de no
equilibrio, se obtendra a partir de la teoria de las funciones de Green (ver desarrollo en el

Apéndice B.2), dando lugar a las siguientes expresiones

Car = byy - V{cay)" + by - Vican)™ + s ((cAK>” — Kgc’f(cmﬁ) (6.58)
Cay = by - V{cay) +boy - Vican) + sy ((can)” — KL (cay)?) (6.59)

con los valores obtenidos de las desviaciones en las ecuaciones (6.58) y (6.59) se sustituyen en

los problemas de cerradura de no equilibrio representados en las ecuaciones (6.21) y (6.34) para
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obtener finalmente la forma cerrada de no equilibrio para la regién-x como sigue

a<CA,€>'i .
S
—_———

Acumulacién

V- {559,45 [V(CAH>H

Difusién

+v% J my (bey - V{cay)? 4 by - V{can)™ + s, ({can)® — K2 (cay)7)) dA

YR

}

1
— V / n,, - .@A,YVCA,YCZA—F R,5>Ue’:“,§<CA,§>H (660)
Ly Reaccién

Flux de inter-region

y la forma cerrada de no equilibrio para la region-~

d{ca)?
78—; +§7<V7>7 ' V<CA7>1 =
— Con;erccién

Acumulacién

V- {E’Y@A’Y [V(CA,YW

3
8 +v% (yf Doy (bw ) V<CA7>7 + by - V{can)" + Sy (<CAH>F” - Kg$<CAv>7)) dA }
1
+ V / n., - .@A,YVCA,YCZA (661)
Ak
Flux de i?l?er-regién

-V (v, (bw - V{cay)” 4 by - Vica)" + s, (<CAK>}i - Kg$<cx4v>,y))> (6.62)

Disp;sién

Continuando con la metodologia del Capitulo anterior, se busca una ecuaciéon de transporte de
acumulacion, conveccion, difusion y reaccion de dos regiones en un sistema heterogéneo. Para
ello, se buscard implementar el principio de equilibrio local mdsico, tal y como se hizo para el

primer escalamiento, como se describe en la siguiente seccion.
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6.3. Equilibrio local masico

Siguiendo la metodologia del Capitulo anterior, se define una concentraciéon promedio

ponderada dada por
1 . y
{CA}N’Y = K7K€H<CAN> + €7<CA7> (663)
eq

y a los dos promedios intrinsecos de la concentraciéon en términos del promedio espacial

ponderado
<CAH>N = KJJ{CA}m + /C\n (664)
(cay)” ={Caluy + ¢ (6.65)

también, es necesario identificar las condiciones donde las desviaciones espaciales macroscopicas

C. ¥ Cy, son despreciables respecto de las concentraciones promedio, es decir

(Can)™ > €, (6.66)
(cay)” > (6.67)

Para determinar lo anterior, se utiliza la definiciéon de la concentracién promedio ponderada de
la (6.63), asi se obtiene para la region-x
{Ca}
Kaenssr =5, — =

Acumulacién

J/

1
VY - Ke%gn,@A,{ |4+ — / Ny (b,W -+ Kg;b,i,i) dA | - V{CA}*W + Kg(’;RBO'EH{CA}H’Z

q
Vi
yr Reaccion
Difusion
1 QAH ~ ~ aa-;
— = [ n - PaVea,dA+V - N, (s, (¢ —Cy))dA| — ST
V \%4 t
————
N D N S |, Acumulacién
Y L N~ macroscopica
Flux de inter-region Contribucién macroscépica
5 1 5 5 ~
Vo |ewPar | Ve + — [ Ny (buy - VE, + by - V) dA | | + RpocrCs (6.68)
‘/vN ——
Lk Reaccion
— ~  macroscopica

Dispersion macroscopica
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Para obtener la forma cerrada de la ecuacion (6.68), el coeficiente de difusion en la region-x

puede expresarse como sigue

1
Dus = Kz | 14 / n., (bey + K2b,,.) dA (6.69)
Ak

asi, al sustituir (6.69) en (6.68) se obtiene lo siguiente

{Ca}
Kegeneso——p, =V (Dettn - V{Ca}o) + Ko Roer{ Catiy
h Acum:ﬁacic’)n . Dif:lgién Rea‘C,Cif)n
1 D a SR Je,
— 7 / N - D4 Vea, dA+V - V’i / N, (sx (¢, —¢y))dA| — 8,.@8508—:
————
i i |, Acumulacién
~~ ~~ macroscopica
Flux de inter-regién Contribucién macroscépica
5 1 5 5 .
VlexDan | Vi + — [ nuy (bey - VC, + by - V) dA | | + RpocrCa (6.70)
V,g ——
oy Reaccion

_~  macroscOpica

——
Dispersién macroscopica

De manera analoga, para la regién-v, se propone un tensor de difusividad efectiva de la siguiente

manera

1 K
Detty = ey Pay | 1+ v / Ny (b'w + K bm) dA (6.71)

.
Ay

y la dispersion como un tensor de dispersion hidrodindmica como se describe a continuacion
D, = (v, (by, + KX'b..)) (6.72)

con las sustituciones de las ecuaciones (6.71) y (6.72), se tiene para la region-vy la siguiente

ecuacion

H{Cxu}s
o, A 52} 48,(ve)? - V{Caty = V- (Desy - V{Cu}ny) =V (Dy - V{Cu}wy) -+
—— o us er

Acumulacion

Conveccion Difusion Dispersion

Modelado matemdtico de biorreactores 106 Guillermo Benitez-Olivares



Capitulo 6: Andlisis en la escala intermedia

1 Do . Jc.
ot = | e DaVea dA+ V- | =2 | n(s, (6, —¢))dA £yt
V V ot
e PN i | Acumulacién
N - g macroscopica
Flux de inter-region Contribuciéon macroscopica
1 ~ - .
+V . |ey%ay | Ve, + v | P (b, -V, + b, - Ve, d —e4(v,)7 - Ve,
ol SN————
- Conveccion
~— _ macroscopica
Difusiéon macroscopica
-V - (v, (b, V&, +b,, Ve, +s,C —¢))) (6.73)

Dispersion macroscopica

Para obtener un modelo de una sola ecuacion, se suman las ecuaciones (6.70) y (6.73), dando

como resultado la siguiente expresion

H{Cx}tn
(Kyeneso + &) o{C a?} ++e9(vy)7 V{Caley = V- (Detr - V{Ca}iy) + K R0 {Catry
) Acum‘ﬁacién . Conv‘ercci()n Difa;én Rea;ién
+Y ) (Deﬁw ’ V{CA}HWZ_y ) (D'y ’ V{CA}/WZ
Difl‘l’sién Displ;sién
0C,. N 1 N "
- 61@850% + V- 8,4.@,4,{ VC,Q -+ 7 ng, (bﬁ'y . VCA/ + bm{ . VCH) dA

—— “y{

Acumulacién e >

macroscopica ~~

Dispersiéon macroscopica region-x

ac. 1
_ -0 7.Ve . D _ . Ve . Ve
€y e (vy)" -V, +V - |e,P4, | Ve, + v P (byy - Ve, + b, - Ve,) dA
—— — v
L Conveccion o7
Acumulacién macroscopica _
macroscopica R

Difusiéon macroscopica region-vy

-V <vv (bw ’ vay + bw Ve, + Sv(af - Ev))) + RBJEH/C\H
[\ -~ - N\’

Dispersién macroscopica Reaccion
macroscopica

Dan SN % SR
+V- ; / 0, (5, (c,{—cv))dAJr% / .. (s, (G — ¢))dA (6.74)

J/wﬂ M’YK

v
Contribucién macroscopica

Para simplificar esta ecuacién, se utiliza la suposicion del equilibrio local mdsico. Dicha
suposicion, requiere encontrar las condiciones bajo las cuales las desviaciones macroscopicas
son despreciables lo cual se muestra a detalle en el Apéndice C.3. En otras palabras, se buscan

satisfacer las proposiciones de las ecuaciones (6.66) y (6.67) para simplificar la ecuacion (6.74)
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por medio de analisis de 6rdenes de magnitud y restricciones de escala siguientes (ver Apéndice

C.4)
Can — Cay = O ({can)” — K2 (cay)") (6.75)

y esta restriccion a su vez esta relacionada por la expresion

{Catuy B ler 2
(<CAN>K - Kg(f<cA,y>’Y) =0 (LQ) (676)

se observa que al cumplirse que ¢, < r9y < Lo, se puede despreciar las contribuciones de las

desviaciones macroscopicas en la ecuacion (6.74), dando lugar a la siguiente expresion

0{C 4},
(Klreneso +€5) % +

[ J/

€7<V,y>“f . V{OA}WL = y . (Deff;.; . V{CA}HWZ—FF;TRﬁUgH{CA}“Z

Acum?ﬁaci()n Conveccion Difusién Reaccion
+ V- (DGH'Y ’ V{CA}K’Y)/_\V ' (D’y ' V{CA}n’y)l (677)
Vv VvV
Difusion Dispersiéon

Para simplificar la ecuacion (6.77) se definird un tensor de dispersion total que contendra las

contribuciones de las difusiones en k y v y la dispersion de la region ~ en el siguiente coeficiente
D’,. = Desix + Desty — D, (6.78)
Por lo que la ecuacion (6.77) queda como sigue

o{C 4},
(Klrenepo +€y) %

Acumulacién

J/

+§7<V7>7 ) V{CA}I-@ = y ) (Dfm ’ V{CA}IW) —1—\}(353/308,.6{0,4},{1

Conveccién Dispersioén total Reacciéon

(6.79)

Suponiendo que el medio poroso es homogéneo, la ecuacion (6.79) puede expresarse como sigue

0{Cx
(Kenes + <) % & {va)" - V{Caby = DS s VV{Caby + K2 R0t Caly
h Acum:ﬁaci()n g Con\?erccién Dispers\i(,’)n total Rea::r(;ién

(6.80)

6.4. Soluciéon del problema de cerradura

Para desarrollar el problema de cerradura es necesario tomar en cuenta las variables de

cerradura de las ecuaciones (6.58) y (6.59), donde se aplicara la suposicion de equilibrio local
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masico de la ecuacion (6.63). Bajo estas condiciones, la solucion del problema de cerradura se

reduce a

ae = by V{Cu}tmr (6.81)
Say = by V{Culs (6.82)

Se plantea la sustitucion de las variables de cerradura de equilibrio en la dispersion total del
modelo cerrado de equilibrio de la ecuacion (6.80). Cabe recordar que el tensor de dispersion
total D:7 es la suma de las difusividades efectivas de las regiones k y ~ asi como la dispersiéon
en la region -y, como se describe en la ecuacion (6.78). Al realizar las sustituciones, la dispersion

total queda expresada como sigue

* YK VK Kg(fg“‘@A”
Dy, (Klreeps + £y) = (KliexDax + 4 Day)l + — v n,,b,.dA
A
/ n,.b,dA — (v,b,) (6.83)

Ay

gv-@A’Y

Y

al dividir la ecuacion (6.83) por Z4., se obtiene la siguiente expresion

*

D K’m&i@AK K'YKZEE@A,.@
KY K’m <€ 8o — eq I eq / . bHdA
-@Aw( eq Ex€po + €y) < D, + 5v> + DV Ny

Dk

€y (vyb,)
— b, dA — ——~ 6.84
+ny£{/ N Dy -@A'y ( )

para simplificar la expresion (6.84), se plantea la siguiente sustitucion

KL P

6.85
o (6.55)

X

permitiendo expresar a la difusividad efectiva total D.g en la ecuacién obtenida como sigue

*

., D . X 1 (v,b.)
D* = @—A:(Kgq Ex€po + E4) = (ExX +&4) 1 + v / n,,b.dA+ v / n,.b,dA - gj—Aj

Aoy A

(6.86)

Para plantear adecuadamente el problema de cerradura, se debe definir el problema de las
desviaciones de las ecuaciones (6.49) y (6.54) bajo las condiciones de equilibrio y las condiciones

de frontera de las ecuaciones (6.55) y (6.56). Al aplicar la suposicion de equilibrio local mdsico de

Modelado matemdtico de biorreactores 109 Guillermo Benitez-Olivares



Capitulo 6: Andlisis en la escala intermedia

la ecuacion (6.63) y al sustituir las variables de cerradura de equilibrio de las ecuaciones (6.81)
y (6.82), se obtiene el planteamiento del problema de cerradura de las ecuaciones diferenciales

de las regiones k y v

1
0=V (Z4Vb,) ~ o~ / Ny - Pa VbedA+ Rysby  en V, (6.87)
*
KY*D . b KD,
Vb, = —caZAR, s ca 74K o, .
n.,. - Vb, D, n, -V K + ( T, ) n,,  en.g, (6.88)
bK/ ‘@AR bl{ ‘@AK/
@ - b,y = _mnﬁ’y . VK_g(f — mnm e1 %7 (689)
1 ~
0=V.(%24,Vb,) — A / N, - Y4,Vb,dA —v,-Vb, —v, en V, (6.90)
v
A

para simplificar las expresiones obtenidas, se plantean las siguientes sustituciones. La primera
es una simplificacion de la variable de cerradura b, propuesta en (6.81) y la segunda relaciona

la difusividad de la regién-x con la constante k., como sigue

b/ _ bn O/ _ -@An
“ T KL " Tonls

(6.91)

al utilizar las sustituciones anteriores, las expresiones (6.87)-(6.90), se pueden escribir como

sigue
1
0=V (ZaxVby) — o~ / n, - Za.Vb.dA+ Rsb,  enV, (6.92)
¥
n, Vb, =xn, Vb +(x—1)n,  en <, (6.93)
b, —b,=—a/n, Vb, —a.n,  en, (6.94)
1 ~
0=V-(Z24,Vb,) — A / N, - P4,Vb,dA —v, - Vb, —v, en V, (6.95)
v
Ty

Para simplificar el problema de cerradura, se puede realizar un anéalisis de 6rdenes de magnitud
para los diferentes términos en las ecuaciones (6.92) y (6.95). Primero se analizara los 6rdenes

de magnitud de la ecuacion (6.92), donde se tiene lo siguiente

Rs,b, = O (Rssby) (6.96)

V- (24,Vb,) = O <9A*’”b*’">

L3
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Al comparar ambos 6rdenes de magnitud, se observa la siguiente relacién

Dar

o(%x) -0 (6.97)
L

del mismo modo que en el primer escalamiento, se busca llegar a una definicién del mddulo de

Thiele (®3), el cual relaciona de manera adimensional, las contribuciones de la reacciéon quimica

y de la difusion (Fogler, 2001). Para obtener este nimero adimensional, se multiplican ambos

lados de la ecuacion (6.97) por ( ;E ), con ello se obtiene la siguiente relacion

(2 2Ry
O(%)=0(=22)=2a; 6.98
()= (%) -+ 63

De acuerdo a la restriccion de escala de la ecuacion (6.20), donde se muestra que £, < Lo, se

tiene para este caso
P <1 (6.99)

es decir, que el modelo de estudio para la region-x, funciona para moédulos de Thiele (®3)
menores a 1, en esta region el transporte difusivo es mucho mayor que el transporte reactivo,
por lo que el proceso es controlado por la reaccion. Con este andlisis, el planteamiento del

problema de las ecuaciones (6.87)-(6.90) toma la siguiente forma

1
V?b,, = A / n,, - Vb.dA  enV, (6.100)
/{W’m
n, Vb, =xn, Vb, +(x—1)n,. en ., (6.101)
b, —b,=—a/n,, - Vb, —a.n,,  en ., (6.102)
1 ~
0=V-(24,Vb,) — 7 / N, - P4,Vb,dA —v,-Vb, —v, en V, (6.103)
0]
Ay

Al analizar la ecuacion (6.103), se propone dividirla por %4, para generar el ntimero de Péclet
(Pe), donde se aplica la descomposicion espacial de la velocidad de la ecuacion (6.23). Aunado
a este problema, las condiciones de frontera periddicas estan descritas en (6.57), las cuales
al sustituir las variables de cerradura de equilibrio de las ecuaciones (6.81) y (6.82), quedan

expresadas como sigue

b, (r + £;) = b,(r) b,(r+¢£;) = b,(r) donde i = 1,2,3 (6.104)
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donde #;, representa a cada uno de los tres vectores unitarios necesarios para construir un
medio poroso espacialmente peridédico. Con el fin de simplificar las ecuaciones diferenciales del
problema de cerradura, se propone realizar un anélisis en la ecuacién (6.100), para determinar
su paridad y aplicar el teorema de la divergencia. Para determinar la paridad de esta ecuacion

diferencial se tiene que probar cualquiera de los siguientes casos

f(z) = f(—x) La funcién es par (6.105)
f(x) =—=f(—x) La funcién es impar (6.106)

al analizar la ecuacion (6.100) se tiene lo siguiente

1 1
V?b, — v / n,, - Vb.dA # V2(—bﬁ) TV / Dy V(=b,)dA (6.107)
Hpﬂm Hy{,m
1 1
Vb, - o / - VbdA = — | V2(-by) + - / ny - V(—by)dA (6.108)
H,Q{W H,in

Al observar las ecuaciones (6.107) y (6.108), se tiene que by, satisface la imparidad de la
ecuacion (6.106), por lo tanto, es una funcién impar. Al aplicar el teorema de la divergencia en

la ecuacion (6.100) se tiene que

1 1 1
i / - VbydA = o / V- VbV — / n,. - Vb.dA (6.109)
VKI

K

iy e

donde 7, representa el drea de las entradas y de las salidas de la regién-x contenida dentro del
volumen promedio V. Utilizando las condiciones de periodicidad de la ecuacion (6.104), donde
las entradas y las salidas en la celda periodica son iguales, la ecuacion (6.109), puede expresarse

como sigue

1 1
7 / n,, - Vb,dA = 7 / V?b,.dV (6.110)
oyre Ve

Al realizar el anélisis de simetria de la ecuacion (6.115), se tiene que la integral de volumen de

una funcién impar es igual a cero, por lo tanto, al regresar a la ecuacion (6.100), se tiene que

V?b, =0 (6.111)
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Al analizar la paridad de la variable b, en la ecuacion (6.103), se tiene lo siguiente

1
Vb, — A / n,. - Vb,dA — Pe- Vb, — Pe #
“/JZ{W
/ n,. - V(—b.)dA — Pe - V{—b.} — Pe (6.112)
Aoy,
1
V*b, — A / n,, - Vb,dA — Pe- Vb, — Pe =

.
Ay

2
V _b -
( 'Y) Vy

1

V3(=b,) — a / n,, - V(=b,)dA — Pe-V{-b,} — Pe (6.113)
T2

Al observar las ecuaciones (6.112) y (6.113) se tiene que b, satisface la imparidad de la ecuacion

(6.106), por lo tanto, es una funciéon impar. Al realizar el analisis en la integral de la ecuacion

(6.103), como se hizo para la integral de la ecuacion (6.100), se tiene lo siguiente

Vb, = ;—Z : VbV;—Z (6.114)
2l 2l

Finalmente, las ecuaciones (6.100)-(6.104) quedan expresadas como sigue

V?b, =0 enV, (6.115)

n,, - Vb, =xn, - Vb, + (x —1)n, en ., (6.116)
b, —b,=—a/n,, - Vb, —a,n,,  en ., (6.117)
V’b, = Pe-Vb,+Pe enV, (6.118)

b.(r + £;) = b,(r) b,(r +¢£;) = b,(r) (6.119)

Ademés, los campos de las variables de cerradura deben satisfacer las siguientes restricciones
(b)" =0 (by)” =0 (6.120)

Cuando se resuelve el problema de las desviaciones de las ecuaciones (6.115)-(6.120), se obtiene

el perfil de la relacion de la dispersion de cada region como se muestra en la siguiente seccion.

6.5. Resultados

Para resolver el problema de cerradura, es necesario tomar en cuenta que el anélisis se

encuentra en una parte del medio que no depende de las entradas ni de las salidas del
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sistema macroscopico. Con la definicion del tensor de dispersion total D*, en la ecuacion
(6.86) y el planteamiento del problema de las desviaciones en las ecuaciones (6.115)-(6.120),
se puede plantear la solucion del problema en un medio poroso espacialmente periodico. De
acuerdo a la Figura 6.1 y siguiendo el planteamiento anterior, se puede representar al bagazo
de cana dentro del reactor, como un medio espacialmente periédico y obtener una muestra
representativa de este medio, descrita como una celda periddica asi como se muestra en la la

Figura 6.2. La utilizacion de un modelo espacialmente peridédico se emplea para simplificar

r = O[mm]
2,0

Pl )

emmmmmee RegiOn—x (D Region-—y

Figura 6.2. Representacion del bagazo de cana como un medio poroso espacialmente periodico: a)
Representacion periodica de la escala intermedia del sistema. b) Celda unitaria representativa.

los procedimientos computacionales que, en este caso, consta de una geometria compleja. El
proceso de vectorizaciéon de la imagen se realizé en el software AutoCAD® 2014; a partir de esta
imagen obtenida, el planteamiento del problema se ingresa al software de Comsol Multiphysics®©
4.4 como se describe en la Figura 6.3.

Al resolver el problema, se obtiene el perfil de las desviaciones en una celda periodica
representativa de la geometria real. Los grados de libertad de la simulacién son: la relacion
de la permeabilidad respecto a la difusividad de la region-x (o), la relacion de difusividades
(x) y el nimero de Péclet (Pe). La porosidad del sistema (e,) para este caso, se calcul6 en una
integral de superficie, dando como resultado €, = 0.67097. El software resuelve el sistema en

dos modulos. En el primero, se resuelve el problema de mecéanica de fluidos donde se obtiene
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b, (r) S A
Vb, =0 " —nW-VbK:a—,K(bK—by)nW
by(l') e / \ ...by(r+fx)

V

Vb, =—L
@A

-Vb

v
+ v
. ",
nYk.be:on.be+(x—l) . @+t

Figura 6.3. Planteamiento del problema en la celda unitaria de la geometria real de la escala intermedia del
sistema.

la velocidad del fluido en el medio. En el segundo, se resuelve el problema de transferencia de
masa con conveccion y esta obtiene los valores de la velocidad que resulta del primer modulo.
Para evaluar el comportamiento de las componentes x y y de las variables de cerradura, se
propuso hacer un barrido de los valores del numero de Péclet con una relacion de difusividades
x=1 y una relacion de permeabilidad-difusividad de a/.=10. Los perfiles de dichas componentes
se muestran en las Figuras 6.4 y 6.5, respectivamente. Se observa que, a medida que el nimero
de Péclet (Pe) aumenta, la dispersion se favorece aumentando la concentracion en el perfil de
las desviaciones. Por otro lado, si el nimero de Péclet (Pe) disminuye, se favorece el proceso
difusivo y el perfil de la concentraciéon aumenta. Para nimeros de Péclet, Pe > 100, los perfiles
de la concentraciéon disminuyen.

Como paso siguiente se muestran los perfiles para la componente zz y la componente yy.
Para ello se propusieron distintos valores de la relacion de difusividades (x) y de la relacion
de la permeabilidad-difusividad (), ambos grados de libertad se varian entre [0.1, 1, 10 y
100], respecto a un numero de Péclet (Pe) que varia entre [0.1, 1, 10, 100 y 1000]. De este
modo, se obtuvo el perfil dispersivo de la region-v, y el perfil difusivo de la regién-x como se
muestra en los siguientes conjuntos de graficas para la comoponente xx y la componente yy,

respectivamente.
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50
40
30
20
30
-40
50

A 502
V¥ -58.2

Y

<

Figura 6.4. Ejemplos de los campos de la componente x de las variables de cerradura para diferentes valores
del namero de Péclet con y=1y a/.=10, para a) Pe= 0.1, b) Pe= 1, ¢) Pe= 10, d) Pe= 100 y e) Pe= 1000,
respectivamente, con una porosidad real del sistema e, = 0.67.
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60
40
20
0
20
40
60

A 751

Figura 6.5. Ejemplos de los campos de la componente y de las variables de cerradura para diferentes valores
del namero de Péclet con x=1 y «/, =10, para a) Pe= 0.1, b) Pe= 1, ¢) Pe= 10, d) Pe= 100 y e) Pe= 1000
respectivamente, con una porosidad real del sistema ¢, = 0.67.
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a) x=0.1 b) x=1
T T T T T T T T T T T r T T T T T T T T T T T TTTT
10 | / 10 |

DL, 102 | | 102 | .

Tas | ] : ]

10} E 10} E

—1 7_-\_\\\\\\\\ Ll Lol I \\\HH: 71[i I \\Hm\" Lol (| I \\\HH:
Rt 1 10 102 w0 Vo 1 10 107 103

Pe, Pe,
c) x=10 d) x=100

F T T TITIT] T T T TTrr T T T T1TTT] T \\\\H: F T T T TTrr T T T T1TTT] T T T rrrry T \\\HJ:

10* 1 A4 10t E

10% | 2T 1S

Dl 102 | T .

P ay g 1 g 1

10+ E 10 ¢ E

e

—17 -\--\-\-\-H-H-\ Ll Lol [ \HH\: —1 Lol Lol (| I \\\HH:
Mo 1 10 10 00 0 1 10 10 10

Pe, Pe,
— o, =01 o, =1
/ /
------- a,, = 10---- o), = 100

Figura 6.6. Predicciones de la componente xx del tensor de dispersion efectivo vs. el nimero de Péclet de
particula para diferentes relaciones de difusividades x y diferentes relaciones de difusividad permeabilidad o/,
con una porosidad real del sistema e, = 0.67, para la componente xx del sistema.

Donde el nimero de Péclet de particula, estda definido en funciéon de niimero de Péclet de

celda (Pe) como sigue

. H<V7>7”dp Ey _ % Ey
Pe, = 7, e Pe 7 [ (6.121)

A partir de ello, se puede hacer el analisis de las gréficas y se tienen las siguientes observaciones:

si aumenta la relacion de difusividades y, es decir, que la difusividad de la regién-x sea mayor
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a) x=0.1 b) x=1

T T T T T T T T T T T r T T T T T T T T T T T

10t 1 110t /

Di. 102 | | 102 | |

Tas | ] : ]

10} E 10} E

—1 Lol Ll Lol I \\HHT 717 Lol Lol (| I \\\HH:
Rt 1 10 102 w0 Vo 1 10 107 103

Pe, Pe,
c) x=10 d) x=100

F T T TITIT] T T T TTrr T T T T1TTT] T \\\\H: F T T T TTrr T T T T1TTT] T T T rrrry T \\\HJ:

10* 1 < I A

Dl 102 | T .

P ay g 1 g 1

10 E 10 ¢ E

i |

—17 Lol Ll Lol I \\\HH: —1: Lol Lol (| I \\\HH:
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/ /
------- a,, = 10---- o), = 100

Figura 6.7. Predicciones de la componente yy del tensor de dispersion efectivo vs. el numero de Péclet de
particula para diferentes relaciones de difusividades x y diferentes relaciones de difusividad permeabilidad o/,
con una porosidad real del sistema e, = 0.67, para la componente yy del sistema.

que la difusividad de la region-vy, para bajos ntmeros de Péclet de particula (Pe, < 10) el
perfil de la concentracién aumenta, mientras que para altos ntumeros de Péclet de particula
(Pe, > 100) disminuye. Por otro lado, si la relacién permeabilidad-difusion o, disminuye, es
decir, que la permeabilidad entre la region-x y la region-y aumente, del mismo modo para bajos
ntmeros de Péclet de particula (Pe, < 10) el perfil de la concentracién aumenta, mientras que
para altos nimeros de Péclet de particula (Pe, > 100) disminuye.

En este modelo lo que se busca, es que se favorezca la difusion de la especie quimica para
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su produccion, es decir, encontrar las caracteristicas que permitan aumentar la difusiéon en
la region-k. Con las graficas anteriores, se muestra que los comportamientos que favorecen la
dispersion en la region-x, que es donde ocurre la reaccion dentro del bagazo y se busca que la

especie quimica se produzca, son
» Nameros de Péclet de particula, Pe, < 10.
= Relacion de difusividades x > 10
» Una relacién permeabilidad-difusion o, <1

Con los puntos anteriores, se puede proponer que experimentalmente se consideren estas
opciones si se desea que el sistema favorezca la difusividad de la especie quimica, con ello

facilitar la producciéon y el rendimiento del biorreactor.

6.6. Resumen del capitulo

Durante este capitulo se realiz6 un promediado de las ecuaciones de la escala intermedia del
sistema, que contiene la informacion esencial de la escala microscopica del mismo (ver Figura
4.1), la cual, corresponde a las fases § y o, que se renombro como region-+ y se analizé junto con
la region-~y. Se aplico el método del promedio volumétrico (Whitaker, 1999a) a dichas ecuaciones
y con ello se obtuvieron modelos no cerrados de cada region. Siguiendo con el método, se planted
el problema de las desviaciones, para ello son necesarias las variables de cerradura, las cuales
se obtuvieron por medio de las funciones de Green.

Una vez que se obtuvieron las variables de cerradura y con el problema de las desviaciones,
se planted el modelo de equilibrio local mdsico, el cual supone el uso de una concentracion de
equilibrio para describir los procesos de transferencia de masa en ambas regiones del mismo
modo que en el promediado de la escala anterior. Ademaés, se dedujeron las condiciones bajo
las cuales las desviaciones macroscopicas pueden despreciarse respecto de la concentracion de
equilibrio. Con lo anterior se plante6 la solucién del problema de cerradura de equilibrio.
Finalmente, se realiz6 un analisis paramétrico donde se encontraron las condiciones bajo las

cuales se favorece la produccion de bioetanol en este biorreactor. La propuesta de diseno es:

Utilizar nameros de Péclet de particula, Pe, < 10.

Utilizar materiales con permeabilidad alta.

Buscar que la relacion permeabilidad-difusion o, < 1y

que la relacion de difusividades y > 10.
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Al obtener el modelo de la escala intermedia del sistema, se puede describir al bagazo de
cana junto con la atmodsfera gaseosa que lo rodea como un nuevo continuo, es decir, se tiene la
ecuacion diferencial que modela al biorreactor con la informaciéon esencial de la microescala. La
ecuacion que describe al nuevo continuo, tiene acumulacion, conveccion, dispersion y reaccion
la cual se promediara en la seccion transversal del biorreactor y se analizara a detalle durante

el siguiente capitulo.
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Analisis en la escala macroscopica

En este capitulo se busca predecir la transferencia de masa y reacciéon en la escala
macroscopica del biorreactor, para ello, se llevara a cabo el tercer y tltimo escalamiento basado
en las caracteristicas esenciales de las escalas anteriores. Se estudiara el proceso de difusion
y reaccion en el biorreactor tomando en cuenta el modelo de dispersion axial. El capitulo se

organiza de la siguiente manera:

Promediado de las ecuaciones.

Planteamiento del problema de cerradura.

Obtencion del modelo de dispersion axial.

Solucion del problema macroscopico.

Analisis de resultados y comparaciéon con datos experimentales.

Al obtener el modelo de dispersion axial del sistema, se pretende generar una rutina
en Comsol Multiphysics©® 4.4 que prediga los coeficientes efectivos de transporte para el
biorreactor. Esto puede apoyar al diseno experimental, donde se propondra el mejor arreglo de
los coeficientes para favorecer la produccion de bioetanol en el sistema. El modelo de dispersion
axial, se propone para describir la concentraciéon promedio de la escala anterior, como un nuevo

promedio que s6lo dependa de la altura z del biorreactor.

7.1. Planteamiento del problema

Para desarrollar el modelo de dispersion axial, se partird de la ecuacién obtenida en el
promedio de la escala anterior dada en la ecuacion (6.80), que tiene los términos de acumulacion,
dispersion, conveccion y reaccion. Para deducir el modelo de dispersion axial se promediara

dicha ecuacion en la seccion transversal del biorreactor como se muestra en la Figura 7.1

122
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o= 4 [cm]

Figura 7.1. Seccion transversal del biorreactor para analizar en la direcciéon z
La ecuacién de transporte obtenida en las escalas anteriores tiene la siguiente forma

H{Cal : .
(K"exzpo +25) % +£,(v3)" - V{Ca}ey = D3 s VV{Cabny + K2 Rpen{ Cakuy (7.1)

- >
Conveccién Dispersion total Reaccion

Vv
Acumulaciéon

Se propone realizar los siguientes cambios de variable para simplificar la expresion

L N (7.2)
[Cabey = C (73
Kg(fRBUSN =K (74)
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Como primera aproximacion, se considerara inicamente la componente z de la velocidad
v Yo —
€4(v4)" = (vy)7e; = vze; (7.5)

Recordando el comportamiento de las desviaciones mostrado en el Capitulo 6, la componente
rx y la componente yy del tensor de dispersion totaltienen un comportamiento similar por lo
que se puede considerar al flujo como isétropo. Con ello la dispersion total del sistema en la

ecuacion se puede considerar como
* JE—
D, = I (7.6)

Al suponer el flujo axisimétrico, la concentraciéon C', no depende la componente 6 del sistema

en coordenadas cilindricas, es decir
C=C(r,z) (7.7)

Una vez propuesto lo anterior, suponiendo que C' es independiente de la direccién angular y al
realizar las sustituciones de los cambios de variable en la ecuacion (7.1), queda expresada de la

siguiente manera

oC oc 290 ([ oC 0*C
o TeG = Ty ( m) "7 A8 )
N~ S— < ~  Reaccién
Acumulaciéon  Conveccién Dis;,;sién

Para reducir la dimension espacial del modelo se define un operador de promediado como sigue

0=27 r=R 6=2m r=R
f f Crdrdf f de f Crdr
6=0 r=0 6=0 r=0
<C> - 0=27r=R - T R2? (79)
f f rdrdf
0=0 r=0

Al aplicar este operador de promediado a la ecuacion (7.8) queda expresada como sigue

3<C>+< > 7 a_c .@82<C>+K(C) (7.10)

ot 022

donde las derivadas parciales de la concentracion en r = Ry en r = 0, son iguales a 0, ya que no

hay transferencia de masa en la pared del biorreactor y se ha supuesto transporte axisimétrico,
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con ello la ecuacion (7.10) toma la forma

20 (,90) o9 iy -

La definicion de la velocidad en un canal de seccién transversal circular de acuerdo con Bird
y col. (2007), es

v, = 2(v,) (1 - FZ) (7.12)

con ello la definicion de las desviaciones de la velocidad quedan expresadas como sigue

T = v = o) = () (1- 22 (713)

Recordando la definiciéon para la concentracion y la velocidad puntuales se pueden dividir en

promedio y desviaciones y que el promedio de las desviaciones de cada propiedad es 0, es decir,

(7.14)
(7.15)

Con ello se puede analizar el término de velocidad de la ecuacion (7.11), quedando como sigue

<%> = ) 2D ) 2D 5y 0 <~%> (7.16)

la cual puede simplificarse, al tomar en cuenta que el promedio de las desviaciones es 0

(12} - %00 (120 -

con ello la ecuacion (7.11) toma la siguiente forma

8@+<U7;>M+<5 8_C’> 2982<C> + K(C) (7.18)

ot z 0z 022

En la siguiente seccion se plantea la cerradura de la ecuacion obtenida para determinar las

desviaciones de la concentracion C.
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7.2. Planteamiento del problema de cerradura

Para obtener el problema de las desviaciones de la concentracién en el biorreactor, se resta
la ecuacion promedio de (7.18) a la ecuacion puntual en (7.8), de acuerdo con la definicién de

las desviaciones en la ecuacion (7.15), de este modo se obtiene la siguiente expresion

- - - - ) N
E%+52_8(C>+U%+<~ 8C>—9£( 8C>+@8 <C>+KO (7.19)

ot 02 " o: "\"0: /" 7oar\"or 522

Analizando los 6rdenes de magnitud de la ecuacion (7.19), se tiene lo siguiente

209 (aC\ _ [(2C *c) [ 2C
T or (a_> =0 (?) 752 =0 (T) (7.20)

al comparar los términos anteriores se tiene que

2C 9C
o (ﬁ) >0 <7> (7.21)

esta comparativa es posible, s6lo si se cumple que el ancho R del biorreactor, sea mucho menor
que el largo L del mismo, lo cual quiere decir que la dispersion longitudinal es despreciable

respecto de la dispersion radial, dando lugar a la siguiente restriccion de escala
R« L (7.22)

con ello, la ecuacion (7.19) toma la forma

ac  _acy aC [_aC\ 2 [ aC ~
ST ra e <a_> = (a—> *RC (7.23)

Si se toma en cuenta el hecho de que la velocidad puntual es del mismo orden de magnitud que

su promedio y a la vez de sus desviaciones, es decir que

v, = 0(W.) = O((v.)) (7.24)

aC _9C\\ [ (w)C
o ((55)) o) -

al comparar el término de la difusion radial respecto del promedio de la desviaciéon de la

esto conduce a
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velocidad y a las desviaciones de la concentracion, se tiene que

20 [ oC oC /_oC
?E <7“W> > 'Uza, <Uz£> (726)

ya que con el analisis de 6rdenes de magnitud y de la restriccion de escala de la ecuacion (7.22),

2C (v,)C
o (ﬁ) >0 (T) (7.27)

y que al despejar de la expresion se obtiene el ntimero de Péclet radial (Peg) que tiene la

o (10 (2 e () s

para poder prescindir de los términos del promedio de la desviacion de la velocidad y de las

se tiene lo siguiente

siguiente forma

desviaciones de la concentracion se debe satisfacer que el nimero de Péclet radial Perp < }%.

Tomando en cuenta lo anterior, la ecuacion (7.23) toma la siguiente forma

(7.29)

ac  _acy 29 [ aC ~
o e T (a_> e

Al realizar el analisis de 6rdenes de magnitud para el término de acumulacién, se tiene lo

siguiente

aC eC
Eor = o < ) (7.30)

y si el término difusivo tiene mayor importancia que el término acumulativo, esto lleva a la

siguiente expresion

o\ or

79 ( ac) >>e%—f (7.31)

donde al comparar sus 6rdenes de magnitud se tiene lo siguiente

2C eC
o(2) »0(%) -

y al despejar el tiempo caracteristico t* se tiene que el modelo funciona para el estado cuasi-
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estacionario, dando lugar a la siguiente expresion

2
> % (7.33)

tomando en cuenta la suposicién de estado cuasi-estacionario, el modelo de la ecuaciéon (7.29)

toma la siguiente forma

_9C) 209 [ aC ~

con las siguientes condiciones a la frontera

aC
oC

Al resolver la ecuacion (7.34), para el caso en que K=0 y recordando las desviaciones de la

velocidad de la ecuaciéon (7.13) se tiene que

integrando dos veces respecto a r, para encontrar a las desviaciones de la concentracion C', se

tiene lo siguiente

~  O(CY (v,)R? [ r? rt
o= 2T (o ) (7:38)

donde la constante a1, se obtiene al promediar ambos lados de la ecuaciéon (7.38) y tomando
en cuenta que el promedio de las desviaciones de la concentraciéon es 0, como se muestra en la

ecuacion (7.15), con ello, se obtiene lo siguiente

e (3)

: (7.39)

al sustituir el valor de la constante a; de la ecuacion (7.39) en la ecuacion (7.38), se obtiene el

valor de las desviaciones de la concentracion C' como sigue

G 90) () R? (r_2+ rt 1)

0z 49

T opi 3 (7.40)
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Una vez obtenido el valor de las desviaciones de la concentracion C', se sustituye en la ecuacion

(7.18) la derivada respecto a z de la ecuacion (7.40), que esté espresada por

oC  *(C) (v.)R? (7’2 r 1> (7.41)

9. 922 49 \® T 2mi 3

recordando las desviaciones de la velocidad de la ecuacion (7.13) y al sustituir la ecuacion (7.41)

en la ecuacion (7.18) se tiene lo siguiente

o(C) oHC)  2(v,) / ,0HC) (v,)R* [ 1? rd 1 0%(C)
o P TR < T (ﬁ*z—m—é)>:@ 9.z T KO (142)

el promedio de la concentracion (C) y de la velocidad (v,) son constantes al promedio, con ello,

la ecuacion (7.42) tiene la siguiente forma

5% + (M% = [@ + % <r2 (2T—}; + 4T—; - é) >} a;i? + K(C) (7.43)

aplicando el operador de promediado de la ecuacion (7.9) al promedio de las relaciones de r

respecto a R de la ecuacion (7.43), se obtiene lo siguiente

2 4 2
o f T r 1 R
- 4+ _Z = 7.44
<T (232 TR 6)> 18 (7.44)
al sustituir el resultado de la ecaucion (7.44) en la (7.43) se obtiene la siguiente expresion
o(C o(C .2 R*| 0*(C

20 30T g o

— Hi/ ~~ - -~ Reaccion

Acumulaciéon Conveccion Dispersién macroscopica

macroscépica  macroscopica e
macroscopica

al definir un nimero de Péclet macroscopico Pe,, dado por la siguiente expresion

(V)R
9

Pe,, = (7.46)

al sustituir la definicién del ntmero de Péclet macroscopico en el término de dispersion de la

ecuacion (7.45), esta toma la siguiente forma

o(C o(C Pe2 1 0%(C
EL (vz>L =92 |1+ — o) + K(C) (7.47)
ot 0z 48 072 ——
S~ — A -~ Reaccién
Acumulaciéon Conveccion Disp‘e,rsién macroscopica

macroscOpica  macroscopica g
macroscopica
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El término de dispersiéon macroscopica se sutituye por

Pe?
D =9|1 o 7.48
neo | 2] (7.48)
Cabe mencionar, que el coeficiente de dispersion macroscopica, es independiente de la reaccién,
apartir de ello, la ecuacion (7.47), que describe la transferencia de masa en el biorreactor queda

como sigue

oC o(C 0*(C
5—< ) + (vz)—< ) _ Dy, <2> + K(C) (7.49)
ot 0z 0z ~——
s i . L Reaccién
Acumulacién Conveccion Dispersion macroscopica
macroscopica macroscopica macrosc(’)pica

7.3. Analisis paramétrico

Para realizar el analisis paramétrico dentro del biorreactor se busca la forma adimensional

de la ecuacion (7.49), la cual tiene la siguiente forma

0(C) | e DIC) _ (. THC)

_\ 7 2
= 7 S+ (C) (7.50)

donde se han propuesto los siguientes cambios de variable

t9 z L’K
= 7 == P2 =
g el? L 9

(7.51)

y a partir de ello, se obtienen las siguientes relaciones de acuerdo a las definiciones de las

ecuaciones (7.46) y (7.48), respectivamente

L{v,) L Dz Pe?
Pe* = — ZPe,, Af = Zm o m 7.52
=79 "R 72 TR (7.52)

con la ecuacion adimensional (7.50), se busca el anlisis de las especies quimicas que describen la
produccion de bioetanol. De acuerdo con Saucedo-Castatieda y col. (1992), la tasa de produccion
de bioetanol se mide a partir del consumo de Oxigeno (O2) y la produccion de CO,. Como se
mencion6 en el Capitulo 2, estas especies quimicas se pueden relacionar por la ecuaciéon de la

respiracion celular (Campbell y Reece, 2007), descrita en (2.58) como se muestra a continuacion
CoH 206 + 605 — 6Hy0 + 6CO, + 38ATP (7.53)

Para analizar dichas especies, de la ecuacion (7.50), se pueden desarrollar expresiones para
las dos especies quimicas que son medidas a la salida del biorreactor. La especie quimica de

consumo C)y y su constante estequiométrica de reaccion « (que pertencen al Oj) y la especie
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quimica de formacion Cg y su constante estequiométrica de reaccion 3 (que pertenecen al CO,),
dan lugar a las expresiones (7.54) y (7.58), respectivamente
9C4 dC4 0*Ca

-5;-+f@;az :uAZaZ2——a®%l; (7.54)

donde a la entrada del biorreactor Z=0, se considera que no existe concentracion de la especie
quimica y a la salida del mismo Z=1, la concentraciéon ya es constante. Por otro lado, al inicio
de la medicion, en 7=0, la concentracién de A es maxima, con ello se da lugar a las condiciones

de frontera e inicial descritas por

T=0 Cu=1 (7.55)
B aCy
Z=0 Z2=0 (7.56)
dC 4
Z=1 Z2=0 (7.57)

y para la especie B, el cual es un producto, se tiene la siguiente expresion

9C . 0Cp , 0°Cp
or gy TS

+ BP*Cp (7.58)
or

donde a la entrada del biorreactor Z=0, se considera que no hay concentracion y que a la salida
del mismo Z=1, la concentracion es constante. Aunado a ello, al inicio de la medicién, en 7=0,

la concentracion de B es nula, con ello se da lugar a las condiciones de frontera e inicial descritas

por
=0 Cp=0 (7.59)

70 %%:0 (7.60)

Z=1 %gzo (7.61)

Como primer analisis, para la especie de consumo A, se propone un moédulo de Thiele & = 1
y namero de Péclet de la especie A (Pey = 0.1), para diferentes valores de la constante « y

observar su comportamiento en la grafica de la Figura 7.2, como se describe a continuacion

Modelado matemdtico de biorreactores 131 Guillermo Benitez-Olivares



Capitulo 7: Andlisis en la escala macroscopica

T
—a=0.01 |
m==e o = 0.1
....... a=1
s =10
Ca
| |
0.6 0.8 1

Figura 7.2. Comportamiento de consumo de la especie quimica A a la salida del biorreactor, variando el
coeficiente estequiométrico o para un moédulo de Thiele ® = 1 y un nimero de Péclet Pey = 0.1.

a) ®=0.01 b) ®=0.1
1 T \\\\H\ T \\\\H\ T T T 11717 1 T \\\\H\ T \\\\H\ T T T 11717
Ca o5 ! 05 !
0 I ||l [INUNER ) }'owmuw\ L AI‘)\\NL\H 0 I II| Ll o :‘I‘ow\\u\\ L ““"?‘m.l Ll
1073 1072 1071 1 1073 1072 1071 1
T T
) d=1 d) =10
1 T \\\\H\ T \\\\H\ T \\\HL 1 T \\\\H\ T \\\\H\ T \\\HL
Ca 05 ! .
O I “l JIN AN AL ‘}.‘-L il 'J‘\u.uu
1073 1072 1071 1
T

—PeAZOO]_' """ PeAZO].
....... PeAZl ----P6A210

Figura 7.3. Influencia de la variacion del moédulo de Thiele ® y de nameros de Péclet de la especie A (Pey),

en la dinamica de la concentraciéon adimensional de oxigeno a la salida del biorreactor.
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En la graficas de las Figuras 7.2 y 7.3, se observa que, a medida que a aumenta, se llega
en menor tiempo al estado estacionario, por ello se debe utilizar una o < 1 para el siguiente
analisis paramétrico, ya que se busca que el consumo sea gradual. Para ello, se busca variar el
modulo de Thiele (®), y el namero de Péclet de la especie A (Pey4), que permita observar su
relacion en el consumo de O, adimensional, con ello se obtienen las graficas de la Figura 7.3.

En dichas graficas, se puede observar que, a medida que el médulo de Thiele & aumenta, el
consumo de la especie quimica A es mayor, llegando al estado estacionario en un tiempo menor.
Este mismo efecto se observa cuando el Pey aumenta. Lo anterior, permite pensar que si se
desea que la especie quimica se vaya consumiendo gradualmente, el moédulo de Thiele & <1y
el Pey < 0.1, lo cual concuerda con las suposiciones obtenidas en los escalamientos anteriores,
ya que si se desea favorecer a la dispersion, es necesario que las contribuciones de la reacciéon y
la conveccion sean mucho menores que la difusion.

Para la especie B, se propone un analisis similar, es decir, primeramente se fijan los valores
del modulo de Thiele ® = 1 y ntmero de Péclet de la especie B (Peg = 0.1), y se examina la
influencia de la constante 5 como se muestra en la Figura 7.4.

En la grafica de la Figura 7.4, se observa que a medida que  aumenta, la produccion de
CO3 adimensional aumenta. Si se desea simular una producciéon gradual, se debe utilizar una (8
entre [10, 20| para el siguiente analisis paramétrico. Con lo anterior, se busca variar el modulo
de Thiele (®), y el nimero de Péclet de la especie B (Peg), para observar relacion entre estas
variables y la produccion de CO, adimensional, como se observa en las graficas de la Figura 7.5.
En dichas graficas, que describen la produccién de CO, adimensional, se puede observar que
a medida que el moédulo de Thiele & aumenta, la producciéon de la especie quimica es mayor,
llegando al estado estacionario en un tiempo mayor. Por otro lado, se observa que cuando el Peg
aumenta, la concentracion de la especie quimica disminuye. Lo anterior, permite pensar que si
se desea que la especie quimica se vaya generando gradualmente, el médulo de Thiele & < 1
y el Peg < 0.1, satisfaciendo del mismo modo las suposiciones obtenidas en los escalamientos
anteriores.

Con el anélisis adimensional de las especies quimicas A y B, se puede hacer un resumen
de requerimientos para el modelo como se sugiere a continuacion. Para la especie quimica A
de consumo se tienen como parametros que Pey = 0.1, ® = 1 y a = [0.1,1]. Para la especie
quimica B de produccion, se tienen los parametros Pep = 0.1, & = 1y = [10,20]. Con
lo anterior, se puede deducir para el problema adimensional que Pey = Peg y el nimero de
Thiele ® = 1, es el mismo, lo Gnico que varia para el ajuste, son las variables estequiométricas
a 'y [ de las especies quimicas A y B respectivamente. En la siguiente seccion, se describira el

problema dimensional, para comparar con los datos experimentales disponibles.
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Figura 7.4. Comportamiento de producciéon de la especie quimica B variando el coeficiente estequiométrico
para un modulo de Thiele ® = 1 y un ntmero de Péclet Pep = 0.1, medido a la salida del biorreactor.
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Figura 7.5. Influencia de la variacion del modulo de Thiele ® y de ntumeros de Péclet de la especie B (Pep),
en la dindmica de la concentracion adimensional de dioxido de carbono a la salida del biorreactor.
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7.4. Comparacion con datos experimentales

Partiendo de la ecuacion (7.49) y al dividirla por € se tiene una ecuacion general de transporte

que describe la transferencia de masa y reacciéon dentro del biorreactor

0(C) () 0(C) _ DLC) | K

- 20) (7.62)
ot e Jdz 6 & 022 €
N—— ~ ~ ——
Acumulacion Convecciéon Dispersion Reaccion
macroscopica macroscopica macroscopica, macroscopica

aunado a ello, en las mediciones del biorreactor mostradas en la Figura 1.9, se describe la
formacion de biomasa y bioetanol a partir de una base de carbohidratos suministrados por los
residuos alimentarios. El objetivo es utilizar la ecuacion de transporte (7.62), para describir la
generacion de bioetanol; sin embargo, como se mostr6 en el Capitulo 1, en el biorreactor de la
Figura 1.8, es posible describir la producciéon de bioetanol, a partir de una base de carbohidratos
suministrados por los residuos alimentarios, medidos a partir del consumo de oxigeno (Os) y la

producciéon de COs.

7.4.1. Descripciéon del sistema experimental

Como se describi6é en el Capitulo 1, el soporte inerte esta formado por médula del bagazo
de cana, la cual tiene un tamano de particula entre 0.3 - 0.8 [mm|. Para su preparado antes de
ser colocado en el biorreactor, se realiza un triturado quedando de un tamano promedio de 0.3
[mm| y se pasa a un tamiz de lavado, el cual se realiza 10 veces con agua desionzada en cada
etapa. El siguiente paso es esterilizarlo a 121 °C por 30 minutos en el mismo tamiz a 5 [cm| de
profundidad. Una vez realizado esto, se colocé en bandejas de plastico de 2 cm de profundidad
y se paso a una estufa de secado a 60°C por aproximadamente 30 horas. De esta manera, el
bagazo puede ser almacenado sin sufrir deterioracién alguna hasta su utilizacion.

El medio liquido utilizado (con pH 3.5) contiene dado en (g/L): almidén soluble (Prolabo)
100, peptona 1, urea 1.3, extracto de levadura 1, KHyPO, (fosfato de potasio monobésico)
5, NaCl (cloruro de sodio) 1, MgSO,4-7H2O (sulfato de magnesio heptahidratado) 2. El medio
liquido se esterilizo a 121 °C durante 15 min y se dejo enfriar hasta 30 °C. Paso seguido, se
mezclo con 2 [mL] de solucion esterilizada de vitaminas y minerales (Roussos, 1982), ajustando
el pH a 5.7 e inoculado al 10 % (v/v). El medio inoculado fue mezclado con la médula de bagazo
procesada en una relacion de 14:86 (w/v). Se mantuvieron condiciones asépticas solo hasta la
mezcla del soporte con el medio liquido inoculado. El contenido de humedad inicial en el medio
era aproximadamente del 77 %.

La fermentacion se llevo a cabo en un fermentador de columna de 4 [cm| de didametro por

20 [cm]| de largo. Cada columna se carg6 con 60 g del medio sélido inoculado humedecido e
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incubado a 30 °C en un bano de agua como se muestra en la Figura 1.7. Otras caracteristicas
de disenio se encuentran en el articulo de Saucedo-Castaiieda y col. (1992). Se suministra a los
fermentadores con aire humedo durante las primeras 12 horas del proceso a una tasa de 1.4
mL/min por gramo de material himedo, pero el suministro de aire se apaga posteriormente.
Al CO, producido, se le permiti6 escapar a la atmoésfera después del burbujeo a través del
agua, esto tltimo con el fin de mantener las condiciones anaerdbicas. Por otro lado, en el disenio
mostrado en la Figura 1.8, la atmosfera gaseosa se recirculd con el fin de ser utilizada para el
analisis de gases. Los gases medidos a la salida del biorreactor se muestran en la grafica de la
Figura 7.6, donde se observa el cambio de atmosfera gaseosa (fases aerobia y anaerobia) entre
las 9 y las 11 horas de operacion, observando la disminuciéon de Oy y generacion de COs.

La fermentacion se realizd6 durante 30 h en la columna de la Figura 1.8, con arrastre del
etanol formado y de recirculacion de gases de escape. Dicha columna se equip6é con una chaqueta
de recubrimiento de agua, se suministré aire humidificado con una trampa de agua colocada
antes de la entrada de humidificador, con una consola para el monitoreo en linea de CO5 y 0 v
la bomba de membrana para recirculaciéon del aire de escape. La cantidad de aire suministrado
a la columna fue de 20 mL/min. El aire de escape durante las fases aerobia y anaerobia pasan
a través del condensador el cual es enfriado por un bailo de agua refrigerada a 2 °C, por lo
cual, el etanol es extraido durante la fase anaerobia. Los gases de escape son secados al pasar
por la columna de gel silica donde se realiza un anélisis de gases y la recirculacion a través del
fermentador.

El sitema de la Figura 1.7 tiene seis fermentadores de columna segmentada con capacidad
de 370 g de medio solido hiumedo (capacidad total 1 L), similar al fermentador de la Figura 1.8.
Para operar los sistemas suponiendo que son similares, la velocidad de aireaciéon es 0.8 o 1.5
[mL/min/g| de material himedo. La descripcion detallada de los fermentadores, su estrategia de

operacion y otros aspectos relacionados con la fermentacion se describen en Saucedo-Castaneda

(1991).

7.4.2. Ecuaciones macroscopicas del modelo

A partir de la ecuacion (7.62), del mismo modo que en el anélisis adimensional, se pueden
desarrollar ecuaciones para las dos especies quimicas que son medidas a la salida del biorreactor.
La especie quimica de consumo Cy (que pertenece al Oy) y la de formacion Cp (que pertenece
al COy), dan lugar a las expresiones (7.63) y (7.67) respectivamente

O(Ca) (v.)0(Ca) D30*Ca) aKy
ot + e 90z e 022 ¢ (Ca) (7.63)
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Figura 7.6. Concentraciones de COy y Oy durante las fases aerobia y anaerobia, medidas a la salida del
biorreactor, respectivamente (Saucedo-Castaneda y col., 1992).

al observar la Figura 7.6, se propone en base a la fisica del problema, las condiciones de frontera
e inicial para describir el consumo de Oy (el % esta basado en la relacion mol a mol (Saucedo-
Castanieda y col., 1992))

t=0  (Ca) =20 (7.64)
Z2=0 a<aiA> =0 (7.65)
z=1 8%‘) =0 (7.66)

para la generacion de CO, se tiene lo siguiente

a<§;B> + <ng> a<86;3> _ %623<S23> i BKB(C'B> (7.67)
y las condiciones de frontera e inicial para esta especie son
t=0 (Cp) =0 (7.68)
2=0 ag‘) =0 (7.69)
z=1L 8(5‘;9) =0 (7.70)

Una vez planteadas las ecuaciones y sus condiciones de frontera e iniciales, se deben saber
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los requerimientos del modelo, para lo cual, se realiza en la siguiente secciéon una recapitulacion
de las condiciones anidadas obtenidas en los escalamientos anteriores. Esto se realiza con el fin

de obtener un modelo con la informacién esencial de las escalas propuestas del sistema.

7.4.3. Condiciones anidadas de los escalamientos

Recordando la definicion de la dispersion macroscopica de la ecuacion (7.48), se observa que
depende de la definicion de la difusion & descrita en la ecuacion (7.6), que a su vez depende

de la dispersion total obtenida en el Capitulo 6, es decir que

D=9 1+P—6$” = 91 =D (7.71)
mo 48 o '

aunado a ello la ecuacién para la dispersion total del segundo escalamiento descrita en la

ecuacion (6.86),

*

D X 1 (v,b,)
— (K e e8s = (ex I+ = wyDrdA + — <b,dA — 10 7.72
gA'y( eq ErEp + 5"{) (6 X + 6’7) + V / n Y + vV / n’Y Y QAW ( )

J%’YK v‘Z{'yn

depende de la relacion de difusividades yx y de la constante de equilibrio K77, que estan definidas

en las ecuaciones (6.85) y (6.63), respectivamente

Y= K3 D o En{Can)”
Dy “ {Catry —&5{cay)?

(7.73)
la definicion de x a su vez, depende de la difusividad Z4,, definida en la ecuacion (6.5)
@AK]I = Deffﬁa (774)

y la difusividad efectiva Degg, se encuentra definida en el Capitulo 5 en la ecuacion (5.67) como

sigue

Detso 1
1o (Keqep +€0) = (688 +e5) 1 + ¢ / ng,bgdA + — / n,sb,dA (7.75)
@AO' %4 Vv

,Qfﬁg 47760
finalmente esta ecuacion depende de la relacion de difusividades & y de la constante de equilibrio

K.y, descritas en las ecuaciones (5.66) y (5.45), respectivamente

K2 1 o
—a= {CYso = 7—es {cas)” + &0 {cao) (7.76)

5 - @Ao Keq
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En la ecuacion (7.49) el término de K, de acuerdo con la ecuacion (7.4) depende de Rg, definida
en la ecuacion (6.6) y esta depende de la reaccion R! de la escala macroscopica como se describe

a continuaciéon
K = K} Rgoe, = Rps = R'Keqe (7.77)

7.4.4. Requerimientos del modelo

En la Tabla 7.1 se hace un resumen de los requerimientos del modelo que son necesarios

para predecir la concentracion de las especies quimicas dentro del biorreactor.

Tabla 7.1. Tabla de requerimientos para el modelo.

Escala | Datos requeridos Resultado
1 €8, €0, R Detgo = Zaxl
Keq, P43, Pa0 Rgy = R'Keqep
2 s Ev, Rpo D, = I
Kg(;ia @A’y K = KJCTRBO'EH
3 e, (), K D;:.@[H”j}]

Se comienza el analisis de la escala microscopica hacia la escala macroscopica, para ir
recopilando los datos necesarios. Primero para la relacion de la porosidad del sistema se tiene

que
£ = K)Texepo + ey €0 = Keqep + €0 (7.78)

Del primer escalamiento en el analisis de la imagen vectorizada de la Figura 5.3 se tiene que
€,—0.42, de ahi se obtiene que 3—0.58. En el segundo escalamiento, con la misma metodologia
de analisis de la imagen vectorizada de la Figura 6.2, se obtuvo que €,=0.67 y con ello £,=0.33.
Para el tercer escalamiento la relacion experimental del volumen de bagazo entre el volumen
del biorreactor es €=0.75, con ello se busca despejar las constantes de equilibrio de cada
escalamiento. Al realizar lo anterior, se obtiene la siguiente tabla de relaciones Como siguiente
paso se busca obtener la velocidad (v,), la cual, se calcula a partir del caudal que se utiliza

normalmente para tuberfas. El didmetro del biorreactor define la seccién por donde circulan los

Modelado matemdtico de biorreactores 139 Guillermo Benitez-Olivares



Capitulo 7: Andlisis en la escala macroscopica

Tabla 7.2. Parametros iniciales del modelo.

Parametro | Valor

es 0.42
o 0.58
Ex 0.67
£y 0.33
€ 0.75
€Bc 0.79

Keq 0.50

KE 0.30

gases, dada por
L

A= " D (7.79)

donde:
» A = Area de la seccion del biorreactor [m?]
» D = Diametro interno |m)]

y a su vez, la velocidad esté en funcién del caudal y del didmetro, descrita por la siguiente

expresion
Q = A(vz) (7.80)

sustituyendo, la velocidad estéa dada por la relacion

CQ  4Q
(v:) = A= D2 (7.81)

donde:
» Q = Caudal [m?/s]
» A = Area de la seccién del biorreactor [m?] de la ecuacion (7.79)

de los datos experimentales, se tiene que la recirculacion de los gases se realiz6 a un caudal de
Q = 20 [2E], al realizar la conversion a [m?/h], se tiene que @ =1.2x1073 [m%} . El didmetro del
biorreactor es D =0.04|m]|, con los datos anteriores se realizan las sustituciones en la ecuacion

(7.81) con lo que se obtiene la velocidad promedio en la seccion transversal del biorreactor

4Q 4%1.2x1073 [mTS]
T rD? mx 1.6x1073[m?]

m

— 0.95493 [h} (7.82)

<UZ>
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De acuerdo a los resultados obtenidos en el analisis paramétrico en el tercer escalamiento del
presente capitulo, se obtuvo que para ambas especies quimicas, el valor del médulo de Thiele
® =1, lo que conduce a despejar la variable estequiométrica de la reaccion K de la ecuacion
(7.51) como sigue,

L?’K 9

K=2>
7 12

(7.83)

y de la Tabla 7.1, se tiene que la variable K depende de Rg, y a su vez esta variable depende

de R, como se mostr6 en la ecuacion (7.77), como sigue

Rso K

1
— — 84
R Rao = Jore (7.84)

Keqe
donde al sustituir el valor de K en la ecuacion de Rg,, se tiene que depende de Z, por lo tanto

también R!, como se describe

9 7

R' = - Ry = ——
KegepKare, L2 0 KiEe, L?

(7.85)

A partir de este punto y de acuerdo con los datos requeridos para el modelo de la Tabla
7.1, se tienen todos los datos excepto a la difusividad &, la cual se utiliza también para
adimensionalizar los parametros del tercer escalamiento, de acuerdo con las ecuaciones descritas
en (7.51). Para obtener el rango de valores de la difusividad efectiva en todo el biorreactor, es
necesario revisar los resultados obtenidos en el analisis paramétrico de los Capitulos 5 y 6.
En el Capitulo 5, se obtuvo que el rango de valores de la difusividad efectiva adimensional es
entre 0.2 y 4 veces la difusividad molecular de la especie quimica a seguir. Por otro lado, en el
Capitulo 6 el rango de valores de la difusividad efectiva adimensional esta entre 0.3 y 3 veces
la difusividad de la especie quimica que se obtuvo en relaciéon con el escalamiento anterior.

De acuerdo con Bird y col. (2007), la difusividad molecular! del Oy y del CO, es
de 1.88X10*5[mT2] y de 1.57X10*5[mT2], respectivamente. Al tener el tiempo de los datos
experimentales de comparacion en horas, se convierten las difusividades moleculares como sigue
6.768x1072 mT?] y de 5.652X10_2[%2]. Dados los valores de difusividad adimensional obtenidos

en los Capitulos anteriores, se obtuvieron dos rangos de difusividades para el Oy y el COq

'En el aire a 1 atmosfera de presion y a 300 Kelvin de temperatura.
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respectivamente
le
O, : [4.06x107% — 8.12x107"] [T] (7.86)
m?
CO, : [3.39x107° — 6.78x10™ ] {Tl (7.87)

Recordando al analisis que se realiz6 al final de los Capitulos 5 y 6, se obtuvo que las variables
adimensionales de la relacion de difusividades debian ser &, x > 10, lo cual conduce a reducir

los rangos de valores de las difusividades como sigue

2

0, = [2.02x1072 — 2.42x1072] {Hﬂ (7.88)
m2

COy : [1.98x1072 — 2.18x10 7] {T} (7.89)

finalmente, al realizar ajustes numéricos con el analisis paramétrico del presente capitulo, se

obtiene un valor dimensional de la difusividad para el O y el CO, en todo el biorreactor
m2
Do, = 2.12x1072 {T} (7.90)
m2
Dco, = 2.025x1072 {Tl (7.91)

Una vez obtenidas las difusividades, se pueden adimensionalizar los datos experimentales con
las relaciones de la ecuacion (7.51) y con los datos de los pardametros descritos en la Tabla 7.2. Lo
anterior busca realizarse para obtener la relacion de las concentraciones de las especies quimicas
de las fases aerobia y anaerobia, en una grafica de concentracion contra tiempo adimensionales.

Para tener un anéalisis separado de las fases aerobia y anaerobia, se dividen los datos de
acuerdo a lo establecido por Saucedo-Castaneda y col. (1992), donde el tiempo de intercambio
de fase corresponde entre las 9 y las 11 horas de operacion del biorreactor. Al analizar la Figura
7.6, se observa que, se pueden dividir los datos del Oy hasta las 10 horas de operaciéon y los
datos del CO; de las 10 horas en adelante. Paso seguido, se buscara realizar un ajuste logistico,
el cual normalmente se utiliza para el diseno de reactores biologicos para describir el perfil de
comportamiento de los datos experimentales (Nielsen y Villadsen, 1994), como se describe en
el Apéndice A.

Al utilizar el ajuste logistico con el modelo de Pirt (ver Capitulo 2), se obtienen las curvas
que describen los datos experimentales del oxigeno en relacion con la biomasa. Utilizando
este modelo para la fase aerobia, se tiene un error relativo = 4.31% y un error relativo

maximo = 13.71 %. Una vez obtenido lo anterior, se tienen las curvas que describen el modelo
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Figura 7.7. Concentracion de Oy durante la fase aerobia medido a la salida del biorreactor comparando el
modelo general y el modelo logistico.

por medio del ajuste; sin embargo en este tipo de metodologia, no se toman en cuenta los
coeficientes obtenidos, ni los perfiles de transferencia de masa. A partir de lo anterior, se buscara
adimensionalizar y resolver el modelo con los coeficientes obtenidos, dando lugar al siguiente

cambio de variable para la concentracién de O, en el biorreactor
Uo, = 7——+—-—+ (7.92)

con lo anterior, se realiza el célculo en el software Comsol Multiphysics© 4.4, lo cual, da lugar
a una curva respecto de los datos experimentales y del modelo logistico como se muestra en la
Figura 7.7. Al realizar el analisis de error para el modelo propuesto, se obtuvo un error relativo
promedio = 4.01 % y un error relativo maximo= 7.01 %, lo cual permite reproducir los datos
experimentales del consumo de oxigeno dentro del biorreactor, para las primeras 10 horas de
operacion tomando en cuenta los coeficientes de transporte. El siguiente paso, es analizar la fase
anaerobia del biorreactor que es donde ocurre la transformacion de las aztcares en bioetanol. Se
utilizan del mismo modo las ecuaciones descritas en el Capitulo 2, (2.53) y (2.48) que modelan
el consumo de biomasa, ahora para el CO5 que modifica la actividad metabdlica del organismo.
Para poder comparar el modelo biolégico con el propuesto en el presente trabajo, se propone

el siguiente cambio de variable para medir concentraciéon de CO, a la salida del biorreactor

_ (Cri) — (Cp)
Voo, = 16y —(Cny)

(7.93)
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Figura 7.8. Concentracion de CO;, en la fase anaerobia medido a la salida del biorreactor comparando el
modelo general y el modelo logistico.

con lo anterior, del mismo modo que para el Oy, se realiza el calculo en el software Comsol
Multiphysics© 4.4, lo que da lugar a la curva respecto de los datos experimentales descrita en
la Figura 7.8. Al realizar un analisis de error, en el modelo logistico se tiene un error relativo =
3.14 % y un error relativo maximo = 9.51 % y para el modelo del presente trabajo se tiene un
error relativo promedio= 1.35 % y un error relativo maximo= 5.60 %, lo cual respecto del modelo
logistico, se ajusta mejor a los datos experimentales. La finalidad de haber realizado las gréaficas
para el Oy y del COq de las Figuras 7.7 y 7.8 respectivamente, es describir el consumo y la
produccion de dichas especies quimicas dentro del biorreactor. Particularmente en este trabajo,
se busca la curva de la fase anaerobia (o del COs;), ya que es donde ocurre la produccion en
mayor cantidad de bioetanol (Saucedo-Castanieda y col.,, 1992). La curva de produccion de
COa, tiene una relacién estequiométrica con la generacion de bioetanol dentro del biorreactor.
Recordando la revision bibliografica en el Capitulo 1, se le conoce como fermentacion alcohdlica
y es una biorreaccion que permite degradar aziicares en etanol y diéxido de carbono mediante

la siguiente reaccién quimica
C6H1206 — 2CQH5OH + 2002 (794)

A nivel estequiométrico, esta reaccion parece ser sencilla, pero la secuencia de transformaciones
para degradar la glucosa hasta dos moléculas de etanol y dos de diéxido de carbono es un
proceso muy complejo, puesto que al mismo tiempo la levadura debe utilizar la glucosa y

otros nutrientes adicionales para poder reproducirse (Vazquez y Acosta, 2007). El rendimiento

Modelado matemdtico de biorreactores 144 Guillermo Benitez-Olivares



Capitulo 7: Andlisis en la escala macroscopica

-=-=-  Logistico
100 |- | e FExperimental
—  Modelo

Bioetanol (mg/gMSI)

| | | |
6 18 20 22 24 26 28 30
Tiempo |h]

|
12 14 1

Figura 7.9. Ajuste de la relacion total de bioetanol durante la operacién del biorreactor con una R?2=0.85 para
el ajuste logistico y R?=0.93 para el modelo propuesto.

estequiométrico teorico para la transformacion de glucosa en etanol es de 0.511 g de etanol y
0.489 g de diéxido de carbono por 1 gramo de glucosa.

En realidad es dificil obtener este rendimiento, porque como se mencion6 en el Capitulo
1, la levadura utiliza glucosa para la producciéon de otros metabolitos indispensables para su
crecimiento y desarrollo. El rendimiento experimental varia entre el 90 y el 95% del teorico, y
en la industria varia del 87 al 93 % del tedrico (Véazquez y Acosta, 2007). En general, lo anterior
quiere decir que se obtienen 0.956 kg de COy por kg de etanol producido. A partir de ello, se
toma el modelo mostrado en la Figura 7.8 y se utiliza para la representacion de la produccion
de CO;y en mg/gMSI. Una vez hecho esto, se emplea la relacion estequiométrica del COq y el
bioetanol de la ecuacion (7.94), para modelar la produccion de este ltimo como se muestra en
la Figura 7.9. Aunado a ello, en los datos de Saucedo-Castaneda (1991), se obtiene la relacion
del consumo de carbohidratos totales a partir de la producciéon de bioetanol, con ello, se genera
la grafica descrita en la Figura 7.10 La curva obtenida para el bioetanol llega a un valor
teorico de 82.79 [mg/gMSI]|, lo cual respecto al rendimiento promedio experimental, tiene un
error relativo porcentual = 7.31 %. Para los carbohidratos totales, se estima un valor teérico de
169.69 [mg/gMSI|, el cual, respecto al consumo de carbohidratos experimental, tiene un error
relativo porcentual = 8.25%. Para completar el modelo, falta obtener la biomasa generada
durante el proceso, para ello, utilizando el mismo argumento del método promedio volumétrico,
se utiliza la ecuacion descrita en el Capitulo 2 en la subsecciéon 2.2.1 del trabajo de Wood y

Whitaker (1999). A partir de ello, se realiza el andlogo para el presente trabajo, lo que da lugar
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Figura 7.10. Ajuste de la relacion total de carbohidratos consumidos durante la fase anaerobia del biorreactor
con una R?=0.99 para el ajuste logistico y R?=0.87 para el modelo propuesto.

a la siguiente expresion que depende de las especies quimicas obtenidas por el modelo

aaT — e {“ — MM ({Cfi}m) (w;?i}f@ﬂ (7.95)

donde {C4} y {Cgp} son las especies quimicas medidas a la salida del biorreactor Oy y COq
dadas en mg/gMSI respectivamente; A es el coeficiente de crecimiento celular empirico; M es
la tasa maxima de consumo de sutratos dada en h™'; K4 y Kp son las constantes de afinidad
obtenidas a partir de los escalamientos y de la estequiometria de las especies quimicas dadas
en mg/gMSI por la relacion de la respiracion celular(Campbell y Reece, 2007) descrita en la
ecuacion (2.58) y n. es la relacion celular de la biomasa en mg/gMSI; al expresar n. de la

ecuacion (7.95) en funcion del tiempo, se obtiene lo siguiente

(-Ayn [ f(T)dT>

ne(t) = noe< =0 (7.96)

donde el valor del integrando de la funcién f(7) esta descrita por la tasa de crecimiento de la

relacion intercelular, como sigue

fir) = ({iji}KA) ({C:?i}KB> 7

Tomando en cuenta lo anterior, se pueden establecer los parametros del modelo que hacen
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falta para el calculo de la biomasa a partir de las concentraciones de Oy y CO5 obtenidas con
el modelo del presente trabajo, lo que da lugar a los valores de la Tabla 7.3. Donde A es el
coeficiente de crecimiento celular empirico; uM es la tasa méxima de consumo de sutrato dada
en h™!; aunado a ello, se utiliza el modelo para el calculo de la biomasa descrito en la ecuacion

(7.96), donde se obtiene la curva mostrada en la Figura 7.11

Logistico
- == Media logistico
e [xperimental

50

= 40 _— Modelo
n
=
BN
0 30
E
8
=20
.9
m

10

0-—‘ ! ! ! ! |
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Figura 7.11. Ajuste de la relaciéon total de biomasa durante la operacion del biorreactor con una R?=0.94 para
el ajuste logistico y R?=0.88 para el modelo propuesto.

Tabla 7.3. Parametros del modelo para la biomasa.

Parametro | Valor | Unidades

ng 2.66 mg/gMSI

Ky 0.5 mg/gMSI

Kp 1x107° | mg/gMSI
uM 0.63 3
1-A 4.52 -

El error promedio respecto de los datos experimentales para los datos de la biomasa respecto
del modelo propuesto es de 3.45 %, mientras que para el modelo logistico se tiene un error
promedio de 3.99 %. El error para ambos casos, se baso en el supuesto descrito en el Apéndice
A, debido a la calidad de los datos experimentales disponibles. Finalmente, la metodologia
propuesta refleja que con un error relativo promedio de 7.31 % para el bioetanol, de 8.25 % para
el consumo de carbohidratos y de 3.45 % para la biomasa, es posible modelar matematicamente
la transferencia de masa y reaccion para la conversion de almidoén no alimentario en bioetanol,

considerando las caracteristicas esenciales de las diferentes escalas del sistema.
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7.5. Resumen del capitulo

Durante este capitulo se busco la relaciéon de los escalamientos realizados a lo largo de este
trabajo, buscando dar lugar a un modelo de dispersiéon axial. Primero se promediaron las
ecuaciones resultantes del capitulo anterior y se plante6 el problema de cerradura de donde
se obtuvo el modelo no cerrado. Paso seguido, se aplicaron operadores de promediado bajo
diferentes suposiciones y con ello se gener6é el modelo de dispersion axial. Una vez obtenido,
se propuso solucionar el problema adimensional de donde se encontré6 que las relaciones
adimensionales, dependen directamente de la difusividad del sistema Z.

En la soluciéon del problema adimensional, se encontr6 la relacion de comportamiento de las
especies quimicas a seguir dentro del biorreactor. Se realizé un anéalisis paramétrico del problema
adimensional y con ello, se pudieron determinar los diferentes perfiles de las concentraciones
para distintos valores de las relaciones adimensionales. Se encontré que la relacion de la reaccion
dada por el nimero de Thiele ®=1, es la misma para ambas especies quimicas. Del mismo modo,
los nmeros de Péclet Pey p < 0.1, son del mismo orden para ambas especies; esto obedece a
los escalamientos anteriores, ya que al querer favorecer la difusiéon es necesario que el namero
de Péclet sea bajo.

Como siguiente paso se busco resolver el problema dimensional, para ello se realiz6 una tabla
de requerimientos, donde se resume que parametros son necesarios para el modelo. Se encontro
que las condiciones estan anidadas, es decir, el resultado obtenido del primer escalamiento, da
paso al segundo escalamiento y este a su vez al tercero. Al resolver las condiciones anidadas y
basédndose en los datos de diseno experimental, se pudieron determinar todos los parametros
necesarios para resolver el modelo.

Finalmente, se resolvié el modelo, se comparo6 con los modelos de creciemiento celular y con los
datos experimentales disponibles. Cabe resaltar, que se concontré un modelo para el crecimiento
y el decrecimiento celular, el cual predice la produccion y el decremento de la biomasa en la
misma funcién, a diferencia de los modelos tradicionales que s6lo predicen uno a la vez. Aunado
a ello, se mostré una disminucion en el error relativo porcentual para la metodologia del presente
trabajo y la contribucion de determinar el rango de valores donde se encuentra la difusividad
2 de todo el biorreactor. A partir de lo anterior, con la relaciéon estequiométrica de generacion
de CO, proveniente de una fuente de glucosa, se puede determinar la produccién de bioetanol

dentro del biorreactor respondiendo asi, la pregunta de investigacion del presente trabajo.
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En este trabajo se dedujo un modelo acoplado desde la escala microscopica (escala 1), hasta
la escala macroscopica (escala 3), que describe el transporte del CO, dentro del biorreactor,
que permite predecir la generacion de bioetanol en el mismo. Durante el Capitulo 5, se realizo
un promediado de las ecuaciones microscopicas siguiendo el método del promedio volumétrico
(Whitaker, 1999a), con ello se obtuvieron modelos no cerrados de cada fase, se planted el
problema de las desviaciones, y se obtuvieron por medio de las funciones de Green, las variables
de cerradura. Se supuso una concentracion de equilibrio y se plante6 el problema de cerradura
de equilibrio y se introdujo la informaciéon en el software, donde se obtuvieron los perfiles del
problema descrito.

Al finalizar el Capitulo 5, se analizaron los resultados y se concluy6é que para favorecer la

difusion, los coeficientes efectivos de transporte de la escala 3 del sistema de estudio, deben ser:

= La relacion de difusividades £ > 10, es decir que la difusion en el liquido sea mayor que la
difusion en el solido. Esto tiene sentido, pues la difusion se favorece en el medio hiimedo

en el que estd mezclada la levadura y el almidon.

= El coeficiente oz% < 1, es decir que la permeabilidad entre las fases, sea mayor que la

difusion en el medio liquido. En otras palabras, que el soporte tenga permeabilidad alta.

Con las suposiciones anteriores, el bagazo de cana se modela como un nuevo continuo y se
desarrolla durante el Capitulo 6, el promediado de las ecuaciones de la escala 2 del sistema, que
contiene la informacion esencial de la escala 3. Se aplico el método del promedio volumétrico y
se plante6 una nueva concentracion de equilibrio para describir los procesos de transferencia de
masa del mismo modo que en el promediado de la escala anterior. Al aplicar las suposiciones
necesarias, se planted el problema de las desviaciones y se llevd un analisis paramétrico del
coeficiente de dispersion en la escala 2 del sistema.

Al analizar los resultados, se encontr6é una propuesta de diseno experimental para favorecer

la difusion en esta escala, los cuales deben satisfacerse como sigue:

s La relacion de difusividades y > 10, es decir que la difusion en la atmosfera gaseosa sea
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mayor que en el bagazo como un medio continuo. Esto también tiene sentido, ya que la

difusividad en el aire es mayor que la difusividad en liquido o soélido.

» Fl coeficiente o/, < 1, es decir que la permeabilidad entre las regiones, sea mayor que la

difusion en la atmosfera gaseosa. Es decir, utilizar materiales de permeabilidad alta.

» El nimero de Péclet de particula, Pe, < 10, es decir, que la contribucion de la conveccién

sea significativamente menor que la contribucion de la difusion.

Al obtener el modelo de la escala 2 del sistema, se puede modelar al bagazo de cana junto con
la atmosfera gaseosa que lo rodea como un nuevo continuo, la cual durante el Capitulo 7, y del
mismo modo que en los escalamientos anteriores, se emple6 el método del promedio volumétrico
y se dio lugar a un modelo de dispersion axial. A partir de lo anterior, se obtuvieron los
modelos adimensional y dimensional con las caracteristicas y medidas del diseno experimental.
Se present6 una tabla de requerimientos y condiciones anidadas de los escalamientos, donde se
determiné que la variable a definir con el analisis paramétrico de los Capitulos anteriores es la
difusividad dentro del biorreactor. Esta variable se acoté por medio de los ajustes propuestos
para favorecer la difusiéon como se describi6 en los puntos anteriores. Una vez determinada dicha
variable que el presente modelo puede predecir, se encontraron las siguientes relaciones para

favorecer la difusion en el biorreactor

» El moédulo de Thiele debe ser =1, lo cual indica que la relacion de la variable asociada
a la reaccion de la especie quimica, s6lo dependa de la difusividad dentro del reactor (2)

y del largo del reactor (L).

» El nimero de Péclet para las especies quimicas que se siguieron (Oy y CO) deben ser
Pesp < 0.1. En otras palabras, que la contribucién de la difusiéon sea mayor que la

contribucién de la conveccion.

En general, el modelo propuesto en el presente trabajo, tiene la caracteristica de predecir la
difusividad dentro del biorreactor, siempre y cuando los datos experimentales y las condiciones

de operacion puedan ofrecer la siguiente informacion

Micrografias o fotografias para la determinacion de la porosidad a escalas microscopicas.

Porosidad o fraccion volumétrica del biorreactor.

Largo (L) y radio (R) del biorreactor y que se cumplan las restricciones de escala

propuestas en cada escala.

Difusividad molecular de la(s) especie(s) quimica(s).
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» El caudal de alimentacion al biorreactor.
Una vez obtenido lo anterior, se puede decir que:

= Se predice la difusividad del O, y del CO4y dentro del biorreactor con las caracteristicas

anidadas de los escalamientos.

= Se obtiene la concentracion de la formacion de CO, vy de consumo de O, a la salida del

biorreactor y con ello el consumo de aztcares y produccion de bioetanol.

= Las predicciones del modelo para la produccion del bioetanol y el consumo de carbohidratos
se basan en la relacién estequiométrica de la fermentacién alcoholica dando resultados

aceptables.

= Las estructuras complejas de la geometria en la escala intermedia y de la microescala, no
fueron limitantes para el desarrollo de los modelos debido a que la difusiéon contribuye

més que la conveccion.

= La ecuacion para crecimiento celular se basa directamente en los datos medidos a la salida

de biorreactor y predice la formacion y consumo de la biomasa.

El dltimo punto del listado anterior, hace referencia a que con los datos medidos a la salida
del biorreactor, se puede obtener un modelo predictivo para el crecimiento y el decrecimiento
celular. Por otro lado, los modelos convencionales, predicen por separado la produccion y el
consumo de la biomasa. A partir de ello, el modelo presentado para la relacion celular, tiene la
caracteristica de reproducir los datos experimentales con un error promedio de 3.45 %, mientras
que para el modelo convencional, se obtuvo un error promedio de 3.99 %.

Finalmente, se predice la formacion de bioetanol respecto de los datos experimentales, con
un error relativo porcentual del 7.31 %. Con esto tltimo, finalmente se responde a la pregunta
de investigacion y es posible modelar mateméticamente la transferencia de masa y reaccion para
la conversion de almidén no alimentario en bioetanol, considerando las caracteristicas esenciales

de las diferentes escalas del sistema.
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Al ser un modelo predictivo el obtenido en el presente trabajo, se busca que se pueda
implementar para otros sistemas experimentales. Lo anterior se puede llevar a cabo siempre y
cuando se puedan tener las mediciones experimentales descritas en las conclusiones.

A partir de lo anterior se pueden utilizar diferentes soportes para las levaduras tomando
en cuenta la porosidad y la fraccion volumétrica que esta representa para el sistema. Con lo
anterior, se pueden utilizar diferentes medios porosos y determinar cual es el que mejor se
acomoda para el experimento a realizar.

Una vez planteado el problema y al haber escogido un medio poroso adecuado al sistema a
implementar, es poder visualizar con anticipacion los perfiles de consumo y produccion de las
especies quimicas a seguir. Con esto, se pueden delimitar la puesta en marcha y la finalizacion
de operacion del biorreactor.

Las caracteristicas de funcionamiento del presente modelo, se basan en que el proceso esta
limitado por la reaccién y por la conveccion, es decir, que la contribuciéon de la difusion para
este sistema, es mayor que la contribucién de las anteriores, con ello, el modelo aplicado al
final del presente trabajo tiene sentido. Por otro lado, de no ser asi, los coeficientes varian y el
analisis paramétrico podria conducir a resultados distintos.

Para resolver este tipo de situaciones, en el caso de la reaccién, se tendria que tomar en
cuenta la suposiciéon del orden de reaccion de la escala microscopica descrito en el Capitulo 5.
Para el caso de la velocidad, se tendria que resolver el problema, sin las suposiciones tomadas
en el Capitulo 6.

Otro problema que puede tomarse en cuenta es el resolver los problemas de transferencia
de calor que se ven reflejados en el crecimiento de la biomasa. Este tipo de problemas, limita
el escalamiento, ya que al acumular calor en los sistemas biologicos, estos comienzan a perder

capacidad productiva.
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Apéndice A
Modelos biolbégicos

En este Apéndice se busca describir desde el punto de vista biologico las dos etapas del
biorreactor. Como se describié en el Capitulo 1, el consumo de oxigeno y la produccion de COq
durante la fase aerobia y la anaerobia respectivamente, describen la conversion del almidén no
alimentario en bioetanol y biomasa. En la fase aerobia, la levadura se reproduce (por la presencia
de O3), y por su capacidad amilolitica, convierte las moléculas complejas de almidén, en sus
constituyentes mas simples, como la glucosa, maltosa e isomaltosa (Rojo-Rubio y col., 2007).
En la fase anaerobia (ausencia de Og), comienza el proceso de transformacion de los aztcares
(fermentacion) obtenidos en la fase anterior, en biomasa y bioetanol. Los datos experimentales

obtenidos para ambas fases, se muestran en la Tabla A.1.

Tabla A.1. Conversiéon de almidén en bioetanol y biomasa en un FES*.

Fermentacion Especie quimica Cantidad [g] | Rendimiento

Total Carbohidratos iniciales presentes 29.6 100
Carbohidratos consumidos 27.5 92.9¢

Biomasa producida 1.6 0.06°

Bioetanol formado 8.9 57.8¢

Fase Carbohidratos consumidos 11.8 40¢
aerobia Biomasa producida 3.4 0.29°
Bioetanol formado (transicion) 0.6 9.1¢
Fase Carbohidratos consumidos 15.7 52.9¢
anaerobia Biomasa producida -1.7 -0.11°
Bioetanol formado 8.3 94.4¢

*Calculados en una base seca de 100g de masa inicial de fermentaciéon de sélidos.
%Calculados como porcentaje del calculado inicialmente.
bCalculados en g de biomasa producida por g de carbohidratos consumidos.

€Calculados como 100* (g de bioetanol producidos por g de carbohidratos consumidos)/0.56 (Stewart y col., 1984) .

Para describir el sistema experimental, se aplico el modelo logisitico para la fase de

4 > 0) y para la fase de muerte celular (% < 0). Recordando que la

fase aerobia va de ¢t = 0 |h] a ¢ = 11 |h| y que la fase anaerobia de cultivo va de t = 11 |h] a

crecimiento celular (
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t = 30 |h]. La ecuacion logistica se describe como sigue

dX X
A X (11— Al
a "V ( Xmax) (A1)

donde X es la biomasa, X, representa la cantidad méaxima de biomasa y . representa la

méaxima velocidad especifica de crecimiento. Los modelos logisticos consideran una limitacion
para el crecimiento, por ello, han sido utilizados en cultivos de FES. Para obtener el
comportamiento de la biomasa respecto del tiempo, se presenta la forma integral del modelo

logistico como sigue

X = Xinex (A.2)

)]

donde t es el tiempo de operaciéon del biorreactor, X es la concentraciéon de la biomasa en

funcién del tiempo, X.« s la concentracion maxima de la biomasa, X es el valor residual de
la biomasa y fimax €8 la maxima tasa de consumo de biomasa. Para apoyar el modelo logistico,
en este caso de estudio, se utiliza el mode de Pirt para el consumo de carbohidratos totales asi

como para el Os. La ecuaciéon que describe al modelo se muestra a continuacion

ds_ 1 ax
dt — Yxss dt

msX (A.3)

donde Yx/g es el rendimiento estequiométrico del crecimiento microbiano y se define como la
relacion entre el producto obtenido y el sustrato consumido (usualmente la fuente de carbono
y energia) y mg es el coeficiente de mantenimiento. X y S representan la concentracion de
biomasa y sustrato respectivamente. En la practica, para el calculo del Yx,g se emplea la
expresion Yy,s = —&%. De acuerdo con Soto y col. (2002), la ecuacion (A.3) se integra respecto

al tiempo y se puede expresar de la siguiente manera

S(X) =Sy —

(A.4)

1 Xmax Xmax - XO
X — Xo) —mg, 1
YX/S( o) =m Hmax ! ( Xmax — X )

De la ecuacion anterior, los coeficientes involucrados para describir el consumo de sustrato son
los siguientes
1 Xmax

—_= a2 —_= mS
YX/S Hmax

apg = SO aq (A5)

Por otro lado, se aplic6 el modelo de Luedeking-Piret para la formaciéon de producto, en este
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caso en particular, para describir al bioetanol y al CO,, como se describe en la siguiente ecuacion

dP dX

- X A.6

donde P es el producto formado; a,, y 3, son los coeficientes de los rendimientos del producto.
A partir de la ecuacié (A.6), se ordenan y se integran los términos de acuerdo con Soto y col.
(2002), para llegar a la siguiente expresion

P(X) = Py + ap(X — Xo) — B, (A7)

Xmax 1 Xmax - XO
n
Xiax — X

Mmax

de manera anéloga que para el consumo, de la ecuaciéon anterior, se definenlos coeficientes

involucrados para la formacion de producto como sigue

Xmax

bo = PQ bl = Oép b2 = ﬁp (A8)

max

El primer objetivo sera describir la tasa de crecimiento de la biomasa, para ello, se propone
la utilizacion del modelo logistico (A.2) y el modelo de Luedeking-Piret (A.6). Los coeficientes
necesarios para satisfacer la ecuacion de crecimiento, son mostrados para la fase aerobia en la
Tabla A.2. Para describir la muerte celular, se utiliza el modelo logistico con el modelo de Pirt

(A.3). Del mismo modo que para la fase aerobia, los coeficientes obtenidos, se muestran el la

Tabla A.2.

Tabla A.2. Variables del modelo para la biomasa durante las dos fases.

Variables | Aerobia | Anaerobia
Kinax 44.98 44.98
Mmax 0.56 0.70

Xo 0.40 1x10~4

El valor de inicio X; de la etapa anaerobia, corresponde a la X ., de la etapa aerobia, debido
a que se acomplan a las 15 horas y se invierte debido al comportamiento del modelo logistico.
Tomando en cuenta las variables obtenidas y al resolver para ambas fases, se da lugar a la
grafica que se muestra en la Figura A.1. Cabe mencionar que los modelos se ajustaron para
unir las fases aerobia y anaerobia. El conjunto de ecuaciones para la produccién se aplican para
las primeras 15 horas y el conjunto de ecuaciones para el consumo se utilizé de las 15 horas en
adelante. El ultimo dato de la etapa aerobia (t=15[h|) se promedié con el primer dato de la
etapa anaerobia (t=15[h]), con ello, los datos obtenidos del modelo logistico para la biomasa

para ambas fases, se muestran en la Tabla A.3,
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Figura A.1. Ajuste de la relacion total de biomasa durante la operacion del biorreactor con el modelo logistico.

Tabla A.3. Parametros del modelo para la biomasa dados en mg/gMSI.

Tiempo [h] | Datos experimentales | Modelo logistico
0 8.74 0.40
4 13.11 3.95
7 14.56 14.22
10 31.07 32.09
12 41.26 39.78
15 43.2 39.40
27 29.13 24.87
30 24.76 24.51

Para calcular el error relativo, se utiliza la siguiente ecuaciéon

Dg — D
Epoy = ED—EM %100 % (A.9)

donde Dg es el dato experimental y Dy es el dato arrojado por el modelo. Al realizar lo anterior,
se obtiene un error méaximo de 9.56 % y un error promedio de 3.99 %. Por la calidad de los datos
experimentales, se tomd la consideracion de modificar el dato reportado a las 21 h de Saucedo-
Castaneda y col. (1992). Una vez obtenidos los valores del modelo logistico, se propone utilizar
el modelo de Pirt de la ecuacion (A.4) para describir el consumo de carbohidratos. La obtenciéon
de los coeficientes ag, a; y as es por medio de una regresion lineal en el software de Excel en
anélisis de datos. Con base en la ecuacion del modelo de Pirt y la regresion lineal del software,
se obtienen los valores de las variables para las dos fases del consumo de carbohidratos como
se describe en la Tabla A.4
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Tabla A.4. Variables del modelo para los carbohidratos durante las dos fases.

Coeficiente | Aerobia | Coeficiente | Anaerobia
ag 285.66 ag 160.59
aj -1.61 aq -2.07
ag -21.06 a9 -9.72

Los coeficientes anteriores, permiten despejar el rendimiento estequiométrico Yy,s y el

coeficiente de mantenimiento mg para el consumo como se muestra en la Tabla A.5

Tabla A.5. Variables del modelo para la biomasa durante las dos fases.

Coeficiente | Aerobia | Coeficiente | Anaerobia
So 285.66 So 160.59
Mg 0.26 Mg 0.04

Tomando en cuenta las variables obtenidas, se emplea la funciéon de Pirt para la etapa
aerobia, y otra para la etapa anaerobia, lo anterior debido a que la pendiente y los valores de
la funcion logisitica cambian. Con ello se da lugar a la grafica que se muestra en la Figura A.2
y a los datos de la Tabla A.6,

T T T T
300 e ® Experimental
Modelo de Pirt
—~
p—
%2 250 |- |
[0}
)
200 |
g
N—
[09)
S 1m0l i
<
=
=
'Q | —
3 100
e
—
<
O 50| i
U | L ! ! ! ! | =

10 15

Tiempo [h]

Figura A.2. Ajuste por el modelo de Pirt de la realcion de carbohidratos consumidos durante las dos fases.

Al realizar el ajuste se obtiene un error relativo porcentual del 7.58 % para describir el
consumo de carbohidratos en el biorreactor. Paso seguido, se utiliza la expresiéon del modelo
de Luedeking-Piret para la produccién de bioetanol en el biorreactor. Cabe recordar que el

bioetanol so6lo se genera en la fase anaerobia por la accion fermentativa de la levadura, lo que
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Tabla A.6. Parametros del modelo para los carbohidratos dados en mg/gMSI.

Tiempo [h] | Datos experimentales | Modelo de Pirt
0 298.54 285.66
4 267.96 279.05
7 251.94 255.60
10 205.34 209.85
12 184.95 181.36
15 133.98 144.02
21 107.77 104.36
27 74.27 64.91
30 20.39 26.71

da lugar a las variables de la regresion lineal para el bioetanol como se muestra en la Tabla A.7

Los variables anteriores, permiten despejar los coeficientes de rendimiento de producto «,

Tabla A.7. Variables del modelo para el bioetanol.

Variables | Anaerobia
bg 0
b1 1.99
by 2.61

y Bp como se describe en la Tabla A.8

Tabla A.8. Coeficientes del modelo para el bioetanol.

Coeficientes | Valor
Py 0
ap 1.99
Bp 0.10

Al incluir las variables en el modelo de Luedeking-Piret, se da lugar a la grafica que se

muestra en la Figura A.3 y a los datos de la la Tabla A.9

Tabla A.9. Parametros del modelo para el bioetanol dado en mg/gMSI.

Tiempo [h] | Datos experimentales | Modelo de Luedeking-Piret
12 5.34 24.05
15 44.66 29.34
21 61.65 63.61
27 72.33 77.07
30 89.32 82.56

Con el ajuste por el modelo Luedeking-Piret, se obtiene un error relativo porcentual de
9.49 % para la produccion de bioetanol. Aunado a las graficas obtenidas para los carbohidratos

consumidos y para el bioetanol producido, se puede estimar el consumo de oxigeno de la fase
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Figura A.3. Ajuste por el modelo de Pirt de la realcion de bioetanol producido durante la fase anaerobia.

aerobia y la producciéon de CO, de la fase anaerobia, tomando como base la biomasa producida

y consumida respectivamente en cada fase como se describe en la siguiente seccion.

A.1. Analisis de gases

Con base en el ajuste logistico para la biomasa y la ecuaciéon del modelo de Pirt con la

regresion lineal del software, se obtienen los valores de las variables para la fase aerobia del

consumo de oxigeno y con el modelo de Luedeking-Piret para la producciéon de CO, como se

describe en la Tabla A.10

Tabla A.10. Variables del modelo para el Oy y el CO5 durante la fase aerobia.

Variables | Os Variables | CO,
ag 21.15 bo 0
aj -0.55 by -0.09
an 0.93 bo 9.56

Las variables anteriores, permiten despejar el rendimiento estequiométrico Yy,s y el

coeficiente de mantenimiento mg para el consumo de O, y los coeficientes de rendimiento de

CO2 a, y By, como se describe en la Tabla A.11
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Tabla A.11. Coeficientes del modelo para el Os y el CO5 durante la fase aerobia.

Coeficiente | O9 Coeficiente | COqy
So 21.15 Po 0

Yx/s 1.81 ap 0.09

Mg 0.01 Bp 0.36

al utilizar los coeficientes anteriores, se genera el grafico comparativo de los datos
experimentales contra los ajustes de los modelos propuestos como se muestra en la grafica

de la Figura A.4
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Figura A.4. Ajuste por el modelo de Pirt de la realcion de Os y con el modelo de Luedeking-Piret para el COq
durante la fase aerobia.

Al realizar el ajuste por los modelos propuestos, se obtiene un error relativo de 4.31 % para
el Oy y de 1.35% para el CO,. En la Tabla A.14, se muestran los datos obtenidos con el ajuste
propuesto. Para la fase anaerobia, s6lo queda el COy como atmosfera gaseosa, lo que lleva a

obtener las variables con la regresion lineal para dicha especie, dando lugar a la Tabla A.12

Tabla A.12. Variables del modelo para el COs durante la fase anaerobia.

Variables | COy
bg 18.79
b1 2.03
bo 0.12

y con las variables, se obtienen los coeficientes para el modelo de Luedeking-Piret como se
describe en la Tabla A.13
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Tabla A.13. Coeficientes del modelo para el CO; durante la fase anaerobia.

Coeficientes Valor
Pg 18.79
ap 2.03
Bp 4.59x1073

a partir de lo anterior, se utilizan los coeficientes de la regresion y se realiza el grafico
comparativo de los datos experimentales contra los ajustes del modelo como se muestra en la

grafica de la Figura A.5
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Figura A.5. Ajuste por el modelo de Luedeking-Piret de la realcién de CO5 producido durante la fase anaerobia.

El ajuste por el modelo de Piret da un error relativo méaximo de 5.60 % para la produccion
de CO;, en el biorreactor. En las Tablas A.15 y A.16, se muestran los datos experimentales

obtenidos.
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Tabla A.14. Parametros del modelo para el Oy y el CO2 dados en mg/gMSI para la fase aerobia.

Tiempo [h] 0, CO,
Datos exp. Modelo Pirt Datos exp. Modelo Luedeking-Piret
0.00 21.50 21.15 0.00 0.01
0.31 20.96 21.11 0.00 0.01
0.63 20.86 21.06 0.00 0.02
0.94 20.64 21.00 0.00 0.03
1.25 20.21 20.94 0.00 0.05
1.56 20.11  20.86 0.06 0.07
1.88 20.00 20.76 0.12 0.09
2.19 19.57  20.65 0.12 0.11
2.50 19.36  20.52 0.17 0.15
2.81 19.25 20.36 0.17 0.18
3.13 19.36  20.18 0.23 0.24
3.44 20.11 19.97 0.23 0.28
3.75 19.79  19.72 0.29 0.34
4.06 19.47 19.43 0.29 0.42
4.38 18.82  19.10 0.29 0.50
4.69 19.04 18.71 0.58 0.61
5.00 18.29 18.27 0.87 0.73
5.31 18.18 17.77 0.87 0.88
5.63 17.65 17.20 1.17 1.05
5.94 17.54 16.57 1.46 1.25
6.25 17.11 1587 1.75 1.49
6.56 16.26  15.10 2.04 1.77
6.88 1540 14.27 233 2.09
7.19 15.08 13.38 2.62 2.46
7.50 13.80 12.45 291 2.89
7.81 12.62 11.48 3.20 3.38
8.13 11.34 10.48 3.50 3.94
8.44 10.37 9.48 4.37 4.57
8.75 9.20 8.49 5.24 5.27
9.06 7.81 7.53 6.12 6.05
9.38 6.31 6.61 6.70 6.91
9.69 5.13 b5.74 7.28 7.84
10.00 3.85 4.94 8.45 8.85
10.31 2.67 4.21 9.61 9.92
10.63 1.93 3.55 10.78 11.07
10.94 1.60 2.97 11.94 12.28
11.25 1.50 247 13.69 13.55
11.56 1.50 2.05 14.85 14.87
11.88 1.39 1.69 16.60 16.24
12.19 1.28 1.40 18.35 17.65
12.19 1.28 1.40 18.35 17.65
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Tabla A.15. Parametros del modelo para el COy dados en mg/gMSI para la fase anaerobia.

Tiempo [h] | Datos experimentales | Modelo de Luedeking-Piret
10.00 8.45 19.01
10.31 9.61 19.06
10.63 10.78 19.13
10.94 11.94 19.20
11.25 13.69 19.30
11.56 14.85 19.42
11.88 16.60 19.57
12.19 18.35 19.75
12.50 19.51 19.97
12.81 20.97 20.25
13.13 22.72 20.58
13.44 24.17 20.99
13.75 25.34 21.49
14.06 26.80 22.08
14.38 27.96 22.79
14.69 29.42 23.64
15.00 30.87 24.63
15.31 32.04 25.78
15.63 32.91 27.09
15.94 34.08 28.58
16.25 35.24 30.23
16.56 36.12 32.02
16.88 36.99 33.93
17.19 38.74 35.91
17.50 39.90 37.94
17.50 39.90 37.94
17.81 41.07 39.95
18.13 42.23 41.91
18.44 43.40 43.77
18.75 44.56 45.50
19.06 45.73 47.08
19.38 46.89 48.49
19.69 47.48 49.74
20.00 48.06 50.83
20.31 48.64 51.76
20.63 49.51 52.55
20.94 50.10 53.23
21.25 50.97 53.79
21.56 52.14 54.26
21.88 52.72 54.65
22.19 53.30 54.98
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Tabla A.16. Continuacion de pardmetros del modelo para el CO2 dados en mg/gMSI para la fase anaerobia.

Tiempo [h] | Datos experimentales | Modelo de Luedeking-Piret
22.50 54.47 55.25
22.81 55.34 55.48
23.13 55.92 55.66
23.44 56.80 55.82
23.75 57.38 55.95
24.06 57.67 56.07
24.38 57.38 56.16
24.69 57.67 56.24
25.00 57.96 56.31
25.31 58.25 56.37
25.63 57.38 56.43
25.94 56.80 56.48
26.25 56.50 56.52
26.56 58.25 56.56
26.88 56.50 56.60
27.19 56.50 56.64
27.50 56.80 56.67
27.81 56.50 56.70
28.13 56.50 56.73
28.44 56.50 56.76
28.75 56.50 56.79
29.06 56.50 56.82
29.38 56.50 56.85
29.69 56.50 56.87
30.00 56.50 56.90
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Solucion de problemas de cerradura por

funciones de Green

La solucién por funciones de Green, consiste en invertir analiticamente al operador
diferencial a partir de la solucién del problema de valor a la frontera asociandolo al problema

de difusiéon y reaccion de las desviaciones espaciales de la concentracion.

B.1. Solucién del problema de cerradura en la escala microscépica

Se tiene el problema de valor a la frontera de la ecuacion (5.40) y se busca asociarlo a los
problemas de difusion y reaccion de las ecuaciones (5.36) y (5.37). Primero habréa que proponer

una funcion de Green asociada a cada fase del sistema

Z5(Cap)

0
gg(gAJ) 0 (BQ)

dando lugar a la deficion de las funciones en términos de las ecuaciones (5.36)! y (5.37) la fase-3

y fase-o respectivamente, es decir,

~ - 1 - ~
gﬂ(cA[B) =V (@Agchg) — 7 / Ngs - _@ABVCAﬁdA — RICAB (BS)
D'fv" : /39{ R i6
1rusion Bo eacclion

~
Flux de interfase

1Se utiliz6 el flux de interfase para la fase-3, con el fin de que la ecuacion esté en términos solamente de §.
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- - 1 ~
.ﬁ/ﬂg(cAg) =V. ('@AUVCAU) — V n,g3 - .@AUVCAgdA (B4)
Difusion Uﬂ},g

. /

~
Flux de interfase

El siguiente paso es ordenar las condiciones a la frontera de las ecuaciones (5.38) y (5.39). Del
lado izquierdo de la ecuacion se ordenan las partes homogéneas y del lado derecho las partes no

homogéneas (fuentes), dando lugar a las siguientes expresiones para las condiciones de frontera

—ngy - DasVeas — k (Cap — KeCao) = Npo - PasVcas)’ +k | (cap)’ — Keglcan)” | (B.5)

N~ ~~

Fuente Fuente
N5 DaoViag +Nyp - DagVias =Ny - DagV{Cag)” —Nop - DasV{cap)’ (B.6)
— — ———
Fuente Fuente

En el siguiente paso de la metodologia, se deben de utilizar s6lo las partes homogéneas de las

ecuaciones de transporte y de las condiciones de frontera y plantear la sustituciéon de
5,4/5 — Gﬁ EAO’ — Ga (B'7>

Por otro lado se tiene que en las funciones de Green asociadas, se pueden igualar a una delta

de Dirac, expresada como sigue para cada fase

(x5 — Xg0) (B.8)
(Xo — X40) (B.9)

Al utilizar la simplificacion de la ecuacion (B.7) y al sustituir las expresiones de las funciones

en (B.8) y (B.9) en las ecuaciones (B.3) y (B.4), las expresiones quedan como sigue

1
(S(Xﬁ — Xﬁg) =V (@ABVGg) - = / ngs - @ABVGﬁdA — RIGB (BlO)
———— Vﬁ ——"
Difusién e Reaccion
Flux d;;terfase
1
(5<XG — Xoo) =V. (.@AGVGU) — 7 / Nsg - .@AUVGUCZA (Bll)
N—— o
Difusion 3

~
Flux de interfase
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y al sustiruir en las condiciones de frontera el cambio de la ecuacion (B.7) en las ecuaciones

(B.5) y (B.6), se tiene lo siguiente

—Ngs - .@AQVGg —k (Gﬁ — Kqua> =0 (B.l?)
—Ngp - -@AaGa + Nsp - .@AgVGg =0 <B13)

donde existen condiciones de periodicidad y de acuerdo a la ecuacion (5.40) se tiene lo siguiente
G(r+4;) =G(r) donde i =1,2,3 (B.14)

lo cual lleva a las restricciones para ambas fases como se describe
(G =0 (GY =0 (B.15)

Como siguiente paso, se plantea utilizar la formula de Green para las ecuaciones de la fase-(3,

para ello, se tiene lo siguiente
/ (V- D4sVcag) G — Cap (V- DagVGi)] dV =
Vs

L Ny - (G PasVEns — EagPagVGy) dA (B.16)
Ao

al sustituir los términos difusivos de las ecuaciones (B.3) y (B.10) en la formula de Green de la

ecuacion (B.16) se tiene la siguiente expresion
EAg = —/ [Gﬁngg : .@AgVEAﬁ - EAﬁngg : -@ABVGB] dA (Bl?)
g

al utilizar la sustitucion de las condiciones de frontera de las ecuaciones (B.5) y (B.12) en (B.17)
se tiene lo siguiente

5,45 = / kZKeq (GﬁgAU — GUEA5> dA + . V<CA,3>'8
4

o

/ nBU@ABGBdA
7 o

/ kG d A
7 o

De manera anéloga se plantea utilizar la férmula de Green para las ecuaciones de la fase-o,

+ ((cap)’ — Keq{ao)) (B.18)
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para ello, se tiene lo siguiente

/ (V- DasVns) G — Ty (V- Day VG| dV =

o

| o (Go2aVis — 2007009 G1) 04 (5.19)
Ao

al sustituir los términos difusivos de las ecuaciones (B.4) y (B.11) en la formula de Green de la

ecuacion (B.19) se tiene la siguiente expresion
_E/AO' = / Ngg - [Ga-@Aanga — ’CVAU.@AJVGJ} dA (BQO)
Agy

al utilizar la sustitucion de las condiciones de frontera de las ecuaciones (B.6) y (B.13) en (B.20)

se tiene lo siguiente

T — / k(Cotas — Goag) dA — ((ea5)? — Kuleao)”)
Do

/ kG,dA
Ao

+ / nggGU@AgdA . V<CAU>U (B21)
7.

A partir de este punto se tienen las variables de cerradura para la fase-8 y fase-o en las
ecuaciones (B.18) y (B.21) respectivamente. Como se plante6 desde el principio, estas soluciones
estan acopladas por una constante de equilibrio K., con la fase-o. Con el fin de obtener las
variables de cerradura acopladas, se plantea la resta de cag — KeqCar llevando a la siguiente

expresion

gAg — KquAo = [/ﬂ nﬁg.@AﬁG@dA . V<CAG>0

o

-V{cag)” — [ /Q{ 1,5 KeqGo DardA
YBa

+ / k[Gp + KeqGol dA ({cap)’® — Keug(Can)®) (B.22)

o

A partir de esta ecuacién, se pueden plantear las variables de cerradura para las desviaciones

CAB Y CAp, COMO sigue

Cap = bge - V{car)” + bpgs - Vicag)’ + s5 ((cap)’ — Keq(cao)?) (B.23)
EAO’ = bag . V(CAU>U + bgg . V<CA5>B + So (<CA5>B — Keq<CAU>J) (B.24)
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donde se usaron las siguientes definiciones

bﬁﬂ - Kequ,B = / nBU@AﬂGﬁdA (B25)
A3
bﬁg — Keqbga = / nJﬁKquU@AJdA (B26)
Ao
5 — KeqSo = /ﬂ k[Gp+ KeqGo) dA (B.27)

B.2. Solucién del problema de cerradura en la escala intermedia

Se tiene el problema de valor a la frontera de la ecuacion (6.57) y se busca asociarlo a los
problemas de difusion y reaccion de las ecuaciones (6.49) y (6.54). Primero habra que proponer

una funcion de Green asociada a cada region del sistema

gfﬁ (EAR)

0
2 (EAV) 0

dando lugar a la deficion de las funciones en términos de las ecuaciones (6.49) y (6.54) la

region-x y region-vy respectivamente, es decir,

~ - 1 - ~
XE(CA,{) =V (-@AHVCAH) + — / N - .@AWVCA,ydA + Rm/CAn (B?)O)
N~ ~ VI{ H/_/
Difusién Lk Reaccion

~
Flux de inter-regién

~ ~ ~ ~ 1 —
L (Cay) = —Vy VCAZ— vy V{cay)” —i—\V . (.@AVVCA,Y)I— 7 / .- P4,Via,dA (B.31)
~~ ~~ ~ Y

Conveccién Fuente convectiva Difusion Ay

~-
Flux de inter-region

El siguiente paso es ordenar las condiciones a la frontera de las ecuaciones (6.55) y (6.56).
Del lado izquierdo de la ecuacion se ordenan las partes homogéneas y del lado derecho las

partes no homogéneas (fuentes), dando lugar a las siguientes expresiones para las condiciones
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de frontera

—1’175 . @A7V5A7 + 1’17,.€ . @Anngn = l’lw€ . @A7V<CAW>’Y —l’lw€ . @ARV<CA,€>Pi <B32>
Fuente Fuente

Ny - DanVens — ko (Can — KIay) = Ny - DueV{can)® Ty | (Can) — KL (cay)?
%,—/ N - J
Fuente Fuente

(B.33)

En el siguiente paso de la metodologia, se deben de utilizar solo las partes homogéneas de

las ecuaciones de transporte y de las condiciones de frontera y plantear la sustituciéon de
EAN — G,{ EA’Y — G’y (B34)

Por otro lado, se tiene que en las funciones de Green asociadas, se pueden igualar a una delta

de Dirac, expresada como sigue para cada region

(XH - XHO) <B35>
(%, — x0) (B.36)

Al utilizar la simplificacion de la ecuacion (B.34) y al sustituir las expresiones de las funciones

en (B.35) y (B.36) en las ecuaciones (B.30) y (B.31), las expresiones quedan como sigue

1
5(%s — Xn0) = V - (P4, VG) + — / ., - Z4,VG.dA+ R, (B.37)
~—_—— Vn ——
Difusién Ly g Reaccion

N J/

TV
Flux de inter-regién

1
5(X’Y — Xfyo) = =V, VG’Y -+ V- (‘@A'YVG'Y) - v / n,;: .@AWVG»ydA <B38>
V v ol
Conveccion Difusién Ay

[ J/

~
Flux de inter-region

y al sustiruir en las condiciones de frontera el cambio de la ecuacion (B.34) en las ecuaciones
(B.32) y (B.33), se tiene lo siguiente

—1y - @A7G7 +n, - D4.VG,. =0 (B.39)
Ny - DuuV Gy — by (G — KJ'G,) =0 (B.40)

Modelado matemdtico de biorreactores 180 Guillermo Benitez-Olivares



Apéndice B: Funciones de Green

donde existen condiciones de periodicidad y de acuerdo a la ecuacion (6.57) se tiene lo siguiente
G(r+¥£;) =G(r) donde i =1,2,3 (B.41)

lo cual lleva a las restricciones para ambas regions como se describe
(G)"=0 (G)Y=0 (B.42)

Como siguiente paso, se plantea utilizar la formula de Green para las ecuaciones de la region-x,

para ello, se tiene lo siguiente

/ (V- DanVens) G — Gan (V- 2 VG| dV —

K

/ nn'y : (GR@AHVEAH - EAH-@AHVGH) dA (B43)
o,

Ky

al sustituir los términos difusivos de las ecuaciones (B.30) y (B.37) en la formula de Green de

la ecuacion (B.43) se tiene la siguiente expresion
_,514/4 = / Il,.w . [GR@AHVEAH — EAn@AnVGn] dA <B44)
S
al multiplicar por (-1) de ambos lados la ecuacion (B.44) se tiene lo siguiente

EAn = —/ [G,{n,w . .@A,{VE/AH — ﬂCvA,{Il,{,y . QAKVGN] dA (B45)
Ly

al utilizar la sustitucion de las condiciones de frontera de las ecuaciones (B.32) y (B.39) en

(B.45) se tiene lo siguiente

CaAr =

—/ GH [_kwn (EAI{ — KJ;EA'y) — Il,.g,y . @ARV<CAH>H — l{?,m (<CA,4>H — Kg;<CA,Y>V)} dA
Ly

+ / Fa (ke (Go — K25G.))] dA (B.46)
o,

Ky

al simplificar la ecuaciéon (B.46) se obtiene una expresion para las desviaciones en la region-x
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como sigue

/CVA,.Q = /d kw,{Kg(f (G,.{CVA,Y — GVZAH) dA + . V(CA,{>N

Ly

/ Il,w .@AKGH dA
o7

/ ke Ged A
Ayery

De manera analoga se plantea utilizar la formula de Green para las ecuaciones de la region-,

+ ((CA,§>N — Kg(f<CA,y>'y) (B47)

para ello, se tiene lo siguiente
| (V24,980 G, ~ 20, (V- 22,56V =
V'Y

/ n,,;: (G,Y_@A,YV’CVA,Y - ’CVAV.@A,YVG,Y) dA (B48)
Loy

al sustituir los términos difusivos de las ecuaciones (B.31) y (B.38) en la formula de Green de

la ecuacion (B.48) se tiene la siguiente expresion
—EA7 = / n.,, - [GV.@A,YV’CVA,Y - EAV‘@A’YVG’Y] dA <B49)
T

al utilizar la sustitucién de las condiciones de frontera de las ecuaciones (B.33) y (B.40) en

(B.49) se tiene lo siguiente

Cay =
L (G (=k (Can — K2Cay) — Ky ({Can)™ — K2 cay)?) + Do - DayVica,)?)] dA
+ / [Cay (kv (G — K2'G,))] dA (B.50)
Ay

al simplificar la ecuacion (B.50) se tiene que

G = [ Gy = Goia) - ((can” = K2¥ea))

~

/ kG dA
iy

+ / n,.G,Z4,dA| - Viea)  (B51)
Ay

A partir de este punto se tienen las variables de cerradura para la region-« y region-y en las

ecuaciones (B.47) y (B.51) respectivamente. Como se plante6 desde el principio, estas soluciones
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estan acopladas por una constante de equilibrio K77 con la region-y. Con el fin de obtener las
variables de cerradura acopladas, se plantea la resta de ca, — KJca, llevando a la siguiente

expresion

Car — KJfcay = - Vi{cay)?

/ l’l,w.@A,iG,{dA
L yony

 V{Can) — [ /Q{ 0, K G DadA

[ [t K36 A ((ea)” - K ean)) (B.52)
o,

Ly

A partir de esta ecuacion, se pueden plantear las variables de cerradura para las desviaciones

Car Y Ca COMO sigue

Car = by - V{Cay)” + b - V{can)™ + si ({(can)® — K2 (cay)?) (B.53)
5,47 = b,w . V<CA,Y>’y + bfy,i . V<CA,$>Fv + s, ((CA,.C>N — Kg(f<CA,y>'y) (B54)

dando lugar a las siguientes definiciones

b — K2, = / Ny DanGrd A (B.55)

b., — KI'b,, = / 0, K2 G\DaydA (B.56)
iy

S — Kli's, = /Q{ kv |G + K2'G,] dA (B.57)
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Analisis de 6rdenes de magnitud de los

modelos equilibrio

C.1. Relaciéon de equilibrio en la escala microscopica

Para determinar que todas las desviaciones macroscopicas son despreciables en la escala
microscopica, habra que utilizar las condiciones de equilibrio descritas en las ecuaciones (5.46)
y (5.47). Como primer punto, dichas ecuaciones se multiplican por €5 y €, respectivamente, de

tal modo que queden expresadas como sigue

es(cap)’ = esKeq{Clpo + €5Cap (C.1)
€0{Ca0)” = €o{C}po + €5Ca0 (C.2)

se utiliza la representacion de una concentracion promedio de la ecuacion (5.45) y se sustituye

en la ecuacion (C.1) para obtener

1 ~
eslcap)’ = epKeq (K eslcag)’ + €o<CAo>U> + €5Cap (C.3)

eq

despejando a la desviacion macroscopica eg¢ap, queda expresada como sigue

B

esCas = €5(cap)’ — epeplcas)’ — epeoKeq(Can)”

esCas = ea{cap)’ (1 — £5) —€pe0Keq(Can)” (C.4)

Eo

simplificando la expresion, finalmente queda de la siguiente manera

egCap = £pgo((cap)’ — KeqlCan)?) (C.5)
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y de manera analoga para la ecuacion (C.2) se sustituye el valor de (5.45) para obtener

EsERB
K

eq

E5Cho = E5(Cav)’ — <CA5>’B — €565(Ca0)° (C.6)

al multiplicar la expresion por K., en ambos lados, se obtiene lo siguiente
KeqeoCao = Keqeo(Can)” — 5(,55<0A5>B — KeqeoeolCan)’ (C.7)
agrupando términos se obtiene
egCap = —KeoCar = €550 ((cap)’ — Keqlcan)?) (C.8)

El siguiente paso es demostrar que las contribuciones de las desviaciones ¢4 y ¢4, de la ecuacion
(5.56), se pueden despreciar respecto de las contribuciones de la concentracion promedio {C'} 4.,

por medio de un anélisis de 6érdenes de magnitud.

C.2. Estimados de 6rdenes de magnitud y restricciones en la escala
microscopica
Como primer paso, se busca un estimado de {cag)? — Koq{ca,)?, el cual, se puede desarrollar

s6lo de manera aproximada, es decir, se van a ignorar las variaciones en las fracciones de

volumen, es decir, se divide entre €5 la ecuacion (5.50) para obtener

{C} s 1
Keq% =V |KeZas | 1+ 57 / g, (bgo + Keqbgg) dA | - V{C}g,
Acumulacion ’ il
Dif?lgi()n

e.l
L RK Yy — 2 / Ny DayVendA+V - | 22 / no (55 (Cag — Pas))dA

Reaccion fo A A3
A > e
'

Vv
Flux de interfase Contribuciéon macroscopica

~ 1 5 .
V- @Aﬂ VCAg + v / ng, (bga -Vcao + bgﬁ . VCAB) dA
B

ez
NS -~ e
Término difusivo en las desviaciones macroscopicas
dcy .
- 8tﬁ - R'C4p (C.9)
~—— v

Térmi lati 1 Término reactivo en las
érmino acumulativo en las  desviaciones macroscépicas

desviaciones macroscopicas
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para la fase-o de manera analoga, se divide la ecuacion (5.54) entre €, para obtener

1
Yo _ g |, |+_/naﬂ(bw—|—KequB)dA - V{C}s

ot V,
M o
Acumulacién “Bo
Difusion

e 1 2,

o o ~ ~
Ngg - @AUVCAUdA—i-V O e HUB(SO— (CAg — CAO—))dA
1% Vo
7 Ao

Flux de interfase Contribuciéon macroscopica

0Cau

. 1 . .
V|1 9sr | VCus + 7 / N,3 (bag -Veus + bgg . VCAﬁ) dA — En (C.lO)
UJZV M
N b |, Acumulaciéon
—~ macroscopica

Contribucién macroscopica
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al restar las ecuaciones (C.9) y (C.10) se obtiene la siguiente expresion

ot

v o
Acumulaciéon L o

H{C} s 1
(Keq — 1) N _y. KeqPap | 1 + v / N, (bgs + Keqbgs) dA | - V{C}so

J/

TV
Difusion fase-3

1
CRKe{Clar =V | T [ 14— / nos (byy + Kagbus) dA | - V{C}as
N e’ VG%

Reaccion fase-(3 /Bo

(. J

vV
Difusion fase-o

8_1 5—1
— % / n,,g . @AJVCAUdA — % Ilaﬁ . QAUVCAUCZA
A

g
- 7 N - 7
Flux de interfase Flux de interfase
9/3 ~ ~ -@O' ~ -~
+V.-|—= n50(85 (CAﬂ — CAJ))dA -V |— 1’105(80 (CAB —CAU))dA
Vs Vs
.Qfﬁg ,Qf[-;o.
NS ~ v -~ 7

Contribucién macroscépica fase-f3 Contribucién macroscédpica fase-o

. 1 N N
+V- .@Ag VCAﬁ + v / Ng, (bga -Veus + bgg . VCAg) dA
B

A3

v
Término difusivo de las desviaciones macroscopicas en la fase-3

1
—V - |94 | VCuor + 7 / n,g (bag -V, + bgg . V/C\Ag) dA

! gild 1
NS >
TV
Término difusivo de las desviaciones macroscopicas en la fase-o
8/C\A 8 86140 1~
- + - R'¢c AB (C 1 1)
ot ot Ny
L ' . L ' . Término reactivo en las
Término acumulativo en las  Término acumulativo en las  desviaciones macroscépicas

desviaciones macroscopicas desviaciones macroscopicas

a partir de la ecuacion (5.57) se obtienen las siguientes relaciones

Cap = €5 ({cap)’ — Keq(Cao)?) (C.12)
/C\Aa = — (;fq) ((CA/3>’B _ Keq<CAg>U) (013)

Modelado matemdtico de biorreactores 187 Guillermo Benitez-Olivares



Apéndice C: Andlisis de drdenes de magnitud

y al restar las ecuaciones (C.12) y (C.13) se obtiene que

) Ceas)® = Kanlenr) (C.14)

CAg — CAo = <€a +
€q

La forma de las ecuaciones obtenidas en (C.12)-(C.14), se utilizan para expresar a las
contribuciones macroscopicas de las desviaciones cap y Ca,r, €n términos de las concentraciones
promedio {cas)” y {ca,)?. Con ello, se analizardn cada una de las contribuciones de la ecuacion
(C.11) donde existan relaciones de las desviaciones macroscopicas €4 ¥ Ca,. Como primer paso
y de manera ordenada, se analizaran las contribuciones macroscopicas para la fase-3, donde se

sustituye el valor de la ecuacion (C.14) para obtener

Contribucién macroscédpica fase-f3

V- % / g, {S,B Ké‘a + [Z) ({cap)” - Keq(CAo>”)] } dA (C.15)

Bo

v
Contribucién macroscopica fase-3

y al analizar las contribuciones macroscopicas para la fase-o, donde del mismo modo se sustituye

el valor de la ecuacion (C.14) se tiene que

D, " R
-V A / N,5(Sy (Cap — Cap))dA| =

sy

Vv
Contribucién macroscopica fase-o

VT [ o {on [ (e 52 ) Cens)” = Baateant®)| (.16)

P

TV
Contribucién macroscopica fase-o
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Agrupando los términos de las contribuciones macroscopicas de las fases 5 y o se tiene la

siguiente expresion

V- {(50 + ;?:) [?/—5 J ms0(sp ((cap)’ — Keq(car)”))dA

e

Término macroscodpico asociado a las fases Sy o

e [ o (e20)” = Kaafean))i

El siguiente paso es analizar el término difusivo de las desviaciones macroscopicas en la fase-3,

donde se sutituyen los valores de (C.12) y (C.13) para obtener la siguiente expresion

~ 1 _ 5
V- -@Aﬁ VCAﬁ + V / ng, (bga -Veas + bgﬁ . VCA,B) dA =
B
Ao

Vv
Término difusivo de las desviaciones macroscopicas en la fase-3

1 bs,
V- @Aﬁ Eg T+ — / ng, <Eﬁ B + Egbgg) dA | -V (<CAB>5 — Keq<CAU>U) (Cl7)
Vs Keq

Apo

finalmente al dividir por ¢, para dejar expresado un tensor identidad en la ecuacion, la cual

queda como sigue

—1 b "
V| Das [ 1+ ’% ng, (5%—‘* + 50b55> dA | -V ((cap)® — Keq(cao)?) (C.18)
B eq

7

J/

Vv
Término difusivo de las desviaciones macroscopicas en la fase-3

de manera anéloga se analizara el término difusivo de las desviaciones macroscopicas en la

fase-o, donde se sutituyen los valores de (C.12) y (C.13) dando paso a la siguiente expresion

1
—V - |94y | VCay + 7 / Ny3 (bo—g -V, + bag . V/C\A/B) dA =
7 o

Vv
Término difusivo de las desviaciones macroscopicas en la fase-o

85 1 5ﬁbaa o
~V - | Das _Keq + Va / N,p ( Keq + Egbgg) dA | -V <<CA5>5 — Keq<CAo'> ) (C.lg)
D3
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para simplificar la expresion y obtener un tensor identidad, se divide por —(K.,/eg) para

expresar la ecuacion con un tensor identidad dando lugar a

Ke 5_1 £ bag
—V | Das |—;—ﬁ/ngg( i( +50b0ﬁ) dA | -V ({cap)’ — Keqlcas)?) | (C.20)
o eq

Ao

[ J/

TV
Término difusivo de las desviaciones macroscopicas en la fase-o

Para los términos acumulativos de las desviaciones espaciales macroscopicas, al sustituir las

ecuaciones (C.12) y (C.13) se tiene lo siguiente

0as | OCas es \ 0 , )
o o (€”+Keq g(@w) Keq(cas)?) (C.21)

TV
Término acumulativo en las
desviaciones macroscopicas

Término acumulativo en las
desviaciones macroscopicas

finalmente se realiza el analisis para la reaccidn, donde se sutituye la ecuacion de las desviaciones

macroscopicas ¢4 en (C.12) para obtener

1~ 1 o
—R CAB =—R Eo ((CA5>B — Keq<CAJ> ) (022)
——— ~ - -
Término reactivo en las Término reactivo en las
desviaciones macroscopicas desviaciones macroscopicas

Como se planted en un inicio, se busca que la ecuacién esté en términos de las concentraciones

promedio {cag)? y (ca,)?, para lo cual se sustituirdn las ecuaciones (C.2), (C.18), (C.20)-(C.22)
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en la expresion (C.11) dando lugar a

H{C} s 1
(Keq — 1) {a—t}ﬁ =V | KeqZap | 1+ v / N, (bgs + Keqbgs) dA | - V{C}so

v o
Acumulaciéon L o

TV
Difusion fase-3

1
R {Char V- | Dy [ 14— / 105 (boo + Keabys) dA | - V{C} 50
—_——— V.

o
Reaccion fase-(3 7.

vV
Difusion fase-o

-1
_ / Nsg - .@AUVCAUdA

f A

(. J/
-~

Flux de interfase

A {(50 + ;i—ﬁq) [3—;’ J mpo(s5 ({cag)’ — Keqlcas)?))dA

Apo

Término macroscopico asociado a las fases By o

N

_Zs f ngﬁ(sg ((CA5>6—Keq<CAJ>G))dA

o

7.

eq

—1 b .
+V- @AB I+ % / ngs (6%5 + 60b55> dA | -V (<CA5>B — Keq<CAU>U)
B
3o

“B

TV
Término difusivo de las desviaciones macroscopicas en la fase-8

Kqugl 65bgg 8 .
—V | Dy | | = v / n,g + Egbgg dA | -V ((CA5> — Keq<CAo'> )

1o K. eq
A3
NS ~~ o
Término difusivo de las desviaciones macroscopicas en la fase-o
%5} 9 f_K ) — R! oK o C.23
— (& + - ({cap)” — Keq(can)?) — Res ((cap)” — Keqlcao) (C.23)
K. ) ot N ~—
N ~~ d Término reactivo en las
Término acumulativo en las desviaciones macroscopicas

desviaciones macroscopicas

Al observar la ecuacion (C.23), falta expresar el término de flux de interfase en concentraciones
promedio, para ello se llevara a cabo el siguiente anélisis. Recordando a Gray (1975), existe
una forma de expresar a la concentracién puntual en términos del promedio intrinseco y de las

desviaciones espaciales, es decir, la concentracion puntual del flux de interfase se puede escribir
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como sigue

-1
- (85%,) / Nsp - .@AJVCAUdA =
pA

(. /

~
Flux de interfase

- -1
(518557) o (6560> ~
— T Nspg - -@AO’V<CAO’> dA — T Ngg - .@AUVCAUCZA (C.24)
Hog N Pop ,
Concentracion promedio Desviaciones de la concentracién

al analizar la ecuacion (C.2), sugiere observar el teorema del promedio espacial, donde se muestra
la relacion de las desviaciones y de la concentraciéon promedio. Aparte de ello, se plantea la

condicion de que la porosidad e, es constante; bajo estas suposiciones, se da lugar a la siguiente

espresion
(epe0) D TendA = &) DoV apdA C.25
Vv naﬁ * ZAc VCAx — vV naﬁ * ZAc VCAx ( . )
N MU,B J/ N tdaﬁ
Flux de interfase Desviaciones de la concentraciéon

al sustituir la ecuacion que describe la forma de las desviaciones espaciales ¢4, en (5.42) se

obtiene la siguiente expresion

-1
—(gﬁé{;) / Ngg - .@AUVCAgdA =
3

N J/

TV
Flux de interfase

/ Ngg - -@Aav (boa : V<CAU>U + baﬁ : V<CAﬁ>ﬁ + So (<CAﬁ>B - Keq<CA0'>U)) dA
A3

(epes) ™!
Vv

Vv
Desviaciones de la concentraciéon

(C.26)
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arreglando a la ecuacion (C.26) queda como sigue

-1 -1
(gﬁé{;) / Nypg - QAUVCAO'dA = @ / Nyp - ‘QAUV (bO'O' : V<CAU>U) dA
,!4)7(7,3 Maﬁ

(& J/

TV
Flux de interfase

1

EBES

+% / N5 DasV (bog - Vicag)?) dA
g

2 [ 20, s (el — Kanfen)®) 04 c2

g
la forma de la ecuacion (C.27), permite pensar en el teorema de la divergencia (Purcell, 1997),
el cual permite expresar integrales de area en integrales de volumen (o viceversa), que sean de

la forma

/n-adA = /v-adv (C.28)

o v

a partir de ello, los elementos de la ecuaciéon (C.27) con Laplaciano (V?), se pueden
identificar. Para estos términos se tiene que las componentes de las desviaciones b,, y byg
son antisimétricas, mientras que el Laplaciano es simétrico. Con lo anterior, se tiene que, la
integracion volumétrica de un campo antisimétrico es cero, lo cual da lugar a la siguiente

expresion

-1
M / Nspg - -@AUV (bcm' . V<CAU>U) dA =

%
Hop
—1 -1
@ / V - (Z45V (boo))dV = M / V2bydV = 0 (C.29)
.Qfo.g v
para la otra contribucion
o) D (bs - Vens)) dA —
Vv oB " ZAc ( aB " <CAB> ) =
P
-1 -1
@ / V - (24,V (byg))dV = M / Vb, 5dV =0 (C.30)
P v
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A partir de este analisis, la ecuacion del flur de interfase en (C.27), queda expresada como

sigue

-1 -1
@ / ngﬁ . @AJVCAgdA = @ / Nsg - @AUVSO— <<CA5>B — Keq<CAU>U) dA (031)

'57{(7[3 =57/o'ﬁ

N J/

TV
Flux de interfase

el resultado obtenido, permite utilizar el trabajo de Quintard y Whitaker (1993) para poder

expresar el flux de interfase de la siguiente manera
1
v / No5 - DaoVse = a, K ({cag)’ — Keq{cao)”) (C.32)
Ao
al sustituir la expresion propuesta, se da lugar finalmente a la siguiente igualdad

-1
ERES o
% / Ilag . @AJVCAUdA = CLUKM (<CA5>B — Keq<CAa> ) (033)

3

N J/

TV
Flux de interfase
Analisis de 6rdenes de magnitud

Para obtener un estimado de los 6rdenes de magnitud de las contribuciones de la ecuacion
(C.23), se realizan los respectivos andlisis para cada una de las contribuciones de manera

ordenada. Los estimados se presentan a continuacion, primero para el término de acumulacion

(- 1) A0 o[ B2 =] ey, (C34)

Acumulacion

(.

donde t*, es el tiempo caracteristico del proceso. Para la difusion de la fase-f se tiene lo siguiente

Keq-@Aﬁ

1
V- Keq-@A,B I+ — / ng, (bga + Keqbﬁﬁ) dA | - V{O}BJ =0 |:
Vg LaiLa

A3

N J/

} {C}s, (C.35)

TV
Difusion fase-g3

donde La; es la longitud caracteristica asociada a los cambios que ocurren en {C'} 3, y La es la

longitud caracteristica asociada a los cambios que ocurren en V{C'}g,. Por otro lado se tiene
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para el término de reaccion lo siguiente
R'Keq{C}po = O[R' Kegl{C} 50
—_———
Reaccion fase-f3

Para la difusion de la fase-o el resultado es

1
V- -@Ao |—|—7 / ;g (bgg—l—KequB) dA 'V{C}ga =0 l:

o

PR

Vo
Difusion fase-o

(C.36)

@AU

LmLJ {C}s,  (C.37)

Al realizar el anélisis de 6rdenes de magnitud para el flux de interfase se tiene que

Dso
e,

ay K ((cap)” — Keglcas)?) = O

J/

TV
Flux de interfase

] ({cag)’ = Keq{cao)?) (C.38)

donde se encuentran definidos los pardmetros de modo mezclado de la siguiente manera

Daa
@50 = 65@5 + A (039)
Keq
8580.@50
lgy = ——— C.40
50 = T (C.40)
Para el término macroscopico asociado a las fases B y o es
€ 9, o
v {(aa + ) [V—,fp{f Mo (55 ({e43)” = Keqleas)?))dA
Bo
—Z= [ ny5(s5 ({cap)’ = Keq{cao)?))dA }
Do
Término macroscépico ;srociado a las fases By o
9 (z—:g + ;—i)
=0 | ———%| ((ean)” = Keqleao)”) (C.41)

LaiLa
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donde 2, tiene el mismo orden de magnitud que las difusividades %3 y Z,,. Al realizar el analisis

para el término difusivo de las desviaciones macroscopicas en la fase-f se obtiene que

el £5bss
V- -@Aﬁ |+ %@ / ng, < i(ﬂ + €gb,35> dA | -V (<CA,3>B — Keq<CA0>U)

€q
Ao
Término difusivo de las desviaciones macroscopicas en la fase-3
Das
o
= O (<CA/3>5 — Keq<CAa'> ) (C.42)
LaiLa

y para el Término difusivo de las desviaciones macroscopicas en la fase-o es

Ke € 3 bgg
V- @AU | — ‘q/ﬁ / N, ( i( + €gbg5> dA | -V (<CAB>B — Keq<CAU>U>

o eq
7.
Término difusivo de las desviaciones macroscopicas en la fase-o
‘@AU
o
= O (<CA5>’B — Keq<CAg> ) (C43)
LaiLa

para el término acumulativo se tiene

(50 + ;(iq) % ((cap)? — Keq{can)?) = O @ ((cap)’® — Keglcao)?) (C.44)

Vv
Término acumulativo en las
desviaciones macroscopicas

.

y finalmente para el término reactivo de las contribuciones macroscopicas se obtiene que

Rle?g ((CA5>’B — Keq<CAg>o)1 =0 [Rlé“g} (<CA5>’B — Keq<CAU>U) (045)

~~

Término reactivo en las
desviaciones macroscopicas

El siguiente paso a desarrollar, es acomodar todos los 6rdenes de magnitud de {C'} 3, y por otro
lado los ¢rdenes de magnitud de ({cag)” — Keq(cas)?), dejando a las expresiones resultantes

como se describe a continuacién

{C}ﬁa{o {—(KE‘Z*_ 1)] +0 {%@Lfﬂ + O[R'K.] + O {LZAEA] } (C.46)
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4 e 3\
P50 7 (8" " K_ﬁq> [ Das ]
o0|Z| yo| N7 )l | a8
, 03, LarLa LarLa
((cap)’ — Keq{cao)”) (C.47)
i Do (60 + lZ;) 1
+0 Tniln O " +0 [R 60}
J

Para realcionar los estimados de los 6rdenes de magnitud, se divide la ecuacion (C.46) entre

(C.47), de donde se obtiene un estimado de los 6rdenes de magnitud, como se describe a

continuacién
( Koq—1 Keq? Dac_ | )
0 [( . >] 4o [—LMLﬂ + O[R'Ku] + O [Lf;“LJ
9 . 9 Eg T+ E—fq 9
{C}ﬁa o) 26 + O ( K ) + o) |: ApB :|
. 03, LaiLa LaiLa (C.48)
((cap)? — Keq(can)?) ( )
€s
D Es T e
(@) 7 o|—=~ O [R'e,
" |:LA1LA:| + t + 0 [Re]
\ Vs

estos estimados se analizaran bajo ciertas restricciones de escala, las cuales describiran bajo

que suposicion se permite definir que términos son despreciables en la ecuacion (C.48). Lo

2
primero serd multiplicar arriba por (ﬁ—g) (recordando la longitud caracteristica de la Figura

2
5.1) y abajo por <Z—"> , recordando la definicién de dicha longitud caracteristica en la ecuacion

C.40). Para fines practicos se habra de reemplazar La;La por L2, recordando que estas dos
3

longitudes de escala dependeréan del tiempo, si se analiza para el estado transitorio.

(|

(Keq—1)L3

tx

| + [KeaZas) + (R KegL3] + (2]

\

9 (80 + ;—’B> 2 D4 2
eq a B BO’
{C}s0 o (&1)2 (ao] + L2 * [ 12 }
((cap)? — Keqlcao)?) L
70021 | (e +75) &
o ed Rl 062
i e
\ Vs
(C.49)
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Recordando la definicion de Zg, en la ecuacion (C.39), se plantea una adimensionalizacion en

la ecuacion (C.49) dividiendo la expresion por 1/%g,, dando lugar a

( (Keq—1)L3 KeqPag R'KeqL3 Dy )
|: Qﬁo.t* _I_ —@ﬁa _I_ [ _@[ja ] _I_ @ﬁo‘

&8 2 _
2 1+ 7 <€G + ch> bo @Aﬁ%a

{C}s0 _of e L5 L3P0
((cap)? — Keq(cao)?) L

Daol?, (aa + K—ﬁ) Co R'e, 03,
L% .@go .@5075* gﬁo

(C.50)

Si se acepta que
Olls,] = Olls] (C.51)

en el estimado de la ecuacion (C.50), se observa que al cumplirse la restriccion de escala de la
ecuacion (5.28), donde {3 < 1309 < L3, la cual de acuerdo a la Figura 5.1, es valida, permite
despreciar las contribuciones de las desviaciones macroscopicas en la ecuacion (5.56). Con ello,

se da lugar al modelo cerrado de equilibrio de dicha ecuacién, a escribirlo de la siguiente manera

9{CY s
(Keqtp +€0) {Gt}ﬁ =V - [Demso - V{C} 5] — B! Keqes{Clpo (C.52)
) Acumjlﬁacién . Dif:l;én Rea‘crcién

C.3. Relaciéon de equilibrio en la escala intermedia

habra que utilizar las condiciones de equilibrio descritas en las ecuaciones (6.64) y (6.65).
Como primer punto, dichas ecuaciones se multiplican por €, y €, respectivamente, de tal modo

que se vean como sigue

€1Cr = €x(Cr)"™ — €x{C (C.53)
E4Cy = ey K (¢y) — e {Chyn (C.54)
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se utiliza la representacion de una concentracion promedio simple de la ecuacion (6.63) y se

sustituye en la ecuacion (C.53) para obtener

ExCr = €x{Cr)" — €nl(En{ce)™ + evK'm( 7)
ExCr = €x{Cr)" — €xErlC)” — €K€7K7”( oy
ExCr = ExlCr)" (1 — €x) —€xe K1 (Cy)”
——

€y

e = 2 ()" — K2He)) (C.55)
y de manera analoga para la ecuacion (C.54) se sustituye el valor de (6.63) para obtener

40y = ey Kog (e 7)) — ey (Enfen)” + 57K%< 7))
€40y = e, K17 (c,)7 — eyen(cn)” — e48, K (cy)7)
€40y = K5 (cy)7 (1 = €5) =48, (ci)”

——

ExCy = 5R57(KW< )7 = {ex)")

—&4Cy = Exgy((c)" — Kog'(ey)7) (C.56)
al analizar las ecuaciones (C.55) y (C.56) se puede ver que

Exlx = —E4Cy = Exsy({cn)" — K (¢y)7) (C.57)

C.4. Estimados de 6rdenes de magnitud y restricciones de escala en

la escala intermedia

El siguiente paso es demostrar que la contribucién macroscopica de la ecuacion (6.74), se
puede despreciar respecto de las demés contribuciones, por medio de una analisis de 6rdenes de
magnitud. La ecuacion diferencial para (c,)" — KJ*(c,)” se puede desarrollar solo de manera

aproximada, es decir, se van a ignorar las variaciones en la fracciones de volumen, es decir se
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divide entre ¢, la ecuacion (6.68) para obtener

9{C} 1 b
K Ky
Eo—F— = V - @H | + — 1,y Tk + b,ﬂ..g dA | - V{C}A}% — k}ﬁo—{c}wﬁ
8t VH Keq A/_/
A ., Ly Reaccion
cumulacion
Difusion
—1 A~
€k -@n ~ ~ 80,{
— 7 / n.,. - .@WVCWdA—F V- 7 / nnw(sn (CH — CV))dA 855,5
K
N——
s _ iy |, Acumulacién
~~ ~~ macroscopica
Flux de inter-regién Contribucién macroscopica
1 by _ _
+V D, | Vea+ — [ nuy | =55 - V& + by - VG, | dA —  kgoCx (C.58)
VK Keq Y
iy Reaccion
N —~ _  macroscopica
Contribuciéon macroscopica

y de manera anéloga se divide entre ¢, la ecuacion (6.73) para obtener

7 (= =5 (5 (G +0e) ) -9t )

1 9{Che 1
3 K
Ky ot Ko
Acumulacion Conveccion Disp?srrsi(’)n
-1
7 1 b €
i Y 2l
V- K" |+ 7 n.. W + bv,{ dA | - V{C}Wﬁ + 7 n,;: @ch,ydA
eq v €q
Ay Ay
Dif:lgi()n Flux de inter-region
2. 1 oc 1
’y A~ ~ '7 A~
+V.-|= | n.(sy(ce —c))dA| — — — v.,)7- Ve
ny 'YK( ’Y( R 'Y)) Kg(f at Kg$< ’Y> Y
Ly S—— N ~~
N ~ ~  Acumulacién Conveccion
macroscopica macroscopica

Contribucién macroscopica

7 1 b
T v el va+—/nﬁ<l,g~va+bﬂ-veﬁ)d,4
Kgq Y V’yy/ Y Kgq Y Y

(C.59)

Difusiéon macroscopica

~ (b . . ~
—e 'V <v7 (# Ve, + by, - Ve, + s,(C — cv)) >
eq

[\

v
Dispersién macroscopica

(.

Al restar las ecuaciones (C.58) y (C.59) se obtiene lo siguiente

Guillermo Benitez-Olivares

200

Modelado matemdtico de biorreactores



Apéndice C: Andlisis de drdenes de magnitud

1\ o{C},. 1
<€ﬁ”‘Kgf$) o wg Ve =

Acumulacion

vV
Conveccion

N

-1

1 b,
V- |2, |+—/nm 5 4 by | dA | - V{C e —i/n%-%vcvm
Keq Vv

Vi
L yony Ay
Dif?lgién Flux de inter-region
—1
2. 1 b 3
’Y Y y
-V K,m | + 7 n., W + bfy,{ dA | - V{C},m — 7 n,;: .@,YVCWdA
eq ~y eq
o Lyr ,
Dif;,sién Flux de inter-region
b
—1 ~ vy
+e, V- (<V’Y (K'm + b’m : V{C}"/n - kﬁa{c}’yff
€q SN——
~ ~~ o Reaccion
Dispersion
D, D.
A~ ~ ’y A~ ~
+V- v Ny (s (Cr —Cy))dA| = V- v Ny (55 (Cx — C5))dA
K v
iy Ak
Contribucién macroscopica Contribucién macroscopica
¢, 1 b,
A~ ’y A~ AN -~
- 8508— +V- @m VCH + V ng, W . VC7 + bmﬁ : VCH dA — k’/gacn
Ny g e =
., A, Reaccion
Iﬁgg;ggé%%i%g i — macroscopica
Contribucién macroscopica
1 oc 2. 1 b
Y y -~ Y -~ -~
+ = v |22 [ ve+— [ n. (2 Ve + b, VE ) dA
KX ot K v, K
—— /v
Acumulacién i ~
macroscopica Contribuciéon macroscopica
L wyove —ev (v, (20 v, b, e Gy —C C.60
+ KR <Vv> T Ve &y "\ Vv KIF Cy + Dy - VCg + SW(CH - Cv) (C.60)
eq eq

Vv
Convecciéon Dispersiéon macroscopica
macroscopica

Analizando los términos de la ecuacion (C.60) y utilizando el resultado obtenido de la

ecuacion (C.57) se puede deducir lo siguiente

e = e, ((en)" — K25 er)) C.61)
ey = —&y({cy)" — Kg;<cw>7> (C.62)
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y con ello simplificar el resultado, aunado a ello al restar las ecuaciones (C.61) y (C.62) se

obtiene que
Cr— Oy = (en +&4)({ce)" = KI(¢y)7) (C.63)

Usando al ecuacion (C.63) para la contribucion macroscopica que sigue del flux de inter-region

esa parte queda como sigue

A\ % / N, (84 (G — Cy))dA| — V- % / n..(sy (cx —¢y))dA| = (C.64)
® ¥
Ay

Ay

\%_: f Ilfw(sn (<Cfﬂ>n - Kg011€<67>7) dA

|

Para los términos de acumulacion, reaccion y difusion macroscopicas se juntan y se sustituyen

A\ {(@ﬁrsw)

_?/_: J n(s, (<Cm>’i - K;T<C’Y>7) dA

Ay

los valores de las ecuaciones (C.61) y (C.62) para obtener:

g, 1 08, SR ~ e O
—EBo ot + Kg(f ot - kﬂﬂcﬁ + Kg(f <V’Y>7 ’ VC’Y - (5505’7 + Kg$)a<<cﬁ>ﬁ - Kg(f(cW)V)
~ ~~ - Reaccién ~~ o ~ ~~ -
Acumulacion Difusion Acumulaciéon
g
— o= () = K (e)7) = 5 (V)7 - V()™ = Kir(e,)) (C.65)
Reaccién V7 d
Difusién

Para las siguientes contribuciones se tiene que:

R 1 b, " ~
\VAREZH Vc,.fl—vﬁ/nnv<fﬂi-VCv+bnﬁ.Vcﬁ)dA —

T

1 K/bﬁ
V|2 et [ e (G5 ebu) aa | Ve - K| -

K&
o7 a
6;1 E’ib"f’Y K YK ¥
V- @,{ | + VH / 1, @ + E,me.g dA | - V(<CH> - Keq <C'Y> ) (C66>
ey
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y para la otra

. b . .
Ve, + v / n., (KL‘Z} Ve, + by, - Vc,{> dA || =
A

YK
Keg

1
—V . 9’\/ GH + p— / Ilv,ﬁ (Enb’w + E'yb'yﬁ;) dA * V<<cl€>lki - Kg;<07>7) =

Koy v, Koy
A
2. et €xb
-V L I—i-L/n,.i(”—p%—eb,i)dA -V ({ex) — K1 (cy)? C.67
o |1 [ (Ser e, (e = Kzledn|  (©om

Lk

en el siguiente caso para el caso de la dispersion macroscopica, aplicando nuevamente las

ecuaciones (C.61) y (C.62) se obtiene lo siguiente

b
—£'V - <§ < —
vy Kgq

—,'V- <V“/ [(% - wavff) -V ({e)™ — K3 (ey))

-V, + b, - Ve, + 5,(C — 67)) > = (C.68)

5, [(ex +2,)((e)" — K35<cw>”>}] >

El siguiente paso es sustituir los valores de las ecuaciones (C.64)-(C.68) en la ecuacion del
estimado de (cx)" — KJ¥(c,)” descrito en la ecuacién (C.60) para obtener un modelo cerrado

de la ecuacién como sigue
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1\ o{C},. 1
<€ﬂ"‘Kgf$) o wg Ve =

N

TV vV
Acumulacion Conveccion

1 b,
V-2, |1+ v / N, (K&f +b,m> dA | - V{C},,
o

[ J/
-~

Difusién en k

7 1 b
-V T l+—/n,@(%+bﬁ)dA -V{C},.
Kgq ‘/7 Y K(;Yq 0 { }'Y

Ay

Vv
Difusi6n en ~

+f;1V : (< (Z.;Yof + bw)> : V{C}w)j— ks (Chon

~~ Reaccion
Dispersiéon

—. 'V <V [(e;(t;p + Evbw> V()™ — K3 (ey))

(85?})1 /nw{-@»yvcwdA_
i +8y [(en +&4) ({en)” — K& e >)]]>

[ J/
-~

Flux de inter-regién _
v

Dispersién macroscoépica

Ze [ (s, ((cn) — K25 (c))7) dA

V- {(55 + &)
Doy } — kgoey((ca)™ — K;f(cV)”)/

+

TV
Reaccion

-7 f (s, (o) — Kgi{c,)7) dA

YK

Termino que sobré a la difusiéon

Ex a K K €k K K
— (€goty + @)a((cﬁ — Kgi{cy)”) — @(va -V ({cw)™ — K2 {cy))

J

vV Vv
Acumulacion Conveccion

671 enbmy
+V- D, |1+ = / N, +6brw | dA | - V({ce)™ — KJi{cy)7)

Vi Koy
Loy
Difusion mam“‘roscépica en K
7 e ! €xboyy . .
Vel / nm( o +67b%> dA | -V ({en)" = KZ¥e,)) (C.69)
Ak

Vv
Difusiéon macroscopica en ~y
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De acuerdo con la definicion de la ecuacion (6.19), el flux de inter-region se puede expresar

como sigue

1 1 - 1
— [ M DN ey dA = v / n.,. - 2,Vc,dA — v / n.,. - 2,V(c,) dA (C.70)

Ay Ay Ay

y de acuerdo al andlisis hecho en las ecuaciones (5.16)-(5.18) el flux de inter-region queda

expresado como sigue
1 1 _ .
—v [ B DNy dA = v [ M DNy dA — Ve, - D,V (cy) dA (C.71)
.!M»y,g M'W-c

Con la suposicién de que no hay cambios en la porosidad e, es decir, que esta es constante, se

puede despreciar el tltimo término de la ecuacion (C.71)
1 1 -
_V n.,,;: @’YVC'YdA = _V n,,;: @VVcﬁ,dA (C72>
,ﬁ?f»y,§ rd'ym

con la contribucion de las desviaciones de ¢, de la ecuacion (6.59), en la ecuacion (C.72), el fluz

de inter-region queda expresado como sigue

1 1
—V/RW@NWm——V/RW@NMMAV@W
M’Y"‘i 57/’)%
1 1
L mM@NmmAwmwhﬁz/mW@N%M«%V—Km@m (C.73)
%'yn M'yn

Analizando los términos de la ecuacion (C.73) con el teorema de la divergencia

/naM:/VﬂW' (C.74)

o v

para estos términos se tiene que, en el tltimo término, V2 es un tensor simétrico, mientras que
b,, y b,,, son antisimétricos, lo cual al realizar la multiplicacion de los tensores, ambos son

iguales a cero como se describe
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1
7 / n,  2,Vb,dA-V{c) = —— / (2,Vb,,)dV = —%/V%de — 0 (C.75)
Qﬁm
1 2, [,
—5 [ M 2 VbdA - Vie)" = (2,Vb,)dV = =2 [ Vb,V =0 (C.76)
v

Al realizar este andlisis en las ecuaciones (C.75) y (C.76), donde los tensores son iguales a

cero, la ecuacion (C.73) toma la forma

1 1
v / n.,. - 2,Vc,dA = v / 0, - 2,Vs,dA ((cq)" — KI%{(c,)?) (C.77)
Jyey,.g -«Qﬂyn
donde para simplificar se tiene la igualdad % [ ny.-2,Vs,dA = a,K) para finalmente dejar

Ay
el flux de inter-region expresado de la siguiente manera

1
-2 / N - D Ve dA = ay (e — KI¥e)) (C.78)
Ay

(. S

~
Flux de inter-region
Analisis de 6rdenes de magnitud

Para poder tener un estimado de los 6rdenes de magnitud de las contribuciones macroscopicas

de la ecuacion (C.69), se estiman las derivadas en el tiempo y el espacio como sigue a

continuacion
0 K VK vy A (<C”>H B Kgo’1i<67>7)
ot (<CH> - Keq <C’Y> ) =0 . ] (C.79)
V ({ea) = K2 {(cy)") = O A e ZAK&T(GW)] (C.80)
V? ({6 — K2y =0 | 2 (<0n>“LA—fjcf <Cv>7)] (C.81)

donde t* es un tiempo caracteristico del proceso y La es una longitud caracteristica asociada
a los cambios que existen en (c.)” — KJ%(c,)” y La1 es la longitud caracteristica asociada
con los cambios que ocurren en V({c.)" — KJ*(c,)”). Como la diferencia de concentraciones
(ce)™ — KJ(cy)” representa una desviacion asi como se indica en las las ecuaciones (6.64) y

(6.65), se puede aproximar el cambio en esta diferencia como la diferencia misma, es decir las
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restricciones de las ecuaciones (C.79)-(C.81) quedan como sigue

% ({er)” = K {es)”) = O e —fflﬂ%)”)] (C.82)

V(e - Koy —o | L 2 B W)] ©83)
La

V2 () — Kb (ery) =0 | Lo L‘qu:W)] (C84)

Contribuciones macroscépicas

Para los términos de las contribuciones macroscopicas de la ecuacion (C.69), se hace un
analisis de 6rdenes de magnitud a cada una y se determina su contribuciéon en la ecuacion

general del transporte.

0

Ex . . (Epoty + IET%”)
(65057 + K'm)aacn) - Kgq <C’Y>’Y> =0
eq

({ew)™ = K& {ey)”)  (C.85)

t*
Acum‘u,lacién
kgoey({ce)"™ — Kg;<cv>7) = O [kgoe,] ((cx)" — K;T(CWW) (C.86)
Rea‘c::ic’)n
€k ~ K YK ¥ [gT%@)’Y)’Y K Ry Y
)T (e — K e)) = O | B (et - KXe)) (C87)
Jreq . A
Con;erccién
6:/1 GNb/-c'y K YK o'
Vo | 2 |1+ 7 [ i (522 4+ ebuc ) dA | V(e = K2(e,)) (C.88)
K ] eq
h Difusion ma;gscépica en K
2,
=0 ol . k_ K v
e e~ Kt
9 €' €xb . .
V- Ké;jf | + 77 / n,,. (F}’y + E'wai) dA : V(<0,€> - Kgq <C’Y>7> (CSQ)

Vv
Difusiéon macroscopica en y

_ ‘@’Y Kk _ VK ol
=0 | s | e = K2t
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—, 'V~ <vv [(6;(3}7 - evbwf) -V ({en)™ = Ki(ey)7)
(C.90)

55 [(en &) (e - K2$<cw>”>J] >

TV
Dispersiéon macroscopica

_o [%} ({ee)* = Kzi{e))

% f nrw(sn (<cn>l{ - Kgc’1{<c7>’y) A
A (C.91)
_\% f n’m(s’y (<CN>K - Kg§<CV>W) “ }

VK

AV {(%—l—a)

Vv
Termino que sobré a la difusion

(ex+€4)2

=0 |——F— ) — K (ey)?

ST (e - e

En el término difusivo de la contribucién macroscopica, se define una & que tiene el orden de
magnitud de las difusividades 9., y Z,, aunado a ello se introducen los pardmetros de modo

mezclado definidos como sigue

2+ 90— g, (C.92)
Keq
_ ExEy Dy
by = 2 (C.93)

Para el orden de magnitud del flux de inter-region se tiene lo siguiente

avKM

(l0)" = Kiple)) = 0 | 2] (e = Kgite)) (o)

EEny

TV
Flux de inter-region
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Contribuciones de equilibrio

Para el orden de magnitud de los términos de equilibrio {C'},, se tiene lo siguiente

1.0 (€80 + 27)
EU"—_H_C I{:O = C K 095
E B Kgq )@t{ }71 - { }v ( )
Acumulacion
ko{Clyw = O [kpo] {Chon (€.96)
1

1 7 (vy)”

W(VWW -V{C}=0 I {Chw (C.97)
eq A
Conv‘e’cci()n
v |2 |+i/n bo h)aa | vich.] —o -2 | (¢ (C.98)
K v/-; Ky K;’f KK VK LAlLA YK .
ery ]
) Difusi?’);l en K
2, 1 b, - 2,

V|1 77%/ n, ( o+ b,m) dA | -v{c)..| =0 [ e LJ (C}. (C.99)

h Difusig,n en 7y ?

. - (b, {vy)
eV - <<v <K2cf + bm>> .v{O}W) =0 {LV LJ {C} (C.100)
Dls;e;si(’)n

Ordenando los términos, se pondran todas las contribuciones unidas de los érdenes de magnitud

de la contribuciéon macroscopica (c,)" —

(

(Uv>

LA

Conveccion

ro|

(ex+€4)2

K (cy)” quedando como sigue

@ A
O K
{LMLJ

Difusiéon macroscopica en K

]+ O[%

E

LaiLa

B £
- (€poey + 757)
' Keq
o 0| —— + O [kgoe,] + 0 |
C ——
§c‘ — ~ _ Reaccion
kw Acumulaciéon
| [ @7 < >’yl7
- | Kéq La1La LAlLA
U NS -~ v
= \ Difusiéon macroscopica en ~y Dispersmn macroscopica

Vv
Difusiéon macroscopica

YK :|
Flux de inter-regién )

g?
(C.101)
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y de manera analoga para las contribuciones de equilibrio por sus 6rdenes de magnitud asociados

con {C},, se tiene lo siguiente

r (E + L) 1 < v >»y \
Bo T K Kar \%v 9,
O * “— | +O[kso] +O | ———| +O =
t —— La LaiLa
- Reaccion —
Acumulacién Conveccién Difusién en &

{C}x)

7 (v
+o|l—2 | o #]
. [KquAlLA]J R {LAlLA/

Difusiéon macroscopica en ~y

Dispersién )

(C.102)

Para obtener una relacion de los 6rdenes de magnitud, se deben dividir las ecuaciones (C.101)

y (C.102) quedando como sigue

( (e80 + 727)

eq
t*

Vv
Acumulacion

%ﬁ;@'yw

L
————

Conveccion

+0 [kgg] +0
——

Reacciéon

ro|

Dy,
LaiLa

Difusion en

1

D

K
Kgq LAI LA

~~

Difusiéon macroscopica en ~y
€k
(5&767 + Kgq”)
£

vV
Acumulacion

9
K + O
[LMLJ } [

Difusion macroscopica en k Difusiéon macroscopica en ~y
(ex+€9)2

2
+0 + O ’“‘]
{ LaiLa 1/ [

02
YK
Difusién macroscépica  Flux de inter-region

v o

[

O |: <U’Y>’YZ'Y
LaiLa

Dispersién
_Er_ Y
Kif <U’Y>

La

{er)"™ — K35 {ey)” O

+ (0] [kﬁgay] + O
~—
{Ch.

Reaccion

|

Conveccion
(v,)71,

(@)
[LMLA

Dispersién
macroscopica

/

@'7
K& La1La

+ O

|

/

|

(C.103)

Restricciones de escala

En este analisis de 6rdenes de magnitud, sera necesario determinar las restricciones de escala

que permitan definir bajo que términos son despreciables o no las contribuciones en la ecuacion
Oy

L>2 y abajo por (M

2
z ) . Para fines précticos se
habra de reemplazar La;La por L?, recordando que estas dos longitudes de escala dependeran

(C.103). Lo primero sera multiplicar arriba por (£
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del tiempo para el estado transitorio.

{en)"™ = K35 {ey)”

{Chn
([ (epo 725%5)[12 + kg L2 + <1}2>71L + 9, + % + (y)"1, \
eq eq
O (%)2 (a0t t*ﬁn)(g” + kgoer L2, + % + D, (%)2 o (C.104)
\ +Z% (%‘)2 + (0y) 1, (%)2 + (e +69)2 (%)2 + P |

Ahora la ecuacion (C.104) sera multiplicada por QLW para obtener la relacion de la division las

ecuaciones (C.101) y (C.102) de forma adimensional como sigue

{en)"™ — K35 ()"

{Chw
( (50 + f”ef)[ﬂ + kgoL? + (v,)7L + s + 2y + {vy)7L, \
t*-@'yn gﬂm Kg(f@fyn 9’\//{ g(f-@'yﬁ 2. YK
0.,.\? Epoy T 7im e, 2 V42
o) (%) (55 K ) | kel %i@ Cr | Ds (Q) (C.105)
t* D 72 K L.@W L
+ 2, b 2+ (o)l (s 2_|_ (5n+57)-@ by 2+1
| K2, \ L 2. \'L 7. L )

En el estimado de la ecuacion (C.105), podemos notar que la tinica manera en la que el equilibrio
local mésico es valido, es cuando la restriccion de escala propuesta de £.,, < L, es decir, que el

cuadrado de la division de las longitudes de escala tienda a cero.

(%)2 —0 (C.106)

Con ello podemos regresar al modelo cerrado de equilibrio descrito en la ecuacion (6.74) y
despreciar los términos de las contribuciones macroscopicas, quedando el modelo de una soéla

ecuacion como sigue

€ o{C}. . €
e+ ) Aok L (0 V(O = V- (Da - V{Ch) B O
Ke) ot K . g 2 Qi
Acum\urlacién Con;erccién Difusion Reaccion
—I—\V - (Degry - V{C’}y,{)/— V- (D, -V{C}x) (C.107)
Difusién Dispersiéon
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