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Resumen

Dentro de la aproximacion de Born-Oppenheimer, se construye una expresion analitica
de la curva de energfa potencial para el estado base XX de la molécula diatémica
de fluoruro de hidrégeno (HF), para todo el dominio de distancias internucleares. La
expresion analitica para la curva de energia potencial esta basada en aproximantes de
Padé que reproducen correctamente los comportamientos asintoticos para pequenas y
grandes distancias internucleares. A través del método de malla de Lagrange, los estados
vibracionales, rotacionales y rovibracionales de esta molécula, se obtienen al resolver la
ecuacion de Schrodinger para el movimiento nuclear, encontrado 21, 56 y 724 estados,
respectivamente. En general, los resultados estan en muy buen acuerdo con las soluciones
numeéricas y datos experimentales, con 4-5 cifras significativas en coincidencia.

La metodologia desarrollada permite extender el estudio a los sistemas isotopélogos:
fluoruro de deuterio (DF) y fluoruro de tritio (TF). Se obtuvieron 29 y 35 estados vibra-
cionales, 77 y 93 rotacionales y un total de 1377 y 1967 rovibracionales para DF y TF,
respectivamente.
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Introduccion

Una molécula es el sistema que resulta de la agregacién de dos o més atomos que
llegan a formar una estructura estable a través de las interacciones coulombianas entre
sus constituyentes (ntcleos y electrones). En general, en una molécula compuesta de N
atomos se tiene un sistema constituido por N niicleos y n electrones con 3N grados de
libertad (N = N + n). Para obtener el espectro de energia de la molécula es necesario
resolver la ecuaciéon de Schrodinger estacionaria del sistema

Hip = Enb, (1.1)

donde el hamiltoniano molecular H en unidades gaussianas tiene la forma

DS SLLEED B ILFD ) DL e

) ]>Z a b>a
(1.2)

con i y j denotando a los electrones, mientras que a y b a los nucleos. En (1.2) los dos
primeros términos son los operadores de energia cinética: el primero de ellos corresponde
a los n electrones con masa m, y el segundo a los N nticleos, con m, la masa del nicleo
a-ésimo. El tercer término describe la energia de repulsion entre electrones con carga
e y 1 la distancia entre los electrones ¢ y j. El pentltimo término corresponde a la
energia potencial de repulsion entre los nicleos a y b, con nimeros atémicos Z, y Zy,
respectivamente y 7,4, la distancia entre ellos. Finalmente, el ultimo término es la energia
potencial de atraccién entre los electrones y nicleos, con r;, la distancia entre el i-ésimo
electrén y el nicleo a. Un ejemplo de una molécula simple (Hy) se presenta en la Figura
1.1, donde se muestran las distancias entre los nicleos a y b, entre los electrones 1y 2, y
entre ellos.

La complejidad de la ecuacién de Schrodinger (1.1) radica en el hecho de que no puede
ser resuelta de forma analitica, incluso para las moléculas més sencillas. Para simplificar
este problema, una alternativa es adoptar la aproxrimacion de Born-Oppenheimer
[1], que consiste en la separacién del movimiento electrénico y nuclear. Esta aproximacion

1



1. INTRODUCCION

Figura 1.1: Molécula de Hs: ejemplo esquemadtico de las etiquetas para una molécula simple, donde los
nucleos estan denotados por a y b y los electrones por 1y 2. r15 es la distancia entre los electrones 1 y
2, rqp es la distancia entre los nicleos a y b. 7,1 ¥ 742 son las distancias entre el nicleo a y los electrones
1y 2, respectivamente. Similarmente rp; y 752 son las distancias entre el niicleo b y los electrones 1y 2,
respectivamente.

esta justificada por la gran diferencia entre las masas de los nicleos y electrones, lo
cual implica que los electrones se muevan con mayor rapidez que los ntcleos. En esta
aproximacion, la energfa cinética nuclear se considera despreciable y el hamiltoniano
electrénico H, es

. YAV Z,€°
Hy = — ZV2+ZZ ZZ oe” —ZZ T:,

7 j>’L a b>a

(1.3)
donde la dependencia nuclear aparece implicitamente en el término de repulsién entre
nucleos. Para resolver la ecuacién de Schrodinger correspondiente al sistema de n elec-
trones se fijan las posiciones nucleares, permitiendo obtener la energia electronica del
sistema. Repitiendo el procedimiento para diferentes arreglos nucleares se obtiene la su-
perficie de energia potencial de la molécula. Podemos destacar que i) en el caso
unidimensional la superficie se reduce a una curva, la curva de energia potencial y
i1) dentro de la aproximacion de Born-Oppenheimer, los sistemas isotop6logos (moléculas
en las cuales al menos uno de los atomos que la conforman es sustituido por uno de sus
isotopos, es decir el mismo elemento pero cuyo nucleo tienen una cantidad diferente de
neutrones), como ejemplo Hy, Do, Ty, HD, HT, DT, entre otras, todas quedan definidas
por la misma curva de energia potencial.

El caso mas simple de una molécula es aquella que contiene solo dos atomos, es decir,
una molécula diatomica. Cuando los dtomos son del mismo elemento, estas son llama-
das moléculas diatémicas homonucleares. Algunos elementos que forman moléculas
diatémicas homonucleares son hidrégeno (Hs), nitrégeno (N3), oxigeno (O,), flior (Fs),
cloro (Cly), bromo (Brg), yodo (I3), entre otros. Una molécula diatémica también pue-
de contener atomos de diferentes elementos, a este tipo de moléculas se les conoce co-
mo moléculas diatémicas heteronucleares. Como ejemplos se tienen al cloruro de
hidrégeno (HCI) e hidruro de litio (LiH), etcétera.

En el estudio de moléculas diatomicas, dentro de la aproximacion de Born-Oppenheimer,




1. INTRODUCCION

la posicién de los nucleos queda determinada por la distancia relativa R entre ellos. En
este caso la superficie de energia potencial solo depende del parametro R, obteniendo la
denominada curva de energia potencial. Dicha curva resulta de la solucién del mo-
vimiento electrénico de (1.3) como funcién de la distancia internuclear R y para la cual
se han desarrollado una gran cantidad de métodos numéricos. No obstante, el calculo de
la curva energia potencial es un problema que aumenta su complejidad con el incremento
del nimero de electrones, al requerir de un mayor tiempo y poder computacional. Una
alternativa para el estudio de la curva de energia potencial es el método de Rydberg-
Klein-Rees [2, 3, 1] (RKR), con el que a partir de datos espectroscépicos se determinan
los puntos de retorno clasicos de los niveles de energia vibracionales-rotacionales.

En la préactica a partir de los resultados numéricos o mediante el uso del método RKR
se obtienen puntos discretos de la curva de energia potencial. Con el objetivo de obte-
ner una representacion analitica de la curva de potencial se han utilizando potenciales
fenomenolégicos con parametros libres, como ejemplo el oscilador armdnico, los potencia-
les de Lennard-Jones, Morse, etcétera (ver mas adelante). Los pardmetros libres se fijan
haciendo un ajuste con resultados numéricos o experimentales.

Al igual que para los sistemas atomicos, existe una clasificacion para los estados de
las moléculas diatémicas. La clasificacion se basa en el hecho de que el campo eléctrico
de los nucleos tiene una simetria axial alrededor de un eje que pasa a través de los dos
nicleos y otra simetria debida a la reflexién en cualquier plano que pase por este eje [5].
Ademas se consideran convenciones utilizadas en espectroscopia.

= Con la simetria axial alrededor del eje, la proyeccion del momento angular orbital so-
bre este eje se conserva y se pueden clasificar los niveles electrénicos de las moléculas
de acuerdo con los valores de esta proyeccion. El valor absoluto de esta proyeccién
se denota por A y toma valores de 0, 1,2, ---. Los términos con diferentes valores de
A =0,1,2 son denotados por X, 11, A.

» Cada estado electrénico de la molécula se caracteriza por el espin total .S de todos los
electrones en la molécula. Como en atomos, la multiplicidad del término (25 +1), es
escrita como un superindice antes de la letra correspondiente al término de simetria
axial.

» Para la etiqueta debida a la reflexion en cualquier plano que pase por el eje de
simetria, en el caso de que ¥ = 0, se tiene una doble reflexién en el mismo plano, la
funcién de onda solo puede ser multiplicada por #+1, distinguiendo los términos X
que no se modifican en la reflexién y ¥~ cuya funciéon de onda cambia de signo.

= En espectroscopia se utiliza como prefijo del estado base de una molécula al simbolo
X [1].

La molécula de HF tiene A y S igual a cero, entonces su estado base se denota por
Xyt

En este trabajo se considera el estado base X'3* del fluoruro de hidrégeno (HF), una
molécula diatémica compuesta de un atomo de hidrégeno y uno de flior. La molécula de
fluoruro de hidrégeno HF es ampliamente utilizada en procesos industriales, como en la
petroquimica y la industria vidriera. Su estudio en si ya es interesante al ser una molécula
en la que es necesario el andlisis de la interaccién entre diez electrones y dos niicleos. Al dia
de hoy la obtencion de la curva de energia potencial de esta molécula mediante calculos
de primeros principios sigue siendo un gran reto [0, 7, 8, 9, 10]. La desviacién absoluta
media entre los niveles de energia vibracionales experimentales y tedricos es ~ 4 x 107

3



1. INTRODUCCION

Hartrees [L1]. Con el ya mencionado método RKR, los puntos discretos de dicha curva han
sido obtenidos para todos los estados vibracionales del estado base X'3T [(]. Es a partir
de estos valores discretos que se construye una expresion analitica para el estado base
de la curva de energia potencial F(R) para todo el dominio de distancias internucleares
R € (0, 00).

La expresiéon para E(R) estd basada en el uso de un aprorimante de Padé de dos
puntos, como se ha desarrollado en [12, 13].

Con la expresién analitica de la curva de energia potencial, la ecuacién de Schrodinger
del movimiento nuclear es resuelta utilizando el método de malla de Lagrange [1/],
lo que permite obtener el espectro rovibracional de la molécula de HF.

Con la presente metodologia y de manera muy simple al modificar la masa reducida
en la ecuacién de Schrodinger del movimiento nuclear, es posible extender el estudio a
los sistemas isotopdlogos de HF, las moléculas diatémicas de fluoruro de deuterio (DF) y
fluoruro de tritio (TF).

En todo el trabajo, excepto en la seccion 2.3, se utilizaran unidades atomicas, donde
h=1,e=1y m,=1. La unidad atémica de la energia es el Hartree y la de longitud el
Bohr.

1 Hartree = E}, = ¢*/ay,

1 Bohr = A?/m.e* = ay,

con ag ¢l radio de Bohr.




Moléculas diatomicas

2.1. Molécula diatomica

En el estudio de moléculas diatomicas el hamiltoniano que describe al sistema es

N 1 , 1/ 1 _, 1, 1 AV Lo Ly
= QZVZ. : (mava—i— -~ Vb) +ZZTU + =% Zl (rm + m)’
(2.1)
con ¢ y j denotando a los electrones, mientras que a y b hacen referencia a los dos
ntcleos. En la expresion (2.1), el primer y segundo término son los operadores de energia
cinética de los n electrones y los dos ntcleos, respectivamente. El tercer término es el
correspondiente a la repulsion entre electrones. El cuarto término concierne a la energia
potencial de repulsién entre nicleos, con Z, y Z;, los niimeros atomicos de los nicleos a y

b, respectivamente. R la distancia internuclear. Por 1ltimo, el término de atraccion entre
los n electrones y los nicleos a y b.

2.2. Movimiento electronico y curva de energia potencial

Dentro de la aproxzimacion de Born-Oppenheimer (B-0), donde los niicleos se
consideran fijos (omitiendo los término cinéticos de los dos nicleos en el hamiltoniano
(2.1)), la ecuacién de Schrédinger es:

~

(Hel + Unu)¢el = E(R)Q/Jela (22)

donde ]:Iel el hamiltoniano electréonico

. Z, 7
Helz—%vaJrZZ%j—Z(r—mjt—?), (2.3)



2. MOLECULAS DIATOMICAS

Figura 2.1: Curva de energia _e—* V=n
potencial V(R) de una 2 A

molécula  diatémica, con ! /
energia de disociacion de
equilibrio Deq. Do correspon- gy
de a la energia de disociacion S’ Do D
del estado wibracional fun- eq
damental v = 0. Req es
la  distancia  internuclear
de equilibrio. Se muestran
algunos de los niveles vibra-
cionales con nuimero cuantico ———
vibracional v. Los puntos i

sobre la curva representan los R R
puntos de retorno clasicos. eq

y Upy €l término de repulsion internuclear

ZaZb

Unu =
R

(2.4)

La ecuacién de Schrodinger (2.2) depende paramétricamente de la distancia internuclear
R. Como funcién de R, la energia E'(R) describe la llamada curva de energia potencial
E(R) = V(R), la cual incluye a la energia electrénica E, asociada a Hy (2.3) v a la
energia de repulsion internuclear (2.4), esto es V(R) = Eq + Uyy,. Cabe destacar que se
encuentra una curva diferente para cada uno de los estados electronicos de una molécula.

En la Figura 2.1 se presentan las principales caracteristicas de una curva de energia
potencial de una molécula diatémica: i) la distancia entre los niicleos para la cual ocurre
el minimo en la curva V(R), conocida como distancia internuclear de equilibrio Req, ii)
la profundidad en este minimo de la curva Dey, la energia de disociacion de equilibrio y
iii) Do, la energia de disociacion del estado vibracional fundamental v = 0.

2.3. Meétodos y aproximaciones para el estudio de curvas de
energia potencial

Al dia de hoy, el estudio de las curvas de energia potencial continua siendo un campo
de gran interés en el andlisis de moléculas diatémicas, uno de los métodos mas tutiles
es el método de Rydberg-Klein-Rees (RKR), |2, 3, 1]. Un método semicldsico que
consiste en reconstruir a la curva de energia potencial a partir de datos espectroscépicos
utilizando los niveles de energia rovibracionales para obtener los puntos de retorno clési-
cos. Esta basado en escribir al potencial nuclear efectivo para una molécula diatémica
[15, 16, 17] de la forma

h2
21 R?

donde el primer término V(R) es la curva de energia potencial y el segundo término es el
asociado a las variables angulares considerando coordenadas esféricas. R es la distancia
internuclear, L es el nimero cuantico rotacional y p es la masa reducida entre los nicleos
de la molécula. Para encontrar los puntos de retorno de la curva de energia potencial se

U=V(R)+

L(L+1), (2.5)

6



2. MOLECULAS DIATOMICAS

R

Figura 2.2: Reconstruccién de la curva de energia potencial con el método de RKR.

define el drea A (en amarillo en la Figura 2.2), entre un nivel vibracional - rotacional FE,,
y la curva de potencial. Esta area A puede ser representa por la integral:

Ry K
A= / {En _V(R) - ﬁ} dR, (2.6)
Ry
con K = (h?/2u)L(L + 1). La integral (2.6) tiene dependencia en los pardmetros E, y
K, esto permite obtener relaciones para los puntos de retorno R; y Rs; al derivar al area
A con respecto de K y E,. Utilizando relaciones ttiles junto con la regla de cuantizacion
de Bohr-Sommerfeld e integrales conocidas, y expresando a la energia como

By =Y Cu (1/ + %) [L(L+1)], (2.7)

se determinan los puntos de retorno R; y Ry de la curva de energia potencial para un
valor de la energia F,.

La importancia de las curvas de energia potencial no debe ser subestimada, ya que a
partir de ellas es posible caracterizar a la molécula, por ejemplo, mediante la obtencion del
espectro rovibracional de la molécula y las probabilidades de transicion entre los estados.
En particular existe un interés en el desarrollo de representaciones simples y analiticas.
Algunas de las expresiones mas utilizadas para representar las curvas de energia potencial
son los siguientes:

» Potenciales fenomenolégicos [17]

e Oscilador armdnico [18]: Los niveles de energia vibracionales mas bajos de
una molécula diatémica pueden aproximarse mediante los niveles del oscilador
armonico. Cuando el desplazamiento respecto de la posicién de equilibrio (z =
R — R.y) es pequeilo, se puede expresar a la energia potencial del sistema con
solo un término proporcional a 22,

1
V(z) = §,uw2:v2, (2.8)
donde w es la frecuencia angular, asociada a la frecuencia vibracional del sistema

y u es la masa reducida de la molécula diatomica. Un potencial ampliamente

7



2. MOLECULAS DIATOMICAS

estudiado, para el cual los niveles de energia resultan ser

1
E,,:hw(u+§>, v=0,1,2,-- . (2.9)

e Potencial de Lennard-Jones [15]: Un potencial 1til en la descripcién de la
interaccién entre atomos neutros. Este consta de dos términos, el correspondien-
te al término atractivo de interaccién dipolo-dipolo de dispersién (—1/R%) y un
término de repulsiéon como 1/R', expresado como

v =10. |(5)° - (5)]. (2.10)

donde D, es la energia de disociacién y o es el valor de la distancia internuclear
para el cual V(R =0) = 0.

e Potencial de Morse [19]: Basado en un término exponencial con argumen-
to proporcional al desplazamiento (z = R — Req) respecto de la posicién de
equilibrio Req, escrito de la forma

V(R) = Deq [(e7*" — 1)* — 1]

— Deq [6—2(190 o 2e—axj| ’

donde D, es la energia de disociacién y a es un parametro que depende de cada
molécula. Los pardmetros Deq, Req ¥ «, se obtienen al realizar un ajuste con

datos espectroscopicos o resultados numeéricos. La ecuacién de Schrodinger para
este potencial puede ser resuelta [18] y los niveles de energia son

(2.11)

2
El,:hwe(y—l—%)—hwexe(l/—l—%) , v=20,1,2,---, (2.12)
donde w, y ., son constantes que se relacionan entre si (wez, = o*h/2u) y con
los pardametros del potencial de Morse (Req, Deq ¥ ), ¥ la masa reducida p de
los nicleos de la molécula. Una deficiencia de este potencial es que no repro-
duce correctamente el comportamiento para distancias internucleares pequenas,
ya que V(R = 0) es una constante, mientras que el comportamiento correcto

deberfa ser V(R = 0) — oo.

» Series de potencias: Se destaca la serie de Dunham [20], Es una serie alrededor
del punto de equilibrio ¢ = 0, con ( = (R — Req)/Req ¥ Req la distancia de equilibrio.
La expresion para la curva de energia potencial es

V(¢) = heaogl*(1 + ay¢ + aol? + asC® + - -+), (2.13)

con ay = w?/4B,; donde w es la frecuencia cldsica de pequefias oscilaciones y B, =
h/ (87r2mR§qc) es conocido como el coeficiente rotacional, donde ¢ es la velocidad
de la luz y p es la masa reducida de los nicleos. Con este potencial y la energia
E(,,1) de los estados rovibracionales expresada en términos de los nimeros cuanticos
vibracional v y rotacional L, de la forma

Epry=>_ Y Yu (u + %)n [L(L+1)]', (2.14)

n=0 [=0

los coeficientes de Dunham Y,,; quedan relacionados con los coeficientes a;. El pro-
blema con el comportamiento de esta serie es que solo es valida alrededor del punto
de equilibrio y para obtener resultados que sean comparables con los experimentales
es necesario el calculo de un gran nimero de constantes a;.




2. MOLECULAS DIATOMICAS

Después de este panorama general de algunas de las expresiones analiticas para represen-
tar a las curvas de energia potencial, cabe destacar que a pesar de ser representaciones
simples, (incluso en algunos casos la ecuacién de Schrodinger puede ser resuelta de mane-
ra exacta, como ocurre con el oscilador arménico y el potencial de Morse) estas presentan
serias deficiencias. Se encuentra que fallan en el comportamiento de los limites asintoti-
cos, al no reproducir correctamente los casos limite para distancias pequenas R — 0 y
grandes R — 00, solo siendo vélidas en una regién alrededor del punto de equilibrio R,
de la curva de energia potencial. Uno de los objetivos de este trabajo es construir una
expresion analitica que reproduzca de manera correcta el comportamiento de la curva
de energia potencial en todo el dominio de distancias internucleares R para el estado
base X'¥* de la molécula diatémica de fluoruro de hidrégeno, tomando como base un
aproximante de Padé de dos puntos, con el cual se obtengan resultados precisos,
comparables con los resultados experimentales.




2. MOLECULAS DIATOMICAS
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Curva de energia potencial del
fluoruro de hidrégeno (HF)

En este capitulo se considera explicitamente el estado base X'YT de la molécula
de fluoruro de hidrégeno (HF), una molécula diatémica compuesta por un atomo de
hidrégeno y otro de flilor. Para este sistema que consta de 10 electrones y 2 nicleos, se
construye una expresién analitica de la curva de energia potencial E(R) basada en un
aprorimante de Padé de dos puntos y datos experimentales. En la Figura 3.1 se
muestran los resultados obtenidos en la referencia [6], representando los puntos de retorno
clasicos de los niveles vibracionales para el estado base X3+ de HF.

0.05
0.00 o °
°
! *®
— : ..
()
@ —005 : .‘
b ° °
L ° °
:1:0 -0.10 s o e Ref. [6]
[T [ ] [ J
— [ ) [ ]
S -0.15 . °
W ° °
° °
~0.20 e o Figura 3.1: Datos expe-
e o rimentales de la curva
¢ de energia potencial como
-0.25 ] j : : : : : u 3 funcién de la distancia in-
ternuclear R obtenidos de
R [u.a.]

la referencia [6].

Para la expresion analitica de la curva de energia potencial se hace uso de un apro-
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3. CURVA DE ENERGIA POTENCIAL DEL FLUORURO DE HIDROGENO (HF)

ximante de Padé de dos puntos (ver mas adelante), siguiendo un criterio basado en la
reproduccién del correcto comportamiento asintético de la energia de interaccién de la
molécula, lo cual se presenta a continuacién.

3.1. Limites asintoticos

El comportamiento de los limites asintdticos de la molécula HF se estudia para la
energia de disociacién que se expresa como

E =V(R) — (Er + Ey), (3.1)

es decir, la energia total del sistema V(R) menos la suma de las energias del dtomo de
flior Er e hidrégeno Fy libres.

3.1.1. Distancias internucleares pequenas

En esta regién son predominantes dos tipos de interacciones, la coulombiana y la de
intercambio. Estas son de mayor intensidad conforme la distancia internuclear disminuye.

En el limite de atomo unido, la distancia entre dos nicleos a y b con cargas Z, y Z,
respectivamente, tiende a cero y da como resultado un nicleo compuesto con carga nuclear
Z.+ Zy. Para el caso de la molécula de fluoruro de hidrégeno, el niicleo de hidrégeno H se
incorpora con el nucleo de fltor F, dando origen a un atomo con Zg + Zr = 10 protones
y 10 electrones, es decir, un atomo de neén Ne.

Para estudiar el comportamiento analitico de la energia electronica para distancias
internucleares pequenas, se considera lo siguiente [21]. El hamiltoniano electrénico en el
limite de atomo unido de la molécula (omitiendo el término de repulsién internuclear
Z.7Z,/R en (3.5)), se puede escribir como la suma del hamiltoniano de d&tomo unido Hyy,
mas un término de interaccion Vi,

]:I: Hau_l'v;nt

G2 st

S

(3.2)

+

Zau Za
Z T _ZZT_M ’

67

donde 7 y j son las etiquetas para los electrones y a para los ntcleos. El primer elemento
entre corchetes, corresponde al hamiltoniano de atomo unido y se pueden resaltar dos
elementos: i) el término entre paréntesis es la energia cinética de los electrones mas
el término de interacciéon coulombiana del dtomo unido, con Z,, = >, Z, su nimero
atémico y i) el término de la energia potencial de repulsién entre electrones. El segundo
término entre corchetes corresponde a la energia de interaccion Vi,. En este aparece el
término de interaccién coulombiana de dtomo unido con signo positivo y por ultimo, el
término de interaccién entre electrones y niucleos de carga Z,,. Suponiendo que se conocen
las eigenfunciones de dtomo unido ¢®%, para las cuales la ecuaciéon de Schrodinger es

ﬁau¢(au) = Eau¢(au)~ (33)

Entonces, es posible utilizar este conjunto de funciones {¢*"} como una base para escribir
las eigenfunciones moleculares ®, esto es

o= Co™. (3.4)

12



3. CURVA DE ENERGIA POTENCIAL DEL FLUORURO DE HIDROGENO (HF)

En este punto se aplica el método variacional, el cual arroja una ecuacién secular para
obtener los valores y vectores propios del hamiltoniano (3.2). Con lo anterior y haciendo
uso de la expansién multipolar para escribir a la energia de interaccion Vi, la energia
queda expresada como una serie de potencias en R. Un anélisis detallado [21, 22] muestra
que de manera general el coeficiente del término lineal es cero (E; = 0) y la primera
correccion es cuadratica en R [21]. La energia potencial de la molécula diatémica con
atomos a y b, incluyendo el termino coulombiano repulsivo queda expresada de la forma:

ZaZb
R
En esta expresion, como se indico, el primer término es la interaccién coulombiana con
Z, v Zp los nimeros atémicos de los atomos a y b, E,, es la energia asociada al limite
de atomo unido y los términos Ey, Es, ..., son correcciones a este limite debido a una
distancia finita R entre los nicleos, siendo el término coulombiano el dominante en el
potencial.

V(R) + Fau+ E\R+ EsR?> + EsR? + - - - . (3.5)

En el presente trabajo la expansion del potencial para distancias pequenas se considera
la forma funcional y los coeficientes exactos hasta incluir el término lineal para la molécula
de fluoruro de hidrégeno (HF). Asi, la energia E en distancias internucleares pequenas
R — 0 se expande en la forma

~ 9
E = T e+ O(R?), (3.6)
donde el primer término es la interaccién coulombiana Zy Zr/R y € es la diferencia entre
la energia del limite de dtomo unido (Ene. = —128.9373 Hartree [23]) y la suma de los
componentes individuales de la molécula:
o — ENe — (EF + EH)> (37)

con By = —0.5 Hartree y Er = —99.7334 Hartree [23].

3.1.2. Distancias internucleares grandes

Por otro lado, para distancias internucleares grandes R — oo, las fuerzas son atrac-
tivas. En esta regién se presenta principalmente la energia de dispersién, un fenémeno
cuantico debido a la redistribuciéon de la densidad electrénica en los a&tomos. Cabe mencio-
nar que las primeras expresiones para las fuerzas de dispersion, también llamadas fuerzas
de London [24], fueron obtenidas a través de teorias clésicas [15, 25]. Uno de los trabajos
pioneros fue el estudio de la interaccion entre dos atomos de hidrégeno presentado por
L. Pauling [26]. Esta metodologia se extendié para dar solucién a otros sistemas més
complejos.

Se considera que el movimiento aleatorio de los electrones en un atomo genera mul-
tipolos instantaneos que inducen otros momentos multipolares en el otro atomo, la in-
teraccion de estos momentos define a la energia de dispersion. La expansion multipolar
para la energia de dispersion generalmente se expresa como una serie con coeficientes C,,
denotados como coeficientes de dispersion [15]:

Ch
Edisp = - E Rn’ (38)
n=>6

Para interacciones entre atomos neutros, la serie solo contiene términos con potencias
pares de n. El primer término es de la forma 1/R®, correspondiente a la interaccién dipolo-
dipolo, el segundo término (1/R®) esta relacionado a la interaccién dipolo-cuadrupolo, y
el tercer término se debe a las interacciones dipolo-octopolar y cuadrupolo-cuadrupolo.
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3. CURVA DE ENERGIA POTENCIAL DEL FLUORURO DE HIDROGENO (HF)

Posteriormente, con el formalismo de la mecénica cudntica con un anélisis perturba-
tivo, esta energia de dispersion se presenta de manera natural, que es congruente con el
tratamiento clasico, encontrando relaciones que presentan el mismo comportamiento que
el obtenido en los resultados clésicos. Esto resulta al escribir en la ecuacién de Schrodin-
ger al hamiltoniano del sistema como la suma de los hamiltonianos de cada uno de los
atomos que conforman a la molécula diatéomica, mas el término de interaccién entre ellos,
por consiguiente

[:[(I) = <ﬁA + ﬁB + Vdisp) b = (EA + EB + Edisp)q)- (39)

Si el término de dispersion Egis, €s pequeno, es posible calcular la energia del sistema

con teorfa de perturbaciones. Las correcciones a la energia del sistema sin perturbar HO
(H® = H, + Hp), son de la forma:

E :E(U)+E(1)+E’(2)+...

)
3.10
V(O) E _|_ - ( )

k;ﬁn

. . Cy 0 ) e
donde para atomos neutros la primera correccién VO es cero, como ejemplo Hy [27, 28],
y la correccién a segundo orden resulta en un término de la forma —1/RS, coincidiendo
con la teoria clésica.

Para la molécula de HF en distancias internucleares grandes, la energia de disociacion
E tiene un comportamiento de la forma de (3.8), pero para fines de este trabajo basta
con considerar los dos primeros términos de la serie,

~ Cs 1
E:—ﬁwLO(ﬁ) , (3.11)
donde Cg = 7.766 uw.a. [10] y C7 = 0.

El estudio sobre el comportamiento analitico de la energia de disociaciéon para pequenas
(3.6) y grandes distancias (3.11), presentado anteriormente, es un punto fundamental en
el presente trabajo. El siguiente paso consiste en construir una expresion analitica que
interpole estos dos comportamientos limite. Para ello, se hace uso de un aproximante
de Padé de dos puntos, el cual se describe en la siguiente seccién. En este punto
es importante mencionar que entre las desventajas de los potenciales fenomenoldgicos,
como los discutidos en la seccién 2.3, es la imposibilidad de reproducir correctamente
el comportamiento de la curva en los limites asintéticos y solo logran describir correc-
tamente la forma de la curva de energia potencial en una region finita del dominio de
R € (0,00). Como se verd mas adelante, estas desventajas son superadas si se utiliza una
representacion tipo Padé.

3.2. Curva de energia potencial

La construccion de una expresion analitica de la curva de energia potencial se basa en
el uso de un aproximante de Padé de dos puntos, que se describe a continuacion.
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3. CURVA DE ENERGIA POTENCIAL DEL FLUORURO DE HIDROGENO (HF)

3.2.1. Aproximante de Padé de dos puntos

Una funcién f(z) para z pequena, alrededor del punto z = 0, puede ser expresada
como una serie de potencias

f(z)= chz”. (3.12)

Sin embargo, existen multiples representaciones, una de ellas son los aproximantes de
Padé [29], Padé[L/M](z), que se construyen como una razén de dos polinomios:

L

2
Padé[L/M](z) = ap + a1z +axzt + ... +arz

— 3.13
bo+ b1z + bez2 + ...+ by2M’ (3.13)

un polinomio de grado L en el numerador y uno de grado M en el denominador. Con-
vencionalmente se utiliza la normalizacién by = 1. Entonces, hay L + 1 coeficientes en
el numerador y M en el denominador, los cuales quedan determinados a partir de los
coeficientes ¢; de la serie (3.12). Con ello, la funcién f(z) (3.12) es expresada como un
aproximante de Padé de la forma

2 L
f(z)— ag + a12 +ag2” +...+apz +O(2L+M+1)

= 3.14
14+bz+b1224 ... +byzM ’ (3.14)

el cual reproduce correctamente el comportamiento de la funcién f(z) alrededor de z = 0.
En general, se puede extender el estudio al plano complejo representando a f(z) como
una serie de potencias de orden positivo y negativo, con la conocida serie de Laurent

F(2)= ) ka2 (3.15)

n=—0oo

En particular, cuando k, = 0 para n > 1, la representacién asintética de la funcién f(z)

para z — 00 €s

bk
f(z):ko+;1+z—§+-~. (3.16)

En este caso, con un andlisis similar al presentado para el caso de f(z) alrededor de z = 0,
se puede obtener una representacién de f(z) para z grande a través del aproximante de
Padé de (3.13). Para ello, se reescribe el aproximante de la forma

L (a a a
(% + B+ 25+ +ag)

Padé|L/M](z) = , 3.17
e o ) 0
y se realiza el cambio de variable u = 1/z, encontrando
L L1 L—2
, _ + a1u “+ asu +...+ayg
Padé[L/M](u) = ub~M 228
[ / ]( ) UM—|—b1uM71+b2uM72+-.-+bM (3 18)

uF M g 4+ agut 2+ agut T + agut
bM 1+...+52UM_2+B1UM_1—|—U,M ’

donde f3; = b;/by; y M > L. Los valores de {a;, 5;} quedan determinados en términos de
los coeficientes k,, (3.16).

Una de las generalizaciones de los aproximantes de Padé y de la cual se hard uso, es
conocida como aproxrimante de Padé de dos puntos, donde al igual que en el caso
de f(z) alrededor de z = 0 (3.14) se trata de una funcién racional, pero cuyos coeficientes
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3. CURVA DE ENERGIA POTENCIAL DEL FLUORURO DE HIDROGENO (HF)

en este caso se determinan haciendo coincidir un cierto nimero de términos de las series
para z pequeno (3.12) y z grande (3.16) de la funcién f(z).

Para el caso de la molécula diatémica de fluoruro de hidrégeno (HF), se aprovechan las
propiedades del aproximante de Padé de dos puntos para reproducir el comportamiento
de la curva de energia potencial en sus dos limites asintéticos R — 0 y R — oo, lo cual
se discute a continuacién.

3.2.2. Expresion analitica de la curva de energia potencial

Para construir una expresién analitica de la curva de energia potencial que interpole
los dos limites asintéticos R — 0 (3.6) y R — oo (3.11), se utiliza al producto del
aproximante de Padé de dos puntos de la forma Padé [N/N + 5] (R) por el término 1/R
(necesario para reproducir el término coulombiano de la forma ~ 1/R para R — 0),
quedando la curva representada por

B(R) = }%Padé IN/N +5] (R). (3.19)

Tomando N = 5, el cual es el mas adecuado para los propdsitos del presente trabajo (ver
discusién més adelante), de forma explicita se tiene

Fps3(R) = £ Padd(5/10)(R)

3.20
- 9+a1R+a2R2+a3R3+a4R4—C’6R5 ( )
" R(1+a1 R+asR24+b3 R3+by R*+b5 R°+bg R6+b7 R7+bg R8+a3 R2+ R10)?
donde se han impuesto tres constricciones «a; (i = 1,2, 3):
a; — &
a1 =
1 9 )
—a1€g + 5(2) + 90,2
= 3.21
&%) ]1 ) ( )
(e2]
g = ———
3 C67

las cuales garantizan el comportamiento esperado de los tres primeros términos en la
expansién de serie (3.6): R7', R® y R para distancias internucleares pequeiias, R — 0
y los dos primeros términos de la serie (3.11): R7% y R™7 para distancias internucleares
grandes, R — oo. Asi quedando denotada como E{32(R) debido a la reproduccién de
estos términos.

Los parametros libres se obtienen a través de un ajuste de la expresion analitica (3.20)
con los resultados experimentales obtenidos en [6]. Los valores explicitos de los pardmetros
son

a; = 2761.87, ay = —2269.79, az = —193.29, ay = 107.967,
bs = —660.63, by = 1909.71, bs = —1658.58, bs = 988.485, (3.22)
b; = —379.066, bs = 94.677.

Es importante notar que debido a que la expresién analitica (3.20) es una razén de dos
polinomios, la curva de energifa potencial Fy321(R) no es analitica en algunos puntos,
conocidos como singularidades, estos son clasificados como polos simples y se presentan
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3. CURVA DE ENERGIA POTENCIAL DEL FLUORURO DE HIDROGENO (HF)

a continuacion

R =0,

R = —-0.2767, R = —-0.0033,

R =0.0718 — 0.8510¢, R =0.0718 + 0.85104,

R =0.7291 — 2.2200¢, R = 0.7291 + 2.22001, (3.23)
R =2.6625 — 2.96551, R = 2.6625 + 2.96551,

R = 3.6279 — 2.1015¢, R = 3.6279 + 2.1015¢.

En la Figura 3.2 se muestra la grafica de los polos simples (3.23) de E323(R) (3.20) en
el plano complejo, en el que la parte real (Re) estd representada en el eje de abscisas
y la parte imaginaria (Im) en el eje de ordenadas. Se observa que los polos con valores
puramente reales se distribuyen en el lado negativo del eje real, algo fundamental para
reproducir el comportamiento en el dominio R € (0,00). Mientras que los polos con
componentes real e imaginario tienen su parte real en el lado positivo del eje.

4

Figura 3.2: En la
grafica de la iz
2 . quierda (en gran-
050 de) se muestran en
0.25 el plano complejo
E o £ 000 los polos simples de

—0.0025 0.0000 gréﬁca de la dere-
2 o . " cha es una amplia-
N . cién, donde se mues-
tran los polos sim-
0 1 2 3 4 plesen R=0y R =

Re —0.0033.

3 L

Los desarrollos en series de potencias de la curva de energfa potencial E32y(R) (3.20),
alrededor de los dos limites asintéticos R — 0 (3.6) y R — oo (3.11), después de re-
emplazar las constricciones «; (i = 1,2,3) (3.21) y los pardmetros (3.22), estan dadas
por

= R—=0 0
Eia(R) = T~ 287039+0-R+0 (R?), (3.24)
Pl 7.766 0 1
B (R) = —é—(; + R +0 <§> ; (3.25)

las cuales son una muestra de que E323(R) (3.20) es una representacién vélida para todo
el dominio R € (0, 00).

En la Figura 3.3, se muestra la grafica del ajuste de la expresién para la curva de
energia potencial E{323(R) (3.20), junto con los resultados experimentales presentados
en [0].

En la Tabla 3.1 se presentan las comparaciones de los resultados obtenidos con la
expresiéon analitica (3.20) y los datos experimentales. En las dos primeras columnas se
muestran las distancias internucleares para los puntos de retorno de la curva de energia
potencial Ry, v Rmax- En la tercera columna los resultados experimentales de la referencia
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Figura 3.3: Gréfica de la expresién analitica para la curva de energia potencial Eys2y(R) (3.20) (linea
continua). Los puntos representan los resultados experimentales de la referencia [6].

E [Hartree]
len [u.a.] Rmax [u.a.] Ref. [()] E{372}(Rmin) E{372} (Rméx)
1.57634 1.92856 -0.21556 -0.21557 -0.21556
1.48248 2.10342 -0.19751 -0.19752 -0.19751
1.42634 2.24290 -0.18025 -0.18025 -0.18025
1.38529 2.36979 -0.16375 -0.16374 -0.16375
1.35286 2.49078 -0.14799 -0.14798 -0.14799
1.32613 2.60905 -0.13295 -0.13295 -0.13296
1.30352 2.72653 -0.11863 -0.11863 -0.11864
1.28405 2.84461 -0.10502 -0.10502 -0.10502
1.26707 2.96450 -0.09210 -0.09210 -0.09210
1.25212 3.08735 -0.07987 -0.07987 -0.07987
1.23890 3.21446 -0.06834 -0.06835 -0.06834
1.22716 3.34736 -0.05752 -0.05752 -0.05752
1.21673 3.48807 -0.04742 -0.04742 -0.04742
1.20748 3.63937 -0.03807 -0.03807 -0.03808
1.19934 3.80533 -0.02951 -0.02951 -0.02952
1.19225 3.99227 -0.02181 -0.02181 -0.02181
1.18618 4.21070 -0.01502 -0.01502 -0.01502
1.18116 4.47992 -0.00928 -0.00927 -0.00926
1.17725 4.84130 -0.00471 -0.00470 -0.00471
1.17457 5.41923 -0.00153 -0.00153 -0.00155
1.17337 7.29868 -0.00010 -0.00010 -0.00005

Tabla 3.1: Resultados experimentales de la curva de energia potencial de HF [6] (columna 3) para los
puntos de retorno Ry, ¥ Rmax- En las columnas 4 y 5 se muestran las evaluaciones del ajuste E{gﬁg}(R)

(3.20) en los puntos Ry ¥ Rmax-
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vl Padé[N/N + 5]

N=1 N=2 N=3 N=14 N=5 N=6
Eo 1419823  -28.7039  -28.7039  -28.7030  -28.7039 ~28.7039
E 2120.7373  350.9060  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Ce ~7.7660 77660 -7.7660  -7.7660 ~7.7660 -7.7660
Cr -55.5535  -75.2022  -78.0399  0.0000 0.0000 0.0000
E, | -31447.8812 -2743.9647 7405392 3424.8334 26898.2706 1.0754x10°
Cs 2704345  -423.0454 -450.5289  -8.4883  541.9729  -2115.1182

Tabla 3.2: Comparaciones de los coeficientes Ey, Fq, Es, Cg, C7; y Cg, entre expansiones en serie de
la curva de energia potencial F(R) para distancias internucleares pequenas R — 0 y grandes R — oo,
basadas en distintos grados de los aproximantes de Padé[N/N+5] con N = 1,2, 3,4, 5, 6, respectivamente.

[6] para dichas posiciones y en las dos tltimas columnas, las evaluaciones de estos puntos
de retorno en la expresién para la curva de energia potencial Eys9(R) (3.20).

Una vez obtenida la expresion analitica de la curva de energia potencial, es posible
determinar facilmente la posicién en el minimo R y la profundidad D, de esta curva
al tomar la derivada de Fy321(R) (3.20) e igualando a cero. Los valores obtenidos se
comparan con los resultados de la referencia [0],

Ajuste:  Deq = —0.224913 Hartree en Ry =1.73254 u.a.
(6] Deq = —0.224908 Hartree en R, =1.73257 ua.,

observando que el error absoluto es 5 x 107¢ Hartree y 3 x 107° u.a., para la energfa y la
posicion de equilibrio, respectivamente.

A pesar de haber optado por un aproximante de Padé [5/10], es necesario mencionar
qué sucede si se elige un valor de N menor o mayor a 5 en la estructura general del aproxi-
mante de Padé[N/N +5]. En la Tabla 3.2 se presentan los valores de los coeficientes de las
expansiones en serie de la curva de energia potencial E(R) para distancias internucleares
pequenas R — 0 y grandes R — o0, de los distintos grados de los aproximantes de Padé
[N/N 4+ 5] con N = 1,2,3,4,5,6. Se puede ver que los coeficientes Fy y E;, cuando su
valor no se fija de antemano mediante constricciones, presentan una tendencia al valor
correcto con el incremento de N. El valor del coeficiente Cg, siempre es posible fijarlo al
valor esperado, mientras que C7 mantiene un valor promedio alrededor de —69, hasta que
es posible fijar su valor. En la segunda parte de la Tabla 3.2 se presentan los coeficientes
Es5 v Cg. Se puede observar un cambio de signo en el coeficiente Fy al pasar del aproxi-
mante con N = 2 a N = 3, aumentando su magnitud con el incremento de N. Respecto
al coeficiente Cg en todos los casos considerados es negativo, excepto para N = 5 y su
magnitud, al igual que el coeficiente E5 incrementa conforme N lo hace. Por lo tanto,
aunque en el desarrollo en serie de Fy39(R) (3.20) para R — 0 (3.24) y R — oo (3.25)
con un aproximante de Padé [5/10], se reproducen algunos de los términos de las series,
esta representacion basada en aproximantes de Padé de la curva de energia potencial se
ve limitada en la prediccién de mas coeficientes de las series.

Después del analisis del comportamiento de los coeficientes de las expansiones en serie
para distancias internucleares R pequenas y grandes, es interesante examinar los resul-
tados al evaluar la expresién de la curva de energia potencial E(R) basada en estos
aproximantes de Padé y compararlos con datos experimentales. Para el caso N = 4, con
un Padé [4/9], como ya se menciond, se reproduce el comportamiento en serie en los limi-
tes asintéticos para distancias internucleares cortas R — 0 y grandes R — oo, descritos
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3. CURVA DE ENERGIA POTENCIAL DEL FLUORURO DE HIDROGENO (HF)

R [ual] E(R) =1/R-Padé[N/N + 5] [Hartree] Ref. [0]

Al TN=1T N=2 N=3 N=4 N=5 N=06  [Hartrec]
1.17457 -0.01432  -0.00130 -0.00144 -0.00156 -0.00153 -0.00153 -0.00153
1.18116 -0.02020  -0.00916 -0.00922  -0.00929  -0.00927 -0.00927 -0.00928
1.19225 -0.02990 -0.02184 -0.02182 -0.02180 -0.02181 -0.02181 -0.02181

1.20748 -0.04284  -0.03823 -0.03813  -0.03804 -0.03807 -0.03806 -0.03807
1.22716 -0.05888  -0.05776 -0.05762 -0.05749 -0.05752  -0.05752 -0.05752
1.25212 -0.07814  -0.08010 -0.07996 -0.07984  -0.07987  -0.07987 -0.07987
1.28405 -0.10100  -0.10513 -0.10506  -0.10500 -0.10502  -0.10502 -0.10502
1.32613 -0.12805 -0.13287 -0.13291 -0.13296 -0.13295 -0.13295 -0.13295
1.38529 -0.16017  -0.16345 -0.16362 -0.16378 -0.16374 -0.16375 -0.16375
1.48248 -0.19849  -0.19722  -0.19739  -0.19755 -0.19752  -0.19752 -0.19751

1.73257 -0.23035 -0.22541 -0.22516 -0.22484 -0.22491 -0.22490 -0.22491
1.92856 -0.21672  -0.21602  -0.21577 -0.21552 -0.21556  -0.21556 -0.21556
2.24290 -0.17690  -0.17994  -0.18005 -0.18029 -0.18025 -0.18025 -0.18025

2.49078 -0.14637  -0.14767  -0.14784  -0.14801 -0.14799 -0.14798 -0.14799
2.72653 -0.11994  -0.11873 -0.11876 -0.11860 -0.11864 -0.11863 -0.11863
2.96450 -0.09469  -0.09247  -0.09234 -0.09206 -0.09210 -0.09209 -0.09210
3.21446 -0.06964  -0.06855 -0.06840 -0.06835 -0.06834 -0.06834 -0.06834
3.48807 -0.04605  -0.04720 -0.04717  -0.04747  -0.04742 -0.04741 -0.04742
3.80533 -0.02642  -0.02909 -0.02922  -0.02952  -0.02952 -0.02951 -0.02951
4.21070 -0.01245  -0.01497 -0.01518 -0.01495 -0.01502 -0.01502 -0.01502
4.84130 -0.00408  -0.00533 -0.00547 -0.00476 -0.00471 -0.00471 -0.00471
7.29868 -0.00017  -0.00022 -0.00023 -0.00011 -0.00005 -0.00010 -0.00010

Tabla 3.3: Comparacién entre la evaluacién de los ajustes de F(R) con distintos grados de los aproxi-
mantes de la forma Padé[N/N + 5] con N = 1,2,3,4,5, 6, respectivamente, y datos de la referencia [0],
para diferentes distancias internucleares R. Se destaca en negritas al minimo de la curva.

previamente. Los resultados reproducen correctamente 3 — 4 cifras decimales, respecto
a los valores experimentales, como se puede ver en la columna 5 de la Tabla 3.3. Sin
embargo, considerando N = 5 el acuerdo esta entre 4 — 5 cifras decimales (columna 6 de
la Tabla 3.3). Por otro lado, con los aproximantes Padé [1/6], Padé [2/7] y Padé [3/8],
no se reproduce el nimero de términos considerados en este trabajo para los comporta-
mientos en la expansion en serie del potencial en los limites asintéticos. Esto debido a la
disminucién en los grados de los polinomios en el numerador y denominador, los cuales
estdn directamente relacionados con el nimero de constricciones (3.21), que como ya se
ha mencionado, garantizan el correcto comportamiento de E(R). Pese a esto, si la curva
de energia potencial se basa en alguno de estos aproximantes de Padé méas simples atin se
obtienen buenos resultados, que estdn en acuerdo (hasta cierta precisién) con los datos
experimentales, como se muestra en las columnas 2, 3 y 4 de la Tabla 3.3. Por su parte,
para aproximantes con N mayor que 5, practicamente se encuentran los mismos resulta-
dos que con N = 5, salvo en casos particulares. Por ejemplo, en la peniltima columna de
la Tabla 3.3 se muestran los resultados del aproximante Padé [6/11]. Por lo anterior, un
aproximante de Padé con N = 5 resulta suficiente para los propositos de este trabajo.

Luego de mostrar las comparaciones de los resultados experimentales con distintos
aproximantes de Padé como base para la expresion de la curva de energia potencial, a
continuacion se comparan con los obtenidos con un potencial fenomenoldgico: el potencial
de Morse.
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3. CURVA DE ENERGIA POTENCIAL DEL FLUORURO DE HIDROGENO (HF)
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-0.20 \.)[

-0.25

E(R) [Hartree]

0 1 2 3 5 6 7 8

R [J.a.]

Figura 3.4: Curva de energia potencial con expresién analitica del potencial de Morse (2.11) Epm(R) =
Deq [el720(B=Rea)l _ gel=a(B=Re)l] con Deq = 0.229311 w.a., Req = 1.73329 w.a. y o = 1.23414, repre-
sentada con la linea continua. Los puntos representan los resultados experimentales de la referencia [6].

3.2.3. Comparacion de resultados con el potencial de Morse

En la Figura 3.4 se muestra el ajuste de la curva de energia potencial para el estado base
X3 de HF con expresién analitica del potencial de Morse (2.11) con datos experimen-
tales de [0]. Se encuentran los pardmetros de Morse: Doy = 0.22931 u.a., Re, = 1.73329
u.a. y a = 1.23414. En la Tabla 3.4 se presentan las comparaciones de los datos de la
referencia [6] con los resultados obtenidos con la curva de energia potencial Eys(R)
(3.20) basada en el aproximante de Padé [5/10] y la evaluacién de la expresién analitica
del potencial de Morse Ey(R) (2.11), para diferentes distancias internucleares R. Se ob-
serva que el potencial de Morse comienza a diferir respecto de los valores experimentales
a partir de distancias internucleares de R ~ 3.5 u.a., mientras que en R = 0 tiene un
valor finito, siendo este uno de los mayores inconvenientes de esta representacion. Otra
informacion que se pueden extraer de esta curva es el valor de la energia de disociacion
Eom = —0.22931 Hartree y la posicién de equilibrio Ry, = 1.73329 u.a. Al igual que
se realizé para la curva basada en un aproximante de Padé [5/10] (3.20), se calculan
los errores absolutos de estas dos cantidades respecto de los resultados numéricos en [6]:
Para la energfa de disociacién se obtiene 5 x 10~ Hartree y para el minimo de la curva
1 x 1073 u.a., resultados con una precisién lejana a los obtenidos en el presente trabajo.
Aunque este solo es un ejemplo de comparacién con una de las tantas expresiones feno-
menoldgicas, se puede ver que la representacién de la curva de energia potencial basada
en un aproximante de Padé de dos puntos resulta en una expresién analitica y compacta
valida en todo el dominio de distancias internucleares R con la cual se pueden obtener
resultados confiables que reproducen de manera precisa los datos experimentales.
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3. CURVA DE ENERGIA POTENCIAL DEL FLUORURO DE HIDROGENO (HF)

R [nal FE [Hartree]

e Ref. [0] E303(R) (3.20) Em(R) (2.11)
1.48248 -0.19751 -0.19752 -0.19913
1.38529 -0.16375 -0.16374 -0.16332
1.32613 -0.13295 -0.13295 -0.13158
1.28405 -0.10502 -0.10502 -0.10342
1.25212 -0.07987 -0.07987 -0.07852
1.22716 -0.05752 -0.05752 -0.05672
1.20748 -0.03807 -0.03807 -0.03796
1.19225 -0.02181 -0.02181 -0.02245
1.18116 -0.00928 -0.00927 -0.01058
1.17457 -0.00153 -0.00153 -0.00329
1.73257 -0.22491 -0.22491 -0.22931
1.92856 -0.21556 -0.21556 -0.21879
2.24290 -0.18025 -0.18025 -0.17934
2.49078 -0.14799 -0.14799 -0.14472
2.72653 -0.11863 -0.11864 -0.11486
2.96450 -0.09210 -0.09210 -0.08938
3.21446 -0.06834 -0.06834 -0.06779
3.48807 -0.04742 -0.04742 -0.04958
3.80533 -0.02951 -0.02952 -0.03418
4.21070 -0.01502 -0.01502 -0.02105
4.47992 -0.00928 -0.00926 -0.01520
4.84130 -0.00471 -0.00471 -0.00979
5.41923 -0.00153 -0.00155 -0.00483
7.29869 -0.00010 -0.00005 -0.00048

Tabla 3.4: Resultados de la curva de energia potencial de HF de la referencia [6] (columna 2) para varias
distancias internucleares R. En la columna 3 se muestra la evaluacién del ajuste Eys 23 (R) (3.20) basado
en el aproximante de Padé [5/10] y en la columna 4 la evaluacién de la expresién analitica del potencial
de Morse Ey(R) (2.11).
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Movimiento nuclear

4.1. Hamiltoniano nuclear

Como ya se menciond, dentro de la aproximacién de Born-Oppenheimer (B-O), los
movimientos electrénico y nuclear se consideran de manera independiente. La energia
electronica se encuentra al resolver la ecuacién de Schrodinger del hamiltoniano electréni-
co (4.19), obteniendo asi la curva de energia potencial E(R) (3.20). Para el movimiento
nuclear de la molécula de fluoruro de hidrégeno (HF), el sistema se describe a través del
hamiltoniano 1

Hnuclear = _MV%I - Mv%‘ + E(R)7 (41)
donde la masas nucleares del hidrogeno My = 1836.1527 u.a. y flior Mg = 34622.9705
u.a. han sido obtenidas de [30].
La ecuacién de Schrodinger asociada a este hamiltoniano es

o Vh ag o+ B W) = (o). (12)

1

2My 2Mp

Resulta conveniente utilizar coordenadas relativas R y del centro de masa r, para la
descripcion del sistema, dejando asi

C2M T 2upp

con M = My + Mp, la masa total y ugp = MyMp/(My + Mp), la masa reducida.
Esta ecuacién se puede resolver utilizando el método de separacién de variables donde la
funcion de onda se escribe de la forma

U(r,R) = o(R)o(r), (4.4)

y la energia ¢ consta de dos partes,

{ s \s s V2R+E(R)] ¥(r,R) =c¥(r,R), (4.3)

e=¢eg+eér, (4.5)
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4. MOVIMIENTO NUCLEAR

Asi, de la expresion (4.3) se obtienen dos ecuaciones, una para el movimiento del centro
de masa y otra para el movimiento relativo:

1 9 B
—mvrﬁb(r) = ,¢(r) (4.6a)
92 4 BB o(R) = cho(R). (4.6b)

2pmr
La ecuacién (4.6a) del centro de masa describe el movimiento para una particula libre, la
cual no proporciona informacién relevante del sistema. Por su parte, la ecuacién (4.6b)
contiene la informacion de la dindmica interna nuclear de la molécula. Al ser un problema
de fuerzas centrales, una propuesta natural para la funcién de onda p(R) es escribirla
como el producto de una funcién que dependa de la variable radial U(R) y otra que
dependa de variables angulares, los cuales resultan ser los arménicos esféricos Y] (6, ),

p(R) = U(R)Y"(0, ), (4.7)

donde L = 0,1,2,--- y |m| < L, son los nimeros cudnticos rotacional y magnético,
respectivamente.

Después de sustituir (4.7) en (4.6b), un andlisis similar al que se realiza para el atomo
de hidrogeno, conduce a la siguiente ecuacién para la variable radial R,

1 & N L(L+1)
Q,MHF dR2 Q,MHFRQ

+ E(R)| ¢Yui(R) = erthur(R), (4.8)

donde ppr es la masa reducida, U(R) = ¢,.(R)/R y v es el nimero cuantico vibracional.
El término e propiamente deberia estar etiquetado como g p, haciendo referencia a la
molécula de HF, por simplicidad en préximos cdlculos se indicarad como E, 1) y no se
harad ninguna distincién en la notacién para las moléculas de DF y TF.

Al resolver la ecuacién (4.8) se obtiene la energia de todos los estados rovibracionales
soportados por el estado base X'X*. A diferencia de otros métodos, donde el espectro
rovibracional de las moléculas diatéomicas se obtiene solamente alrededor del minimo de
la curva de energia potencial.

Para obtener la solucién a la ecuacién (4.8), se utiliza el método de malla de
Lagrange, [11], el cual sobresale debido a su simpleza, eficiencia y alta precisién, ademés
de una implementacion computacional simple.

4.2. Meétodo de malla de Lagrange

Dado un conjunto de N puntos en el plano (x;, g(x;)), i =1,--- , N, una forma de es-
cribir una funcién que interpole estos puntos, es mediante la tnterpolacion polinomial
de Lagrange, que consiste en un polinomio de grado N — 1, dado por

Py_1(z) = Li(z)g(z1) + La(x)g(x2) + - - - + Ly (zn)g(zn), (4.9)
donde los coeficientes L;(x) son de la forma

(x —z1)(x —29) -+ (x — W)
(x —x) (2 — x1) (2 — 22) -+ (27 — 2N)]

- ﬂ% (4.11)

i=1
i#]

(4.10)
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4. MOVIMIENTO NUCLEAR

y cumplen la condicién de Lagrange:

Esta interpolacién permite aproximar a la funcién g(x) como

o
o) % X S ) (413

donde £ = (z — x1)(x — x9) -+ - (x — zN).

Por otro lado, un conjunto de N puntos x; generan una malla y determinan una
cuadratura de Gauss, que permite aproximar a la integral de una funcién G(x) como

b N
/ G(z)w(x)dx ~ Z Xi G(x;), (4.14)

donde w(x) es cierto peso y \; los pesos de la cuadratura.

A partir de los puntos anteriores, en el método de malla de Lagrange [14], se bus-
ca definir un conjunto de N funciones f;(x), que cumplen la llamada condicién de
Lagrange:

filz;) = )\;1/2(5@' : (4.15)

Las funciones f;(x), resultan ser ortonormales en la aproximacién de la cuadratura de
Gauss, es decir,

| @ tade = 30 ) ) = 6. (4.16)

4.2.1. Ecuacién de Schrodinger unidimensional

Para implementar el método de malla de Lagrange en la solucién de la ecuacion de
Schrodinger unidimensional, se considera una particula de masa m, en un potencial efec-
tivo V(x) definido en el intervalo unidimensional (a,b). La ecuacién de Schrodinger es

o V@) wl) = Buto) (417

Explotando la condicién de ortonormalidad de las funciones f;(z) (4.15), la funcién de
onda 1 (z), se puede aproximar como una combinacién de estas funciones f;(z), tal que

blw) =3 Cifil@). (4.18)

Al sustituir (4.18) en (4.17), multiplicar por f7(r) e integrar en un intervalo de definicién
(a,b), se obtiene

N
1
]Z:; Cj |:%Tij + V(@:)dy; = E%} 7 (4.19)

donde se ha hecho uso de la cuadratura de Gauss (4.14) y de la condicién de Lagrange

para f;(z) (4.15). En (4.19) T;; = —)\3/2]”; (x;) son elementos de matriz del operador de
energia cinética, los cuales quedan determinados por la segunda derivada de las funciones
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4. MOVIMIENTO NUCLEAR

f(x) evaluadas en los puntos z; y V(z) es el potencial evaluado en esos puntos. En forma
matricial la ecuacién (4.19) tiene la forma

Tn T12 T13 cee Cl V(LEl) 0 0 s Cl Cl
1 Tgl T22 T23 02 0 V(SL‘Q) O Cg Cg
2m T31 T32 T33 03 + 0 0 V(l’g) Cg =Ll Cg

Los niveles de energia E del sistema se obtienen al diagonalizar la ecuacién (4.19). Sin
embargo, atn es necesario construir las funciones f;(z) para obtener a los elementos de
matriz T;;. Para tal fin, se escribe a las funciones f;(x) en términos de una base ortogonal

{ér(x)} con coeficientes lineales al(j),

=Y o ou(x). (4.20)

Con la ecuacién (4.20) y la condicién de Lagrange (4.15), se encuentra

Oz,(f) = A;/ngk(:pi), (4.21)

De manera general, la base ortogonal {¢.} se puede escribir como
o(x) = N, V2P (2)w'*(x), (4.23)

donde Py (zx) son polinomios ortogonales, w(x) una funcién peso y N una constante de
normalizacién. Adem4s, resulta conveniente considerar a los puntos de la malla {z;} como
las raices de los polinomios ortogonales Py (x). Con estd condicién se pueden simplificar
las expresiones para los pesos \; y las funciones f;(x), resaltando el hecho de que se
cumple la condicién de Lagrange:

N
=Y N6 (@) n(ay) = A0 (4.24)
k=1

Para encontrar una expresion para los pesos \;,

AL N
Ai b= An N1/2 gb (‘/Ei>¢n—1<xi)7 (425)

n—1

)

se utiliza el teorema de Christoffel - Darboux [31] para polinomios ortogonales Py(x),

zn: sz(x) _ A, P/H_l(x)Pn(x) — P! (z)Ppy1(x)
Nk An+l Nn

: (4.26)

k=0

con A, el coeficiente principal’. Por otra parte, la expresién para f;(z) en términos de
los polinomios Py (x) resulta ser

N
Fi() = A2 2 ()12 Zpk zi) Pl (4.27)

k=1

1El coeficiente principal de un polinomio es el coeficiente del término de mayor grado, llamado término principal.
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4. MOVIMIENTO NUCLEAR

y utilizando el teorema de Christoffel-Darboux [31]:

" P.(z)P; A, Poy1(2)Po(y) — Py(2)Patq
Z()(y) (@) Pa(y) (@) Pat1(y)

_ , 4.28
o Ny Apa Ny(z —y) (428)
se obtiene de estas dos tltimas expresiones (4.27) y (4.28),
_ 1 n
filz) = A7 On(2) (4.29)

G () (2 — 23)

4.2.2. Dominio para x € (0,0)

La eleccién de los polinomios Pg(z) de la base ortogonal ¢x(z) (4.23), depende del
intervalo donde z esta definida. En el caso de la molécula de fluoruro de hidrégeno (HF),
la ecuacién para la variable R es un problema definido en el dominio (0, 00). Es por ello
que los polinomios de Laguerre L,(z) son los mas adecuados para utilizar como base,
quedando ¢ (z) definida en términos de estos polinomios,

On(1) = Lo(w)e™*/?; 4, = N, =1. (4.30)

n!

Con esta base, las expresiones para los pesos \; (4.25) y las funciones f;(z) (4.29) son

fi(z) = (—1) 2 ? el oe/2, (4.31a)

Con estas 1ltimas expresiones (4.31a) y (4.31b), se estd en posicién de calcular la segunda
derivada de f;(z), que resulta ser

fl() = (—1)iz) e/ (—LW)(“I-?)“I’ + 5 (e — z)? (1 - £2) + da(z — @) + 8x)). (4.32)

z(x—x;)2 dz(z—x; T

Los elementos de matriz Tj; (4.19), se pueden obtener a partir de f/(x) (4.32) y la
expresion para A; (4.31b). Los dos casos posibles son:

1 (=17 x4z . .
2 vam a7
T, = (4.33)
44(AN+2)z; —x? .
1222 t=J

Por consiguiente, con la forma explicita de los elementos de matriz Tj; (4.33) y para
un potencial V(x) dado, con la ecuacion (4.19) se obtienen los niveles de energia E
resolviendo el siguiente sistema

4+(4N+2)z1 —a3 1(=D"? ztay 1(=D"? z4as .
1222 2 VEim2 (z1—22)2 2 miz3 (x1-23)2 4
1(=D*" wpday A+(AN+2)zo—ad 1 (=1?73 zytay C
1 | 2 Vaea (w2—x1)2 1222 2 /Tats (T2—x3)2 2
2m | 1 (=131 msqm 1(=1)3"2 a4 4+(AN+2)z3—a3 C’3
2 z3z1 (z3—z1)?2 2 /z372 (w3—72)2 1222
V(ml) 0 0 cee Cl Cl
0 V(x'g) 0 02 02
+1 0 0 V(xs) oy | =E ey | (4:34)
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4. MOVIMIENTO NUCLEAR

donde los puntos {x;} son las raices de los polinomios de Laguerre, N el grado del poli-
nomio y los eigenvectores C; son los coeficientes de la expansién de la funciéon de onda
(4.18).

4.2.3. Escalamiento de la Malla

Hasta este punto los resultados obtenidos con el método de malla dependen comple-
tamente del parametro N. La convergencia del valor de la energia se puede mejorar al
introducir un pardmetro de escalamiento h en los puntos de la malla de Lagrange.
Este parametro nos permite ajustar la malla a la region del dominio donde la funcion de
onda estd mas localizada. Este escalamiento con el pardametro h producirda un cambio en
la localizacién de los puntos x;, de manera que z; — hz; [11]. La eleccién del valor de h
dependera de cual sea el estado a estudiar y puede ser ajustado dependiendo del dominio
que se busque cubrir. Con el cambio de variable hx; tanto las funciones de Lagrange, asi
como el intervalo cubierto, se veran comprimidos o extendidos dependiendo del valor del
pardmetro de escalamiento h. La ecuacién (4.19) con este factor de escalamiento se ve
modificada de la forma

N
1
Jj=1

Se puede notar que el potencial queda evaluado en los puntos hz; y aparece un factor
1/h* multiplicando a los elementos de matriz del término cinético Tj;.

En el siguiente capitulo se implementa el método de malla de Lagrange en la ecuacion
del movimiento nuclear del estado base X ™! de la molécula de HF (4.8) y se presentan
los resultados obtenidos.
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Molécula de fluoruro de hidrégeno
(HF)

5.1. El estado base X'Y" de la molécula de HF

El espectro rovibracional de la molécula de fluoruro de hidrégeno (HF') (4.8), se obtiene
utilizando el método de malla de Lagrange, descrito en la seccion previa. La ecuacién a
resolver es una expresién andloga a (4.19), que de manera explicita es

L(L+1
Z C |:2 ,L'j (M =+ E{g 2}(1’2)) (2;| = E(V,L)Cia (51)
J2aicy

QMHFx

o de forma matricial:

4+(4N+2)zy —a] 1(=D"? &4 1(=D'"? & 4as .
1222 2 Jriz2 (z1—22)2 2 123 (T1—723)2 4
1(= D271 gotay 4+(AN+2)zo— 95% l(—1)2_3 rot+x3 C
1| 2 Vmezr (z2—a1)? 12432 2 \/Tats (w2—13)2 2
pap | 1D asda 1(=DP7? aadan 44(4N+2)z3—a3 Cs
2 x3zry (r3— —x1)2 2 /x3x2 (r3—x2)2 121’%
L
Std + By (o) 0 0 N\ /0 )
0 Q‘Ei:i) E39) (z2) 0 Cy Cy
+ L(L+1) | = Eoenl| oy
O O 2/_LHFCE§ + E{372} (xd)

donde Ey39y (3.20) es la curva de energfa potencial obtenida en la seccién 3.2.2, que fue
basada en el uso de un aproximante de Padé[5/10]. Una vez construida la matriz (5.1),
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5. MOLECULA DE FLUORURO DE HIDROGENO (HF)

resta por obtener los valores y vectores propios. Esto se hizo de manera numérica, para
lo cual se implementé la rutina JADAMILU [32]. El nimero de puntos N se eligié de
tal forma que los valores de la energia obtenidos con N y N + AN, no diferfan mas alla
de la precisién requerida (5 cifras decimales), elegida con base en las cifras decimales
que son comparables con resultados experimentales dentro de la aproximacion de B-O.
Ademas se llevo a cabo un escalamiento de los puntos de la malla con la introduccién del
parametro h (4.35), cuya eleccion se escogié de tal manera que los valores de la energia se
mantuvieran estables para valores entre h y h+Ah. Los estados rovibracionales calculados
se compararon con los resultados experimentales obtenidos en [7].

Los resultados mostraron que la curva de energfa potencial para la estado base XX
de la molécula diatémica de HF soporta 21 estados vibracionales (v =0,---,20, L = 0).
Estos se muestran en la columna 3 de la Tabla 5.1, asi como los resultados obtenidos a
partir de datos experimentales en [7] (columna 2). Como se puede notar, el error absoluto
resulta ser del orden de ~ 107 (columna 4) estando en excelente acuerdo.

B E [Hartree]
Ref. [7] E, 0 E. absoluto

0 -0.21556 -0.21556 1E-06
1 -0.19751 -0.19751 1E-06
2 -0.18025 -0.18024 1E-05
3 -0.16375 -0.16373 2E-05
4 -0.14799 -0.14797 2E-05
) -0.13295 -0.13293 2E-05
6 -0.11863 -0.11861 2E-05
7 -0.10502 -0.10499 3E-05
8 -0.09210 -0.09207 3E-05
9 -0.07987 -0.07984 3E-05
10 -0.06834 -0.06831 3E-05
11 -0.05752 -0.05748 4E-05
12 -0.04742 -0.04739 3E-05
13 -0.03807 -0.03804 3E-05
14 -0.02951 -0.02949 2E-05
15 -0.02181 -0.02178 3E-05
16 -0.01502 -0.01500 2E-05
17 -0.00928 -0.00925 3E-05
18 -0.00471 -0.00469 2E-05
19 -0.00153 -0.00152 1E-05
20 -0.00010 -0.00007 3E-05

Tabla 5.1: HF: Energfas vibracionales E(, ¢y del estado base X 1%+, En la columna 4 se presenta el error
absoluto entre los resultados obtenidos en la referencia [7] y obtenidos en el presente trabajo.

El calculo de los estados rovibracionales se realiza resolviendo (5.1) con L # 0. En
total el estado base de la molécula HF soporta 724 estados rovibracionales (v, L), con 56
estados rotacionales (v = 0,L = 0,---,55). Dichos estados se presentan en el Apéndice
Ay son representados en rojo en el histograma de la Figura 5.1, mientras que en azul
los obtenidos en [7]. El nimero extra de estados reportados en [7] es resultado de tomar
en cuenta correcciones adiabaticas a la aproximacién de B-O de la forma a continuacion
presentada en [7],

VI(R) | VE(R)

_ 1/BO
VIR = VPR + ==+ S

(5.2)
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Figura 5.1: HF: Estados rovibracionales del estado base XX como funcién del momento angular L. Los
estados en rojo son los calculados en el presente trabajo y en azul, los obtenidos en la referencia [7] donde
se toman en cuenta correcciones a la aproximacién de Born-Oppenheimer. Los resultados numéricos se
muestran en el Apéndice A. Los estados en azul sobre la linea continua en rojo corresponden a estados
cuasiligados.

donde VBO(R) es el potencial en la aproximacién de B-O, M{; y M}, son las masas atémicas
del hidrégeno y flior, respectivamente. VH(R) y V¥(R) son funciones que representan las
correcciones adiabaticas debidas a considerar la masa finita de los nicleos. Aunque en la
expresion (5.2) se muestra explicitamente el término correspondiente a la aproximacién
de B-O y las correcciones adiabaticas, en la referencia [7] se usa un potencial de Lennard-
Jones modificado para representar a V' (R) sin hacer una diferencia entre estos términos.
Es importante hacer notar la diferencia entre el nimero de estados para L # 0 con el
presentado en [7]. Los estados extra de la referencia [7] son estados cuasiligados, es decir
estados cuya energia es mayor que la energia de disociacién de la molécula.

En los siguientes capitulos se aprovecha la flexibilidad de la metodologia implementada
para estudiar a los sistemas isotopdlogos de la molécula de HF, es decir las moléculas de
fluoruro de deuterio (DF) y fluoruro de tritio (TF).
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Molécula de fluoruro de deuterio
(DF)

6.1. El estado base X'Y* de la molécula de DF

Dentro de la aproximacion de B-O, se puede extender el estudio a los sistemas iso-
topologos de HF, modificando la masa reducida en la ecuacion de Schrodinger (4.19). El
espectro de la molécula de fluoruro de deuterio (DF) se obtiene al resolver la ecuacion:

N
1 L(L+1) ) ]
C; —Ti-—l— — =+ F T 5l.. :EV Ci7 6.1
; ][QMDF ! <2uDFx? 3.2y (w3) | 0 (1,0) (6.1)

donde puprp = MpMy/(Mp + Mp) es la masa reducida, con Mp = 3670.4830 u.a. [30] la
masa del deuteron. Debido a que el estudio se realiza dentro de la aproximacién de B-O,
el potencial de interacciéon nuclear Ey3 2y resulta ser el mismo que para la molécula de HF
(3.20) ya que el sistema electrénico es el mismo.

Para resolver la ecuacién (6.1) se hizo uso nuevamente del método de malla de La-
grange. Para este sistema se encontré que la curva de energia potencial del estado base
soporta 29 estados vibracionales (v = 0,---,28 L = 0), 8 més que los que mantiene
ligados la molécula de HF. Estos se reportan en la Tabla 6.1 (columna 3), junto con los
obtenidos a partir de datos experimentales presentados en la referencia [6] (columna 2).
El error absoluto resulta ser del orden ~ 107, como se muestra en la columna 4.

Los estados rovibracionales se obtiene al resolver la ecuacién (6.1), con L # 0. Se
obtuvo que en total, el estado base X'+ soporta 1376 estados rovibracionales (v, L),
con 77 de ellos estados rotacionales (v = 0,L = 0,---,76). Los resultados obtenidos en
el presente trabajo del espectro rovibracional de la molécula de DF se presentan en el
Apéndice B. Dichos resultados se representan en rojo en el histograma de la Figura 6.1,
mientras que en azul los reportados en la referencia [7], donde se consideran correcciones
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5 E [Hartree]
Ref. [7] Ew.0) E. absoluto

0 -0.21806 -0.21812 6E-05
1 -0.20482 -0.20487 5E-05
2 -0.19199 -0.19204 5E-05
3 -0.17957 -0.17962 5E-05
4 -0.16755 -0.16760 5E-05
) -0.15593 -0.15597 4E-05
6 -0.14469 -0.14473 4E-05
7 -0.13383 -0.13387 4E-05
8 -0.12335 -0.12339 4E-05
9 -0.11324 -0.11328 4E-05
10 -0.10349 -0.10353 4E-05
11 -0.09411 -0.09415 4E-05
12 -0.08510 -0.08513 3E-05
13 -0.07645 -0.07648 3E-05
14 -0.06817 -0.06819 2E-05
15 -0.06026 -0.06028 2E-05
16 -0.05272 -0.05275 3E-05
17 -0.04558 -0.04560 2E-05
18 -0.03883 -0.03885 2E-05
19 -0.03249 -0.03251 2E-05
20 -0.02659 -0.02661 2E-05
21 -0.02115 -0.02117 2E-05
22 -0.01620 -0.01621 1E-05
23 -0.01178 -0.01179 1E-05
24 -0.00794 -0.00795 1E-05
25 -0.00475 -0.00475 1E-06
26 -0.00228 -0.00228 1E-06
27 -0.00066 -0.00066 1E-06
28 -0.00006 -0.00002 4E-05

Tabla 6.1: DF: Energfas vibracionales E, ¢y del estado base X 1¥*. En la columna 4 se presenta el error
absoluto entre los resultados experimentales de la referencia [7] y obtenidos en el presente trabajo.

fuera de la aproximacion de B-O. De manera similar a lo observado en la molécula de
HF, los estados extra presentados en [7] para DF entre L = 15 y L = 60 corresponden
a estados cuasiligados, mientras que los demas son estados ligados. Los estados ligados

obtenidos en el presente trabajo estan en completo acuerdo con los reportados en [7] .
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Figura 6.1: DF: Estados rovibracionales del estado base X'+ como funcién del momento angular L. Los
resultados en rojo son los calculados en el presente trabajo y en azul, los obtenidos en la referencia [7]
donde se toman en cuenta correcciones a la aproximacién de Born-Oppenheimer. Los resultados numéricos
se muestran en el Apéndice B. Los estados en azul sobre la linea continua en rojo corresponden a estados
cuasiligados.
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Molécula de fluoruro de tritio (TF)

7.1. Estados rovibracionales de la molécula de TF

En esta seccién se analiza otro sistema isotopdlogo de HF': la molécula de fluoruro
de tritio (TF), un sistema con dos neutrones extras respecto a la molécula de HF. De
manera similar al caso de la molécula de DF, para el estudio de TF se modifica la masa
reducida en la ecuacién de Schrodinger (4.19), obteniendo una ecuacién analoga a (5.1).
La ecuacion a resolver para obtener el espectro rovibracional de TF, es

N
1 L(L+1) ) ]
Ci|—T,+| —==+F ;) | 0;i | = Eu.)Ci, 7.1
> J|:2MTF i (2MTFm? (323 (%) (L) (7.1)

j=1
donde prp = MrMyp/(Mt + Mp) es la masa reducida, y My = 5496.9215 u.a. [30] es
la masa del tritén. Al igual que sucede con DF, E{39, es la curva de energfa potencial
obtenida para HF (3.20). Esto debido a que dentro de la aproximacién de B-O, el estudio
del movimiento electrénico es el mismo que el de la molécula de HF.

Al resolver la ecuacién (7.1) con el método de malla de Lagrange, se encontré que la
curva de energia potencial soporta 35 estados vibracionales (v = 0,---,34,L =0), 6 y
13 estados adicionales respecto a los obtenidos para HF y DF, respectivamente. Estos
se presentan en la columna 3 de la Tabla 7.1, asi como los reportados en la referencia
[7] (columna 2) y el error absoluto en la tltima columna, el cual resulta ser de ~ 1075
estando los resultados obtenidos en el presente trabajo en muy buen acuerdo con los
reportados en [7].

Por otro lado, los estados rovibracionales se obtienen al resolver la ecuacién (7.1),
para L # 0. Resultando en un total de 1967 estados rovibracionales (v, L), con 93 de ellos
puramente rotacionales (v = 0,L = 0,---,92). Al igual que con las moléculas de HF y
DF, se compara el nimero de estados obtenidos con los presentados en la referencia [7],
en este caso solo la prediccién del niimero de estados para L = 0 en [7] es comparable con
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Figura 7.1: TF: Estados rovibracionales del estado base X!'¥* como funcién del momento angular L.
Los resultados en rojo son los calculados en el presente trabajo y en azul, los obtenidos en la referencia
[7] donde se toman en cuenta correcciones a la aproximacién de Born-Oppenheimer. Los resultados
numéricos se muestran en el Apéndice C.

los obtenidos en el presente trabajo, para L # 0 la comparacién es posible solo entre un
nimero muy limitado de estados rovibracionales. En el histograma de la Figura 7.1, se
representan en rojo los estados obtenidos en este trabajo y en azul los datos reportados
en la referencia [7]. Los resultados de los estados rovibracionales de TF se presentan en
el Apéndice C.

En la Tabla 7.2 se presenta la comparacién del nimero total de estados vibracionales,
rotacionales y rovibracionales de las moléculas de fluoruro de hidrégeno (HF), fluoruro de
deuterio (DF) y fluoruro de tritio (TF). Se puede notar que conforme se adicionan més
neutrones en los nicleos del &tomo de hidrégeno, el nimero de estados ligados incrementa.
La molécula DF préacticamente duplica el nimero total de estados rovibracionales de HF,
mientras que TF tiene un nimero alrededor del triple de los niveles de HF. Siendo una
conclusion importante que el espectro rovibracional depende de la masa reducida de los
nucleos.

Es de resaltar que aunque la curva de energia potencial es la misma para HF y sus
sistemas isotopologos, no existen relaciones de escalamiento entre las ecuaciones de los
sistemas, asi pues no se pueden obtener los niveles de energia de DF o TF multiplicando
a los niveles de energia de HF por algin factor.
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B E [Hartrec]
Ref. [7] E.0) E. absoluto

0 -0.21915 -0.21922 7TE-05
1 -0.20801 -0.20809 8E-05
2 -0.19717 -0.19724 7E-05
3 -0.18662 -0.18669 7E-05
4 -0.17635 -0.17641 6E-05
5 -0.16635 -0.16642 7E-05
6 -0.15664 -0.15670 6E-05
7 -0.14719 -0.14725 6E-05
8 -0.13801 -0.13807 6E-05
9 -0.12909 -0.12915 6E-05
10 -0.12044 -0.12050 6E-05
11 -0.11204 -0.11210 6E-05
12 -0.10390 -0.10396 6E-05
13 -0.09602 -0.09607 5E-05
14 -0.08839 -0.08844 5E-05
15 -0.08102 -0.08107 5E-05
16 -0.07390 -0.07395 5E-05
17 -0.06704 -0.06709 5E-05
18 -0.06044 -0.06049 5E-05
19 -0.05411 -0.05415 4E-05
20 -0.04804 -0.04808 4E-05
21 -0.04225 -0.04229 4E-05
22 -0.03674 -0.03678 4E-05
23 -0.03153 -0.03157 4E-05
24 -0.02662 -0.02666 4E-05
25 -0.02204 -0.02207 3E-05
26 -0.01779 -0.01782 3E-05
27 -0.01391 -0.01393 2E-05
28 -0.01041 -0.01042 1E-05
29 -0.00733 -0.00734 1E-05
30 -0.00471 -0.00472 1E-05
31 -0.00260 -0.00261 1E-05
32 -0.00107 -0.00107 1E-06
33 -0.00024 -0.00020 4E-05
34 -0.00002 -0.00002 1E-06

Tabla 7.1: TF: Energfas vibracionales £, o) del estado base X I¥+. En la columna 4 se presenta el error
absoluto entre los resultados experimentales reportados en la referencia [7] y obtenidos en el presente

trabajo.

Estados HF DF TF
Vibracionales 21 29 35
Rotacionales 56 77 93
Rovibracionales 724 1377 1967

Tabla 7.2: Comparacién del nimero de estados vibracionales, rotacionales y rovibracionales, entre las

moléculas de HF, DF y TF.
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Conclusiones y Perspectivas

En este trabajo, dentro de la aproximacion de B-O, se construy6 una expresion analiti-
ca de la curva de energfa potencial para el estado base X'+ de la molécula diatémica
de fluoruro de hidrégeno (HF), para todo el dominio de distancias internucleares R €
(0,00). La aproximacion de la curva de energia potencial esta basada en un aproximante
de Padé de dos puntos. Destacando que esta expresién reproduce de manera correcta el
comportamiento asintdtico para pequenas (3.6) y grandes (3.11) distancias internuclea-
res R. Resulta importante enfatizar que los pardametros libres presentes en la expresion
analitica de la curva de energia potencial (3.20) se fijaron mediante un ajuste con datos
obtenidos en [7] a partir de resultados experimentales sin tener que recurrir al uso re-
sultados numéricos. Con la expresién analitica para Fysq)(R) (3.20), se encontraron la
posicion y la profundidad del minimo de la curva (Req = 1.73254 v.a., By, = —0.224913
Hartree), los cuales reproducen correctamente no menos de 4 digitos decimales, respecto
de los resultados numéricos [7].

Con la forma analitica de la curva de energia potencial (3.20) el espectro rovibracional
de la molécula se obtuvo al resolver la ecuacion de Schrodinger para movimiento nuclear.
Para ello, se empled el método de malla de Lagrange, encontrando que el estado base
X't de la curva de energia potencial de HF soporta 21 estados vibracionales (v =
0,---,20, L =0), 56 rotacionales (v =0,L =0,---,55) y 724 rovibracionales (v, L).

La metodologia aplicada al estudio de la molécula HF permitié calcular el espectro
rovibracional de los sistemas isotopélogos de dicha molécula. Con una simple modificacion
de la masa reducida en la ecuacion de Schrodinger, se estudiaron los sistemas moleculares
de DF y TF, los cuales soportan 29 y 35 estados vibracionales E, ¢, 77 y 93 estados
puramente rotacionales E(q 1), asi como un total de 1377 y 1967 estados rovibracionales,
respectivamente. Se encontrd que el espectro rovibracional depende de la masa reducida
de los nucleos. Se puede mencionar que si se consideran otros sistemas isotopdlogos de
HF con is6topos del dtomo de flior (aunque ninguno presente en la naturaleza tiene una
vida media estable [33]), la masa reducida entre los nicleos se veria modificada y con ella
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el nimero de estados rovibracionales. En general, a mayor masa nuclear, mayor niimero
de estados rovibracionales.

Finalmente, la metodologia desarrollada para los sistemas con contenido de flior, fluo-
ruro de hidrégeno (HF), fluoruro de deuterio (DF) y fluoruro de tritio (TF) puede ser
aplicada al estudio de cualquier molécula diatémica heteronuclear (con ntcleos distintos).
Por otro lado, el estudio de las moléculas diatémicas homonucleares (con nucleos iguales),
es posible abordarlo siguiendo el mismo camino mostrado. Sin embargo, en el analisis de
este tipo de sistemas resulta necesario tomar en cuenta fenémenos de tunelaje, términos
exponenciales pequenos, entre otros, pero principalmente la simetria ante el intercambio
de los nucleos. Esta simetria tiene implicaciones importantes en la estructura de los ni-
veles electrénicos de la molécula. Actualmente un caso de gran interés es el dimero de
cromo Cry [34], siendo un reto el cdlculo de la curva de energia potencial debido a la
complejidad del sistema.

En general, la caracterizacion de curvas de energia potencial de las moléculas para dis-
tintos estados ayuda al estudio de probabilidades de transicion, cuyos resultados pueden
ser aplicados en otros campos.
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Estados rovibracionales de HF
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