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Resumen

La presente tesis explora las posibilidades que la superfluidez ofrece en el
contexto de fenomenologia de gravedad cuéntica.

Con la intenciéon de presentar un planteamiento experimental que pudiese
ser implementado a nivel terrestre, mediante el cual seria posible establecer
cotas para los parametros fenomenoldgicos, asociados a las propuestas exis-
tentes de deformaciones de la relacion de dispersion.

Se propone el uso de condensados de Bose-Einstein como una opcioén en
la busqueda de efectos de gravedad cuantica. Considerando un condensado
atrapado por un potencial tipo oscilador armoénico (con interaccion entre
particulas), se calcula la energia y momento de las excitaciones elementales.
Finalmente se hace uso del criterio de Landau para analizar los efectos en el
rango de superfluidez del condensado e inferir las cotas sobre los pardmetros
correspondientes.
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Introduccion

El primer capitulo inicia exponiendo la motivaciéon que hay detras del
presente trabajo. Se habla de la necesidad que hay en la actualidad para en-
contrar herramientas que permitan arrojar luz sobre los distintos parametros
que definen las teorias de gravedad cuantica y sus variados efectos, como el
rompimiento de la simetria de Lorentz.

Se ha expuesto brevemente la teoria que hay detras del surgimiento de
las excitaciones elementales, que son las transformaciones Bogoliubov. Se
ha procurado atender los detalles, ya que son elementos que enriquecen al
lector, pues las transformaciones de Bogoliubov aparecen en otras teorias. El
criterio de Landau es presentado y comentado, ya que es un elemento clave
para llevar a cabo los calculos del ntcleo de la tesis.

Se definen las caracteristicas del sistema a tratar, el cual consiste de un gas
ultra frio atrapado por un potencial tipo oscilador armoénico isotrépico. Se
justifica en el texto el uso de esta aproximacion, ya que se pretende comparar
con datos reales experimentales.

Se muestra también la manera de obtener informaciéon del sistema, en
particular la energia cinética, ya que juega un papel determinante para la
correcta estimacion teodrica de la velocidad critica de superfluidez del con-
densado.

Finalmente se muestra como todos estos elementos se involucran en una
sucesion de célculos y estimaciones, para poder obtener una expresion de la
velocidad critica, la cual se compara con mediciones experimentales. A través
de los experimentos se propone establecer cotas sobre los parametros de las
relaciones de dispersion modificadas, lo cual permite, en principio, poner a
prueba algunas predicciones de las teorias cuanticas de gravedad.






Capitulo 1

Rompimiento de la simetria de
Lorentz

A la fecha, se ha realizado un amplio esfuerzo por consolidar las teorias
de gravedad cuéntica |1, 2|, dicho esfuerzo ha producido nuevas herramientas
tedricas y experimentales, que a pesar de sus refinadas estructuras matema-
ticas o sus exactas mediciones, no han podido resolver el problema.

Sin embargo, la misma variedad de teorias nos brinda una notable gama
de efectos, los cuales aprovecha la fenomenologia de gravedad cuantica [3, 4, 5|
para evaluar, acotar o descartar, los parametros que definen una teoria. Es
decir, la fenomenologia de gravedad cuéntica adquiere un papel protagonico
en la bisqueda de respuestas al problema de la gravedad cuéntica.

Entre los problemas que surgen de las nuevas teorias, con frecuencia emer-
ge el rompimiento de la simetria de Lorentz. Esta violacion ataca directamen-
te uno de los fundamentos de la fisica moderna, y es por eso que no puede
pasar desapercibida. Se estima que los tnicos efectos medibles de esa desvia-
cion, son los que corresponden a un orden lineal [1] y las contribuiciones de
mayor orden se alejan dréasticamente de nuestras capacidades tecnologicas.
La simetria de Lorentz ha sido sometida a pruebas y mediciones de alta pre-
cision [6, 7, 8, 9] y no se ha logrado descartar una violaciéon de la simetria
de Lorentz; si bien la naturaleza del problema exige de un esfuerzo tecnolo-
gico considerado, la fenomenologia nos brinda varios caminos por los cuales
acechar el problema.

Son comunes las predicciones de efectos fisicos tales como, una desviacion
de la forma del potencial 1/r, la violacién del principio de equivalencia o
modificaciones en la relacién de dispersion. Siendo esta tltima una de las



2 CAPITULO 1. ROMPIMIENTO DE LA SIMETRIA DE LORENTZ

maés frecuentes [10, 11, 12], nos motiva a centrar nuestro interés en este tipo
de efectos, es decir, consideraremos una relacion de dispersion modificada del
tipo!

e =ep + ap”, (1.1)

con la esperanza de arrojar algo de luz sobre los parametros « y n, los cuales
dependeran de la teoria o modelo en cuestion. Es decir, buscamos obtener
informacion acerca de la magnitud o el rango de valores posibles para dichos
parametros. Una vez estimadas las caracteristicas de nuestros parametros,
podrian en principio descartarse modelos de gravedad cuéntica que no resul-
ten compatibles.

Los condensados de Bose-Einstein resultan ser una buena herramienta
[13], ya que varios de los parametros que definen dichos sistemas (longitud
de dispersion, namero de particulas, volumen, etc.), son accesibles y permiten
su manipulaciéon en un laboratorio.

De entre la variedad de propiedades que presenta un condensado, el feno-
meno de superfluidez puede reflejar las repercusiones de una teoria cuantica
de gravedad, por medio de la llamada velocidad critica, la cual determina el
limite por debajo del cual, la superfluidez se suscita. Para llevar a cabo este
altimo analisis, es necesario introducir el criterio de Landau para hacer una
estimacion de la velocidad critica?

ve =2, (1.2)

p

Esperamos que el rango de velocidades permitidas para la superfluidez
se vea afectado por los parametros provenientes de la relacion de dispersion
(1.1). Una comparacion con los resultados experimentales [14], en principio
nos permitiré obtener informacion sobre los pardmetros en cuestion.

En concreto, se busca dotar a la gravitacion cuantica, con una herramienta
que permita descartar algunos modelos cuya formulacién implica una relacion
de dispersion modificada. Dicha herramienta se basa en las propiedades de
superfluidez de los condensados de Bose-Einstein.

ey es la relacion de dispersion usual.

2Las tildes hacen referencia a propiedades asociadas a cuasiparticulas.



Capitulo 2

Superfluidez

Como paso previo al resto del capitulo, debemos establecer, dentro de
los términos que conciernen a esta tesis, el concepto de superfluidez. Un
desarrollo detallado del tema puede encontrarse en [15, 16, 17]|. El estudio
de la superfluidez se remonta hasta los experimentos de Kamerling Onnes
[18], con helio liquido (He*), que mas tarde condujo a los trabajos de Allen y
Misener [19] en Cambridge y Kapitza [20] en Mosct, quienes observaron (de
manera independiente) superfluidez en helio liquido en 1937. Al ano siguiente
London [21] sugiere una posible conexion entre el fenémeno recién observado
y el de condensados de Bose-Einstein. En la siguiente década, se publican los
modelos hidrodinamicos de dos fluidos de Tisza [22| y de Landau [23].

Aquellos fluidos que pueden moverse sin exhibir la presencia de viscosidad
o que no son afectados por fuerza de fricciéon alguna, y por lo tanto, pueden
moverse sin perder velocidad, presentan superfluidez. El modelo de Landau
plantea al fluido compuesto por dos partes, una que presenta la propiedad
de superfluidez y la parte normal, que presenta viscosidad. Landau visualiza
a la parte normal compuesta por excitaciones elementales, de forma que no
interactian entre si y se mueven sobre un fondo formado por la componente
de superfluido. Las excitaciones elementales son un punto clave en esta for-
mulacion y son el primer punto a tratar. Al final hablaremos del criterio de
Landau y como se relacionan las excitaciones elementales con la superfluidez.

Consideramos gases diluidos con interaccion entre las particulas que lo
componen, esto significa que la distancia promedio entre particulas, supera
el rango de interaccion. Cuando la escala de la longitud de onda de las parti-
culas, supera la longitud de dispersion, es posible considerar las interacciones
entre particulas a través de un pseudo potencial constante [13]. Dicho pseudo

3
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potencial lo escribimos como!

0
ypseudo () — 170 6(r) — 2.1
(x) = Uod(x) - 21)
en donde Uy caracteriza el tipo e intensidad de la interaccion
4th?
Uy = 2229 (2.2)
m

denotamos con a la longitud de dispersion. La forma del pseudo potencial
permite remover las singularidades del tipo 1/r en la funcion de onda; si en
cambio la funcién no diverge o es regular en el origen, podemos escrbir la
ecuacion (2.1) como

yeseudo(p) — [,5(r), (2.3)

las funciones de onda con las que trabajaremos mas adelante no presentan
estas dificultades y por lo tanto podemos adoptar la expresion (2.3) para
nuestros célculos.

Tomamos como punto de partida el hamiltoniano del sistema de N par-
ticulas

N N

i=1 i=1 i#]

los términos que lo definen son la energia cinética, potencial y energia de
interaccion, en ese orden. Notemos que esta ultima energia es la suma de
todas las combinaciones de pares, dividida por 2 para eliminar repeticiones.

Otra forma de caracterizar los gases diluidos es a través de lo siguiente.
Aproximando la distancia promedio entre particulas como

d:(%){ (2.5

e imponiendo la condicion d > a, tendremos como consecuencia que, para
un gas diluido, se debe cumplir la relacion

N
Va?’ < 1. (2.6)

1Vpseudo(r),(/)(r) = Uoé(r)%(rw(r))
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A continuacién mostraremos como surgen las excitaciones elementales o
cuasiparticulas, a partir de la implementacién de las transformaciones de
Bogoliubov. Para ello usaremos el caso donde el potencial atrapante es del
tipo caja. Cabe aclarar que casos mas generales pueden requerir métodos
numéricos (segun [24]), para nosotros es suficiente considerar el potencial
tipo caja para ilustrar algunos conceptos.

2.1. Transformaciones de Bogoliubov

Para hablar de las transformaciones de Bogoliubov, es necesario situarnos
en el contexto de segunda cuantizaciéon. Para ello debemos escribir el hamil-
toniano (2.4) en términos de los operadores de creacion y anhiquilacion de
particulas dL y ax, que cumplen con las relaciones candnicas de conmutacion

s, )] = Oraer, (2.7)
[, ane] = 0, (2.8)
[al,al,] = 0. (2.9)

También haremos uso del operador de campo
A 1 )
U(r)=—= Y ae*r, (2.10)
s

(V' es el volumen donde se encuentra el gas), que satisface las siguientes
relaciones de conmutacion

(), ()] = e — ), (2.11)
[U(r), ¥(r')] =0, (2.12)
(W7 (r), ¥T(r")] = 0. (2.13)

Podemos entonces escribir el hamiltoniano (2.4) en la forma de segunda
cuantizacion
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2m

= / [\iﬁ(r) <—h2vz> W (r) + %@T(r)@(r)@(r)@(r)] o (214)

Al sustituir (2.10) en (2.14) obtenemos la respectiva expresion en términos
de los operadores de creaciéon y anhiquilacion

<t VAR 3 —h? 1 kK r2 ikr 13
v — U(r)d°zx = (y./ B Varchal| 2.15
/V (r) ( 5 ) (r)d’x E 577 Ok ak/ve VZe z (2.15)

Kk

=> vaak,akk2 /V e M rekrdiy =) o alaVow,  (2.16)
k’ k k' k

A h2V2\ . K2k2
T _ 30— _ At A
/V it (r) < . ) Byt =~ 3 al (2.17)

k
/ @@T(r)@f(r)@(r)é(r)d% _ Y > afal i x
4 2 2‘/2kmk/m’ o

/ e—ik-re—im-reik’-reim-rd?)l, (2 18)
%

Uo

~ 912 Yl o V(e m) o). (2.19)

k,m,k/,m’

El factor d(x4m)k/+m/) implica la conservacién de momento de las colisio-
nes, es decir

k+m=k' +m’ (2.20)
k—k'=-m+m'=—n, (2.21)
de modo que
D04 ) ()b ) B ()t = 20 S il
Dot (1) ()b ()b (eI = 2 3 il (222
v
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y finalmente

I:[ = ng&;r{dk Z d;f{& &k+nam n; (223)
k k m,n
h2k?
Ek = om (2.24)

El segundo término del lado derecho de (2.23) lo podemos escribir como
sigue

+ Y bl ambo + Y afabaoin + Y alabirao + Y al,alaga,  (2.25)
m7#0 k0 k0 n70

At At A ~ AT2 A ~12
Z aLaLlakJrnam_n = a;r) a(z) T Zak
k,m,n k+£0
+dajao » alan+ag Yy akal,.  (2.26)
k0 k0

Tomando en cuenta que
Qo + Y afdn = (2.27)
k#0

y al tratarse de un condensado dgdo = Ny = N, pues el estado base es el mas
poblado, lo que implica que el nimero de particulas en estados excitados

> afi =N, < N. (2.28)
k0

En un laboratorio el término N, es del orden del 1 % del total de particulas
que componene el gas, esto se puede ver reflejado a partir de la expresion del
namero de particulas en estados excitados [13]

(2.29)
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ya que junto con la condicion (2.6), implica que N, < N.
Considerando los anterior, podemos escribir (2.26) despreciando los tér-
minos cuadraticos en N,

2
E: Atat A P ~ At P ~12 PR
akaLlakJrnam,n ~ agQo + apayx | + ag AxQ_x

k,m,n k#0 k#0
+2akdo Y afan +ag Yy afal,. (2.30)
k#0 k#£0

En la aproximacion de Bogoliubov [25], buscamos retener los términos
que involucran &g y ap, pues son los que contribuyen la mayor parte en la
suma (2.30) pues

ay | No) =/ No+1|Ny+ 1), (2.31)

o | No) = /Ny [N — 1), (2.32)

y los términos como &3 y ag, pueden ser aproximados por /Ny =~ VN, ya
que al tratarse de nimeros mucho mayores que 1, tenemos Ny + 1 ~ N, asi
que

Y afafybrinimn = N°+ N <Z rcliic

k,m,n k#0

+2) " afanc+ Y aLaT_k) . (2.33)

k#£0 k#0

Bajo estas consideraciones escribimos el hamiltoniano (2.23) como

~ Upn U
H = %N + Z {(61( + Upn) dek + %n <deT—k + dkd—k)] ’ (2.34)
k£0
donde n = N/V.

Es en esta parte donde introducimos las transformaciones de Bogoliubov.
La intencion detras de estas transformaciones, es escribir el hamiltoniano de
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manera que los términos que lo componen sean proporcionales al (nuevo)
operador de niimero, lo cual resulta en un hamiltoniano diagonal.

Empecemos reescribiendo la expresion (2.34), modificando la suma y re-
duciéndola a la mitad del espacio de k

k<0
ZAk_ZAk+ZAk_ZAk+ZAk, (2.35)
k0 k>0 k>0 k>0

S A=Y (A A, (2.36)

k=0 k>0

entonces
H = UOnN+Z [ ex + Upn) (aTak—l—aT a k>
9 k kY —
k>0
+Ugn ((AIL(AIT_k + dkd_k>] . (237)

Nos concentraremos por el momento en la expresion dentro de la suma,
definamos un operador que conserve la forma funcional de esa parte

< a+ 8*13) + A, (&TBT + &8) : (2.38)
definiendo ay = K =b cumplen con las siguiente reglas de conmutacion
@, a] = [b,b"] = 1, (2.39)
(6, b] = [b,a] = [a, ] = [al, b1] = 0, (2.40)

ademas
Al =€k + UoTL, (241)

Definimos nuevos operadores como una combinacion lineal de a y b,

= ud + vb, (2.43)
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d = ub+ va', (2.44)
e imponemos sobre ellos relaciones de conmutacion analogas a (2.39) y (2.40)

A A

[é’ éT] - [dv dT] =1, (245)

¢,d"] = [d,é] = [e,d] = [ef,d"] =0, (2.46)

sin pérdida de generalidad podemos elegir u y v, como ntmeros reales pues
podemos ajustar las fases a conveniencia. Calculemos entonces [¢,¢!] para
obtener una restriccion sobre u y v

¢, ¢l = (ud + leﬁ> (u&T + vB) - <u&T + vl;> (ud + U[;T> (2.47)

=u? (aa' — a'a) + wv (&ZA) - 3&) + uv (I;T&T - Eﬁég +v? (l;Tls - I;ET) (2.48)
=u? +uv (0) + uv (0) +v* (=1) = 1, (2.49)

u? —v® =1, (2.50)

es decir, podemos escribir

u = cosh (t), (2.51)

v = senh (). (2.52)

También podemos encontrar las expresiones para ¢ y d, en términos de a
y b

a = ué —vd', (2.53)

b=ud— vél. (2.54)

Ahora calculamos la expresién para h, en términos de los nuevos opera-
dores usando (2.53) y (2.54)
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h=A, ((u&T — ch) (ué — vcﬁ) + (chT — vé) (uci — véT))
+A, ((uéT - vci) (ucff — vé) + <uaAl — véT) <ué - UCZT>> (2.55)

= A <u26Té —uwétdt — 2uvde + v2ddt + widid + vzééT>
4 ((u? 4 0?) &ld! = 2uvéle — 2uvdd! + (u? +0?) de) (2.56)

= A (uzéTé — 2uwéeltd — 2uvde + v? (1 + cZ%Z) +w?dtd + v? (1 + éTé))
A4 ((u? +0?) (d! + de) - 2u0 (el +dd")) (2.57)

= 2024, + Ay <(u2 + 112) (éTé + CZTOZ> — 2uv (éTCZT + dé))

4 (w2 +0?) (d! + de) — 200 (e + (1+d1d))), (2.58)
h = 202 A — 2uvAy + [Al (u2 + v2) — 2uvA2] <6Té + cZTcZ)

+ [As (v +0%) — 2uv Ay ] (éd—i— dTéT) : (2.59)

Se exige que el término con el factor éd+d'é! sea cero, pues queremos que
el hamiltoniano sea diagonal, esta condicién produce la siguiente ecuacion

Ay (u? + 7)) — 2uvA; =0, (2.60)

sustituyendo las expresiones para u (2.51) y v (2.52)

A, (cosh? (t) + senh® (t)) — 2A;cosh (t) senh () = 0, (2.61)

de donde resulta
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Ay 2cosh(t)senh(t)  senh(2t)

22 = , 2.62
Ay cosh?(t) +senh® (t)  cosh (2t) (262)
A
tanh (2t) = =2, (2.63)
A
como
tanh® (z) = 1 — ! (2.64)
B cosh? (z)’ '
entonces
A
cosh (2t) = ————, (2.65)
VA2 — A2
y usando la relacion trigonométrica
cosh (22) = 2senh? () + 1, (2.66)
A
L — 2senh?®(t) + 1, (2.67)

VAT — A3

de donde se obtiene

senh? (1) =

N —

A
y por lo tanto, segtin (2.50)
1 Ay
cosh®’(t) == | ———=+1] =4’ 2.69
Podemos ahora calcular u? + v? y uv, para luego sustituir en ecuacion

(2.59) y obtener una expresion para h en términos de A; , Ay y los nuevos
operadores de creacion y anhiquilacion

u2+v2=l L%—l +1 L—l : (2.70)
2\ /A2 A2 2\ /A2~ A2
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A
U2 + U2 = ﬁ, (271)
VAL — A
3 3
w = Ay ) 2 Ay (2.72)
2\ A2 = A2 V2 \ JA? — A2
1| A2 1 [A2—A24 A2 1 | A2
=\l l=5 —121+22=— —2 (2.73)
2\ A2 — A2 2\ A2 A 2\ A2 — A2
1 A
(T — — 2.74
NEE: .

entonces

h = 2z —— -1 4, -2[-————o 14
<2<W—Aa )) 1 <2¢7A%—A%> i

+ | A

Al 1 A2 At A 3
2 ) o2 ) | (étedtd 2.75
1<\/A§—Ag) (2 A%—A%) ? ( ) (2.75)
_A A
VA2 — A2 JA2 — A2
A A3
VAT — A3 A} - A3

ho=JA2 — A2~ A, 4 (/A2 — A2 (é*é+d%i). (2.77)

Usemos entonces (2.43) y (2.44), para escribir el operador hi = h v luego
sustiruirlo en (2.37). Notemos primero lo siguiente

_|_

(é*é + d*d) , (2.76)

b = udye + val (2.78)

dy = ud_y + val, (2.79)
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es decir

b = d_y, (2.80)

entonces

he = \/(€k + Ugn)® — (Ugn)* — (ex+Uong)

(et Un)* — Won)? (s + e o), (281)

he = \/ (ex)? + 2Ugney — ex — Upn

+\/ (ex)” + 2Upney (éLék + éiké_k> , (2.82)

. U
H = OnN + Z [\/ 2 4 2Ugnex (ckck +¢f e k>

k>0
2
+\/(5k) + 2Ugnex — €x — Uon:| , (283)
- Uon
H = ; N—|— Z \/ Ek —|— QUonékaCk
K20
1= Z {\/ > 4 2Ugnex — e — Uon} . (2.84)
k;so

El ultimo término de la ecuacién anterior, es una suma que diverge, esto
se debe a la aproximacion que se ha hecho desde el inicio, con respecto al
potencial efectivo con el que modelamos las interacciones entre las particulas,
ya que solamente tomamos en cuenta interacciones de contacto y ademas su
validez se restringe a valores pequenos del momento. La correcciéon para evitar
este problema implica un cambio en la expresion del término de interaccion,
dicha coreccion es de la forma [23]

Uo m
Ui U | 14+ = 2.
0~ 0<+szﬂ)k2h2)’ (2.85)
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entonces

1
_5 Z [51{ + Upn — \/(5k>2 + 2Ugn€k] —

k0
1 (Uon)? 2
-3 kZ#) ex + Ugn — 2o \/(gk) + 2Uyneg (2.86)

La suma de la expresion anterior, podemos aproximar por medio una
integral sobre los niveles energéticos, agregando un factor de densidad de
estados por nivel energético [27]

3 1
g(e)= h327r (2m)2 ez, (2.87)
1 (U[)TL)2 2
_5 Z ex + Upn — 2er — \/(ﬁk) + 2Upnex | —

k40

1V 3 [ (Ugn)®
—————(2m)2 Vek | ex + Upn —

2(27r)2h3< ) /0 ) ( koo 261

— \/(5k)2 + 2U0n5k> dey, (2.88)

haciendo un cambio de variable

€k
=,/— 2.89

escribimos

N

3
Uon o <ﬂ>

2 T
Umn .7 (na® 2 8
TN (R (2 2.

12 3
_ Uon 128 [na® , (2.91)
2 " 15V x

& 1
/ x2(1+x2———x\/1’2+2>dx
0

212
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de modo que (2.84) se escribe como

~ U 128 [na? 2 A 4
H==0N (1 + 15 / T) +) \/(gk) + 2Ugnexé] . (2.92)

k£0

En esta tltima expresion el primer término del lado derecho corresponde
a la energia del estado base Fy. Los términos de la suma corresponden a las
excitaciones elementales, donde éf(ék es el operador de niimero de cuasipar-
ticulas. El factor

e = \/ (ex)? + 2Ugnocx, (2.93)

corresponde a la energia de las cuasiparticulas?® y

Upn 128 [na3
Eh=—N/|[14+ —4/ — 2.94
07 9 <+15\/7r>’ (2:94)

corresponde a la energia del estado base. Podemos encontrar la energia del
sistema, calculando el valor esperado del operador H, y cambiando la suma
sobre k a la suma sobre los niveles de energia, obtendremos

2NU,
E=Ey+ )\ + = (), (2.95)

e#0

donde (71.) es el namero de ocupacion de cuasiparticula con energia .

2.2. Criterio de Landau

Nuestra intencién es calcular la expresion para la velocidad critica, cuando
se ha deformado la relacion de dispersion de las particulas que conforman
el condensado de Bose-Einstein. Hay experimentos que aportan evidencia
de la existencia de esta velocidad critica en condensados, incluso se han
hecho algunas estimaciones de su valor [14]. Debemos entonces obtener una
estimacion tedrica de la velocidad critica, y una forma de hacerlo es utilizando
el criterio de Landau [17].

2Denotaremos con una tilde a las propiedades correspondientes a cuasiparticulas.
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El criterio de Landau encierra informaciéon acerca de la naturaleza de la
superfluidez y nos proporciona una manera para determinar un parametro
importante, que es la velocidad critica. La velocidad critica es la velocidad
minima a partir de la cual el fluido pierde la propiedad de superfluidez, y
por lo tanto se mueve perdiendo velocidad. Visto desde el modelo del fluido
compuesto de Landau, podemos decir que es la velocidad a partir de la cual
la componente de superfluido empieza a reducirse.

Para entender el mecanismo que hay detrds de este criterio, debemos
comprender el rol que juega la friccion o la viscosidad a este nivel, donde los
efectos cuanticos son importantes. De manera cotidiana, podemos entender
a la friccion como una fuerza capaz de restarle movimiento a los objetos. Es
decir, la friccién se encarga de transformar la energia cinética de un objeto
deslizante, en energia térmica. Sin embargo, a nivel de particulas o molecular,
la energia térmica tiene una interpretacion cinética de nueva cuenta: lo que
se perdidé como energia cinética del cuerpo macroscopico, se transformé en
energia cinética de particulas microscopicas. Pero como ya mencionamos, a
este nivel el comportamiento del sistema es gobernado por la mecénica cuén-
tica y una de las facetas mas importantes de esta tltima son las cantidades
discretas de energia que puede tener un sistema cuéantico. A diferencia de los
sistemas clasicos, un sistema cuéntico, como lo son las particulas que for-
man un condensado de Bose-Einstein, no pueden absorber o adquirir energia
de manera continua y estan limitados a recibir energia en pequenos paque-
tes, es decir, su espectro es discreto. Por ejemplo, a bajas temperaturas, los
estados permitidos para las particulas en un condensado, estan claramente
diferenciados y, entre el estado base y el primer estado excitado, existe una
diferencia de energia determinada. Para que una particula pase del estado
base al primer estado excitado, debe recibir exactamente esa diferencia de
energia.

Consideremos ahora un fluido compuesto por particulas que se encuen-
tran en el estado de minima energia. Si dicho fluido experimenta friccion,
poco a poco perdera su energia cinética, la cual se convertira en energia tér-
mica. Esta energia térmica se manifiesta en forma de vibraciones o fonones,
y es absorbida por las particulas del estado base para pasar al primer esta-
do excitado, es decir, el numero de particulas en el estado base empieza a
reducirse.

El criterio de Landau surge al analizar la energia de una excitacion ele-
mental vista desde distintos marcos de referencia, uno donde el fluido estéa
en reposo y otro donde las paredes del contenedor o el marco del laboratorio,
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estan fijos. Si en un marco tenemos que el sistema consta de cierta energia
E' y tiene momento P, entonces en otro marco que se mueve con velocidad
v con respecto al marco original, se observara la energia del sistema como

1
E' = E—P-v+§Mv2, (2.96)

donde M es la masa que compone el sistema. Consideremos el caso particular
en el que el primer marco se mueve junto con el fluido (a velocidad v),
que ademés se encuentra en el estado base y cuya energia denotamos por
Ey; entonces el momento medido en ese marco de referencia sera cero, pues
el fluido no se puede con respecto al marco de referencia. De esta manera
obtendremos (visto desde el marco del laboratorio o de las paredes)

1
E' =Ey+ §Mv2. (2.97)

Si en la situacion anterior, surgen excitaciones elementales, la energia del
sistema tendra un término adicional

E = Ey+ &, (2.98)

donde €, es la energfa de la excitacion elemental, con momento p, medido
en el marco donde el fluido se encuentra en reposo. Entonces, en el segundo
marco de referecia tendremos

1
E'=Ey+é —p-v+ §MU2, (2.99)
el término adicional, en comparaciéon con (2.97)

& =éy—D-V, (2.100)

es el cambio de la energia que aparece con el surgimiento de la excitacion
elemental, o visto de otra manera, como la energia necesaria para crear una
excitacion elemental visto desde el segundo marco. Este término debe ser
negativo, pues la energia del fluido disminuye, como ya habiamos comentado
antes, cada que hay presencia de excitaciones elementales

& —P-v <0, (2.101)

Al observar la desigualdad (2.101), nos damos cuenta que debe existir
alguna restriccion para la velocidad, pues esa desigualdad debe mantenerse
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para que exista la excitacion elemental. La cota que obtenemos cuando p y
v son paralelos, es la menor de todas cuando se varia el angulo que forman
dichos vectores, asi resulta
5
P <. (2.102)
p

Aqui es donde surge el criterio de Landau, pues la velocidad critica, defi-
nida como

U, = min (Efp) , (2.103)

D

es la menor velocidad necesaria para que se produzca una excitaciéon elemen-
tal. Por debajo de la velocidad critica, no es posible que surjan excitaciones
elementales a partir de la interaccion del fluido con las paredes del conte-
nedor. Recordemos que la velocidad de la que hemos estado hablando es la
velocidad entre los marcos de referencia, de modo que esta velocidad repre-
senta también la velocidad del fluido con respecto al marco del laboratorio,
o las paredes del contenedor. Podemos cambiar un poco la perspectiva y sus-
tituir las paredes por un objeto o potencial que se mueve con esta velocidad
dentro de un fluido estético, la situacion es equivalente y esto es lo que hacen
en el experimento [14] para estimar el valor de la velocidad critica.

En dicho experimento atraviesan el condensado con un potencial electro-
magnético, producido por un laser. Mueven el potencial (aqui el laser juega el
papel de las paredes del contenedor) a lo largo del condensado con distintas
frecuencias y amplitudes, es decir, a distintas velocidades. Las mediciones que
hacen del condensado es con respecto a la fraccion del condensado, es decir,
el cociente entre las particulas en el estado base y el total de particulas en el
gas. Las mediciones indican la existencia de dos regimenes de disipacion, uno
donde es practicamente nula y otro donde rapidamente decrece la fraccion
del condensado. La velocidad que marca la transiciéon entre un régimen y
otro, es la velocidad critica.
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Capitulo 3

Condensados de Bose-Einstein

Para poner a prueba nuestro trabajo, debemos tomar un sistema para
desarrollar la teoria y obtener una prediccion de sus propiedades. Dicho siste-
ma debe acercarse a lo que se encuentra en los laboratorios, ya que buscamos
hacer una comparaciéon de buena calidad.

Los condensados creados en laboratorios, son atrapados mediante poten-
ciales tipo oscilador armoénico, no isotrépico, sino con un eje de simetria
radial. Nosotros consideraremos un potencial armoénico isotrépico como una
primera aproximaciéon con la cual contrastar.

3.1. Potencial tipo oscilador armoénico isotropi-
co

A lo largo de este capitulo estaremos usando la aproximaciéon de Hartree
para la funcion de onda, la cual basicamente senala lo siguiente.

Podemos considerar la funcién de onda de un sistema de N cuerpos,
como la funcién de onda de un solo cuerpo, siempre y cuando el sistema se
encuentre a bajas temperaturas y el sistema sea bosénico. Pensemos en lo
siguiente, a bajas temperaturas, un sistema de bosones tiende a condensar lo
cual significa que todas las particulas tienden a estar en un mismo estado. Si
todas se encuentran en un mismo estado, tiene sentido tratar N particulas
con los parametros correspondientes al estado de 1 particula, ya que todas
se encuentran en el mismo. Es decir, pasamos de representar a la funcion de
onda del sistema

21



22 CAPITULO 3. CONDENSADOS DE BOSE-EINSTEIN

\I/E\If(ri,...,rN)znqb(ri), (3.1)

con v (r;) representando la funcién de onda de particula individual a

U =0(r)=VNy(), (3.2)

la representacion de Hartree.
La funcién de onda de particula individual est4 normalizada

L (r) d®z =1, (33)

de modo que

| (r)]*d®z = N. (3.4)

R3

3.1.1. Potencial atrapante

La soluciéon del problema de una particula en un potencial tipo oscilador
armonico isotropico se puede encontrar en [28| completamente desarrollada.
El potencial atrapante esta dado por

1
V(x,y,2) = émwz (® +y* + 27). (3.5)

La soluciéon al mismo problema, considerando interacciones, se obtiene
a partir de un método perturbativo [29]|, tomando como base la solucion
del problema sin interacciéon. La nueva soluciéon es muy parecida, pero los
parametros cambian un poco funcionalmente, véase las ecuaciones (3.7) y
(3.18), donde la expresion de la longitud caracteristica, y por lo tanto la
extension de nube, se ve modificada; lo mismo sucede con la frecuencia de
oscilacion.

Lo anterior se puede entender de la siguiente manera. El efecto de las
interacciones entre particulas se traduce en un cambio en la extension del gas,
asi cuando las interacciones son repulsivas, dicho gas aumenta de volumen, y
cuando las interacciones son atractivas, se contrae. La simetria de dicho gas
no cambia, pues el potencial continta siendo isotrépico, por lo tanto es de
esperarse que las soluciones a la funcién de onda del sistema, sean parecidas
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al caso ideal. Los parametros que definen las nuevas soluciones, son funciones
de los parametros constantes que aparecian en la solucion del caso ideal.
Las soluciones (en una dimension) estan dadas por

X

U () = ————H, (%) exp <—2—;> , (3.6)

de donde

() ()"

con ¢ la longitud carécteristica del caso sin interacciones

= (%) : (3.8)

y H,(y) denota los polinomios de Hermite, de los cuales usaremos los dos
primeros

Hy (y) =1, (3.9)

Hi (y) = 2y. (3.10)

La solucién para una particula en tres dimensiones es de la forma

Unonyn. (2,9, 2) = thn, (2) Un, (y) thn. (), (3.11)

la cual estd normalizada.

Usaremos la aproximacion de Hartree para escribir la funciéon de onda del
condensado, concretamente cuando las particulas se encuentran en el estado
base y cuando estan en el primer estado excitado. Mas alla de los primeros
dos estados puede ser que dicha aproximaciéon no sea buena.

La funcién de onda del condensado con N, particulas en el estado base es

\IJO (:Ev Y, Z) = \/FO@DOOO, (312)

explicitamente

Ny \ 2 2% +y? + 22
\I}O (JZ,y,Z) = ( ° ) eXp <_$) ) (313)

3
m2b3
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y en el primer estado excitado

Uy (z,y,2) = % (Y100 + Wo10 + Yoo1) - (3.14)

Toda la informacién asequible al sistema esta contenida en la funcion de
onda, por lo tanto, a partir de ella podemos calcular y estimar algunas de
sus propiedades, como son la energia cinética, la energia de interaccion y la
potencial.

La energia cinética se calcula segtin

. h2

E¥r = — [ VU)?dy, 3.15
s [ TP d (3.15)

la energia de interaccion
= Loy [ jwte? 3.16
— 50 V| d’z, (3.16)

R3

la energia de la trampa

E"P = / V (z,y, 2) |[V]* d*z. (3.17)
R3

3.1.2. Energia y momento

Tomando en cuenta que en el caso con interaccion, la extension de la
nube se ve modificada, podemos aproximar el sistema como aquel atrapado
por una potencial con una frecuencia efectiva (@) dada por

h
mb?’

en analogia con (3.8). Asi podemos calcular la energia de una particula como

(3.18)

0 =

3
Engnyns = (nx +ny +n, + 5) heao, (3.19)
y por ejemplo, la energia total del sistema en el estado base seria
3 -
Ey = Nogooo = §N077/~U, (3-20)

y en el primer estado excitado
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5
El - Neih&:}. (321)
Si tomamos en cuenta el volumen del gas como

V= %ﬂb?’, (3.22)

entonces

h 47r%
5= (28 3.23
s m(gv), (3.23)

y encontramos que la energia por particula en el primer estado excitado es

2
5 (4m\? h?
=-| = 3.24
€1 9 ( 3 ) myga ( )

formula que usaremos méas adelante.

Otro elemento que sera necesario calcular, es la expresion del momento
de las particulas fisicas en el primer estado excitado. Dicha expresion se
encuentra a partir de la ecuacion (3.15). La ecuacion (3.15) se refiere a la
energia cinética total de las particulas en la nube térmica, de modo que
al dividir por el nimero de particulas obtendremos la energia cinética por
particula, i. e.

. h2
kin 2 13
— v, | d3z. 3.25
T T 9N, R3| e (3.25)

Usaremos la expresion para la funcion de onda (3.14) y la férmula de la

integral
o 2 2k — 1!
/ e dr = W\/E, (326)
—00 a a

en donde n = 2k con k € Zy a > 0, si n = 2k + 1, entonces la integral es
cero.
Empezamos calculando la expresion del interior de la integral en (3.25)

2Ne % _z2+y22+22 X o
VU, = (37%5) T (- @ryTa)a

+<1—b%(x+y+z)>gy+(1—b—22(x+y+z)) e;} .(3.27)
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2N, _sml4s? 2
|V‘I/1|2 = 37r%b5€ b2 {(1—ﬁ($+y+2))
Y 2 c ?

falta entonces calcular la integral de la siguiente ecuacion

h2 2N z+y +22 2
kin € 2 _
S = ) K (1S )

+ (1—%(m+y+z)>2+ <1—%($+y+z)>2} d*z (3.29)
:3mij:3b53/me w(1—6—2( +y—|—z))2d3x (3.30)

— m:ébf’ /RB o Tt {1 - b% (2* + 2y + x2)
:li (% +y* 4+ 2° + 2zy + 2yz + 2x2)] dv (3.31)

= o |07 (5 e (B (v

i (@bg)z (V) + (\Fbg)Q(fb))] (3.3
mizbf’ (ﬁb)g <Z> ’ (3:33)
ghin — 4?:;. (3.34)

Usando la expresion para la energia cinética en términos del momento

kin p
= 3.3
E1 m7 ( )
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y comparando con (3.34), obtenemos

5h
p= \/;5, (3.36)

que a su vez podemos expresar en términos del volumen (3.22), de modo que

5 (47\? &
— /2 ( . 3.37
b \/;(3) Vs (3:37)
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Capitulo 4

Excitaciones elementales

En este capitulo introduciremos la relaciéon de dispersion modificada en
nuestro modelo y estudiaremos sus repercusiones sobre los elementos mas
relevantes.

Con el fin de aplicar el criterio de Landau y poder determinar la velo-
cidad critica de nuestro sistema, calcularemos la energia de las excitaciones
elementales y su momento asociado.

Nos apoyaremos sobre algunos datos experimentales para contrastar nues-
tros resultados. Mostramos como obtener alguna cota sobre los parametros
involucrados en la relacién de dispersion modificada.

4.1. Energia y momento de cuasiparticula

En esta secciéon nos concentraremos en el término correspondiente a la
energia de las cuasiparticulas de la ecuacion (2.93). Debemos remarcar que
hemos considerando que los tnicos estados ocupados en el sistema son el
estado base y el primer estado excitado, es decir todos los demas estados
excitados se encuentran vacios. Esto ultimo es consecuencia directa de la
expresion del nimero de ocupacion

1
<n€> = e(f_ﬂ)//37 (41)

va que! B = kT y para temperaturas bajas (T') y niveles de energfa altos (¢),
el nimero de ocupacién es practicamente cero.

TAqui & representa la constante de Boltzmann y tiene el valor de 1.38 x 10723JK .

29
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Asi el nimero de ocupacion del primer estado excitado, representa el total
de particulas en la nube térmica

(ne) = Ne. (4.2)

Si el nimero de particulas en estados excitados /N, es mucho mayor que
1, entonces es valido hacer la siguiente aproximacion para el nimero de ocu-
pacion de cuasiparticulas

- (ne)
(ne) = T+ () ~ 1. (4.3)
Usando los parametros experimentales de [14], el namero de particulas
toma el rango N € [3 x 10°, 12 x 10°], nosotros usaremos el promedio?* N =
7.5 x 105, Ademas con una longitud de dispersion a = 2.75 x 10~%m y las
dimensiones del gas ¢; = 22.5x 107 %m, ¢, = 22.5x 107 %m y ¢35 = 75 x 10~ 5m,
que corresponden a los radios de un elipsoide alargado. Como consecuencia
el orden de N, ~ 10* y la estimacion en la ecuacién (4.3) resulta adecuada.
Puesto que el primer estado excitado es el tinico que contiene particulas
la suma de la ecuaciéon (2.95) se reduce a un solo término

E=le2+ 2]¥/er (Re) . (4.4)

La expresion anterior corresponde en realidad a la energia de cuasiparti-
cula individual, ya que el nimero de ocupacién es 1, entonces

2NU,
E=1/e?+ % Oc. (4.5)

Recordemos que las particulas de la nube térmica se encuentran bajo el
efecto de un potencial armoénico isotropico, con una frecuencia efectiva @.
Como ya se menciond, podemos calcular rapidamente la energia de dichas
particulas usando la ecuacion (3.19)

€= 571&3 (4.6)

Nos interesa introducir la relacion de dispersion (1.1), en la ecuacion (4.5)
para determinar la energia de las excitaciones elementales bajo este nuevo

2Segtin el articulo, al final de proceso de formacién del condensado, el ntmero de
particulas se reduce al 60 %.
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régimen. Para ello es necesario revisar como se ven afectados cada uno de los
elementos que componen dicha expresion.

En primer lugar, la expresion para la energia de cuasiparticulas involucra
la energia alterada de particula fisica, es decir, la ecuacion (4.6) se vera
modificada como sigue

5
g = 571&1 + ap”. (4.7)

En segundo lugar, observemos que el niimero de ocupacion de la ecuacion
(4.4), depende de la energia de particula fisica y si ésta se ve modificada
por una nueva relaciéon de dispersion, vale la pena preguntarse ;que sucede
con el nuevo ntimero de ocupacién (f./)? Para responder a esta pregunta
calcularemos la expresion para el nimero de ocupacion, usando la relacion
de dispersion (1.1) en la expresion (4.1)

1 1
(ner) = e@—m/B ~ cop"/Bele—m)/B"
Pensemos ahora en lo siguiente: dado que los experimentos y observa-
ciones realizadas para poder comprobar el posible rompimiento de simetria,
han fallado, es razonable asumir que el pardmetro « es lo suficientemen-
te pequeno para haber eludido dichas pruebas. De modo que la cantidad
exp (ap™/B) =~ 1, asi resultara

(4.8)

(xpn

(ne) = e 7 (ne) = (ne), (4.9)
y, consecuentemente
(Rer) = (ie) - (4.10)

Debido a lo anterior, podemos decir que la expresiéon para la energia de
cuasiparticula modificada esta dada por

2NU,
1%

Reescribimos la ecuacion (4.11) usando (4.7), conservando tnicamente los
términos hasta primer orden en « (la mayor contribucion es a primer orden
en «a, pues o =~ 0)

2NU NU
5’:\/g2+ V0£+2ap"(€+ V0>’ (4.12)

~/

g =1/e?+

e, (4.11)
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usando el teorema del binomio® obtenemos

|, 2NU, e+
g =1/e2+ v Yot apt —L (4.13)
[c2 2T -

3

Usando la ecuacion (3.24), junto con (2.2), nos permite escribir (4.13)
como

o 4r\3 h* 1 |25 (47\?® 207Na
g = ) 2=
3) mys\ 4\ 3 V3
2
1 5 3\3 47Na
4\ 3+ () e
()} G »
3 \/25 (4_7r)§+207rNa
2 \3 vy
y dado que
2
5 3\347rNa
e il 4.15
2<<(47r) Vi (4.15)
25 [4m\ 3 20mNa
- ZE 4.16
4 (3) 3 (4.16)
escribimos

o (A SHO1 25 (4n %+207rNa+an 3\% [4rNa (417
“\3) myz\ 4 3 Vv P\ ar 5V

y usando la expresion que obtuvimos para el momento (3.37), tendremos

1 2
A4T\3 h? 1 25 (4m\3 20mNa 1 47 Na
4 - I - T 5 - - +—1 + __n 1 418
: <3) ng\/4(3> Vs aV§ 5Vs (4.18)
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@za(%) [ g(%)hr (4.19)

Para calcular el momento asociado a la cuasiparticula hacemos a = 0,
pues la ecuacion (4.18) debe reducirse al caso usual, es decir, &' = £

Wl

hk 16mNa
s = —— [ k? 4.2
c 2m + |72 (4.20)
de donde concluimos que
B2 5 (4n\S K2 1
=2 () == (4.21)
2m 2\ 3 mYys

k=5 (4—7T>é L (4.22)

y finalmenente

p=5 (41);’ n (4.23)

4.2. Velocidad critica

Segun el criterio de Landau (1.2), tenemos los elementos suficientes para
calcular la velocidad critica usando (4.18) y (4.23)

Ve = i V; , (4.24)
4m\3 h
VB ()
1 A1 25 (47m\3® 20mNa
UC — = —_— _ I
smVys |\ 4 3 3
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Podemos utilizar de nueva cuenta los parametros experimentales de [14],
en la ecuacion (4.25) (con aw = 0) y contrastar con lo obtenido en el experi-
mento, que fue una velocidad critica

ve = 1.6 mm/s. (4.26)

Obtenemos entonces la siguiente prediccion para la velocidad critica

Ve = 2.82 mm/s, (4.27)

cOon umn error

e
o =vel 430, (4.28)
Ve
que equivale al 43 %. La prediccion que obtenemos esté en concordancia con
los resultados de [30, 31], que son simulaciones numéricas del caso de un gas
homogéneo descrito por la ecuacion no lineal de Schrédinger.

Nos podemos dar cuenta rapidamente, que la velocidad critica depende
de tres pardametros experimentales: el niimero de particulas, el volumen y la
longitud de dispersion; al variar estas cantidades podemos obtener distintos
valores para la velocidad critica. También podemos considerar la densidad
(p = N/V) en lugar del ntimero de particulas, como una variable, asi obser-
vando la ecuacion (4.25), podemos eescribirla

1 h |25 (475 1 .
Vo= —=—A\—| =— ) —= Ta
Vim\ 4 \ 3 Vi P
2 1 1 n
a (An\ 3 _ 2 [dmap | (4m\3 (H\2 h
= 174 - ) =
+W3<3) Vs [(3> <2> Vs

Nos preguntamos ahora por el cambio de la velocidad critica, conforme
al cambio del volumen, manteniendo la densidad constante, es decir

_1
(avc) 1k (—1) 25 (47r)3 1 (25 (47r>3 Lo 2
— ) == )=|=] == = a
ov) ~Vsm\3)a\3) vil4\3) 3 P
<2—n) o <47r)5 1 [4rap (4W)%<5>5 nl"
+ > =\ o5 1 5 a 1
3 Jn/ia\3) iV s 3 2) Vi

(4.29)
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haciendo

f

1Bb_»r (4r %V% Ove
2 Jmap \ 3 oV p

4 2 -3
25v5  R* [(4m\® 1 (25 [4m\*® 1 ’
-|-—\/_ hall — | = = — +207ap , (4.31)
8 my/map \ 3 Va4 \ 3 V3

obtenemos la siguiente ecuacion

v [(5)0) 8]

Cabe senalar que f es una funciéon de parametros experimentales y de-
pende ademas del valor que se mida de la derivada de la velocidad critica
con respecto al volumen. De este modo se obtiene una relaciéon directa entre
los parametros que definen la modificaciéon de la relaciéon de dispersion. Es
conveniente entonces plantear una serie de experimentos, para medir los dis-
tintos valores de la velocidad critica, variando el volumen y manteniendo p
constante. Con esta medicion se puede calcular el lado derecho de la expre-
sion (4.31) de manera explicita (usando también los datos experimentales «,
p v V) y consecuentemente, obtener una relacion entre o y n, (4.32).

Podemos preguntarnos por el cambio de la velocidad critica cuando va-
riamos la longitud de dispersion a, es decir

2 —3
ov, 10 Ama {25 (4w \3 1
—C) = == ) = +920 4.33
(8a)p Vh m <4(3> V§+ 7rap> (4.33)

2 1 n
« Am\ 3 2 [dmp | (47 5\2 h
- (== Vi 222 e
v ls) Y [(3) (3)

y de nueva cuenta definimos un parametro que depende solamente de datos
experimentales, parte de este pardmetro involucra la derivada de la velocidad
critica con respecto a la longitud de dispersion, lo cual involucraria de nueva
cuenta, una serie de experimentos para medir este cambio de la velocidad
critica

(4.32)

W=

, (4.34)
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= 5i 4_7T s @ Qe
7= Vi3 mp \ Oa P

2 2 -
hra (4m\® 1 a (25 (47\3 1
—10v'5 — ) -/ — | —=] —=+20 . 4.35
J_m (3)X@pr<4(3>xﬁ+ WW) (4:35)
Obtendremos entonces la relacion

47r%5%hn
3 2) Vs

la cual podemos sustituir en (4.32) a través de «, para obtener una relacion
para n, en términos de f, gy V

[NIES

g=« : (4.36)

f=g@2-=n), (4.37)
o1
n=2- (4.38)

Hemos logrado determinar una expresion para el parametro n y en con-
secuencia, también una expresion para «, en términos de parametros y me-
diciones experimentales.
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Conclusiones

Hemos logrado mostrar que el posible rompimiento de la simetria de Lo-
rentz, a través de una relacion de dispersion modificada, tiene consecuencias
directas sobre el rango de superfluidez en un condensado de Bose-Einstein.

[lustramos conceptos como el criterio de Landau, el cual ha resultado
ser una herramienta 1til y sencilla en la estimacion de la velocidad critica.
También se expuso el concepto de superfluidez y la relacion que guarda con las
excitaciones elementales. Se logré una exposicion del concepto de excitaciones
elementales, el cual es un elemento fundamental en el drea de condensados de
Bose-Einstein y por lo mismo, invita a explorar este aspecto en una amplia
diversidad de sistemas.

Se ha abordado un problema complejo como el de un gas ultra frio atra-
pado en un potencial isotrépico, donde existen interacciones. Dicho trabajo
se pudo contrastar con resultados experimentales, lo cual nos proporciona
una nocién de lo acertado que han resultado los célculos. También han salido
a la luz una serie de puntos y detalles, en donde nuestro desarrollo podria
ser refinado, ya que esta area del conocimiento recurre a una variedad de
aproximaciones para tratar problemas que siguen abiertos.

Finalmente mostramos la manera en la que podemos obtener informacion
acerca de los parametros que definen la modificaciéon de la relacion de dis-
persion. Obtenemos una prediccion para el valor de los parametros o y n,
sin recurrir a ningtn tipo de estimacién o suposiciéon acerca de sus valores
o magnitudes, tnicamente hemos partido de la relacion (1.1). Este resultado
se distingue del tratamiento que se hace en trabajos como [32], donde en
una primera instancia se establecen los posibles valores que puede tomar n y
se procede a estimar cotas para «. Nuestro resultado se apoya fuertemente
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en la medicion de (4.31) y (4.35), lo cual nos motiva a proponer una serie
de experimentos que nos permitan medir estos parametros. Hemos de notar
ademés que, la forma en la que se obtuvo el resultado (4.38) nos muestra que
para poder determinar de manera exacta los parametros « y n, es necesario
obtener dos ecuaciones que relacionen dichas incégnitas, el hecho de que la
velocidad critica (4.25), dependa de varios parametros experimentales, nos
permite obtener ecuaciones suficientes para resolver el sistema. Esta es una
clara ventaja de los condensados de Bose-Einstein, pues varios de los paré-
metros que influyen en las caracteristicas de estos sistemas, son manipulables
desde el punto de vista experimental, lo cual nos brinda una amplia variedad
de posibilidades.

Es necesario senalar que el presente estudio agrega una nueva opcién a
la lista de experimentos [33] que pueden realizarse en un laboratorio, para
probar el rompimiento de la simetria de Lorentz. Es decir, se sitia a los
condensado de Bose-Einstein (junto con la superfluidez), como una opcién
adicional a los experimentos con atomos a bajas velocidades [32, 34|. Surge
ademas motivacion suficiente para explorar efectos mas alla del que tiene la
relacion de dispersion modificada, sobre la superfluidez en los condensados,
es decir, explorar las repercusiones sobre otras propiedades que mantienen
un dependencia con la relaciéon de dispersion. Tal podria ser el caso de con-
densados atrapados por su propia gravedad, también llamados estrellas de
bosones [35, 36, 37|, se podria estudiar los efectos que tiene las excitaciones
elementales sobre el radio de dichos objetos y como podria verse afectado al
incluir una relacion de dispersion modificada. El rango de posibilidades donde
incluir este tipo de consideraciones parace ser amplio, con lo cual aumenta el
terreno de la fenomenologia de gravedad cuéntica através de los condensados
de Bose-Einstein.
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