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Resumen

Este trabajo esta relacionado con dos variantes de juegos: los juegos estocésticos sensibles
al riesgo y los juegos estocésticos transitorios con tiempos de paro. La idea principal del trabajo
consiste en encontrar condiciones para obtener las soluciones o equilibrios de Nash de estos juegos.
Una primera parte del trabajo se enfoco en determinar condiciones para establecer las soluciones y
sus aproximaciones, asi como en construir algoritmos para generar estas aproximaciones y en dar
estimaciones del error que se comete al emplear éstas. La segunda parte del trabajo se centr6é en
determinar condiciones que nos permiten asegurar que el modelo utilizado para el caso de juegos
estocéasticos con tiempos de paro, en el cual el primer jugador tiene una funcién objetivo dada por
la recompensa total, tiene solucién. Para esto fue necesario imponer condiciones de transitoriedad
sobre los juegos estocasticos considerados. Es importante observar que el modo en el que se obtuvo
la solucién fue mediante el teorema del punto fijo de Banach, a través de un operador de contracciéon
adecuado. Este modo de trabajo, nos permiti6 no solo dar la solucién y su caracterizacion sino ademés,
nos permitié proponer una selecciéon en caso de multiples equilibrios respecto al enfoque del primer

jugador.



Introduccion

Un juego es una lista que consiste de tres elementos. El primer elemento son los jugadores. El
segundo elemento son las acciones o estrategias que podran usar los jugadores, dependiendo del juego
y el tercer elemento es una funciéon de recompensa para los participantes [7, 31| y [72]. En resumen, un
juego es una situacion en la cual los jugadores pueden elegir una estrategia para poder participar en el
juegos; la idea, para cada uno de los participantes, es encontrar la accién que les da una recompensa
méaxima. Cuando se puede hablar de una repeticion del juego, los jugadores pueden usar una combi-
nacioén entre sus estrategias para alcanzar su maxima recompensa. Esta combinacion de estrategias
son conocidas como “estrategias mixtas”’, mientras las otras se les conoce como “estrategias puras”. El
objetivo principal de los juegos es encontrar la estrategia (si ésta existe) que le da a cada jugador
la mejor recompensa. Para un tratado formal sobre la definicién de un juego se pueden consultar las

siguientes referencias [7, 30, 31, 65] y [72].

El objetivo principal de un juego, como se mencioné antes, es encontrar la estrategia que le
da a cada jugador la maxima recompensa. Este concepto es conocido como “Equilibrio de Nash” [40],
que en un sentido heuristico es una medida del comportamiento de los participantes. Este equilibrio
depende del tipo de estrategias que los jugadores usaran durante el juego. Se puede mostrar que hay
algunos juegos para los cuales no existe el Equilibrio de Nash en estrategias puras, pero existe el
equilibrio en estrategias mixtas. (Uno de los juegos mas famosos para ilustrar este caso es el juego
de tirar un volado [72]). Sin embargo, es bien conocido en la literatura que para el caso de los juegos

finitos en estrategias mixtas el Equilibrio de Nash existe |7, 18, 31, 30] y [72].

En la siguiente seccion, un tipo especial de juegos serd mencionado y estos juegos seran
nuestros antecedentes para el trabajo a realizar [31, 66]. Mas atn, para nuestro trabajo nosotros nos
enfocaremos en juegos bi-personales (solamente dos jugadores) con estrategias finitas los cuales se-
ran realizados a través de tiempos discretos, en una serie de distintos estados de manera secuencial,

i.e. un jugador toma una decisién y entonces el siguiente jugador tiene la opcién de seleccionar su
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estrategia y asi sucesivamente. Siguiendo esta regla también se le puede asociar una funcién de recom-
pensa, asi mismo el objetivo serd encontrar una estrategia que le permita a cada uno de los jugadores

obtener la mayor recompensa posible o en lenguaje de teoria de juegos encontrar el Equilibrio de Nash.

En nuestro caso, el primer jugador trabajard con la recompensa total y el segundo jugador
buscara detener el juego en el mejor momento, esto nos conducira a trabajar con los Juegos Esto-
casticos Transitorios con Tiempos de Paro. El nombre anterior resumira el objetivo del trabajo y la
clase de juegos con la que trabajaremos en esta tesis. Mas aiin, la técnica que se utiliz6é fue buscar un
operador contractivo en un espacio de Banach, para asi asegurar la existencia de un punto fijo [16], lo

cual nos permitié garantizar la solucion de los juegos propuestos.

Ahora nos enfocaremos en describir el orden de este trabajo. En la primera seccion se hablara
de los Juegos Markovianos [41], para después saltar a los Juegos Estocasticos y asi poder trabajar con
los Procesos de Decision de Markov [7, 22]. Esto nos conllevara a una clase méas especial que seran
los Juegos Estocésticos Transitorios y mostrara la necesidad de la convergencia de la serie asociada
a la recompensa total; para el final lograremos ir a la clase de los Juegos Estocasticos con Tiempos
de Paro. En esta clase de juegos se mostraran las condiciones para la existencia del Equilibrio de
Nash. También se incluyeron tres apéndices los cuales redondean el trabajo. El primer apéndice es la
formalizacién del Proceso Estocéstico adjunto a los Juegos Estocasticos. El segundo apéndice es la
base de la técnica que se utiliza para la generacion del algoritmo en los Juegos Estocésticos Sensibles

al Riesgo y el dltimo apéndice resume las ideas basicas respecto al Tiempo de Paro.

Notacién y Conceptos Basicos

Un juego simultaneo y estéatico es una tripleta |7, 31, 72| (A1, A2, R) donde A; denota el
espacio de estrategias para el jugador 1, A, representa el espacio de estrategias para el jugador 2 y R
es una funcién real que depende de A; y As. Como representacion de lo anterior el jugador 1 elige una
estrategia a; de A; y el jugador 2 elige una estrategia as de As. Para el par (aj,as) el pago para el
jugador 1 es R(a1,a2) y el pago para el jugador 2 es -R(a1, az). Supongase que el jugador 2 anuncia al
jugador 1 que estrategia va a utilizar, digamos a2(0) entonces el jugador 1 buscara maximizar su pago
entonces de manera natural elegira su estrategia a1(0) tal que R(a1(0),a2(0)) = méx,, R(a1,ax(0)).
La mejor respuesta para el jugador 2 respecto a estas circunstancias sera anunciar la estrategia as(0)
tal que

méx R(a1(0),a2(0)) = minméx R(a1,a2) =1,
ay az al
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donde 7 (el valor maximo) como lo maximo que el jugador 1 puede obtener si el jugador 2 usa la
estrategia a2(0). Supongase que los roles son invertidos y el jugador 1 tiene que anunciar su estrategia

a1(0). Como el jugador 2 esta seguro de usar as(0) tal que
R(a1(0),a2(0)) = rréin R(a1(0),aq),
2
entonces para el jugador 1 la mejor manera de protegerse es seleccionar a1 (0) tal que

min R(a1(0),as) = mixmin R(aj,as) = v,
az ay az

donde v (el valor minimo) que puede ser interpretado como el valor minimo que puede obtener el
jugador 1 independientemente de las selecciones del jugador 2. Siguiendo esta linea de argumentos.

Entonces es razonable llamar a esta valor comun v el valor del juego para el jugador 1 y
analogamente —v es el valor del juego para el jugador 2.

Todas las estrategias a1 (0) y az(0) tal que R(a1(0),as) > v para todo as y R(a,a2(0)) <wv
para todo a; serédn conocidas como estrategias 6éptimas para el jugador 1 y 2 respectivamente.

Si existe a1(0) € A1, a2(0) € A2 y un ntimero real v tal que R(a1(0),a2(0)) > v para todo
as € Ay y R(ay,a2(0)) < v para todo a; € Ay,

7 = minméx R(a', a®) = v = maxmin R(a',a?) = v
az  al al  a?

y a la inversa.



Capitulo 1

Juegos Markovianos

Definicion 1.0.1. Un Juego Estocdstico o un Juego Markoviano es una sexteta (X, N, A, {A;(x) :

x € X}j=1,.. 0 P, R) la cual consiste de:

“r 0
7

= X un conjunto no vacio y finito mejor conocido como el espacio de estados; donde es un

elemento arbitrario de X.
= N un conjunto finito y no vacio que representa el nimero de jugadores. n = #(N).

s A es un conjunto finito y no vacio conocido como el espacio de acciones o el espacio de

controles. Sea A=A x ... xX A,.

n Sea A;(i) un subconjunto A; que representa las acciones disponibles para el jugador j respecto
al estado i. Notese que {(i,a) : i € X,a € A;j(i)} es un subconjunto de X x A;. Sea A(i) =
A1(i) x Aa(i) x ... x Ay (i), € X. Un perfil o(i) = (a1(i),a2(i),...,a,(i)) consiste de las

elecciones de cada jugador con respecto al estado .

s P: XxAxX — [0,1] representa la probabilidad de transicion; P({j}|o(i),i) se puede interpretar
como la probabilidad de que el siguiente estado sea j dado que se encuentra en el estado i y se

utiliza el perfil o(i).

" R=(r1,...,mn), enla cual 7; : X x A — R es una funcion real valuada que se considera la

funcion de recompensa con respecto al jugador j.

Un juego estocastico estda dado por un conjunto de estados X en donde el juego se va a
jugar para cada estado ¢, en donde el jugador j puede elegir una accién de sus espacio de acciones
A;(7) con respecto al estado i. Cada uno de los juegos se realizan a tiempo discreto t = 0,1,2,.... La
eleccion tomada por el conjunto de jugadores en cada estado determina inmediatamente una recom-

pensa r;(i,0(i)) y una probabilidad P({j}|i,c (7)), que da la ley de movimiento del juego. Para que
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esta explicacion quede més clara se pondra como ejemplo un juego con dos jugadores esto es: Dado el
estado x y que los jugadores eligieron las acciones a1 € A1(i) y as € As(i), respectivamente entonces
los jugadores reciben la recompensa 7 (i, a1,a2) y r2(i,a1,a2) y la probabilidad de que el proximo

estado sea j en el siguiente paso es p({j}|i, a1, az).

Es importante en este momento mencionar que las ideas y definiciones de estrategias puras y
mixtas asi como la de equilibrio de Nash seran introducidas; esto debido a que se repetiran en muchas
de las secciones precedentes. Sin embargo daremos un ejemplo para ver en accién las definiciones
anteriores.

Ejemplo 1 ([69])

El espacio de estados es: X = {1,2}, el de acciones es: A;(1) = A3(1) = {a,b}, A =
{(a,a),(a,b), (b,a),(b,b)} y el nimero de jugadores es: N = {1,2}. En el estado 1, los dos ju-
gadores pueden elegir una accién de su espacio de acciones A;(1) = Az(1) = {a,b} respectiva-
mente. La recompensa inmediata para el jugador 1 dado las posibles acciones son r1(1,a,a) = 4,
r1(l,a,b) = 5,7m1(1,b,a) = 3 y r1(1,b,b) = 2. La suposicién para este juego es que es de suma cero,
esto significa que r3(1,a1,a2) = —ri(1,a1,a2) para todas las parejas de acciones. Si los jugadores
eligieron el par de accion (a, b) en el estado 1, entonces ellos se mueven al estado 2 con probabili-
dad (1/2,1/2), es decir con probabilidad 1/2 se quedan en el mismo estado o se mueven al siguiente

estado; la probabilidad de quedarse en el mismo estado dado que cualquier otro par es seleccionado es 1.

Si los jugadores se encuentran en el estado 2 entonces solo tienen una eleccién en su espacio
A1(2) = Az(2) = {b} y las recompensas inmediatas son r1(2,b,b) = r2(2,b,b) = 0. Una vez que los
jugadores alcanzaron el estado 2 entonces se quedan ahi con probabilidad 1 (esto significa que el estado

2 es un estado de recompensa 0 y ademas absorbente).

Esta descripcion anterior se puede presentar mediante un diagrama; en el cual primero se
presentan los estados y después en cada estado se dan las posibles alternativas de acciones en la
parte superior de la diagonal se muestran los pagos mientras en la parte inferior se menciona con la

probabilidad de quedarse o moverse al siguiente estado esto graficamente se muestra a continuacion:
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a b
a | 4,4 1,0) 959 /2,1/2) 0,0 0,1)
b |3, -3 1,0) 2-2 (1,0) Estado 2
Estado 1

El equilibrio de Nash hablando de una forma intuitiva representa la estrategia del sistema
en el cual ninguno de los jugadores tiene la intencion de modificar su decisién. Ahora supongase que
existe un factor de descuento 9, esto significa que las ecuaciones que caracterizan las correspondientes

estrategia con respecto al equilibrio de Nash son:

7T->1‘<(Z) = Igjx(,)<rl(i’al’a§) +0 E p(j|i,a1,a§)7rf(j)),
ai 1(2 .
jex

m3(i) = méx (ra(i,af,a2) + 6 p(jli,a}, a2)ms(4)).
az€A2(1) jex

La idea intuitivas detras de estas ecuaciones significa que hay que analizar el juego del final
al inicio generando las mejores recompensan usando la informaciéon que proporcionan las transiciones.
Si se supone que el factor de descuento § es 2/3, por la forma del juego la recompensa en el segundo

estado es 0 entonces en la siguiente tabla muestra el juego al que nos estamos enfrentando.

a b
a|4+2/3v,-4—-2/3v | 5+1/3v, =5 —1/3v
b|3+2/3v,-3—-2/3v | 2+2/3v, =2 —2/3v

Se puede notar que el para (b,a) no es un equilibrio de Nash para cualquier valor de v. Si
se ignoran los casos marginales entonces se puede observar que el equilibrio de Nash para el estado 1

son:
v (a,a) siv<3;
w (b,b) siv>09;
v (a,b)si3<v <.

Solo para ejemplificar, si el par (a,a) fuera el equilibrio de Nash entonces se deben cumplir
las siguiente desigualdades 4 +2/3v >3 +2/3vy —4 —2/3v > —5 — 1/3v lo que nos lleva a observar
que entonces v tiene que ser menor que 3. Los otros pares que resultan ser equilibrios de Nash para
calcular el valor de la v se hacen de manera similar.

Supongase que los jugadores eligen (a,a) entonces v = 4 + 2/3v por lo que v = 12 lo cual es

inconsistente con la condicion de que v < 3. Ahora supongase que se eligieron (b, b) entonces se tiene
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que v = 2+ 2/3v y entonces v = 6 lo cual es inconsistente con la condicién de que v > 9. Finalmente,
supéngase que los jugadores seleccion (a,b) entonces v =5+ 1/3v y v = 15/2 lo cual cumple con la
condicion de que 3 < v < 9. Por lo que la tnica que es una estrategia que es un equilibrio de Nash es

par (a,b) en el estado 1. Cabe mencionar que se puede caer en recursiones como lo muestran en [19].



Capitulo 2

Juegos Estocasticos

En este trabajo nosotros consideramos la dinamica de un sistema S = {S,,n =0,1,...} el
cual va a tiempo discreto t = 0,1, ... con espacio de estados finitos X = {1,2,..., N}. Se considera que
el comportamiento del sistema esta influenciado S por dos jugadores P and P los cuales tienen
objetivos contrarios. Supéngase que al tiempo t el sistema se encuentra en el estado ¢ € J entonces
el jugador JU) y el jugador J( respectivamente seleccionan una accion a(l), a(2) respectivamente
de su conjunto de acciones disponibles A (i), A2(i), entonces el estado j es alcanzado en la siguiente
transicion con probabilidad p;;(a(1),a(2)) y se obtiene la recompensa inmediata r;(a(1), a(2)), algunas
veces por simplicidad la recompensa r;(a(1), a(2)) sera remplazada por r;. A lo anterior, lo conoceremos
como un juego bipersonal de suma cero como un juego de Markov.

Una funcion de utilidad se dice separable si existe una funciéon u; : X; — R tal que U(xq,...,x,) =

ui(z1) + ... + up(x,) donde X; representa el conjunto de preferencias del jugador i.

2.1. Juegos Estocasticos con Flujo de Recompensas mediante

una Funcién de Utilidad Exponencial

Para esto, consideremos una funcion de utilidad exponencial, digamos @”(-), i.e. una fun-
cion de utilidad separable con coeficiente de sensibilidad al riesgo v € R. La utilidad asociada a la

recompensa ¢ (aleatoria) esta dado por:

(sign ) exp(y§), if v# 0, caso sensible al riesgo,
W(€) = @2.1)
13 fory=20 caso neutral al riesgo.

Notese que @”(+) es continua y estrictamente creciente; para v > 0 47(-) es convexa, si v <0 @7(-)

es concava. Finalmente si v =0 (caso neutral al riesgo) @”(:) es lineal. Obsérvese que la funcion de
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utilidad @7 (-) es separable y multiplicativa si el factor sensible al riesgo v # 0 y es aditiva si ¥ = 0. En
particular, para u”(-) := exp(y§) obtenemos u” (§1+&2) = u”(§1)-u” (§2) siy # 0y u¥ (§1+&2) = &1 +8&2
para v = 0.

Mas atn, recuérdese que la certeza equivalente correspondiente a £, digamos Z7(€), esta dado
por

w(Z7(&)) =E[@(9)] (el stmbolo E representara el operador esperanza). (2.2)

De (2.1), (2.2) se puede concluir inmediatamente que

Y In{Ew (€}, iy #0
7€) = (2.3)
E[¢] for v = 0.

El desarrollo del sistema S a través del tiempo es controlada por las acciones de los dos
jugares los cuales tiene informaciéon completa sobre la historia del sistema. En particular, el jugador
JW | resp. el jugador J?, trata de maximizar, resp. minimizar la recompensa total. Supéngase que
el sistema esta en el estado i € X si la decision a(1) € A;(i) es tomada por el primer jugador y el
jugador J?) selecciona la decisiéna(2) € Ay (i) tal que “minimiza"la posible recompensa (entonces las
decisiones a(1), a(2) no son simultaneas, el jugador 1 J() es el lider y el jugador J(®) es el que sigue en
el modelo del duopolio de Stackelberg ). Las cadenas de decision de Markov sensible al riesgo pueden
ser consideradas como un caso especial de los juegos de Markov con un solo jugador.

Una politica (Markoviana) que controla las decisiones del proceso, ™ = (f°, f1,...), es iden-
tificada como una sucesion de vectores de decision {f*,n = 0,1,...} en donde f* = (f(V7, fn) ¢
F = FWV x 5 En particular, el jugador J), resp. el jugador J(?),| genera un secuencia de decisiones
FOm donde fMn e FO = AW 5 x AW resp. F@ donde fF@m e FO = AP x .. x AR,

Sea 7™ = (f™, fm*tLl ..), por lo tanto © = (f°, f%,...,f™ 1, 7™), en particular m =
(f° 71). El simbolo ET denotara la esperanza matemética si Xo = i y la politica 7 = (f") es se-
guida, en particular, ET (X = j) = >, o9 Piin (f) - pin 1 i (F771); P(Xym = j) es la probabilidad
de que se elija el estado j al tiempo m.

La politica 7 en la cual se selecciona la misma regla de decisién para todos los tiempos, i.e.
m ~ (f), se llama estacionaria, por lo tanto si se sigue esta politica 7 ~ (f), S es una cadena de
Markov homogénea con matriz de transicion de probabilidad P(f) en la cual ij-ésimo elemento es
pi; (fi) = pij(fi(l), fl@)). Asi mismo r;(f;) = ri(fi(l), fi(2)) es la recompensa obtenida para el estado
7 en un paso. Similarmente, r(f) es el N-ésimo vector columna de las recompensas en un paso en
la cual el i-ésimo elemento es igual a r;(f;). Una politica estacionara 7 se dice aleatoria si existe un
vector de decision fI) f121 . fIml € F (obsérvese que fI = (M () ¢ (1) x 5(2)) En la
siguiente politica 7 se selecciona en el estado ¢ la accion fi[j] con probabilidad jo] (claro, /@Ej] >0

con Zf;l /if;j) = 1 para todo ¢ € J). Obsérvese que ET(X,, = j) = [P™(f)];; (por lo tanto [A];;

7
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denota que 7j-ésimo elemento de la matriz A, A > B, resp. A > B sii para cada i, j [A];; > [B];; resp.
[A];; > [Blij v [Ali; > [Blij para algan i, j). El simbolo I denota la matriz identidad y el simbolo e
esta reservado para el vector columna unitario. Notese también que Ef" (X = j) representa que el

esto inicial de la politica 7 es X,.

2.2. Optimalidad en los Procesos de Markov Sensibles y Neu-

trales al Riesgo

2.2.1. Modelos No Controlados

Sea &, la recompensa acumulada obtenida en las primeras n transiciones consideradas de la
cadena de Markov S. Como el proceso comienza en el estado Sy, &, = Z;é rg,. Similarmente sea
&(m,n) la recompensa (aleatoria) acumulada que se obtiene de la m-ésima hasta n-ésima transicion
(obviamente, &, = rs, + {(1,n), estamos asumiendo tacitamente que &(;,,) comienza en el estado X1 ).

Introduciendo para arbitrarios g, w; € R (4,j € X) la funcién de discrepancia (cf. [36])
Gij(w,g) =ri —w; +w; —g (2.4)

facilmente se puede verificar la siguiente identidad:

n—1

& = ng+tws, —ws, + Z PSi,Skp1 (W, 9)- (2.5)
k=0

Si el proceso comienza en el estado i y se utiliza la politica 7 = (f™) entonces la recompensa

total esperada es V;™(n) := ET &, la obtenemos inmediatamente de (2.5)

n—1
V(n) = ng+w;+ Ef{z @5y.,Sp41 (W, 9) —ws, }, endonde (2.6)
k=0
n—1 L n—1
Ef Z @Sk,SkJrl (’U], g) = Z pl](fl){gal,] ('LU, g) + E;r Z ¢Sk,Sk+1 (wvg)} (27)
k=0 jEX k=1

donde 7! denota la politica 7 que comienza en (f!). Los siguientes casos son bien conocidos en el
ambiente de la programacion dindmica estocastica (véase e.g. [28, 45, 50, 56]).
Si el proceso de Markov S considerado es irreducible (o al menos de una sola cadena ') para cualquier
politica estacionaria m ~ (f) g vy w;’s (que dependen de f € F) pueden ser elegidas de manera que:
wi + g =1i(fi) + Z pi; (fi) + w; <= Z pi; (fi)@ij(w,g) =0 forall i€ X (2.8)
JEX jEX
Por lo tanto

Vi'(n) = ng + w; — EJws,.

li.e. S contiene una sola clase de estados recurrentes y (posiblemente) algunos estados transitorios
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Considérese un modelo sensible al riesgo en virtud de (2.1),(2.4), (2.5) para la esperanza de

n—1
v én
&n el caso sensible al riesgo UT (y,n) := ETe #=0 podemos concluir que

n—1
Uiﬂ(%n) = eW[”g'*‘w'i] X E?ev[kzz:o vsk’skﬁ(w’g)_wsn].

Obsérvese que;

n—1 no1
v kZO @5y, Sppq (Weg v kzl Psy.Sp 1 (W:9)

) 1
Efo = Y py () e BT (2.10)

jEX

n—1
> By Sppr (wig)
“m41

(w,g) m4+1 Y
g 1S, = j} = ij,@(f]m) eYlri—witwe—gl ET Tk (2.11)

LeXx
En analogia con el caso neutral al riesgo, si la politica estacionaria m ~ (f) es tomada (2.9) puede ser
drasticamente simplificada si los niimeros g,w;’s son seleccionados de tal manera que
> iex Pij(fi) e1%ii(9) = 1 for all i € X 2. Recordando (2.4) esta condicion es equivalente al siguiente

conjunto de ecuaciones lineares

aN+wi(HNl = Zpij(fi) ritwi (Nl (¢ 9) (2.12)
jex
para los valores de g(f), w;(f)(i = 1,..., N); notese que estos valores dependen del coeficiente de sen-

sibilidad al riesgo seleccionado v; las Egs. (2.9) pueden ser llamadas ~y-recompensa promedio/ecuacion
optimalidad de costo. En particular, si v | 0 usando la expansion de Taylor (3.5) se obtiene
g(f) +wi(f) = Zpij(fi) [ri(fi) +w;(f)]
jex
que corresponde a (2.8).

Introduciendo las nuevas variables v;(f) := Y% (/)| p(f) := 79/) | y reemplazando las proba-
bilidades de transicion p;;(f;)’s por ntimeros no negativos definidos por ¢;;(f;) := ps;(fi)-€?™ entonces
(2.12) puede escribirse alternativamente como el siguiente conjunto de ecuaciones

p(Huif) = D ai(f)vi(f) (i€ X). (2.13)

jeEX
De aqui en adelante es conveniente considerar (2.13) en su forma matricial. Para este hecho intro-
duzcamos (cf. [25]) N x N la matriz no negativa Q(f) = [g;;(fi)] con radio espectral (eigenvalor de
Perron) p(f) y con su respectivo eigenvector derecho de Perron v(f) = [v;(f;)]. Entonces (2.13) puede

ser reescrito en su forma matricial como:

p(f)v(f) = QU v (f)- (2.14)

2Para verificar esta aseveracion es suficiente aplicar recursivamente (11) hacia atras comenzando al tiempo n — 1

(cf. [29])
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Mas atn, si la matriz de transicion de probabilidad P(f) es irreducible también Q(f) es

irreducible y el eigenvector derecho de Perron v(f) puede ser seleccionado estrictamente positivo.
e (2.3),(2.9),(2.10),(2.12) inmediatamente se puede obtener que para una politica estacio-
naria m ~ (f) que
1
UF (y,n) = o twildl e Erervse D Z8 (y,n) = —InUF (3, n). (2.15)
Y
Como g(f) =~ Inp(f), wi(f) = v L Inw;(f) de (2.15) se obtiene que

n Z7 (y,n) = g(f) + o(n). (2.16)

2.2.2. Procesos de Control de Markov

Para los modelos neutrales al riesgo los siguientes resultados son bien conocidos en la litera-
tura de la programacion dinamica (cf. e.g. [11, 45, 50]).

Si el proceso de Markov es irreducible (o con una sola clase) entonces existe una politica de
decision f € F (resp. f* € F) ademés de ntimeros § (resp. g*), @;,i € X (resp. w?,i € X) ( son tnicos

salvo constantes) tal que

W+ g = mln Zp” ) + W] pr )+ wjl, (2.17)
JEX
eilf,f) = Zpij Flri(fi) + ] — b — § > 0 with @;(f, f) =0, (2.18)
resp. Jex
wi+g" = }jééf‘_ Zpij(a)[n =" pi (F)(f7) + wl, (2.19)
jeX
(pz(fmf*) = me fz fz +w ] w;k _g* <0 with (pi(f*af*) =0. (2'20)
jeX

De (2.6),(2.9),(2.17),(2.19) se sigue que § < g(f) < g*, y para politicas estacionarios & ~ (f), 7* ~ (f*)

se puede conseguir

Vi (n) = ng + w; — E iy, V™ (n) =ng* +wl —ET w. (2.21)

3 3

En el caso que la ecuacion de optimalidad se cumpla para varias decisiones es razonable preferir la

decisiéon que garantice la varianza minima.

El procedimiento algoritmico aplicado al conjunto de decisiones que cumplen (2.17)—(2.20) permi-

te seleccionar la clase de las politicas 6ptimas con varianza minima.
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Similarmente, para el caso sensible al riesgo se cumple que:

Si la cadena de Markov es irreducible existe f, f* € F y ntmeros p= p(f), p=p(f")y
vectores estrictamente positivos & = v(f), con elementos v;(f) y v* = v(f*) con elementos v;(f*)
tales que para cualquier f € F (el max y el min vectoriales deben ser considerados componente a

componente)

Qf) -0 2 mi{Q(f) -9} = Q(f) -0 =5 (2:22)
Qf) v Smad{Q(f) v} = Q(f) -v* = p7 0" (2.23)
p(=p<p(f)<p(f)=p" forallfed. (2.24)

Esto se traduce a palabras como que:

p = p(f) (resp. p* = p(f*)) es minimo (resp. maximo) eigenvalor posible de Q(f) sobre todo f € F
(cf. [6, 5, 29]).

2.3. Procesos de Decision de Markov a los Juegos Estocasticos

Como los procesos de decision de Markov pueden se considerados como un caso muy especial
de los juegos de Markov, es interesante mencionar que los juego estocasticos fueron formulados por
Shapley [52] en 1953, muchos afos antes de la explosion del interés en los procesos de decision de Mar-
kov. En su articulo fundamental, Shapley establecio6 la existencia del valor y la estrategia estacionaria
para los juegos estocésticos transitorios, i.e. bajo la suposicion de que > ipij <1 lo cual también
extiende los juegos estocasticos descontados. Mas ain Gillette [26] amplio los resultados dados por
Shapley para los modelos “no descontadosz para funciones de pago promediados. (Para observar me-
joras a los resultados de Gillette véase los articulos por Ligget y Lippman [32]). Para los primeros
resultados en procesos de decision de Markov se pueden encontrar en los articulos de Bellman y su
monografia [4, 5, 6], asi como en los articulos de Blackwell [8, 9] y especialmente en el libro de Howard
[28].

En contraste con los procesos de decisiéon de Markov nosotros tenemos que tener en considera-
cion las decisiones tomadas por los dos jugadores. Para esto las ecuaciones de optimalidad (2.17),(2.19)
deben ser reemplazadas por las condiciones dadas por el equilibrio de Nash, [40]). Dado la condicion
del equilibrio de Nash existe f* = (f(l)*,f(Q)*) e =30 x 5 tal que para cualquier fi(l) € 3"1(1)
y cualquier fi(Q) € 3"52) para las decisiones resultantes f& = (fi(l)7 fi@)*), fi = (fi(l)*, fi(Q)), se cumple
que:

S o (EHI) +wi] < pi (D) +wi] < i (9 (f) + wjl, (2.25)

Jjed jEI jEI
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Considérese un juego bipersonal de Markov, si las decisiones son seleccionadas por un soélo
jugador entonces se puede emplear los métodos estandares que se usan en los procesos de decision de
Markov (véase por ejemplo [10, 14, 22, 23, 46, 67]).

Si se quiere observar extensiones de los métodos mencionados al caso general sobre los juegos
bipersonales de Markov véase e.g. [27, 42, 44, 61, 62, 63], en el articulo revisado [47] y en la monografia
[24], estos resultados que se presentaran aqui son el desarrollo de [39].

Encontrar la recompensa optima promedio puede ser resuelta a través de un problema de
programacion lineal, esta forma es la usada en la mayoria de los articulos mencionados previamente.
Otra forma de atacar este problema es a través del método de iteracion de valores (aproximaciones
sucesivas) los cuales son usados en [20, 61, 63]. Iteracion de politicas para encontrar la politica 6ptima

se pueden encontrar en [62].

2.4. Optimalidad Sensible al Riesgo en los Juegos Estocasticos

En contraste con los modelos no controlados considerados en la seccién 3.1 y su extension
a los modelos controlados en la seccion 3.2 nosotros suponemos que la utilidad esperada UT (v, n)
depende de las decisiones f(1)" f(2):" tomadas por los dos, en el caso de un s6lo jugador este tipo de

politicas son abordadas en [12, 13, 59|. Recuérdese que:

n—1
Y32 Bsy 541 (Wi9)—wsy, ]
=0

UT (y,n) = erotwil » ETe & (2.26)

pueden ser drésticamente simplificada si los nimeros g,w; son seleccionados de tal manera que

ZjeX pij(fi) e1%ii(9w) = 1 y ademas

gD +wi(H] — Zpij(fi) eMritwiNl (e X)
Jj€J
En contraste con los procesos de decisiéon de Markov nosotros debemos tener en consideracién
las decisiones tomadas por lo dos jugadores. De hecho las ecuaciones de optimalidad (2.22) y (2.23)
deben ser reemplazadas por la condicion del equilibrio de Nash, [40]. De acuerdo a la condicion del
equilibrio de Nash existe f* = (fM*, f@*) € F = F1) x F? tal que para cualquier fi(l) € ?51) y
cualquier fi(Q) € 3"2(2) para las decisiones obtenidas f¢ = (fi(l), fi(Q)*), = (fi(l)*, fi(Q)), se cumple que:
D ai (s <D au(fey = p(f v <> gy (fv), (2.27)
JjEX jex jex
o en notacion matricial p(f)v(f) = Q(f)v(f) por lo que buscamos f* = (f1)*, f2*) € F1) x F(2) ta]
que:

QUN(f*) < p(f*)o(f*) = QU o (f*) < QUf*)o(f*) (2.28)
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en donde p(f*) = "), (%) = rils"),
De (2.3),(2.9),(3.3),(3.5) de manera inmediata obtenemos un politica estacionaria = ~ (f)

tal que

7

UT (y,n) = U DHwildOl s EF @ wsa U0 28 (y,n) = —InUF (y,m),  (2:29)
gl

n 25 (v,n) = g(f*) +o(n). (2.30)

2.4.1. Cotas en la Optimalidad Sensible al Riesgo para el Caso Promedio

Como la recompensa sensible al riesgo promediada g(f) = v~ In[p(f)] y p(f) es el eigenvalor
de Perron para una matriz no negativa Q(f), es bien sabido que (e.g. [25, 55, 57, 67]) que para cualquier
f.fed Q(f,) < Q(f//) = p(f/) < ,o(f”). Para generar cotas superiores e inferiores respecto al
minimo y maximo eigenvalor de Perron p(f*) nosotros reemplazamos los elementos g;;( fi(l), fi(2))
por sus minimos y méximos valores posibles q;j y q;lj Entonces el problema es aproximar mediante
una cadena de Markov sensible al riesgo (no controlada) y como consecuencia es posible generar
cotas superiores e inferiores para p(f*) = ¢79(/") calculando los eigenevalores de Perron (i.e. el radio
espectral) de matrices no negativas. Desafortunadamente, usando este método podemos esperar cotas
no muy eficientes respecto al valor 6ptimo de la recompensa sensible al riesgo en el caso promedio.

Mejores cotas pueden ser obtenidas si se hace un analisis mas detallado sobre el conjunto de
matrices admisibles. Claro, es razonable sugerir procesos algoritmicos que no necesiten evaluar todas
la matrices admisibles. El algoritmo 1 contiene una pequena modificaciéon al método de iteracion de
politicas citado en [29] solamente para encontrar el maximo eigenvalor de Perron en un conjunto de

matrices no negativas e irreducibles.

Algoritmo 1. Iteracion de politicas para encontrar maximos, resp. minimos, eigenvalores de Perron.

Paso 0. Encuéntrese la matriz Q(®) := Q(f(1):0, f(2:0) con f(1):0 ¢ 3 £(2.0 ¢ F(2) tal que la suma

de las filas sea maxima (resp. minima).

Paso 1. Para las matrices Q) (k = 0,1,...) calctlese el radio espectral p*) con su respectivo

eigenvector de Perron derecho v(*).

Paso 2. Construyase (si es posible) la matriz QF*1) .= Q(f(1)-F+1 f(2)k+1) con

[ = (f(l),k+1’f(2),k+1) en donde f(DA+1 ¢ (1) £2)k+1 ¢ F(2) ta] que

QAL ) > o) () = QU L) g QU L () < k) () — Q) ) (2.31)

Paso 3. Si Q1) = Q) entonces vayase al paso 4, de otra manera sea k := k + 1 y repitase el

paso 1.
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Paso 4. Sea Q := QW+ | p .= pk+1) .= (k1) f.— f(k+1) ¢ deténgase. p es el maximo
(resp. minimo) eigenvalor de Perron .
El corazén del algoritmo anterior es lo siguiente:
Rutina de mejoramiento de politica:

Como el eigenvector derecho (resp. izquierdo) de Perron v*) (resp. 2(¥)) de una matriz irreducible Q*)

(resp. < 0) entonces

QAL (B 1) _ k) L) — (D) [ (41) _ (0] L [p01) _ (R)] ()

Por lo cual premultiplicando la desigualdad anterior z(A+1) (un vector fila estrictamente positivo)

entonces llegamos a que:

B ) [ (1) ()] (1) _ (0] L () (R) — () QU1 [y (B 1) _ ()] 4 (D) (kD)

lo cual implica que: z*F+1pk+1) = [pE+1) _ H(R)] (k1) (k)

Como zF+Dy(k) > 0 si zk+HDEFD 5 0 (resp. zF+HDp*+) < 0) entonces p+D) > pF) (resp.
pEHD) < p(R)).

Un ejemplo ilustrativo.

Sea X = {1, 2}, Agl) = Agz) = Aél) = Aé2) = {1,2} y las correspondientes transiciones de probabi-
lidad dadas por los vectores fila pi(fi(l), fi(Q)) = [pil(fi(l), fi(Q)),pig(fi(l), fi(z))] for fi(l)7 fi@) =1,2. La
recompensa asociada al estado i es igual a ri(fi(l), fi(2)).

El siguiente ejemplo es tomado de [24], Ejemplo 3.2.2, de la pagina 96. Sea la transicion dada y las

recompensas en un paso las siguientes:

p1(1,1) =[0,5;0,5] | 71(1,1) =10 | p1(1,2) = [0,5;0,5] | r1(1,2) =6
p1(2,1) =[0,8;0.2] | r1(2,1) =4 | p1(2,2) =1[0,8;0,2] | 72(2,2) =8
p2(1,1) =10,3;0,7] | r2(1,1) =2 | p1(1,2) =[0,3;0,7] | r2(1,2) =5
p2(2,1) =[0,9;0,1] | 72(2,1) =4 | p2(2,2) = [0,9;0,1] | 72(2,2) = 10

. . . 1 2
Considerando el modelo sensible al riesgo entonces se reemplazan las recompensas en un paso 7;( fi( ), fl-( )

por

(A2 =l (F D) s (Y, 87 > 0 0 por

fi(fi(1)7fi(2)) = ln[_Ti(fi(1)7fi(2))] if ri(fi(1)7fi(2)) <0.

Obsérvese que (1) = |ri(fi(1), fi(Q))\'Y. Recuérdese que

aii (£ 1) = 0 (B0 1) i1, £17)), sean los vectores fila

qi(fi(l), fi(Q)) =: [q,;l(fi(l),fi(g)),qig(fi(l), fi(Q))]. Entonces Q(f™), f?) es una matriz cuadrada (no ne-
( (2)

gativa) en la cual la i-ésima fila es igual a ¢;(f; 1), ).
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En particular, si v =1, resp. v = 0,5,

y=1 vy=1 v=0,5 v=10,5

q1(1,1) = [5; 5] a1(1,2) = [3;3] q1(1,1) = [1,581;1,581] | q1(1,2) = [1,225;1,225]
@(2,1) =[3,2:0.8] | ¢1(2,2) = [6,4;1,6] @(2,1) = [1,6;0,4] @1(2,2) = [2,2628;0,5656]
@2(1,1) =[0,6:14] | ¢2(1,2) = [1,5:3,5] g2(1,1) = [0,4242;0,9899] | ¢2(1,2) = [0,671;1,5652]
42(2,1) = [3,6:04] | ¢2(2,2) = [9;1] 42(2,1) = [1,8;0,2] 42(2,2) = [2,846;0,3162)]

Como podemos ver, si v = 1, si se selecciona en el estado 1 la accion (1,1) y en el estado 2
la decision (2,2) entonces el radio espectral de la matriz resultante es igual a 10 — el valor méaximo
posible. Similarmente, seleccionando en el estado 1 la decision (2,1) y en el estado 2 la decision (1,1)
el radio espectral de la matriz resultante es igual a 3.4358 — el minimo eigenvalor posible.

Sin embargo, si v = 0,5, seleccionando en el estado 1 la decision (1,1) y en el estado 2 la decision (2,2)
el radio espectral respecto a la matriz resultante es 3.1621 — el maximo valor posible. El minimo valor
posible del radio espectral otra vez se obtiene al utilizar en el estado 1 la decisiéon (2,1) y en el estado
2 la decision (1,1) el radio espectral de la matriz es igual a 1.8075, el cual es muy cercano al radio
espectral 1.8378 que se obtiene de utilizar en el estado 1 la decision (1,2) y en el estado 2 la decision
(1,1) que es incambiable.

Obviamente, si v = 0 el radio espectral es igual a 1 para todas las decisiones.

Mas atun, si el coeficiente de sensibilidad al riesgo v = 1 calculando de manera directa se
puede observar que si el jugador selecciona la decision 2 (resp 1) en los dos estados, entonces el jugador
1 maximiza su beneficio si selecciona la accion 2 en los dos estados (resp. la accion 1 en el estado 1 y
la accién 2 en el estado 2. Si el jugador 2 elige la decision 2 en el estado 1 y la decision 1 en el estado
2 la politica optima del jugador 1 es seleccionar la acciéon 2 en los dos estados. Finalmente, si el el
segundo jugador selecciona la decision 1 en el estado 1 y la decisiéon 2 en el estado 2 la politica 6ptima
del jugador 1 es seleccionar en el estado 1 la accién 1 y la accién 2 en el estado 2. Obsérvese que en
este caso es necesario resolver 4 problemas que conciernen a encontrar la politica 6ptima de la cadena

de decision de Markov sensible al riesgo.

Para finalizar nosotros sugerimos el siguiente procedimiento algoritmico.
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2.4.2. Cédigo Computacional

clear all

clc

Hrobabilidades de los jugadores para los estados
plll=[.5 .5];

pl21=[.8 .2];

pli2=[.5 .5];

pl22=[.8 .2];

p211=[.3 .7];
p221=[.9 .1];
p212=[.3 .7];
p222=[.9 .1];

Hactor de sensibilidad al riesgo

ga=1

Iecompensa ya incluyendo el factor sensible al riesgo
r111=10"ga;
rl21=4"ga;
rl12=6"ga;
r122=8"ga;

r211=2"ga;
r221=4"ga;
r212=5"ga;
r222=10"ga;

Halculo de las pol ticas

comb=combinator(2,2,’p’,’r ")
[ml,m2|=size (comb)
D=[];
F=[];
for i=1:ml
D=comb (i ,:) ;
DO=num2str (D) ;
DOO-regexprep (DO, *[~\w' "] 7,7 ") 5
F=|F;DOO]|

end

%C lculo de la q




2.4. Optimalidad Sensible al Riesgo en los Juegos Estocasticos

24

for i=1:ml

for 1=1:2
clear p
w=strcat (’p’ ,num2str(1) ,num2str(F(i,:)));
p=eval(w);
k=strcat (’r’ ,num2str(1) ,num2str(F(i,:)));
r=eval (k) ;
nu=num?2str (F(i,:));
le=sprintf(’q% %=pxr’,1,nu);
eval(lc);

end

end

% lculo de la matriz A, en la variable W se guardan los eigenvalores
W=I1;
for i=1:ml

nu=num?2str (F(i,:));

)

z= strcat (’q’ ,num2str(1) ,nu);

zl=eval(z);

for 1=1:ml;
nul=num2str(F(l,:));

)

q= strcat (’q’ ,num2str(2) ,nul) ;

w=eval(q);

le=sprintf ('A% % _—_[z1;w]’,1, nu);
eval(lc);

e= strcat (’A’ ,num2str (1) ,num?2str(nu));
wl=eval(e);

W=[W, eig (wl) |;

end

end

Wi

%A qu  encontramos el m zimo wvalor de W y encontramos las coordenadas
[M, 1] = max(W(:));

|[R,C1]=ind2sub (size (W) ,1);

Hsando la informaci n previa se obtiene el index para la actualizaci n

b=mod (C1,ml) ;
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if b==0;
b=ml;

end

a=[1:4xml];

v=reshape(a,ml,[]) ;

[r,c]=Ffind (v—C1);

C2=c;

CO=comb (C2,:) ;

CO2=num?2str (CO) ;
COl=regexprep (CO2, "[~"\w' '], ");

HObtenci n de la matriz y de los eigenvalores para el segundo jugador pero ahora

hicimos una minimizaci n para lo eigenvalores

P1=[];

le=strcat (’A’ ,num2str(b) ,num?2str (CO1) ) ;
eval(lc)

lcl=eval(lc);

[eiv, eig]=eig(lcl);

to=eiv (:,1);

for j=1:ml;

nu=num?2str (F(C2,:) );

zl=strcat (A’ ,num2str(j) ,num?2str(nu));
wl=eval(zl)=xto;

P1=[P1,wl];

end

[M1,11]
[R1,C3]=ind2sub (size (P1) ,I1);
COO=comb (C3,:) ;

min(P1(:));

)

COO2=num?2str (COO) ;

COOl=regexprep (COO2, ’[~\w’ "], ") ;
le2=strcat (’A’ ,num2str (C2) ,num2str (COO1) ) ;
eval(lc2)

lc3=eval(lc2);

clear eig;

[eivl ,eigl]=eig(1c3);
tol=eivl (:,1);

Ana vez obtenida la informaci n del segundo jugador entonces necesitamos otra wvez

mazrimizar

J%respecto al primer jugador y eso es lo que sigue a continuaci n.
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P2=[];
for i=1:ml;
nul=num2str(F(i,:));
z2=strcat (A’ ,num2str (C3) ,num2str(nul));
w2=eval (z2)x*tol;
D=sum(w2) ;
P2=[P2,D];
end

[M11, 111 ]|=max(P2) ;

COO=comb (I11 ,:) ;
CO0O2=num?2str (COO) ;
COOl=regexprep (COO02, > [~\w’ "] 7,7 ") ;

le=strcat (’A’ ,num2str (C2) ,num2str (COOL1) ) ;
eval(lc)

RAna vez obtenida la

minimizar

P3=[];

clear eig

lcl=eval(lc);

[eiv, eig|=eig(lcl);

to=eiv (:,1);

for j=1:ml;

nu=num?2str (F(C2,:) );

zl=strcat (’A’ ,num2str(j) ,num2str(nu)) ;
wl=eval(zl)=xto;

P3=[P3,wl];

end

[M1,I1] = min(P3(:));
[R1,C3]=ind2sub (size (P3) ,I1);

C000=comb (C3,:) ;

CO0O02=num2str (CO00) ;

COOOl=regexprep (COO02, "[~\w' ]|, ");
lc2=strcat (A’ ,num2str(C3) ,num2str (COO01) ) ;
eval(lc2)

tf=stremp(lc ,1c2);

INecesitamos repetir este procesos hasta encontrar la estrategia

jugadores

Jrespecto al primer jugador y eso es lo que sigue a continuaci n.

ptima

para

informaci n del segundo jugador entonces mnecesitamos otra wvez

los dos
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% la estrategia maz min.
while tf7=1;
le3=eval(lc2);

clear eig;

[eivl ,eigl|=eig(1c3);
tol=eivl (:,1);

P2=[];

for i=1:ml;

nul=num?2str(F(i,:));

w2=eval (z2)x*tol;
D=sum(w2) ;
P2=[|P2,D];

end

[M11,111]=max(P2);

COO=comb (I11 ,:) ;

CO0O2=num?2str (COO) ;

COOl=regexprep (COO2, [~\w’ "] 7,7 7);
le=strcat (A’ ,num2str (C2) ,num?2str (COOL1) ) ;
eval(lc)

P3=[1;

clear eig

lcl=eval(lc);

[eiv, eig|=eig(lcl);

to=eiv (:,1);

for j=1:ml;

nu=num?2str (F(C2,:) );
zl=strcat (’A’ ,num?2str(j) ,num2str(n
wl=eval(zl)=xto;

P3=[P3,wl];

end

[M1,I1] = min(P3(:));
[R1,C3]=ind2sub (size (P3) ,I1);
CO00=comb (C3,:) ;
COO0O2=num2str (CO00) ;

COOO1=regexprep (COO02, " [~\w’ ]|, ");

eval(lc2)

end

le2=strcat (’A’ ,num2str (C3) ,num2str (COO1) ) ;

z2=strcat (’A’ ,num2str (C3) ,num2str(nul));

u));
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%A qu  encontramos la soluci n

"La_soluci n_es:’

eval(lc2)

Nota 2.4.1. Es importante notar que el siguiente codigo funciona para recompensas estrictamente
positivas porque con tan solo cambiar r1(1,1) = —10 y r2(2,2) = —10 en el ejemplo anterior entonces

se puede comprobar que el cédigo se cicla debido a que no hay un equilibrio de Nash.

Algoritmo 2. (Iteracion de politicas para aproximar la recompensa 6ptima para el caso promedia-

do.)

Paso 0. Encuéntrese la matriz Q(©) := Q(f(M):0, f():0) con (1.0 ¢ M) (2.0 ¢ FO) tal que el radio

espectral sea maximo (resp. minimo).

Paso 1. Para la matriz Q%) (k=0,1,...) calcula el radio espectral p®) con su respectivo eigenvector

derecho de Perron v(®).

Paso 2. Construyase (si es posible) la matriz QU+ .= Q(f(1)F+1 f(2)k+1) con
fk+1 — (f(l)’k+1,f(2)’k+1) donde f(l)’k+1 c Sr(l)7 f(2),k+1 c 3:'(2)7 tal que

fOE+L — f()F para k impar, resp. f2++1 = f(2:k para k par, y

QU ) < pk) (k) — Q) ., (®) i k es impar resp. (2.32)

QU Ly > pB) (k) — Q) . (B i ks par (2.33)

k+1

Paso 3. Si para algin ¢ = 0,1,...k sucede que Q¥+t = QW entonces vaya al paso 4, de otro modo

sea k := k + 1 y repitase el paso 1.

Paso 4. Sea Q := QUWQUHYD . . QW Calcilese p, el radio espectral de Q y pare.

Entonces p* = (ﬁ)ﬁ es igual al limite de la recompensa promediada sensible al riesgo generada por

las decisiones por el primer y segundo jugador en la clase de las politicas no aleatorias.
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Evaluacion de politicas estacionarias no aleatorias

con coeficiente sensible al riesgo v = 1.

Matriz No. 1 2 3 4
estado/accion 1/(1,1) 1/(1,2) 1/(2,1) 1/(2,2)
estado/accion 2/(1,1) 2/(1,1) 2/(1,1) 2/(1,1)
Matriz resultante > 503 32 08 64 16

0,6 1,4 0,6 1,4 0,6 1,4 0,6 1,4

Eigenvalor 5.698 3.762 3.4357 6.5851
Eigenvector [0,9904;0,1383] | [0.9692;0.2462] | [0.9592;0.2826] | [0.9931;0.1149]

Matriz No. 5 6 7 8
estado/accion 1/(1,1) 1/(1,2) 1/(2,1) 1/(2,2)
estado/accion 2/(2,1) 2/(2,1) 2/(2,1) 2/(2,1)
Matriz resultante bob 58 32 08 64 16

36 04 36 04 3,6 04 3,6 04

Eigenvalor 7.5260 5.2341 4.0000 7.2419
Eigenvector | [0.8926;0.4509] | [0.8020;0.59732] | [0.7071;0.7071] | [0.885;0.4656]

Matriz No. 9 10 11 12
estado/accion 1/(1,1) 1/(1,2) 1/(2,1) 1/(2,2)
estado/accion 2/(1,2) 2/(1,2) 2/(1,2) 2/(1,2)
Matriz resultante >0 5003 32 08 64 16

1,5 3,5 1,5 3,5 1,5 3,5 1,5 3,5

Eigenvalor 7.0895 5.360 4.4557 7.0719
Eigenvector | [0.9227;0.3856] | [0.7826:0.6225] | [0.5373:0.8434] | [0.92200.3872]

Matriz No. 13 14 15 16
estado/accion 1/(1,1) 1/(1,2) 1/(2,1) 1/(2,2)
estado/accion 2/(2,2) 2/(2,2) 2/(2,2) 2/(2,2)
Matriz resultante 55 303 32 08 64 16

9 1 9 1 9 1 9 1

Eigenvalor 10.0000 7.2915 5.0000 8.3573

Eigenvector | [0.7071;0.7071] | [0.5729;0.8196] | [0.4061:0.9139] | [0.6329;0.7742]

Ejemplo ilustrativo — continuaciéon. Buscar la tasa de crecimiento usando el

algoritmo 2.

Comenzando con el maximo eigenvalor de Perron; se obtiene la siguiente sucesién de matrices :

Q13 — Q6 — Q8 — Q7 — Q5 — Q6
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Comenzando con el minimo eigenvalor de Perron; se obtiene la siguiente sucesién de matrices :
Q3 — Q5 — Q6 — Q8 — Q7 — Q5 — )6

La matriz resultante Q = Q6 - Q8 - Q7 - Q5

El eigenvalor de Perron del producto de matrices es igual a .......

El eigenvalor de Perron de una transicion es igual a .......

Coeficiente sensible al riesgo v = 1. Comenzando con el eigenvalor méximo de Perron.

Paso 0 1 2
estado/accion 1/(1,1) 1/(1,1) 1/(2,2)
estado/accion 2/(2,2) 2/(1,1) 2/(1,1)
Matriz resultante oo b b 64 16

9 1 0,6 1,4 06 14

Eigenvalor 10 5.579 6.5851
Eigenvector [1;1] [0.934;0.1151] | [0.9934;0.1149]

estado/mejoramiento 1/(1,1) 1/(2,2) 1/(2,2)

estado/mejoramiento 2/(1,1) 2/(1,1) 2/(1,1)

Coeficiente sensible al riesgo v = 1. Comenzando con el minimo eigenvalor de Perron.

Paso 0 1
estado/accion 1/(2,1) 1/(2,2)
estado/acciéon 2/(1,1) 2/(1,1)
Matriz Resultante 32 0.8 64 16

06 14 06 1,4

Eigenvalor 3.435 6.5851
Eigenvector [0.9592;0.2887] | [0.9934;0.1149]

estado/mejoramiento 1/(2,2) 1/(2,2)

estado/mejoramiento 2/(1,1) 2/(1,1)

Coeficiente sensible al riesgo v = 0,5. Comenzando con el eigenvalor méximo de Perron.

Paso 0 1 2
estado/accion 1/(1,1) 1/(1,2) 1/(2,2)
estado/accion 2/(2,2) 2/(1,2) 2/(1,2)
Matsiy Resultante 1,581 1,581 1,225 1,225 2,263 0,5657

2,846 0,3162 0,671 1,5652 0,671 1,5652
Eigenvalor 3.1621 2.137 2.6221
Eigenvector [1;1] [0.746;0.6656] [0.8442;0.53601]
estado/mejoramiento 1/(1,1) 1/(2,2) 1/(2,2)

estado/mejoramiento 2/(1,2) 2/(1,2) 2/(1,2)
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Coeficiente sensible al riesgo v = 0,5. Comenzando con el minimo eigenvalor de Perron.

Paso 0 1
estado/accion 1/(2,1) 1/(2,2)
estado/accion 2/(1,2) 2/(1,2)
Matriz Resultante 1.6 04 2,263 0,5657

0,671 1,5652 0,671 1,565
Eigenvalor 2.101 2.6221
Eigenvector [0.624;0.7815] [0.8442;0.5360]
estado/mejoramiento 1/(1,2) 1/(2,2)

estado/mejoramiento 2/(1,2) 2/(1,2)




Capitulo 3

Procesos de Decision de Markov

Transitorios

Considérese la matriz de probabilidad estandar P(f) para la cual el radio espectral P(f) es igual a
uno. Recuérdese que P*(f) := nler;O 1 SiZo PE(f) (el limite de Cesaro P(f)) con elementos pj;(f)) existe);
si P(f) es apériodica entonces P*(f) = klirgo P*(f) y la convergencia es geométrica.

En lo que sigue pondremos atencion en lo que llamamos los modelos transitorios, en donde el radio
espectral de cualquier matriz de transicion de probabilidad admisibles es menor que uno. Las matrices de
transicién de probabilidad 15( f) son llamadas transitorias si el radio espectral de la matriz ﬁ( f) es menor que
la unidad, i.e. al menos una de las sumas de las filas de P(f) es menor que uno. Entonces lim,_,.[P(f)]" = 0,
P*(f) = 0. Obsérvese que si P(f) es estocastica y o € (0,1) entonces P(f) := aP(f) es transitoria, sin
embargo, si 15( f) es transitoria entonces puede suceder que la suma de algunas filas puede ser més grande que
la unidad.

Estamos ahora en la posiciéon de presentar la caracterizacion de las politicas de control de los modelos
transitorios mediante funciones de discrepancia.

! Para este hecho, introduciendo para arbitrario v; € R (i,5 € X) la funcion de discrepancia

i,5(v) :=ri; — v; + v; para la recompensa aleatoria obtenida hasta la n-ésima transicion se tiene que:

n—1

&n =vUs, — Us, + Z S, Sit1 (v). (3.1)
k=0

De hecho por (3.1) para la esperanza de &, se obtiene que:

n—1

Vi (n) = vi + ET{Y Bs0500 (v) — vs, }, (3.2)
k=0

Los siguiente resultados son bien conocidos en la literatura de la programaciéon dinamica (cf. e.g.

[28, 45, 50]).

ILas funciones de discrepancia fueron originalmente introducidas por [36], aunque desafortunadamente su trabajo

fue reconocido mucho tiempo después ( [35] o el articulo revisado [1], page 319).
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(i) Para cada f € JF existen ntimeros v;(f),? € X tales que:

vl =D pu(f)lry +v;(f),  (GE€X), e

JjEX

> pii(fi) ig(v) =0 donde @i ;5(v) = riy — vi(f) +v;(f)-

jeEX

(ii) Existen decisiones feg (resp. f* € F) con numeros 9;,i € X (resp. vj,i € X) tales que

v; = min Zpij(a)[rij + 5] = Zpij(fi)[rij + 95,
€x

acA;
J jed
eil£,f) = D pu(Plrig +d] = 00> 0 with @i(f, f) =0,
resp. Tex
vi = mix > opis(@)lry +v5] = > pis (F)[ri + 3],
=M jex JEX
@i(£, 1) = D pu(Plre +vj]—vi <0 with @i(f*, ) =0,
jeX

De (3.1),(3.2),(3.4),(3.6) inmediatamente se tiene que 9; < v;(f) < vj,y

para politicas estacionarias & ~ (f), 7" ~ (™)

Vi (n) =0 —Efbn, VI (n)=vi —ET v},

(3.8)



Capitulo 4

Juegos Estocasticos Transitorios

Definiciéon 4.0.1. Un Juego Estocdstico Transitorio es considerado un juego en el cual en el estado N el

juego finaliza. Esto significa:

= FEl estado N es absorbente, i.e. para todo par (a1,a2) de los jugadores se tiene que
Plf\lfylu(N) =1l;y

= La recompensa en este estado es igual a cero. No importando que acciones usen los jugadores.

¥ (a1, a2) = Y (a1, a2) = 0.

Es importante recalcar que una vez que el estado N es alcanzado cualquier accién que tomen los
jugadores no tendra ningun efecto en la dindmica del sistema.

Una convencion es que el juego se restringe al estado N pero esto no significa ninguna pérdida de
generalidad, esto es porque el estado en cuestion puede representar cualquier estado del sistema y entonces
solo por notacion se considerara el estado IN.

De aqui en adelante r])-(t(al (), az2(t)) denotara la recompensa ganada por el jugador “5” (j = 1,2) al tiempo
t=0,1,2,... dado que el juego se encuentra en el estado X; y las decisiones tomadas por el jugador 1 (resp.

2) son A1 (resp. Aay).

Nota 4.0.2. Dado un Modelo de Control de Markov Transitorio en el sentido de los juegos (véase [24], pdgina

161), es un modelo para el cual Vi € X, ¥V w € P, la siguiente condicion de transitoriedad se cumple:

oo

ST (X # N) < o0,

t=0

que es equivalente a:

1

1

VieX,VreP )y
t=0

J
esta férmula serd conocida como la Condicion de Transitoriedad.
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Teorema 4.0.3. Esta Condicion de Transitoriedad garantiza que la suma total con horizonte infinito serd

finita i.e., para todo estado inicial i € X and j = 1,2 se cumple que:
V()i =D Bimery (Avs, Azi) < oo
t=0
en donde v’w’(j)i es la recompensa total esperada por el jugador “j” si el juego inicia en el estado “i” y la
politica T (resp. ¢) son sequidas por el jugador 1 (resp. 2).
Demostracion. Es suficiente con comprobar que para cualquier estado inicial i,

| Ei,ﬁ,(br;(t (A1, A24) | = | Z Z Tf(a17a2)Pi,7r,¢>(Xt =k, A1t =a1,A2: = a2) |

k€X (ay,a0)€Ak x Ak

N-1
| Z Z T?(ahaz)Pi,w,(;s(Xt =k, A1t =a1,A2: = a2) |

k=1 (ay,a2)€ Ak x Ak

KPixo(Xe # N),

IA

donde K = méxgex,a1 € A¥ as € A% | rf(al,ag) | . entonces
o0 oo
Z | E’L,Tr,ng;(t (A1, Aze) IS KZPi,ﬂ,¢(Xt # N) < oco.
t=0 t=0

La desigualdad se cumple por la condicién de transitoriedad y entonces la serie converge por que es convergente

O

Definicion 4.0.4. Un Juego Estocdstico Sumable es un Juego Estocdstico para el cual el criterio de la

suma con horizonte infinito esta bien definido

Observacion 4.0.5. Un Juego Estocdstico Transitorio es Sumable.

Teorema 4.0.6. Dado un Juego Estocdstico Transitorio, si denotamos por 7 el tiempo hasta que X alcanza
el estado N, esto significa que:

7=inf{t| X = N},
o1 =00 if nf{t | Xy = N} es un conjunto vacio, se cumple que P; » 4(7 < o0) = 1, para cualquier par de

estrategias w, ¢ del jugador 1 y del jugador para cualquier estado inicial i € X.

Teorema 4.0.7. Dado un Juego Estocdstico Transitorio se cumple que para cada para de estrategias generales

7w, ¢ y para cada estado inicial i € X que:
Piyﬂ—@(XN = N) > 0.

Teorema 4.0.8. (Ezistencia del valor en estrategias estacionarias.) Para cada juego estocdstico transitorio

de suma cero existe v* el valor del juego con respecto a las estrategias estacionarias. Esto significa que si
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consideramos un juego estocdstico transitorio de suma cero y estrategias estacionarias 11, ® del conjunto del

jugador 1 y 2 entonce se cumple que para todo estado inicial i € S que:

¢

sup inf v? = inf sup v]"® = v];

mell $€® PEP e Py
también se tiene que v* es el unico vector en RN que cumple que viy =0
N
* i * 1 i
v; =wval [r*(a1,a2) + E Piayas(k)ur | a1 € Al a2 € A3,
keX

donde val (a1, az2)] an€ Al representa el valor de la matriz con filas a1 € A%, columnas az € AS y entradas

aleA’i

f(a1,a2) el cual nosotros ya conociamos que ezistia por el teorema min-maz de Von Neumann. Mds ain los

dos jugadores tienen dptimas estrategias (estacionarias).

Antes de la demostracion se necesitan los siguientes lemas y después se procedera a la realizacion de

la misma.

Lema 4.0.9. Si nosotros fijamos un Juego Estocdstico Transitorio de suma cero con estrategias estacionarias

f vy g para el jugador 1 y 2 respectivamente entonces la siguiente desigualdad se cumple:

oo

v = 3" P(f,9)'r(f.9),

t=0

donde vF9 es el vector del valor del juego para las estrategias f y g.

Lema 4.0.10. Siv es un vector de RY y f, g son estrategias estacionarias para un juego estocdstico de suma

cero tal que

v <r(f,9) + P(f,9)v, (4.1)

entonces considerando la desigualdad coordenada a coordenada sucede que:

donde v©9 es el valor del juego.

Demostracion. Si en la parte izquierda de la ecuacion (4.1) sustituimos v usando otra vez la misma ecuaciéon

entonces obtenemos:
v <r(f,9)+ P(f.9)r(f,9) + P(f.9)%v,

entonces si repetimos este proceso k veces se tiene que:

k
v< Y P(f,9)'r(f,9) + P(f,9)" 0.
t=0

Tenemos que observar que cuando k tiende a infinito la parte de la derecha de la desigualdad tiende a v¥*9 lo cual

nos da el resultado que estamos buscando. Sabemos por el lema anterior que: >>_. P(f, g)'7(f, g)+P(f, g)" v
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lo cual va a v%9, por lo cual solo nos queda probar que P(f, 9)'r(f, g) tiende a cero. Asi que vamos a analizar

que paso con el valor absoluto con respecto al i-ésimo elemento ¢ = 1,2,..., N — 1, deP(f, g)F .

N
| (P(f,9) )i | < > Pigg(Xnsr =3) | v |

Jj=1

N—-1

= > Pipg(Xer1=3)]v|
j=1

N—-1

< Z Pigg (X1 = 7) | v [loo

Jj=1

= Pisg(Xet1 #N) [ v o,

para la cual la primera desigualdad se tienen debido a que vy = 0. Por la definicién de juego estocéastico
transitorio sabemos que P; ¢ 4(Xk+1 7 N) tiendo a cero por que es un término general de una serie convergente,

por lo cual la demostracién queda completada. O

En este momentos nos encontramos con las condiciones para probar el Teorema 4.0.8.

Demostracion. La demostracion se dividira en dos partes. La primera parte se trata de demostrar que existe

un tnico vector v* € RY) que cumple que:

v; = val |:7'i(a17 az) + Z Pi,a1,az (J)UJ:|
jex a1€Ai,a2€A§
para todo i = 1,..., N; después veremos que las estrategias f* y ¢* son 6ptimas y que el valor para estas

estrategias es precisamente v™.
Primer parte. Definimos el la siguiente funcién U : RY — R}’ como sigue:

N
i )
(Uv)i :=val [T (a1,a2) + Y Piay,an (J)Uj] ;
J=1 a1 €Al aze Al
Notese que U es creado de manera que v* serd un punto fijo. Como se conoce la diferencia entre dos valores
de dos matrices de la misma dimensiones puede ser acotado por la maxima diferencia entre las entradas de las

matrices. Por lo que tenemos que:

N
| Uv—Uwl|; < méx [y Piaya()v—w)|
ar,az =]
3=
N
< g}i’;‘zlpiyahw(j) lv—wl;.
i=
en donde | v | denota el vector (| v1 |,...,| vn |). Usando la tltima desigualdad en U™ 'v y U™ 'w entonces

se tienen las siguientes desigualdades:

n
| U™ — U"w |;< mé.xZPi,al,M(j) | U o -0 w |j .
=1

al,a2 <
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Si nosotros llamamos a f, y g» las estrategias puras en las que en el estado i se seleccionan las acciones a1 (%)
y a2(i) para las cuales se toma el maximo en la dltima ecuacion entonces se pueden reescribir las ecuaciones

como sigue:

| U™ — U w |

IA

P(fr gn) | U™ o= Ut |

P(fn,gn)P(fl,gl)|U_w|

IN

la segunda desigualdad proviene de aplicar la primera varias veces. Ahora es tiempo de considerar la || v ||,
max-norma y nosotros llamamos a i la coordenada del vector | UNv — UNw | en la cual se alcanza el maximo,

esto significa que | UNo—UNw li=|| UNv—UNw |I; sea 7 una estrategia para la cual en los primeros N pasos

y sigue la regla de decisiéon fi,..., fv y sea ¢ una estrategia para el segundo jugador en la cual en los primeros
N pasos se sigue la regla de decision gi,...,gn. Usando la ultima desigualdad se obtiene que:
| UNv—UNw || = |[UNo—U w|;
N
< > Pias(Xn=j)lv—w]
j=1
N—-1
= Piro(Xn =7) |v—wl;
j=1
N—-1
< Y PsXn =) llv-w]|
j=1
= Prs(Xn#N) Jv—w] .

Sabemos por el Teorema de caracterizacion de los Juegos Estocasticos Transitorios que: P; » ¢(Xn # N) < 1;
mas aun P; » (X~ # N) depende de i y en estrategias puras fi,..., f~ y ¢1,...,9gn las cuales son un namero

finito. Por esto existe k < 1 tal que:
Vo, w € Ry, U™~ UM w |[<kflv—w],

por lo cual U resulta ser una contraccion en N pasos; por lo cual existe un tnico punto fijo v* € RY.

Segunda parte.
Considérese las estrategias estacionarias f* y g* como fueron definidas al principio. Vamos a probar que para

todas las estrategias estacionarias f del jugador 1 y g para el segundo jugador se tiene que:

va!]* S ’U* S ,Uf*ag

I

lo cual prueba que v/ 9" = v* y que el par de estrategias (f*,g") so un equilibrio de Nash lo que implica por
el teorema que v* es el valor del juego y que las estrategias son 6ptimas. Por la definicion de f* tenemos que

fi es una estrategia 6ptima para el jugador 1 en el juego matricial:

T‘i (al, a2) + Z Pi,al,GQ (])U; ’

jex a1 €AY, a3 A}
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el cual tiene valor v, para esto, para todas las estrategias g del jugador 2 se cumple:

N
r(f*,9)i + > P(f*,9)i5v) =07,
=1
esto es porque el lado izquierdo es el valor del juego matricial con respecto a las estrategias f* y ¢g. En notacion

matricial la desigualdad se observa asi:

r(f",9)+ P(f", g)v" > 0",

Aplicando el ultimo lema se obtiene que v* < v#"9. Usando el mismo anélisis obtenemos que v* > 59" 1o

cual termina la demostracion. O
Recordando la definicién de juego estocastico en ([30] p.238) y el criterio de optimalidad para los

jugadores j, j = 1,2. dado por:

v(F(), F@)G) =Y BI IO (18 1),
=0

Para ilustrar lo anterior, tomaremos un juego genérico para dos jugadores de una sola etapa, esto es: Dado el
estado = y que los jugadores eligen las acciones a1 € A1(i) y a2 € Az(i), lo jugadores reciben la recompensa
r1(a1(2),a2(2)) y r2(a1(i),a2(i)) y la probabilidad de que el siguiente estado sea j es P({j}|¢,a1,a2) o equiva-

lentemente p;j(a1, az).

Nota 4.0.11. Un Juego Estocdstico es Transitorio si la probabilidad de transicion

sz (F, )Xy # N) < oo, for alli € X.
t=0

2

Pz(f<1 FOVX, = 5) < oo, for alli € X.

NgE

-
Il
o

<.
Il
—

o equivalentemente,

D> Pil6(),4) < oo

t=0 z€X

P({j}16(3),4) puede ser interpretada con la probabilidad de que el siguiente estado sea j, dado el

estado actual es i y que se uso el perfil 6(i), en donde el perfil §(i) = (a1(4),az2(i)) depende el estado i.

En las partes siguiente se presentaran condiciones suficiente que garantizan que un juego estocéstico
sea transitorio. Para este fin, sea f € F una politica estacionaria tal que i,5 € X, ¢;,;(f) es el 4,j’s elemento
de la matriz Q(f) considerada en el seccion 5. En particular, Q(f*) es la matriz que procede de F con méaximo

radio espectral posible, en donde: v* = v(f™) es el correspondiente eigenvector derecho.

Pt = QUMY = max Q) v" 2 Q) v (4.2)
P =Q(f)o =minQ(f) -5 < Q(f) - (4.3)

Bajo estas condiciones estamos en posibilidades de aseverar que:
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Teorema 4.0.12. Si p* < 1 en (4.2) el Juego Estocdstico es Transitorio.

Para probar el Teorema 4.0.12 se necesita el siguiente lema.

Lema 4.0.13. Sea w(n) = (f9,..., f"~V) una politica (Markoviana arbitraria), entonces para cualquier

v(0) > 0 existe un eigenvector derecho de Perron v* > v(0), resp. © < v(0) tal que
(p)"v(0) < v(n,m) < (p")"v". (4.4)

La prueba se sigue directamente de iterar (4.2) y (4.3) y asi se obtiene la demostracion de 4.0.12 de

manera inmediata.



Capitulo 5

Juegos Estocasticos con Tiempos de

Paro

Este tipo de juegos se pueden usar para modelar algunos problemas en los que no se pueden acotar
a priori el nimero de pasos en el que el juego terminara pero cumplen que el numero de paso es finito con

probabilidad uno, i.e. existe un Tiempo de Paro para estos juegos.

5.1. Preliminares

5.1.1. Modelo de Control de Markov

Definicién 5.1.1. Un Modelo de Control de Markov (MCM), [45] es una quintupla

M :={X, A {A(i)|i € X},Q, R} que consiste en:

1. X es un conjunto finito que serd conocido como el espacios de estados; para el cual “i” se refiere a

un elemento arbitrario de X.
2. A es un congunto finito conocido como el espacio de acciones o espacio de controles.

3. {A@W)|i € X} es una familia de subconjuntos no vacios A(i) de A; A(i) representa el subconjunto de
controles permitidos para el estado i € X. K := {(i,a)]i € X,a € A(:)} es el espacio de pares

estado-accion permitidos.
4. Q(Bliya)) := P(Xt4+1 € B| Xt =i,At =a), BE X parat=0,1,2,....

5. R: K — R es la funcion de recompensa en el sentido que es el resultado obtenido por aplicar el

73
?

control “a” dado que el estado fue “i”. Nétese que vamos a considerar que: 0 < R(i,a) < 00, Vi,V a; R

denotard el conjunto de los numeros reales..
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Consideremos un Sistema de Control Estocéastico y supéngamos que podemos observar el sistema en
cada época, i.e. el MCM representa las consideraciones previas con espacio de estados X y espacio de controles
A, este sistema puede ser observado a cada tiempo t = 0,1,.... Asi que si denotamos por X; al estado del
sistema y por A; a la accidn al tiempo ¢, entonces podemos describir el sistema como sigue a continuacion: Si
el sistema se encuentra en el estado X; = ¢ € X al tiempo t y se utiliza el control A: € A(4) entonces se obtiene
una respuesta al sistema dada por R(i,a) que es la consecuencia de elegir la accién A¢ = a dado que se esta en
el estado 4, asi mismo el sistema se mueve al siguiente estado digamos X1 el cual es una funcion X-valuada
con distribucién Q(:|¢,a). Una vez el proceso se encuentra en el siguiente estado, estamos en condiciones para
proceder con otro control y asi continuar. Un MCM tiene la caracteristica de que el para cualquier estado la

respuesta al sistema y la ley de transiciéon solo dependen del estado actual.

Politicas o Estrategias

Considérese un MCM para cada t = 0,1, 2, ..., definimos el espacio H; de historias admisibles hasta
el tiempo t como sigue: Hy := K!x X =K' x Hi_1 parat=1,2,...y Hp:= X. Un elemento genérico de H;

se denotara por h: = (%0, ao, ..., 4j,0a;,...,it), en donde a; € A(i;).

Definicién 5.1.2. Una Politica o Estrategia [45] es una sucesion m = {m,t = 0,1,...} de medidas de
probabilidad 7 sobre el conjunto de controles A dado Hy que satisface que m¢(A(it)|ht) = 1 para todo hy € Hy,
t=0,1,....

Definiciéon 5.1.3. Sea F es espacio de todas las funciones f : X — A tal que f(i) € A(i) para todo i €
X. Llamaremos Politicas Estacionarias para las cuales existe una funcion f € F tal que m(-|h:) estd

concentrado en f(iz) € A(it) para todo hy € Hy and t =0,1....

Obsérvese que el conjunto de todas las Politicas se denotara por P y el conjunto de las Politicas
Estacionarias Deterministicas por F. Es claro que F C P.

Dada la politica m y un estado inicial Xo = i, existe una tnica medida de probabilidad P;" deter-
minada en el espacio producto H := [];2, K de todos los pares posibles estado-accion del proceso {(X¢, A¢)}

([3], [45]); Asi mismo al respectivo operador esperanza se le denotara por: E7 .
Una Funcion Objetivo es una funciéon que cumple lo siguiente:
V:PxX =R,

la cual es una manera de medir el resultado de todo el proceso.

Definicién 5.1.4. Dado un MCM {X, A, {A(i)|: € X}, Q, R}, el conjunto de politicas P y la funcidn objetivo

V . El Problema de Control Optimo consiste en determinar una politica © € P si esta existe, tal que:

V(r™,i) = sup V(m,i),i € X.
TeP
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Se define la Funcién Optima de la Recompensa Total Esperada como:

V(i) = sup E , forallie X, forallw e P,

TeP

Z (X1, Ay)
=0

y en el mismo sentido podemos decir que 7* es Optima si

V(i) = V(r*,4), for all i € X,
en donde la Funcion Objetivo de la Recompensa Total Esperada esta definida por:

V(Tr,’i) = E,ZT |:i R(Xt,Az)

, forallie X.

5.1.2. Modelo de Markov Transitorio

Definicién 5.1.5. Un Modelo de Control de Markov Transitorio (TMCM) [2/] es un Modelo de Control
de Markov con una condicion adicional la cual es: existe un estado N € X tal que Q({N}|N,a) = 1 y

R(N,a) =0 para todo a € A(N).

La existencia del estado absorbente N en el TMCM implica que la Recompensa Total sea acotada si
el estado N puede ser alcanzado desde cualquier estado de X. Nétese que para cualquier 8 € (0,1) un MCM
que utiliza el criterio descontado Vg(m, i) = ET [Z;’ZO BR(Xz¢, At)] , para todo i € X, € P, puede ser visto

como un caso espacial de los TMCM.

5.2. Definiciéon de un Juego Estocastico con Tiempo de Paro

Dada lo anterior, nosotros podemos proponer dos jugadores: El primer jugador con Modelo de Con-
trol de Markov Transitorio (TMCM) y para el segundo jugador se propone el concepto de Tiempo de Paro
[17, 53].

Como un breviario, este tema concierne a la clase de los juegos bipersonales de suma cero (esto
significa que lo que un jugador gana es lo que el otro pierde) a tiempo discreto con transiciones de Markov
en un espacio finito. La idea detras del juego es que para cada tiempo de elecciéon: el Jugador 2 puede parar
el sistema pagando un Recompensa Terminal al Jugador 1, y si el juego no es detenido entonces el Jugador 1
puede seleccionar una accién y mover el sistema a otro estado recibiendo una recompensa por el Jugador 2.

Para este trabajo el sistema serd medido a través del criterio de la Recompensa Total.

Sea § = (X, A, {A(d) }iex, P, R,G) un juego secuencial de suma cero con tiempos de paro para dos
jugadores 1 y 2, en donde el espacio de estados X es finito dotado con la topologia discreta y el espacio de
acciones A es un conjunto finito. El jugador 1 esta jugando un TMCM {X, A,{A(i) | i € X}, P,R} en el
ambiente de los juegos y el jugador 2 esta decidiendo si detener el juego al costo de pagar la Recompensa

Terminal G al jugador 1. Se introduce la Recompensa Terminal G del jugador 2 como G : X — R que es el
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@
1

resultado de detener el juego al estado “i” podemos asumir que: G() > R(i) > 0.

Nota: Dado un espacio topolégico K, el Espacio de Banach B(K) consiste en el conjunto de todas
las funciones continuas R : K — R para las cuales la norma del supremo I R || es finita, analogamente se define
B(X). Obsérvese que para nuestro trabajo nos concentraremos en R > 0y G > 0, y se tiene que R € B(K) y
G € B(X).

El modelo G se interpreta como sigue: para cada tiempo ¢t = 0,1,2,..., los jugadores 1 y 2 observan
el estado del sistema digamos, X; =1 € X, y entonces el Jugador 2 puede decidir si detener el juego a expensas
de dar un pago terminal G(i) al Jugador 1 o dejar que el sistema continue, en dado caso el Jugador 1 usas la
historia observada en los estados anteriores asi como sus acciones tomadas y en el estado actual X; = i, para
seleccionar una accion (control) A; = a € A(z) para mover el sistema. Como resultado de esto el Jugador
1 obtiene una recompensas R(i,a) de parte del Jugador 2 y como resultado al tiempo t + 1 el sistema se

encontrara en el estado X;y1 = j € X con probabilidad p;;(a).

5.2.1. Las Estrategias para el Juego con Tiempos de Paro

En el caso del Jugador 1 las estrategias (politicas) son las heredadas por los TMCM. Por notacion

sea P el conjunto de todas las estrategias.

Sea F; := 7(Xo, Ao,...,X¢—1,At—1,X¢), donde todos los elementos usados estan basados en las
estrategias del Jugador 1. ((Xo, Ao, ..., X¢—1, Ar—1, X¢) representa la o-algebra que es generada por todos
los elementos (Xo, Ao, ..., X¢—1, Ai—1, Xt)).

El conjunto de estrategias para el Jugador 2 es el espacio T que consiste en todos los tiempos de
paro 7 : H - N, (H :=[[2 Ky N:={1,2,3,...,}J{oo}) con respecto a la filtracion {JF;}, i.e. para cada
entero no negativo t, el evento [t = t] pertenece a F;. (K := {(4,a) | i € X,a € A(4)} conocido como los pares

disponibles estado-accion.

Obsérvese que el juego G es jugado en el espacio producto H el cual puede ser construido en la
forma canédnica [3]; dada una politica 7 y un estado i € X existe una tnica medida de probabilidad en H que
puede ser denotada por P (la probabilidad tnica inducida en el espacio producto de forma natural) en la
cual también se puede definir el operador esperanza como E] . Notese también que el los tiempos de paro 7

también pertenecen a H. Definimos un Par de Estrategias para el juego § como: (7,7) donde r € Py 7 € T.

Definicién 5.2.1. Dado un estado inicial i € X, la Recompensa Total Esperada para el Jugador 1

correspondiente al par (mw,7) € P x T esta dado por:
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T—1
V(ism,r): = EI > R(Xe, Ar) + G(X)I [r < 400
t=0
= V(mi)— ET |Y_V(m,i)| + ET[G(X,)I [t < +oo]].
t=1
Nota 5.2.2. Ndtese que:
T—1
| V(im,7) |< EF {Z | R(Xe, Ar) | + || G(X)I [T < +oo] ||| <[ R || ET[7]+ || G || < o0,
t=0

como consecuencia se obtiene que V (i;7,7) esta bien definida para cada m € P y para cada T € 7.

Cuando el Jugador 2 utiliza la estrategia 7, la Mejor Recompensa Total Esperada para el

Jugador 1 es sup,..; V(3;7,7), y la Funcion del Valor del juego es:

V(i) == inf [sup V(i;ﬂ,T)] i€ X. (5.1)

TET | P

Intercambiando el orden, el menor valor de la funcién del juego tiene la siguiente forma:

V(i) := sup {inf V (i, T)} Lie X (5.2)

neP [TET

Definicién 5.2.3. Un par (7*,7") € P x T es un Equilibrio de Nash si

V(im, ™) <V(@n*,77),ie X, me P,

V@n™, 1) >V(gn',m7),ie X, T€T.

5.2.2. Teorema Principal

En esta parte vamos a dar una caracterizacion sobre el Equilibrio de Nash para los Juegos Estocéas-
ticos Transitorios Bipersonales con Tiempos de Paro.
Si recordamos la Nota 4.0.2, la Condicién de Transitoriedad puede ser reescrita como sigue [33]:
sup ZPf[Xt # N| < 0. (5.3)
ieX,meP t—0
Esta condicién es equivalente a la Condicién Simultanea de Doeblin [33] , [34]:
sup E][r] < oo. (5.4)
€eX,mreP
Proposicion 5.2.4. Existe un entero positivo K tal que:
D PIXi#N]<1/2, i€ X,m€?P
=K
Demostracion. El lado izquierdo de la desigualdad es P [t > K] asi que usando la desigualdad de Markov,

(5.3) implica que la se cumple la condicion deseada si K > 2M. O
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Proposicién 5.2.5. Sea B'(X) la clase de todas las funciones W : X — R que satisfacen W (N) = 0 definimos
el operador C' en B'(X) como sigue: Para cada W € B'(X) la funcion C[W] esta dada por:

C [W] (i) = min {G(i)7 sup

acA(i)

R(i,a)+» Pij(a)W(j)] } .

Jj=1

El operador CK es contractivo, donde K cumple las condiciones de la Proposicion 5.2.4.

Demostracion. Para W,V € B'(X) la siguiente desigualdad se cumple:

N

" Py(@)lW () ~ V()

j=1

ICIW] = CIV]|(i) < sup
a€cA(i)

Como X y A son finitos esta relaciéon implica que existe una politica f € F tal que:
ICW(6) - CIVI()] < E[[W(X1) - V(X1)]]
= El[W(X1) - V(X0)|I[X: # NJ]

= E{[W(X1) - V(X)) > 1],

en donde la segunda igualdad se da por la inclusién de W,V € B’(X), obsérvese que la definicién de T se uso

en el ultimo paso. Via induccién se sigue que existe una politica Markoviana 7 tal que para que cada i € X,

[CEIW]@) - CRVID)] < ETIIW(Xk) = V(X [r > K]]

A

[ W=V P[r>K<[|W=V]/2

donde la ultima desigualdad se cumple por la Proposiciéon 5.2.4 O

Asi que con esto probamos en Proposiciéon 5.2.5 que CK es contractivo, por lo que se cumple las
condiciones del Teorema del Punto Fijo de Banach [16], esto significa C tiene un punto fijo W* € B'(X). Mas
aun, este punto fijo es el inico que satisface que:

N

R(i,a) + ZPij(a)W*(j)] } ,ieX.

Jj=1

W*(i) = min ¢ G(3), sup
a€cA(i)

Para nuestro modelo, W* es exactamente V*. Para cada i € X, sea f*(i) € A(¢) el maximizador de la parte
en corchetes de la ecuacion mostrada arriba definimos el Tiempo de Paro 7* como sigue: 77 (i) = 1 (detener)

si V*(i) = G(i), 7(¢) = 0 (continuar) cuando G(i) > V*(i).

Teorema 5.2.6. Para el Juego Estocdstico con Tiempo de Paro introducido previamente, el par (7*,7*) dado

por la Proposicion 5.2.5 es un Equilibrio de Nash.

Demostracion. Sea S* = {i € X|V*(i) = G(i)} y sea 7*(h) = min{t > 0|X; € S*}, h = (Xo, Ao, X1,A41,...) €

H. Necesitamos probar dos desigualdades para mostrar que es un Equilibrio de Nash.

Consideremos la primera desigualdad V(i,7,7*) < V(i,7*,7"), ¢ € X, 7 € P, donde estamos usando que

7" es la estrategia que es la que desarrolla la sucesion de f* (i) como en la proposiciéon anterior.
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*

Caso 1. Si i € S entonces [7* = 0] tiene probabilidad 1 con respecto a P y Pi”* entonces para este

caso las recompensa son G(i) = V*(q).

Caso 2. Si i ¢ S”entonces V" (i) > R(i,a)+3 ;. x Pij(a)V"(j) y para cada 7w € Py como i € X \ S*

se tiene:
V(i) > E7[R(Xo,Ao) + V7 (X1)]
= E] [R(Xo,Ao)I[T" > 0]+ G(X-)I[7" < 1]+ I[7" > 1]V*(X1)],

donde la segunda desigualdad se cumple debido a la relacion P[r* > 1] = 1, y por un argumento inductivo

para cada entero n y m € P se obtiene que:

Z Xt7At 7' >t]

t=0

+ Ef [G(X-)I[r" <n]]+ E] I[7" >n]V*(X,)], i€ X\S57,

V(i) > ET

tomando el limite n — oo, via el Teorema de la Convergencia Acotada, se sigue de la Definicion 5.2.1 y el

Teorema 4.0.3 que:

Vi@ > Ef iR(XtyAt)[[T* > t]| + Ef [G(X-)I[T" < +00]]
= E] Ti R(X:, Ay) | + Ef [G(X+)I[T" < +00]]
= V(@m, )

El Caso 1 junto con el Caso 2 nos llevan a la desigualdad requerida.

Para completar la prueba, hace falta mostrar que: V(i,7*,7) > V(i,7*,7),7 € X,7 € T. Para obtener

esto, consideremos el siguiente juego G := (X, A, {A(i)}i€X7P, R,G) que es el resultado de reducir A(i) a

A@) = {n*(@)} = {f*(i)}, i € X, y restringir el dominio de R(-) y cada Py, (-) aA(i). Para este nuevo modelo,

la correspondiente clase P de estrategias del Jugador 1 es el singulete { f*} asi que la funcién de valor (superior)
asociada a G esta dada por:

V(i) = inf V(isn®,7), i € X, (5.5)

Esta ecuacion puede ser obtenida de aplicar (5.1) reemplazando P por P. Aplicando la Proposiciéon

5.2.5 a este juego reducido G, la funcién V* se caracteriza por ser la tnica solucién en B’(X) de la ecuacién

},iex.

asi que podemos reemplazar V*(z) por V* (i) usando la unicidad del resultado dado por la Proposicién 5.2.5.

de equilibrio:

)+ > Pu(f ())V* ()

jeX

V*(i) = min {G(i),

Combinando la ultima observacion con (5.5), se sigue que para cada 7 € Tei € X,

V(isr', ) > mfV(ir",7)
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Asi que obtuvimos que: V(i;m,7*) < V*(i) < V(i;7*,7) y también tenemos que: V(i;7*,7") =

V*(i), Vi € X y que el par (7*,7") es un Equilibrio de Nash y es 6ptimo para cada jugador. O

Corolario 5.2.7. Para los Juegos Estocdsticos Transitorios con Tiempos de Paro el andlisis del problema

puede ser hecho por componentes una parte sobre los estados transitorios y en la otra el estado absorbente.

Demostracion. Para este tipo de juegos se puede observar que:

5 |3 3 ranio

t=0 ke X

= G(Xs),

para algin 7, esto se puede reescribir usando la informacion del estado absorbente y del tiempo de paro 7*

como:

Z Zﬁ pzk

t=0 ke X

= G(XT*)7

estas ecuaciones también se pueden observar como:

T =1
{Z Y. ri@pi(@) +r] (a)pm(a)} = G(X7x),

t=0 kEX\N

en la que la primera parte puede ser observada como la parte transitoria y la segundo como el estado absorbente.

O

5.3. Ejemplos

Para ilustrar lo anterior mostraremos algunos modelos con sus respectivos detalles que revelaran las

aplicaciones de esta teoria.

5.3.1. Ejemplo con un Unico Equilibrio de Nash

Ejemplo 1
Sea N un numero no negativo fijo y p € [0, 1] entonces los cinco elementos para el TMCM son los
siguiente:
. X:={0,1,2,...,N}.

1. A:={0,1,2,...,|N/2]} en donde |z] representa el maximo entero de z.

1. Paracadai e X, A(1) ={1,2,...,min{i, N —i}}.
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1v. La ley de transicion de probabilidad definida para P = [p;j(a)] para i € X y a € A(xz) como :

pii+a(a) = p, pii—a(a) = g donde ¢ =1 — p, pno(a) =1, poo(a) = ¢, poi(a) = p.

v. La funcién de recompensa R para cada época como:
R(i,a) =1,i# N; R(N,a) = 0.

Sea v(0); la recompensa inicial para el estado 7 y sea v(n); la recompensa esperada maxima para el
problema en el n-ésimo periodo usando que se comenzé en el estado i.
Usando el principio de optimalidad de Bellman [45] (Seccién 4.2 Finite-Horizon Policy Evaluation),

se tiene que la siguiente recursion se cumple para v(n);

acA

v(n); = méx {Rf + prjv(n - 1)j} ) (5.6)

j=1
La ultima desigualdad se puede reescribir en notaciéon matricial usando la terminologia de las politicas
como sigue:
v(n) = mélgf {R(7) + P(m)v(n — 1)}, n €N, (5.7)
S
donde v(n) representa el vector con componentes v(n):, ¢ = 1,2,... N, introduciendo una simple constante

como en [29] podemos obtener que:

v(n) max P(m) R(n) v(n —1)
1 mell 0 1 1

Sea § = (X, A, {A(i) }iex, R, G, P) los elementos para este juegos son:
X = {0,1,2,3, 4}; esto implica N = 4, A(5) = {A(0) = {1}, A(1) = {1}, A(2) = {2}, A(3) = {1}, A(4) = {0}}
Sea Py R como se definieron previamente. La funcién de recompensa G para el segundo jugador como sigue:
356 if t < 560,
G(X:) = .
356 + b 60 (1/2)F750if ¢ > 560,
conp=,2yq=,8.

Para este ejemplo en particular se tiene dos politicas que puede ser representadas como sigue:
m =(1,1,1) and 2 = (1,2,1).

En donde (1,1,1) representa que A(1) = {1}, A(2) = {1} y A(3) = {1} (respectivamente la misma notacién
para m2). Las siguientes matrices representan las politicas m y 72 respectivamente, afiadiendo una simple
variable y la recompensa (para esta parte se estan utilizando algunas ideas que fueron desarrolladas en [73]

sobre las matrices no-negativas y la formula 5.8).
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g p 00 0 1 g p 00 0 1
qg O 0 0 1 g 0 p 0 0 1
P - 0 g 0 p 0 1 7 P, - qg 0 0 0 p 1
0 0 0 p 1 0 0 0 p 1
00 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

Podemos observar que estas dos matrices tienen un solo estado absorbente si observamos la sub-matriz P,
quitando la columna de la recompensa entonces nosotros podemos analizar el tiempo de absorciéon. Tomemos
P, y Pr, restringidas (sub-matrices sin el estado absorbente), calculando los tiempos de absorcién se obtiene
que son 560 y 155 respectivamente. (Los tiempos de absorcién se pueden calcular usando la matriz fundamental

[49]).

Nota 5.3.1. En esta tesis estamos usando la férmula (5.8) para obtener el resultado mediante algoritmos
computaciones. Sin embargo, el proceso de la Recompensas Total Esperada puede ser hecho a través de (5.6)

siguiendo las instrucciones desarrolladas en [75].
Lema 5.3.2. Para el ejemplo 1 el par (7™ = m1, 75 = 560) es un equilibrio de Nash para el juego G.

Demostracion. Tomemos el par (71,560). La primera desigualdad para ser equilibrio de Nash se cumple
V(m1,560) < V(m,7) para todo 7 € N esto debido a como G(X;) fue definido, obsérvese que 7 es 6ptima
para este MDP. V(z, w2, 7*) < V(z, 71, 7") con valores (152, 356) de la recompensa esperada respectivamente,
supongase que el estado inicial x fue el primer estado. Esto puede ser calculado para cualquier estado inicial y
puede ser hecho mediante algunos célculos, se puede observar que la desigualdad se cumple para el par (71, 7")

por lo cual es un equilibrio de Nash para el juego estocastico transitorio de suma cero para dos jugadores. [J
Nota 5.3.3. El par (w2, 155) no es un equilibrio de Nash.

Demostracion. Es facil checar que V (w2, 155) < V (72, 7) esto debido a como G(X) fue definida pero V (z, 71, 155) <
V(x,m2,155) no se cumple porque la recompensa esperada para el TMCM sabiendo que el Jugador 2 va a
detener el juego al tiempo 7° = 155 esto tiene como recompensa esperada (136, 98) respectivamente para
y m2 tomando en cuenta que el estado inicial fue el primero. Entonces el par (w2, 155) no es un Equilibrio de

Nash. O

5.3.2. Ejemplos con Multiples Equilibrios de Nash

Uno de los problemas més interesantes es que la mayoria de las veces el equilibrio de Nash no es
unico. Normalmente se presenta la pregunta de como elegir uno de ellos, con que criterio decidir. Para este
problema nosotros proponemos el uso de la técnica de minima varianza [54]; esta técnica se justifica debido a

que refleja el punto de vista del primer jugador. Con esta informacién nosotros podemos utilizar las siguientes



5.3. Ejemplos 51

formulas que fueron introducidas en [58].

n—1
vl (7, n) := Ef (6a(m)) = BT (Z ka,xk“) :
k=0

n—1 2
2 T ™
v (m,n) = BT (¢a(m))* = E <Z RkaXk+1> ;
k=0
esto nos lleva como resultado a las féormulas de varianza promedio:

o(mn+1)=r?(x) + P(x)o(r,n) + 2P(x) o R v' (m,n)

) ) ) (5.9)
— [v (m,n+ 1)] + P(n) [v (ﬂ,n)] ,
(en donde el simbolo o significa el producto de matrices de Hadamard)
en el cual para el caso de modelos transitorios, como nuestro modelos se transforma en:
2 s D 1 1 2 s 1 2
o(m) =r°(f)+ P(w)o(w) + 2P(r) o Rv () — [v (71')] + P(m) [v (W)} (5.10)

en donde P(7) denota una matriz transitoria en donde el radio espectral de P es menor que la unidad. Para

modelos transitorios la formula previa puede se reescrita haciendo algunos célculos algebraicos como:
D 1@ D 1 1 2
o(n) = [1 - P(w)] {r (r) + 2P(m) o R v*(r) — [v}(m)] } (5.11)

donde 7*(rw) = [P(m) o (Ro R)] * e.

Ejemplo 2
Especificamente, siguiendo las ideas del Ejemplo 1 usando la matriz extendida. Sea N = 4, la fun-
ci6on de recompensa dada por: R(i,a) = 1, i # N y R(N,a) = 0; pero con ley de transiciéon como sigue:

pi,i+a(a) =D pi,i7a+1(a) =4q, pNo(a) =1.

Es importante mencionar que haciendo algunos céalculos numéricos se pueden calcular las politica
y las respectivas recompensas totales. Estos calculos nos hacen obtener 4 politicas m1 = (1,1,1,1), m =
(1,1,2,1), ms = (1,2,1,1), ma = (1,2,2,1), pero solo 2 de ellas son 6ptimas con respecto al TMCM. Estas

politicas son:
m=(1,1,2,1), ma = (1,2,2,1).

En este caso m2 = (1,1,2,1), A(0) = {1}, A1) = {1}, A(2) = {2} y A(3) = {1}. Como en el ejemplo anterior,

nosotros podemos observar que las matrices asociadas a estas politicas son:

qg p 0 0 0 1 qg p 0 0 0 1
0 g p 001 q 0 0 1
P, - 0 g 0 0 p 1 7 P - 0 g 0 0 p 1
0 0 0 p 1 0 0 0 p 1
0 0 0 0 1 0 0 0 00 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
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Sea § = (X, A,{A(x)}sex, R, G, P), usando los suposiciones anteriores y la funcién de recompensa
G para el segundo jugador como sigue:

35 if t < 95,
G(Xt) =

35+ 35 s (1/2)"7% i t > 95,

con p=,2 and q = ,8.
Lema 5.3.4. Para el ejemplo 2 se tienen dos Fquilibrios de Nash. Mds atun w4 tiene minima varianza.

Demostracion. De la parte previa se tiene que m2 = (1,1,2,1), ma = (1,2,2,1), son 6ptimas para el TMCM y
como resultado de los calculos con respecto al tiempo de paro obtenemos que 7 = 95 es el valor del tiempo

de paro para las dos politicas. Los pares (m2,95) y (74, 95) son Equilibrios de Nash.

Con esta informacién podemos utilizar las formulas de la varianza media 5.9 que para nuestro mo-
delo es 5.10 pero para hacer los calculos nosotros utilizamos 5.11. Haciendo algunos calculos computacionales
no muy complicados para las dos politicas optimas, obtenemos que para o(m2) y o(m4) los resultados son los

siguientes:

[lo (i) ll2
T2 1028.5
T4 988.7

1/2
en donde || o |l2 denota. (| 4]l = (7, S, lawil?) ).
Entonces, 74 es la politica con Minima Varianza y que el par (74, 7" = 95) es el Equilibrio de Nash

con minima varianza para el juego estocéstico transitorio con tiempo de paro. O

Nota 5.3.5. Un criterio posible respecto a la vision del jugador 1 es elegir el equilibrio de Nash con varianza

minima.

5.3.3. Cobdigo Computacional

clear
clc
tic
format short
N=5
p=.8;
q=1-p;
w=|zeros (1 ,N—1)];
for i=1:N-1
b=[i N-i];
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a(i)=min(b);

end

for j=1l:length(a)
x(j)={1:a(j) };

end

u=allcomb (x{:});

[ul,u2]=size(u);

n=length (a)+3;

for r=1:ul

A=zeros(n);

A(n—1,n—1)=0;

A(n—1,n—2)=1;

A(n,n—1)=1;

for i=2:n—2
for j=1:n

if i—j=—u(r,i—1);
A(l,j)=a ;
elseif i—j—1=—=u(r,i—1);
A(i,§)=p;
end

end

end
A=A(2:n,1:n—1);

B=sparse (A);

B(r)={A};

end

J—=(N*(N+11)) ~2;

m=95;

%m=(N+2)+round (N/2) ;
for i=1:ul
B1(i)={B{i} m};

end

B3=zeros (N—1,r);

for j=1:N—1
for i=1:ul
B2(i)-max(B1{i }(j \N+1));

end
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B3(.] 7:):B2§

end

t1=[];
max-max(B3,[] ,2) ;
i=0;

for i=1:ul

if max-B3(:,i)<.0000000001

=i+
t1(j)=(i);
end
end
u(tl,:)
toc

d=length (B)
for i=1:d;
x{i}=normform (B{i});

end

for i=1:d;
Q{i}=x{i}(1:n—3,1:n—-3);

end

t—length (Q{1}):

for i=1:d;

NP{i} = (eye(t)-Q{i})"—1;
end
for i=1:d;

RT{i} — diag(diag(NP{i}));
end
for i=1:d;

M{i} = NP{i}."2;

end

for i=1:d;
Var{i} = NP{i}*(2xRT{i}—eye(t))-M{i};

end
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uj
for i=1:d;
Var{i};

end

norm(Var{1}
Var{3}
Var{2}

Var{4}

norm

norm

_ = = =

)
)
)
)

norm




Apéndices

Nosotros introdujimos tres extras uno asociado el proceso estocastico que esta detras de los juegos
transitorios con tiempos de paro, también pusimos unas ideas que utilizamos en los ejemplos de los juegos
transitorios con tiempos de paro relacionada con la estructura matricial. Para la tltima parte hablamos de

como llegamos a la idea de la mezcla de los juegos y la idea de los tiempos de paro.

A. Definicién del Proceso Estocastico asociado al Juego Estocas-
tico con Estrategias Fijas [15]

Dado un juego estocastico con estado inicial ¢ y estrategias m y ¢ para los jugadores , nosotros
queremos definir un espacio de probabilidad y un proceso estocéstico que modele el curso del juego. Nosotros
entendemos que el curso del juego es una sucesién de estados y acciones a través del juego respecto a cada
acciéon que toman los jugadores.

Consideresen los conjuntos A y B como las acciones disponibles para el jugador 1 y 2 respectivamente,

como

N N
A=|JA" and B=[]JB"
i=1 i=1

Sea 1 = X, Q2 =AXxB, Q3 =X, Q4 = A x B, y asi como sigue. El espacio muestral en el que

queremos definir la probabilidad es:
Q=] %,
k=1

como cada elemento (o, (ag, bo), i1, (a1,b1),...) € Q representa una historia de estados y acciones tomados
por los jugadores, en el cual i; representa que al tiempo ¢ el estado era i y las acciones que fueron tomadas
por los jugadores fueron (a¢, b:). Es importante notar que para todo t =0,1,2,...

2t4+1

H, C H Q.
k=1

Como los conjuntos {2 son de cardinalidad finita entonces se puede considerar la o-algebra sobre cada uno,
Fr = P(Q) Para cada k = 1,2,..., y para cada (wi,...,wr—1) la dindmica del juego define la siguiente

probabilidad sobre (Q4, Fk):
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* Sik=1,

1 if wy =1,
P(wl) =
0 othercase.

*

Sikespary (wi,...,wr—1) € Hy .
k_

Pwr) =
othercase.

*

m(alwi, ..., wk—1)P(blwi, ..., wr—1) if we = (a,b),
0
¢ H

Sikespary (wi,...wk—1)

de probabilidad 0.

k_, DO importa la distribucién de probabilidad porque es un conjunto
b

* Si k es impar y diferente de 1 y wi—1 = (a,b) con (a,b) € A%*~2 x B¥k—2
P(wk) = Puy_z,0,b-
* Si k es impar y diferente de 1 y wi—1 = (a,b) con (a,b) ¢ A**~2 x B**~2 no importa otra vez como se
defina por el mismo razonamiento que en el caso parecido.

Con todas las probabilidad previas, estamos en las hipétesis del teorema de Ionescu-Tulcea. Llamando P; » ¢
a la probabilidad dada por el teorema definido en (€2, F) en el cual J es la o-algebra dado por los cilindros.

En el espacio de probabilidad (€2, F,P; » 4) considérese el proceso estocastico

{Xt}t:(),l,‘.‘ ) {At}tzo,l,u. ’ {Bt}t=0,1,.4. ’

el cual representa el estado y las acciones usadas por los jugadores 1 y 2 respectivamente al tiempo t; definido

como se espera si w = (o, (ao, bo), i1, (a1,b1),...) € Q entonces:
Xt(w) = it, At(w) = atg, Bt(w) = bt.

También considérese los elementos aleatorios H; : t = 0,1, ... de las historias del proceso hasta el tiempo t,

asi que H; toma valores en el Hit:ll Qry

Ht(w) = (io,ao,bo,’il,al,b1, . .7it).

Por como se definié la probabilidad P; 4 es facil checar que:

* El juego comienza en el estado i esto significa que
Pim¢(Xo =14) =1.

* Las variables aleatorias H: toman valores en H; con probabilidad 1.

+ Las acciones tomadas por los jugadores dependen de las estrategias e historias del juego y son indepen-
dientes

Piro(Ae = at|He = he) = m(ae|he)
]P)'L,Tr,d)(Bt = atlHt = ht) = ¢(bt|ht)

P¢7W,¢(At = at,Bt = at|Ht = ht) = 7T(at|h,t)¢(bt|ht).
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* La transicién entre los estados solo dependen del dltimo estado y de las tultimas acciones.
Pi e, (Xev1 = dep1|He = he, At = ag, By = b)) = Py ¢ (i41),

en el cual 7; es el altimo estado de la historia h¢.

B. Propiedades de las Matrices No Negativas.

Una cosa importante es observar que para el analisis de la matriz transitoria se necesita observar las

siguientes cosas:

Sea H un conjunto de matrices no negativas k X m con (k,m € N), sea P; que denote la i-ésima fila
de la matriz P € H. H tiene la propiedad producto si para cada subconjunto V de {1,2,...,k} y si para cada
par de matrices P(1), P(2) € H lo siguiente se cumple: La matriz P(3), definida por

P(l)l if eV
P(2); if 7€ {1,2,...,k}\V,

P(3); :=

es también un elemento de H.
Sea o(P) que denota el radio espectral de P (P € H) y sea
6 := max {o(P)|P € H} . Entonces existe una matriz P € H, una particion {D(0), D(1),...,D(v)} de X, y
un conjunto de vectores semipositivos
{w(1),w(2),...,w(v)} tales que:

rglg;I(Pw(v) = Pw(v) = 6w(v),

méxPu (k) = Pw(k) =6wk)+wk+1), k=v—1,...,2,1.

© es la restriccion del

Si C C X, entonces PC es la restriccion de P a C' x C. Similarmente, v
vector (columna) v a C. Si {D(0), D(1),...,D(n)} denota una particién del espacio de estados X, entonces
normalmente se escribe P*" para la restriccion de P a D(k) x D(l), k,1 =0,1,...,n. Notese que prk) —
PP® k=0,1,...,n.

Siguiendo el Rothblum ([51] y [70]) se dice que el estado 7 tiene acceso al estado j (o que el estado
J tiene acceso desde el estado 7) si existe un entero no negativo n tal que ij-ésima entrada de P™ es positiva.
La definicién de accesibilidad refleja la idea que la configuracion de P puede se representada por una grafica
dirigida. Como consecuencia, se considera P como una funcién no negativa real valuado definida en X x X,
y no como un operador lineal de R™ x R"™. P se dice que es irreducible si para cualquier dos estados tienen
acceso entre ellos, para cualquier otro caso se dice que P es reducible. Més atn, si D es un subconjunto propio
de X, la restriccion PP de P a D x D se llama el menor principal de P. Una clase de P es un subconjunto
C de X tal que P es irreducible y tal que C' no puede ser engrandecida sin perder la irreducibilidad. A C
se le dice un clase bésica si 0(P¢) = o(P), de cualquier otra forma se le dice no basica (para la cual se tiene

o(P%) < o(P)). Entonces existe una particion del espacio de estados X en clases, C(1),C(2),...C(n). Si P*7)
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denota la restriccion de P a C(i) x C(j),4,7 = 1,...,n entonces (posiblemente después de una permutacion

de los estados ) P puede ser escrita de la siguiente forma:

pitl  pa2 - p(ln)
pa o pen
P = ,
pn)
con P9 =0 fori>j,i,j=1,...,n. Aqui las clases pueden ser parcialmente ordenadas mediante

las relaciones de accesibilidad. Nosotros podemos hablar de accesibilidad de (desde) la clase si existe una
acceso de (desde) (o, equivalentemente,) para cualquier estado en esas clase. Un clase C se le dice final si C
no tiene acceso a cualquier otra clase. Una clase C' se le dice inicial si ninguna otra clase tiene acceso a C.
La existencia de eigenvectores estrictamente positivos asociados con el radio espectral o(P) de una matriz

cuadrada no negativa P depende fuertemente en la relacion entre las clases bésicas y no basicas.

Lema 5.3.6. Una matriz cuadrada no negativa P posee un eigenvector estrictamente positivo derecho (iz-

quierdo) si y solo si las clases bdsicas son precisamente son las clases finales (iniciales).

Una cadena de clases de P es una coleccion de clases {C(1),...,C(n)} tal que p;, j, > 0 para algun
par de estados (ik,jk) . ix € C(k), s € C(k+1), k=1,2,...n— 1.

Se dice que la cadena comienza con C(1) y termina en C(n). El tamaifio de la cadena es el ntimero
de clases basicas que contiene. El peso (profundidad) de una clase C' de P es la cadena maés larga que termina
(comienza) en C. El grado v(P) de P es el tamaiio de la cadena mas larga. Claramente la profundidad de la
clase con respecto a P corresponde al peso con respecto a PT. Para este trabajo la clasificacion de las clases

se realiza mediante la profundidad.

Lema 5.3.7. Sea P con radio espectral o y grado v. Eziste una particion {D(v),D(v —1),...,D(1),D(0)}
del espacio de estados X tal que D(k) es la union de todas clases con profundidad k, para k = 0,1,.... En
particular, si P denota la restriccion de P a D(k)x D(1), entonces P**"Y =0 para k < 1, (k,1 =0,1,...,v).
De esto, posiblemente después de una permutacion de estados se puede reescribir como:
pwv) pvr=1) L pw) pw:0)
pwv-1v=1)  p-11) pE-1,0)

P P10
P(O’O)

Se tiene que o(P**) =g para k =1,2,...v y o(P*?) < o (si D(0) no es vacia). Mds aiin, existe
un vector u™ > 0 tal que

PR (B — Uu(k)7 k=1,2,...,v.

Lema 5.3.8. Sea cada P € H irreducible, entonces existe Pe H, con radio espectral & y un vector estricta-
mente positivo U tal que

Pt = méxPi = 6.
PeH



5.3. Ejemplos 60

Teorema 5.3.9. Sea 6 := max{c(P)|P € H}, y sea {D(0),D(1),...,D(v)} la particién principal de X con
respecto a H. Entonces existen vectores semipositivos {w(v),...,w(2),w(1)}, tales que

glea;I(Pw(V) = sw(v),

ix Pw(l) = cw(l [+1 l=v—-1,...,2,1
Plenl‘%)i1 w(l) = ow(l) +w(l +1), v IR

donde
H, :={P|P € H,Pw(v) = 6w(v)},

H,:={P|P € Hi\1,Pw(l) =6wl) + w(l+1)}, l=v—1,...,21.

Paral=v,v—1,...,2,1 se tiene

v

w(l); >0, i€l JD(k),

k=l

Teorema 5.3.10. Sea K un conjunto finito de matrices no megativas con la propiedad producto entonces
existe un entero r y una particion del espacio de estado X, llamémosla {I(1),...,I(R)}, que cumple con las

siguientes cosas:

= Sea P*Y [ restriccion a I(k) x I(l).

entonces P*Y =0 si k> 1 (k,l=1,...,r) para cada P € K.

» Euiste una matriz P € K y vectores estrictamente positivos 4™ definidos en 1(k) tales que:

PERG® — maxpERg®) — 5 0®) k=12 r (5.12)
PeK

en donde G 1= 0(15““”“)), k=1,2,...,r.
Para k <1 se tiene que & > 61; la igualdad se cumple cuando cada estado de 1(k) tiene acceso a algin

estado I(l) bajo P.

= Sea £(0) > 0 y x(n) como anteriormente; para cada k € 1,2,...,r sea ti un entero positivo definido

como:

; min{j|j > 0,6k+; < o} if j emist,
k =
r—k+1 another case.

entonces deben existir constantes positivas c1 y c2 tales que:

-1
n "
cruf < (t 1) 67" x(n); < coul®,
L

para cada i € I(k), k=1,2,...,7r yn € N.

C. Tiempos de Paro

Sea G = (Gn)n>0, una sucesiéon de variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad

filtrado (2, F, (Fn)n>0, P). Se interpreta G, como la ganancia obtenida si la observaciéon de G es detenida al
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tiempo n. Se supone que G se a adapta a la filtracion (F,)n>0 en el sentido que para cada Gy, es Fp-medible.
Recuérdese que cada F,, es una o-algebra de subconjuntos de Q tal que Fo C F C ... F. Tipicamente (F,)n>0
coincide con la filtraciéon natural (?,? )n>0 pero en general podria ser mas grande. Se interpreta F, como la
informacion disponible al tiempo n. Todas las decisiones en busqueda del 6ptimo paro al tiempo n deben estar

basadas en esta informacion solamente (no se permite la anticipacion) [17].

Definicion 5.3.11. Una variable aleatoria T : Q — {0,1,...,00} se dice un tiempo de Markov si {T < n} € F,

para todo n > 0. Un tiempo de Markov se le dice un tiempo de paro si 7 < co P-a.s.

La familia de todos los tiempos de paro seréd denotado por M, y la familia de todos los tiempos de

Markov sera denotada por M. Las siguiente subfamilias de M seran usadas.

MY ={reM:n<7<N} (5.13)
donde 0 < n < N. Por simplicidad, denotaremos como M~ = M} y M,, = M.

El problema de paro dptimo que sera estudiado busca resolver
V. =supEG, (5.14)
T

donde el supremo se toma sobre la familia de los tiempos de paro. Notese que (5.14) envuelve dos tareas:
= Computar el valor de la funcidn V. tan explicitamente como sea posible
= Exhibir un tiempo de paro dptimo 7. para el cual el supremo es alcanzado.

Para asegurarnos de la existencia de EG; en (5.14) se necesitan imponer algunas condiciones adi-

cionales sobre G y 7. Si la siguiente condicién se cumple (con Gnx = 0 entonces N = 00):

E (supn<i<n | Gk |) < 00 (5.15)
entonces E G, esta bien definida para todo 7 € MY . Aunque para muchos de los resultados siguientes es
posible debilitar esta condicién y reemplazar | Gy | por G, o Gz ( 0 més ain solo considerar los casos para
los 7 para los cuales E G, esta bien definida) por simplicidad se asumira a largo de este trabajo que (5.15) se
satisface. Una inspeccién mas cuidadosa de las pruebas revelara que la condicion (5.15) puede ser relajada.

Con la subfamilia de tiempos de paro MY introducida en (5.13) arriba nosotras asociaremos la
siguiente funciéon de valor:

vy = sup EG- (5.16)

TGMnN
donde 0 < n < N. Otra vez, por simplicidad, sea VY = V¥ y V,, = V,*°. Igualmente, sea V = V5 donde el
supremo es tomado sobre todos los 7 € M. El objetivo principal de esta parte esta basado en los problemas
con Horizonte Finito. Considérese el problema de tiempo de paro 6ptimo (5.16) donde N < oco. Recuérdese

que (5.16) se lee mas explicitamente como sigue a continuacion:

v,V = sup EG, (5.17)
n<r<N

donde 7 es un tiempo de paro y 0 < n < N. Para resolver el problema nosotros podemos dejar que el tiempo

retroceda y proceder recursivamente.
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Teorema 5.3.12. (Horizonte Finito) Considérese el problema de paro dptimo (5.17) suponiendo que la con-

dicion (5.15) se cumple. Entonces para todos 0 < n < N se tiene que:
SN > E(G.|F,) para cada T € MY, (5.18)

Sy =E(G.n[Fn). (5.19)

Mads ain, si 0 < n < N esta dado y fijo, entonces se tiene que: El tiempo de paro 1) es éptimo en (5.17) Si
T s un tiempo de paro dptimo en (5.17) entonces Tn,, < T« P-a.s La sucesion (Sy )n<k<n €§ la mds pequenia

supermartingala la cual domina (Gg)n<k<n. La sucesion de paro (S,Z\TN) es una martingala.
- - n

La prueba de este teorema puede ser encontrada de la pagina 4 en [43].



Capitulo 6

Conclusiones y Problemas Abiertos

6.1. Conclusiones

Podemos resumir este trabajo a través de dos variantes, una son los Juegos Estocasticos Sensibles
al Riesgo y la segunda los Juegos Estocésticos Transitorios con Tiempos de Paro en donde se buscaron las

condiciones para poder obtener los equilibrios de Nash correspondientes.

= Al principio de este trabajo dimos una pequena introduccién de los antecedentes relacionados con los
juegos y como se da el salto de los Procesos de Decision de Markov al area de los juegos mediante los

Juegos Estocésticos.

= FEn la primera parte obtuvimos cotas para el valor é6ptimo en los Juegos Estocasticos Sensibles al Riesgo,
asf mismo se mostré que estas cotas estaban relacionadas con los eigenvalores de Perron y su respec-
tivo eigenvector que se pudo elegir estrictamente positivo debido a que las matrices de transiciéon son
no negativas. Para redondear esta parte se mostraron algunos ejemplos para ilustrar el proceso de la

obtenciéon de las cotas.

= Una vez que lo anterior estaba finalizado nos enfocamos en analizar el problema de los Juegos Estocés-

ticos con Tiempos de Paro con Recompensa Total.

En resumen, primero se encontraron condiciones que aseguran que la Recompensa Total sea finita,
debido a que el primer jugador tenia este tipo de funciéon de recompensa y después proponer una es-
tructura para el juego, lo cual fue el hecho mediante la transitoriedad del juego. Una vez teniendo la
formulacién del juego se tuvo que buscar la solucién, asi que lo que se hizo fue buscar un operador
contractivo en un espacio de Banach apropiado; cabe resaltar que para la obtencién de este operador
cada vez el juego tenia que ir siendo més especifico debido a que por el tipo de recompensa usada no era

tan facil encontrar una contracciéon natural, en comparaciéon con el caso de la Recompensa Descontada.

Es importante resaltar que el modo en el que fue abordado el problema de encontrar el Equilibrio
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6.2.

de Nash en los Juegos Estocésticos con Tiempo de Paro con Recompensa Total no sélo permite observar
la solucién sino ademéas nos dio pie a proponer un método de selecciéon en el caso de que existan miiltiples
equilibrios. En nuestro caso usamos el método de la minima varianza, el cual refleja el punto de vista
del primer jugador para la eleccién de la estrategia 6ptima.

Una posible aplicacién seria en el campo de la industria sobre el tiempo de duracién de una pieza y los

costos de reparacién.

Problemas Abiertos

Durante el proceso de este trabajo notamos que hay distintas opciones para mejorar y ampliar éste.

Las posibles areas para una investigacion a futuro las enumeraremos a continuacion.

Generalizar los Juegos Estocasticos Sensibles al Riesgo para el caso de varios jugadores.

Crear un programa para calcular Equilibrios de Nash en el caso de varios jugadores, para los Juegos

Estocésticos Sensibles al Riesgo.

Mejorar las cotas superiores e inferiores para encontrar el valor 6ptimo presentadas en la Seccion 2.4.1

para los Juegos Estocasticos Sensibles al Riesgo.
Considerar recompensas negativas en el caso de los problemas Sensibles al Riesgo.
Para los Juegos Estocasticos Transitorios con Tiempos de Paro, extenderlos al caso con varios jugadores.

Respecto a la Recompensa Terminal del segundo jugador en los Juegos Estocéasticos Transitorios con

Tiempos de Paro, debilitar las condiciones dadas en la definicion.

Sera interesante introducir para los Juegos Estocésticos Transitorios con Tiempos de Paro la sensibilidad

al riesgo.

Otro punto importante sera desarrollar un tipo diferente de criterios para la seleccion de Equilibrios. No
quedarnos sélo con el criterio de la Minima Varianza, sino a lo mejor introducir un criterio promedio o

generar alguno que considere el punto de vista del segundo jugador.

Buscar una forma de abordar los Juegos Estocéasticos Transitorios con Tiempos de Paro para los cuales

se modifique el espacio de acciones a un espacio continuo y compacto.

Un problema interesante seré preguntarse que pasa cuando se aceptan recompensas negativas para el

caso de los Juegos Estocasticos Transitorios.
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