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Introduccion

De acuerdo con Parthasarathy [12], la fuente de inspiracién para crear “Probabilidad Cuén-
tica”, radica en los métodos ingeniosos adoptados por los fisicos para calcular probabilidades de
eventos relacionados con el mundo subatémico de particulas elementales donde las leyes de la
mecanica cldsica no se cumplen y la distincion entre una particula y una onda llega a ser vaga. Por
lo que nos preguntamos ;cOmo es que se sustenta matematicamente estos métodos para calcular
probabilidades?

En el Primer Congreso Internacional de Matematicas, realizado en Paris en 1900, David Hil-
bert plante6 23 problemas que definiria la investigacion en las matemaéticas. Entre esos problemas,
el sexto, solicitaba encontrar una base axiomatica que permitiese deducir todas las teorias fisicas
y los fenémenos aleatorios o dependientes del azar. Muchos mateméticos destacados dedicaron su
vida a responder a ese problema. Entre otros, Kolmogorov y Von Neumann.

L. Accardi [1] menciona que los primeros libros que describen el aparato matemaético de la
mecdanica cudntica, fueron las monografias de Dirac [6] y de Weyl [20]. Estos libros tuvieron gran
influencia en el desarrollo de la teoria cudntica, pero no trataron directamente el sexto problema
de Hilbert. Dirac hace una pequefia mencién de los problemas de interpretacion de la nueva teoria
s6lo en la introduccion del libro, mientras que Weyl no menciona nada al respecto y solo se centra
en la matematicas de la nueva teorfa.

Rolando Rebolledo [13] menciona que el sexto problema de Hilbert, carece de sentido en la
forma en que fue formulado. Plantear la biisqueda de una axiomatizacion completa de la Fisica y
de los fendmenos del azar, corresponde a una vision estatica de la ciencia, que suprime la Historia
y la capacidad transformadora de nuestra especie.

. Se le puede dar, a pesar de todo, algin sentido a este problema, que tenga en cuenta la
dindmica del conocimiento humano?

Eso es diferente y se puede responder afirmativamente. Hoy es posible proveer una estructura
matematica para modelar el conjunto de las teorias fisicas y los fendmenos del azar conocidos a
principios del Siglo XX.

Como menciona Fagnola [9], en los comienzos de los afios 30‘s A.N. Kolmogorov y J. von
Neumann propusieron dos conjuntos de axiomas para la modelacién de fendmenos aleatorios. En
los modelos cldsicos (Kolmogorov), uno introduce una tripleta (€2, 7, P), donde (2 es el conjunto de
todos los posibles resultados del fendmeno aleatorio (espacio muestral), F es la sigma algebra de
subconjuntos de €2, llamados eventos. P es una medida de probabilidad sobre F, que actualmente
todo esta fundamentado en la Teoria de la Medida.

Por otro lado von Neumann (con la Teoria de operadores) propone para el caso cudntico, un
par (A, ) donde A es un dlgebra de von Neumann (de operadores) donde las proyecciones son
llamadas eventos y ¢ es un estado (probabilidad) sobre 4. El planteamiento original de von Neu-
mann solo cubria algunas ideas fundamentales de lo que se podria llamarse “Teoria de la Medida
no-conmutativa”, mas aun, la nocién de variable aleatoria, proceso estocdstico, probabilidad y
esperanza condicional, cadenas de Markov y procesos de Markov estaban ausentes en este sistema.

A partir de la segunda mitad de los afios 70°s, la nocion de “variable aleatoria” y “procesos
estocéstico” fueron definidos de manera puramente algebraica, ademés de una nocion nada trivial
de ““ esperanza condicional cudntica ” lo cual permitié a L. Accardi la construccién del primer
ejemplo de un *“ Proceso de Markov Cudntico ” y el cual fue extendido a cualquier dlgebra de von
Neumann por L. Accardi y C. Cecchini [2].
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A los comienzos de los 80°‘s la nocién de ““ Procesos Estocdsticos Cudnticos” fue formula-
da como se conoce hasta ahora, generalmente aceptada, por L Accardi, A. Frigerio y J.T. Lewis [3].

Resumen

En este trabajo lo que se pretende es hacer notar la importancia del Teorema de Consistencia
de Kolmogorov en la construccidon de los procesos estocdsticos tanto cldsicos como cudnticos. En
el primer capitulo damos las definiciones basicas de lo que es un dlgebra, C*-algebra y una dlgebra
de von Neumann, un ejemplo muy sencillo de la analogia de cdmo se mira un espacio de proba-
bilidad cldsico como cudntico. En el capitulo 2 vemos el Teorema de Kolmogorov y algunas de
sus aplicaciones importantes para nuestro trabajo como lo es la construccién de los productos ten-
soriales de espacio de Hilbert, productos tensoriales estabilizados. En el siguiente capitulo vemos
a mds detalle la esperanza condicional cuéntica sus propiedades, de acuerdo con Parthasarathy, y
se define lo que es un proceso estocdstico cudntico (o flujo estocéstico, introducido por Parthasa-
rathy [12]), donde damos ejemplos de cuatizacion de algunos procesos discretos cldsicos como por
ejemplo la cadena de Ehrenfest, cadena de nacimiento-muerte entre otros. Por tltimo estudiamos
parcialmente el articulo de L Accardi, A. Frigerio y J.T. Lewis [3], en donde una vez mds hace-
mos el uso del Teorema de Kolmogorov para la demostracion del Teorema de reconstruccion, que
garantiza la existencia de procesos cudnticos.
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Capitulo 1

Espacio Cuantico de Probabilidad

A fin de que este trabajo sea lo mds autocontenido posible, en este primer capitulo se presen-
tan algunas definiciones y teoremas bdsicos correspondientes a la teoria de *-dlgebras, Teoria de
operadores asi como el lenguaje de la probabilidad clasica y cudntica. Nos basaremos en los libros
de Franco Fagnola [9], pero especialmente en Parthasarathy [12].

1.1. Preliminares

Damos una breve introduccidn de la teoria de operadores por lo que no hacemos demostra-
ciones estas se pueden encontrar en el libro de Parthasarathy [12] y en el libro de Weidmann [19].

Sea 7 un espacio de Hilbert, un subconjunto S C 77 es llamado fotal si el subespacio
cerrado mas pequefio que contiene a S es .57, o equivalentemente, S+ = {0}.

Proposicion 1.1.1. Sean S; subconjuntos totales de los espacios de Hilbert 7,1 = 1,2, respec-
tivamente. Supongase Uy : S1 — Sy es una transformacion que preserva el producto interior, es
decir para todo u,v € S,

{Uou, Upv) = (u, v). (1.1

Entonces existe una tinica isometria lineal U : 76, — 56 la cual extiende a U,, es decir,
Uu = Uyu para todo u € Si. Si, agregamos, Uy es sobreyectiva entonces U es un isomorfismo
unitario de 761 en 7.

Demostracion: Para o, 5; € C, u;,v; € S1,1 <i <m,1 < j <n.(Upu,Uyp) = (u,v) implica
que
(> ailows, 3 BiUov;) = 3 aif{us, vj)
7 J ,]

(1.2)
= (Z QiUs, Z Bjv;).

en particular se tiene que

1Y~ eloul|* = 1) cvus|*. (1.3)
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Se define U, Z ol = Z a;Ugu;.
Si Z QU = Z 6]1)], entonces (1.3) implica que || Z a;Ugu; — Z B;Uovj|| = 0 asi U; esta bien

deﬁmdo sobre el espacio lineal M, generado por S;. (1 2) 1mphca que U; es una isometria lineal
sobre M, y en particular es acotado. Por continuidad, U; se extiende a una isometria lineal U
sobre la cerradura de M, es decir, M, = 7. Si V es otro de tal extensién, entonces U — V es un
operador acotado que se anula sobre el conjunto total S; y por lo tanto U — V' = 0. El rango de
de la isometria U es un subespacio cerrado que contiene a la imagen de S;. Si Uy es suprayectiva,
entonces R(U) = 7% y U es unitaria.

U

Definicion 1.1.2. Sea B(s#) el conjunto de todos los operadores acotados y 1 la funcién
identidad. El conjunto resolvente, rp»)(T) de un elemento 7' € B(J) se define como el
conjunto de A € C tal que A1 — 7 es invertible y el espectro o(») (1) de T' se define como el
complemento de 7 (T) en C.

Un escalar A € C se llama un eigen-valor de T' si existe un vector v € .7 distinto de cero tal
que Tv = \wv.

Si A € C es un eigen-valor de 7', entonces los vectores distintos de cero del Kernel de A1 — 7T
son los eigen-vectores de T.

Sean Sy, So dos subespacios cerrados de 77y U : S; — S5 es un isomorfismo unitario de S,
sobre S,. Entonces U es llamado isometria parcial con espacio inicial S; y rango .Ss.
Para cualquier operador acotado 7" : 7" — ¢, el operador positivo (T*T)% es llamado el modulo
de T'y se denota por |T].

Teorema 1.1.3. (Descomposicion Polar) Sea T € B(5), entonces existe una unica isometria
parcial U tal que:

i) U tiene como espacio inicial a R(|T|) y rango R(T).
ii) T = UT)

Un elemento 7" € B(J5¢) se llama operador de rango finito n si dim (T') = n < oo. Se
denota por Ly(.#) al conjunto de todos los operadores de rango finito.

Un elemento T' € B(s#) se llama operador compacto si cada sucesion {u,, } de vectores unitarios
en .7 la sucesion imagen {7T'u, } tiene una subsucesion convergente. Se denota por L., (.7) al
conjunto de todos los operadores compactos de 7.

Proposicion 1.14. i) Lo(5) C L() C B(S7).
ii) Lo(F) y Loo(H) son ideales x-cerrados por ambos lados en B(F).

iii) Loo(F€) es cerrado bajo la topologia de la normay Ly(€) es denso en Loo ().
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iv) T € Lo(F) siy sélo si existe un conjunto ortonormal finito {u;},{v;} y de escalares
positivos {s;}, con j = 1,2, ... tal que

T =2 s;lu;) (vl
j=1

v) Si{s;} es una sucesion no creciente de escalares positivos tal que s; — 0 cuando j — ooy
{u;},{v;} son sucesiones ortonormales entonces

T= Z sj|u;) vyl

es un operador compacto y la suma del lado derecho converge en la norma de los operado-
res. La descomposicion polar de T' = U ||T|| esta determinada por

1T =" sjlv)(v)]

J

UUj:Uj, ]:1,2,

vi) Un operador auto-adjunto T es compacto si y sélo si existe una sucesion ortonormal {u;}
y escalares distintos de cero {\;} tal que \; — 0 cuando j — oo cuando la sucesion es
infinitay T =Y \;|()|- en tal caso la serie infinita del lado derecho converge en norma.

Proposicion 1.1.5. (Pricipio MiniMax) Sea \y > Ay > --- una enumeracion, inclusive con mul-
tiplicidad, de todos los eigen-valores positivos de un operador positivo compacto T, entonces

A= min max (u,Tu), n=1,2,...
dimS=n—1 ||Ju||=1
uesLt

donde S denota cualquier subespacio de F .

Proposicion 1.1.6. Sea T un operador compacto sobre 7. Sea s1(T') > sy > --- una enumera-
cion completa, inclusive de multiplicidad, de los eigen-valores de |T|, entonces
$p,(T)= min méx ||[Tul|l, n=1,2,...
n(T) dimS=n—1 |Jul|=1 1Tl T
uesL

donde S es un subespacio de F€.

La sucesion {s,(7")} (la cual es vacia cuando 7" = 0 y finita o infinita de acuerdo con que
si el rango de T es finito o infinito) de arriba es llamada la sucesién de valores singulares de
T'(eigen-valores de |T'|). Si la sucesidn es infinita, por ser 7" compacto se tiene que s, (1) decrece
a 0 cuando n — oo.
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Proposicion 1.1.7. Sea un operador compacto sobre un espacio de Hilbert 7€ con valores singu-
lares s1(T) > so(T) > --- ysea T' = U|T| su descomposicion polar. Supéngase que {u;}, {v;}
son dos sucesiones ortonormales tal que |T'|u; = s;(T)u;, Uu; = vj con j =1,2,.... Entonces

T =" s;(T)[v;)(uy|
J
donde el lado derecho converge en norma. En particular, cada operador compacto es el limite

norma de una sucesion de operadores de rango finito.

Corolario 1.1.8. Sea T' como en la Proposicion (1.1.7), entonces T™ es un operador compacto y

T = s (D)) vyl s;(T7) = 55(T), j=1,2,...

J
donde {u;} y {v;} son sucesiones ortonormales como en la Proposicion (1.1.7)
Proposicion 1.1.9. Para cualquier operador T' € Lo (), X € B(J) se cumplen:
i) si(XT) < || X]|s;(T)
ii) s;(TX) < [|X||s;(T).

Definicién 1.1.10. Un operador T’ € L. (7€) se llama de traza finita si

Tl =3 5(T) < ox.

Se denota por L;(#) al conjunto de todos los operadores de traza finita en 7.
Proposicion 1.1.11. Para cualquier T € L,(5¢), X € B() se cumple:
)Tl =T
i) | TX | < [IX[T ]
i) | XT ] < X7

Proposicion 1.1.12. Sea T' € L,(). Para cualquier base ortonormal {e;} en J la serie
>_;lej, T'e;) converge absolutamente a un limite independiente de la base.

Proposicion 1.1.13. L,(57) es un espacio lineal.

Proposicion 1.1.14. La transformacion T — tr(T') sobre L\(F€) satisface lo siguiente:
i) trT* = trT
ii) tr1T'X =trXT

iii) sup [trTX|| = [T
| X =1
XeB(s#)
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Proposicion 1.1.15. L,(.7) es un espacio de Banach con norma || - ||;.

Proposicion 1.1.16. Sea T' un operador positivo y {e;} una base ortonormal en € tal que
>_ilej, Te) < oo, entonces T € Ly(H) y trT = 3 (ej, Te;).

Proposicion 1.1.17. Sea \ cualquier funcional lineal acotado sobre el espacio de Banach
Loo(F€), entonces existe un vinico T’ € Li(F) tal que \(X) = trT X para todo X. Ademds

sup  [[ACX)[| = ([T}
I X1I=1
X€Loo ()

Inversamente, para cualquier T' € L1(F€) la transformacion T — trT X es un funcional
lineal acotado sobre L. (7).

Proposicion 1.1.18. Sea \ cualquier funcional lineal acotado sobre el espacio de Banach L, (7€)
con la norma || - ||1, entonces existe un tinico operador X € B(J€) tal que \(T') = trT X para
todo T € Li(A) y |A\|| = || X]|. Inversamente, para cualquier X € B(J€) la transformacion
T — trT X es un funcional acotado sobre Li(¢).

Teorema 1.1.19. (Teorema de Schatten) Sea 7€ un espacio de Hilbert complejo separable. Para
cualquier operador T de traza finita y cualquier operador de acotado X en B() sea (T, X) =
tr’l'X. Entonces las siguientes condiciones se cumplen:

(i) Baja la norma ||T||; = tr|T| el conjunto de todos los operadores de traza finita Li(F€)
es isométricamente isomorfo al dual del espacio de Banach L. (7€), el espacio de ope-
radores compactos en ¢, con la norma de los operadores y bajo la asociacion T —

<T, ->|Loo(e;go),T S Ll(%),'

(ii) El espacio de Banach B(J¢), de todos los operadores acotados en 7, con la norma ope-
rador es isométricamente isomorfo al dual de L (7€) con la norma || - ||1 bajo la asociacion
X = (. X) |5, 0r), X € B(J).

1.2. (C*-dlgebras y I/ *-algebras

Daremos algunas definiciones de la teoria de dlgebras basadas en el libro de Dixmier [7].

Definicion 1.2.1. Un dlgebra A sobre un campo K es un espacio vectorial A sobre K tal que
para cada par ordenado de elementos x,y € A esta definido un tercer elemento en .4, llamado su
producto, y es denotado por xy, con la propiedades siguientes:

1. (zy)z = z(yz)
2. 2(y+2) =y + oz
3. afzy) = (ax)y = z(ay).

paratodo z,y,z € Ay a € K.
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Se dice que A es conmutativa si para todo x,y € A se tiene que xy = yx. Ademds si .4 contiene
un elemento e tal que para todo x € A, ex = xe = x, entonces a A se le llama dlgebra con unidad.

Definicion 1.2.2. » Un dlgebra normada A es un espacio normado que es un algebra tal que
para todo x,y € A
lzyll < ll=[[lly

y si A tiene identidad e, entonces ||e|| = 1.

» Un dlgebra de Banach es un dlgebra normada que es completa considerada como espacio
normado.

Ejemplo 1.2.3. . Larectareal Ry el plano complejo C son algebras conmutativas de Banach
con identidad, e = 1.

2. El espacio C|a,b] es un dlgebra de Banach conmutativa con identidad, el producto y esta
definido usualmente por
(zy)(t) = 2(t) - y(t)

cont € la,b]y ||z| = max |z(t)|.

3. El espacio, M, x,(C), de la matrices de n x n con coeficientes en C, es un dlgebra con el
producto usual de multiplicacion de matrices.

Definicion 1.2.4. Sea A un algebra sobre C, una involucion en A es una transformaciéon x — x*
de A en si mismo tal que, para todo elemento z,y € A y X € C se tiene que:

Un dlgebra sobre C dotada con una involucién se le llama dlgebra involutiva, a x* se le llama el
adjunto de x.

Un subconjunto de A el cual es cerrado bajo la operacion involucion es llamado auto-adjunto. La
propiedad ) de arriba implica que la involucién en A es necesariamente una biyeccion de .4 en
S1 mismo.

Definicion 1.2.5. Sea A un algebra involutiva. Un elemento z € A se dice que es Hermitiano ¢
autoadjunto si x* = x 'y normal si xz* = x*x. Un elemento hermitiano idempotente es llamado
una proyeccion.
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Cada elemento hermitiano es normal y el conjunto de los elementos hermitianos forma un
subespacio vectorial real de .A denotado por Ay. Si 2 y y son hermitianos se tiene (zy)* = y*z* =

Y.
Asi zy es hermitiano si y solo si z y y conmutan. Para cada x € A, xx* y z*x son hermitianos.

n
Un elemento a de A se le llama positivo si es de la forma a = a;bib; con algin
=1

nEN,bi E.A,ai ZO

1=

Sea A un algebra involutiva. Si f es un funcional lineal sobre .4, el funcional f* sobre A dado por

x — f(x*), llamado el adjunto de f, también es un funcional lineal. Se le llama a f hermitiano si
f=1r.

Un funcional lineal f sobre A es hermitiano si y sélo si f toma valores reales sobre el conjunto
A, de elementos hermitianos de A.

Definicion 1.2.6. Un dlgebra involutiva normada es un algebra normada .4 junto con la involucién
x — z* tal que ||z*|| = ||z||, para cada x € A. Si A es édlgebra de Banach a A se le llama un
dlgebra de Banach involutiva.

Sea A una dlgebra involutiva normada. Si f es una forma lineal continua sobre .4, entonces f* es
también continua y || f*|| = || f|| 1o que implica que la bola unitaria de .4 es auto-adjunto.

Sea f una forma lineal hermitiana continua sobre A y sea g = f|4,, entonces ||f|| = ||g||; en
efecto, es claro que || f|| > ||g||; por otro lado para cada ¢ > 0 existe x € A tal que ||z|| < 1y
|f(x)| > ||f|| — €. Multiplicando z por un escalar de valor absoluto 1, si fuera necesario, podemos
suponer que f(z) > 0, entonces, dado que f es hermitiana

9(5 e+ a7 = S (@) + £ = F@) 2 ]~ e

como ||5(z + z*)|| < 1, por lo que se tiene que ||g|| > ||| — ¢ y la afirmacion se sigue
Las formas lineales continuas sobre .4 pueden ser identificadas con las formas lineales reales
continuas sobre Aj,.

Definicion 1.2.7. Una C*-dlgebra es una dlgebra de Banach involutiva A tal que ||z||* = ||z*z||
para todo elemento = € A.

Definicion 1.2.8. Una dlgebra de Von Neumann es una *-subalgebra cerrada de B(.%’) que con-
tenga unidad en la topologia débil.

Proposicion 1.2.9. Sea A un dlgebra de Von Neumann de operadores actuando sobre €, espacio
de Hilbert, y sea () una red creciente en A, entonces (), tiene supremo x = sup,, T, en A,
v la red converge o-fuerte a .

Definicion 1.2.10. Sea A una dlgebra de Von Neumann actuando sobre el espacio de Hilbert 7y
sea w un funcional lineal positivo sobre A, se dice que w es normal si sup,, w(z,) = w(SUp, Ta)-

Teorema 1.2.11. Sea A un dlgebra de Von Neumann de operadores actuando sobre un espacio de
Hilbert 7€ y sea w un estado sobre A. Las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. w es normal
2. w es o-débilmente continuo

3. Existe una matrix de densidad p (es decir, un operador de traza finita con Tr(p) = 1) tal
que:

w(zx) = tr(px).

1.3. Espacio de probabilidad Clasico como espacio Algebraico

Daremos la definicién de espacio algebraico de acuerdo con Fagnola [9].

Definicion 1.3.1. Sea A un algebra involutiva con unidad 1. Un estado ¢ sobre A es una transfor-
macién lineal ¢ : A — C, con las propiedades:

1. (Positividad) ¢(a*a) > 0 para todo a € A.
2. (Normalizacién) p(1) = 1.

Definicion 1.3.2. Un Espacio de Probabilidad Algebraico es un par (A, ¢) donde A es un algebra
involutiva con unidad y ¢ es un estado sobre A.

Definicion 1.3.3. Sea (.4, ) un espacio de probabilidad algebraico y sea 3 un dlgebra involutiva.
Una Variable Aleatoria Algebraica sobre A con valores en BB es un *-homomorfismo

j:B— A

El siguiente ejemplo se encuentra en el libro de Fagnola [9].

Un espacio medible (2, F) determina tnicamente a la dlgebra involutiva conmutativa 4 =
L>2(Q, F; C) de las funciones F-medibles, acotadas y complejo-valuadas sobre (2. Una medida de
probabilidad P sobre F induce un estado ¢ sobre .A dado por

ﬂﬁzzﬁwwww»

Por lo tanto el espacio de probabilidad clasico (€2, F,P) puede ser considerado como un espacio
de probabilidad algebraico (A, ).
Sea (E, £) un espacio medible. Una variable aleatoria clésica sobre {2 con valores en E puede ser
interpretada como una variable aleatoria algebraica. En efecto, se considera la dlgebra involutiva
B = L>*(E,&;C). Una variable aleatoria cldsica = puede ser descrita como una variable aleatoria
algebraica por el *-homomorfismo

jiB—A j(f)=four.

Cabe decir que cada evento puede ser representado por una proyeccion en la dlgebra involutiva A
a través de la identificacion con su funcién indicadora.
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1.4. Teorema Espectral

Se menciona el Teorema espectral para dimension finita para ver su relacion con la teoria
de probabilidad y mas adelante se vera que es un caso particular del Teorema Espectral (para
operadores compactos).

Sea .7 un espacio de Hilbert con producto interior (, ).

Teorema 1.4.1. (Teorema Espectral caso finito dimensional) Supongase que 'I' es un operador
lineal sobre un espacio vectorial 7 finito-dimensional (Dim(7€ )= d) sobre C con producto inte-
rior, con distintos valores propios Ay, Aa, . . ., \p. Supongase que T es normal (T*T = T'T*). Para
cadai (1 < i < k), sea W; el subespacio de 7 asociado al valor propio \; y sea T; la proyeccion
ortogonal de 7€ sobre W;. Entonces lo siguiente se cumple:

(a) =W, Wy ®--- B W,

(b) W-=pW;
j#i

(c) Ty = 6, T, paral < i,j <k
d) I =Ty + T+ + T,

(e) T = )\1T1 —+ )\QTQ + 4 )\ka

Demostracion: Se puede ver en Friedberg [10], Teorema 6.25, pag. 401.

U
Sea T un operador lineal como en el Teorema 1.4.1. Sea B = {f|f : @ — C}, donde Q@ =
O, Mgy Al
Ahora se define j : B — B(s¢), dado por

JU) =) = fA)TL+ f)Ta + -+ + f(A) T

donde T; son la proyecciones ortogonales del Teorema 1.4.1, f(7') queda bien definido por
el mismo teorema. Se puede probar que j es un x-homomorfismo, isométrico, ademds sea

A= j(B) C B(X), entonces [[j(f)]| = [|fllsup := {méx |f(A)] : 1 <i <n}.

En el siguiente ejemplo se muestra la importancia del teorema espectral, en la construccidén
de una medida de probabilidad dado cualquier estado .

Sea Q = {\,...,\,} = SpectT, F = 2%, sea p : A — C cualquier estado arbitrario en A,
considérese la siguiente funcién P, definida sobre F:

P, (A) = ¢(j(1a)),

esto produce una medida de probabilidad puesto que:
P.(0) = ¢(j(0)) = ¢(0) = 0,P,(Q2) = ¢(j(1)) = ¢(1) = 1.
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Sean A;, Ay, ... € Fcon A; N A; = (), entonces

P (Uid) = 2(i(ua.) Zm = > elilLa)) = > Py(4)

la medida P, se le llama la medida espectral de " respecto al estado .

En particular, si f = Y f(\;)I{,,}, entonces
i=1

w((f) = (A)e (i (Liay))

)
 FPA(1AD)

1 M:u M=

= Q/ fdP,,.

La igualdad anterior nos muestra como se relaciona la medida P, con el estado ¢.

Por otro lado, si u € 7, ||u| = 1,sea ¢ : B() — C, p(X) = (u, Xu), ¢ es un estado
puro asociado a u, la medida espectral de 7" asociada a ¢| 4 también se llama medida espectral de

T asociada a u, ademds tiene la siguiente forma:

Py(A) = ¢la(i(la)) = ¢(i(la))
= (wj(a)u) = (G(La)u,j(La)u)
= [li(Za)ul?

Ahora consideremos un espacio medible general (€2, F). Sea ¢ espacio de Hilbert complejo

separable, sea P(.7) = {proyecciones ortogonales en .77 }.

Definicion 1.4.2. Una resolucion de la identidad sobre F es una transformacién R : F — P()

con las siguientes propiedades:
» R(QY) =1

m Ay, Ay, ... € Fcon A; N A; = (), entonces

R(JA)=> R(A
i=1 i=1
donde la serie converge en la topologia fuerte.

Observacion: A R también se le llama observable ()-valuada.
Algunas consecuencias inmediatas:

a) R(0)=0
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b) R(ENF)= R(E)R(F), paratodo E, F € F.

Demostracion: Primero consideremos que A C B, entonces B = A U (B\A) asf se tiene
que R(B) = R(A) + R(B\A) y por lo tanto R(B\A) = R(B) — R(A).

Sean F, E' generales, entonces EUF = (E\(ENF))U(ENF)U(F\(ENF)), porlo que
obtenemos
R(EUF)=R(FE)— R(ENF)+ R(F),

entonces multiplicando por R(E) tenemos
R(E)=R(FE)— R(ENF)+ R(E)R(F)

y por lo tanto R(E)R(F) = R(EN F).

La propiedad del inciso b) casi ninguna medida numérica la cumple.

Ejemplo 1.4.3. Sea (2, F,u) un espacio de medida y sea 5 = Lo(Q2, F, 1), se define
R:F — P(s) dada por R(A) = m(I4), operador de multiplicacién por [ 4. Entonces

» R =m(l)=1
» Sean A, Ay, ...con A; N A; = (), asi se tiene que

UA ZIA :Zm :ZR(A

7,:

Por lo tanto R es una resolucion de la identidad.

1.4.1. Integracion respecto a una resolucion de la identidad

Sea S(f2) el dlgebra de las funciones simples y medibles. Sea f(z) una funcién simple en su
descomposicion estandar, es decir f(z) = > ¢;la,, con Imf = {c1,...,c.} y A = f ' {a}).
=1

Entonces se define | fdR como

/de:ZciR A

Sea E € Fysi R(E) = 0, entonces se dice que E es R-nulo. Sea f cualquier funcién real valuada
sobre €2, se define el supremo esencial (ess. sup) de f como:

ess.sup f := inf{sup f(w)|E es R-nulo}.
R wgE
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Sea u,v € H,yE : F — R, dada por v2(A) = (u, R(A)u), se puede probar que 7 es una
medida finita. Sea v\, : F — C, [ ,(4) = (u, R(A)v) es una medida compleja. A 7, se le llama
medida espectral de R respecto au'y ’yﬁv es la medida espectral de R respecto a u, v.

La transformacién S(2) — B(#) dada por f — [ fdR es un *-isomorfismo como lo prueba la
siguiente proposicion:

Proposicién 1.4.4. La transformacion f — [ fdR tiene las siguientes propiedades:
1. [+ [ fdReslineal en f;
2. ([ fAR)([ gdR) = [ fgdR;
3. ([ fdR)* = [ fdR;
4. {(f fdR)u, (f gdR)v) = [ fgdy,
5. || fdR]| = ess. sup f;

6. [ fdR = [gdRsiysdlosi f = g R-c.s., es decir que {w € Q : f(w) = g(w)} es R-nulo.

La media v = v definida anteriormente se le llama medida espectral de R respecto a u.

Ahora se va a definir [ fdR para cualquier funcién f en B((2), medible y acotada. Sea f €
B(£2), entonces existe { f,,} sucesién de funciones simples tal que f,, — f uniformemente.

Proposicién 1.4.5. La transformacion f — [ fdR de B() en B(A) satisface los mismos inci-
sos de la Proposicion(1.4.4).

Observacion 1.4.6. Sea f € B(Q) tal que % = f~! € B(Q) y ademads ess. sup < oo, entonces
[ fdR esinvertibley ([ fdR)™* = [ f~'dR.

Definicion 1.4.7. Se dice que f € B(2) es esencialmente acotada cuando ess.sup |f| < oo,
R

donde R es una resolucion de la identidad.

Proposicion 1.4.8. Sean (2, F), (', F') dos espacios medibles y sea ¢ : Q0 — ' una trans-
formacion medible. Si R es una resolucion de la identidad en 3¢, y sea R = R¢p~'y f' es una
funcion R'-esencialmente acotada sobre §), entonces f = f' o ¢ es R-esencialmente acotada y

(/ﬁR:/fM%

Teorema 1.4.9. (Teorema espectral) Sea A € B(J), un operador auto-adjunto, entonces existe
una unica resolucion de la identidad R : B(R) — P() tal que

i) H{xR(dx) =A

ii) Sea C' € B(R) tal que C N SpectA = (), entonces C' es R-nulo.



Capitulo 1: Espacio Cudntico de Probabilidad 13

Reciprocamente: Para cualquier operador auto-adjunto R real valuado, el operador
A = [xR(dx) es auto-adjunto.

Demostracion: Ver Reed-Simon [14] y Weidmann [19].
O
Se tiene la generalizacion de este hecho:

Proposicion 1.4.10. Sea {T,,}.cs. C B(S7), operadores auto-adjuntos, que conmutan, es decir
T, T3 = TsT, para toda o, 3 € &. Entonces existe una tinica resolucion de la identidad R :

B(R®) — P(H) tal que:
i) T, = [ mo(x)R(dx)
R&
ii) Sean oy, ..., an € &, entonces Ty, -+ Ty, = [ 7oy () -+ o, () R(d2)
R&

iii) Sea C' € B(R¥) tal que C' N xSpectT,, = 0, entonces R(C) = 0.
A R se le llama resolucion de la identidad conjunta de {T,}.

Demostracion: Ver Reed-Simon [14]. Mas adelante se hard una prueba utilizando el Teorema de
consistencia de Kolmogorov.
O

Sea (2, F), (F, E) dos espacios medibles, sea T : QQ — E,y R : F — P () una resolucion
de la identidad, se define RT~' : &€ — P() dado por RT'(c) = R(T*(c)), entonces RT !
es resolucion de la identidad.

Si R, es resolucién de la identidad de {7}, } y R es una resolucién de la identidad de F, entonces
R, = Rn!, donde 7, es la proyeccién de R* en R,

Proposicion 1.4.11. Sea (2, F) un espacio medible, 7 un espacio de Hilbert, sea p € L,(H
un estado y R una resolucion de la identidad en F, se define p, : F — Ry dada por ji,(c) =
tr(pR(c)). Entonces 1, es una medida.

Definicion 1.4.12. 1. A p, definida como en la proposicién anterior se le conoce como medida
espectral de R en el estado p.

2. Sip = |u)(ulcon |u|]| = 1,u € S entonces a p1, = , se le llama distribucion de la
observable R en el estado puro .

3. Si A € B(2) y R es resolucion de la identidad, entonces /i, se le llama medida espectral
de A respecto a p.
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4. Si p = |u)(u| entonces a 11, = p,, se le conoce como medida espectral de A en el vector u.

5. Si{A,} € B() auto-adjuntos que conmutan, sea R la resolucién de la identidad conjunta
de { A, }, entonces a j, se le llama distribucion conjunta de la observables { A, } en el estado

p.
Sean { A, } operadores auto-adjuntos que conmutan, sea R su resolucién de la identidad, sea

R, la resolucién de la identidad de {A,}, se definen 1, : B(R') — Ry y u% : B(R) — R, dadas
por 11,(C) = tr(pR(C)), u5(D) = tr(pR. (D)), respectivamente. Entonces

ue = tr(pRa(D)) = tr(pRr; (D))
— te(pR(r; (D)) = py(m; (D).

1.5. Espacio de Probabilidad Cuantico

Definicion 1.5.1. Un Espacio de Probabilidad Cudntico es un espacio de probabilidad algebraico
(A, ) donde A es una algebra de Von Neumann y ¢ es un estado o-débil continuo sobre .A.
Un evento en el espacio de probabilidad cuéntico (A, i) es un operador proyectivo en A (T?% = T)).

Una variable aleatoria cudntica en (A, ) con valores en una algebra de Von Neumann 5 es un
homomorfismo continuo con respecto a la topologia o-débil,

j:B— A

Se pueden definir eventos de la misma manera cuando .4 es Unicamente una C*-algebra pero el
conjunto de eventos podria ser muy pobre. De hecho, si A es la C*-dlgebra de funciones continuas
complejo-valuadas sobre R¢, entonces el conjunto de eventos es trivial, sea f € A, f2 = f
entonces f = 06 f = 1. Por otro lado una dlgebra de Von Neumann es generada por proyecciones

en A.



Capitulo 2

Teorema de Consistencia de Kolmogorov y
algunas aplicaciones

Para este capitulo nos basamos en C. Tudor [18] para el Teorema de Kolmogorov y en [17]
para las medidas gaussianas reales y complejas. Se omitirdn algunas demostraciones ya que son
del conocimiento general esto con fin de no hacer tediosa la lectura. Empezamos con el teorema de
consistencia de Kolmogorov para poder construir procesos gaussianos tanto reales como complejos
y como una de sus aplicaciones importantes esta el Teorema de los pares de Gelfand.

2.1. Teorema de consistencia de Kolmogorov

Sea (E, ) un espacio medible, T un conjunto, se define £ := {g : T'— E|g es funcién},
y ET .= o(m : t € T) es la menor o-dlgebra que hace medible a todas la proyecciones 7, donde
7, : ET — E es la proyeccion en la t-ésima coordenada. Ademas si T es finito, entonces £7 es la
o-algebra producto.

Definicién 2.1.1.  a) Sea F' C T subconjunto finito, consideremos las siguientes proyecciones
7l" sobre F' dadas por 7" : ET — BT, 7¥(g) = g|r. A ©¥ se le conoce como la proyeccién
finito dimensional.

b) Sea F C G C T subconjuntos finitos, entonces se define las proyecciones 75 dadas por
Wg - B¢ — EF, Wg(h) = h|p.

Se puede observar lo siguiente

ETW_G>EG

W le
G
EF
Observacion 2.1.2. 1. 7% es (€T, EF)-medible.
2. 7les (EC,ET)-medible.

Definicién 2.1.3. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, (¥, ) un espacio de medible, sea X :
Q) — E una variable aleatoria, entonces la distribucion de X con respecto aPesPx =P o X1,

15
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Definicion 2.1.4. Sea (F,E) un espacio de medible y T' un conjunto. Supongamos que para todo
F C T, finito P* : EF — [0, 1] es medida de probabilidad. Decimos que {P* : F C T, F finito}
es un sistema proyectivo si F' C G C T, F, G finitos, entonces

P" =P =P o (n)""

Sea {X,}, X; : Q — E un proceso estocéstico. Observemos que podemos poner a { X, };cx como
funcién X : w — ET por medio de X (w)(t) = X;(w). Para cada w € €, la funcién X (w) se
conoce como la w-trayectoria. Se puede verificar que X es F-£7-medible.

Proposicion 2.1.5. Supongase que F C G C T, con F, G finitos, como ¥ = £ o ©¢, entonces

la distribucién finito dimensional con base F, P" es la distribucion de 7l respecto a la medida
Pe.

Demostracion: Sea A € EF, por demostrar que P¥'(A) = PC((7£)~'(A)).
P(4) = P((r"0X)7'(4))
= P((r§ om0 X)7H(A))
= PXTH((79) 1 (n&) 1 (A)))
— P((n%0 X)"Y(B)) donde B = (n£)"'(A)

= PY(B) =P(xf) " (4)).

Las proyecciones finito dimensional de un proceso estocastico son un ejemplo de un sistema
proyectivo.
Notacién: Sea F' un subconjunto de 7', finito. Definimos C*" := (71")~1(£F) = {xF)71(A) : A €
EFYyC = UfeTCF c &7,
Los elementos de C*" se les llama cilindros con base F'y a los elementos de C se les llama cilindros
medibles.

Proposicion 2.1.6. Los siguientes enunciados se cumplen:
1. Si L C F CT, L,F finitos, entonces C* C CF.
2. Cada C* es o-dlgebra.
3. Cesdlgebra.
4. o(C) = ET.

Demostracion.:
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1. Para L C F se tiene que 77 = 7L o ¥’ y las proyecciones son medibles entonces se tiene
F

que (7)) "H(EF) C €Ty
CL — (WL)fl(gL)
= ()N ((mp)THED))
c (7F)"1(EF) =CF.

2. CF es o-dlgebra puesto que:

i) 0,EF € CF yaque 0, EF € £F.
ii) Sea A € C¥, entonces A € £ asi A° € EF. Por lo tanto A¢ € CF'.
iii) Si (4,) € CF, entonces (4,) € &EF por lo que |J,~,(4,) € EF. Por lo tanto
U= (A,) eCr.

n=1

Por lo que C" es una o-dlgebra.
3. C es algebra ya que:
i) 0, Ef € Cyaque, EF € CF.

ii) Sea A € C, entonces A € CF paraalgin F' C T finito y como C¥" es o-dlgebra. se tiene
que A° € CF y por lo tanto A€ € C.

iii) Si (A, Ay € C, entonces A; € Cf'y A, € CF2 donde I}, F, son subconjuntos finitos

de T. Tomemos F' = F; U F, que sigue siendo finito, asi f;, f» € C* esto por el inciso
1. Porlo tanto A; U A, € C¥ yaque C*' es una o-dlgebra. Asf se tiene que A; U A, € C.

Por lo tanto, C es una élgebra.

4. Sélo falta probar que o(C) = £7.
La medibilidad de las proyecciones /" implican que C*' = (7¥')~1(£F) c C* y por lo tanto
C C ET. Reciprocamente, puesto que E7 = o(User(mh) (&) y (7)) 71(&;) C C, se deduce
que ET = o(C).

F F

O

Teorema 2.1.7. (Teorema de consistencia de Kolmogorov) Sea 'T' cualquier conjunto, sea E un
espacio topoldgico, € = B(E).

Supongamos que para todo subconjunto finito F' C T, existe Pr. : E¥ — [0, 1] tal que el sistema
(EF EF Pr,wk)r ot con F, L finitos, es proyectivo (condicion de consistencia). Entonces:

a) Sea @ :C —[0,1], Q(A) = Pp(B) si A= (7¥")"(B) con F C T finitoy B € E¥. Con la
propiedad Q(ET) =1y Q(AUB) = Q(A) + Q(B) si AN B = 0.

b) Si E tiene la siguiente propiedad , que para todo F C T finito, para todo B € EF,
P"(B) = sup{P"(K) : K C B subconjunto compacto}

entonces ), definida como en el inciso anterior, se puede extender a una medida de proba-

bilidad Q : ET — [0, 1),
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Demostracion: Nos basaremos en Tudor. a) Sea () : C — [0,1] dada por Q(A) = Pr(B) si
A= (7")"Y(B) donde B € £F, ademds C = |Jp, C*.

Se probara que () esta bien definida. Sea A € C y suponga que A € (C™ N C'?) entonces existe
B; € EFi parai = 1,2. Por lo que A = (7f%)7!(B;) con i = 1,2. Ahora de lo que se trata es
demostrar que Pr, (B;) = Pr,(By), sea ' = Fy U F, C T finitos entonces C* C C". Por lo tanto
A€ Cl = (7F)~YET), entonces existe C € EF tal que A = (7F)~1(CO).

Asi tenemos que:

A = ()7©)

= (mp o) "N(By)

= (7") (mp) N (BY)

entonces A = (ﬂ?i)*l(Bi) puesto que las proyecciones son suprayectivas, asi se tiene que:
P:(C) = Pp((7k)"Y(B;)) = Pg,(B;) donde i =1,2.
esto ultimo por la condicién de consistencia. Por lo tanto () como funcién esta bien definida.

Ahora, sea A, B € Ccon ANB = (), sea F C T finito tal que A, B € C¥, asi existen
Ay, By € 7 tal que
A= (m) (A= 1)

B = (mp)"Y(B - 1).

entonces A, N B; = (), esto por la inyectividad de 7.
Por lo tanto se tiene:

QAUB) = Q((=")(AuB))
— Pr(AUB)
= Pp(4) +Pr(B)
= Q")) + QU= (B1))
= Q(A)+Q(B).

Sean A, B € C, A C B, entonces
Q(A) <Q(B)<Q(E)=1

esto prueba la primera parte.
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b) Se ocupara lo siguiente, () es una casi medida en C si y solo si (A4;); una sucesién decre-

oo

ciente, con () A; = () entonces lim Q(A;) = 0.
i=1 n—00

Sea

K={x")"2C): FcT, finito,C c ET compacto}.

los elementos de /C son cerrados pero no necesariamente compactos.

Afirmacion 2.1.8. i) K tlene la propiedad de la interseccion finita, es decir, sea { K, }°° | una
sucesion en K tal que ﬂ K, # (), entonces ﬂ K, #10
=i n=

ii) Paratodo A € C se tiene Q(A) = sup{Q(K): k C A, K € K}

Admltamos la afirmacion. Supongamos que existe {A4;}°, una sucesién en C, con A; D A;i1,

ﬂA = () y existe § > 0 tal que Q(A;) > ¢ paratodo i € N. para todo i en N, sea C; C A; con
=1
C; € K entonces por el inciso i) se tiene que:

)
Q(A:) — 51 < QC;)

y como (| C; C () A; = 0, por el inciso i) se tiene que existe n € Btalque (| C; =0y

i=1 i=1 =1

QM) = QUANCG) = QUM
< QUMUAC) < ZQMUAG)
= Seu)-ee) < i
<l
Por lo tanto no existe ¢ con tal propiedad. Asi lim Q(A4;) = 0.

n—o0

Probemos la Afirmacién (2.1.8)

ii) Sea A € C, entonces existe F' C T finito y existe B € BY tal que A = (7¥)"1(B),
entonces:
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Q(A) =Ppr(B) = sup{Pp(K): K C B, K compacto}

= sup{Q((=")"(K)): K C B, K compacto}

IN

sup{Q(C) : C C A, C € K}

< Q(A).
Por lo tanto Q(A) = sup{Q(K) : K C A, K € K}.

i) Sea K = {(x")"!(K) : F C T, finito, k C E*, K compacto}, sea {C;}°2, una sucesién

en K tal que () C; # 0 para toda nN. Por demostrar que (| # 0. Sea F; C T finitoy K; C E*
j=1

J=1

tal que C; = (7F)71(K;) paratodo j € N,sea F' = |J F}, por lo tanto F es a lo méds numerable
n=1
paratodot € F,sean, = min{n e N:t € F,}.
Por lo tanto K,,, C B es compactoy R; := ﬂf "t (K,,) es un subconjunto de E. Asi R, es

compacto.

Para todon € N, sea GG,, = X R, C EF\In g compacto (por el Teorema de Tikhonov),
te(F\Fy)
entonces (K, x G,,) C (Ef» x EF\I") = EF observemos que K,, x (,, es compacto ademds esta

contenido en (7}, )~!(K,,). Por lo tanto se tiene que:

o0 o0

(K. x G) € [((rE,) 7 (E,) = C

n=1 n=1

Ahora se pretende demostrar que

C= (K, xGn)  ...(¥

n=1

Sea x € C, por demostrar que x € () (K, x G,,), es decir que =z € K,, X G, para todo
n=1
n > 0.

Entonces paratodon > 1z € (Wgn)*l(Kn) por lo que se tiene que P?n(x) € K,, ahora solo falta
probar que Wllj:\ ., € G, paraesto se probara que para todat € F'\ I, se tiene ﬂf \F Wg\ p(T) € Ry

F\F, Fy, )
observemos que 7, " wg\ p =T = twgnt. Asi tenemos que

n Fn n —_
m i g (@) = m " wh (2) € 7 (Ky,) = Re.

Por lo tanto ﬂ?nt (x) € Gp. Asiz € K,, X G, para todo n, de donde se obtiene que = € () (K, X
n=1
Gr).
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Asi

como () C; # 0 siy solosi C' # (), entonces basta probar que C' # (), es decir que para todo

j=1
=1

k
En efecto, paratodo k € Nsea L, = |J F;, Ly C T finito, entonces tenemos que
=1

(E) N B = O (), ) )

k
= ﬂl(ﬂﬁﬁﬂﬂ)*(Kn)

= ﬂ (ﬂ-FnF>71(Kn)
n=1
por otro lado tenemos que:
KoL KoL
(T) N (wp) T H(EKn)) = N (wemh) 7 (Ky)
n=1 n=1

Por lo tanto (k] (mp)"H(K,) # 0.

n=1

Lema 2.1.9. Sea £ un espacio métrico de una de las siguientes formas:

a) E es alo mds numerable (dotado con la topologia discreta),
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b) E es un espacio localmente compacto con base numerable;
c) E es un espacio métrico separable y compacto.
Si P es una probabilidad sobre B(E), entonces
P(A) =sup{P(K) : K C A, K compacto}, YA € B(E).

Teorema 2.1.10. (La construccion de Kolmogorov) Sea E un espacio métrico como en el lema
anterior y para cada F C T, F finito, sea P una probabilidad en B(E)* tal que el sistema

L ={E" B(E)" Pp, 7tk F C L CT,F,L finitos}

sea proyectivo. Entonces L tiene un limite proyectivo P, uinico. En particular el proceso candnico

(EF7 B(E)F7P7 {ﬂ-t}tGT) satisface
Po[pl] ' =Pon;' =P, VF CT,F finito,

es decir, el proceso {m}icr tiene la familia {Pp} pcr.F finire como distribuciones finito dimensio-
nales.

Demostracién: Para cada F C T, F finito, el espacio (BT, B(E)") satisface el inciso a)
del Teorema de consistencia de Kolmogorov (2.1.7) junto con el lema anterior. Sea P el li-
mite proyectivo dado por el Teorema de consistencia de Kolmogorov. Es claro que el proceso
(EF, B(E)Y P, {7 }ier) satisface las condiciones deseadas.

O

Una Aplicacién inmediata a nuestros trabajo es la demostracion del siguiente teorema:

Proposicion 2.1.11. Sea {T,,},ce. C B(S7), operadores auto-adjuntos, que conmutan, es decir
T, T3 = 14T, para toda o, € &. Entonces existe una tinica resolucion de la identidad R :
B(R¥) — P(H) tal que:

i) T, = [ mao(x)R(dx)

R&

ii) Sean o, ..., an € &, entonces Ty, - Ty, = [ 7oy () -+ o, () R(d2)
R&
iii) Sea C' € B(R¥) tal que C' N xSpectT,, = 0, entonces R(C) = 0.

A R se le llama resolucion de la identidad conjunta de {T,}.

Demostracion: Se divide en dos pasos.
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Pasol): Paratodon € N, ay,...,q, € & construimos una resolucion de la identidad con-
juntta para {T,,,,T.,,...,Ts, }. Sea Q = SpectT,, x --- x SpectT,, y F la o- dlgebra de Borel
de Q, es decir, F = B(SpectT,,) ® - -- ® B(SpectTy,,).

Seau,v € J,seay = ﬂz} """ Ten . F 5 C definida por

V(A1 X X Ap) = (U, Roy (Ar) -+ - Ra, (An)0)

donde R, : B(SpectT,)) — P () es la resolucion de la identidad asociada a T,.

Por demostrar que R, (A)Rs(B) = Rg(B)R,(A) paratoda o, § € &, A € B(SpectT,), B €
B(SpectT}). Por el calculo funcional solo se tiene que probar que I4(1,)I5(1s) = I5(T3)14(T,).
Como T, T =TT, por lo que para cualquiera potencias n, m se tiene 1,)Tg" = T§"17. Sean g, p
dos polinomios entonces se tiene p(7},)q(1s) = q¢(T3)p(T,).

Sean f : B(Spectl,) — Cy g : B(Spectls) — C dos funciones continuas, entonces existen
{pn}, {gn} sucesion de polinomios tales que p,, — [y ¢, — ¢ uniformemente.

Sea f(T,) = nh;rgopn(Ta) y 9(Tp) = ,}LIEOP"(Tﬁ) donde la convergencia es la norma de

B(7¢). Entonces

f(To)g(Ts) = lm p,(To) lim gu(Ts) = Hm p,(Ta)ga(T5)
= nlg{)lo 4n(T5)pn(Tu) = 9(T5) f (Tw)

Ahora sean A € SpectT,, B € SpectT conjuntos cerrados, entonces /4 = lim f, en la
n— oo
convergencia puntual. Sea ¢ A se define

d(z,x)

&) = A T dG )

Sea C,, = {z € R : d(z,A) < 1}, nétese que A C C, y C, es abierto ademds (| C,, =
n=1
A,|JC¢ = A°. Entonces la funcién f,, : R — [0, 1] queda definida como

0 si ze€C¢
d(z,C%) :
= — = = 1 AuUCe
fn(2) (2 A) 1 d(z.09) €(0,1) si z¢ AUCE
1 si z€ A
por lo que
0 si z¢ A
I f,(2) = — 14(2)
e 1 si z€e A

Entonces por lo anterior tenemos que

en la topologia fuerte.
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Similarmente, existe una sucesién de funciones, {g, } tal que g,, : SpectT3 — R son continuas
y gn» — Ip. Por lo tanto

Ip(Tp) = lim g,(7p)

n—o0

en la topologia fuerte.
Ahora se probard que f,,(75)9,(T3) — 1a(T,)I5(Ts) en la topologia fuerte. Sea u € JZ,
entonces

1 a(Te) 13(Tp)u = fu(Ta)gn(T)ull - < |[La(Ta)Ip(Ts)u — fu(Ta)Ip(Ts)ull+
Hfn(To) Is(Ts)u — fu(Ta)gn(Ts)ull

= [(Ta(To) = fo(To)) Is(Tp)ul+
1/ (Ta) (Is(Ts) = gn(Ts))ull

< |s(Ts)u — ga(Tp)ul

Como f,,(T%)gn(Ts) — I4(Tn)I5(Ts) converge en la topologia fuerte, similarmente tenemos

que g, (1) fn(To) — Ip(Tp)1a(Ty) y como fo(T0)gn(Ts) = gn(T3)fn(T,) para toda n, por lo
tanto se tiene que [4(74,)I5(13) = Ip(1s)1a(Ty).

Sea A C SpectT,, cerrado fijo y sea
L ={B C SpectT : B € B(SpectT); [a(To)Ip(Ts) = I5(T3)1a(Ts)}
se puede probar que £ es un A-sistema:
a) Puesto que B = SpectT; € L
b) sean By, By € L con By C By entonces By\ B € L.

Ta(To),\5, (T5) = 1a(To)Ip,(Tp) — 1a(To)Ip,(T5) = Ipy\p, (Tp1a(10))

¢) Sean B; C By C --- donde B; € L tal que B = |J B;, por demostrar que B € L. Esto se
i=1
debe a que I/ = lim I, por lo que I5(73) = lim I5,(T;) converge en la topologia fuerte,
1—00

asi obtenemos que
La(Ta)1p(Ts) = 1a(To) lim Ip,(Ts)v

= lim IA(TQ)IBi(Tgﬁj = lim IBZ- (Tﬂ)IA(Ta)U
1—00

1—00

= Ip(Tp)Ia(Ts)
Por lo tanto B € L.
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Paso 2): Consideremos €2 = SpectT,, X --- x SpectTy,, tal que {c;} es un conjunto finito
con oy; € &, sean A; € B(Spectl,,) coni = 1,2,...,n, sean u,v € JZ, consideremos u = v.
Entonces

V(Al X X An) = <u7]A1(Tal) T ‘[An(Tan)u> Z 0
SeaC € F,sea R(C) : 7 — A ,con R(C) € P(J).SiC = A; x --- x A, entonces

Ahora para C' general se tiene que v = ;%" : F — C dada por

v

Sea
L ={B € B(9) : Existe un tinico R(B) € P(J) tal que (u, R(B)u) = v, ;""" (B),Vu,v € A}

También sea P = {A; x --- x A, : A; € B(SpectT,,)}, se verifica que P es un 7-sistema y
PCL.

Por demostrar que £ es un A-sistema.
a) Se verifica facilmente que €2 € £
b) sean B,C € L con B C C por demostrar que C'\ B € L. Como
(u, R(C)u) = (u, R(B)u) = 7" (C\B) = 0

se tiene que R(C') > R(B) y por lo tanto R(C') — R(B) € P(), entonces R(C\B) :=
R(C) — R(B).
¢) Sean By C By C --- donde B; € L tal que B = |J B;, por demostrar que B € L.

=1
Observemos que 0 < R(B;) < R(B;11)y ||[R(B;]] < 1ysea A = lim R(B;) laconvergencia
en la topologia débil-* y || A|| = 1. Si A > 0 entonces (u, Au) = (u,lim R(B;)u) > 0, por
lo tanto
A = lim R(B;) en la topologia fuerte.

Falta probar que A? = A. Veamos que
A2 —R(B;)) = A?—R(B))A+ R(B)A— (R(B)))? = (A— R(B;))A+ R(B;)(A— R(B)))
= R(Bi)(A - R(B)).

entonces ||R(B;)(A — R(B;))ul| < ||A — R(B;)u|| — 0 por lo tanto R(B;) — A% en la
topologia fuerte. Asi se obtiene que A2 = A.
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Sea 7,, la proyeccion en la o;-ésima coordenada, es decir, 7, : {2 — Spect T,,, C R.
Por demostrar que

[ Fotw)Ridw) = .,
Q
Sean u,v € J¢, entonces

<u,g{ o, (W) R(dw)v) = [ 7o, (w){u, R(dw)v) = [ 7o, (w)yyy " (dw)

Asi que solo hay que probar que (ygy " ')(A) = (u, Ia(T,,)v) paratodo A € B(Spect T,,).

Sea u = v, entonces

entonces con la identidad de polarizacién tenemos el caso cuando u # v y por lo tanto

(u, / o (W) R(dw)v) — / 2, Tan(To ) = (u, T, v},

Q Spect T%‘

Seau =v € S con ||lu|]| = 1 fijo, definamos a M como:

donde 1, : B(Spect Ty, X --- x Spect T,,,,) — [0, 1] es medida de probabilidad. Denotemos
a Spect Ty, X -+ X Spect T, por Qg, donde G = {ay, ..., an}, y aygh " por yg.

u

Por demostrar que M es un sistema proyectivo, basta probar que ¢ (7%)~! = vyr donde F, G
son dos subconjuntos finitos de & y 7% : Qg — Qp.

Sean F,G C & conjuntos finitos con F' C G, sea A € B(Qg), supongamos que F' =
{Bry. Bkt ={aq, ..., yG={aq,...,qp,...,a,},sea A = a; X --- X A, entonces

(%) "H(A) =B x -+ x B,
donde B; = A, o B; = Spect T, por lo tanto se tiene que
Ye((TE)"HA) = (U, La,(Toy) -+ L (To, Ju) = (u, Rp(Ar x -+ x Ap)u)

= (u, Rp(A)u) = vr(A)
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Asf se tiene que M es un sistema proyectivo.

Entonces por el Teorema de Kolmogorov existe una medida probabilidad; S, : C(€2) — [0, 1]
donde Q = xSpect T,,, tal que S, 75" = 5.

Sean u, v € J¢ arbitrarios, si u = v tenemos que S, ,, := ||u||2S « y asi definimos
’ ’ Mol
u
3
1 '_k
Su,v = Z § ¢ Su—i—ikv,u-i-ikv'
k=0

Sea R : C(2) — P(H), se define
P = {r%(A): G C &, G finito, A € B(Q¢)}
que es una algebra que genera a C(€2). Sea
L={AecC():R(A) e P(H),(u, R(A)v) = S,,(A) Yu,v € F}.

Por demostrar primero que P C Ly después que L es un A-sistema.
Para cada 7' (A), con G finito, se tiene que existe Rg(A) € B(#) tal que

(u, Ra(A)v) = 7,7, (A).
Supongamos que u = v, entonces %?,u = SuuTg', veamos que
(u, R(A)u) = 77, (A) = 77,75 (A)

y ademads

(u, Ra(mg' (A))u) = 7,76 (A)

Por lo tanto definimos

Demostremos que esta bien definida.
Supongamos que G C H, se tiene que 7/, =75, (md )" entonces

Yuu(B) = Wu((x8)7H(B))

esta ultima igualdad se debe al lo siguiente
Ty (B) = 75! (A) = (ng o my) ™ (A) = 7' ((mg) ' (A))
por lo tanto B = (7f)71(A).

Asi obtenemos que
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Porlo que Ry (B) = Rg(A).
Ahora considérense H, G generales, notemos que ¢ = 79 7 o moup y 7 = 74 o maun
entonces

Taun (76 ") TN A) = malu (7)) TH(B)
por lo que se tiene que (757)71(A) = (7GVH)~"1(B). Como R(r;'(A)) = Rg(A) se tiene
Ra(A) = Raun((ng”") 7' (A)) = Reun(75”") ™' (B)) = Ru(B).
Falta probar que (u, R(A)u) = S,.(A) YA € P, pero esto de obtiene de
(u, R(rg' (A))u) = (u, Re(A)u) = 7, (A) = Suulmg' (A)).
Por lo tanto P C L.

Para demostrar que £ es un A-sistema, se procede como en el paso 2.
Entonces para finalizar veamos lo siguiente

<%S{ o, (w) R(dw)v) - = S{ oy (w)(u, R(dw)) = [ 2d(Suums (v))

Spect T%‘

= [ aydi(de) = (u, To,u).

Spect Tai

2.2. Medidas Gaussianas

2.2.1. Medidas Gaussianas Reales

1. Medida Gaussiana estandar en R

dp exp{—32°}
A Yy =Tt R
p<< d)\(Z) \/% 2 ENR,

donde A es la medida de Lebesgue. Notacion: o ~ N(0,1)

2. Medida Gaussiana estandar en R"™

p<A (7)) = ﬁ [Ti exp{—527}
_1
exp‘{@:)\%znﬁ_ donde Z = (21,...,2,) €R"

3. Medida Gaussiana con parametros 3 € N, a2 > 0.

_1(z=By2
LA d_u(z):exp{ 2(f)} donde z € R, € R, 0> 0.
d\ o'(271')§

Notacién: p ~ N(3,02).
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Definicion 2.2.1. Sea ({2, 7, P) un espacio de probabilidad y (F,€) un espacio medible y sea
T : QQ — FE una transformacién medible, entonces su distribucion es

j%% :POT_I.

Proposicion 2.2.2. Sea T : R — R una transformacion dada por T¢ = o(+3, o # 0, entonces T
es Borel-medible y la distribucion de T, bajo la distribucion gaussiana estandar, es la distribucion
gaussiana con pardmetros 3y o>

Demostracion: En efecto:

pr((=00,a]) = p({C € R:T() < a})
= pe({CER:0C+ B < a})

pe({CeR: ¢ < =8 si. o0>0

o

1—p({CeR:C<=EY) si 0<0

g

( a8

[ exp{—3()} :
/ Tdﬁ si 0>0

—00

d¢ si 0<0

Por lo tanto pur < A, entonces

asi tenemos que pr ~ N(3,02).

Observemos que:

1. Si T¢ = p, entonces pp = d3. Por convencién a d3 también se le nombra gaussiana con
parametros 5y 0.

Definicion 2.2.3. i : B(R™) — [0,1] es medida Gaussiana si para todo t € R" la funcional
¢ : R™ — R dada por ¢(x) = (t, x) tiene distribucion gaussiana en R.
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Proposicion 2.2.4. Si i : B(R") — [0, 1] es gaussiana, entonces

jlt) = expi(t, m}) exp{ 3 {t, C1)}

donde m = (61,....0n), Bi = E(m) y C = (cov(mi,m)))i= con
cov(mi, m;) = E(m; — i) (m; — 5))-

Teorema 2.2.5. Sea (R™, B(R™)), o un espacio de medida, donde [ es la medida Gaussiana
estdndar, entonces una medida p : B(R") — [0, 1] es Gaussiana si 'y solo si existen m € R™ y

A€ M,un(R) tal que T : R™ — R™, definida por Tz = Az + m tiene como distribucion a i, es
decir ur(A) = p(A).

Ademds pp < X siy solo si AA*,(matriz de covarianza de la medida), es invertible.
Ast la derivada de Radon-Nykodin es:

dpr _ exp{—3(C, AA*()}
dA  \/Det(AA*)(2n)2

Si AA* no es invertible entonces pr L\

Demostracion: (Necesidad) Sea o : B(R") — [0,1] una medida Gaussiana. Entonces i, :
B(R) — [0,1] es gaussiana con pardmetros (f3;,07). Sea m = (f1,...,8,) y sea C =
(cov(m;, m;))} ;=1 donde

cov(m;,m;) = E(m — B;)(m; — 5))

= /n(m — Bi)(m; — Bj)p(dz).

Entonces C' es no negativa definida, por lo tanto A € M, ,, tal que A*A = C' (por el Teorema
espectral).

SealT : R* — R", Tz = Az + m por demostrar que ur = p. Basta con demostrar que
iir = fi, donde fir es la transformada de Fourier de pp

2.2.2. Medidas Gaussianas complejas

Para ver mas detalles de esta seccion ver [17].

Definicion 2.2.6. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Sea Z : €2 — C una variable aleatoria,
sea X = Re(Z)yY = Im(Z). Decimos que Z tiene distribucion Gaussiana si (X,Y") tiene
distribucion Gaussiana 2-dimensional.

Definicion 2.2.7. Si Z es variable aleatoria Gaussiana con valores complejas decimos que Z es

circular simétrica si para todo A\ € C con |\| = 1, se tiene que A7 tiene la misma distribucién de
Z.
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Definicién 2.2.8. 1. E(Z) = E(X) +iE(Y)

2. K=E|(Z—-EZ)(Z—-EZ) =E|Z—EZ|> (Varianza)

3. J=E[(Z—-EZ)Z—-EZ)]=E(Z*) — (EZ)? (pseudo-covarianza)
Sean Z = (X.,Y),[EX,EY]y

Var(X) Cov(X,Y)
( Cov(Y,X) Var(Y) )

Hay 5 pardmetros EX,EY, VarX, VarY,Cov(X,Y), reales que determinan univocamente a la
distribucion de (X, Y'). Ademds queda bien determinada por estos 5 reales o por estos 3 complejos.

E(Z) = E(X) +iE(Y)
K=E(X-EX)?+ (Y —EY)?) =Var(X) + Var(Y)
J=Var(X)—Var(Y)+2iCov(X,Y)

Observemos que:
ReK =VarX + VarY

ReJ =VarX —VarY

Entonces
EX = ReEZ, EY = ImEZ,

__ ReK+Red.
VarX — BelChRel.
__ ReK—ReJ
VarY = =575

Cov(X,Y) =12t

Teorema 2.2.9. Sea ( = X + 1Y una variable aleatoria Gaussiana compleja, entonces las si-
guientes condiciones son equivalentes:

i) C es circular simétrica.
ii) E(C) = E(¢?) = 0
iii) E(() =0, E(X?)=E(Y?) y E(XY)=0.

iv) X,Y son variables aleatorias gaussianas centradas independientes e idénticamente distri-
buidas.
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Demostracion: i) = ii) Si ( = X + Y es circular simétrica Gaussiana, entonces para todo
A € C, |A] = 1, X( tiene la misma distribucién que (. Entonces E(A() = E(() para toda
A € C, |\ =1, por lo tanto E(¢) = 0.

También se tiene, que puesto [\?| = 1, E(\%¢?) = E(¢?) para toda A\ € C, |\ = 1. Entonces
E(¢?) = 0.

i1) = i1i) Si E(¢) = 0 entonces

0=E((*) =E(X?-Y? + 2E(XY)
Por lo tanto se tiene
E(XQ) = E(Yz)

E(XY) =0

it1i) = v) Como E({) = 0 implica que EX = EY = 0 asi se obtiene que
Cov(X,Y) = E(XY) = 0, entonces (X,Y) es una vector gaussiano cuya matriz de cova-
rianza es diagonal y por lo tanto X, Y son variables aleatorias gaussianas independientes.

iv) = i) Como X,Y son v.a. gaussianas independientes entonces 0 = E(X?) = E(Y?) y
por lo tanto (X, Y") es Gaussiano.

Sea A € C, |\| = 1. Por demostrar que A( tiene la misma distribucién que C.

En efecto, si A = u + vy ( = X + 1Y, entonces

—U U

A = (Re(XC), Im(XC)) = <X’Y)(u )

= (Xu—Yv,Xv+Yu)

Por lo tanto A( es gaussiana. Ademds E(A\() = ERe(A\() + iEIm(A(), entonces por demostrar
que E(A\() = E(. Solo basta probar que (ERe(\(), EIm(A()) = (ERe(¢), EIm(()).
Como E[Xu — Yv] = uEX —vEY y E[Xv + Yu] = vEX + uEY se tiene que

(ERe(AC),EIm(X()) = (uEX — vEY,vEX +uEY)

= (EX,EY)(“ “).

—U U
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Corolario 2.2.10. Sea ¢ = X + Y circular simétrica, se define H: = Span{(} = {c( : c € C},
entonces Hx y Hy son ortogonales, donde

Hx = Span{X}
Hy = Span{Y'}

Demostracion: Sean u € Hx,v € Hy entonces, como X, Y son v.a. reales se tiene

<'LL,'U>L2(Q7_/—.7P) = <CX,dY> = Ed<X,Y>
= ¢d E(XY) = @& E(XY)=0.

0

Teorema 2.2.11. Sea A € Mc(1x 1) positivo definida, es decir, A = o2, entonces existe ( variable
aleatoria gaussiana circular compleja tal que Var( = o

0.2

> 0 . .
Demostracion: Sea A = < 0 o2 >, sea (X,Y) : Q — R? gaussiana centrada con matriz de

covarianza A, entonces existe (= 5 f) QO — R%

Ahora sea ( = X\J}’Y por construccién ¢ es circular, por lo tanto

X Y
Var = Var— + Var— = o*
¢ =Var gt Varg

Se tiene una observacion H: C Hx © Hy.

Proposicion 2.2.12. Sea ( : Q2 — C una variable aleatoria Gaussiana compleja circular simétri-
ca, entonces existe ¢ € C, existe una funcion ¢, : Q) — C tal que (s = X + 1Yy donde (Xo, Yy) es
Gaussiana estdandar en R? y ¢ = c(.

Demostracion: Sea ( = X +1Y,seac = +vVarX = +vVarY > 0, entonces
i) Sic=0,entonces X =Y = 0asi( = 0

i) Sea c # 0,sea { = £ +i¥ = £ entonces ( = ¢ (, ahora como £ ~ N(0,1) y
Y ~ N(0,1), ademds X, 'Y son mdependlentes se tiene que (2, X) ~ N(0, T ) en R?

O

Sea (Xi,...,X,) : © — R” un vector aleatorio Gaussiano centrado. Sea C' la matriz de
covarianza, es decir, ¢;; = E(X,;X,). Sea A : R* — R™ una transformacién lineal, asi
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A = (a;j) € Mr(m x n). Se sabe que AX es vector Gaussiano centrado con matriz de cova-

rianza E(AX>](AX)I§ — E{;aile}{Zakam}
= ;ZaﬂakmE(Xle)

= > > azc(l,m)agn
= Zl: ajl{%; c(l,m) A}

= Y ag{CA i
Por lo tanto Cov(AX) = ACAL.
0
Sea ¢ : 2 — C Gaussiana. Consideremos E¢, K = E|( — E(|?, J =E({ — E¢)%.
Definicion 2.2.13. Sea ¢ : Q2 — C™, se dice que ( es vector Gaussiano si ( = ({1, s, ..., (,) con

¢; = X, + Y, entonces (X1, Y7,...,X,,Y,) es Gaussiano real.
La matriz de covarianza K = E({ — E()(¢ — EC)* es un elemento de M¢(n x n), donde
G
C: ) C*:(Clvagn)
Gn
Se entiende que E, se toma en cada entrada de la matriz.
La matriz de pseudo-varianza, J = E({ — E¢)(¢ — E¢)*, donde (*+ = ((y, ..., ).
Definicion 2.2.14. Sea ( : {2 — C" vector aleatorio cualquiera.

i) Decimos que es isotrdpico si U( tiene la misma distribucién que ¢ para todo U : C* — C"
operador lineal unitario, es decir, U*U = [ = UU*

.. . . R . 0 . .
i1) Decimos que ¢ : 2 — C" es circular simétrica si para todo 6 € R, c ( tiene la misma
distribucién que (.

Observacion: Si ¢ es isotrdpica, entonces es circular simétrica pero el reciproco en general es
falso a menos que n = 1.
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Proposicion 2.2.15. Sea C € Mc(n x n) positiva definida, entonces existe (2, F,P) espacio de
probabilidad y § : 2 — C" variable Gaussiana centrada tal que K¢ = C.

Demostracion: Como C' es positiva definida, existe A € Mc(n x n) tal que C = AA*, sea
¢ : 2 — C" Gaussiana estandar, sea £ = A(, entonces & es Gaussiana centrada y por lo tanto

Ke = ATA* = AA* = C.

2.3. Pares de Gelfand

Definicién 2.3.1. Sea H cualquier conjunto, sea K : H x H — C, decimos que K es kernel
positivo definido si para toda n € N, ki,.... &k, € H, la matriz de n x n, (K (k;, k;));;—, es
positiva definida, es decir para todo «; € C, x; € H satisface:

ZOé_iOéjK(Zlfi, ZL']') 2 0.
2

Como ejemplos tenemos:
= Si 7 es un espacio de Hilbert y H = 77, sea K : H x H — C dada por K (u,v) = (u,v).

= Si {X; }er es un proceso estocdstico, en el sentido clésico, con segundo momento entonces
siH="TseaK:H xH — Cdadapor K(t,s) = cov(Xy, X).

= Sea /7 un espacio de Hilbert, sea p un estado en .77, entonces K (X,Y) = TrpX*Y es un
kernel positivo sobre B(J7).

Se denota por KC(H) al conjunto de todos los kernels positivo definido sobre H.

Lema 2.3.2. (Lema de Schur) Sean A, B € Mc(n X n) dos matrices positivo definidas. Sea C' otra
matriz definida como C(i,j) = A(i, j)B(i, j), entonces C' es positiva definida.

Demostracion: Sea A = ((a;;)). Se puede escoger cualquier matriz de tamafio n X n tal que
CC* = A.Sean «y, ..., qy, f1, ..., B, cualquier 2n variables aleatorias gaussianas estandar inde-
pendientes idénticamente distribuidas. Se puede escribir 7, = 272 (a; +if;), & = Cy donde v es
el vector columna con entrada j-€ésima ;. Entonces § es un vector aleatorio gaussiano complejo-
valuado tal que E¢ = 0, E{¢" = CC* = A. -
De la misma forma si B = ((bij)), tenemos a 7 tal que E = 0, En* = DD* = B donde D es
cualquier matriz de tamafio n X n tal que DD* = B. a o

Asf se pueden escoger a &, 7 como vectores aleatorios gaussianos independientes complejos,
tal que E§; = En; = 0, Egiéj = a;; y En;n; = by paral < 4,5 < n. Sea (; = &;n;. Entonces
E(; = 0, E(;(; = aj;b;;. Por lo tanto ((a;;b;;)) es la matriz de covarianza del vector aleatorio ¢ y

por lo tanto es positiva definida.
O
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Corolario 2.3.3. El espacio K(H) de todos los kernels sobre H es cerrado bajo la multiplicacion
puntual.

Demostracion: Esto se sigue de la Proposicion anterior y del hecho de que K es un kernel positivo
sobre # si y solo si para cualquier conjunto finito {z1, z,...,2,} C H la matriz ((a;;)) donde
a;; = K (i, j) es positivo definido.

O

Corolario 2.3.4. Sean H;,1 < i < n conjuntos y sean K; € K(H;) para cada i. Se define
H=Hi X -+ xXH,y

n

K(Lg) = HKz(J:Zayl)v I = (wla“')xn)a g: (ylv"'ayn>

i=1
donde x;,y; € H;. Entonces K € K(H).

Demostracion: Sea x'r) = (x1,, Toy, ..., 2p) € H, 1 < r < m. Haciendo a’, = K;(z;,, ;) se
observa que

por lo tanto ((a',)), 1 < r, s < m es positiva definida para cada i fija y por la Proposicién anterior

se obtiene lo deseado.
O

Proposicion 2.3.5. (Pares de Gelfand) Sea H cualquier conjunto y sea K € K(H). Entonces
existe un espacio de Hilbert 7 (no necesariamente separable) y una transformacion \ : H — 7
tal que:

i) El conjunto \(H) es total en A, es decir Span(\(H)) = H;
ii) K(z,y) = (M), \(y)).» para todo z,y € F.

Si ' es otro espacio de Hilberty N : H — ' es otra transformacion que cumple con i) y
i1), entonces existe un isomorfismo unitario U : 7 — ' tal que el siguiente diagrama conmuta

H s A
/\T /
Al
K
es decir UNz) = N (x).
Demostracion: Para cualquier conjunto finito F' = {x1,xs, ..., z,} C H se sigue de los argumen-

tos de la prueba del Corolario (2.3.3) y del Lema (2.3.2), que existe un vector aleatorio gaussiano
complejo (¢, (5, .-, () tal que
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Si G = {x1,29,...,%Tn,Tny1} D F entonces la distribucién marginal de (¢, .., (%) de-
rivada de (¢,...,C%,¢%, ) es la misma que la distribucién de (¢f',...,¢Y). Por lo tanto por
el Teorema de Consistencia de Kolmogorov existe una familia gaussiana de variables aleatorias
complejo-valuadas {(, : © € H} sobre un espacio de probabilidad (€2, F,P) tal que

E¢, =0, E(.(, = K(v,y) paratodo =,y € H.

Si A es el espacio lineal cerrado generado por {¢, : * € H} en L*(P) y A(z) = (, entonces se
tiene lo pedido.
Por tdltimo sean A(#), A'(H) y considérese la transformacién U : \(H) — N (H). Entonces
U preserva el producto interior y ademas A\(H) y X' (H) son totales en 7, 7" respectivamente.
Por lo tanto existe una tnica extensién lineal U : 57 — .
0

El par (7, \) determinado tinicamente bajo isomorfismos unitarios por el kernel K sobre H se le
llama par de Gelfand asociado a K.

2.4. Productos Tensoriales de espacios de Hilbert finitos y esta-
bilizado

Se introducird la nocién de producto tensorial de espacios de Hilbert usando la Proposicion
(2.3.5). Sea 77 1 <1 < n espacios de Hilbert y sea H = 5 x - -- X J, su producto cartesiano.
Entonces la funcién K;(u,v) = (u,v) conu,v € J, es un kernel positivo definido sobre .7¢; para
cada 7. Por el Corolario (2.3.4) la funcién

K(u,v) = HKi(ui,vi), donde u = (u1,...,uy),v = (V1,...,0,).
i=1
con u;, v; € J¢ para cada i, es un kernel sobre 7. Considérese cualquier par de Gelfand (77, \)
asociado a K y que satisfaga (i) y (i7) de la Proposicion (2.3.5). Entonces .7Z es llamado un
producto tensorial de 74,1 = 1,2, ... ,ny se denota mediante

H =R I QA = QA

=1

Au) =1 @ua ® -+ @ uy =: QU
i=1

en este caso a A(u) se le llama producto tensorial de los vectores u;, 1 < i < n. Si s = h para
todo 4 entonces .77 es llamado el n-ésimo producto tensorial de h 'y es dentado por h®". De la
misma manera si u; = u para toda i, entonces A(u) se llama la n-ésima potencia de u y se denota
por u®".

Proposicion 2.4.1. La transformacion (uy, us, . .., u,) — U1 Q@ua®- - -Quy, de J4 X A5 X -+ - X I,
en 4 Q I Q-+ ® I, definido como arriba, es multilineal: para todo escalar «, 3

u1®®ul,1®(&ul+ﬂvl)®®un

=au Q@ U, F LU R QU QU R R Uy,
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Mads aiin

<® U, ®Uz> = H(ul, ;).

=1 =1 i=1

El conjunto {@Q u; : u; € H,i =1,2,...,n} estotal en Q) I,
i=1 i=1

Definicién 2.4.2. (Producto tensorial estabilizado) Se introducird un nuevo espacio, sea .7, n =
1,2, ... una sucesion de espacios de Hilbert y sea {¢,} una sucesién de vectores unitarios donde
¢n € F¢, para cada n. Supdngase que

M = {ulu = (w1, u,...),u; € I, u, = ¢, Ing € N tal que Vn > ng}.

Se define K (u,v) = [](u;j,u;) > 0 parau,v € M. Se puede probar que K es un kernel positivo
j=1

definido sobre M. El espacio de Hilbert .77 en el par de Gelfand (.77, \) asociado a K es llamado

el producto tensorial numerable de la sucesion {5, } con respecto a la sucesion estabilizante

{¢n}. Se denota A(u) =: u; ® ug ® - - - para todo u € M.

Supéngase que {e,0, €n1, - ..} = S, es una base ortonormal en 77, tal que e, = ¢,, para cada n.

Entonces el conjunto {\(u)|u € M,u; € S;, paracada j} es una base ortonormal en .77 .



Capitulo 3

Esperanza Condicional Cuantica

En este capitulo sigue basado en el libro de Parthasarathy [12], donde se introduce la nocién
de esperanza condicional en productos tensoriales de espacios de Hilbert.

3.1. Operadores en Productos Tensoriales de espacios de
Hilbert

Sea % un espacio de Hilbert de dimensién finita m;, i = 1,2...,ny sea J = Q) ;.
=1

Supéngase que 7; es un operador autoadjunto en .7 con valores propios {\;;,1 < j < m;} y su
correspondiente conjunto ortonormal de vectores propios {e;;, 1 < j < m;} tal que

Tijeij:)\ijeij, 1§]§m1, i:1,2,...,n.
Entonces se define un operador autoadjunto 7" sobre .5¢ dado por
n n n
@ es =1 @es 10 <m
i=1 i=1 1

1=

n
y es extendiendo linealmente sobre todo .77 El operador 71" tiene valores propios [[ A;;,, 1 < j; <
i=1
m,; y satisface

T®ui = ®Tiui paratodo u; € 7,1 < i < n.
i=1 i=1
Ademas .
|7 = méax(| [T N[, 1 <5 <my)
i=1

= I méx(|Ay], 1 <5 <my)
=1

= L= 1T

39
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En particular, se tiene la identidad

n N n n
| > o [T (wy, Tuw)| = [(X aj®uij7TZ:1anuij>|
j=1 =

1<j,k<N =1 j=1 i=1

3.1

n

N
< H 1751 ;0@- & uy*

=1

para todos los escalares o, u;; € 4,1 < j < N, 1 < ¢ < n, N =1,2,.... Se escribe

T=QT, =T, ®T,y se llama producto tensorial de los operadores T;, 1 < i < n.
i=1

Proposicion 3.1.1. Sean 77, 1 < i < n espacios de Hilbert y sea T; un operador acotado en ]

n
para cada i. Entonces existe un vinico operador acotado T en 7 = Q) F; satisfaciendo:
i=1

T®ui = ®Tiui para todo u; € 6,1 <1 < n. (3.2)

=1

Ademds ||T|| = [T, || ||-

n
Demostracion: Sea S = {Qu; : u; € 5,1 < i < n}. Para todo escalar oj, 1 < j < Ny
i=1

n
productos vectores Q) u;; € S, 1 < j < N se tiene que
=1

N n
| .Z:IO‘J' QEUZ]||2 = > [eF1e7 H<UU>T T“U)
J= i=

1<i,j<N

3.3)
= > @y H(uZ],PT*TPu”)

1<i,j<N
donde P; es la proyeccion sobre el subespacio finito dimensional A/; generado por {u;;,7 < j <
N} en S para cada i. por lo que P, T;T; P, es una operador positivo en M;, de las ecuaciones (3.1)
y (3.2) se tiene que

N n 1 n N n )
1>° a; @ Twijl|* < Tl IPTTTE X o @ g
7=1 i=1 i=1 7=1 i=1

(3.4)
< H 175 T Z a; ®um|!2

se define 1" sobre el conjunto .S por la igualdad (3.2). Entonces por la desigualdad (3.4) muestra

que que 7' puede extenderse de manera tnica a una transformacion lineal sobre el campo generado
por S. Por lo tanto S es total en 57 esta extension puede definir un operador acotado 7' sobre .77

que satisface
w1 L
T < TJ 7Tl =TT
i=1 i=1



Capitulo 3: Esperanza Condicional Cudntica 41

Por tltimo, sea 0 < e < 1 arbitrario. Elegimos vectores unitarios u; € .7 tal que ||T;u;|| >
(1 — €)||T;|| para cada 7, asumimos que 7" — i # 0. Entonces )", u; es in vector unitario en .5y

IT @ uill = | Q) Towall = [ [ 1Tl = (1 = " [ TIT-
i=1 i=1 i=1 i=1

Pro lo tanto || T|| > [T ||7;]|-
i=1
U

El operador 7' determinado en (3.1.1) es llamado producto tensorial de los operadores T,
1 <i<mn.SedenotaporT =QRT;, =171, - ®T,.Si T, = Sparatodai = 1,2,...,n, se
i=1

denota por T' = S®" y es llamado la n-ésima potencia del operador S.

Proposicion 3.1.2. Sea 77, 1 < i < n espacios de Hilbert y sean S;,T; operadores acotados en

S para cada i. Sea S = Q) S;, T = Q T;. Entonces las siguientes condiciones se cumplen:
i=1 i=1

1. Latransformacion (11, Ty, ..., T,) — T es multilineal de B(74)x - - - x B(.7;,) en B(J4 X
- X I,);

n n
28T =Q ST, T =T
i=1 i=1
3. Si cada T tiene un inverso acotado, entonces I’ también tiene un inverso acotado, ademds

= ®z Tz‘_lf

4. T" es un operador autoadjunto, unitario, normal o una proyeccion si cada T; es un operador
autoadjunto, unitario, normal o una proyeccion.

5. T es positivo si cada T; es positivo.
6. Si T, = |u;)(v;| donde u;,v; € € para cada i entonces

= | @ Uy ® -+ Up) (V1 DV @ -+ R Uy

Proposicion 3.1.3. Sea T; un operador compacto en €, i = 1,2,....n, A = Q, T =
i=1

Qi T;. Si T; tiene la descomposicion candnica en el sentido de la Proposicion (1.1.7), (ver

apéndice),

T, = E s;i(T)|vij)(uiz|, 1=1,2,....n
entonces ' es un operador compacto con descomposicion canonica

T= Y si(T1) 5, (Tn)[vrji @+ @ Vaj) (uafs ® - T ji-

jlvav"'ajn
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Si T; € I(J%) para cada i entonces T € I,(F) y

ITh = [[ITh. &7 =6
=1

=1

En particular, si cada T; es un estado entonces ' también lo es.

Si (B(J),pi), i = 1,...,n es un espacio de probabilidad cudntico para cada i, en-
tonces haciendo 5 = @ ., p = ., p; se obtiene un nuevo espacio de probabili-
i=1

dad cudntico (B(J7),p) 1lamado el producto de los espacios de probabilidad cudnticos
(B(J4), pi)si =1,2,...,n..

Proposicion 3.1.4. Cada elemento P en P (7€) puede ser obtenido como un limite fuerte de com-
binaciones lineales de proyecciones de la forma Q) P;, P, € P().

Sea (€2, F) un espacio medible. Sea ## un espacio de Hilbert complejo separable y sea
P(A) el conjunto de las proyecciones ortogonales en 7.

Proposicion 3.1.5. Sea ($2;, F;) espacios medibles y sea &; : F; — P(;) una resolucion de la

identidad en F;, parai = 1,2,... n. Sea (2, F) = [[(94, F;) el producto de espacios medibles
i=1

y H = Q) . Entonces existe un unica resolucion de la identidad & : F — P () tal que
i=1

§(F1><><Fn):®§Z(Fz) paratodo E € F;, 1<i<n.
i=1

Proposicion 3.1.6. Sean 741, 74 espacios de Hilbert y sea T un operador de traza finita en 7€ =
J ® Fb. Entonces existe un vinico operador de traza finita Ty un ¢ tal que

trn X =trT (X ® 1) paratodo X € B(F4). (3.5)

Si T es un estado entonces T es un estado en 7.

Demostracion: Para cualquier operador compacto, X € B(J4), se define A(X) = trT(X ® 1).
Como sup y—; [trTX| = | T|1, entonces se tiene que [A(X)| < ||T']|;[|X||. En particular, A es
un funcional lineal continuo sobre Z, (.74 ). Por el teorema de Schatten (ver apéndice) existe 77 €
7Z,(74) tal que trT1 X = trT(X ® 1) para todo X en Z, (74 ). Por lo tanto las transformaciones
X = trT1 X y X — trT(X ® 1) son fuertemente continuos en B(7#]) asi se obtiene la igualdad
(3.5). Si T es positivo entonces se obtiene

(u, Thu) = trTy|u)(u| = trT(ju)(u] ® 1) >0
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para todo u € 7. Por lo tanto 77 > 0. Haciendo X = 1 en la ecuacién (3.5) se obtiene que

tr’l} = tr1. Por lo tanto 77 es un estado si 7" es un estado.
O
El operador 7} en la ecuacion (3.5) es llamado la traza parcial de T en J27.
Si T" es un estado entonces la traza parcial de 77 es el andlogo de la distribucion marginal
en la probabilidad clésica, pero que quede claro que la traza parcial no es una generalizacién
de la distribucién marginal. Veamos como se entiende que la traza parcial es el andlogo de la
distribucién marginal:

Observacion 3.1.7. i) Sea (92, F,P) un espacio de probabilidad y sea .7# = Lo(2, F,P) un
espacio de Hilbert, sea A = L (Q2, F,P) C B(H), se puede probar que p = |1)(1| con
1 € JZ es un estado.

Si se toma un operador de multiplicacién digamos A = my con f € A, entonces

tr(pA) = tr([1)(1]A) = tr(A[1){1]) = tr(|AL)(1])
= <17A1> = <17mf1> = <1’f> = ffdP

ii) Sea (2, F,y) un espacio de medida y sea 1 : F — R, una medida que es absolutamente
continua respecto a vy (1 < ). Sea la derivada de Radon-Nykodin g—g =g € Li(QF,7)

asi gz € Ly(Q, F, 7). Porlo tanto o = |g2) (g2 | es un estado. Consideremos un operador de
multiplicacion A = my € B(Lw), f € Lo, entonces

tr(0d) = tr(lg2)(g2[A) = tr(Alg?)(97]) = tr(|Ag=)(g?|)

= (g2, Ag2) = (92, msg%) = (g7, fg7) = [ gfdy.

Observacion 3.1.8. Ahora sean (1, F1,71), (€2, F2,72) espacios de probabilidad, y sea (£2; x
Oy, F1 ® Fa,71 @ 72) espacio producto, entonces dados u € Lo (€21, F1,71),v € La(Qs, Fa, 72, la
asociacion u ® v — u(z)v(y) se puede probar que se extiende a un isomorfismo entre los espacios

Loy X Qo, Fi1 @ Fa, 1 @ Y2) = La(1, Fi,71) @ La(Qa, Fa, 72)

Observacion 3.1.9. Consideremos los siguientes espacios de Hilbert, 77 = Lo(2; X Q9, F) ®
Fo,n1 @ Y2), A = Lo(, F1, ), 6 = La(Q, Fa,72)

Ahora tomemos una medida de probabilidad i : F; ® Fo — [0,1] tal que g < 71 ® 79, sea la
derivada de Radon-Nykodin g = —3— asi gz € Lo(71®7s). Sear : F; — R, y(A) = p(Ax Q)

dv1®72
la distribucion marginal , ademés v < 71, z(z) = 22 = [ g(z,y)dya(y).
Qo

dy1

Tomemos el estado p = | g%> (g%| ahora calculamos la traza parcial T} de p.

Proposicion 3.1.10. Sea a € 54 @ 5 y sea b € F4 con ||b|| = 1 tal que |b)(b] = tri|a)(a
entonces existe ¢ € ¢ tal que a = b ® c.

’
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Proposicion 3.1.11. La traza parcial de p es el estado inducido por la densidad marginal de x si'y
solo si g(x,y) = z(x)h(y) donde h(y) es la densidad marginal en 2.

Proposicion 3.1.12. Sean 71, .76 espacios de Hilbert y 7 = 761 ® . Entonces la x-dlgebra
generada por { X, ® Xs| X; € B(J%),i = 1,2} es fuertemente densa en B(.7).

Demostracion: Se encuentra en [16].
O

Proposicion 3.1.13. Para cualquier operador de traza finita p en 74 existe una vinica transforma-
cion lineal E, : B(7) — B(J8,) que satisface

(u, E,(X)v) = trX(|v)(u| ® p) paratodo u,v € 74, X € B(H) (3.6)

donde
|E(X)[| < llpll ]| X]]-

Demostracion:

trX (jo)(ul @ p)| < [ Xlue) o) (ul @ p L)

= || X [Ho)(ull|z,e) |l ()-

por lo tanto existe E,(X) € B(J4) tal que (u,E,(X)v) = trX(|v)(u| ® p).
U

Definicion 3.1.14. Si p es un estado, entonces E, : B(¢) — B(J4) es llamada la p-esperanza
condicional.

Proposicion 3.1.15. Dada cualquier p-esperanza condicional, E, : B(J¢) — B(]) entonces
E, tiene una descomposicion de Kraus.

Demostracion: Como p € Li(.74) y ademas es positivo, entonces por el Teorema espectral se
tiene que p = Z Ajlvj)(v;| donde Z Aj <00, A; >0y {v,} es una base ortonormal de .7%5.

Se define V* H — %”1@% por V*(q) = \/Aj(q®v;), por lo tanto existe V : JA Q5 —
J tal que
(W, Vi(u@v))m = (Viw,u®v)sner

= (VAW @) u@v)

= vV )‘j<w7u> <Uj,?]>
Ahora probemos que » V;V* converge en la topologia débil.
J

En efecto
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M=

0 ViV = L ViV

J

I
—

(Viu, Vitu)

= (VA ). YA )
)\j<U®Uj,U® Uj> = Zn: )‘j<uau><vjﬂvj>

J=1

J

<
I
—_

I

I

<
Il
—

n

= 2 Al = Jul® 2
=

j=1
00

S Z )‘j < 0.
j=1

por lo tanto ) | V;V* converge en la topologia débil.

j
Ahorasea o0 € Ly(7), 0 > 0, entonces 0 = > a;{d;,d;) con »_ a; < oo. Probaremos que
J J

tr(o ) V;Vi) < o0
j=1

Asi tenemos que:

J L J=

% =1

J
n

(2 J=

= Zal||dj||2 Zl/\J > ZO./Z‘ Zl/\J < Q.
i j= i j=
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Calculemos lo siguiente:

Por otro lado

(u, ; V; XV

J

) A

(v, E,Xv) =

8

= 2 (u, V;XViv)

<
Il

Il
M

(Viu, XV0) snem

<
Il
—

I
M

Aj(u @ vj, X (v @ vy))

<
Il
=

Il
18

Aj(u® vy, (X1 @ Xo)(v @ vy))

<.
Il
-

Il
18

/\j<u ® ’Uj, Xﬂ) ® XQU]‘>

.
Il
=

Aj(u, X10)(vj, Xovj)

<
Il
_

Il
M

= (u, X1u) Y Aj{vj, Xovy)
=1

= (u, Xju) Xotrp.

trX (Jv)(u| @ p)

trX (jv)(u| ® ;Ajlvﬁ(%‘!)

%3 Ajtr(Xy @ Xo)([v) (ul @ [v) (v;])
; Ajtr(Xy @ Xo)(Jv @ v;) (u ® v;|®)
; AMtr| X 10 @ Xov) (u® v|@
;)\j(u, Xiv) (v, Xov;)

(u, Xqv) %:)\j(vj,ngj>

(u, X10) Xotrp.
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Por lo tanto £, X acepta una representacion de Kraus, lo cual implica que £, X es completamente

positiva.
O

Proposicion 3.1.16. La p-esperanza condicional cumple con la siguientes propiedades:

a) E,1 =1, E,X* = (E,X)",

B, X < 1X1;
b) E,(A )X(B®1)=A(E,X)B, paratodo A,B € B(J4), X € B(J)
Demostracion: a) Calculemos lo siguiente:
(w,Bp(D)o) = (u, 22 VilViv) = 5 {u, VilVjw)
= 2 (Viu,Viv) =3 Aj{u®vj,v @ ;)
= 22w, 0) (v, v5) = (u, 0) 32 A;(vs,v5)
= (u,lv).

Por lo tanto E,1 = 1.

(w, (B, X)) = {u, (S ViXV)0) = S, (VXV7)0)
= S VXV0) = (0, S VX )

= (uE,(X*)).

Para ||E,X|| < || X se sigue de la proposicién anterior.

b) Primero calculemos

(u, A(E,X)Bv) = (u, AQ_V;XV}")Bv) = (A", (3_V;XV]")B)

= (A", V;X V7 Bv) = Y (VyA*u, XV; Bu)

J J

J

= Z(V;*A*U, (X1 X XQ)‘/;*B’U> = Z )\]<A*U X Uj, (Xl & XQ)B’U (024 ’Uj>
J

= Z )‘j <A*U & Uy, XlBU &® XQUJ'> = Z >\j <A*u, XlBU> <’Uj, Xng)
J

J

= Z )\j <U, AXlBU><’Uj, XQUj>

J

= <U, AXlB’U> Z /\j<vj7 X2Uj>‘
J
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Por otro lado se tiene
(U, E,(A®@ )X(B®1)v) = tr(A®1)(X1 ® Xo)(B®1)(|v)(u| @ p)

= (AXLB ® Xa) (o) (u] © 30 (0]
= DAEANE © Xo) (0 ® v) (0 v
= CAt((AXB @ X) (08 0)u @)
= DA AXBo) (v Xavy)

= <u7 AXlB'U> ZAJ<UJ7X2U]>
J

Porlotanto E,(A® 1) X(B® 1) = A(E,X)B.
U

Definiciéon 3.1.17. Sea {.7Z,,,n > 0} una sucesion de espacios de Hilbert y {¢,,,n > 1} vectores
unitarios, ¢,, € J%,. Se define 77, ., = 1 ®7,, >, - - conrespecto a la sucesion estabilizante
Gng1s Pnto, ...y Iy = I @ 4 @ - - - @ J;,. En el espacio de Hilbert

H = A @ My = Hyy @ Hyr, n=1,2,...
considerar la sucesion creciente de x-algebras
B, = {X® 1[n+1‘X € B(%L])}, n=20,1,2,...

Se define B,, = B(J#,) y 1, es la identidad en B,,. Existe una tinica transformacién lineal E,;; :
B.. — By que satisface

(u, E)(X)v) = (u ® @1, XU ® @pny1) paratodo u,v € Ay, X € By
donde @11 = Or1 @ Pr2 @ -+ Yy Boo = B(% En efecto
En(X) = Eigpi )61l (X) @ g

Proposicién 3.1.18. Las transformaciones {E,;},>¢ satisfacen las siguientes propiedades:

L Byl =1E X" = (B, X)",

2. EjAXB = AE,|(X)B cuando A, B € By);

3. Em}En] = En]Em} = Em] cuando m S n,

4. Z Y (E,X;X;)Y; > 0paratodoY; € By, X; € B.En particular E,,) X > 0 cuando
1<i,j<k
X > 0.

I\/R
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5. 5. lim E,) X = X paratoda X € B..

n—oo

Proposicion 3.1.19. Sea B, € B(J), E,(Z) € By si Z € By & Ba.

Demostracion: Si Z = X; ® X, laigualdad (u,E,(Z)v) = trZ|v)(u| ® p implica que E,(Z) =
(trpX,)X;. Por lo tanto la proposicion se cumple para un numero finito de combinaciones lineales
de productos de operadores en B; ® Bs.

Supdngase que p = > p;|e;){e;| es un estado, donde p; > 0, p; = 1y {e;} un conjunto
ortonormal ademds {Z,,} converge débilmente a Z en B(.74 ® 7). Entonces por (3.6) se tiene
que

lmy, oo (U, Ep(Zy)v) = 1My ey pi(u® e, Zyv ® €j)

= Y pilu®ej, Zv®e;)

= (u,E,(Z)v) paratodo u,v € 74

en otras palabras, £, es débilmente continuo, si p es un estado. Como E, es lineal en p la misma
propiedad se cumple para cualquier operador de traza finita. El resultado requerido se sigue de la
definicion de B; ® Bs.

0

Sean %), # espacios de Hilbert donde dims# = d < oo. Sea {eg, €1, ..., €41} una base
ortonormal fija en 7 y sea By C B(.74) una dlgebra de Von Neumann con identidad. Haciendo
Hy, = H, ¢, = eg paratodan > 1, constriyanse los espacios de Hilbert .77, 7,1, para cada
n > 0. Se definen las algebras de von Neumann como sigue:

Bn] = {X ® 1[n+1|X e By® B(%@)n)}, n>0
Proposiciéon 3.1.20. Sea 0 : By — By ® B(S) un x-homomorfismo unital. Se definen las trans-
formaciones lineales 6; : By — By dadas por

0(X) = Eje)e(0(X)), 0<i,j <d—1, X € B (37
Entonces las siguientes condiciones se cumplen:

(i) 65(1) = &%, 0(X*) = 67(X)";
d-1

(ii) 05(XY) = Y 0,.(X)05(Y) para todo X,Y € B,.
k=0

Demostracion: De (3.6) y de (3.7) se tiene que
(u, €§(X)v) = (u® e;, 0(X)v ® ey).
Si X = 1 entonces tenemos que
(u,05(1)v) = (u®e;,0(1)v @ ey)
= (u®e,vRe))
(
(

u, v) (i, ;)
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Ademas '
(u, 05(X")v)

(u® e, (X" @ e;)
= (v (v ® ey, 0(AX 0(X)u ® e;)
(
(

v, 0] (X)u)
u, 0] (X))

Para probar (ii)se elige una base ortonormal {u,,} en 7%, entonces

(u, 9§(XY)U) = (L®e,0(X)0Y)v®e;)

= (X u®e,0(Y)v®e;)

= (O (ur @ e, (X )u @ ei)uy @ ex, Y (ur @ ex, 0(Y)v ® ej)ur @ )

r.k

r.k

= Y {0 X")u® e, u @ eg)(u, @ e, 0(Y)v @ e;)(u, @ e, uy ® ey,)

r.k

= (u® e, 0(X)u, ® e)(u, @ ey, 0(Y)v ® e;)

k

= <u,9,2€(X)ur><

=3

= 2 (O (X )ur, u)
= M<<ur,(9;i( )

I
=[]

Uy, Qf(Y)v)

u)ty, 05 (Y)v)

uyur, 05 (Y)v)

(32, (un, (01(X) w)up, 05 (Y))

= ;((%(X))*u, 05 (Y)v)

= S 6(X)85 (Y

= (u, Zk:e,i(X)Hf(Y

por lo tanto 6(XY) = 3~ 6, (X)0%(Y).
k

Jv)

Jv)

O

Proposicion 3.1.21. Sean 0, 74, 74, By como en la proposicion (3.1.20). Se definen las transfor-

maciones j, : By — By,n=0,1,2,..,

de manera inductiva por
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Jo(X) =X ® 1y, j1i(X) =0(X) ® 1p,
. ) - (3.8)
X = a0 Ly ekl ® T

0<i,k<d—1

Entonces j, es un x-homomorfismo unitario para cada n. Ademds
En_l]jn(X) = jn_l(Hg(X)) para todon > 1, X € By,
donde E,,_y) es la ¢p,-esperanza condicional de la definicion (3.1.17)

Demostracion: La prueba es por induccidn:
Paran = 0, 1 se tiene que
Jo(1) =1® 1p
(X)) =0(X) @ 1p

(X7 = (X)) @1p

= (0(X)©1p)
= ja(X)
Por el inciso () de la proposicion (3.1.20) y por la hipétesis de induccidn se tiene que
) = 3 Gea(05(1)) 1y ® les)(ej] @ L

0<i,j<d—1

= Y n-1(05)la-y ® lex)ej] ® Ly

0<i,j<d—1
= 1, ® Z lei){ei] @ 1y
= 1

Ademas

Jn(X*) = Yo I (05 (X)) oy @ |es) (6] © Lt

0<i,j<d-1

= Y I (0(X)) oy @ le) (6] © Tt

0<i,j<d—1

= (X Gea(B/(X)) Ly ® lej)ei] © L))"

0<i,j<d—1

Por el inciso (i7) de la proposicion (3.1.20) se tiene que



Capitulo 3: Esperanza Condicional Cudntica 52

Jn(X)jn(Y) = < > jn_l(H;i(X))ln11®|6i><ej|®1[n+1>

0<i,j<d—1

< > Jna(F(Y) oy @ ler)(e| 1[n+1>

0<i,k<d—1

= 2 Jn-1(05(X)) 1y 2 Jn=1 (67 (V) Loy @ lea) (ejllen) (er] @ L
2¥) )

= -;kj"_l(eé (X)0F (Y)n—1) @ & les)(er] @ L
27545

_ %jnfl(e%;(x)ef(nnn_u ® i) (er] © Lt

= Zl:jn_l(; 01.(X)Or (Y )1y @ les)(er] @ 1

= Z]n_l(ef(XY))].n_l] ® |6i><€l’ ® ]-[n—i—l

il
= Jo(XY)

Falta probar E,,_1}j,(X) = j,—1(65(X)) para todo X € B,.
En efecto

En1jn(X) = En_y %jnfl(%(X Na-1) ® |e5)(ex] @ Lpnsa
- %EH (Jn-1 (04 (X)) L1y @ |es) (ex| @ 1puy1)
— ;;En_” (-1 (0L(X)N 1y @ 1@ 1) (Lney @ i) (en] @ Lpp1) (L) @ 1@ 1py1)
— izg(jnfl(e;;()()ﬂm] ® 1@ L) En g (Looy @ Jea){ex] @ Lpgn) (Lo @ 1@ 1p41)

Por otro lado, para u,v € J4,_jjconu = ug @ - - @ Up_1 YV = 19 ® - - - @ v,_; Se tiene que
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(U, B 1) (Tn—y @ e} (ex] @ 1pny1)v) = (U ® b, (Ln—1) @ |ei){er] @ 1pni1)v @ Ppn)
= (U, 0) (P, €:) (ex|dp) (Ppas1s Ppntr)
= (u,v)(eo, les)(ex|eo)
= (u,v){eo, (ex, €)e€:)
= (u,v){eg,€;)(ex, €o)
= (u,v)050) = (u, 6,60v).

por lo tanto se tiene que

> (-1 (0, (X)) 1ot @ 1@ L) Ene 1) (1nm1y @ les) (er] @ 1pngr) (1n1) @ 1 @ 1pya)
ik

= jn—l(eg(X»ln—l] & 1[n'

O
Corolario 3.1.22. Sean {j,,n > 0} los x-homomorfismos unitarios de la proposicion 3.1.21,
escribamos T = 0, entonces para 0 < ng < n; < ... < ny < 00, X; € By, 1 < i < k se tiene
que

Eno]jm (Xl)jnz (XQ) o ]nk (Xk) =

(3.9)
g (T 70 (X, T2 (X - (X T 1 (X)) - ).
Demostracion:  Por la proposicion(3.1.18) se tiene que E,; = E,; E,, ;. Como
I (X1) -+ Jnp_1 (Xi—1) € B,,_,), por lo tanto se tiene que
Eno]jm (X1> o jnk (Xk) = Eno]jnl(Xl) o 'jnk—l (kal)E”kfl](jnk (Xk)) (310)

ComoE,, ;=E,, K, _ +1 " Ey 1 yaplicando la proposicién (3.1.21)aE,, ) setiene
que
]Enkfl]jnk (Xk) = jnk—l(Tnk_nk_l(Xk))'

sustituyendo lo anterior en (3.10), usando el hecho de que j,,, , es un homomorfismo y repitiendo
este argumento sucesivamente se obtiene (3.9).
O

Proposicion 3.1.23. La transformacion T = 03 de By en By satisface las siguientes condiciones:

i) T es una x-transformacion lineal unitaria sobre B(74));
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ii) para cualquier X;,Y; € By, 1 < i <k, se tiene Y, Y T(X:X;)Y; > 0paracadak.En
1<i,j<k

particular T'(X) > 0 cuando X > 0.
Demostracién: Como 0 es un *-homomorfismo unitario de By en By @ B(#) y T(X) = 03(X) =
Ejco) e (F(X)), entonces

T(X*) = E\60><€0|(9<X*)) = ]E|€0><60\(6(X)*)
= (Ejeg) (e (0(X)))" = (T'(X))"
T) = K (0(1))

= Elepyeol(1) =1
T es lineal ya que es composicion de transformaciones lineales. Esto prueba que 7' es una *-
transformacion lineal unitaria.
Para en inciso (i) se tiene que
2. YVITXiX))Y; = 20 Vi) (0(X7)0(X;))Y;

1<i,j<k 1<i,j<k

= Bl X (Y@ DI, ©1)

1<i j<k

= Eiegeol 2o (0(X)(Y;®1)*0(X;)(Y; ©1)

= Bl ({ZOX)Y 0 {00 9 DY)

> 0.

Haciendo k£ = 1,Y; = 1, X; = X se obtiene que 7'(X) > 0si X > 0.
O

Definicién 3.1.24. (Conmutador) Sean A, B € B(H), entonces el conmutador de Ay B esta

definido por
[A,B] = AB — BA

Proposicion 3.1.25. Supongase que la dlgebra de von Neumann By de la proposicion (3.1.21) es
abeliana. Entonces para cualquier XY € By,m,n >0

[Jm (X)), 3n(Y)] = 0. (3.11)

Demostracion: Como j, es un homomorfismo , se tiene que [j,,(X), j,(Y)] = j.[X,Y] = 0 por
lo tanto (3.11) es trivial si m = n. Supdngase que m < n. Por induccién sobre (3.8) asi se obtiene

]n<X) =

<Z (03 - 077 (X)) Ly @ les ) en, | @ -+ @ les, ) €rn] @ L
e
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por lo que se tiene
n(X), Jimn (V)] = Gn(X)Jm (V) = G (Y )Jn (X)

= <Z (03 -+ 07 (X)) (V) L) @ [y ) (er | @ -+ @ [€s, )€t | @ L1 —
e

> (Y )gm (O - O (X)) Ly @ lei ) (en| @ - @ lei, ) ehomn| © Lpoa
71,22,
kq,kg,...<d—1

= Zk GO - 0L (X)Y =YL 077 (X)L @ [es) (e | @ -+ @ lea) (€| @ L
1,Rr

=0
U

Los hechos presentados en la Proposicion(3.1.21), Corolario(3.1.22) y la Proposicion(3.1.23)
son andlogos al caso clasico de la teoria de cadenas de Markov. La ecuacién (3.9) es la version
no-conmutativa de la propiedad de Markov clésica.

Definicion 3.1.26. A la familia de homomorfismo {j,,} definidos en (3.1.21) se le llama Cadena
de Markov cudntica inducida por los x-homomorfismos 0 : By — By ® B(5).

Nota: Parthasarathy, que es en donde nos basamos, le llama a esta familia Flujo estocdstico
cudntico.

Proposicion 3.1.27. Sea 0 € Li(J4),p € L1(74), X € B(JA4 ® 56), entonces:
tr(oB, (X)) = tr((0 ® p)X).

Demostracion: Basta probarlo parac > 0,0 € Ly (7). Se descompone a o en su descomposicion

espectral, es decir, o = ) \;|g;)(g;|, entonces
J

tr(oE, (X)) = tr(3_Ajlgi)(g|En(X)) = 22 A5tr(lg;){g; |E, (X))
= %:)\j@j:Ep(X)gﬂ = ;Ajtr(x(\gﬂ(gj!@/)))

= tr(X(C Ailgi) gl ®@p)) = tr(X(o®p)).

U
Sea B, abeliana y X, X5, ..., X} cualquier conjunto finito de elementos auto-adjuntos de
B, entonces se puede probar que j,, (X1), jny(X2), ..., jn, (Xx) es una familia conmutativa de

operadores autoadjuntos, asi para cada ny, existe R,,, : B(R) — P(s4@{H®- - }) resolucién de
la identidad. Entonces {j,, } tiene una resolucion de la identidad conjunta R : B(R*) — P (4 @
{# ® ---}) por lo que existe una distribucién conjunta, i, : B(R*) — R, u,(C) = trpR(C),
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de las j,, (X}) en el estado p sobre el espacio de Hilbert .7 ® {7 ® - - - } respecto a la sucesion
estabilizante {¢,, = e} donde ¢, es un vector unitario.

Para cualquier estado py € 74, la familia {j,(X)|X € By,n > 0} puede ser interpretada como
una Cadena de Markov clésica en el estado py ® |eg ® eg @ -+ )(eg R eg @ -« - - |.

Sea {X;} un proceso clésico, sean fy,..., fr € B(Q)y pes un estado en B(.7] @ ) tal

que p = po & |60><€0‘- Probaremos que tr(pjno(fﬂ) o ]nk<fk)) = E((f() o Xno) e (fk o Xnk))
Pero solo basta probarlo para indices consecutivos ya que haciendo

fni si 1€ {no, A ,nk}
9i =
1 si i¢{no,...,nx}

tenemos Jo(9g0)71(g91) - -+ Jno (fo) = Jno (fo)-

Teorema 3.1.28. tr(pjo(fo) - - je(fi)) = E((f © Xo) - - (fi © Xi)).

Demostracion: Por induccién sobre k.
Para k = 2

tr(pjo(fo)ir(f1)) = tr((po @ lep){enl)(fo® 1n)(0(f1) @ 1p2))
= tr((po ®[eo)(eo])(fo @ 1)0(f1) @ |e2) (epal
= tr((po @ leo){eol)(fo @ 1)O(f1))
= tr((fo® 1)8(f1)(po @ leo){eol))
= ZJI Ajtr((fo @ 1)0(f1)(195) (951 @ leo) (eol))

= > {9 Ejeg)(eol (fo @ 1)0(f1)95)

J

= > {95 foEieo)eo0(f1)95)

J

= > (g5 fob0(f1)gs) = >-{g5 foT(f1)g;)

J J

= tr(pofoT(f1)) = E(foT(f1))

= E((fo o Xo)(T'f1 0 Xo)) = E((fo 0 Xo)(f1 © X1))-

Ahora supongamos que se cumple

tr(pjo(fo) - Je—1(fr—1)) = E(f o Xo - frm1 0 Xj—1)

entonces,
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tr(pjo(fo) - Je—1(fe=1) Jr(fx))
= tr(pjo(fo) -+ r—1(fr-1) Zl:jkfl(ef(fk))(lk—u ® lei)(er] @ 1jgy1))

= thr((Po @ lep)(enl)jo(fo) -+ dr—1(fe-1) Jr—1(07(fr)) (L1 @ lei)(er| @ 1jpyr))

= Zl:tr(jo(fo) gk (fe1) Gr-1(G7(fr) (po @ lew—1)(e—1] @ leo) (eolles)(er| @ lemia) {ep]))

= Zl:tr(jo(fb) Gkt (fee1) Je—1 (07 (fr) (po @ [epe—1) (ep—1] @ leo) (er] @ leper) (eperal))

= tr(jo(fo) - k-1 (fe—1) Jr-1(05(fr)(po ® le—1){ep—1] © leo)(eo| ® lems1) (eral))
+l§)tr(jo(fo) G (frm1) G (07 (fr) (o @ le—1) {ep—1] @ leo){(er] @ lepra) (epral))

Se probard que

> tr(o(fo) -+ dr-1(fam1) Jr—1(6)(f)(p0 @ lep—1){ep—1] @ leo) (e1] @ leprr) eppsal)) = 0
10

La igualdad anterior se deduce de lo siguiente
tr(Jo(fo) -+ Ji—1 (fam1) Ja—1(05(fi)(po ® len)enl)
= tr(jo(fo) -+ Jr—1(fr—1) Er—)jn(fi)(po @ lep)(enl)
= tr(Ep—1)(Jo(fo) -+ k-1 (fr—1)k(fr)) (po @ lep){enl)
= tr(Ejeyy el (P0 @ lep)Cen ) (Go(fo) - - oo (fr-1) i (fi) © 1)
= tr(Eje) el (00 @ lep—1) (ep-11) (Go(fo) - - Jr—1(fr-1)k(f))

= tr((po ® [ep—1)(ep-1] @ lew) (ewl) (Go(fo) - - Jr—1(fr—1)k(fr))
sustituyendo esta igualdad en la ecuacién de arriba se tiene que

Ztr(jo(fo) k1 (fem1) Gk (07 (fr) (00 @ lem—-1) (epr—1] @ leo)(er] @ leprr)(epsal)) = 0
10

Por lo tanto se tiene que
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tr(pjo(fo) -+ jk-1(fi-1) Ju(fe)) = tr(jo(fo) - Jr—1(fi-1) Jr-1(65(fi)(po @ lep)(enl)
= tr(pjo(fo) - Jr-1(fu-160 (1)
= E((foo Xo) - (fs-100(fx) 0 Xi-1))
= E((foo Xo) - (fr-1 0 X1 )(T(fi) © X))
= E((foo Xo) - (frm1 0 Xp1)(fr 0 X5)).

O

3.2. Ejemplos de Cadenas de Markov Cuanticas a tiempo dis-
creto

Ejemplo 3.2.1. Sea (.5, F, i) cualquier espacio de medida y sea ¢; : S — S una transformacién

medible que satisface uqﬁ;l < 11,0 < j < d— 1. Supéngase que p; : S — [0,1],0 < j <

d — 1 son funciones medibles que satisfacen > p; = 1. Sea By = L>(n) C B(L*(u)) donde las
J

funciones medibles acotadas son consideradas como operadores de multiplicacién acotados. Sea
Hy = L*(n), # = C?y elijamos una base ortonormal {eg, ey, ...,eq 1} de # = CY, se define
la transformacién 1" : By — B, dada por

d—1
Tf=> pifod (3.12)
=0

donde o denota la composicion. La transformacién 7" puede ser interpretada como el operador de
transicion de una cadena de Markov con espacio de estados S para que el estado cambie en un paso
de = a uno de los estado ¢g(z), ¢1(x), ..., Pq_1(z) con probabilidades py(x), p1(z), ..., pa_1(x)
respectivamente. Sin embargo, es posible que ¢;(z) = ¢;(x) para alglin ¢ # j. Si S es finito de
cardinalidad £ se puede probar que para cualquier operador de transicion de Markov es de la forma
(3.12) con i medida de conteo.

Considérese una matriz unitaria de tamafio d x d de funciones medibles complejo-valuadas
de U en S donde U = ((uy;)),0 < i,j < d — 1, ug; = /p; para toda j. Por ejemplo uno puede
seleccionar la siguiente matriz ortogonal

1 1 1

pél R )
g | P

: 1-Q

1

—Di_1
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Veamos que U es unitaria, se consideran tres casos:

1. Cuando, 2 = j

UU (i,

J)

= U0 0U(,) = pp? + > U0, 3)
(b)) + U@ DU, ) = pi + z (- Q.1 - QL)
i+ (1= QP — Qi) + T (T = Q60T - QL)
l;é
pi+ (1 —pi(1 +p§) 2+ szpz( +p§)‘2
l;éz

-
-

= pi+1-=2p;(1+pd)  +p(1+pd)2(1 —pq)

-
-

= pi+1—2pi(1+p0) +pz(1+p0) 1(1—173)

1 1 1
pi+1—p(1+pd)'2-(1 —po)] =pi+1—p;(1+p¢) 'L +pd]
1

2. Cuando, i #jyi,j>1

U*U(0,7)

(pip)? + U*(i,0)U (i, 5) + Ui, HU (G, §) + df Ui, )U(L, §)
i

(pip;)? + (1 = pi(1+pg) ) (—(pip;)2 (1 +p§d):11)

Hem) ) D=y + X (o)
i

(pip;)2 — 2(pip;)2 (1 jlr_zfg)‘l) + (pipy)2 (1 +p2) ) (0 + pj)

+(ips) (1 +p2)2) >

l#w

N

(pipy) (1 +p2)~2)
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3. Cuando, 1 =0yj>1

U0V = 5 OO0 = U0.0U0.5) + £ U0.0U(LJ)
= o)} + Z(HU(L)

= (popy)t —pP(1— py(1+p2)"Y) — S pF (—(ppy) (1 + p?) )

1>1

Z#J
) 1 1 1
= (popj)? —pj +pip; (1 +p3)~" —p;(1 +p8) 1S
>1
I#j
RS SRR N
= (popj)? —p; P (1 +p01) (1 —po)
= (popy)? —pl +pi(1—p3) ' =0
por lo tanto U es unitaria.
Asi se define el *-homomorfismo unitario
J oo 0
. foor .
02 = (6() = U ) U (3.13)
0 fodi

de By en By ® B(.7) tal que
. d—1
9;<f) = Zouirﬂjv“f © Qbra

6(f)=Tf
donde 7T esta definido en (3.12).
Hay que notar que el lado derecho de la ecuacién (3.13), 6(f) es operador de multiplicacién de
matrices, es decir, si (p1, .. ., a)? € L*(p) & -+ - ® L2(w), 0(f) (i1, - - -, pta)” es la multiplicacién
de matrices, puesto que

L) @C'=L*(p) @ - L*(n)

Vv
d—wveces

mediante el isomorfismo f ® a — (agf,...,aq_1f)con f € L*(u) y a € C4

Por la proposiciones (3.1.21) y (3.1.25) existe un flujo cuantico {j, : n > 0} de
x-homomorfismos unitarios de BB, en B, inducido por el x-homomorfismo unitario 6 de (3.13)
que satisface

[jm(f)Jn(g)] =0,

Enfl}jn<f) = jnfl(Tf)
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para todo f,g € By = L*(u). Si S es un conjunto finito o numerable y p es la medida de
conteo, entonces para cualquier z € S, en la teorfa cudntica el estado 6, ® eg @ eg- -+ € L?(1) ®
HC® I ® --- ylasucesion de observables tienen la misma probabilidad de distribucién que la
sucesion de variables aleatorias f(&o(z,w)), ..., f(&.(z,w)),. .. donde {&,(x,w)} es una cadena
de Markov a tiempo discreto con espacio de estados S, {y(x,w) = z y operador de transicién
T, f es cualquier elemento de By. En otras palabras {j,} puede ser identificado como un flujo
estocdstico Markoviano cldsico con operador de transicién 7.

Es interesante notar que en la cuantizacién de una cadena de Markov clésica se tiene lo si-
guiente, nos limitamos a {j,;0 < n < N} para cualquier tiempo finito en el espacio de Hilbert
@ A" y se define la esperanza condicional EY, con respecto a un vector unitario ¢ arbitrario,
en 2 reemplazando a e, se tiene un flujo estocastico con la propiedad

By g (F1)dng (f2) -+ G (fi) = Ging (T30 (AT (fre e (foa T 7 (i) )

paratodo 0 < ng <n; <--- <ng, < N donde T, es el operador de transicion de Markov

d—1

Tof =Y e, UL f o d;.

J=0

T, describe la cadena donde los estados cambian de x a uno de los estados
do(z), ¢1(x), ..., ¢a-1(z) con probabilidades |(e;, U(x)p)|?,j = 0,1,...,d — 1 respectiva-
mente. Asi la descripcion probabilistica cudntica nos permite describir una gran parte de cadenas
de markov con operadores de transicién T,,, ¢ € S, ||¢|| = 1 en el marco de un tinico espacio de
Hilbert 77 ® ®" si nos limitamos al periodo de tiempo finito [0, N].

Ejemplo 3.2.2. En el ejemplo anterior hagamos d = 2, denotemos a las transformaciones ¢y, ¢;
sobre S por ¢, ¢ respectivamente. Sean pg = p,p; = g tal que p + g = 1, asi

(% %)

entonces el *-homomorfismo # en (3.13) tiene la forma:

:)v
) U8 (8 )
)

(
_(f Vv (\/_f°¢ ff°¢) (3.14)
(
(o

o O

o) = ((0(F) = U( foo

]
—

=
<

VP Vi
A

i)

i~
i

Va4 P Vaifoy /pfoy

pfog+qfop \/]quoso—\/qufocb)
VPaf op —\/Pif o qfog+pfoyp

i)

pfod+qfoyp \/JTQ(fw—foaﬁ))
¢(fop—fod) qfodp+pfoyp )’
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Se define:
asi que

anal,
y

a an,

por lo que se tiene

ana;, + a0y,

an = 1,-1) ® |eg)(€1] ® Lpga

ap, = 1p—1) @ [e1){eo| ® 1jnsa,

n=12...

(11171] & |60><61’ X 1[n+1)<1n,1] X ’€1><€0| X 1[n+1)

L1 ® |eo)(exl[e1)(eo| ® L1

L1 @ |eg)(ler){eol"e1] @ Lt

L,—1) ® |eo){|eo){er]er] @ Lt

Iy ® leo) ((e1, e1)eo| ® Lns1

1y—1) ® leg){eo| ® Lt

(1n—1] ® |er)(eo] ® 1[n+1)<]~n—1] ® leo)(e1| ® 1[n+1)

L) @ ler){eolleo)(e1] @ 1pta

L, @ |er)([eo)(e1|"eo| @ 1jnia

Ln—1) @ lex){lex){eoleo] @ L

L,-1) ® ler){{eo, eoyer] @ 1pnia

L1y @ |er){e1] ® Lt

L1 ® |eo)(eo| @ Lt

_|_

L1 ® |en)(e1] @ Lt

lny® leo) (eo| + |e1)(e1] ® Tng1

L ®1®1p41 =1

entonces el flujo estocdstico {j,,n > 0} tiene la siguiente forma

Jo(f)
J1(f)

@l

++ +

Lo ® |eo
Lo @ ler)(e1] @ 1p

(05(f)) 1o ® leo)(eo| ® 112
Jo(05(f)) 1oy @ |er)
(6°(£)) )
(01(f)) )

(

<€0| ® 1[2
(e1] ® I
(



Capitulo 3: Esperanza Condicional Cudntica 63

Jn(f) = 2 Jaa(0p()lnn ® lei)(er] ® 1t
0<i k<1
= Jn-1(00(f)1n-1) @ leo)(eo| ® 1jnta
+ 1005 () 1n1) @ [ex)(eo] @ 1pnta
+ (00 ()11 @ [eo)(er] @ 1puga
4+ Jne1(01() 1y ® ler) (er] ® Lpnsa

observemos que

1.
Jn=1(00(f))Ln-1] @ |eo)(eo| ® Ljni1 =

= (Gn-1(65(1)) @ 1n) (Ln—1y @ [eo) (€] @ 1n11) = (n-1(05(f) @ 1pp)anar,

(jn—l(e(())(f)) ® 1[n)ana;z + (jn—l(eg(f)) ® 1[n)a/nan =

= (Jn-1(65(f)) ® 1) (anay, + agan) = ju-1(65(f)) ® Lpn = Jnr(65(f))

Un-1(01(f)) @ Lpm)anan = (Ja1(05(f)) ® Lpn)aj,an =

= (n-1(01(f)) = Jn1(05(f))) ® L)) anan = (Ju1(01(f) — 65(f))) ® 1in))as,an
= (Jn-1lgfod+pfop—pfod—qfop)®ly)a,a,

= (n-1(@(fod—fop)+p(fop—[fo0))®lp)a,an

= (Jn1((g = p)(fo @ — [0 ¥)) ®1p)ayan

(n-1(02(f)) @ 1) an + (ju-1(05(f)) ® Lpn)a, =
= (Jn-1(07(f) ® 1) (an + a3) = (Ju1(/PU(f 0 0 = [0 0)) @ 1) (an + ap)

Por lo tanto
]n(f) = jn—l(Tf) + jn—l(Lf)(an + a%) + jn—l(Kf>a;1an (3.15)

donde
Tf = pfoo+qfoyp

Lf = pq(fop—foo)
Kf = @—a{fop—food}
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Ejemplo 3.2.3. (Hipergeométrico) Considérese una urna con a bolas blancas y b bolas negras.
Toémese una bola al azar sucesivamente sin reemplazo. Los estados de la cadena de Markov en
cualquier tiempo los denotamos por (z, y) donde x es el nimero de bolas blancas y y es el nimero
de bolas negras. Entonces S = {(z,y) : 0 < x < a, 0 <y < b} es el espacio de estados.

Se definen las transformaciones ¢, ¢ sobre S por

((z—1,y) si >0
o(z,y) = § (Oy—=1) si 2=0,y>0
L (0,0) si. z=0,y=0.

([ (z,y—1) si y>0

olx,y) = (x—1,0) si y=0,2>0
L (0,0) si z=0,y=0.
Se define
st x>0
Tty
ply) = 4
5 st x=0.
7 st y>0
q(z,y) =
1 C
5 st y=0.

Calculemos 69, 05, 09 y 61

p

f(xz—1,0) si x>0,y=0

Tf(x,y) =b(z,y) =
f(0,y —1) si. =0,y >0
L f(0,0) si. z=0,y=0.

i@y —1) - flz—-1y) si 2>0,y>0

0 (z,y) = 0)(z,y) =
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(L f@—-Ly+ 5 fley—1) si 2>0,y>0

. f(xz—1,0) siox>0,y=0
Hes [0,y —1) si 2=0,y>0
( f(0,0) si x=0,y=0.

A la familia {j,,} de (3.15) inducidos por los *-homomorfismos 9{ se le conoce como Cadena
Hipergeométrica de Markov cudntica.

Ejemplo 3.2.4. (Ehrenfest) Hay dos urnas, una con a bolas y la otra con b bolas, de tal manera
que a + b = c. Una de las c bolas se escoge al azar y se cambia de su urna a la otra. El estado del
sistema es el nimero de bolas que hay en la primera urna entonces

S=40,1,2,...,c}
Se definen las transformaciones ¢, ¢ sobre .S por

z—1 si >0

Pp(z) =
1 si =20
z+1 si z<c
p(r) =
c—1 si z=c
Se define
f si O<z<e
p(x) =
% si xr=00zxz=c
C;“" si O<z<ec
q(z) =
% si =00z =c.

Lfx—1)+<=f(x+1) si O0<z<c

fFW)+1if(c-1) si x=00z=c.

N[ =

5(fle—=1)—f(1)) si 2=00x=c
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fle-1)+2f(x+1) si 0<wz<c
01(f)(x) =
Sf) +5f(c—1) si x=00z=c

A los *-homomorfismo unitarios {j, } inducidos por la (3.15) se le conoce como Cadena Ehrenfest
de Markov cudntica.

Ejemplo 3.2.5. (Cadena de nacimiento y muerte) Sea d = 3 el numero de transiciones supongamos
también que la cardinalidad del espacio de estados es C'. Sea P;; 1a matriz de transicion de la cadena
clasica de nacimiento y muerte entonces tiene la siguiente forma:

p, si j=1+1
r;, Sl J=1

¢ st j=1—1
0 otro caso

Py =

dondep, + 1, +¢ = 1.
Sean ¢, ¢1, @2 dados por:

%(x):{ r+1 si z€{0,...,C—1}

1 si T =
O1(z) =2
fz—1 si zed{l,...,C—-1}
@(‘”)_{0—1 si r=C
Sean
G st O<z<(C
po(x) = a si x=0
6 si x=C
pi(z) = r, paratoda z =0,...,C
pa(r) = 1—po(z) — pi(z).
Entonces
1 1 1
G 1(ff?) pi () py (@)
U _p1§ (:C) 1— pl(f) _(pz(x)pll(iﬁ))f
g @) g @)
_pi(z) —@@mE@? | _ _m@
1+pg («) 14+pg ()
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1 1 1
po(z)  —pi(@) —ps (@)
1 ES
2 (2) (p2(@)p1 (2))2
. p2 T 1 — p1 _
o= | Pl @) L@
pi(z) —2@nE)? g _ _p)
1-|—poj (z) 1—|—poj (z)

asi obtenemos el *-homomorfismo 6

0o(f)(x)

0o (f)(x)

03(f)(x)

07 (f)(x)

01(f)(x)

01 (f)(x)

03(f)(x)

03(f)(x)

03(f)(x)

f(@o(z))po(x) + f(P1(z))p1(x) + f(P2(z))pa(r)

— (o)) (po(x)pr(2))} + F(61(2))p? () (1 — 220

— (o)) (po()ps ()t — LLED@E @) 4 £ (2))p2 () (

= F(@o(a)) (o@)pr (2)) + F(G1(2))pi (w)(1 — 2 — Ll

_ f(g2(=))p2 (wg (p1(x)) 3

(1+p@)

1+pd

f(¢o($))p1($) + f(gbl(l’))(l o pl($))2 + f(¢2(m))ml(93)p2(w)

1 1
1+p¢ (1+p¢ )?

F(61(2))(pa(2)pr (2)) 2 (1— 2LE)

14p3

[V

(1+p2)

F(é2(2))(pa(2)pr ()3 (1— 222)

1+p§

f(¢o(z))(p2(z)p1(2))

T
H—po2

— (o)) (po()ps ()t — LLED@E @) 4 £ (2))p2 () (

1+pd

F(61(2))(pa(2)pr (2)) 3 (1— 2LE)

1+4p2

SIS

1
L4pg

F(é2(2))(pa(2)pr ()3 (1— 222)

1+4p2

f(¢o(2)) (p2(2)pr(2))

1
1+pg

f(¢0($))p2(x) + S (¢1(2)p1(z)p2(z) + f(¢2(l‘))(1 _ pa(x)

1 1
(1+pg )2 1+pg

1
1+pd
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05(f)(z)

05 (f)(x)

Gflx—1)+p,flx+1)+r.f(z) si 0<z<c
= p.f(1) +70f(0) sio x=0

[ qef(c—1)+7cf(c) si 7 =c.

1
a2 (f(xfl)*f(fﬂfl))Jrqz(f($+1)ff(lel))7(?“zfl)(f(achl)ff(a:fl)) (

1
T rZ) si 0<x<c
atqs

1.
= (f(O)—f(l))(lpoJra?)(Tg) si =20
1+a?2
1 .3
(fle=1) = f(e) (g + B2) si v=0C.

1
\ 1482
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1

2L ((fx+1) -

1+q2
1
02(f) () (f(1)=£(0)) (pg—) 2o

l—a2

(—f =)+ £()) (p.—B) 2
1482

(14¢2)?
01(f)()

f(O) _ 2(f(0)=f(1))ro

rof(x+1)+ p,rof(2=1)

f@—10))aE +a) — (fl@+2)— f(2)) si

si

si
Doy fa)(—1+ "
qz

)2 si

1
1+a2

fle)+

2(f(e=1)=f(e))re
1483

+ rd(£(0)—£(1))

T si
(14+a2)?

1

1+q3

01(f)(x) -

1 1 %
(Pot+a2)(Pg—) 274

(1+a2)?

1
(ge—B2)(p.—B) 212
(1+5%)2

(fle=1) -

(1+¢2)?

03(f)(x)

\

fle=1)+(fle=1) = f(e))(

por 6 se le llama cadena de nacimiento y muerte cudntica.

P2 [(f(x+1) = flz— D)@ + )+ (fl@+1) — F(@)ra] si

(f(0) = f(1))

p,f(z—1)+ "B f(z)+ (1 -

F0) = (1)) +r5(f(1) = f(0))

T?(f(cfl)lff(C))
2

si
(1+82)2

O<ar<ec

Si

f() si

P V2f(z+1) si 0<x<c

1-¢2

)Te)

Ademds tenemos que 0 = 69,02 = 05,07 = 63, entonces el flujo estocdstico {j, } inducido



Capitulo 4

Procesos Estocasticos Cuanticos

A partir de este capitulo nos basamos en el articulo de Accardi [3] donde se presenta de
manera mas general la definicién de proceso estocdstico cuantico sobre C*-dlgebras y algebras de
Von Neumann.

4.1. Procesos Estocasticos

Proposicion 4.1.1. (Representacion G-N-S) Sea ¢ : A — C una funcion lineal, positiva (p(a*a) >

0),continua en la topologia débil, entonces existe (I, ,,$),) donde:

a) (J,,(,)) es un espacio de Hilbert con producto interno (,) y 7, es un x-homomorfismo de

Aen B(J7).
b) Qp € H y Hy = oA
c) p(a) = (my(a)fdy,, Q) para todo a € A.
Sea ‘B una C*-dlgebra con identidad y sea 7" un conjunto.

Definicion 4.1.2. Un proceso estocdstico sobre ‘B indexado por T es una tripleta
(A, {j+ : t € T}, w), donde A es una C*-dlgebra con identidad y para cada t € T, j; es
un *-homomorfismo de 6 en A con j; (1) = 14. A es generada por las dlgebras imagen
{A; = ji(A) : t € T} y w es un estado sobre A.

Sea (H,m,(2) la terna GNS asociada a (A, w).
Definicién 4.1.3. Dos procesos estocdsticos (A®, {jt(i)},w("')), ¢ = 1,2 sobre la misma C*-
algebra B, e indexadas por el mismo conjunto 7'. Se dicen equivalentes si existe un operador

unitario U : s — 7 tal que UQW = QP y

UV (b) = 722 (b)U
paratodob € B, t € T.

70
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Proposicién 4.1.4. Dos procesos estocdsticos (AW, { 5 bw®), i = 1,2 sobre la misma C*-
dlgebra B, e indexadas por el mismo conjunto T' son equivalentes si 'y solo si

. » (1 « (1 (2 « (2 « (2
WG (an)" 30 (an) 58 (bn) -+ 3 (01) = P G (an)" -+ 312 (an) 52 (ba) -+ 5 (b))
4.1
para todo ay, . ..,a, €8, ty,...,t, € Ty para toda n.

Demostracion: <) Supéngase que (4.1) se cumple, asi se define la siguiente transformacién U :
S; — S, donde S, S, son subconjuntos totales en 5 (1), s#(2) respectivamente, dado por

UrDiD(b,) - 7DD (b)) = 752 (b,) - - - 752 (by).

donde (%) 7™ Q@) son las ternas GNS asociadas a los procesos estocdsticos
(A® { 4 },w(7)) respectivamente. Ademds (4.1) implica que:

WG (an) - D (an) P (ba) - 30 (1) =
= (W, 7MY (ar)* 3 (@) 3 (ba) -+ 31 (b)) D)
= (@, 7@ (ar)* -+ 52 (@n) 552 (0n) - 50 (1))

= WGP (@) G (an) 512 (o) 35 (b))

Veamos que la transformacion U preserva el producto interior.

Sean 0
v o= 75 0n) -7V (B
y = 75 (@) -7 ()20
entonces
(Uz,Uy) = (UED))(0n) - 7050 (00)2), U5 (@) - 705 (a)20))
= (7DD () 7DD 0D, 752 () - 7DD (a)0P)
= Q0,700 (@) 387 (@) ) (bn) - 317 (02)2)
= Q7DD (@) - i) ()G (bn) -+ (51) QD)
= (@05 b)) 7O @) - 7O ()20
= (2,9)
entonces existe una extensién U : 1) — 572 tal que UQW = QO ya que si n = 1 tenemos

U(’ﬂ'(l)j )(b)QW) = 7 )jt(f)(bl)Q ademads si b; = 1, entonces j( )= 1y x®(1) = 1 por ser
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+-homomorfismo, por lo tanto U(QM) = Q®),

Por demostrar que Ur 5" (b) = 7@ (h)U.
Como

UrM i)W = 7@ ;@ U@ = 725 )uad

pero QW) es ciclico, es decir el conjunto {W(l)jt(n)(an) oo )jt(l)(al)Q(l) :n € Njty,... b, €
T,b,...,b, € B} endensoen 71

Solo basta probar

UrD0 o) V50 0,) - 7O (0N = 2@ 5P )0 (x D50 (b,) - D50 ()W),

n 1

En efecto
Uw(l)jgl)(b)ﬂ(l)jg)(bn) .. 'W(l)j,g(ll)(bl)Q(l) —
_ 7T(2)jt(2)(b)ﬂ'(2)jt(2)(bn) . 7T(2)jt(12)(b )

n

= 7@ U () -7 (0)2)

n

=) Por induccidn sobre n, sea n = 1, entonces por demostrar que

WGP ()5 (00) = 0P G2 () 52 (b)),

Observemos que

UrW50 (a7 (b)) = UnW50 (aq) U070 (by)
= 75 (@) Ur5) (by)

= 7@ (@) 7 @5 (b)U

Asi tenemos que
Q@ 7252 (a) 752 15)9) o = (UQD, 7P (a,) 7?2 (b)) UOD) 0
= (QW,U7@52 (a) 7?52 (b)) UQW) 0

— (0, 705D (a1) 70D (6,)QW)
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O

Definicién 4.1.5. Un proceso estocdstico se llama W*-proceso estocdstico si 85 es una W*-algebra
y la transformacion 7 o j; es normal, es decir que 7 o j; es o-débil continuo.

Definicion 4.1.6. Sea T = | J 7™ el conjunto de todas las n-eadas de elementosde T,n = 1,2, .. .;

neN
un elemento ¢ € T esta en 7" para algiin n = n(¢), el puede ser escrito como ¢ = (1, ..., t,) para

cadat € T, sea By, n(t)-veces el producto cartesiano de B y se denota un elemento de B; por
b= (by,...,b,) yseaj; : By — A dado por

Je(0) = Je, (bn) - -+ jie, (br)-
El kernel de correlacion W, del proceso estocéstico (A, {j;},w) sobre B e indexado por 7" es la
funcién sobre B; x B; con valores en C dada por

Wi(a; b) = w(jg(a)*jz(b)).

De acuerdo con la proposicion 4.1.4, un proceso estocdstico esta determinado mediante equivalen-
cias por la familia {W; : ¢ € T} de sus kernels de correlacién.

Proposicion 4.1.7. La familia de {Wi(-,-) : t € T} de kernels de correlacion de un proceso
estocdstico sobre *B, indexado por T, satisface las condiciones siguientes:

KC1) (Proyectividad) Para todo t € T, para cada k tal que 1 < k < n(t) y para cada a,b € B;
tal que aj, = by, = 1 se tiene que:

Wi(a; b) = W;;(ka; kb)

donde ka = (ay,...,Qp,...,a,) y kt = (t1,... ,th_1,t5,tps1, - .-, tn), es decir se elimina
la k-esima coordenada.

KC2) (Positividad) Para todo t € T, para todas las sucesiones finitas {c, € C : r =1,...,m},
{b, € B3 :r=1,...,m} se tiene

Z EiCle<bZ’; bl) Z 0.

il
KC3) (Normalizacién) Para todo t € T se tiene
Wi (1;1) =1
donde 1 se entiende como el elemento (1,...,1) € By.

KC4) (Sesquelineal) Para todo t € T, a,b € B; las transformaciones by, — Wi(a;b) de B a los
complejos, es lineal y ay, — Wi(a;b) es conjugada lineal para cada k tal que 1 < k < n(t).

KC5) (*-condicion) Para todo t € T y todo n = n(t) la transformacion (a,,b,) — Wi(a;b) de
B x B a los complejos se factoriza a través de la transformacion (a,, b,) — a’ b, de B x B

en ’B.
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KC6) (Multiplicatividad) Para todo t € T tal que t;, = t;,_; se tiene
Wi(a;b) = Wi (ka; kb)
para todo a,b € By donde ka = (a1,...,aka5-1,...,a,) € By para
a = (alw"aakfl;akw"uan) € %f‘

Ademads para un W*-proceso se cumple la condicion

KCN) (Normalidad) Para todo t € T, a € B; tal que a,, = 1,n = n(t) y para todo b € By, la
transformacion b, — Wi(a;b) de B a los complejos es una transformacion normal.

Antes de la demostracién veamos un ejemplo de la condiciéon KC1) para aclarar ideas:

Sean = 3,k = 2entonces sea (X,Y,7) : Q - R¥y XY, Z : Q — R, sea B(R) = B(R),
t=(1,2,3) tomemos a,b € B; = BXBxB,a, =b, =1dondea = (ar,1,a3)yb = (b, 1,b3)
por lo tanto tenemos que

Wi(a;b) = E(ai(X) as(1) as(2)bi(X)ba(1)b5(Z2))

I
&=

(a1(X) a3(2)b1(X)bs(2))

5(2)b1(X)b3(Z)) puesto que ka = (a1, as), kb = (by,b3) y

entonces W,%%(l%a; kb) = E(ay(X) a
kt = (1,3).
Demostracion: KC1) Sea kt = (1, sttty tn), ka = (a1,...,0k,...,a,) con

a, = by = 1, entonces
Wi(a;b) = w(jz(a)"jz(b))
= w((en (an) -~ j, (02)) "Gt (bn) - - Gy (b1))
= w(in(aa)" gy (V)" - Je (@n) "G, (bn) -+ Gy, (1) - - Gy (b))

= w(jn, (@) oy (1) Jopy (@s1) " G (@n)* G, () = -+ Gty (Org1) Gty (De—1) =+ 1y (b1))

Por otro lado se tiene que
Wig(ka; kb) = w(jj;(a)"jz(b))
= w(jh (CL1)* o 'jtk—1(ak—1)*jtk+1 (ak-i-l)* o 'jtn (an)*jtn (bn) o 'jtk+1 (bk+1)jtk—1(bk_1) o 'jtl (bl))

K (C?2) Utiizaremos un hecho mas general, sea .4 una algebra de operadores, a € A el
funcional b — a*ba con b € A, entonces el funcional anterior es positivo. En efecto sea b*b € A,
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entonces b*b — a*b*ba = (ba)*ba > 0y por lo tanto el funcional es positivo.

KC3) Seat € T, entonces
Wi(1;1) = w(fa(1)"5z(1))
= Wl (1) e, (1), (1) -+ e (1))
= w(l)=1

KC4) Seat € T,a,b € By, llaméndole F a la transformacién b, — Wy(a; b) por demostrar
F(aby + fer) = al (by) + BF (cr).

Fab, + Ber) = w(ie (@) du(an) e, (0n) = - - Ju (@bg + Bex) - -+ Giy (b1))

= aw(jn (ar)" - ju, (an)"Je, (bn) - - o (bi) - - e, (b))
+ Bw(n (@)™ Gt (@n) e, (0n) - - Gty (cr) - - Ja (01))

= aF(by) + B F(ck).

De manera similar para la transformacién a;, — Wi(a;b).

KC5) Seat € T,a,b € By, llamandole F a la transformacién (a,, b,) — Wi(a;b) y G a
la transformacion (ay,, b,) — ab, entonces existe una transformacion lineal S : 8 x B — C tal

que:
X
le
B

donde S esta dada por, S(a’b,) = w(ji, (a1)* - je,, (albn) - -+ Ji, (b1)).
KC6) Seat € T tal que t;, = tx_; y sean a, b € By, entonces

B

Wi(ash) = w(je(a1)” - ju,y (@r-1)J (ar) - e, (an) Ge, (bn) -+ Jo (br) Jo_y (be—1) -+ - ey (b1))
= w(jtl (al)* o .jtk—l(akak_l)* te ‘jtn (a’n)*jtn (bn) te ]tk—1<bkbk_1) o .jtl(bl))
KCN) Seat € Tya,b € B;con a, = 1, llaméandole F ala transformacién b, — Wx(a;b),
entonces F' es una transformacién normal puesto que es composicion de transformaciones norma-

les, mds en especifico es composicién de 77, (-) que son normales para cada .
O
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4.2. Teorema de Reconstruccion

Sea ‘B una C*-dlgebra con identidad 1 y 7" un conjunto. Un sistema proyectivo de kernels de
correlacién sobre B indexados por T', es una familia {WW; : t € T} de funciones W5 : By xB; — C
tal que cumple con las condiciones K C'1 hasta K (6. Si agregamos que B es una W *-dlgebra y la
condiciéon K C'N se cumple, entonces la familia se dice que es un sistema proyectivo de kernels de
correlacion normal.

Hay que notar que paratodot € T,b € B;y a = (by,...,b,_1,1) en By la transformacion
b, — Ws(a;b) es un funcional positivo sobre ‘B esto se obtiene por KC2, KC4y KC5 por lo
tanto es acotado.

Teorema 4.2.1. (Teorema de reconstruccion) Sea B una C*-dlgebra con identidad y sea {W5 :
t € T} un sistema proyectivo de kernels de correlacion sobre B, indexado por T, entonces existe
un proceso estocdstico (A,{j; : t € T}, w) sobre B, indexado por T, teniendo a {W5 : t € T}
como su familia de kernels de correlacion; el proceso es uinico modulo equivalencias. Mds aun si
B es una W*-dlgebra y {W5 : t € T} satisface KCN, entonces el proceso es un W*-proceso.

Demostracion: Se pensara a A como una C*-dlgebra concreta de operadores sobre un espacio de
Hilbert .77, es decir, que A sea concreta se entendera que existe un espacio de Hilbert .57 y un
vector ciclico, es decir si ) € J#, entonces existe i : A — B(J¢) un x-homomorfismo tal que

(i(A)Q: Ae A} = A = .

Se usan KC1, KC2y K(C3 para construir a 5 y w, para la construccion de j; y del dlgebra A se
usan KC4, KC5y KC6.

Primero se construye el conjunto X que contenga a todo *B; y un kernel positivo-definido W
sobre X x X.

e obtiene de ¢ borrando

Se define un orden parcial < en T, dado por 5 < ¢ si n(s) < n(f) yss
,Sm):t = (t1,...,t,) se define kg7

componentes de ¢t = (t1,...,t,). Cuandos <ty s = (81,...,5m),
una funcién de {1,...,m} a{l,..., n} dada recursivamente por
ksi(m) = max{l:t; = sn}
ksz(r) = max{l: ]l <kg;(r+1),t;=s.}, r<m.

y sea f la incorporacién de B85 en B; dada por
fi(@) = (br,...ba),
1 si [ # kgz(r) paratodo 7 =1,...,m
a, si = kgz(r)

Asi la transformacion fg es la identidad sobre ‘B; y fzﬂ o fg = fZcuandos <t < u.
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Sea X el limite inductivo lim{Bg; f¢ : 5 < 7}, en la categoria de conjuntos, entonces existen las
transformaciones i; : ‘B; — X tal que

iz o0 fgf =1y paratodos <t

Por la condicién K C2 se tiene que Wx(a; b) = W;(fla; fib) paratodo s <y a,b € B, por lo
tanto existe un kernel W de X x X alos complejos dado por

W (iza; izb) = Wi(a;b) paratodo a,b € Byt €T
y por la condicion K C2 se tiene que es positivo-definido.

Entonces existe un par de Gelfand (#7,v) de W tal que v : X — . dada por
(v(z),v(y)) = W(x,y) paratodo z,y € X y 7 = V{v(z):x € X}.

Sea D el espacio lineal generado por {v(z) : © € X}, el cual es denso en 5 y sus elementos
son de la forma v(iz(b)) para algin t € Ty b € 9B;. Por la condicién K C1, el vector V (iz(1)) es
independiente de ¢ € T; el cual denota el valor comiin por €2; entonces (2, 2) = 1 por la condicién
K(C3.Paratodo b € Byt € T, se define el operador lineal j;(b) transformando D en si mismo
dada por j,(b)v(iz(a)) = v(is.(a, b)), donde 5,t = (s1,...,8m,t) ya,b=(aq,...,an,Db)
Asi se tiene que

v(iz(b)) = 7z(b)Q paratodo f € T,b € B;. 4.2)

Ademas j;(1) es la identidad de D esto es por la condiciéon KC1.
En seguida se emplearan las condiciones K C2, K(C4y KC'5 para concluir que

17:(B)u(is(a))l? = Wiy(a, b;a,b)
< [bl[*Ws(a; a)

= [l [lv(is(a))]1®

La primera igualdad se da puesto que
17 (0)o(is(@)]* = (e(b)v(is(a)), je(b)v(is(a)))
= (v(ise(a, b)), v(ize(a, b))

= w(iz+(a,b),iz.(a,b)) = Ws,(a,b;a,b).

la siguiente desigualdad se cumple por
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(v(is4(a, b)), v(i54(a,0)) = (Js.4(a, )92, js.4(a, b)) 2)
= (2, 55(a,0))"J5.(a, b))
= (2 J5(a,1))"b"bjs.(a, 1))
< [IBIP(R2, gsa(a, 1)) s (2, 1))
= [[bl*(se(a, 1))92, jsu(a, 1))62)
= (Il (s (a, 1), jse(a, 1))
= [|bII*{js(a))<2, js(a))$2)

= [[bl*(v(is(a)), v(is(a))) = [[b*[|v(is(a))]?
De modo que j;(b) se puede extender, por linealidad y continuidad, a un operador lineal acotado

Ji(b) sobre 7 con j;(b) < ||b||. Utilizando las condiciones K'C, KC5, K(C6 se sigue que j; es un
x-representacion de B paracadat € T

Sea A un C*-dlgebra generada por {j;(b) : b € ®B,t € T'} y sea w el vector estado sobre A, dado
por w(a) = (2, a?) para toda a € A. Entonces por (4.2) se tiene que €2 es ciclico para A en 57y
(A, {j: : t € T}, w) es un proceso estocdstico sobre B que satisface

w(jz(a)sz(b)) = Wy(a;b) paratodoien Ty a,ben By

Por la Proposicion (4.1.4) se tiene que este proceso es unico modulo equivalencias. Ahora, de la
construccioén la condiciéon K C'N garantiza que la transformacién 7 o j; es normal.
0

Sea (A, {j:},w) un proceso estocdstico sobre B, indexada por 7, y sea G un grupo que actda
sobre 1'; el proceso es G-estacionario si existe un grupo {U, : g € G} de unitarios, es decir,
U,Uy = I = U;U,, sobre el espacio H de la representacion GNS de (A, w) tal que

S: UN=Q y Uymj(b) = mjg(b)U,.

para todo ¢ € G y b € B. Se define una accién de G sobre T por g(ti,...,t,) =
(gt1,...,gt,). A una familia {W; : ¢ € T} de kernels de correlacion se llama G-invariante si

se tiene que
S W(a;b) = Wi(a;b)

parage G,t € Tya,b € B;.

Proposicion 4.2.2. Un proceso es G-estacionario si y solo si su familia de kernels de correlacion
es G-invariante.
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Demostracion: Suficiencia) La condicién S’ implica que el proceso (A, {j;},w) y (A, {Jjz},w)
puesto que
W,p(asb) = Wiasb)

La existencia de los operadores unitarios que satisfacen a S es parte de la demostracién de la
Proposicion 4.1.4.

Necesidad) Existen operadores unitarios U, : g € G tal que la condicién S se cumple. Por
demostrar W;(a;b) = Wi(a; b).

w(dge(a) jg(b)) = wlin(ar)” i, (an) jtn (bn) - - - iy (01))
= (@ m(gn(a1)") - 7 (gr, (an)*)7 (gt (bn)) - - - 7 (g (01))2)
= {(gta(an)) -7 (gt (a1))2, 7 (gt (bn)) - - 7 (Ggrr (b1))$2)
= < 71-(].gtn (an)) o '7T<jgt1 (a1>)UgQ ) 71—(.jgtn (bn)) T 7T(jglfl (bl))UgQ>
= (Ugn(r,(an)) - - (1, (a2))82, Ug (G, (b)) - - - 7 (51 (b1))82)
= (7 (an)) - 75, (@), UgUgm (G, (bn)) - - 7 (G (b1))2)
= (70 (an)) - 7(G0, (@), 7, (bn)) - - 7 (G, (01))62)
= (9, 70 (@) 7 (e (@) 7 (G (b)) - - 7 (G, (02))82)
= w((jr(a)"jr(b))).
U
S,, denota el grupo simétrico sobre n objetos; se define la accién de S,, en T" por ¢ — pt donde
p(tr, -5 tn) = (tpq1), - - - tpm)) ¥ sobre By por b — pb donde p(by, ..., bn) = (bp1), - - -, bpn))-
Una familia W7 : £ € T de kernels de correlacién se llama simétrica si se tiene que W ;(pa; pb) =
Wi(a;b) paratodo £ € T,a,b € B;y para todo p € S, tal que p(k) < p(l) sik <1yt =t
la familia se dice que es rotalmente simétrica si cumple que para todo p € Sy, Wi(pa;pb) =
W;(a; b) sin ninguna restriccion.

Se dice que un proceso estocdstico es (totalmente) simétrico si la familia de sus kernels de corre-
lacién es (totalmente) simétrica.



Conclusiones y Perspectivas

Conclusion: Hicimos una revisién no exhaustiva de la teorfa de procesos estocdsticos
cudnticos, con énfasis en el papel que juega el Teorema de Consistencia de Kolmogorov (un
resultado de probabilidad clasica).

Estudiamos un caso especial de la esperanza condicional cudntica, haciendo énfasis en
propiedades similares a las de la esperanza condicional de la probabilidad cléasica.

Presentamos algunos ejemplos concretos de extension cudntica de cadenas de Markov
clasicas.

Perspectivas: Estudiar propiedades de procesos estocdsticos cudnticos algunos de los cuales
ya estdn presentes en los procesos estocasticos clasicos: propiedad de Markov, estados invariantes,
convergencia al equilibrio, velocidad de convergencia al equilibrio, balance detallado, equilibrio
dinamico, etc.
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Apéndice A
Topologias en B(.77)

Se dard una breve introduccion de la topologias en B(.7), basado en el libro de Fagnola [9].

A.1. Topologias de Algebras

Definicion A.1.1. Sea (z,), unared en B(J¢) y seax € B(), se dice que:
. (z4)a converge débilmente a x si (v, x,u) converge a (v, zu) para cada v,u € .

2. (z4)a converge o-débilmente a v silasuma ) | (v, z,u,) converge alasuma )y (v, zuy,),
para cada par se sucesiones (vy,)n, (un), de elementos de .7 tal que las series >, ||v,|* y
> |Jun || convergen.

3. (z4)a converge fuertemente a x si x,u converge a xru para cada u € 2.

4. (4)a converge o-fuertemente a x si la suma . |[(zo — )u,||> — 0 para cada sucesién
(), de elementos de .7 tal que . ||u,||* converge.

Se puede probar que (z,), converge o-débilmente a x si y solo si para cada operador p de traza
finita en .77 se tiene Tr(z,p) — Tr(zp).
Los siguientes hechos serdn frecuentemente usados:

a) La topologia o-débil es mas fuerte que la topologia débil y no es comparable a la fuerte.
b) La topologia débil y o-débil coinciden sobre subconjuntos acotados de B(7¢).

Definicion A.1.2. Una dlgebra de Von Neumann es una *-subalgebra cerrada de B(¢) que con-
tenga unidad en la topologia débil.

Proposicion A.1.3. Sea A un dlgebra de Von Neumann de operadores actuando sobre €, espacio
de Hilbert, y sea () una red creciente en A, entonces (), tiene supremo x = sup,, r, en A,
y la red converge o-fuerte a x.

Definicion A.1.4. Sea .4 una édlgebra de Von Neumann actuando sobre el espacio de Hilbert .77 y
sea w un funcional lineal positivo sobre A, se dice que w es normal si sup,, w(z,) = w(SUp, Ta)-

81
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Teorema A.1.5. Sea A un dlgebra de Von Neumann de operadores actuando sobre un espacio de
Hilbert 7€y sea w un estado sobre A. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. w es normal
2. w es o-débilmente continuo

3. Existe una matrix de densidad p (es decir, un operador de traza finita con Tr(p) = 1) tal
que:
w(x) = tr(px).

Mas adelante de usard una consecuencia de la equivalencia de 1 y 2. Recordemos que un
subconjunto £ C ¢ es llamado total en 7 si el espacio lineal generado por £ es denso en 7.

Proposicion A.1.6. Sean Ay B algebras de Von Neumann, B actuando sobre un espacio de Hilbert
HCyseal : A — B una transformacion positiva, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. T es 0-débil continua (es decir, continua con respecto a las topologias o-débil de Ay B).

2. Para cada red creciente (r,), en A, consup x, = x en A.. La red creciente (T'v,), € B
converge o-débil a T'x.

3. Para cada red creciente (r,), en A, consupzx, = x en A,. Se tiene que

lién(u, (Txo)u) = sup(u, (Tzy)u) = (u, (T'z)u).

«

para cada u en un subespacio lineal de € el cual es denso en €.

4. Para cada red creciente (r,), en A, consupx, = x en A,. Se tiene
lim(v, (T'zy)u) = (v, (Tx)u)

para todo v, u en un subconjunto total de €.

Demostracion: (1=2) De hecho satisface el hecho de que la red (z, ), converge débilmente a z
por la proposicién 1.4.3.
(2= 3) Es claro que el funcional lineal sobre B; y — (u, yu) con u € J es o-débil continuo.

(3= 4) Primero mostraremos que 3 implica que la red ((u, (T'z,)u)), converge a (u, (T'x)u) para
cada u € . En efecto, para cada € > 0 existe u, en el subconjunto denso tal que ||u — u.|| < e.
La desigualdad T'z,, < T'z implica que ||Tz,|| < ||Tz||, asi se tiene
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[(u, (Txo)u) = (u, (Tr)u)| = [, (Tza)u) = (u, (Tw)u) + (ue, Trau) = (ue, Trou)+
+(ue, Tru) — <u€,Txu>+<ue,T;1:aue) (ue, Twoue)
+(ue, Txue) — (ue, Tau)|

= [u, (Tzy — Tx)u) + (ue, Txu) — (ue, Txy) + (e, Tou)
—(Ue, Txoue) + (e, Txue) — (Ue, Txu) + (ue, Txoue)
—(ue, Tzu,)|

IN

|(u, (Txoy — Tx)u) — (te, (Taxq — Tx)u)| + [{ue, Too(u — uc))
—(te, Tx(u — ue))| + [{te, Troue) — (ue, Txu,)]

= [{u—te, (Txy — Tx)u)| + |(te, Txo(u — ue))
— (e, Tx(u — we))| + [(tue, TToue) — (ue, Taue)|

= [(u—ue, Tzou) — (u— ue, Tru)| + [(te, Txo(u — ue))
—(ue, T (u — ue))| + [(ue, Trque) — (e, Truc)|

IN

(u — ue, Txou)| 4+ [{u — ue, Txu)| + [{(te, Tz (u — u))|
(e, Tx(u — ue))| + |(ue, Txoue) — (ue, Tau)|

IN

[ = uc|[ | Txoull + [[u = uc||Twu]| + |ucl[ | Tra(v — ue)|
HlluelllT2 [l = uell + [ue, Traue) — (ue, Truc)|

= |lu —ul[([[Tzallllwll + [ Tz|[Jull + T2 Jucll + [|T2|||well)
+{(ue, Txoue) — (ue, Txue)|

= |lu—uel|([Tzall + T2 (]l + Jucll) + [{ue, Trouc)
—(ue, Tzu,)|

IN

2€)| Tz || ([Jull + [Jucll) + [(ue, Tzaue) — (ue, Tzue)|

IN

2€|| T || 2[lull + €) + [(ue, Traue) — (ue, Truc)|
Por lo que que tenemos:

[(u, (Twa)u) = (u, (Tr)u)| < 26| Tl|(2fjull + €) + [{ue, Twatue) = {ue, Truc)|.
Por lo tanto se tiene que lim,, |(u, (Tz4)u) — (u, (Tx)u)| < 2€||Tz||(2||u| + ¢).

Entonces por la identidad de polarizacién

(v, (Tzau)) Z@’f v+ i*u, (Tag) (v + i*u)).

FMH

se obtiene que lim, (u, (Tx,)u) = (u, (Tz)u) para cada v, u € J7.
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(4 = 3). En efecto 4) implica que lim(v, (T'z,)u) = (v, (T'x)u), con v, u en el subconjunto denso
de 7 lineal generado por el conjunto total. Este generado lineal es claramente denso.

(3 = 2). Sean (un)n>0, (Un)n>o dos sucesiones de vectores en 7 tal que las sucesiones
(llwn ) n>0, (]|vn]|)n>0 son cuadrado sumables. Lo que se pretende demostrar es:

lim D (n, (Tra1un)) = > (vn, (T2)u,)
n>0 a
esto se cumple, para cada € > 0, al tomar un entero N tal que
Dol <e, D llvall? <€
n>N n>N

Entonces:

> (n, (Txa)un) = > (vn, (Tx)u,)

Z(vn, (Txo — Tx)uy,)

n>0 n>0 n>0
N N
< Z [(Un, (Txq — Tx)u,)| + Z U, T Uy,) — Z(Un,TZBUn>
n>N n=0 n=0

WE

< > lvalllTza — Tal|un]l +

n>N

(Un, Tzuy,)

N
E U, TT oty ) —
n=0

n=0

< (IT@all + 1T2)) D Noalllluall +

n>N

N N
E (Un, TTouy) — E U, Ty,
n=0 n=0

< 2||Tz]| Y lluallllonll +

N N
Z(vn, Txoty,) — Z(vn, Txuy,)
n=0 n=0

n>N
N N
< 2HTxH(Z a1 + Z [a %) Z Un, TZaUn) — Z<UmT$un>
n>N n>N n=0 n=0
N N
< 2||Tz|e + Z(vn,Ta:aun> — Z(Un,Txun>
n=0 n=0

el segundo termino tiende a cero, como se probo en el inciso anterior que lared ((v, (T4 )u))q
converge a (v, (Tx)u) para cada u,v € J, se tine que

lim
(07

> (n, (Toa)un) = Y (vn, (Tx)u,)

n>0 n>0

< 2¢||Tx||.

Como e es arbitrario, por lo tanto se tiene lo que se queria pobrar.
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(2 = 1)Sea (z,), una red en A que converge o-fuerte a z. Para todo par (v,,)n>0, (Un)n>0
de sucesiones de vectores en .77, tal que (||uy||)n>0(||vn||)n>0 son cuadrado sumables sea w un
funcional o-fuerte continuo sobre 5.

w(y) = Z(vn,yun>.

n>0

Por la identidad de polarizacion compleja w se puede escribir como la combinacién lineal de cuatro
funcionales positivos wy, k= 0,1,2, 3 tal que

we(y) = > (v +i*u), y(v +i*u)).

n>0

Por lo tanto para probar que 2 = 1 basta probar que la red (w(7'z,)), converge a w(7T'z) para todo
funcional lineal positivo w de la forma de arriba.

Si para un w tenemos que w(7'1) = 0 entonces w(7'z) = 0 para cada elemento auto-adjunto x € A
por que —||z||1 < z < ||z||1 puesto que

[{u, zu)| < [Jull o] < [l2||]ju]?

= [l {u, u) = (u, ||z]lw).

y T es positivo y por lo tanto

T +7)) | (R

w(Tz) = 5 5

para cada x € A. Por lo tanto no hay nada que probar.
Siw(T1) > 0, entonces sea
~ v w(Ty)

Asi W es un estado sobre A. El inciso 2) garantiza que w es normal. Entonces por el teorema 1.4.5
tenemos que w es o-debil continuo asi que

limw(Tx,) = h’;n w(Tl)w(Tz,) = w(Tl)w(Tx) = w(Tz)

«
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