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INTRODUCCION

Con el surgimiento de las supercomputadoras, la posibilidad
de obtener funciones de onda precisas, para describir la estructura
electrénica de sistemas microscdpicos, es cada dia mayor aunque no
por esto deja de ser costoso. Sin embargo, en algunas ocasiones la
informacién que se obtiene de la funcién de onda no es tan tangible,
y es claro que hay problemas donde el fisico o el quimico necesitan
de una informacién rapida y que pueda visualizar mds facilmente
en términos de un lenguaje familiar para él.

La Teoria de Funcionales de la Densidad (TFD) para sistemas
electrénicos pretende dar esa informacién rdpida y tangible para el
fisico o el quimico, sin dejar de lado el rigor matemdtico que
necesita una teoria fundamental. Es mds, en principio es una teoria
que aunque funciona sélo para estados basales es exacta, tan exacta
como la Mecdnica Cudntica tradicional, dado que formalmente es
una reformulacién de ésta.

Desde su apari¢ion en 1964, la TFD ha mostrado su elegancia y
versatilidad en las aplicaciones que la han puesto a prueba, sin
embargo hay cuestiones que no se han podido resolver, tanto en
aspectos fundamentales como pricticos. En este contexto se ubica el
presente trabajo, cuyo objetivo es escudrifiar un poco el panorama
de algunos problemas aiin no resueltos, pretendiendo dejar en claro
algunos conceptos y mostrar lo benévolo de esta teoria en una
aplicacidén especifica.

Para lograr lo anterior, en el Capitulo I se dard una revisién de
la TFD, desde Hohenberg y Kohn hasta nuestros dias.

En el Capitulo II consideramos explicitamente la concavidad
del funcional de Hohenberg y Kohn para establecer las condiciones
y consecuencias en un funcional puramente local, tratando de
establecer si este tipo de funcionales sirven para describir dtomos,
siendo estos sistemas los que se tratarin a lo largo de la tesis. El




Capitulo Il nos muestra algo de como se modela el funcional
universal, pero no nos quedamos a este nivel sino que en el Capitulo
Il se propone modelar directamente al kernel de la blandura
imponiendo la condiciéon de invariancia traslacional y la restriccion
de que el numero de electrones permanezca fijo en la funciéon de
respuesta lineal, teniendo como aplicacién inmediata en el Capitulo
IV el cédlculo de la polarizabilidad estatica y en forma colateral la
obtencién de los coeficientes de respuesta en dtomos.

Aunque generalmente se recurre a los modelos, al trabajar en
el esquema de Kohn-Sham, que en principio es exacto, se obtiene
una expresidn exacta para la dureza local en el Capitulo V, tanto
para sistemas de capa abierta como de capa cerrada. Presentamos
una discusion alrededor de las expresiones que se obtienen, pero
ademds reconsideramos la definicién de la dureza local.

Finalmente se presentan las conclusiones ineludibles en un
trabajo de tesis y algunas propuestas para continuar este trabajo en
el futuro.




CAPITULO I

REVISION DE LA TEORIA DE FUNCIONALES DE LA
DENSIDAD.

El interés por conocer el mundo microscépico, y cémo ocurren
los eventos fisicos y quimicos a este nivel dié origen a la Mecanica
Cuéntica siendo su llave maestra la ecuacién de Schrodinger!. El
manejo de esta ecuacion ha dado resultados extraordinarios que
comparan increiblemente bien con el experimento. Sin embargo, la
evaluacion de la funcién de onda e¢s dificil de realizar y ain mads
cuando se tratan sistemas de muchos electrones.

Una forma alternativa de abordar el problema estd dada por
la Teoria de Funcionales de la Densidad (TFD)?, en la cual en lugar
de trabajar con la funcién de onda, se tiene como variable basica a
la densidad electrénica p(r).

Sin duda alguna la TFD ha demostrado ser una herramienta
util para describir a los sistemas electrénicos y en particular al
enlace quimico, en términos de cantidades generadas por la propia
teoria, distintas a las dadas por la Quimica Cudntica tradicional.
Ademds ha permitido dar una base fundamental a conceptos
formulados de wuna manera intuitiva y ha generado nuevos
parametros de reactividad quimica.

Los primeros en dar la idea de trabajar con la densidad
electrénica fueron Thomas y Fermi en 1927%% de manera
independiente. Pero no es sino hasta 1964 cuando Hohenberg vy
Kohn (HK)’, dan una base sélida a esta idea, estableciendo los dos
teoremas que son los pilares de la TFD.

TEOREMA 1

El primer teorema provee una relacion funcional entre la
energia del sistema electronico independiente del tiempo en su




estado basal y la densidad electrénica, estableciéndola de la
siguiente manera

E[p()] = Flp(D)] + [dF p(Do@) (1.1)

siendo v(r) el potencial externo impuesto sobre la nube electrénica.
Por ejemplo para el caso de dtomos v(r)=-Z/r, siendo Z la carga
nuclear. A F[p] se le conoce como funcional universal, recibiendo
este nombre porque es una cantidad que no depende del potencial
externo que se estd tratando, teniendo bdsicamente dos
contribuciones: la energia cinética electrénica T[p], y la repulsion
electron-electron  Veelp]

Flo@®] =Tl + Vee [p(D)]
con lo que la expresién de la energia toma la siguiente forma:

E[p(X)] = T[p(D)] + Vee [p(] + [dT p@) v(F) | (1.2)

TEOREMA II

El segundo teorema nos asegura un principio variacional para
la energia en términos de p(r)

E[p(™)] 2 E[p, (1] (1.3)

en esta desigualdad po(r) es la densidad electrénica del estado
basal, y p(r) es una densidad de prueba que cumple con las mismas
condiciones a la frontera que po(r).

La ec. (1.1) nos muestra que dada una densidad electrénica se
puede evaluar a la energia, sin embargo de todo el conjunto de
densidades bien comportadas solo se tomardn en cuenta aquellas
que cumplan con la restriccion de normalizacidn,

N[p()] = [dr p() (1.4)

M




siendo N el nimero de electrones que constituyen al sistema.

Esta restriccion se incorpora recurriendo a la técnica de
multiplicadores de Lagrange mediante el pardmetro p, para obtener
a la densidad que minimice a la energia, esto es

S{Elp(M)] -uN[p()]1}=0 (1.5)

que nos lleva a la ecuacion de Euler-Lagrange

_{ O6E
: 5p(r) N

que al utilizar la ec. (1.1) toma la forma

SF
L= ——— +1(r) (1.6)
3p(T)

Para resolver un problema especifico es necesario saber qué
es F[p], desafortunadamente éste no se conoce exactamente hasta el

momento y quizds no se llegue a conocer por mucho tiempo, por lo
que es necesario modelarlo. Generalmente para obtener un modelo,
la gente se gufa principalmente por la intuicién fisica, mds que por
otra cosa. Al tener el funcional modelo, se le aplican una serie de
pruebas para comprobar su aplicabilidad segin el problema que se
esté tratando. De esta manera se ha obtenido una gran variedad de
funcionales. Dentro de estos se encuentran el de Thomas-Fermi,
Thomas-Fermi-Dirac, Thomas-Fermi-Dirac-Weizsacker, el modelo
puramente local, los que contienen correcciones por expansiéon en
gradientes, etc.?

La mayoria de estos modelos han sido construidos para
describir  sistemas donde N es grande, aunque en general no se
presta atenciéon a las condiciones que debe de cumplir éste para
asegurar un nil'ni‘mo, esto es, que la segunda derivada funcional sea




mayor que cero®, ni se han estudiado las consecuencias a las que

- puede conducirnos el imponer esta condicidn.

Un modelo muy socorrido en estos tiempos es el de Kohn-
Sham (KS)7. En este modelo se hace una separacién del funcional
universal de tal manera que se escriba explicitamente la parte de la
energia cinética que se conoce exactamente (la correspondiente a un
sistema de particulas independientes)

1) -3 (o4

donde la suma es sobre los N spin-orbitales {¢@;} de KS. Por otro
lado, la parte cldsica de la energia de repulsién electrén-electréon (el
término Couldmbico) se conoce exactamente,

Ip()] =%—”df'df~"3.([§_)f%)_ | (1.8)

y todos los efectos cudnticos quedan contenidos en el término que
se conoce como intercambio y correlacién Exc[p], por lo que

Flp(] = T [p()] + 1[p()] + E_[p()] (1.9)

y la densidad se construye en términos de los spin-orbitales de KS,
N 2
p(7) = 230, (V) (1.10)
i S ,

La correspondiente ecuacion de Euler-Lagrange para este modelo
sera

0, & &,
8p(h)  8p(F)  8p(¥)

+1)(-I:) (1.11)

b

y si definimos un potencial efectivo v p(r) como




OE, .
v (7) = D(r)+8p(r)+8p(f‘) o (1.12)

obtenemos que

O T

= p(r)+1) )

Esta ecuacién se puede construir de otra manera si suponemos
que los N electrones no-interactuaates se mueven en un potencial
externo Veff(r), para los que tenemos N ecuaciones

(1.13)

monoelectrénicas
192 Y (= =) _ = (1.14)
( >V + ﬁeff(r))(pi(r) = si(pi(r)

que se obtienen al minimizar a E[p] y tomando como restriccion

fdrcp (r)(p ) = 8

Se tiene asi un esquema autoconsistente® , el cual consiste en
dar una p(r) de prueba, construyendo a partir de ésta el vg¢e(r) de
la ec.(1.12) que al sustituirlo en la ec.(1.14) obtenemos un conjunto
de {@;} con el que construimos a la densidad electrénica de la
ec.(1.10) y asi sucesivamente.

Este esquema de trabajo en principio es exacto, pero
desafortunadamente no se conoce a Exc[p] y sélo se han dado
modelos a éste para problemas pricticos.

Una generalizacién de lo anterior es cuando se trata de
trabajar con numeros de ocupacién fraccionarios, pudiendo escribir
a la energia cinética de particulas independientes como

Autoconsistente en el sentido del campo autoconsistente de Hartree-Fock




T, [p()] =Zni<(pi|—-;-V2|(pi> ~(1.15)

buscando los n; (0sn;<1) o6ptimos (los que minimizan a Ts[p]), y
construyendo con los ¢; a la densidad electrénica

2 |
p(f) =Xn, Yo (7's)| (1.16)
i § .

El nimero de ¢; permitidos en la ec.(1.16) es arbitrario, sin
embargo tienen que cumplir con

N:Zni (1.17)

siendo N el nimero de electrones.

Lo anterior nos permite tener un esquema de interpolacidn
para sistemas con numeros fraccionarios de electrones lo que es
necesario para tratar 4dtomos en moléculas, ademds de darle un
sentido fisico a los eigenvalores de KS ya ¢_e segin el celebrado
teorema de Janak®, la dependencia de la energia total con respecto a
los nimeros de ocupacién estdi dada por

OE _ -
oo = (1.18)

donde 1 va desde 1 hasta N.

Una extensiéon del formalismo presentado es cuando
sometemos al sistema a la accién de un campo magnético externo
B(r), teniendo que recurrir a la versién spin-polarizado de la TFD la
cual se discutird mdas adelante.

Gracias a los teoremas de HK se tiene a la TFD sobre una base
solida. Ademads, al desarrollar la teoria, se manifiesta una analoéia'
formal con la Termodindmica Cldsica, pues se estd describiendo a la
nube electrénica como un fluido inhomogéneo cudntico.




En este sentido, se toman como variables naturales de la
energia del sistema electrénico al nimero de electrones (N) y al
potencial externo (v(r)),

E = E(N,u(q)] (1.19)

En la ec. anterior, se resalta el hecho de que la energia es una
funcién de N (paréntesis redondo) y de que tiene una dependencia
funcional en v(r) (paréntesis cuadrado).

Para ejemplificar la analdgfa termodindmica supdngase que
hay cambios en N y en v(r), que ocasionan cambios en E por lo que
se puede escribir la diferencial total

dE =(?T§ld1\f + [dr ( 1)(r))é;u(f’) (1.20)

Se ha llegado a establecer que la derivada de la energia con
respecto a N es igual a la constante p (multiplicador de Lagrange de
la ec.(1.6)), identificindola ademds con el negativo de Ila
electronegatividad (x) del sistema y ya que nos encontramos en un
lenguaje termodindmico se le di6 el nombre de potencial quimico’,
dado que lo que p mide es la tendencia de escape de los electrones

del sistema, asi que
dE
K= (m (1.21)
Esto se ve facilmente si se recurre a la regla de la cadena, dado que
_OE ( oE ON
3p(T) §p(T)

y de la ec.(1.4) tenemos que




ON
=1 1.22
(Sp(r)l S ( )

CIRCES

con lo que demostramos que el potencial quimico es igual al
mu[iiplicador de Lagrange de la ec.(1.5).

lo que nos lleva a

Por otra parte, de la ec.(1.1)

(Sf(Er)) —p(f’). (1.23)

Con estos resultados la ec. (1.20) puede escribirse como

dE = udN + [dT p()&u() (1.24)

siendo una ecuacién fundamental similar a las de la Termodindmica
reversible macroscépica, que nos indica el cambio de un estado
basal a otro para algin sistema electrénico.

Para llegar a la ec.(1.24) se ha supuesto la diferenciabilidad de
E con respecto a N y a v(r), manteniendo tal suposicion a lo largo de
todo el trabajo.'® "

La ec.(1.24) nos muestra que p y p(r) miden la magnitud de
los cambios en la energia cuando cambian N y v(r) respectivamente.
Debido al lenguaje que se estd utilizando, se les puede Hamar
coeficientes de respuesta, sin embargo, al tratar de obtener
derivadas de p o de p(r) es necesario definir otros coeficientes de
respuesta.

10




DUREZA Y BLANDURA GLOBALES!!

La dureza global es la segunda derivada de la energia con
respecto a N.

nsi(_azE] (a“ (1.25)
2 IN? X 2\ dN
Al inverso de esta cantidad se le conoce como blandura global
_ 1 _(oN
S = 27 (—éﬁ_ (1.26)

Estas cantidades dan una medida de qué tan polarizable es un
sistema electrénico, a mdas blando mds polarizable!?. Ademis,
permiten demostrar el principio de dcidos y bases duros vy
blandos'!.

FUNCION DE FUKUL.

Cuando hay cambios en N, necesariamente p(r) sufrird
cambios. Estos cambios son medidos por la funciéon de Fukui'?

£(r') E(T_apg)l (1.27)

b

que es una cantidad que al depender de la posicién (pardmetro
local), nos indicard cuales son los sitios donde se prefiere un ataque
nucleofilico, electrofilico o por un radical libre. Cuando se integra
sobre todo el espacio

fare() = Jar 28 j

resulta que la condicién de normalizacién para f(r) es

11




Jare(@) =1 (1.28)

Siendo esto una consecuencia de la restriccién (1.4).

De lo que se ha visto hasta ahora es claro que hay cantidades
globales (numeros) y locales (dependen de la posicion), sin embargo
se ha tratado de tener una version local de algunas cantidades
globales tales como la dureza y la blandura. Estas cantidades se
pueden construir a partir de unas cantidades no-locales llamadas
kernels y que serdn definidas a continuacion.

KERNEL DE LA BLANDURA Y DE LA DUREZA'4.
Si introducimos un potencial intrinseco u(r), definido como
u(@) =) -p (1.29)

y recurriendo a la ec.(1.6)

- OF
U(r)(ﬂ:—__-_-———_—.— 1.30
o Sp(r) _ ( )

Se puede definir el kernel de la dureza n(r,r'), tal que

- oult)  Su(@) S°F
(P r)se—%f=—t = — (1.31)
ner) 8p(r")  §p(r) Sp(i)dp(i”)

Andlogamente se define el kernel de la blandura s(r,r'),

== () 3p(i) .
() = su(r)  dulf) )

La relacion de ‘inversos entre las derivadas funcionales

— Op ) sult) - co
dr ~ =3(r -1) (1.33)
5u(7) 5p() '




y las definiciones (1.31) y (1.32) nos muestran la reciprocidad entre
el kernel de la blandura y el kernel de la dureza

2 fars(F,0In(T, 1) = &7 ~1) (1.34)

BLANDURA Y DUREZA LOCAL

Teniendo definidos los kernels asi, podemos ahora definir a la
blandura locat'?

s(f) = [dr” s(7',1") (1.35)

y a la dureza locall’

n(@) —_-lﬁjdf"n(f',?)p(i") (1.36)

Para ver la relacién entre s(r) y n(r), témese la ec.(1.34),
multipliquese por p(r") e integrese sobre r"

2 [dPs(F.) [AP (T, e () = [aTp )8 )

que al tomar en cuenta (1.36) se convierte en

p(F)
N

2 [dT's(F, 7)) =

b

integrando nuevamente sobre r se tiene la relacion de inversos
entre la blandura y dureza local

2 [din(P)s(P) =1 (1.37)

Por otra parte, una forma alternativa de la blandura local es

s(F):(ap(F)l O (1.38)

ou

b




al integrarla sobre todo el espacio y dado que la derivada es un
operador lineal

.
Ja&(f’):[——@——jdrp(r) -(3r |

Comparando esta relacion con la ec.(1.26) se obtiene una
relacién entre la blandura global y la blandura local

s = [dr's() (1.39)

Retomando la definicién (1.38) y recurriendo a la regla de la

- [ 9p(D) op(F) | (oN
S(r)z(“a‘u—l 2( oN (?u

y de las ecs. (1.26) y (1.27) se llega a una relacién entre la blandura
local y la funcién de fukui

cadena,

b

s(t) =sf(¥) (1.40)

Para encontrar una relacion entre la dureza global y la dureza
local, tdmese la ec.(1.37) y dividase entre la blandura global con lo
que

= [drn(r)2 SF>

1

2s
y si se toman en cuenta las ecs. (1.26) y (1.40) obtenemos la
relacién buscada

n= [df (M) (1.41)




Con lo anterior se han mostrado algunas cantidades que ha
generado la TFD, pudiendo construir a partir de éstas y de una

manera exacta la funcién de respuesta lineal!?

A7) = (%‘)’%L () + SO0 (1.42)

A modo de cuadro sindptico en la figura 1 se da la
interrelaciéon que existe entre las cantidades generadas por la TFD,
mostrando que se pueden dividir en tres grandes bloques, de
cantidades globales, locales y no-locales.

CANTIDADES GENERADAS POR LA TFD

~w 1 &F
r’r =7 - - . -~y . — =y
)= 2 5P op®) — s (77) T 4(7.7)
(1.36) (135) |
. oL (ta0) | -
n(r) f(r) 7 s(t) p(1)
l (1.41) ' | 139 |
l oF
= + ()
n (126 . H 5o(D (

FIGURA 1. Interrelacion de las cantidades gencradas por la TFD. Los
nimcros cntre paréntesis indican la ccuacién que relaciona las cantidades a
tratar.




Es claro que teniendo F[p] se puede obtener toda la
informaciéon de nuestro sistema, pero como ya se menciond
anteriormente no se conoce y por lo tanto no se sabe exactamente
como se comportan las cantidades que se muestran en la fig. 1.
Hasta ahora solo se han podido estudiar en su totalidad a las
cantidades globales, por ejemplo, se sabe empiricamente que la
dureza global es una cantidad positiva definida.

En cuanto a las cantidades locales solo se tiene informacidén
completa de la densidad electrénica, y se ha estudiado parcialmente
a la funciéon de Fukui y a la blandura local, pero aunque no se sabe
como se comportan exactamente, si se les ha podido asociar un
significado fisico de manera convincente. Sin embargo, de la dureza
local no se sabe mucho, por no decir que nada.

Como se han presentado las cosas hasta ahora tal parece que
el tener a F[p] nos libraria de muchos problemas, y efectivamente
una opcién hasta ahora ha sido la de hacer modelos de F[p]. Pero si
se estd interesado en obtener a las cantidades dadas por la TFD, una
opcién ai.zrnativa no explorada hasta ahora y que se presenta en
este trabajo, seria el modelar directamente al kernel de la dureza o
al kernel de la blandura y a partir de éstos obtener toda la
informacién que se quiera. En particular, una cantidad de mucho
interés, y dificil de calcular que se relaciona con el fenémeno de
someter a un sistema electrénico a la accién de un campo externo,
es la polarizabilidad estdatica. Mostraremos, en el Capitulo 1V que un
modelo simple del kernel de la blandura permite obtener muy
buenos valores de polarizabilidades estdaticas atdmicas.

16




CAPITULO II

CONSECUENCIAS DE LA CONCAVIDAD DEL
FUNCIONAL DE HOHENBERG Y KOHN.+

Como ya se mencioné en el Capitulo 1 generalmente en el
modelaje de funcionales se recurre a la intuicién fisica, sin embargo
no suele considerarse el tipo de consecuencias a las que nos puede
llevar el tomar en cuenta la concavidad (hacia arriba) del funcional
de Hohenberg y Kohn implicada por el principio variacional.

En la busqueda de un minimo se impone la condicién de
extremo, obteniendo con ésto la ecuacion de Euler-Lagrange, ;pero
que informacién se puede obtener al utilizar explicitamente la
condicién de minimo funcional a través de la segunda derivada?.

Se sabe que la cantidad a minimizar es:
Q[p()] = Elp()] - pN[p(1)] (2.1)

manteniendo a v(r) constante en todo momento. Supdngase que
po(r) representa la densidad del estado basal, que al hacerle un

incremento dp(r) nos dia una nueva densidad
o(F) = p () + 8p(F) (2.2)

que simultdneamente ocasiona un incremento en Q|po(r)] el cual lo
podemos representar como

AQ = Q[p (F) + 8p(D)] -Q[p, ()] (2.3)

o de una manera alternativa, como un desarrollo en series funcional
2

AQ =8Q+38Q +..... (2.4)

+ Parte dc cste capitulo fuc presentado cn el V Simposio de Esludizlnics de
posgrado cn Quimica "Fernando Romo”, 10-11 dc Octubre dc 1991, UAM-I,
Meéxico D. F.

17




definiendo a 8Q como la primera variacién y a 82Q como la segunda

variacion®.

La condicién de extremo (generalmente se piensa en un
minimo) es que la primera variacion sea igual a cero, pudiéndola
visualizar de la siguiente manera

8!2=de( (_.))ap(f’) =0 (2.5)

y dado que dp(r) es arbitrario resulta que

(apa??) =0 (2.6)

que junto con la ec. (2.1) permite obtener la ecuacién de Euler-

Lagrange
OE
—u=0
(Sp(r) :

Al imponer la condicion de extermo en la ec.(2.4), el cambio
de Q[po(r)] queda de la siguiente forma

1 2
=150 +.... (2.7)

Dado que el principio variacional nos asegura que Q[po(r)]
tiene un minimo, la Q evaluada en cualquier p(r) dard un valor
mayor o igual al que se tiene en el minimo, llevdndonos a que

AQ >0 . (2.8)
Truncando la serie (2.7) a segundo orden se tiene que

AQ = L5°0

18




de donde se infiere que (a segundo orden), 52Q debe de tener el
mismo signo que ALQ.

Por lo tanto, la condicién de concavidad estd expresada en la
siguiente desigualdad

Q>0 (2.9)

Si se define a la segunda variacién como

50 = [ 14247 —32__5o(P)sp(®) (2.10)
’ 8p(r)8p(1”)

siendo
8’Q
5p(1)8p(")

la segunda derivada funcional, que al tomar en cuenta la ec. (1.1) se
transforma en
2 2
Q __&F
Sp()p(r)  dp(Ndp(t”)

Utilizando ahora la definicién del kernel de la dureza (ec. (1.31)),

___&F
&p (1) dp(r”)

2n(r,r")

la segunda variacién queda de la siguiente manera

§°Q =2 Jdrdr’ n(F",i") 8p(F)p (") (2.11)

En esta ecuacion queda de manifiesto la intima relacion que guarda
el kernel de la dureza y el principio variacional.

Ahora bien, al proponer un modelo para F[p], ;(qué debemos
exigirle para que cumpla con las ecs. (2.6) y (2.9)2.
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El funcional mds sencillo que se puede llegar a proponer es de
la forma

H[p()] = [dF G(T,p(1)) (2.12)

siendo G una funcién de la densidad e incluso podria ser una
funcién explicita de la posicién, pero no le permitimos tener
dependencia en derivadas de la densidad ni en derivadas de la
posicién. Es decir, H es un funcional local de p(r).

Si se llega a tener un incremento h(r) en la densidad, tenemos
que

AH = H[p(t) + h()] - HIp()] (2.13)
H[p(F) + h()] = [dF G(F,p(F)+ h(F)) (2.14)

con

que al hacer un desarrollo en series de Taylor alrededor de h(r)=0

G(r,p +h) =G(r,p) +

o1 .d%G (=
p(r)h( D4y 2 4oY L) . (2.15)

donde utilizamos la notacién de derivada total dado que nos
restringiremos al caso en que no aparecen derivadas de G con
respecto a r.

Entonces, H[p+h] queda como

H[p(t) + h(F)] = de’ G(r, p) +

4G 1) d’G 4G _p(y
p(r) 7 j p(;) o

sustituyendo lo anterior en la ec. (2.13) resulta que

AH = Jdn h(l)+zjdr d’G h(r) +..
dp(l)

+ fdr

p(l)
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Comparando la iltima expresion con la ec. (2.4) se puede decir

que
sH = fdr —48_h () (2.16)
p(r)
y
2 . 4G (=2
§°H = [dr ~h () (2.17)
dp(r)

El imponer la condicién de extremo en la ec. (2.16) nos lleva a

h(r) =0

8H = jdr p(r)

y como h(r) es totalmente arbitrario se tiene

dG __,

— oy 2.18
dp(7) ( )

Por otra parte, la condicién de concayidad nos indica que

8°H = [dF d’G 4G (7 20
dp(r)

cumpliéndose solo si
2
dG 59 (2.19)
—5 2
dp(r)

ya que aunque h(r) es arbitraria h(r)2 siempre serd positiva. Para la
demostracién de esta afirmacién se trabajard por comodidad en una
diemensién y a la cantidad d2G/dp(r)2 se le designard por la letra P,
quedando por demostrar

b
Jldx PEOR(X) 20 (2.20)
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Supdngase que en algin x, € (a,b), P(xo)=-2B con B>0, y ya que
P(x) es una funcién continua, existe una o tal que

a<x,-0 b2x,+0
P(x,) (-P (X, <X X, + Q)
Sin pérdida de generalidad se construye una h(x), por ejemplo
sen[m(x-xg)/a] para X€ (Xg-a € X £ Xg+0)
h(x)=
0 para X€ (Xo-a £ X £ Xg+a)
con esto
b ) X0+(l )
I=[dxP(x)h(x)'=] dx P(x)h(x)
a Xo—a
teniendo

xo+a )
I=P(x))] dx h(x)

o ,

que al hacer el cambio de variable
T(X —X,)
=
resulta ser

Tt
I=P(x,) %L&iu sen‘u=-2Ba<0

Por lo tanto, para que la ec. (2.20) se pueda cumplir, P(x) no
puede tomar valores negativos demostrando asi la condicion (2.19).

Entonces todo funcional de la forma (2.12) tiene que cumplir
con las ecs. (2.18) y (2.19), lHamdindoles las condiciones de extremo
y concavidad respectivamente, y asi poder garantizar un minimo.

[S9]
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FUNCIONAL PURAMENTE LOCAL.

Con el trabajo de Parr, Gadre y Bartolotti'® se intenta
representar al funcional universal en una forma muy sencilla, por
ejemplo, a la contribucion de la energia cinética le dan la forma

Tlo(P)] = AfdF o)

y a la energia de repulsiéon electrén-electréon

v, [o()] = BfdF o(7)

A y B son pardmetros que se ajustan de alguna manera
dependiendo de lo que se esté tratando e incluso en algunos
trabajos se les permite tener dependencia en el nimero de
electrones N'617_ Entonces al proponer lo anterior, la energia toma
la siguiente forma

[

Elo®] = A JaF p(7) + BJaF o) + JaFv@p@®  (5.21,

Por lo que, en realidad lo novedoso de esta propuesta es reemplazar
un término altamente no-local como es J[p] y la parte de
intercambio, por una parte totalmente local proporcional a p(r)4/3.
La parte que contiene a p(r)5/3 aparece en el trabajo original de
Thomas y Fermi.

En la busqueda del minimo se debe de tomar en cuenta la
restriccion (1.4), quedando el funcional

Hlp(P)] = JdF[Ap(f')? + Bp(F’)T + (v(F) —p)p(F)} (2.22)
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que al compararlo con la ec. (2.12) resulta que

A(Fp(®) = ApE) +Bp(P) + () W) (2.23)

Sabemos que la ec.(2.23) debe cumplir con las ecs. (2.18) y
(2.19) necesariamente para alcanzar un minimo, entonces lo que se
pretende es encontrar las restricciones resultantes sobre A, B y p
cuando se imponen dichas condiciones de extremo y concavidad.
Para hacer esta tarea se tienen varias opciones, por ejemplo que A
y B sean simplemente constantes, o0 que A sea una constante y B
una funcién de N o viceversa, y una ultima posibilidad es que
ambas sean funciones de N. Sin embargo, para nuestro andlisis solo
tomaremos en cuenta tres casos, pudiendo extraer de éstos toda la
informacién que nos interesa.

CASOI: AyBe R.

Al no tener dependencia en N las condiciones (2.18) y (2.19)
resultan ser

2 L
§Apﬁﬂ3+§Bd?Y°Fd?)—u=0 (2.24)

1

2
7 o
199Ap(r) +%Bp(r) 20 (2.25)

)

siendo (2.24) la ecuacién de Euler-Lagrange.

La ec. (2.25) se puede rearreglar un poco, y dadas las
propiedades de la densidad

5A+—2B>0
p(r)’ (2.26)
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Para continuar con el andlisis hay que tomar en cuenta que €n
estos sistemas electrénicos (tipo Thomas - Fermi) la densidad
diverge en el origen y tiende a cero cuando r tiende a infinito!S.

Al tomar el limite en que r tiende a cero en la relacion (2.26)
resulta que

5A20

llevindonos a que A0 necesariamente. Pero si se toma el limite en
que r tiende a infinito obtenemos

B>0 .

Por lo tanto para llegar a tener un minimo, A y B tienen que
ser positivas definidas. Noétese que esta conclusién resulta de
utilizar solamente la condicién de concavidad. Pero si queremos mads
informacién hay que acoplar las dos condiciones. Para ésto primero
multiplicamos por p(r) y sumamos 2/3Bp(r)1/3 a (2.25) en ambos
lados, con lo que

2 L T
2Ap(E) +5Bp(P) 2 3Bp(P) (2.27)

De la relacion (2.24) obtenemos

2 L
-;—Ap(f')3 +e Bp(f’)3 >u —ulr)

que al sustituirla en la desigualdad (2.27) resulta que

1
- —oT
u—n(r)Z%Bp(r) (2.28)

teniendose que cumplir para toda r.

25




Cuando se toma el limite en que r tiende a infinito en la
relacién (2.28), y dado que la densidad y el potencial externo
tienden a cero

u20

Este resultado como es bien sabido, no es correcto para sistemas
atémicos.

Al tomar el limite en que r tiende a cero, el potencial externo
y la densidad divergen, obteniendo la siguiente desigualdad

L
o) 2 2B’
o bien

Z,2
T ?Bp(r) , (2.29)

esta ultima desigualdad no noski)roporciona informacién alguna
sobre B, pero si nos dd una relacion entre el potencial externo y la
densidad, teniendose que cumplir para que el modelo propuesto nos
sirva en la descripcién de atomos.

Para verificar la desigualdad (2.29) es necesario cambiar de
representacién ya que dependiendo del problema a tratar nos
conviene trabajar en la representaciéon (N,p(r)}, (u,0(r)], 6 (u.p(r)l,
siendo la conexién entre éstas, una simple transformada de
Legendrels.
tiene que

En particular al trabajar en la representacion (N,p(r)] se

(1) = ( u(x))




con lo cual en estos modelos locales se tiene una relacién algebraica
entre p(r)y u(r)19 pues al sustituir la ec. (2.21) en la anterior, se

p(¥) = ) {\/1-—15’\1)(0—1}3

que al tomar el limite en que r tiende a cero, resulta

obtiene

lim p(r ) (Z)

luego,

1 L%
lim ;r)(j(')f 5(3-3;-)2(%) | (2.30)

Y sustituyendo la ec. (2.30) en la desigualdad (2.29) se tiene que

(15A)Z ( Z)

Es conveniente hacer el cambio de variable u=(Z/r)1/2 para
transformar a la desigualdad y hacer su andlisis mds f4cil. Entonces

i

22
2, (2B
u 2 (154 /4

hay que recordar que nos encontramos en el limite en que u tiende
a infinito, concluyendo que la desigualdad (2.28) si se cumple.

S> sabe que el potencial quimico en dtomos es negativo®,

entonces el resultado erréneo de que K20 nos indica de alguna
manera que el tomar A y B como simples constantes es insuficiente
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y tal vez el darle libertad a que una de éstas dependa en el nimero
de electrones nos pueda librar del apuro. Esto es lo que analizamos

a continuacion.

CASO II: A € R y B=B(N).

Al considerar este caso, G tendrd una dependencia explicita en
el nimero de electrones la cual se deberd de tomar en cuenta a la

hora de derivar, por ejemplo

dG _ JG 8G ON
dp(t) ap(r) aNSp(f'),

pero como
_ON_ 4
5p(t)
la condicién de extremo tomard la siguiente forma
_dG 8G -0
op(t 23

Andlogamente se obtiene la condicién de concavidad

2 2 2
PG, 3G _, 3G,
p(F) (N N

Aplicando estas ﬁltimas relaciones a la ec. (2.23) se obtiene

33Ap(r) +—Bp(") +Bp(r) +u(F) =

\»|4>

L
104 4B 24Bp() +9Bp() 20

NG G

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)
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siendo B'=dB/dN y B"=d2B/dN2,

Al igual que en el Caso I se tomardn los dos limites en la
desigualdad (2.34), por ejemplo cuando r tiende a infinito se tiene

10A + —-4B—1- >0
o(F)’

nétese que ya se dié esta desigualdad en el caso anterior
llevandonos a que A y B necesariamente tienen que Ser mayores
que cero.

Sin embargo, al tomar el limite en que r tiende a cero se
obtiene una relacion entre las derivadas de B(N)

8B > -3Bp(r) (2.35)
Andlogo al procedimiento que se utilizé para obtener la
relaciéon (2.28), se acoplan (2.33) y (2.34) para obtener

1

7 4
- 3 _” _.3- ’ ....3- -
H—U(r)Z"‘E‘B p(r) —3Bp(1‘) +3£Bp(r)3 (2.36)
que en el limite en que r tiende a infinito da como resultado
n=0

como en el caso anterior. Es decir, no ha sido suficiente dejar que B
dependa en N para mejorar este resultado incorrecto.

CASO III: A=A(N) y B=B(N).

Este es el caso mds general, sin embargo, no nos propdrciona
modificacién alguna sobre el resultado ya obtenido para el potencial
quimico, ya que resulta una desigualdad parecida a la (2.36)
llevandonos a que M 20 en el limite en que r tiende a infinito.




De lo anterior se desprende que este tipo de modelos locales
no dardn correctamente el potencial quimico en dtomos, a menos de
que violen el principio variacional.

Como una aplicacién al formalismo presentado, se tomard
como ejemplo el funcional local propuesto por Parr, Gadre y
Bartolotti!®, siendo estos autores los que propusieron por primera
vez un funcional de este tipo. En su modelo se representa a la
energia como

2. 4
Hp()] = 2A,JdTp(F) + 3B, JdTp(f) + [aTp(D)u(T) (2.37)

que al compararla con la ec. (2.21) resulta que
3 3. 3
— _ 3
A"'s'Ao y B(N)—TBON ’

siendo Ap=6.4563 y Bo<1.0058, obtenidos de un ajuste empirico.
Nétese que para analizar este funcional hay que recurrir al Caso II
que es donde B depende en N y A es una constante.

Las derivadas de B con respecto a N resultan ser

. B(N)
B'(N) =3 N
y
B = - 2B

que al sustituirlas en la desigualdad (2.35) se obtiene

136 Bg\l) S SBI(\JI;J)F’(F)

quedando finalmente
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g > (i) (2.38)

v———

N

Hay que recordar que la desigualdad (2.35) es vidlida en el
limite en que la densidad diverge, y la unica manera en que (2.38)
se pueda cumplir es que N vaya como la densidad, esto es que N
tienda a infinito. De esta manera se rescata la filosofia estadistica
con la que fueron construidos estos modelos para un nimero
grande de electrones?, tomando en cuenta solamente el principio
variacional y haciendo un andlisis puramente matemdtico. Sin
embargo, si bien la ec. (2.38) sefiala un resultado correcto
fisicamente, también el modelo local de estos autores adolece del
defecto de predecir un K20 (por el andlisis previo), lo que es
incorrecto.

La consecuencia del presente trabajo es que antes de
proponer un funcional cualquiera, es pertinente hacer un andlisis de
este tipo, encontrando restricciones sobre el funcional y dando
desde un inicio los alcances y limitaciones que éste pueda tener.

T
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CAPITULO III.

MODELO DEL KERNEL DE LA BLANDURA A TRAVES DE
LA INVARIANCIA TRASLACIONAL.*

En el capitulo anterior se realizé6 un andlisis sobre un modelo
muy simple del funcional universal, que consiste en un funcional
puramente local. En principio a partir del funcional universal se
puede obtener toda la informacidon del sistema, tanto la energia asi
como a todas las cantidades que ha generado la TFD. Pero si nuestro
interés es obtener solo los coeficientes de respuesta y en particular
a la polarizabilidad estdtica, bastaria con modelar directamente al
kernel de la dureza o al kernel de la blandura ya que a partir de
éstos se pueden obtener todas las cantidades mencionadas (excepto
la energia) seguin se vio en la figura 1 del Capitulo I.

Para realizar esta tarea se recurrird a las ecuaciones de
invariancia traslacional?®, las cuales se obtienen directamente del
primer teorema de Hohenberg y Kohn en donde se establece una
relacion uno a uno entre la densidad electrénica y el potencial
externo v(r). Pero ademds, cuando se cumple con la ecuacién de
Euler-Lagrange se obtiene también una relacion uno a uno entre
p(r) y el potencial intrinseco u(r) el cual se definié en el Capitulo I

como
U(F)=\)(F)"}l. (3.1)

Lo anterior nos indica que de algin modo la densidad
electronica es un funcional del potencial intrinseco

p(1) = p(F,u ()] (3.2)

y no solo ésto, sino que también lo inverso es verdadero

L

*

Partc del contenido de ésic y ¢l siguiente capitulo fué presentado en el XXXIV
Congreso Nacional de Fisica, 21-25 de Octubre de 1991, México, D. F.




u() = u(f,p()] (3.3)

Aunque se sabe que estas relaciones existen, hasta ahora no
se tiene ni la mds remota idea de como construirlas. Sin embargo, el
solo hecho de saber de su existencia es de mucha utilidad ya que
nos conduce a las ecuaciones de invariancia traslacional. Por
ejemplo, si desplazamos a u(r) en una distancia 8 suponemos que
p(r) también serd desplazada, esto es, si

p(fou(®™)] =£() (3.4)
entonces

p(fu(i + 8] =f(r+8) (3.5)

en el caso de que el desplazamiento sea pequeiio se puede hacer un
desarrollo tipo series de Taylor alrededor de 6=0

p(Fu(r +8)] =p(F ul@)] +

Sp((_r:,))[ (f +3) -u(@)] +O(Au)2 oo

Si denotamos a u(r)y p(r) como las funciones no desplazadas se
tiene

+J’-w

o(F +8) —p(F) = Jd"'gpgi))[u(r +8) —u(®)] + O(aw)

que al tomar el limite en que § tiende a cero, resulta

Vp(F) = JdF 5"((f)v ® (3.7)

donde el gradiente con prima indica tomar las derivadas respecto a
r.
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Andlogamente se puede llegar a

Vu(r) = jdr'“(('gvp( (3.8)
oplr :

Las ecs. (3.7) y (3.8) son las ecuaciones fundamentales de
invariancia traslacional, las cuales se pueden transformar al tomar
en cuenta las definiciones del kernel de la dureza

- =y 8“(1-'.)
-2n(r,r) = p( )

y el kernel de la blandura

Sp(r
-3
con lo que
Vp(f')=—fdf’s(F,F')Vu(F') (3.9)
y
Vu(r) = -2 [di'n(7,7) Vp (") (3.10)

Con lo anterior vemos que cualquier kernel que se llegue a
proponer debe de cumplir necesariamente con las ecs. (3.9) vy
(3.10).

En particular se modelard el kernel de la blandura,
recurriendo al formalismo presentado por Ghosh y Berkowitz?!
quienes tratan a la nube electrénica como un fluido cudntico.
Tomando sdélo de este trabajo las propuestas hechas a los kernels,
las cuales permiten definir a la funcion de correlacién y a la funcion
de correlacién directa.
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Al trabajar en este contexto proponemos modelar al kernel de
la blandura como

s@, ) =k(f)8(r - 1) + p(F,1") | (3.11)

teniendo s(r,r') dos contribuciones, una local dada por k(r) y otra
no-local dada por p(r,r') siendo ambas funciones desconocidas.

Noétese que p(r,r') es una funciéon de correlacion, la cual como
una primera aproximacién se propone como el producto de dos
funciones siendo una de éstas la p(r)

p(,ir) =t(M)p() (3.12)
Con lo anterior |

S = k(P =) + (D)

y lo que se pretende hacer es encontrar a k(r) y t(r) de tal manera
que el s(r,r') propuesto cumpla con las ecuaciones de invariancia
traslacional suponiendo que p(r)y v(r) son conocidos.

Al sustituir la expresion del kernel en la ecuacién (3.9) se
tiene

Vo(r) = [di [k(P)&(F -1) + t () p(P)]V u(r)

y

dando como resultado

Vp(r) = ~k(PVu () - t(7) [dF p(FIVu () (3.13)

Por otro lado en 1985 Levy y Perdew obtuvieron como una

22

consecuencia del teorema de Hellmann-Feynman““ que en general,

[dFp(F)Vu(F) = 0 CGBa
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Jarp(®)(Fx V(i) =0 (3.15)

Aparte, de la ec. (3.1)

Vu(t) = Ww(r) | (3.16)
con lo que podemos expresar a las relaciones de Levy y Perdew
como

jdf‘p(?)Vu(F)zO (3.17)
y
fdrp() (T x vu(@)) =0 (3.18)

En particular si se recurre a la ec. (3.17) la ec. (3.13) se
simplifica,

Vp(¥) = -k(X)Vu(r) (3.19)

Como suponemos que p(r) y u(r) son conocidos se puede obtener a
k(r) ya que al tomar el producto punto entre el gradiente de u y la
ec. (3.19)

Vp(©) - Vu(¥) = -k(F)Vu(F) - Vu(r)
de donde

~ _ Vp(®) - vu(¥) _
k(r)—_Vu(F)-Vu(F) . (3:20)

Ahora, para tener al kernel completo lo que falta es obtener la

L. . " . - L4
t(r). Para este fin recurriremos al hecho de que para la funciéon de
respuesta lineal
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8p(l)] (3.21)
Jai [SDG’) =0

*

justificindose esta ecuacién con los siguientes argumentos:

Los cambios en N cuando cambia p(r) se pueden expresar, a primer
orden como

8N = [dr —-81—\1_;—8p('r‘)
=81

y dado que

se tiene

8N = [dr 8p(F)

al derivar esta expresion con respecto a v(r) manteniendo el
nimero de electrones fijo se obtiene el resultado deseado,

Sp(r)
Id.(&)( j =0

Hay que resaltar el hecho de que la relacion anterior es vélida
solo cuando el nudimero de electrones en el sistema permanece
constante.

La expresion exacta de la funcién de respuesta lineal se dié en
el Capitulo I y es

NGRS =[59<F>J )+ @)

— = = ,
UI)N
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por lo que es necesario dar expresiones para la blandura- local y
global, las cuales se pueden obtener de

s(F) = [dF's(F.

con lo que si utilizamos nuestro modelo para s(r,r'), resulta que
s() = k() + Ni(¥) (3.22)

y a partir de
s = fdf" (1)
se obtiene a

s = [dr [k(7) + Ne(P)] (3.23)

Al sustituir el kernel de la blandura propuesto y las relaciones
anteriores en la funcién de respuesta,

x(£,1) =—k(@)S(F -1) - t(F)p() +

o Lk(r) + Ne(O)Hk () + Ne ()]
Jar [k @) + Ne ()]

que al imponer la restriccién (3.21) resulta

—k(i") - p() [d7t () + k() + Ne(P) =0

rearreglando esta dltima expresion se tiene una ecuacidon integral
para t(r)

fart(®) =;%t(n*) (3.24)
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La ecuaciéon anterior es muy sencilla de resolver, ya que por
inspeccién encontramos que una solucién que satisface la ec. (3.24)
es la misma p(r), por lo tanto

t(F) =p() |
quedando el kernel finalmente como

s(f,1) =k(™)8(F -1) + p(D)p(T") (3.25)

La expresién anterior tiene un andlogo muy utilizado en teoria
de ll'quidos23 ya que es el caso en que las particulas que contituyen
al sistema son independientes. En nuetro caso quiere decir que la
densidad electrénica en un punto r, no siente los efectos de la
densidad evaluada en otro punto r'.

—» INDEPENDIENTES

Sin embargo, aunque la expresiéon (3.25) tiene una forma muy
sencilla, posee la gracia de cumplir con las ecuaciones de invariancia
traslacional, y no solo eso sino que ademds, al construir la funcién
de respuesta lineal cumple correctamente con que su integral sobre
todo el espacio sea igual a cero.

CONSTRUCCION DE LOS PARAMETROS DE RESPUESTA EN
SISTEMAS ATOMICOS DE CAPA CERRADA.

Dado q.ue se tiene al kernel de la blandura, la construccion de
los coeficientes de respuesta es inmediata. Para esto nos
centraremos en el caso que se estd tratando a lo largo de este
trabajo, que es el de dtomos exclusivamente.
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En este caso, una buena suposiciéon es considerar a la densidad
electronica esfericamente simétrica siendo esto exacto en el caso de
sistemas de capa cerrada, entonces

~  op(f)
Vo(F) = A (3.26)
p(r) or ,
y como v(r)=-Z/r
Vu(F):Vu(F’)=—Z21‘\ (3.27)
r .

Usando estas ecuaciones en la ec. (3.20) obtenemos que

(- £
,.

Con esto el kernel de la blandura resulta ser

2 -
s(r',1") =—r—z-a%(rr)8(f' ~1) + p(F)p () (3.29)
que al integrar sobre r' permite obtener a ia blandura local,
2 9p(r)
) = - L2t : (3.30)
s(r) AT + Np(7) |

Dado que en atomos siempre

op(r)
or ©

se tiene como una consecuencia que la blandura local es positiva
acrinida, al menos en este modelo.
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Al integrar la ec. (3.30) sobre r se obtiene la blandura global,
teniendo que

g =_4n 4ap(r) 2 (3.31)
Zfo or +N

Con lo anterior se puede obtener a la dureza global,

1
n = -—
Ap(T)
8n 4 P\r 2
—-Z-_[)d = +2N |
a la funcién de fukui,
__r_z_ap(F) Np (1)
£(F) = —2Z9r

y a la funcién de respuesta lineal. Para obtener a la dureza local se
tiene que recurrir a la relacién de inversos entre los kernels

2Jdr s(f,r (", t) = 8(1 -

y sustituyendo aqui la ec. (3.25) se obtiene

2 [dr [k(P)(F -1) + p(D)p(P) In(F",7) = &(F -1~
Al efectuar fa integral resulta

KM +p(F) Jap(FIn(FF) = 28(F - )

Recurriendo a la definicion de dureza local (1.30) se llega a

k(EM(ET) + Np(Em() = ;_a(r -7
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que al multiplicarla por p(r) y dividirla entre k(r) resulta

Np(1) 211(f" ’)

o(On(F,m) + e

_18(r -r7) (-)

k(F)

Integrando sobre r y después de algunas operaciones algebraicas,
utilizando la ec. (3.28) llegamos a una expresion para la dureza local

Zp(1)

p(f') -
0

L.

-1 -4nZ] dr

2 | (3.32)

p(r)
op(r)
or

Asi tenemos explicitamente a todas las cantidades que ha
‘generado la TFD (excluyendo a la energia y el potencial quimico) en
términos exclusivamente de la densidad electrénica y derivadas de

ésta.
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CAPITULO 1V.

COEFICIENTES DE RESPUESTA EN EL ATOMO DE
HIDROGENO Y CALCULO DE LA POLARIZABILIDAD
ESTATICA EN ATOMOS.

En todas las relaciones que se obtuvieron en el capitulo
anterior se tiene por entendido que la densidad electrénica es
obtenida por algin método de estructura electrénica que no nos
concierne en esta parte del trabajo. Sin embargo, sabemos que
existe solamente un sistema donde se conoce de manera analitica la
densidad electrénica y es el dtomo de hidrégeno', en donde

o(1) =

con lo que

ap(r) -
= ——2Zp(r)’

ademds de que N=1.

Al sustituir lo anterior en las ecs. (3.30) y (3.31) resulta

s(f) = [21°+ 1p(@) | (4.1)
s=2+1
— , (4.2)
n= 1 (4.3)
L2 '
teniendo asi que
(7) - [2r +1] o(F) | (4.4)
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En particular para el dtomo de hidrégeno, Z=1, teniendo para
este sistema

s(f) = L[2r + 1]e™? (4.5)

_ 1 (4.6)
s =17 =12

P) = 2124 Lle-2r 4.7
f(r)—ﬂ-[r +2}e | (4.7)

Hemos encontrado las cantidades que dd la TFD para el dtomo
de hidrégeno, ;pero que tanto se acercan al valor exacto?.
Compararemos con aproximaciones obtenidas por otros medios , por
ejemplo Gazquez y Vela?* han encontrado que para el dtomo de

hidrégeno
-\ 4 _1__] =2r (4.8)
f(r) = 77—!;'[1 + 21‘ c

Por otro lado, al trabajar dentro del esquema de Kohn-Sham
se pueden obtener densidades para nimeros de ocupacidn
fraccionarios, como se mencioné en el Capitulo I, lo cual nos permite
obtener a la derivada de la densidad con respectro a N de una
manera numérica, en el esquema de diferencias finitas. En
particular para el dtomo de hidrégeno se trabajé en un esquema de
cinco puntos siendo el paso igual a 0.1.

Los resultados anteriores se pueden resumir en la figura 2, en
donde se grafica la funcién de distribucién radial de la funcién de
Fukui (47tr2f(r))_, para nuestro modelo comparado contra los dos
métodos mencionados.
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FUNCION DE FUKUI

RADIO(u.a.)

FIGURA 2. Funcién de distribucion radial de la funcién de Fukui para el
dtomo de hidrégeno. NUM=numérica, GR=Garza-Robles (presente trabajo), GV
Gazquez-Vela.

Suponemos que la Fukui obtenida por derivacion numérica es
la que se acerca mds al resultado exacto y contra ella
compararemos.

Es claro que en las regiones internas del dtomo, la Fukui de
Gazquez y Vela se comporta de una manera similar a la numérica
pero tiene diferencias notables en las regiones externas, donde el
comportamiento de la Fukui que se obtiene a través del kernel
modelo va de la mano con la Fukui numérica.

Ademds se observa que el valor maximo de la funcién de
distribucién radial de la fukui es mds parecido en la fukui que
proponemos con respecto a la numérica, que la que proponen
‘Gazquez y Vela.
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Hasta ahora solo se han obtenido coeficientes de respuesta en
atomos y no se ha dicho nada respecto a como interpretarlos
fisicamente, es mas no llegaremos a hacer tal andlisis dado que esto
ya se ha hecho de una manera extensa para la blandura global,
dureza global y la funcién de fukuil?. Sin embargo, como una
aplicaciéon se obtendrd una expresién analitica para la

_polarizabilidad estdtica en dtomos.
CALCULO DE LA POLARIZABILIDAD ESTATICA EN ATOMOS.

Cuando un dtomo es sometido a un campo eléctrico externo se
le induce un momento dipolar, que altera la energia del sistema no
perturbado. Para encontrar las correcciones a la energia es
necesario recurrir a la Teoria de Perturbaciones siendo mds comodo
el tratamiento cuando el campo eléctrico tiene magnitud unitaria y
va en una sola direccién, en particular sobre la direccién Z'.

Se sabe que la correccién a primer orden no contribuye a la
serie, en cambio la correcciéon a segundo orden tiene la siguiente
forma

£? - L [farar ‘S% Nv(f')v(r') (4.9)

siendo v(r) el potencial perturbativo unitario y como va en la

direccién Z,
v(i) =rcos9 (4.10)

5p(1)

s ), AT

la funcién de respuesta lineal. Recuérdese que x(r,r') estd dada por

A7) == s(7,7) + S0

v
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que para el kernel modelo que se estd proponiendo tendrd la forma

(7, =—k(P)8(T -7) —t(D)p) +
.\ [k(F) + Ne(D) k() + Nt (77)]
[ar [k @) + Nt ()]

Con esto, la correcciéon a segundo orden queda como

E” = L[ [afdf -k @)6F - )V @) v () +
+ [ fdrdr [- p(Dp(P)] v (F)v (7) +
1 Ly | k(D) + NeOIKE) + Ne ()] (Vo (=
+2”dldr{ JdF [k @) + Nt ()] } (Bv

Al resolver las dos iltimas integrales en la dltima expresion
encontramos que son iguales a cero, es mds, cualquier funcién que
dependa solamente en r, al sustituirla en estas integrales dard como
resultado cero siempre y cuando v(r) tenga la forma (4.10).

Entonces E(2) solo tendrd una contribucién
(2) - -y — - -y - =y
E =-§-Hdrdr kGG -)IvE) v(E) (4.11)

Usando ahora nuestro modelo de k(r) resulta
(2) 1 : 4n [ dp(r)
E =-23--Z% U 4.12
2 3ZJ;)dl I or ) ( )

Con esto hemos encontrado una aproximacién a la correccién a
segundo orden en la energia, pero no solo eso sino que también
hemos encontrado la relacién que hay entre el momento inducido vy
el campo eléctrico aplicado conocida como polarizabilidad estdtica
o?®, pues su relacién con E(2) esti dada por
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Siendo esta ecuacién vdlida cuando la magnitud del campo eléctrico
es unitaria.

Al comparar las expresiones (4.12) y (4.13) encontramos una
ecuacién analitica para obtener polarizabilidades en términos de la
densidad electrénica

__i_J- 68p(r) (4.14)
32

Para el caso del atomo de hidrégeno a=15, que se puede
comparar con el valor exacto para este sistema ay=9/2, teniendo asi
que para el 4dtomo de hidrogeno nuestro modelo simple sobrestima
bastante a o. Para obtener las polarizabilidades en d4tomos
polielectrénicos se utilizan densidades Kohn-Sham (numéricas) y
nuestra ec. (4.14) se resuelve numéricamente. Los resultados se
grafican y comparan con los valores experimentales en la figura 3.

POLARIZABILIDAD ESTATICA

70
_ ® EXPERIMENTALES
~ 60 ¢  CALCULO
=
a 50
<
- L
E 40
< 30
N .
e S o
2 20 .
= o
o 10 * ©
A * o

0 5 10 15 20 25 30 35. 40
CARGA NUCLEAR

FIGURA 3. Los valores cxperimentales son tomados de la ref. 25 y sdlo
aqucllos que ticnen como midximo ¢l 2% de crror.
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Aunque el modelo es extremadamente sencillo, reproduce el
comportamiento de la polarizabilidad en la tabla periédica sobre-
estimandola en casi todos los casos, reflejando con esto el hecho de
tratar a la nube electronica como un fluido de particulas
independientes. Esto resulta en una menor oposicién a la accién de
un campo eléctrico externo que lo que ocurre en la realidad. De la
grifica se observa también que a medida que crece Z (también N,
pues N=Z en atomos neutros) los valores obtenidos comparan cada
vez mejor con los experimentales, siendo especialmente buenos
para Z mayor o igual a 30.

Es claro que los resultados obtenidos son altamente
halagadores y permiten pensar que si mejoramos el kernel
propuesto (que quizds es el mdas sencillo que podria proponerse)
podriamos esperar mejorar los resultados obtenidos.
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CAPITULO V.

DUREZA LOCAL DENTRO DEL ESQUEMA
DE KOHN-SHAM.*

En los capitulos anteriores se han presentado estimaciones a la
funcién de fukui, a la blandura local, etc. Sin embargo, no se sabe
hasta ahora como se deben de comportar exactamente dentro del
formalismo de Hohenberg y Kohn.

En el presente capitulo trabajaremos dentro del esquema de
Kohn-Sham (KS) (que en principio es exacto), obteniendo
expresiones exactas para la dureza local tanto en sistemas de capa
abierta como en sistemas de capa cerrada.

SISTEMAS DE CAPA ABIERTA.

Para este caso se seguird el trabajo de Galvan, Gdazquez y
Vela?® en donde reportan una expresién exacta para la dureza
global.

Al tomar del conjunto de ecuaciones de KS la correspondiente
al orbital molecular mds alto ocupado (HOMO),

12 o p(f") OB, -~ =y (5.1)
{_EV +(1) + Idr IF’—-F” + ™ E) (pH(r) —EHwH(l)

y denotando

L p() 8,
O=-1v"+3(F) + [dF Bt s (5.2)

r —r

se obtiene

£, = IdF(p*H(F)OtpH(F) | (5.3)

* Partc de cste capitulo fuc presentada en el XXVII Congreso de Quimica Pura y
Aplicada, 24-28 dc Noviembre dc 1991, Ixtapa Zihuatancjo, Gro.
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Al derivar la dltima expresion con respecto a N resulta que
> ) ( )
H = o (=y[00 - (5.4)
| = JdTr ¢, (D =] ¢, (T)
(aN 5 Jor e, (D55 A

debido a la hermiticidad del operador O.

Utilizando la regla de la cadena y tomando en cuenta que
f(r)=(8p(r)/aN)u,

2

~ f(r) o ~ (5.5)
( ) fd T——|-+j Sp(F')Sp( f(r)’
cogelo que (_.)
(BN) ”drd |r —rlf( ") +

5E, .
5p (T)5p(1")

+ [[dTdr

_1_(_?}:)
~ 2N,

y dado que en sistemas de capa abierta €y=u, resulta ser

()
n=|fardP |p{,jrlf( )+

P H(f') £(”)

Si se recurre a

b

(5.6)
”drd p(_.z)E (_.,)p ()

siendo una relacion exacta para la dureza global, obteniendo asi lo
que reportan Galvdan y colaboradores.

Sin embargo, se puede obtener mds informacién de la ec. (5.6),
ya que si se factoriza a la funcién de fukui

51




o p, ) 5E., .
nzjdr f(r zfdr-‘——‘r +2J'd Sp(r)ﬁp( )P (r)

que al compararla con n=Jdrn(r)f(r) se obtiene a

2
Py (F) (r 8°E,, .
@) = 1 Jaf = lj i T H(r) 5.7)
6p(r)8p(r ) :

la cual es una expresién exacta para la dureza local en sistemas de
capa abierta. Es claro que esta cantidad solo contiene dos
contribuciones, una por parte de Exc[p] y otra por parte de J[p] ya
que

%7 1
sp(Msp(™) |7 -1

Por otro lado, es interesante mencionar que segun el resultado
(5.7) el funcional de energia cinética de particulas independientes
de KS no contribuye a la dureza local, lo cual estd en contradiccién
con lo reportado por Parr, Berkowitz y Ghosh en 1985'5 en donde

n. (F) = 1 (VPH ' VpH)p _ VPH ’ VPH v
SN ew) Pw) "
H H

Sin embargo, hay que notar que tal expresion se reduce a cero si se

(5.8)

evalua en py(r). Esto ocurre a distancias grandes del nicleo, donde
domina la densidad electrénica del HOMO.

Para realizar un anilisis mds profundo de la ec. (5.7) es
necesario comparar los términos que estin involucrados en tal
ecuacién. Por ejemplo, se sabe que Ex¢lp] es un término pequeiio:
comparado con J[p], por lo cual esperamos que su segunda derivada
variacional también lo sea (aunque no necesariamente tiene que ser
cierto). Se espera entonces que el término debido a J|p| sea mayor
que el de Exclpl.




Al designar

p.(i")
n(7) = Jar 2 5-2)
! IF -7
y
SE,, (5.10)

n, (D) = [dF NGE p(?)p (r)

resulta que
-—p 1 -—d '
n(r):i-[nj(r)+nxc(r)] (5.11)
siendo entonces N(r) un promedio entre Mj(r) y nxc(r).

Hay que recordar que todas las expresiones obtenidas son
exactas para cualquier sistema de capa abierta (4tomo, molécula,
etc.). En particular se realiz6 un estudio para una muestra
representativa de d4tomos utilizando como modelo para la Exc[p] el
de Gunnarsson y Lundqvist?’, con lo que

E [p(F)] = fd?p(?)exc(p(F))

en donde
e (o) = - 2458 o)
G(x) = —{(l+x Mn(+x71) -x +§-—;’—]
y

T =(-43—n-p(f'))_;_ |

Dentro de este modelo la contribucién a la dureza local por
parte del intercambio y correlacién serd

3 ,
ﬂxc(F):{;§x2+ B3X3[1):—X—X2+X—l:l}pH(F) (5.12)
C 6C . . R

con A=-0.458/11.4, B=0.0666 y C=(3/4n)1/3(1/14).
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Algunos de los resultados obtenidos se presentan en la figura

DUREZA LOCAL

LITIO

INTERCAMBIO-CORRELACION
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FIGURA 4. Durcza local para algunos alcalinos. Sc¢  mucstran  las
contribuciones a la durcza local, y ¢l valor total de ésta.




En todos los casos estudiados mxc(r) es negativo pero pequeiio
en magnitud. En cambio, nj(r) siempre es positivo y mucho mayor
en magnitud que mMy(r), esto es

n, () )0, )
como esperdbamos, y de la ec. (5.11)
n()0

por lo que aproximadamente

- _ 1 -\ _ 1 i~ pH(F,)
n(r = —2—T]J (r)— Tjdr -

Cabe seftalar que en todos los <casos aparece un
comportamiento peridédico y una estructura de capas. Ademds si se
visualiza a n(r) como la cantidad que nos indica los sitios mas duros
en un sistema atdmico, vemos que es mayor en la regién interna del
atomo y disminuye en las regiones externas, mostridndonos de algin
modo el "core” en un dtomo.

SISTEMAS DE CAPA CERRADA.

En el caso anterior solo se trataron sistemas de capa abierta,
esto quiere decir que los cambios en el nimero de ocupacién solo se
dan en el HOMO. ;Pero como abordar el problema cuando se tienen
sistemas de capa cerrada?. Para contestar lo anterior es necesario
recurrir al formalismo spin-polarizado dentro del esquema de KS?22
en donde

Epo(D).p ()] = Tpo(0).p (D] + Jpo(F) +p (V)] +

(5.13)
+ Exc[pa(F),pﬁ(F)] + [dru(Pp ) - uBJd rB(M)p ()
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siendo B(r) el campo magnético aplicado en la direccion Z, y pug el
magnetéon de Bohr. Con ésto se permite manejar explicitamente la
interacciéon con un campo magnético externo.

pal(r) y pp(r) son la densidad o y B respectivamente, con las
que se puede construir a la densidad electrénica total

p(f’)=pa(17)+pﬂ(f.) (5.14)

y a la densidad de spin

pS(F)=pa(F)—pB(F) (5.15)
Como la densidad electrénica integra al nimero de electrones

[dFp() =N (5.16)

y la densidad de spin al nimero de spin Ng

Jarp (F) =N, (5.17)
se tiene de las ecuaciones (5.14) y (5.15) que

N=N(X+NB (5.18)
y

Ny =N, -N; (5.19)

debido a que
N, = J.drpa(;.)

NB= J.dr pB(r) |
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Entonces tenemos dos conjuntos de variables independientes
para manejar, (N,Ng) y (p(r),ps(r)), las cuales nos llevan a dos
ecuaciones de Euler-Lagrange

pN=( SE)) B=u(r)+ G

!

_[_oE =
R o LA~

p.v,B

uN aparece al tomar en cuenta la restriccion (5.16) y
corresponde al potencial quimico que ya hemos manejado, pero
ademds aparece otra cantidad (pg) conocida como el potencial de
spin y de la cual no nos ocuparemos en este trabajo?®. Ademis en lo
que resta del capitulo no se tomard en cuenta la interaccién con el
campo magnético externo, esto es, B(r)=0.

La minimizacién de la ecuacién (5.13) con respecto a los spin-
orbitales tomando en cuenta la restriccion de ortonormalidad, nos
lleva a las ecuaciones monoelectrénicas de Kohn-Sham

2 - = =
{—%V +U:”(r)}(pic(r) :eic(pio(r) (5.20)
siendov
- 5EX
0v° (F) =) + J.d"' p(r) = (5.21)
eff F 1] 80, (7)

con i=1,....N/2 y el indice de spin c=a,p.

Dichas ecuaciones se resuelven autoconsistentemente para
determinar €ijg y @ig(r). Durante la variaciéon los nimeros de
ocupacidén njg permanecen fijos y se pueden seleccionar siempre de

N:Z(llia+lliﬁ) (5.22)

tal manera que
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N, Z(“ ~Nip) (5.23)

Dentro de este formalismo el teorema de Janak toma la

siguiente forma?8

JE =€, (5.24)
on, o

10

En lo que resta del capitulo solo se considerardn procesos
donde Ng permanece fijo y los cambios de ocupacién ocurren
solamente en los spin-orbitales @¢jq(r) y ¢ig(r). Para este caso se

tiene la expresion para el potencial quimico un28-29,
M. = L € +¢€ (5.25)
N 2] i i

Sin embargo, hay que considerar los procesos donde se acepta
carga (UN*) y donde se dona carga (UN-).

Para el primer proceso (N,Ng) — (N+3,Ng)

+ _ 1

Hy= E[SLUMOa tE

Lumo | (5.26)

siendo €Lymo ¢l eigenvalor correspondiente al orbital molecular mas
bajo desocupado (LUMO).

En el segundo proceso (N,Ng) — (N-8,Ng) se tiene que

- _1

= 5.27
MN—E‘[EHOMOQ ( )

* €homo B] .

DUREZA GLOBAL.

Si se quiere obtener a la dureza global se tiene que recurrir a

_L(_%_) ’g
=2\aNJ, (5.28)
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pero de la discusién anterior se observa que se tienen que
distinguir los dos procesos mencionados, lo cual nos lleva a que
cuando se acepta carga

n+=1_(_a“+) (5.29)
2\aN J,
y cuando se dona carga
‘—-1-(——8“—) 5.30
T =2\N ), (3:30)

Ahora bien, ya que las ecs. (5.26) y (5.27) se pueden escribir
como

u;:;_gaw (5.31)

“—NZ%—EJSHG (5.32)

*

la dureza global tendrd la siguiente forma

o€
te_ 1 ( Lo (5.33)
L 2;‘ oN Jy

y
—_l_z(agHo) (5.34)
"TTSUN

Las derivadas anteriores se pueden evaluar a partir de las
ecuaciones de KS, por ejemplo si se quiere obtener m* se tomard la
correspondiente al LUMO,

1 2 [e) -t - _ —
{_-Z_V +Dcl'l'(r)}q)Lcs(I ) ~€Lcsq)Lcs(r) . (5.33)
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Al denotar
_ 1_ 2 g -
O"_ =-3V'+ ue”(r)
e, = Jdi ¢, (MO0 () | (5.36)

derivando lo anterior con respecto a N manteniendo v(r) constante
aELG d<(pLo|(ch> 80
=€ N e Y
. Lo Lo Lo

oN dN oN
donde hemos usado la hermiticidad del operador O. Y dado que
¢oLo(r) estd normalizado

og 00,
), - (o k..

Si se recurre a la regla de la cadena

L (ap(®) ., 8E, (apc(r*')
J"’jd *[ oN ]fjdr 8 (F)dp () \ oN

C =

y andlogamente a f(r)=(ap(r)/oN), se denota a la funcién de fukui

. op (F))
f =[ o
o () N 4
con lo que

(aa%) e (@) jd?’ 5E,. c () (5.38)

de spin

r—r 3p,, ()3p, (") fo

Sustituyendo la ec. (5.38) en la (5.37)

-

ae j -VpLO' )
(BN = [[drdr = |f( ) +
5E,

+”drd 5. s p(

P (Of,)
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De lo anterior y la ec. (5.33)

L (F)

__{ud~ % rl () +
-T

.., OE, .
+ ”drdr p G )8p (r)p (r)f ) +

(r)

y jdf-d;'%ﬂ*;lf(r .
r —r

5E, .

+ ”df'df"’ F)fﬁ(?)}

e —p (
SpB () SpB ™ s

Dado que pp(r)=pLa(r) + prp(T)
p, (7
{”d"d"’ = () +
[F -7l

5E,
8pa(r) P, (F")

P (f')f () +

2E
p(r)p(

+ ”df'df" (5.39)

+ [jardr

o (F)f(r )}

La ec. (5.39) es una relacién exacta para la dureza global que
describe a un sistema de capa cerrada que acepta carga.

Al sustituir f(r):fa(r)+f[3(r) en la ec. (5.39) y haciendo un

pequeiio rearreglo se obtiene
p, (F) 5E,
d"’f("’)[ dr Lidar ()| +
{I J r—-1| 2'[ 6p (r)6p (r)p
p (i

+ [dif *’{Wdf’ +1 [dF SE,. p (F‘l}

j —a

IF -7 SpB(l)Sp (7
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Estableciendo una analogia con n=/drn(r)f(r) se define

= [dr £, ()n. () (5.40)
y
= fdr'fﬁ(?)nB(r’ | (5.41)
Teniendo para cada una de estas expresiones a
p (r)
= [ar f(f")[ jdr
I'
(5.42)
+ 1 [dr °E,. o (M)
2 Spa(r) P, ( ) Lo
y
. _p, ()
= Idf"f (r'{%fdr _.L — +
B |r _r,l

2E (5.43)
Id 8p (r)Sp () LB(F)

con lo que se obtiene a la dureza global como un promedio entre la

dureza global o y la dureza global B,

n+:;_1:n;+n;:l (5.44)

Pero ademds se obtiene a la dureza local en la version spin-
polarizado

p () BRS o .
_.L _ +%‘jd (r) (5.45)
|r —r'l 3p (r )Sp () PLa




1 [y 6E - (5.46)
Fyldi o, o, G

De manera completamente andloga pueden derivarse
ecuaciones equivalentes para el caso en que se cede carga,

obteniéndose
n :;_[n_a.fn"ﬁ] (5.47)
con
= [dr £,(F)n () | (5.48)
y
= [df fB(f')n‘B(f') (5.49)
siendo
0. (¥) 5°E, ~  (5.50)
) =Lfdr-2—+ L1[dr (') ’
i el R 2} Spa(r)Sp ) PHa
' () -
. P I - ) - (5.51)
() =L|dr-—H—+ 1fdr ——X¢ ()
nB zj r—1 2'[ ESpB(r)SpB () pHB

Con el tratamiento anterior se incorpora de una manera
natural a la dureza local dentro del formalismo spin-polarizado y se
dan las expresiones para evaluar a tales cantidades.

En base a la discusién para sistemas de capa abierta,
suponemos que en todas las ecuaciones para la. dureza local el
término dominante es el correspondiente a J[p], con lo que

+ [ — -, p (i:.’) .
no(r E%—Jdl', __.L = (5.52)
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- - P (") (5.53)
N r)s%fdr ==

Sustituyendo entonces (5.52) en las ecs. (5.40), (5.41) y (5.53)
en las ecs. (5.48) y (5.49), obtenemos aproximaciones a la dureza
global, por ejemplo:

f@)p ()
N = LffdFdr — 2 — (5.54)
Ir -
y
() p, (7
T]“E%”df'df" |*pH”’| (5.55)
r —r

*

las cuales se pueden aproximar ain mds si se desprecian efectos de
relajacidn.

LA DEFINICION DE LA DUREZA LOCAL.

Hay que resaltar el hecho de que se ha obtenido a la dureza
local n(r) a partir de una expresiéon para la dureza global n, y ésta
se compara con n=[drn(r)f(r). Sin embargo, otra posibilidad seria

recurrir a la definicidn
() = 1§fdf"n(f',F")p(f-") (5.56)

La razén por la cual no se siguié este camino, es por la
ambigiiedad de tal definicién, discutida ya por algunos autores’? y
por priméra vez en un trabajo de Ghosh en 199031, del cual se da

una generalizacién a continuacion.
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La ecuacién de Euler-Lagrange

OF

= +0(r) (5.57)
=
se puede representar como
= |dr + @) le(r) 5.58
n= | ( NG ) )g | ( )

debido a que el potencial quimico es constante a lo largo de todo el
espacio y pidiendo solamente que

fjarg(®) =1 (5.59)

Al derivar la ec. (5.58) con respecto a N manteniendo v(r)
constante

( ) Id +OIg(?)u

., ap(r)j &°F .
+ Horor (5 o)

Observamos que el primer término del lado derecho es igual a cero

ya que
ag(F) og(r)
Sp‘) 1)(*)1 U ( N ]D

Jdr
y dado que la derivada es un operador lineal

wfdr (ag(F) ju: p=2- [dF g(F)=

Entonces

(%) = [la Fd?(a‘?g) J 6p(r*8)261;(f-") &)

>
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con lo que se obtiene una expresién para la dureza global
(n=1/2(du/dN)y)

_ a0 ) Lo 8°F . (5.60)
= Jai (_SN_)U{”M 5p (Do N )}_

Y como todo lo que multiplica a la funcion de fukui dentro del
integrando se le conoce como dureza local,

2
— 1 (4= OF = (5.61)
==|d ~ =
n() 2J r 8p(r)6p(r)g(r)_

Asi que cualquier g(r) que se proponga y que cumpla con la
ec. (5.59) es aceptable en la ec. (5.61), como por ejemplo p(r)/N,
f(r), pu(r), etc.

Lo anterior nos hace pensar que la definicion de m(r) que se
ha propuesto hasta ahora dentro de Kohn-Sham no estd
completamente definida, debido a la arbitrariedad con que se puede.
escoger a g(r). B

Sin embargo, esta ambigiedad desaparece al considerar lo
siguiente:

El eigenvalor correspondiente al HOMO en KS es

N Lo S, .
=jdr(pH(r){—--2-V fd lfjrl p(r +n(r)} ()

y se puede escribir como

|, Ve () o™ &, .l
g, = fdr —%——(ﬁ+ [dr |1p—r + 50 + () pp (1)
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Por otro lado, la ecuacién de Euler-Lagrange

ST, &  SE

@ e e U

W=

puede escribirse en términos de la py(r), utilizando la ec. (5.58)

J‘ oJ + 8Exc
"= Sp(F') Sp(?) sp(r)

+ (1) pH(F')

donde se ha escogido g(r)=pgy(r), dado que py(r) cumple con la
ec.(5.59).

Esto permite comparar término a término a €y y U, dado que en
sistemas de capa abierta eg=p. Con esto obtenemos la expresion
reportada por Parr y Yang
2 -
\Y%
ST‘S 1 (pH(I‘)

SP(F)Q_,, 2 (PH(F)

Ademds de que

(nétese que esta expresion puede ser obtenida a partir de las
técnicas generadas por el cdlculo variacional).

Es claro entonces que la g(r) en Kohn-Sham es la py(r),
llevindonos a que la mT(r) que reportan Parr, Berkowitz y Ghosh
ec. (5.8) vale cero cuando se evalua en esta funcion. Esto resuelve la
contradicciéon mencionada al principio de este capitulo entre las
distintas ecuaciones para la mT.(r), la de Parr y. colaboradores
(ec.(5.8)) y la ec. (5.7) donde nr4(r)=0, pues escogiendo g(r)=py(r)
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en la primera, conciliamos el resultado de que MTg(r)=0 en ambas

ecuaciones.

Por lo anterior podemos asegurar categéricamente que la n(r)
que hemos encontrado es una expresién exacta dentro de Kohn-

Sham.
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CONCLUSIONES

Aunque en cada capitulo se di6 una discusién alrededor de los
resultados obtenidos es pertinente resaltar algunos puntos.

Por ejemplo, el Capitulo Il nos deja ver que para un modelo
puramente local el potencial quimico resulta ser mayor o igual a
cero necesariamente, para que no viole el principio variacional. Sin
embargo, sabemos que este resultado es incorrecto para sistemas
atébmicos. Lo interesante de esto no es proniamente el resultado,
sino que para llegar a tal conclusién se tuvo que trabajar
explicitamente con la segunda variacién del funcional E[p]-uN[p],
mostrandonos que al modelar el funcional universal es importante
tomar en cuenta tal restriccion de una forma explicita.

Por otra parte, en el Capitulo IIl se encuentra que la blandura
local es positiva definida cuando se propone un kernel de la
blandura asociado a un sistema de particulas independientes,
tratando a la nube electrénica como un fluido cudntico, llevdndonos
a que la funcion de Fukui también es positiva definida.

Ademads, al tener el kernel modelo se encuentra una expresién
analitica para la polarizabilidad estitica en 4atomos. Al comparar con
los valores experimentales se observa una tendencia aceptable y en
particular para Z grande los valores tedricos son muy parecidos a
los primeros.

Finalmente, en el Capitulo V se obtienen expresiones exactas
para la dureza local tanto en sistemas de capa abierta como en
sistemas de capa cerrada dentro del esquema de Kohn-Sham.
Obtenemos que la parte de energia cinética de particulas
independientes no contribuye a esta cantidad, lo cual muestra una
contradiccién con lo reportado por Parr y colaboradores. Sin
embargo, al reconsiderar la definicion de la dureza local se concilian
ambos resultados dado que cualquier funcién que integre a uno
puede utilizarse en la ec. (5.61) para obtener a m(r). Preservamos,
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por supuesto, la estructura de la teoria y mostramos que p,(r) es la

funcién adecuada en KS para encontrar tal cantidad.

Es claro que lo que se presenta en esta tesis es solo el
comienzo de algo mdas amplio y que puede ser explorado en un
futuro. Por ejemplo, algo directo seria el buscar una modificacién al
kernel de la blandura (ec. (3.25)), proponiendo un término de
"amarre" y asi obtener valores de polarizabilidad mdas cercanos a los
reportados experimentalmente, dado que el kernel propuesto en
este trabajo es el mds sencillo con el que puede uno trabajar.

Por otro lado, quizds lo mds interesante sea obtener resultados
numéricos de la dureza local en moléculas ya que estos sistemas
exhiben una mayor riqueza en estructura, y a partir de estos
obtener los sitios "duros” de los que hemos hablado, con los cuales
incluso se pueden llegar a predecir trayectorias de reaccion.
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