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RESUMEN

En el presente trabajo se analiza el comportamiento dindmico de un reactor
continuo de tanque agitado (RCTA) de dos fases e isotérmico en el cual ocurre una
reaccion que puede representarse por el modelo de Michaelis-Menten (M-M),
considerando las resistencias a la transferencia de masa. La metodologia de soluciéon del
modelo matematico para este sistema, se basa en el estudio de los comportamientos
extremos que dicha cinética presenta; ya que dependiendo de la concentracion del

reactivo, puede obtenerse una reaccion de primer orden 6 una de orden cero.

Debido a que la cinética de primer orden ha sido analizada por Marroquin y col.
(2002); se presenta el estudio de la reaccion de orden cero; en la cual puede presentarse la
existencia de una zona muerta en las particulas cataliticas cuando la concentracion del
reactivo es igual a cero en algun punto dentro de ellas. Por esta razdn, se estudia tanto el
caso en el que existe reactivo en toda la particula, como aquel en el que se presenta dicha
zona muerta, y se dan criterios mediante los cuales puede predecirse si el fendmeno

anterior se presentara o no.

Por la complejidad matemadtica involucrada en el modelo, en el andlisis se
empieza considerando que el sistema se encuentra en estado estacionario, posteriormente
se analiza en cuasiestacionario y finalmente en estado transitorio, presentando
expresiones analiticas para determinar los comportamientos de la concentracion y los

factores de efectividad.

Por otra parte, para el caso de la cinética M-M se presentan los perfiles de
concentracion y el factor de efectividad obtenidos de forma numérica y se realiza una
comparacion con los resultados obtenidos para las cinéticas que representan sus casos
limite. Los resultados presentados concuerdan con los comportamientos reportados en la
literatura y muestran que es posible modelar reacciones complejas (tipo M-M) mediante

cinéticas mas sencillas (primer orden u orden cero).
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INTRODUCCION

El disefio de reactores quimicos requiere conocer la velocidad de reaccidon
intrinseca (medida en la superficie del catalizador), pero la concentracién y temperatura
que puede medirse experimentalmente (en la salida del reactor), no corresponde a las
existentes en donde se esta llevando a cabo la reaccion, ya que se ve afectada por
procesos de transferencia de masa, que se dan entre el lugar de medicion y el de reaccion.
En el camino de obtener modelos que permitan cuantificar los fendémenos enunciados
anteriormente, y en la determinacion de la velocidad de reaccion global, se presenta el
siguiente trabajo de investigacion.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera: en la seccion de antecedentes se
hace una breve descripcion de algunas publicaciones relacionadas con el sistema a
analizar en el presente trabajo, para lo cual se han considerado en primera instancia los
sistemas en estado transitorio, y como se vera tienen la caracteristica de analizar (en su
mayoria) procesos de reaccion en los que la cinética es lineal. Posteriormente se
describen trabajos en los que la velocidad de reaccion es no lineal, pero los sistemas son
considerados en estado estacionario. Los procesos de transporte involucrados en este tipo
de sistemas, asi como las consideraciones realizadas al modelo se presentan en el
Capitulo II, para finalmente expresar las ecuaciones que representan el transporte del
reactante tanto en el fluido como en la particula. La metodologia de solucion se explica
brevemente en esta seccion.

Los perfiles obtenidos para el proceso de difusién-reaccion se presentan en el
Capitulo III, asi como su andlisis y comparaciéon con los resultados reportados en
literatura. Debido a lo extenso de la obtenciéon de las soluciones analiticas y con el
objetivo de no perder continuidad en la exposicion, dichas soluciones se presentan en

forma detallada en la seccion de Apéndices al final de la tesis.



ANTECEDENTES

Experimentalmente los reactores quimicos de tanque agitado son probablemente
los sistemas mas usados en la determinacion de constantes de velocidad de reaccion.
Para obtener informacion cinética, es necesario describir adecuadamente los pasos
experimentales, esto debe incluir las resistencias a la transferencia de masa y calor, en el
fluido y en los poros cataliticos (Marroquin y col., 2002).

Los experimentos dindmicos se usan para la evaluacion de parametros tales como
la constante de velocidad de reaccion, las constantes de equilibrio y los coeficientes de
transporte, asimismo, permiten elucidar mecanismos de reaccion; por medio del analisis
de respuesta de los reactores cataliticos heterogeneos a cambios en la concentracion de
alimentacion. Un procedimiento tipico consiste en introducir una perturbacion en la
composicion de la corriente de entrada y monitorear la respuesta en la corriente de salida
(Datta y col. 1983). En este tipo de experimentos, la interpretacion de los datos cinéticos
puede ser incorrecta si las resistencias no son tomadas en cuenta, por lo tanto es necesario
usar modelos que incluyan los efectos mas importantes, para decidir cuales resistencias
pueden ser despreciadas. El tratamiento de este problema se ha realizado considerando
soluciones aproximadas, de tal forma que se pueden menciona en primera instancia,

aquellos que no consideran las resistencias externas al transporte de masa.

En esta linea, se encuentra el trabajo de Towler y Rice (1974), quienes analizaron
un sistema de dos fases en un reactor continuo de tanque agitado (RCTA) . En su modelo
consideran un sistema dinamico € isotérmico, con resistencias a la transferencia de masa
interna pero no consideran la externa, debido a la suposicion de que el sistema se
encuentra bien mezclado. Mediante el uso del método de la transformada de Laplace
resuelven las ecuaciones que describen el balance de masa para la particula en donde
ocurre una reaccion de primer orden y para el fluido. Las expresiones resultantes pueden
ser utiles para la determinacion de difusividades efectivas y constantes de velocidad de

reaccion, a partir de la medicion de la concentracion en la salida del reactor.



Dichos autores presentan graficas de concentracion vs tiempo, en las cuales existe
la presencia de un minimo para ciertas combinaciones de los parametros adimensionales
que describen el sistema. En base a este comportamiento, sugieren que el minimo puede
ser usado para la determinaciéon de pardmetros cinéticos. Sin embargo, no dan las

condiciones bajo las cuales puede obtenerse dicho punto.

Do y Rice (1982) presentan un estudio realizado a un sistema en el que se
encuentran particulas cataliticas inmersas en un fluido en un RCTA. La reaccién se
considera de primer orden y las resistencias a la transferencia de masa son
consideradas.

Basados en la técnica de perturbacion determinan las condiciones para las cuales
se presente el minimo reportado por Towler y Rice (1974), concluyendo que una
condicion para que lo anterior ocurra, es que el tiempo de residencia en el tanque, sea

mucho menor al tiempo de difusion en el pellet, es decir:

En donde:
V = Volumen del reactor
Q= Flujo volumétrico
r = Radio de la particula
D, = Difusividad efectiva

Debido a que tanto el volumen, como el flujo pueden controlarse
experimentalmente, estos se pueden ajustar de tal forma que se cumpla la relacién
expresada anteriormente. Determinando el tiempo al cual ocurre el minimo, se puede

obtener la constante de velocidad de reaccion.

Datta y Rinker (1983) reportan soluciones en el dominio del tiempo para las

ecuaciones que modelan un sistema para un RCTA isotérmico en donde ocurre una



reaccion quimica de primer orden irreversible junto con difusion tanto en particulas
cataliticas como en un liquido estancado. Las soluciones son obtenidas en una forma
general, es decir, no se especifica la forma de la particula, y el modelo incluye los efectos
de las resistencias a la transferencia de masa intraparticula y en la interfase fluido-

particula. También reportan expresiones asintdticas para valores grandes del modulo de

Thiele (dD > 3) a tiempos pequefios, las cuales son particularmente convenientes cuando

la serie presente en la solucion converge lentamente, asi como algunos casos limite como
resistencias externas despreciables o el sistema en cuasiestado estacionario, y tanto las
soluciones analiticas como las asintoticas son comparadas con la soluciéon numérica
obtenida mediante la aplicacién del método numérico de colocacion ortogonal. Para la

solucion de su modelo aplicaron el método de la transformada de Laplace

Szukiewics (2000) propone un método aproximado basado en la formula LDF
(linear driving force) para un proceso de difusion-reaccion. Dicha aproximacion consiste
en reemplazar la ecuacion diferencial parcial del balance de masa en la particula, por una
ecuacion diferencial ordinaria. Por lo tanto, la solucion al modelo es simplificada y en
muchos casos los resultados obtenidos son una muy buena aproximacioén al modelo
riguroso.

El sistema es considerado en estado transitorio y la reaccion de primer orden, por

lo cual la ecuacion que gobierna el transporte del reactante en la particula (esférica) es:

oc, 1 a[ ,0C,
T a5 | Pead"

— -k,C
ot 1’ or 8r] AT

La férmula LDF consiste en reemplazar la ecuacion anterior por la siguiente:



En donde « es un coeficiente por determinar, y en el andlisis realizado por el autor, es
considerado como independiente del tiempo. Después de un estudio realizado a dos tipos

de concentraciones superficiales, encuentran la siguiente restriccion:

2'2—2
3a+®

concluyendo que cuando la restriccion dada anteriormente se cumple la solucién

aproximada da los mismos resultados que la exacta.

Marroquin y col. (2002) consideran un RCTA en el cual se encuentran particulas
cataliticas suspendidas en un fluido perfectamente mezclado. Suponen un proceso
isotérmico y que ocurre una reaccion de primer orden, ademds de comsiderar las
resistencias a la transferencia de masa tanto internas como externas. El proceso de
difusién-reaccion es modelado en términos de ecuaciones promedio; y para su resolucion
utilizan el método de la Transformada de Laplace.

En este trabajo se evaluaron las soluciones obtenidas para tres tipos diferentes de
alimentacion al reactor, en las cuales muestran los efectos de las resistencias al transporte

de masa.

Szukiewicks (2002) continua trabajando en métodos aproximados para problemas
de difusion-reaccidn en estado transitorio mediante la aplicacion de la formula LDF para
cualquier tipo de expresion cinética. Para el caso en que las cinéticas son no lineales, es
necesario linealizarlas mediante series de Taylor, tal como lo sugieren Marroquin y col.
(1999). El método obtenido presenta buena concordancia con la solucidon exacta para

valores bajos del mddulo de Thiele.

Algunos estudios han tratado reacciones de diferentes ordenes y del tipo de
Langmuir-Hinshelwood, pero los sistemas se suponen estacionarios. Entre este tipo de
trabajos, se puede mencionar el realizado por Chaudhari y Ramachandran (1980) quienes

presentan un analisis tedrico para la prediccion de velocidades de reaccion globales en un



sistema de tres fases, incorporando todos los efectos de transporte de masa inherentes a
este tipo de sistemas. En dicha revision se presentan algunas correlaciones y métodos
experimentales para la determinacion de coeficientes de transferencia de masa gas-
liquido y liquido-sdlido, ademds para la determinaciéon de difusividades efectivas. La
informacion que presentan puede ser util en la seleccion y en el disefio del reactor, asi
como en la evaluacion experimental de los pardmetros cinéticos.

En su trabajo consideran el siguiente esquema de reaccion:
A+vB————— Productos

El cual puede ser escrito mediante la ley de potencias:

1, =k, C"Cy"

m+n)

en donde:r,= Velocidad de reacciéon, C,,C, representan las concentraciones de los
reactivos 4 y B respectivamente, v es el coeficiente estequiométrico y m,n son los

ordenes de reaccion.
El andlisis es realizado para diferentes expresiones cinéticas, tales como pseudo
primer orden ( cuando la concentraciéon de alguno de los reactivos esta en exceso ),

ademads de diferentes ordenes de reaccion y modelos del tipo de Langmuir-Hinshelwood.
. , . th
Finalmente presentan un caso més general para reacciones de orden (m,n)" .

El sistema se supone en estado estacionario, aunque consideran los cambios en la
concentracion con respecto al espacio del reactivo en forma gaseosa. El unico estudio que
hacen en estado transitorio se presenta al considerar un reactor batch.

Presentan expresiones para el calculo de la velocidad de reaccion global en la
ausencia de difusion intraparticula, asi como para el célculo del factor de efectividad

global para diferentes ordenes de reaccion intrinsecas

Chaudhari y Ramachandran (1980) presentan un andlisis de un sistema de tres

fases en el cual ocurre una reaccion de orden cero, considerando las resistencias



externas e internas a la transferencia de masa. Su modelo es isotérmico y al igual que en
la mayoria de los estudios reportados en la literatura en estado estacionario, aunque
consideran la variacion de la concentracion del reactivo en fase gas con respecto al
espacio.
En el trabajo mencionado se muestra que para este tipo de sistemas existe una
concentracion critica de la fase gaseosa abajo de la cual los efectos difusivos son de
amplia importancia, y en donde se presenta una zona sin reaccion dentro de la particula
catalitica, debido a que la concentracion del reactivo es igual a cero en algin punto dentro
de ella.

Entre las expresiones analiticas que presentan se encuentra la expresion para

determinar el valor del factor de efectividad:

siendo:

n= Factor de efectividad
r = Variable radial de la particula

r,= Radio de la particula

El radical indica la posicion dentro de la particula donde la concentracion del
reactivo es igual a cero. Finalmente se muestra la utilidad de sus expresiones en algunos
sistemas reales como son: la oxidacion de ciclohexano, etilacion de formaldehido y la

hidrogenacion de dinitritolueno.

Chang (1982) considera un problema de difusion-reaccion isotérmico en estado
estacionario en el que se presenta una cinética del tipo de Michaelis- Menten,
considerando los efectos de las resistencias a la transferencia de masa tanto interna

como externa. En dicho trabajo se propone un método de calculo para la evaluacion del



factor de efectividad a altos valores del mdédulo de Thiele, basados en la dificultad de
evaluacion de dicho factor en tales situaciones. Dicho método consiste en el uso de las
expresiones analiticas para los perfiles de concentracion obtenidas considerando una
cinética de primer orden como aproximacion a la regién en la cual se presenta la
dificultad numérica. Dicho método puede ser aplicable a cinéticas del tipo Langmuir-
Hinshelwood. La técnica propuesta por estos autores resulta util cuando un esquema

numérico falla.



JUSTIFICACION

Como puede observarse, a pesar del gran nimero de soluciones aproximadas que
se han desarrollado, el problema sigue siendo de gran interés, debido a que las soluciones

propuestas estan restringidas a casos particulares.

El interés fundamental para el desarrollo de la presente investigacion, se basa en
la falta de modelos que permitan:
a) Determinar el comportamiento del factor de efectividad en estado transitorio
b) Obtener un modelo que permita determinar cuales resistencias a la transferencia de

masa pueden ser descartadas en el caso de experimentos dindmicos.

OBJETIVOS
OBJETIVO GENERAL

Describir el comportamiento dindmico de un reactor tipo tanque agitado
heterogéneo e isotérmico, incluyendo las resistencias a la transferencia de masa; en el
cual ocurre una reacciéon que puede ser descrita mediante el modelo de Michaelis-

Menten.

OBJETIVOS PARTICULARES

a) Obtener las soluciones analiticas para las ecuaciones que describen los balances
de materia del componente clave, considerando los comportamientos extremos de
la cinética de Michaelis-Menten.

b) Obtener la solucion numérica completa del problema

c) Obtener soluciones aproximadas para los perfiles de concentracion en la particula
y en el fluido, de las ecuaciones que gobiernan el transporte del reactante

c) Comparar las soluciones aproximadas con la soluciéon numérica completa



CAPITULO II
En este capitulo se describe el sistema a estudiar, mencionando en primera
instancia los fendmenos inherentes a este tipo de reactores y se justifican las suposiciones
realizadas. Posteriormente se presenta el modelo matematico que describe el proceso
difusion-reaccidon para este sistema y, finalmente se describe brevemente la metodologia

desarrollada para la solucion del modelo.

DESCRIPCION DEL SISTEMA

Se considera un reactor continuo de tanque agitado que contiene particulas cataliticas
porosas, suspendidas por la accion de un fluido perfectamente mezclado (fig. 2.1).
El reactivo A se alimenta en la fase liquida y se transporta hasta los poros del

catalizador, en donde reacciona de acuerdo al modelo de Michaelis-Menten .

Fig. 2.1 Reactor continuo de tanque agitado de dos fases

Para que una especie alimentada en la fase liquida pueda reaccionar sobre la
superficie activa del catalizador, debe ocurrir el siguiente conjunto de pasos:
1) Transporte de A desde el seno del liquido a la superficie catalitica

2) Difusion intraparticula en los poros del catalizador

10



3) Adsorcion de A en los sitios activos del catalizador

4) Reaccion superficial de A para la conversion de productos

El perfil de concentracion para una especie que presenta una reaccion irreversible en
un reactor continuo de tanque agitado, se muestra esquematicamente en la figura

(2.2).

Slido

Sno del
Liquido

€ =1 §=0
Fig. 2.2 Perfil de concentracidon para una reaccion catalizada en un reactor de suspension.

La zona intermedia entre el seno del fluido y el sélido representa una pelicula de

liquido estancado.

Debido a que las particulas tienden a moverse con el liquido, existe poca velocidad
relativa entre el solido y el liquido presentes en la suspension, originando una
capa de liquido casi inmdvil alrededor de las particulas (capa limite). Dicha capa
provoca que el reactante deba ser transferido principalmente por difusion a través
de ella para llegar a la superficie del catalizador. Esta resistencia al transporte del
reactivo resultard en una diferencia de concentracion, entre el seno del fluido y la
superficie catalitica, y puede retardar significativamente la velocidad global de
reaccion.

Por otra parte, debido a que la conductividad térmica de los liquidos es
relativamente alta, incrementa el coeficiente de transferencia externo de calor. Esto,
aunado al gran volumen de liquido presente en este tipo de sistemas, representa una
ventaja para mantener condiciones isotérmicas. Por tanto, las diferencias externas de

temperatura pueden despreciarse (Smith J. M., 1986).
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Finalmente, debido a que el tiempo caracteristico para el proceso de conduccion es

generalmente mucho menor que para el proceso de difusion, es posible considerar

que el gradiente de temperatura intraparticula es despreciable.

Consideraciones

En base a lo mencionado anteriormente, se establecen las siguientes suposiciones

a las cuales esta sujeto el modelo:

Tamafio homogéneo de particula

Fluido perfectamente mezclado

Proceso isotérmico

La velocidad de desaparicion del reactivo en las particulas porosas obedece a una
cinética del tipo de Michaelis-Menten.

No se consideran efectos debidos a la desactivacion del catalizador.

Modelo matematico

Debido a que el fluido estd perfectamente mezclado, es razonable considerar que

el transporte de masa en las particulas ocurre solo en la direccion radial. El proceso de

difusidon-reaccion puede ser modelado en términos de ecuaciones de transporte promedio.

De tal forma que las ecuaciones de balance de materia para el componente clave pueden

escribirse como sigue:

Para la particula:

8M:gD 190 P 6<C7>7 —-a k<Cy>y 2.1
ot o > or or ! 1+K<C >}/ |
Acumulacion —e m’cién—}//

Para el fluido:

& M =TL(Cin (t)_<cﬂ>#)+%kf {<Cﬁ>ﬂ )

—<Cﬂ>"j (2.2)

Entradas y salidas del reactor Intercambio con la particula

"ot

Acumulacion
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En la ecuacion (2.1) & es la fraccion hueca en las particulas, D,, es la difusividad
efectiva, <CV >y es la concentracion intrinseca promedio en las particulas (definida por

Whitaker, 1999). En la ecuacion (2.2) <C ﬂ>y es la concentracion intrinseca promedio del

fluido, V es el volumen ocupado por las particulas y el fluido, y ¢, es la fraccion de

V ocupada por el fluido. La concentracién de entrada de los reactantes es indicada por

C, (), y serd tratada como una funcion arbitraria del tiempo, durante el desarrollo
matematico con el objetivo de tratar de ser general.
Las condiciones de frontera que permiten acoplar las ecuaciones anteriores son:
En la superficie de la particula se presenta la igualdad de fluxes, es decir, el flux
que llega a la superficie de la particula es el que se difunde en los poros de la misma.

a(c,y ,
_gDef % = kf [<C/J >!

_<Cﬂ>ﬂJ enr=r, (2.3)

I‘*rp

(c,)'=(c,) enr=r, (2.4)

H 4
En la ecuacién (2.3) se incluye la resistencia a la transferencia de masa externa.
Por otra parte, en el centro de la particula el flux es cero, lo cual puede escribirse

matematicamente en la siguiente forma:

o(cy
aG) -0 enr=0 2.5)
or
Las condiciones iniciales son:
C # = C ent = 0
< ”>7 . (2.6)
<Cy> =C, para0<r<r, t=0
Definiendo las siguientes variables adimensionales:
c,) cy D
Uf»=—< Joogtel e (27)
‘ C ’ C r
4 4 p p
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En la ecuacion (2.7) U,, U,, 7 y & representan la concentracion adimensional

en el fluido, en la particula, el tiempo y la posicion adimensionales respectivamente. En

. . . .y ’ * .7
la adimensionalizacion de U, y U, se us6 C, , la cual es una concentracion

caracteristica asociada con el fluido de la fase externa en el tiempo inicial. En la seccion
de nomenclatura puede consultarse la definicion de los otros parametros adimensionales.

Aplicando las variables adimensionales a las ecuaciones (2.1) a (2.6), las
ecuaciones resultantes son (los detalles de la adimensionalizacion, pueden consultarse en
el Apéndice A):

Para la particula:

oU ou U
e | e (2.8)
or &7 o0& o0& 1+kU,
Para el fluido:
Wi plv,-u] [U U ] 2.9
d’l' - (0,, in f + (0‘0 p‘§=1 - I ( . )
Con las siguientes condiciones de frontera:
ou, ( )
Tk U,,,~U,) eng=1 (2.10)
U, =Finita en £=0 (2.11)

Y las condiciones iniciales son:

U,=U,, ent=0 (2.12)

U,=U, en0<E&<1 1=0 (2.13)

COMPORTAMIENTOS EXTREMOS

Con el objetivo de tratar de una forma simplificada la cinética de Michaelis-
Menten, se han propuesto algunas aproximaciones basadas en los casos limite que dicha
cinética presenta. A continuacién se mencionan dichos comportamientos.

Partiendo de la base de que en una reaccion catalizada superficialmente la

velocidad de reaccion puede escribirse de la siguiente manera:
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-r, =k0, (2.14)
donde @, es la fraccion de la superficie catalitica cubierta por 4 . Langmuir sugiri6

(Carberry, 1976):

= k,C (2.15)
1+ KC,
siendo K la constante de adsorcion y C, la concentracion del reactivo A.
Sustituyendo (2.15) en (2.14):
—r, = e, C (2.16)
1+KC,

Cuando la concentracion de la especie es suficientemente grande, se cumple que:
KC,>1
y la ecuacioén (2.14) puede simplificarse a la siguiente expresion :
-r,=k (2.17)
obteniéndose una cinética de orden cero.

Por otro lado, si la concentracion del reactivo es suficientemente pequeiia,

entonces:
KC,x1
y se obtiene:
-r,=kC, (2.18)

es decir, para este caso se obtiene una cinética de primer orden (Carberry,1976).

CINETICA DE ORDEN CERO
Cuando la velocidad de reaccion es independiente de la concentracion de una
sustancia en particular, se dice que la velocidad es de orden cero con respecto a dicha
especie, es decir:
-r,=k (2.19)
El orden cero puede significar tres cosas:
a) La especie no participa en la reaccion
b) La concentracion de la especie es tan abundante que permanece virtualmente sin

cambio durante el transcurso de la reaccion
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c) Depende de la luz o algln otro factor.

Por regla general, las reacciones solamente son de orden cero en ciertos intervalos
de concentracion (el de las mas altas concentraciones). Si la concentracion desciende
suficientemente, suele encontrarse que la tasa de reaccion depende de la concentracion,
en cuyo caso la velocidad de reaccion es diferente de cero .

En general, las reacciones de orden cero son aquellas cuyas velocidades estan
determinadas por algun factor diferente de la concentracion de los reactivos, por ejemplo,
la intensidad de radiacion dentro de un recipiente en las reacciones fotoquimicas, o la
superficie disponible en algunas reacciones en fase gaseosa catalizadas por sélidos. Por
consiguiente, es importante definir la velocidad de reaccion de orden cero, de tal modo
que ¢éste incluido adecuadamente este factor (Levenspiel, 2001).

El orden cero es impuesto implicitamente en experimentos cinéticos para

determinar el orden de reaccidon de otro componente, es decir:
r,=—kCSC,S —=% 5_k'C, (2.20)
en donde aparentemente se obtiene orden cero con respecto a C, (Carberry, 1976).

Como ejemplos de sistemas que presentan este tipo de cinética se puede
mencionar la descomposicion de NH; en Pt y la descomposicion de N,O en la presencia

del mismo catalizador y la fotosintesis.

PRESENCIA DE UNA ZONA MUERTA
La integracion de la ecuacion (2.19) permite obtener el siguiente resultado:
C,=C,,—kt (2.21)

La grafica de la ecuacion (2.21) se presenta a continuacion:
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0.2 4
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Fig. 2.3 Perfil de concentracion para una reaccion de orden cero

A partir de la fig. 2.3 puede notarse que existe un tiempo en el que la
concentracion del reactivo es igual a cero, el valor del tiempo al cual ocurre lo anterior
depende principalmente del valor de la constante de reaccion.

En el caso de particulas cataliticas esféricas en donde ocurre una cinética de orden
cero, puede presentarse una zona sin reaccion dentro de las particulas cuando la
concentracion del reactivo es igual a cero en alguna posicion antes de llegar al centro de
la misma. A la ubicacion en la cual se presenta esto ultimo se le denomina radio critico, y

el fendbmeno es conocido como de agotamiento (fig. 2.4).
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Zona con reaccion Zona sin
reaccion

Concentracion adimensional

Radio adimensional (g)
Fig. 3.2 Fenémeno de agotamiento para una cinética de orden cero en particulas

cataliticas esféricas

Para propositos de este trabajo se estudiard el orden cero, considerando que

pueden ocurrir tanto reaccion en toda la particula, como la presencia de una zona muerta.

METODOLOGIA

La presente investigacion se basa en la solucién de los casos limite de la cinética
de Michaelis Menten; es decir, el primer orden y el orden cero.

El problema de difusion-reaccion considerando una cinética de primer orden, ha
sido resuelto anteriormente (Marroquin y col, 2002), por lo tanto en este trabajo se
presentan las soluciones analiticas obtenidas de la solucién del problema, considerando
una tasa de reaccion de orden cero.

La presencia de una zona muerta en las particulas para la reaccion de orden cero
dificulta la solucion del modelo, y hace necesario incluir una condiciéon de frontera
adicional para determinar la posicion en las particulas, en donde se presenta dicho
agotamiento (radio critico).

Debido a la presencia del frente movil de reaccion en la particula, se partird de lo
matematicamente sencillo a lo complejo; de tal modo que inicialmente se considera que

el sistema se encuentra en estado estacionario, pues de este modo el tratamiento
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matematico se simplifica considerablemente. Una vez realizado este analisis se soluciona
el modelo considerando pseudoestado estacionario para la particula, es decir, se supone
en un aparente estado estacionario. Finalmente se analiza el estado transitorio.

Tanto en el caso transitorio como en el pseudoestacionario, las soluciones son
obtenidas mediante el método de la transformada de Laplace y debido a lo extenso del
desarrollo principalmente en este ultimo caso, la solucion de las ecuaciones diferenciales
se presenta en secciones separadas al final de la tesis (Apéndices)

Por otra parte, se obtiene la solucion numérica (mediante el método de diferencias
finitas) del modelo considerando una cinética M-M, en donde como primera
aproximacion se hace uso del cuasiestado estacionario, y finalmente se obtiene la

solucion completa (sin aproximacion).
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CAPITULO III

Resultados v discusion

En este capitulo se presentan las expresiones analiticas que describen los perfiles
de concentracion para el problema de difusion-reaccion, considerando una cinética de
orden cero, asi como los perfiles obtenidos de forma numérica considerando la cinética
M-M.

Para el caso del orden cero se analizan tres casos: cuando el sistema se encuentra
en estado estacionario, pseudoestacionario y transitorio. Ademads se incluye el caso en el
que puede presentarse una zona muerta en las particulas, y se establecen los criterios para
determinar cuando se presentara dicho fenomeno.

Se presenta también el comportamiento del factor de efectividad, y la
comparacion de los perfiles de concentracion para las diferentes cinéticas involucradas en

este estudio.

3.1 Orden cero

ESTADO ESTACIONARIO
En esta seccion se empieza considerando que existe reaccion en toda la particula,
y posteriormente se analiza la presencia de una zona muerta, mediante un cambio en una

de las condiciones de frontera.

Reaccion en toda la particula
Para el caso en el que hay reaccion en toda la particula, los balances de materia
para un componente clave pueden ser escritos como:

Para la particula:

1 d(_,du ]
il 2= = 3.1
fz{dﬁ[g dg ] G-D

Para el fluido:

0,[U, U, ]+o, :UPLE_I —Uf} ) (3.2)

20



Condiciones de frontera:
au, B
dé

Bi(U,|,-U,)  ené= (3.3)

U ,= finita para 0<£&<1 3.4)

La solucion de las ecuaciones diferenciales, esta dado por las siguientes

expresiones (los detalles se pueden consultar en el Apéndice B):

o’ ¢, @
U =U ——|1+2 |+ 2 (2 3.5
U1 2| 33
@2
U, =U, ——2 (3.6)
' 3Bigp,

La ecuacion (3.5) permite conocer el valor puntual de la concentracion en la
particula catalitica. Sin embargo, en términos practicos es mas util considerar una
concentracion que sea representativa en toda la particula. Debido a lo anterior se define

una concentracion promedio como:

f U,&dE
(U,)=F (3.7)

f &ds

La sustitucion de la ecuacion (3.5) en (3.7) permite obtener la siguiente expresion

para la concentracion promedio:

(u)=u, —qi,[wﬁ]—(}i (3.8)

Presencia de una zona muerta.

Cuando la velocidad de reaccion es mucho mas rapida que la velocidad de
difusion, existe la posibilidad de que el reactivo se agote en alguna posicion dentro de la
particula, por tal motivo es de amplia importancia la consideracion de dicho caso, esto se
logra cambiando la condicién de frontera dada por la expresion (3.4), por la siguiente:

U,=0 en £=¢ (3.9)
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La solucidn a este problema puede escribirse en la siguiente forma (Apéndice B):
29° +O°Bi—*Bi& —6BiU, [ £

6(Bi&, — &, — Bi) I_E] 10

v, =L (g-g)+

d*(1-&2) &*(2+ Bi— Bi&?
f: 1 ¢nUin (Dp ( §C)+ ( + ! - lfc)a) (311)
Totelle+e,) 6l +e,) o
en donde:
__ 0 | Bill-g) (3.12)
¢p +¢n Bié:c_gc_Bl

Ya que se presenta una zona sin reaccion dentro de la particula, no es posible usar
la ecuacion (3.7) para obtener la concentracion promedio, ya que debe considerarse
unicamente la zona en la cual hay presencia del reactivo. Lo anterior se consigue
cambiando los limites de integracion de la concentracion puntual, desde la superficie de
la particula hasta el punto en donde dicha concentracion es igual a cero. Por lo tanto, la

concentracion promedio debe ser calculada a partir de la siguiente ecuacion:

f Up§2d§
<Up>: £ (3.13)

f §ds

La sustitucion de la concentracion puntual en la ecuacion (3.13), permite obtener

una expresion para la concentracion promedio:

O (2+ Bi— Bi&? )~ 6BiU,

e 128 e
L N T
(3.14)
_ @(2+Bi— Big)-6BiU, s(1-¢)

4(Bié, — &, — Bi)
A partir de las ecuaciones (3.10, 3.11 y 3.14) es posible obtener los perfiles de
concentracion considerando que existe reaccion en toda la particula, haciendo que el

valor del radio critico sea igual a cero (&, =0).
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Radio critico

Para poder obtener una expresion que permita determinar el valor del radio
critico, es necesario introducir una condicion de frontera adicional, y ella es:
du, _
dg

Dicha condicion de frontera se aplico a la ecuacion 3.10. La ecuacion resultante

0 E=¢& (3.15)

es la siguiente:
EXvall +bE +cE +d =0 (3.16)

En donde se han definido los siguientes coeficientes:

_ Bi[2p,-5¢,(Bi-1)]

= _ _ 3.17

“T2(Bi-1)[g, (Bi-1)-p,] 317
3Bi’p

b= - n _ 3.18

2(Bi—1)_gon(Bi—1)—gop_ (3.18)

©| Bi’p, +Bi(p,+20,)-2(p, +9,) |- 6Bip,U, (Bi-1)
207 (Bi-1)[ o, (Bi-1)-9, ]
_ 6Bi’p,U, —~©*Bi*p, - 20°Bi(p, +¢,)
20 (Bi-1) o, (Bi-1)-9,]

Mediante la expresion (3.16) es posible obtener el valor del radio critico, el cual

CcC =

(3.19)

(3.20)

esta limitado a existir fisicamente en el siguiente intervalo 0<¢& <1 pues es

adimensional. La solucion de la ecuacion (3.16) permite obtener el siguiente

comportamiento para el radio critico:
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Fig. 3.1 Aparicion del radio critico para diferentes valores del nimero de Biot

En la figura 3.1 se muestra la aparicion de una zona muerta (fc >0) en la

particula para diferentes valores del numero de Biot. Cuando la resistencia externa al
transporte de masa es grande (Bi pequefios), la cantidad de reactivo que pasa del seno del
fluido a la particula es pequena, por lo que el radio critico aparecera mas rdpidamente a
medida que la velocidad de reacciéon aumenta (® grandes ), es decir que la reaccion se

lleva a cabo en la superficie de la particula.

Condicion para la existencia de reactivo en toda la particula

Para garantizar la existencia de reaccion en toda la particula catalitica, el valor de
la concentracion debe ser mayor o igual a cero en el centro de la misma. Si lo anterior
ocurre, el radio critico se encuentra en el centro de la particula, es decir, £ =&, =0 (Ruiz,
2001). Al realizar las consideraciones anteriores en la ecuacion (3.5), se llegd al siguiente

resultado:

>0 (3.21)

La ecuacion (3.21) puede ser reescrita en la siguiente forma:
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> §? (3.22)

Para analizar el comportamiento de la expresion anterior, es necesario cambiar el
signo de la desigualdad por una igualdad, a partir de la cual se obtuvé la siguiente grafica

(ndtese que es para valores particulares de U,,,¢, y ¢, ):

3.0

Se presenta una

zona muerta
2.5

2.0+
Reaccion en toda

la particula

1.0 4

0.5

0.0 . , . , . ; . ; .
20 40 60 80 100

Bi

Fig. 3.2 Semiplanos de existencia de reaccion en toda la particula y fenomeno de
agotamiento. Los valores de los parametros son: U,, =1;¢, =10;¢, =0.1

L.

Con el objetivo de poder encontrar las soluciones a la desigualdad expresada por

(3.22), se eligieron los siguientes puntos de prueba:

Biot Thiele Conclusion
10 1 Verdadero
20 2 Verdadero
30 3 Falso
50 5 Falso

Tabla I. Puntos de prueba para la desigualdad dada por (3.22)
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Ya que los valores del semiplano inferior cumplen con la desigualdad (3.22), se
puede concluir que todo el par ordenado de valores del médulo de Thiele y numero de
Biot que se encuentren en el semiplano inferior garantizara que exista reaccion en toda la
particula. En contraparte si el par ordenado se encuentra en el semiplano superior existira

un punto critico dentro de la particula catalitica ocasionando una zona sin reaccion.

¢ Como usar las ecuaciones?

En vista de tener una forma de conocer si existe o no fendmeno de agotamiento, a
continuacion se presenta el siguiente algoritmo:
e Establecer el nimero de Biot y el modulo de Thiele
e Sustituirlo en la desigualdad dada por la ecuacion (3.22)
e Si la desigualdad se cumple, entonces existe reaccion en toda la particula y
pueden usarse las ecuaciones (3.5)-(3.8)

¢ En caso contrario deben ser usadas las expresiones dadas por (3.10)-(3.14)

Comportamiento de la concentracion con la variacion del niimero de Biot

Cuando las resistencias externas a la transferencia de masa son importantes (Bi
pequeiios), la diferencia entre la concentracion de reactivo en la superficie de la particula
y en el seno del fluido es grande, ya que la cantidad de reactivo que se difunde en la
pelicula de liquido formada alrededor del so6lido es pequefia. A medida que dicha
resistencia disminuye (Bi grandes), la cantidad de reactivo que se transporta desde el seno
del fluido a la superficie de la particula es grande. Dicho comportamiento puede
observarse en las figuras (3.3) y (3.4).

Una vez que se ha discutido el transporte externo en las particulas, es necesario
hablar del fendmeno difusivo que ocurre en el interior de la particula. Cuando la reaccion
es mas rapida comparada con el proceso difusivo, el reactivo penetrard a los poros y
reaccionara, ocasionando una diferencia pronunciada entre las concentraciones en la

superficie y promedio en la particula. En caso contrario, es decir, cuando la reaccion es
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mucho mas lenta que la difusion, tal diferencia entre las concentraciones sera menos

pronunciada, y el flux que entra a la particula serd menor.

1.0 Y,
i /
v,)
U
Ple=y
0.6
U
0.4
0.2
0.0 T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100
Bi

Fig.3.3 Valores de concentraciéon como funcion del nimero de Biot para una cinética de

orden cero en estado estacionario. U,, =19, =10;¢, =0.1;® =1

U
1.0 —r f
. U
P £=1
0.8
v,)
U
0.4
0.2
0.0 T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100

Bi

Fig. 3.4 Valores de concentracion como funcion del nimero de Biot para una cinética de

orden cero en estado estacionario. U, =1,¢, =10;¢, =0.1,® =2

27



Perfiles de concentracion

En las siguientes figuras se muestra el perfil de concentracién considerando en
primer lugar una resistencia externa a la transferencia de masa (fig. 3.5) y ademas se
muestra el caso en que dicha resistencia es despreciable (fig. 3.6). En ambos casos puede
notarse que a medida que la velocidad de reaccidon es mas rapida que la velocidad de
difusién, se presenta una zona muerta en la particula ( region en la que no hay presencia

de reactivo).
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0.8 1

0.7 1

U 0.6-. o =1
0.5

Fig. 3.5 Perfiles de concentracion en estado estacionario (Bi = 1.0)

®=0.1 Bi=100

Fig. 3.6 Perfiles de concentracion en estado estacionario considerando que la resistencia

externa a la transferencia de masa es despreciable (Bi = 100)
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ESTADO CUASI-ESTACIONARIO
Como una aproximacion al estado transitorio, se ha considerado el caso en el que
el sistema se encuentra en estado cuasi-estacionario. Dicho caso se presenta cuando
existe una diferencia importante en la escala caracteristica de tiempos para dos variables,

de tal modo que una de ellas puede considerarse en estado estacionario.

Reaccion en toda la particula
Para este caso, las ecuaciones que describen el sistema pueden escribirse de la
siguiente forma:

Para la particula:

dU
iz 4 E—2||-d*=0 (3.23)
& | dé dé
Para el fluido:
WY ol -u,] [U U] 3.4
d’l' - (on in f + (Dp p‘§=1 - I ( . )
Condiciones de frontera:
du, )
- Bl(Up B —U»,.) en £=1 (3.25)
U,= finita en £ =0 (3.26)

Y la condicidn inicial es:

U;=Uyg ent=0 (3.27)

En la ecuacion 3.23 se ha impuesto la suposicion del pseudoestado estacionario,
de tal forma que el transporte del reactante adentro de la particula puede modelarse por
una EDO.

La solucidn a las ecuaciones diferenciales se presenta a continuacion (ver detalles
en el Apéndice C):

T

U, =U,e"" +i[e‘(‘/’~)f -1+ gone‘(”")fj U, (8)e""dp (3.28)
L ?, 0
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T

2
:2(52 _1)_i+UfOe‘(‘/’n)T +i|:e‘(f/7n)7 _1:| + ¢ne—(¢n)fj Uin (ﬂ)e(%)ﬂdﬁ (329)

Up
6 ¢p ¢n 0
En las ecuaciones anteriores A esta dada por:
2
2=2%
3Bi

(3.30)

Es importante mencionar que a pesar de que el balance de materia de la particula
(ecuacion 3.23), indica —aparentemente- que la concentracion no depende de la variable
temporal; la solucion a los balances muestra que tal dependencia si existe. Lo anterior se
debe a la condicion de frontera 3.25, en la cual se encuentran acoplados los balances en el
fluido y en la particula, originando que la concentracién en la particula dependa del
tiempo por la dependencia de la concentracion del fluido.

Para este caso, la concentraciéon promedio se calcula a partir de la siguiente
expresion:

A o L AT o (o [ :
<Up>=_g_(o_p+UfOe (2.) +¢_n|:e (@) _1]+¢ne (24) J.O Uin(ﬂ)e@’ )ﬂdﬂ (331)

Agotamiento del reactivo
Sustituyendo la condicion de frontera (3.26) por:

U,=0 en £=¢, (3.32)

Las concentraciones en el fluido y en la particula se expresan por:

: 207 + 32Bi— B*BIE? —6BIU,

U, = (&= &)+ I LS
6 6(Bi&. — &, — Bi) &

Uy =1, +Upe €000 (1l (3.34)

g+, +o,
En donde se ha definido:

I,(r)=e, f e ey (3)d8 (3.35)

La concentraciéon promedio para la particula se obtiene integrando (3.33) de

acuerdo a la expresion (3.13):
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L V(1-&) PE(1-&) O (Bi+2-Big)-6BiU,
)= 0 6 Bif, —Bi—¢&

1-£ 4 (1;50 ) (3.36)

6

Cuando &, =0en las ecuaciones (3.33) y (3.34), se obtuvieron las expresiones

para el caso en el cual hay presencia de reactivo en toda la particula.

Radio critico
A partir de la condicidon de frontera (3.15), se obtuvo la siguiente expresion que

permite determinar el valor del radio critico:
20°(Bi—1)&) —30°Bi&} + ®° (Bi+2)-6BiU, =0 (3.37)
Mediante la ecuacion (3.37) se puede obtener el valor del radio critico de forma

numérica, para lo cual se necesita la expresion (3.34).
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Fig. 3.8 Aparicion del radio critico para diferentes valores del nimero de Biot 7 =1.0
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Condicion para la existencia de reactivo en toda la particula

Para garantizar la existencia de reaccion en toda la particula, la concentracion en
el centro de la misma debe ser igual o mayor a cero. Si lo anterior ocurre el radio critico
es igual a cero. Al realizar las consideraciones anteriores a la ecuacion (3.29) se lleg6 al

siguiente resultado:

2 T
0< —E—i-i- Ufoe‘(%)r _{_i[e‘(%)r _ 1] + %9_(%)1"‘ Uin (IB) e(%)ﬂdﬁ (338)

6 ¢p . ¢n 0
Cambiando la desigualdad por una igualdad y rearreglando la ecuacién anterior se

obtiene:
, (L, +Ue " )6Big,
0, (Bi+2)+29, (1-e7)

(3.39)

Mediante la ecuacion (3.39), se puede determinar para que conjunto de valores del
moédulo de Thiele y nimero de Biot, existe reaccion en toda la particula y para cuales se

presenta un fendmeno de agotamiento del reactivo.

7=0.01

7=0.001

80 100

Fig. 3.9 Semiplanos de existencia de reaccion en toda la particula y presencia de una zona
muerta en las particulas a diferentes tiempos. La region que se encuentra arriba de
las curvas representa la aparicion de una zona muerta, mientras que la que se

encuentra abajo garantiza la reaccion en toda la particula.
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A partir de la figura (3.9) se puede concluir que todo el par ordenado de nlimeros
de Biot y mddulos de Thiele que se encuentren por debajo de las curvas garantizan la
presencia de reactivo en toda la particula, por otra parte, el conjunto de valores de los
pardmetros mencionados que se encuentren por encima de las curvas originan la

presencia de una zona muerta.

Funcion de alimentacion
Considerando una funcidn escaldn para la concentracion de alimentacion, el valor

de la integral en la ecuacion 3.35 se escribe como:

1, (7)== 1= g el (3.40)
g+o,+o,
en donde:
1 T>71,
A= (3.41)
0 <7,

Perfiles de concentracion

Los perfiles de concentraciéon obtenidos, se muestran en las siguientes figuras
(3.10) - (3.13). En las dos primeras, se muestran las variaciones con respecto al tiempo,
mientras que en las dos ultimas se presenta la variacion de la concentracion con respecto

al espacio.

35



1.0 S

(u,)

0.6

0.4-“

0.2

p £=1

0.0 . , . ; . ; . ;

Fig. 3.10 Perfiles de concentracion en estado cuasiestacionario, como funcion del tiempo.

Los valores de los parametros son: ¢, =10,¢, =0.1,Bi=1,0 =1

U
1.0 L
(v,)
0.8
0.6
v |
Ple
0.4 <l
0.2
0.0 . : : : : , . ,
0 2 4 6 8 10

Fig. 3.11 Perfiles de concentracion en estado cuasiestacionario, como funcién del tiempo.

Los valores de los parametros son: ¢, =10,¢, =0.1, Bi =100,® =3
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0.8

r=0.1

Fig 3.13 Perfiles de concentracion como funcion de la posicion 7 =1.0
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ESTADO TRANSITORIO
Finalmente, es de interés en el presente trabajo estudiar el caso en el que los
términos de acumulacion en los balances de materia no son despreciables. Para este caso,
las ecuaciones que describen el sistema pueden escribirse de la siguiente forma:

Para la particula:

oU oU
LN R e (3.42)
or &7 o o0&
Para el fluido:
au, [ ]
—L= ov.-Ulvo,), -U, (3.43)
Condiciones de frontera:
au, )
" Bi(U,|-U,)  ené- (3.44)
U,=finita en 0 <& <1 (3.45)
Y las condiciones iniciales son:
U,=Ug ent=0 (3.46)
u,=U, en 7=0 (3.47)

Reaccion en toda la particula
La solucion a las ecuaciones diferenciales se realizd, mediante el método de la

transformada de Laplace, y las soluciones obtenidas son las siguientes:

&i U.Dogo” _(UPO _U/O )’ll’f Sen(luné:)n—y,%r

= D,u; Sen(u,)

JrqD2Bi &l -, Se”(:“nf)[l—e_””z’J ii Sen(u,& ) |
& o Dy Sen(u,) | u é = D,Sen(u,) fo

U,(¢.7)=
(3.48)
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Para el fluido:

. S ]in . < /uj _¢n 1_67#52-
U,(r)= (pp(pnanZ:l: e +q)2(pszZ W ( - ]

nn n=1 n—ni"n lLll’l
( ) ) (3.49)
= ¢nUp - Up _Uj ILIVI P
+ Bl' 0 0 0 e M, T
v Z‘ H,A,D,
en donde:
A, =0, +0,- 1, (3.50)
B, =(p,—u; )(Bi-1)-9p, (3.51)
D, = B”2 1+B” —ﬂ+A”+Bi—1 (3.52)
2u, A, ) 4, 2
Y u, son las raices de la siguiente expresion:
S
A,,Cos(yn)wnM:o (3.53)
M,

Cuando 7 <1, se obtienen las condiciones iniciales, tanto en la expresion del
fluido como en la de la particula.
Para obtener una concentracion promedio, se usa la definicion dada por la

ecuacion (3.7). De tal forma que al realizar la integracion, se obtiene:

- [Upown—(Upo—UfO)ui]Xnn :

— 23R b T
(U,)= 331%‘, a7 e
(12-0,)X, (17 Ly (3.54)
2 'OO 'u”_ n n —e " '00 in‘™n
e Bl; D,u, [ Hy }33’;&,;&
en donde:
Bl’l
X, =1+— (3.55)

n
La evaluacién de las ecuaciones anteriores ha sido comparada con la solucién

numérica del problema, y los perfiles se presentan en las siguiente seccion.
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Zona muerta
Realizando el cambio en la condicion de frontera especificado anteriormente, la

solucidn a los balances de materia se puede escribir como sigue

Para el fluido:
0 A#wp

- 1
U,(t)=9,B> ——0, -
F(T) @, ’Z_“/J,fCN “ nZ:;ﬂchsen[/ln(l—fc)J u
+i A7 (U et 4+ JTU ( )e"f’d )
= CySen| p, (1-€,) ]\ pe ™) Unly V4

i ®,é A“Sen(u,)
1. CySen (&, Sen[,u,, 1‘@)] !
&l(1-8 Sen(#n)—ﬂncos(ﬂnﬂe

p= Cyp,Sen(u,é.) !
2(ppSen( ) A* p
A,Cos(2,E) (2, = 22)(B.~1)-g, |Sen[ 2,(1-E.) ]+ 2, (¢, + 9, - 2)) Cos[ 4, (£, -1)] ‘
2¢,8en[2,(1-¢,)] (1-B,)Sen(4,)~4,Cos(4,) p
4,Cos(26)  |[(2,-2)(B.=1)-0, |Sen[ 2,(1-£)]+ 4, (¢, + 0, - 2 ) Cos[ 4, (&.-1)]|
(3.56)
en donde, se ha definido:
A’ =(1-B,)Sen[ 5, (& ~1)]+5,Cos[ 8, (& -1)] 3:57)
O=uA
(3.58)

Po

0, =U e —<D2.[OT e dy
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Para la particula:

@

Bzgop§ Z 1 Sen[/ytn E-¢. }a)” o 2Bzg0p§ ZSen[u E- f
i s> Sen(p,&) Q" et E Sen(v,£.) QU"

2Bz(p ZSen[/l E-¢. ]Sen[i 1-¢&, ]a) O + Bi* (ppz Sen[,un —ggc)]@”n

A,Cos(A,E.) A" Ql" & &dyC, A"
_2Bz ®, ZL Sen[un f_é)}@u”—Bi%i Sen[,un E-¢& ]O”
& &E 0 Q & &G, Sen[p, (1-¢,)]

& 1.C, Sen(p,&.) Senl:,un C):I &1, Cos(A,E,) Q'

, Bi, Z Sen[,un (&- f J‘ U 7)6"7d7/+2§ ZSen[U,, S—¢ ][ " 1)]]6)””

CSen[,u 1— 5 E,Cos(v,) Sen[un (& -

2Sen[ﬂn (E=¢)]( 0"\ <O BiU, Sen[p,(6-8)] 0 <2BiSen[v,(E-¢)]
- £Cos(4,) [Ai"j@) +; &C, Sen[,un(l—‘fc)]c +Z & Sen[vn(/fc—l)]o

28~ () ’ 22 e |2 '
EZ e[ Soma

. Bil.p, iSen [,un E-¢& ] Sen (1, ) o — Bigp,Sen(4,) (Sen [Zn (}f—fc)]]@ﬂ”

(3.59)
en donde:

A’ =(1-B,)Sen[ 5, (£, ~1)]+6,Cos[ 5, (£ -1)] 5= (3.60)

@ =U, e ~’ jore’a”’d;/ (3.61)

=(1-B,)Sen(s,)-8,Cos(5,) 8=u,A (3.62)

A% — [(gp —53)(Bi—1)—(pp]5en[5n (1-&)]+6,Cos[ 3,(&£.-1) ] S=pA (3.63)

Debido a la complejidad involucrada al evaluar las soluciones analiticas para este
caso, los perfiles presentados en secciones posteriors se basan en las soluciones obtenidas

de forma numérica.

41



Solucion numérica
Mediante la solucion numérica del problema considerando una funcion escalén
como alimentacién, se obtienen los perfiles mostrados en la fig. 3.14. Puede notarse que

los comportamientos son los descritos considerando cuasiestadoestacionario.

0.9 U
0.8

0.7 4

w)

0.4+

concentracion

0.3+
0.2

0.1+

0.0 . , . ; . ; . ;

Fig. 3.14 Perfiles de concentracion en estado transitorio, como funcién del tiempo. Los

valores de los parametros son: ¢, =10,¢, =0.1,Bi =1,® =1
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3.2 CINETICA DE MICHAELIS MENTEN

En un gran namero de situaciones, la adsorcion juega un importante rol y la
velocidad de reaccion quimica es representada por modelos del tipo de Michaelis

Menten.

Cuasiestado estacionario

Debido a la no linealidad de la ecuacion de balance para el reactivo en la ecuacion
de la particula, y al interés existente por obtener métodos aproximados para la solucién
de este tipo de sistemas, en este estudio se plantea en primera instancia la solucion del
sistema en estado cuasiestacionario; de tal manera que los balances de materia para el

componente clave pueden ser escritos en la siguiente manera:

Para la particula:

oU U
Lz Ol g 22 |g (3.64)
&l o0& o0& 1+kU,
Para el fluido:
Wi ol v+ [U\ —U] (3.65)
d’l' - (on in f (Dp Pleo f .
Condiciones de frontera:
U,= Finita en £=0 (3.66)
ou, )
-—F=BiU,|,, U, ené =1 (3.67)

0g
Y las condiciones iniciales son:

U,=Ug ent=0 (3.68)

U =U en0<E<1 (3.69)

P PO
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El uso de la técnica numérica de diferencias finitas permite resolver las
ecuaciones diferenciales, de tal manera que los perfiles obtenidos se muestran en la figura
(3.15). La tendencia de los perfiles es la misma que la obtenida por Marroquin y col.
(2002) para una cinética de primer orden, ademas de la presentada anteriormente

considerando una cinética de orden cero.

1.0 - Uf
0.9
0.8 U” =l
0.7
S -
‘S 0.6 <U >
© | P
S 05
s} 4
S 044
(&) .
0.3
0.2
0.1
0.0 , r , r , r , r
0 2 4 6 8 10

Fig. 3.15 Perfiles de concentracion en estado transitorio, como funcion del tiempo. Los

valores de los parametros son: ¢, =10,¢, =0.1,Bi =1,0 =1

Solucion completa

En esta seccion se ha denominado solucién completa a la obtenida considerando
los términos de acumulacion presentes en los balances de materia. La solucion numérica
de tales ecuaciones fue obtenida mediante el método de diferencias finitas y en el
Apéndice E se presentan los detalles de la discretizacion de las ecuaciones.

La constante de adsorcion representa la facilidad o dificultad con la que se
adhieren las moléculas a la superficie del solido, es decir, si el valor de la constante es
grande, habra una gran cantidad de reactivo en el solido disponible a reaccionar y sobre
todo poca cantidad de reactivo en los poros del catalizador debido a la reaccion, sin
embargo, cuando el valor de tal variable es pequefio se presenta poca cantidad de reactivo

en el catalizador y la reaccion se ve detenida por este efecto, originando una mayor
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cantidad de reactivo en el material poroso. Este comportamiento se muestra

esquematicamente en las figuras (3.16, 3.17).

0.9 U
08- U

0.7 4

0.6—-
05] (U)

0.4 4

Concentracion

0.3 4
0.2+

0.1+

oo 77—

Fig. 3.16 Perfiles de concentracion en estado transitorio, considerando una cinética M-M
y una funcioén de alimentacion tipo escalon. Los valores de los pardmetros son:

Bi=1,® =1Lk =0.5

0.9

] U ‘
0.8 Plea

o )

0.5

concentracion

0.4+
0.3+
0.2

0.1

0.0 . , . ; . ; . ;

Fig. 3.17 Perfiles de concentracion en estado transitorio, considerando una cinética M-M
y una funcion de alimentacion tipo escalon. Los valores de los pardmetros son:

Bi=1,® =1k =0.01
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3.3 FACTOR DE EFECTIVIDAD

Orden cero

Es uno de los objetivos de este trabajo, obtener los comportamientos del factor de
efectividad para los casos estudiados anteriormente. Con este objetivo, se retomard la
definicion del factor de efectividad interno (dada por Aris, 1975).

El factor de efectividad se define como la velocidad de reaccion real dividida por
la tasa de reaccion en la cual los fendémenos de transporte no existen, es decir, como si la

reaccion se llevara en la superficie de la particula:

I RdV
n=—"——— (3.70)
_[ R av
Para una cinética de orden cero el factor de efectividad se define en la siguiente
forma:
I kdv
n= (3.71)
.[ kdv

Debido a que se considera una ecuacién en la que solo existen cambios
importantes en una direccion, la ecuacidon anterior puede ser arreglada en la siguiente
forma:

j kEde
=k (3.72)

m=—
[ keae

0

Al realizar la integracion en la ecuacion anterior, se obtiene:
3

n=1-& (3.73)
Mediante la ecuacion anterior se puede determinar el valor del factor de
efectividad, para los tres procesos estudiados, es decir, estado estacionario,
pseudoestacionario y transitorio; ya que solo es necesario sustituir las expresiones

obtenidas para el radio critico en (3.73); y asi determinar el valor del factor de

efectividad.
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En la fig: (3.18) se muestra el comportamiento del factor de efectividad con

respecto a la variacion del radio critico.

.,
0.5 4 \\
Y
o5 ) \\
LY
b 1
LY
=
04 =
h 1
LY
At
0.2 \
£ Y
k!
0.0 . : ; : \‘
0.0 0.2 0.4 0.5 0.8 1.0

Fig. 3.18 Comportamiento del factor de efectividad con respecto a la variacion del radio

critico

A partir de la figura (3.18) se puede notar la presencia de tres zonas:

1) Cuando la resistencia difusiva no es importante, se presenta el caso en el que

existe reaccion en toda la particula, es decir , £, =0 y el valor del factor de

efectividad es igual a 1

2) Cuando los fendomenos de transporte adentro de la particula son importantes,

se presenta el fenomeno de agotamiento, y por lo tanto el valor de & =0, lo

cual origina que el valor de 7 sea diferente de 1

3) Finalmente, cuando la velocidad de reaccién es suficientemente rapida,

comparada con el proceso difusivo, el reactivo no penetra a los poros del

catalizador, provocando que el valor de 7 sea igual a cero, es decir, la

reaccion se lleva a cabo en la superficie de la particula.

ESTADO ESTACIONARIO

Anteriormente se obtuvo una expresion implicita para determinar el valor del

radio critico (ecuaciones 3.16-3.20). La solucion numérica de dicha ecuacion permite
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determinar el valor del radio critico, para diferentes modulos de Thiele. La sustitucion del
valor del radio critico en la ecuacion (3.73) permite obtener valores del factor de
efectividad.

En la figura 3.19 se muestra el decremento del factor de efectividad con respecto
al incremento del médulo de Thiele. Cuando la resistencia externa a la transferencia de
masa es pequefia se origina un retardo en la caida de la curva del factor de efectividad

comparada con un sistema en que dichas resistencias son importantes.

0.14

0.01

Fig.3.19 Variacion del factor de efectividad con respecto al modulo de Thiele.

Dicho decaimiento se debe a la aparicion de un radio critico dentro de la particula

catalitica, como se muestra en la figura 3.19.
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Fig. 3.20 En la figura se muestra la caida del factor de efectividad con la aparicién del
radio  critico, Los valores de los pardmetros usados  son:

¢,=0.1,¢0,=10,Bi=0.1.

ESTADO CUASIESTACIONARIO

Sustituyendo el valor del radio critico obtenido mediante la ecuacion (3.37) en

(3.73), lleva a la obtencion de los siguientes perfiles para el factor de efectividad:
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0.1

0.014

Fig. 3.21 Comportamiento del factor de efectividad con respecto a la variacion del

moédulo de Thiele, para un 7=0.001

Bi=10
0.1
] Bi

Il
—_

n ] Bi=0.1

0.01 4

Fig. 3.22 Comportamiento del factor de efectividad con respecto a la variacion del

modulo de Thiele, paraun 7=1.0
En las figuras 3.21 y 3.22 puede notarse que a medida que el tiempo avanza, la

caida del factor de efectividad se retarda, esto debido a que en 7=0, el valor de la

concentracion en la particula es cero. Conforme el proceso transcurre la concentracion en
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la particula es mayor a cero y por lo tanto debe ocurrir una reaccion mas rapida para que

pueda presentarse la zona muerta.
Por otra parte, al realizar una comparacion entre los perfiles del factor de
efectividad en estado estacionario y pseudoestacionario, se nota que el estado

estacionario es alcanzado paraun 7 =1.

Michaelis Menten

El comportamiento del factor de efectividad para este tipo de cinética se obtuvo
numéricamente, y se muestra en la figura 3.23. A tiempos cortos existe poco reactivo en
la particula, por lo que la reaccion tiende a ser minima, pero conforme empieza a existir
mayor cantidad de reactivo en los poros (tiempos grandes), el factor de efectividad

aumenta su valor ya que existe mayor reaccion.

0.9 1

0.8 —- /
0.7 —-
0.6 —-
05-
04-
0.3 —-
0.2 —-

0.1 4

0.0 T T T T T T T T

Fig. 3.23 Comportamiento del factor de efectividad con respecto a la variacion del tiempo

para tres valores de la constante de adsorcion (adimensional) Bi =1, =1
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COMPARACION DE LOS PERFILES DE CONCENTRACION

Orden cero

En la figura 3.24, se presenta una comparacion entre el sistema en estado

pseudoestacionario (obtenido de forma analitica) y el transitorio (obtenido de forma

numérica) para este tipo de cinética.

Concentracion

1.0 4
0.9-_ Uf
0.8 U
0.7 H p £=1
1,
0.6/, -4~ -=
A U
—|n
0.5 ] vl »
04,
G
03
U
T
0244
4 . N
0.4 Transitorio
E - - - - Pseudoestacionario
0.0 T T T

g

6 8

Fig. 3.24 Comparacion de los perfiles de concentracion en estado cuasiestacionario y

transitorio, para una alimentacion tipo escalon. Los valores de los parametros

usados son: ¢, =0.1,¢, =10,Bi=1,0 =1

Michaelis Menten

El resultado de la comparacion del estado cuasiestacionario con el transitorio para

esta cinética se presenta en la figura 3.25, en donde el estado estacionario es alcanzado

primeramente por el cuasiestacionario, ya que bajo esta consideracion se manejo en un

aparente estacionario la ecuacion de balance de la particula.
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0.1+

0.0 . , . , . , . ,

Fig. 3.25 Comparacion de los perfiles de concentracion en estado cuasiestacionario y
transitorio, para una alimentacion tipo escalon. Los valores de los parametros

usados son: ¢, =0.1,p, =10,Bi=1,® =1,k =0.01

Comparacion entre las tres cinéticas

Finalmente en la figura (3.26) se presenta una comparacion entre los perfiles de
concentracion en la superficie de la particula y promedio, para tres diferentes tipos de
cinéticas: primer orden, M-M y orden cero. Como era de esperarse, los perfiles obtenidos
para una cinética M-M, se encuentran en medio de las cinéticas de primer orden y orden
cero. A medida que el valor del producto de la constante de adsorcion por la
concentracion es mayor a uno, los perfiles de la cinética M-M, tienden a acercarse a los
de la cinética de orden cero. Por el contrario, cuando el producto mencionado tiende a
cero, los perfiles de la cinética M-M tienden a acercarse a los obtenidos para una cinética

de primer orden.
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b)
Fig. 3.26 Comparacion de los perfiles de concentracion considerando tres tipos de
cinéticas diferentes y una alimentacion tipo escaléon. Los valores de los

parametros usados son: ¢, =0.1,9, =10,Bi=1,0 =1
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Concentracion

Fig. 3.27 Comparacion de los perfiles de concentracion considerando tres tipos de
cinéticas diferentes y una alimentacién tipo escalon. Los valores de los

parametros usados son: ¢,=0.1,¢0,=10,Bi=1,0 =1

Por otra parte, en el caso de la concentracion del fluido se encontré que
practicamente es el mismo perfil para las tres cinéticas (Fig. 3.27). Este resultado es de
amplia importancia, ya que en el caso de experimentos dindmicos lo que se mide en el
reactor es la concentracion a la salida. Por consiguiente, en base a estas resultados se
puede concluir que cinéticas complejas (M-M) se pueden modelar como cinéticas mas

sencillas (primer orden u orden cero).
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CONCLUSIONES

Se ha resuelto un problema de difusion-reaccion en un reactor continuo de tanque
agitado considerando cinéticas del tipo de Michaelis-Menten y de orden cero. Los
resultados se presentaron para la concentracion promedio y superficial en la particula

ademas de la concentracion en el fluido.

Cinética de orden cero

Para el caso del orden cero se obtuvieron expresiones analiticas para los perfiles
de concentracion y para el factor de efectividad; estas expresiones consideran las
resistencias interna y externa a la transferencia de masa y permiten el uso de cualquier
funcién de alimentacion. Para este tipo de cinética los perfiles de concentracion en la

particula presentan valores negativos para algunas combinaciones de los pardmetros

involucrados en la descripcion fisica del problema (Bi,CD,(pn,(pp,r). La aparicion de

dicha region se debe a que la velocidad de reaccion es mucho mas rapida que la velocidad
de difusion, de tal modo que el reactivo no tiene tiempo para difundirse en todo el poro.

Ya que se presenta una zona muerta en la particula, su aparicion tiene una repercusion
directa sobre la determinacion del factor de efectividad, por lo cual su evaluacion se
realizé de tal forma que se despreciara dicha zona. En base a este fendmeno se ha
encontrado la presencia de tres zonas. Cuando la velocidad de reaccion es mucho mas
lenta que la velocidad de difusion, el radio critico es igual a cero y el factor de efectividad
es igual a uno.. El segundo caso se ha presentado cuando la tasa de reaccion es mucho
mas rapida que el proceso difusivo, obteniéndose un valor para el radio critico de uno y
por lo tanto el factor de efectividad es cero (la reaccion se lleva a cabo en la superficie de
la particula). Finalmente cuando ambos fendmenos son del mismo orden de magnitud, el
radio critico tiene un valor entre cero y uno y el factor de efectividad es diferente de uno,
por lo cual solo se ocupa una parte del catalizador. Asimismo se han presentado los
criterios bajo los cuales es posible que se presente o no una zona muerta en las particulas,

ademas de expresiones analiticas para determinar el valor del radio critico.
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La comparacion de los perfiles en estado cuasiestacionario y transitorio, presentan
desviaciones apreciables en la region correspondiente a tiempos pequeios. Por otra parte,
los resultados obtenidos para el estado estacionario son los mismos para el estado

cuasiestacionario paraun 7 =1.

Cinética de Michaelis-Menten

Al comparar los perfiles para las cinéticas de orden cero y M-M, con los
obtenidos por Marroquin y col. (2002), para una cinética de primer orden, se encontrd
que los perfiles de concentracion promedio y en la superficie de las particulas,
considerando una cinética de Michaelis —Menten, se encuentran acotados por los perfiles

considerando cinéticas de primer orden y de orden cero.

Los resultados obtenidos para la concentracion del fluido, muestran que los
perfiles de las tres cinéticas son practicamente iguales, para los valores usados de los
parametros. Lo anterior tiene influencia directa en los desarrollos experimentales, ya que
en estas situaciones, es de interés la determinacion de la variacion de la concentracion del
fluido. En nuestro trabajo se muestra que no es posible diferenciar la expresion cinética
que sigue la reaccion; lo cual posibilita el modelar cinéticas complejas como la M-M

mediante cinéticas sencillas como son la de primero orden y la de orden cero.
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NOMENCLATURA

A JOUR] ’ 2
Area volumétrica de la particula, m*/m’

Area interfacial particula-fluido, m*

Concentracion promedio de soluto en el fluido, mol/m’

Concentracion inicial del soluto en el fluido, mol/m’

Concentracion promedio intrinseca en la particula, mol/m’
Concentracion inicial del soluto en la particula, mol/m’

Constante de velocidad de reaccidon para una cinética de orden

2
cero, mol/s.m
Constante de velocidad de reaccion para una cinética de Michaelis-
Menten, m/s

Constante de adsorcion m’/mol

Coeficiente de transferencia de masa, m/s

Difusividad efectiva, m*/s
Numero de Biot

Variable radial de la particula, m

Velocidad de reaccion del componente A por unidad de area

superficial de catalizador mol/m®.s

Radio de la particula, m

Tiempo, s

3
Volumen del reactor, m
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LETRAS GRIEGAS

&
&,
gc
2 a,kyr, pz
" eD,C
2
(DMZ — aka rp
eD,,
2
v, =—02
g,uDefz-R
2
w = Apk,ty
? VeyD,,
UP
U,
Uin
o
T
2-R
SUBINDICES
A
f
in

Fraccion hueca en la particula

Fraccion volumétrica de la fase fluida

Radio adimensional

Radio critico adimensional

Modulo de Thiele para una cinética de orden cero

Modulo de Thiele para una cinética de Michaelis-Menten

Parametro de intercambio del fluido

Parametro de intercambio fluido-particula

Concentracion adimensional en la particula
Concentracion adimensional en el fluido

Concentracion adimensional en la entrada del reactor

Fraccion de la superficie catalitica cubierta por reactivo
Tiempo adimensional

Tiempo de residencia en el tanque, s

Referente al reactivo A

Referente a la particula
Referente al fluido

Entrada del reactor
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APENDICE A

Adimensionalizacion

Las ecuaciones de balance de materia para el componente clave pueden escribirse

como sigue:

Para la particula:

—a,R (A.1)
Para el fluido:

g, )" _ L(cm ()-(c,)" )+A—If’kf(<C#>#

ot Tp

r=r,

_ <cﬂ>“J (A.2)

Las ecuaciones anteriores estan sujetas a las siguientes condiciones de frontera:

—D, @ =k, ((cﬂ}” - <Cﬂ>”] enr=r,  (A3)
el
() =¢(c,) enr=r, (A4)

Las condiciones iniciales para las ecuaciones (A.1) y (A.2) son:

c,)' =cC ent=0
(€)= Con (A.5)
<Cy>7=Cy0 para0<r<r,
Definiendo las siguientes variables adimensionales:

c,) c,y D,

Uf=—< ”Z ; Up:—< 7*> ;o T=t— £== (A.6)

C r

& 4 4 P P

Aplicando las variables adimensionales a las ecuaciones (A.1) a (A.5), se obtiene:

EE C*D oU 1 4 k CcCU —-eCU A
o S * — : L , *
%_ _|:8C7Um gCyUf]+ V” f[é P pL:l ¥ f:| (A7)

r or 7,

dividiendo entre 5C; , y rearreglando:
ou, r, Ak,
-——[v,- U,]+—[Up\§:1 —Uf} (A.8)

ot &£,7, D eV

A.l



o de otra forma

ou,
—L=0,[U,-U,]+0, [Up‘g_l —Uf} (A.9)
en donde se han definido los siguientes pardmetros de intercambio:

Pardametro de intercambio del fluido:

2

= A.10
. 57D, (A.10)
y el parametro de intercambio fluido-particula:
A k1’
PP
= A.ll
P, D,V (A.11)
Sustituyendo las variables definidas anteriormente en la ecuacion (A.3):
eD,,C, oU . .
-k [eqU |, e | (A.12)
r, 0§ e=l
dividiendo entre EC; , y rearreglando:
ou, k;r,
——=-—[Up\ —U/} en &= (A.13)
o D, &=l
o de otra manera:
oU
_ P:B{U \ —UJ (A.14)
af Plg= .
en donde se ha definido el numero de Biot como:
k .
B - Ty _ Transporte por conveccion (A.15)

"D

o Transporte por difusion

Es importante notar que en las dos adimensionalizaciones anteriores la ecuacion
(A.4), ya ha sido empleada.
Por otra parte, para las condiciones iniciales se tiene:

U,=U; ent=0 (A.16)

U,=U, en0<E<L] (A.17)

A2



Finalmente, se adimensionalizara la ecuacion de la particula, para ello se consideran

las dos cinéticas a estudiar.

ORDEN CERO
Para este caso la ecuacién (A.1) puede ser escrita como:

o) oy 1ofptle) )

& = — )
ot 2 or or

Sustituyendo las variables adimensionales, se llega al siguiente resultado:

eC'D ., oU C’ oU
re po_ 1 0 (rpzé;z_y pj_ak

ELy— >, Az vito
rp2 or rpzfz rpﬁf r, o0&

Rearreglando

ou, =ii ,oU, B avkorp2
or  &E2 o0& o0& DefgC;

definiendo el mddulo de Thiele como:

O = a,kyr; _ Velocidad de reaccion
0 DefgC; Velocidad de difusion

Por lo que se puede escribir la ecuacion diferencial de la siguiente manera:

ou, 1 a[ 2aUp] s
=——|&—2L|-0
or £ oE\” o

Michaelis Menten

En este caso el balance de materia para la particula se escribe como:

2ley L, 1ol o), nie)
ot T or or ’ 1+K<Cy>y

Usando las variables expresadas anteriormente, se obtiene:

v ef e _r__ P
2 - ef 2¢2 P
r or r & rpaf r, o0&

¢C'D, 0U, 12 (rz ,C aUp]_ CU

A3

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)



Simplificando se llega a:

2
ou, 1 0(n ou, _ akyr, U, (A25)
or & O o0& eD, 1+kU,
Para este caso el modulo de Thiele es definido como:
k 2
@2 = LT (A.26)
eD,,
y agrupando la constante de adsorcion con la concentracion caracteristica:
k, = KC; (A.27)

Por lo que se llega a la siguiente expresion que representa la ecuacion diferencial
adimensional para la particula:

oU oU U
» :Lz Ol | g (A.28)
or £ oE\” o 1+ kU,
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APENDICE B

Solucion de las ecuaciones diferenciales en estado estacionario

Reaccion en toda la particula

Anteriormente se ha mencionado que para este caso los balances de materia para un
componente clave pueden escribirse en la siguiente forma:

Para la particula:

dU
a2 | g =g (B.1)
& | dé dé
Para el fluido:
0,[U.-U, J+0,|U,|, U, |-0 (B.2)
Condiciones de frontera:
dUp . B
S Bz(UpL:l —Uf) en =1 (B.3)
U,= Finita 0<&<1 (B.4)

Integrando dos veces la ecuacion (B.1) se obtiene:

Up:%z§2+A+§ (B.5)
Usando la condicion de frontera (B.4) en la ecuacion anterior, se llega al siguiente
resultado:
B=0 (B.6)
y por lo tanto:
U, :%2§Z+A (B.7)

En la superficie de la particula (£ =1) la ecuacion (B.7) puede escribirse como:

CDZ
p\ézl =——+4 (B.8)

Por otra parte, rearreglando la ecuacion del fluido para U, permite obtener:

o U
U=— 2 e (B.9)
" ot0, o,+0,

B.1



Después de sustituir (B.8), (B.9) y la derivada de (B.7) en la condicion de frontera
dada por la ecuacion (B.3), se obtiene el valor de la segunda constante, es decir:

. 2
A:3Bl¢nUin_CD (¢n+¢p)_¢;2
3Big, 6

(B.10)

Al introducir (B.10) en (B.7), se obtiene la ecuacion que describe el perfil de
concentracion para la particula:

D ) D2
U =U, ——|1+-2 |+—(&2-1 B.11
,=Us 331.( %j 6(5 ) (B.11)

Por otra parte, la sustitucion de (B.10) en (B.8), y esta a su vez en (B.9) permite

encontrar la ecuacion que describe el perfil de concentracion para el fluido:

q)Z
U, =U, ——2 (B.12)
3Bip,

Definiendo una concentracion promedio como:

f U,&dé
(U,)=2 (B.13)

Introduciendo la ecuacion (B.11) en la (B.13), se obtiene, después de realizar la
integracion:

v,)=U, -2 |1+

B.14
m 3Bl. ( )

2| 2
o, 15

Agotamiento del reactivo

Para considerar el agotamiento del reactivo, es necesario cambiar la condicién de
frontera dada por la expresion (B.4) por la siguiente:

U,=0 en &=¢, (B.15)

La solucion a la ecuacion diferencial de la particula ha sido obtenida previamente y

esta dada por la ecuacion (B.5). En dicha ecuacion es posible evaluar la condicion de

frontera descrita por (B.15), de tal modo que esto conduce a:
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Después de derivar la ecuacion (B.5) con respecto a la posicion y sustituirla en
(B.3), ademas de evaluar las ecuaciones anteriores en &£ =1, se obtiene el valor de las

constantes:

29° +*Bi — O’ BiE? — 6BiU
S| S ()é (B.17)
6(Bi&, — &, — Bi)
20’ +®°Bi — D’ Bi&’ —6BiU, &>
_ (P Bis. —6BIU, @ (B.18)
6(Bi&, — &, — Bi) 6

Sustituyendo (B.17) y (B.18) en (B.5), se obtiene:
29 +@’Bi— O’ Bi&? —6BiU, |
6(Bi&, — &, — Bi)

Evaluando la ecuacion (B.19) en £ =1 y sustituyendola en la ecuacion del fluido se

U, :%(52_53)4_ (B.19)

Se
g

llega al siguiente resultado:
20° +&*Bi —D’Bi&? —6BiU,
6(Bi&, — &, — Bi)

La ecuacioén anterior puede ser rearreglada, de tal forma que se obtiene:

U,
¢7‘l m + ¢}’l

32(1—52)+
o, +to, o, +o, ‘

U, =
A 6

(1-¢. )} (B.20)

@2 1— 2 @2 2+B—B 2
U, =By v 1<) + ( - &)e (B.21)
(0, +9,)1+0) 6(p, +0,)1+) 6Bi(1+o)
En donde:
¢, +o¢,|Bi§,—& —Bi :

Si se define la concentracion promedio como:

fUpézdf
<Up>: & (B.23)

f &dé

Al sustituir el perfil para la concentraciéon puntual en la ecuacion (B.23), se

encuentra la siguiente expresion para la concentracion promedio:
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-2)

—O°E +

®*(2+ Bi— Bi&? )~ 6BiU,
4(Bi&, — & — Bi)

B4

©*(2+ Bi— Bi&? )~ 6BiU,

& (1-

BiE —& —Bi

&)

(B.24)



APENDICE C
Solucion de las ecuaciones diferenciales en estado cuasiestacionario
Reaccion en toda la particula
Para este caso el problema puede escribirse de la siguiente forma:

Para la particula:

dU
iz i EF—L2|-d*=0 (C.1)
¢ | dé dé
Para el fluido:
Y v, -u,] [U U] C2
d—z__¢n in ya +¢P pL:l_ f ( : )
Condiciones de frontera:
au, )
i -5i(U,|-U,) &=l (C.3)
U,=Finita en =0 (C.4)
Y la condicidn inicial es:
U,=U, ent=0 (C.5)

La solucion a la ecuacion diferencial de la particula ha sido obtenida anteriormente

(estado estacionario) y a continuacion se escribe:
o,
Up = ?é: + A (C6)

En la ecuacion (C.6) ya ha sido evaluada la condicién de frontera dada por la
ecuacion (C.4). Para poder evaluar el valor de la otra constante, es necesario evaluar la
ecuacion (C.6) en la superficie de la particula y la derivada de (C.6). Al sustituirlas en

(C.3) se obtiene:

2 2
Y I (C.7)
3 6
Despejando A:
D @°
A=——-—+U C.8
3Bi 6 7 (C-8)
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Sustituyendo (C.8) en (C.6):

o’ RO
U =—¢&—— — 41U C.9
"6 3m 6 T (€5
Evaluando la ecuacion (C.9) en la superficie de la particula, es posible sustituirla en

la ecuacion para el fluido (C.2):

du ., oM7)

S P
—L+oU,=pU. —
dr i "M 3Bi

(C.10)

La solucion de la ecuacion (C.10) se obtiene mediante el método de la transformada

de Laplace, y esta dada por:

Uf — Ufoe‘(fﬂn)f +i|:e—(%)f _ 1} + (Dne—(%)fj‘ Uin (ﬂ)e(%)ﬂdﬂ (Cl 1)
' ' , 0

— ®2 2 Z’ _((pn )T 2’ _(¢H)T _((pn )Z- ’ ((pn)ﬁ

U, _?(5 —1)—¢—p+Uf0e +¢—n[e ~1]+p,e U (B)e”’dp (C.12)
En las ecuaciones anteriores lamda se calcula mediante:
@2
A=— D (C.13)
3Bi

Para obtener la concentracion promedio, es necesario integrar (C.12) de acuerdo a la

expresion definida por (B.13). De tal modo que se obtiene:

®* 2 (o AT o :
<Up>:—g—¢—p+Uf0e (o) +(p—n[e 1]+ g,e ) J-O U, (B)"dp  (C.14)

Agotamiento del reactivo
Este caso se considera al cambiar la condicion de frontera dada por la ecuacion

(C.4), por la siguiente expresion:

Uu,=0 en =&, (C.15)
Para este caso la solucion a la ecuacion diferencial de la particula se escribe como:
o, A4
U, =—¢& ——+8B C.16

y usando la condicion de frontera dada por (C.15), se obtiene:

C2



Mediante la ecuacion (C.3), puede obtenerse el valor de la otra constante, el cual

después de algunos pasos algebraicos es:

 @*(Bi+2-Big})—6BiU,

C.18
6(¢.Bi—Bi—¢) ‘ (C.18)
Sustituyendo (C.18) en (C.17):
2 ®* (Bi+2— Bi&?)—6BiU
B:—(Ilgpr ( &) ! (C.19)

6 ¢ 6(&Bi—Bi—E)E
Introduciendo (C.19) y (C.18) en la ecuacion (C.16) se obtiene la siguiente solucion

para la particula:

(C.20)

P> 29’ +@*Bi —P*BiE? — 6BiU,
U, =8 -8)+ b OB, &

6(Bi&, — &, — Bi)

Evaluando (C.20) en & =1, y sustituyéndola en la ecuacion del fluido, se llega a:

U,
—L=oU,to-(g+0,+0,)U, (C21)
En donde:

P* 2\ 20° +®°Bi — O’ Bié?
—¢ |—(1—- < (1— C.22
0=0, -8 e ) ;)} (C.22)

Bip (1—

g— i, (1-¢.) (C.23)

(Bi&. — &, — Bi)
Mediante el método de la transformada de Laplace es posible resolver la ecuacion

(C.21), con lo cual, se obtiene:

Uy =1, +U e 00 (1l (C.24)
‘ ' g§+¢,to,

En donde se ha definido:

L, =g, f e ey (B) (C.25)
0
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La concentracion promedio para la particula se obtiene integrando (C.20) de
acuerdo a la expresion (B.23):
*(1-&) @& (1-&) @ (Bi+2-Bi&)—6BiU,

<U > 1—§f_§c(1—§3)
, 10 6 Bié —Bi—¢

6 4

(C.26)
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APENDICE D
Solucion de las ecuaciones diferenciales en estado transitorio
Las ecuaciones que describen el balance de materia, se expresan a continuacion:

Para la particula:

oU oU
pziz 9 g—L|-o (D.1)
or &7 0 o0&
Para el fluido:
I, _ ., -u,]+ [U\ —U] (D.2)
dT - ¢n n I ¢p P &=l f .
Condiciones de frontera:
8Up B ( ) B
i Bi Up‘gzl ~U, ené =1 (D.3)
oU
=0 en £=0 (D.4)
0g
Y las condiciones iniciales son:
Uf = Ufo ent=0 (D.5)
Up=Up0 en0<E<L] (D.6)

Para obtener la solucion a este problema se hard uso del método de la transformada
de Laplace, de tal modo que al aplicar dicho operador a las ecuaciones diferenciales (D.1) y

(D.2), se obtiene:

_ dU 2
§O, U=t | L2 || P (D.7)
P g dé dé s
Y para el fluido:
sU,~Uy=00,+9,0,|_ (0. +9,)T, (D.8)

Realizando las operaciones indicadas en la ecuacion (D.7), se puede reescribir de la

siguiente forma:

d*U au,  _ 2
2 2% g U+ 2 (D.9)
dg” & d¢ s

Realizando el siguiente cambio de variable:

D.1



_ d?
a):SUp_UpO-’_T (DIO)

Calculando las siguientes derivadas:

du

do_ & (D.11)
aé  dé

2 d’U
7o_ 7 (D.12)
dé dé

Sustituyendo (D.10), (D.11) y (D.12) en (D.9):

2
di’ﬁd—“’—sa):o (D.13)
aé” &dé

Una forma muy util de resolver la ecuacion (D.13), consiste en proponer el

siguiente cambio de variable:

W= @ (D.14)
¢
Y la primera y segunda derivada son:
do :L—iz (D.15)
a & ¢
2 " '
d ‘;’zf —%+% (D.16)
s ¢ & ¢
Sustituyendo (D.14),(D.15) y (D.16) en (D.13):
LA =0 (D.17)
s <
Multiplicando la ecuacion anterior por &, se obtiene:
f"=sf=0 (D.18)

La solucion general a la ecuacion diferencial (D.18) esta dada por:
f=Ael + e (D.19)
Para encontrar el valor de las constantes se aplicara la condicion de frontera dada

por la ecuacion (D.4), pero antes de ser usada, es necesario aplicarle el operador de Laplace

a dicha ecuacion:

dUp—O =0 D.20
e en &= (D.20)
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Ya que la ecuacion (D.19) es una expresion para [, es necesario cambiar la

variable presente en la ecuacion (D.20) a la variable antes mencionada, es decir, se puede

expresar (D.20) en la siguiente forma:

i(ijzo en £=0 (D.21)
dg\ ¢
Dividiendo (D.19) entre & y derivando con respecto a la misma variable, se
obtiene:
Jsé —Js&
i[iJzAi ¢ lipdle (D.22)
g\ & g\ ¢ g\ ¢
Al derivar y aplicar la condicion de frontera dada por (D.21) se obtiene:
A=-B (D.23)

Por lo tanto, la solucion a la ecuacion diferencial esta dada por:
f=4 (eﬁf - e-ﬁé) (D.24)

Usando funciones hiperbolicas, y regresando a la variable original, la ecuacién

(D.24) puede ser reescrita como:

G- Csenh(\/;gg)_i_Upo _22

D.25
b s&E s s ( )
Cuando ¢ =1, se tiene:
Csenh (\/E ) U ®>
— o @
UpL:l e (D.26)
Por otro lado, para la ecuacion del fluido se tiene:
_ } _ U,
g, =220, b0 200 (D.27)
BB B
En donde:
P=s+o, +o, (D.28)

Para encontrar el valor de la otra constante, se hara uso de la condicion de frontera

dada por la ecuacion (D.3), para lo cual se necesita la derivada de la ecuacion (D.25):
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(D.29)

dU, _C f\/;Cosh(\/Eﬁ)—Senh(\/gf)
dé s &2

Y al evaluar la ecuacion (D.29) en £ =1, se obtiene:

=£|:\/;C0sh(x/§)—Senh(\/;)} (D.30)

N

dU,
¢ |,

Al sustituir (D.26), (D.27) y (D.30) en (D.3), y después de algunos pasos

algebraicos se obtiene:

Bi[s(ﬂnﬁm _(Upo _U.fO)S_UP0¢'1] ®*Bi(s+¢,)

JsM (s) ssM (s)

Ahora que se conoce el valor de la constante, puede ser sustituida en (D.25), (D.26)

C(s):

(D.31)

y (D.27), y obtener las siguientes expresiones, en el dominio de Laplace:

_ U, @ Bip Senh(\/gé)_ ®2Bi(s+gon)Senh(\/;§)
U,=——-—F+ 2 U, + >
S M(s) Vs s'M(s)  s¢
5 & (D.32)
Bi[(UPO —U>/.O)S+Up0gon] Senh(\/gg)
sM (s) Vs¢
T
Y para el fluido:
g -, 0l 00 Ut
S+, +9, s+, +o, S(s+¢n+(/)p) s(s+(pn+(pp)
Ts n T Ty
0.8ip,0,  Senh(<5) . PBip.(s+9,) Senh(s ) (D.33)
(s+(pn +(/)p)M(s) \/; s (s+(pn +(pp)M(s) \/;
Tio T
~ ¢PBi[(Up0 —Ufo)s +Up0¢n] Senh(x/g)
s(s+g0n+(pp)M(s) Js
I
En las ecuaciones anteriores, se ha definido:
Senh \/_
M(s)=[(s+¢,)(Bi-1)-9,] f( )+,8Cosh(\/§) (D.34)
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Finalmente, es necesario invertir las ecuaciones (D.32) y (D.33), para obtener las

soluciones buscadas en el dominio del tiempo.

TRANSFORMADAS INVERSAS

Ecuacion de la particula

Mediante el uso de tablas se puede obtener directamente las antitransformadas de
los dos primeros términos de la ecuacion de la particula:

Primer término:

T} =Up, (D.35)

Segundo término:

L) = -0 (D.36)

Tercer término:

Para la inversion del tercer término es necesario usar el teorema de la convolucidn.

Dicho teorema establece que:
,?“{g(s)h(s)}:J.TG(r—ﬂ)H(ﬂ)dﬁ’ (D.37)

Por lo tanto:

_] L sonfe)
) = Bz(pnj (B (S) PN (D.38)

Para antitransformar el término indicado en la integral de la ecuacion (D.39) se
usara el método de los residuos:
P — P ,
f{ (S)}:Z—e,(s”) (D39)
0(s)] 40(s)

De acuerdo a la formula anterior se seleccionara:

P(s) :M (D.40)

Jsé

en f
0(s)=[(s+o,)(Bi~ 1+(pp:|S fl/(_ ) +(s+p,+9,)Cosh(s) (D.41)
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Derivando (D.41)

dQ—(S)=Cosh(\/E)[ZH(H%)(Bi_l)_%]

s 2s
Senh(\/;) 2s(Bi—1)+S(S+¢),, +(/7p)—(S+¢’n)(Bi—1)+¢’p

\/E 2s

Por otra parte, al graficar la ecuacion (D.41) se encuentra que solo tiene raices

(D.42)
+

imaginarias, por lo cual se realiza el siguiente cambio de variable, con el objetivo de

determinar la parte real:
Js =ip, (D.43)
y por lo tanto:
s=—p (D.44)
Sustituyendo (D.43) y (D.44) en (D.41)y (D.42):

[lo-s)30)-0, 1) (0,4, i) Costu)=0 49

n

Q'(Sn)—Cos(ﬂn)[%”ﬂj ((”"“5)(3”)]+

24,
(D.46)
Sen(u,)| 22 (Bi-1)+ . (0, + 0, - 1)+ (0, — 17 )(Bi-1) -9,
H, 24,
Introduciendo (D.45) en (D.46), se obtiene:
D Sen
0'(u,)=—"—7"—"~ (#,) (D.47)
En donde se ha definido:
Dn:Bi—1+i—ﬂ+i72(l+ﬂj (D.48)
2 A}’l 211'1}1 An
A, =0, +0,- 1 (D.49)
B, =(p,— 1, )(Bi-1)-9p, (D.50)
Sustituyendo (D.43) en (D.40):
Senh
P(,un)=M (D.51)

1,8
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Finalmente, la transformada inversa de (D.39) es:

P(,Un) _ C Sen(luné:) i D.52
0(u)” 2D gsen(a)" .

Introduciendo (D.52) en (D.38), se obtiene la inversa del término trabajado:

: 1 _ Big, Sen ,un _ﬂzTJ‘T 2p
7 | U, (B)e"’d D.53
Z Dsen( )’ ), VB ds 05

Cuarto término:

Por el teorema de la convolucion:

(s+0, )Senh(\/gg)
sM(s)  s¢

Z U} =®’Bi j 72 dp (D.54)

Para poder aplicar el método de los residuos, es necesario seleccionar:

Senh (JEg)

P(S)=(s+(pn)T§ (D.55)
Q(S):SM(S) (D.56)
A partir de la ecuacion (D.56), puede notarse la existencia de los siguientes polos:
a)s=0 (D.57)
b)M (s)=0 (D.58)
Derivando la ecuacion (D.56):
Q'(s):sM’(s)+M(S) (D.59)
Evaluando (D.55) en el primer polo:
P(s,)=0, (D.60)
0'(s,)=¢,Bi (D.61)
Dividiendo las expresiones anteriores:
5((1 )) _ 5%‘ (D.62)
Para el segundo conjunto de polos, se obtiene:
P(s,)= (g, ) S su) (D.63)

s
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Y para (D.59):

—1>D, Sen
Q'(/Jn): /un n (lLln)

(D.64)

n

Dividiendo (D.63) entre (D.64):

P(s,) Zw: (1 -0,) Sen(u,8) . (D.65)

Q’(Sh) - ,u,ngn Sen(/un) )

Sustituyendo la suma de (D.62) y (D.65) en (D.54):

2N 2 _ T
LT e OB (un2 0,) Sen(1,€)(1 ¢ (D.66)
g — /1, D, Sen(u,) 75
Quinto término:
Por el método de los residuos:
Senh \/Ef
P(s)=—|(U,,~U,,)sBi+ Upo(ﬂnBi]% (D.67)

Y Q(s) esta dada por la ecuacion (D.56), por lo que los polos son los mismos que

los obtenidos en esa ecuacion. Por lo tanto, la evaluacion de (D.59) y (D.67) en el polo

dado por (D.57), origina las siguientes expresiones:

P(s,)=-U ,Bip, (D.68)
0'(s,)=Bip, (D.69)

Dividiendo las ecuaciones anteriores:
Pls.) _ (D.70)

Q’(Sa) - po :
Y para el segundo conjunto de polos:
Sen
P(s,)=[(U,0~U,) ,ufBi—UpO(pnBi]% (D.71)
' 2 DnSen (Iun )

0'(s,)=—p ———= (D.72)

H,

Dividiendo las expresiones anteriores:
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P(Sb) — Zw: Up0¢nBi_(Up0 _UfO)lulfBl Sen(luné:) e—,ufr (D73)
Q'(Sb) n=1 lLljDr1§ /’lnf

Sumando (D.70) y (D.73), se obtiene la inversa del quinto término:

U0, Bi—(U,,—U,, ) 1, Bi
g—l{n}z_upo_'_z p0Publ ( ) »/o)ﬂn lSen(luné:)

— w1.D,& u,é

Finalmente, la suma de (D.35), (D.36), (D.53), (D.66) y (D.74) origina la ecuacién

e H (D.74)

de la particula en el dominio del tiempo:

N AT AIE
é: n=1 Dnll'lj Sen(’u’l)

O’ Bi & gy — g, Sen(u,6) (1= | @,Bi & Sen(u,8)
+ 2 |t 2 in
§ n=1 Dnﬂn Sen (/un ) H, f n=1 Dnsen (lLln )

Ya que se ha invertido la ecuacién de la particula, se puede continuar con la

U,(s.7)

(D.75)

inversion de la ecuacion del fluido:

g 2
Uf — Ufo + (onUin _ . CD ¢]7 + UpO(Dp +
S+, +@, s+te,+@, s (s+¢n+(/)p) s(s+¢n+(pp)
Ts n Ty Ty
0,Bip,U, . ©Bip,(s+o,) Senh( ) (D.76)
(s+(pn+(/)p)M(s) s2(s+(pn+(pp)M(s) \/;
T L
@pBi [(Uﬂ70 -U, )s + UPO%] Senh (\/;)
s(s+g0n+(pp)M(s) Js
I
Sexto término:
La inversion del sexto término se obtiene directamente de tablas:
U, _
o £0 U e (puto, )t
{s+¢)n +o, 70 (D.77)
Séptimo término:
Para el septimo término, se usa el teorema de la convolucion:
o] 0Uu |_, Aover j U, (7" ay (D.78)
s+, +o, 0
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Octavo término:

Mediante fracciones parciales:

2 2 2 2
0,0 } A S R S

7! = B -
{s2(5+(0p+g0n) (%4_(/,”)2 P, +, T (gop+§0n)z
Noveno término:

Repitiendo el método de fracciones parciales:

f,{ ( U, }: U,p, ~ U, e_(%mp)f (D.80)
S

S+¢n+¢p) ¢n+§0}7 ¢n+¢P

Décimo término:

Para este término es necesario hacer una combinacion entre el método de los

residuos y el teorema de la convolucion. De tal modo que se obtiene, por convolucion:

1 Senh(\/g)

s+(pn+(pp)M(s) Js

2 (T} =pBip, | U..(p) < ( ap (D81)

La inversion del término que se encuentra adentro de la integral se logra mediante el

método de los residuos, por lo tanto:

_ Senh (\/E)

P(s) 7 (D.82)
Y
O(s)=(s+p,+9,)M(s) (D.83)
De la ecuacion anterior se nota que presenta los siguientes polos:
a)s=—(p,+0,) (D.84)
b)M (s)=0 (D.85)

De acuerdo al método de los residuos, la derivada de (D.82) es necesaria:
0'(s)=(s+o,+p,)M'(s)+M(s) (D.86)

Usando el polo dado por (D.83):
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.Senh( —(gop +§0,1))

Q'(s)=-9¢,Bi (D.87)
~(¢,+9,)
Evaluando la ecuacion (D.82) en el mismo polo, se obtiene:
Senh|\|—-¢, —@
P(s)= ( p) (D.88)
NP9,
Dividiendo (D.88) entre (D.87)
P,(S“) AL (D.89)
0 (sa) @, Bi
Para el segundo polo se tiene:
P(s,)= Senh(4,) (D.90)

H,
La derivada indicada en (D.86) ya ha sido calculada previamente, de tal modo que
puede ser escrita como:
' AnDn Sen (lun )
0'(s,)= 2=t
H,
Dividiendo las ecuaciones anteriores:
P S - 1 2
,( ) - D e (D.92)
O'(s) 44D,

Sustituyendo la suma de (D.89) y (D.92) en (D.81), se obtiene:

(D.91)

2 T} =g, V[ UL (B dp

CE . (D.93)
; -t 2B
+gongosz;W # J:) U, (ﬂ)eﬂ dp
Onceavo término:
Por convolucion, se puede escribir:
c Senh(\/g)
YT\ = 2B j 7 (s+9,) df (D.94
{ 11} I¢P 0 S(S—|—¢n+¢p)M(S) \/; ﬂ ( )

Para poder aplicar el método de los residuos, se selecciona:
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Senh(x/g)
T

P(s)=(s+(pn)

Q(S)ZS(S-l-(Dn +¢)p)M(s)

De la ecuacion (D.96), se obtienen los siguientes polos:

a)s=0
b)s=—(p,+0,)
oM (S) =0

La primera derivada de (D.96) es:
0'(s)= s(s+¢p +¢,1)M'(s)+(s+¢p +¢n)M(s)+sM(s)
Evaluando (D.95) y (D.100) en el polo dado por (D.97):
P(s,)=,

0'(s,)=(p,+9,)p,Bi
Dividiendo las ecuaciones anteriores:

P(s,) 1

0(s.) (o.+9,)Bi

Para el segundo polo:
Senh ( -0, -9, )
J-2.-9,

0'(s,)=(e,+9,)0,Bi Sen]j/%% )

P(Sb) =%

Dividiendo:

Finalmente, para el tercer polo:

Sen (ﬂ"l)

n

P(s.)=(¢,- 1)

D.12
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O'(s,)=—424,D,~—= (D.108)
Dividiendo:

P N 5 —%n 2

Pls) =Z—e(” 7 ) (D.109)
Q (Sc) n=1 /un AnDn

Sustituyendo la suma de (D.103), (D.106) y (D.109) en (D.94), se obtiene, después

de realizar la integracion:

2 2 2
iy O V0 e,
¢, +o, (§0p+§0,1) (%"'%) D.110)
© 2 2 .
2 . (lLln _¢n) l_ef/.t"z’
@ (psz; 1D ( y J
Doceavo término:
Senh \/E
P(S)=—¢p3i[(Upo—Ufo)S+Upo¢n]% (D.111)
Y
O(s)=s(s+o,+9,) M (s) (D.112)

Anteriormente se ha trabajo con el mismo término (denominador), por lo tanto, en

esta parte solo se hara la evaluacion:

P(s,)=-¢,BiU ,p, (D.113)
0'(s,)=(9, +9,)0,Bi (D.114)
Dividiendo:
P,(S”) O (D.115)
0'(s.) (o.+9,)
Para el segundo polo:
Senh( —(gon +@ ))
P(s,)=0sBi[ (Uyy=Uy ) (2, +0,) Uy, | ’ (D.116)

_(% +¢p)
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senh( —-Q, =9, )

0'(s,)=(o, +9,)0,Bi (D.117)
_¢p _¢n
Dividiendo las ecuaciones anteriores:
Plsy) _ (20 =Un(0,79,)] ook (D.118)
Q'(Sb) (¢n+§0p)
Para el tercer polo:
Sen
P(s.)=0pBi[ (Ups=U o) 1, =U o0, | :” ) (D.119)
0 (5.) = - 4,p, S 4) (0.120)
Dividiendo:
U 0, —(U,,~U,)tt5 .
Pls) _ (PpBiZ p0Pn (2 n=Un)th e hT (D.121)
Ql(SC) =1 /un AnDn
Sumando (D.115), (D.118) y (D.121):
ST = ?,U o + ?oU o o o) _Ufoe—(%%)f
¢n + ¢p ¢n + ¢p (D 122)

© _ _ 2
+¢pBiZ, o A(t?joD Unn)tt e h

n n

Finalmente, la suma de (D.77)-(D.80), (D.93), (D.110) y (D.122) permite obtener la

ecuacion del fluido:

=z ) 2 _ _qur
U, (0) = 0,0, B3+ g, BiY Lo %(1 e ]
n=1

= AnDn n=1 AnDn/’lj ﬂj
( Vi (D.123)
. 0 ¢’7U 0 - U o _UfO /«ln _ ZT
+(ppBlZ_1: 4 ,uZ/;]D e
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FENOMENO DE AGOTAMIENTO
Cuando se presenta fenomeno de agotamiento, la solucion a la ecuacion diferencial

de la particula se expresa como:

D> Senh(\/gé) N Cosh(\/gf;‘)

sUp—UpO—i-T:C1 : C, : (D.124)
Resolviendo para la concentracion de la particula:
_ Senh \/;gg Cosh \/Egg U 2
g,=c ( )+02 ( )+ w O (D.125)
Es Es s s
Recordando que la condicion de frontera a usar es:
U,=0 en &=¢&, (D.126)
Empleando (D.126) en (D.125) se llega al siguiente resultado:
2
C = {CD s ~U 6~ CzCosh(\/;gi )}; (D.127)
S Senh (\/Efc )

Para poder usar la condicion de frontera (D.3) es necesario derivar (D.125) con

respecto a la posicion:

d(jp C, fx/ECosh(\/gf)—Senh(\/gf) C, éx/ESenh(\/gé)—Cosh(\/gé)
g s g s £

(D.128)

Evaluando la derivada anterior en la superficie de la particula:

= %[«/ECosh (\/E) — Senh (\/E):| +%[\/;Senh (\/E)— Cosh (\/;)} (D.129)

&=l

d0,
dé

Y (D.125) queda como:
Senh (s Cosh(~[s U 2
( )+02 ( )+ o O (D.130)

p‘le s s s s

Sustituyendo (D.129) y (D.130) en la condiciéon de frontera (D.3) se llega al

siguiente resultado:
C [(1 —B,) Senh (\/E) —[sCosh (\/E)} =—-aB — UJ.BZ.S
-G, [(1 —B,)Cosh (\/;) —JsSenh (\/;)}

En donde:

(D.131)
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2
a =%—Up0 (D.132)

Introduciendo (D.127) en (D.131) y resolviendo para C5:
c - —B,,(a+Ufs)Senh(x/;§E)—;y,a[(I—Bi)Senh(x/;)—\/;Cosh(\/;ﬂ (D133)
© Senh(Ns&)| (1-B,) Cosh(Ns ) ~sSenh (Vs ) |- Cosh(5¢, )| (1- B,) Senh (Vs ) ~sCosh(5) |

Sustituyendo (D.133) en (D.127) permite encontrar el valor de la otra constante:

_ag | Cosh{\ss)
" Senh(Vsg.)  Senh(+s¢.) (D.134)
B, (a + U/.s) Senh (\/gfc ) + éa[(l —B,)Senh (\/E) —[sCosh (\/;):|

{Senh (\/E{ ) [(l —B,)Cosh (\/g) —JsSenh (x/;)} —Cosh (\/gggc )[(l —B,)Senh (\/;) —[sCosh (\/;)}

Para obtener la expresion para la concentracion, se sustituye (D.133) y (D.134) en

(D.130), de tal modo que después algunos pasos algebraicos se obtiene:

- __g+agcsenh(\/Eg)JrSenh[ﬁ(af—gc)]x
T séSenh(Ns& ) séSenh(sE,)

(D.135)
{Bl(a+U,s)Senh(\/§§c)+§ca[(1Bl)senh(&)ﬁcosh(\/})}]
(1= B,) Senh[ /s (&, ~1) | +/sCosh[ Vs (£ -1)]
Evaluando (D.135) en la superficie de la particula:
UPL- _ _Z+M
Cs sSenh(VsE) (D.136)

. Senh[Ns (1-£.) ]| B, (a+Ts)Senh(~/s&. )+ §ca[(1—B,)Senh(\/;)—\/;Cosh(\/;ﬂ
sSenh(~s¢,) (1= B,) Senh[ s (&, ~1) | +/sCosh[ Vs (& -1)]

Por otra parte, la ecuacion del fluido ya ha sido trabajada anteriormente (D.8), de tal

modo que sustituyendo (D.136) en dicha ecuacion, se obtiene:
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MHp U, H(S).,_(”p‘qu)z Senh(\/g) H(S)_(/’pchpo Senh(\/;> H(S)
UM(s) T M(s) st Senh(Nsg ) M(s) s Senn(Vsg, ) M(s)

T n

_(opfcq)z Se”h[\/g(l—fc)] G(s) s 0,EU Senh[x/;(l—@ﬂ G(s) 0,0 H(s) (D.137)
s’ Senh(\/;ffc) M(s) s Senh(\/gé) M(s) s M(s)

+ (PPUPO H(S) + é)ﬂqu)2 Senh |:\/;(1_§C )] _ ¢prUPO Senh I:\/;(l_érc ):|
s M(s) s° M (s) s M (s)
En donde se ha definido:
H(s)=(1-B,)Senh| s (&.~1) |+sCosh| Vs (&.-1) (D.138)
G(s)=(1-B,) Senh(\s ) ~/sCosh () (D.139)

M(s)=[(B,~1)(s+@,) -, |Senh| /s (1-&.) |- BsCosh[ /s (& 1) | (D.140)

TRANSFORMADAS INVERSAS

Debido a que las ecuaciones (D.135) y (D.137) estan en el domino de Laplace, es
necesario antitransformarla para llevarla al dominio del tiempo.
Término 1

Antes de invertir este término, es necesario rearreglarlo en la siguiente forma:

H(s)/
T :UmM (D.141)
‘ M(s)/\/;
Dada la forma de la ecuacion (D.141), se usara el método del residuos. Para lo caul
se define:
H (s)
P(s)=U D.142
(5)=Up—p (D.142)
M (s)
§)=—>7>= D.143
o(s) 7 ( )

Mediante el método enunciado anteriormente es necesario obtener los polos de

(D.143):

D.17



Q<s>=[<Bl-—1><s+¢n>—¢p]Se"h[ﬁg(l_éﬂ-<S+%+%>COSM<4—I>] 0144

Haciendo uso de identidades trigonometricas, se puede escribir (D.144) como:

(s+o,+0,) :tanh[\/;(l—fc)}

_ (D.145)
[(B-1)(s+0.)-0,] Js
Realizando el cambio de variable dado por (D.43):
— tanh| u, (1-
lere-m)  anh[a(1-5)] (D.146)

[(B-D)(e,-4)-9, ] “,

Por otra parte, es necesario encontrar la derivada de (D.144) con respecto a s:

Sen [,un (1 —fc):I

0'(s)=C, (D.147)
ﬂ)l
En donde:
C =B -1+ 4(0-¢), an —5[1——3”(1_256)} (D.148)
2 211'1}1 Al’l 2#}1

Y A,,B, estan dadas por (D.49) y (D.50). Por otra parte, desarrollando (D.142) y

evaluandola en el polo dado por (D.43):

P(s)=U,, {(I‘Bf)Sen[un (&-1)]

H,
Dividiendo (D.149) entre (D.147):

) i U, o{(1-B,) Sen[ p, (& =1)]+ ,Cos| u,(£.-1) ]} e

e D.150
C,5en[7, (1-2)] (D130

+Cos| p, (&, —1)]] (D.149)

MG (D.151)

T = ¢n in
? M (s)/ Js
Mediante el teorema de la convolucion, se puede escribir:

2T} = (/)nj.orfl {% W (7)dy (D.152)
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El término a invertir indicado en (D.152) fue antitransformado anteriormente, de tal
modo que para este caso se obtiene:

D o (1=B)Sen[ , (& 1) [+ 1, Cos[ 1, (&.-1)] e, (7 "
L {Tg}—con; Cosenl i (1= e J'OUm(y)e dy (D.153)

Término 3

0,600 Senh(Ns) 1 (5)/ s

(D.154)
’ s’ Senh(x/géc) M(S)/\/;
Por medio del teorema de la convolucion es posible obtener:
) -1 Senh(\/g) H(s)/\/;
ST =g £ j s dy (D.155)
{ 3} (/)pf, 0 {S Senh(\/;é‘c)M(S)/\/;

Mediante el método de los residuos se puede invertir el término indicado en la

integral, para esto se define:

P(s)= 7 7 (D.156)
Senh(s
O(s)=s - \(/;Sé”)M\/(S_S) (D.157)
La ecuacion (D.157) presenta los siguientes polos:
a)s=0 (D.158)
M (s)
b =0 159
) 7 (D.159)
Senh(\/gﬁc) 0 D160
C)T_ (D.160)
Derivando (D.157) con respecto a s:
(o) ) a (b (s)) | Senn(E ) )
A S U A
(D.161)
M(S){éCosh(\/;fc) Senh(\/gggc)]
_l’_ —
s 2 24s
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La evaluacion de (D.156) y (D.161) en el polo dado por (D.158), lleva a:

P(s)=(1-B)(& ~1)+1 (D.162)
0(s)=,{[0,(B-1)-0,](1-¢)+0,+0,| (D.163)
Dividiendo:
P(s,) (I-B,)(& -1)+1

0'(s,) cfc{[(pn(Bi—1)—¢p](1_§c)+(pﬂ+¢p} (D.164)

Para el segundo polo, las raices estan dadas por (D.43). Al aplicarlas a (D.156) y
(D.161) se obtiene:

M _ i Sen(,un ){(1 —Bi)Sen I:,u,, (é, —1)] +u,Cos |:1Lln (é:c _1)]}5;& (D.165)

0'(s,) “= —u;C,Sen(u,&, ) Sen| u, (1-£,)]

Finalmente se analiza el polo dado por (D.160). Realizando el siguiente cambio de

variable:
Js=ia, (D.166)
por lo tanto:
Senh(4,£.)=0 (D.167)
en donde:
4 =1 n=1,23... (D.168)
Se
Dividiendo (D.156) entre (D.161), después de ser evaluadas en el tercer polo:
P(s.)
0'(s.)
2Sen(/1n){(1 —B,)Sen[ 4,(& -1)]+A,Cos[ 4, (&, —1)]} .
= e’
4ECos (2, (0.~ 2 ) (B ~1) =g, |Sen[ 4,(1-£) ]+ 4, (0, + 0, — 27 ) Cos[ 4, (£.~1)
(D.169)

Sumando (D.164), (D.165) y (D.169) se obtiene la inversa de este término:
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G 2@ [(1-B)(E -1)+1]
t {T3}_[(/),,(Bi—1)—¢p](1—§c)+€0n+%
I Sen(yn){(l—Bi)Senl:yn(fc—1):|+ynC0S|:H,,(§C—1):|}
DLED D 4G, Sen(p, &) Senl 1, (1-€.)]
) 20,0°Sen(4,){(1-B,) Sen[ 4, (& ~1)]+ 4,Cos[ 4,(£.-1)]} .[ 2
2,Cos Mﬂ){[(% ~22)(B, _1)_%]5@1[/1,, (1-&)]+4, (0, +0,- A7) Cos[ 4, (&, —1)]} 0

I e*ﬂf?dy
0

(D.170)
Término 4

76U Senh(Vs) H(s)s
T,=- (D.171)

S Senh(\/géc) M(S)/\/E

Para aplicar el método de los residuos se escoge:
Senh(Vs) 1 (s)
P(s)=- U D.172
(S) (ppétc PO \/E \/; ( )
Senh(Ns&.) a (s) D17
s)=s .
NP

Debido a que la ecuacion anterior presenta los polos dados por (D.158)-(D.160), se
empezara evaluando para (D.158):

P(s,) _ =0Upl(1-B)(& —1)+1]
0'(s.) [0.(B-1)-0,](1-&)+0,+0,

(D.174)

Para (D.159):

P(s,) _ i 0,EU o Sen(u,){(1-B,) Sen[ p, (& ~1) |+ u,Cos[ , (& - 1)]}8,,,3, D.175)

0'(s,) &= ,C,Sen(p1,£,) Sen[ u, (1-£,) |
Y para (D.160):

P(s.)
Q'(s.)
) ~20,U ,Sen(4,){(1-B,)Sen[ 4, (&, ~1)]+ 4,Cos[ 4, (£.-1) ]} L
ﬂnCos(/lnfc){[((pn ~22)(B,-1)-, |Sen[ 2,(1-£.)]+ 4, (¢, + 0, 27 ) Cos[ 4, (& —1)]}
(D.176)

Sumando (D.174)-(D.176):
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—PU 0 [(I_Bi)(gc _1)+1]

LT =
) [2.(B-1)-9,](1-&)+0,+0,
Z@:fﬂpéUpoSen(ﬂn){(l B)Senl g, (5. 1)+t Cos[a, (&.-1)]} .
p unCnSen(/J f Sen [/1 1-¢. )] )
20,U o Sen(2,){(1-B,) Sen[ 4, (& —1) ]+ 2,Cos[ 4,(£.-1) ]} e
lnCos(ﬂngc){[((on—lf)(Bl.—l)— 0, |Sen[ 2, (1-& ]+/1n(¢p+(0n—ﬂf)C0s[/1n(§c—1)]}
(D.177)
Término 5
- ¢p§;®z Senh[\/;(l—fc)} G(S)/\/E D.178)
s Senh(\/gfc) M (s)/s
Por medio del teorema de la convolucion:
B lSenh[\f( )} (S)/f
< UT. OB I D.179
=0k, I {S Senh(\/—f ) (S)/\f ( )
Mediante el método de los residuos se obtiene para cada uno de los polos:
P(s,)=-B,(1-¢) (D.180)
P(Sb):Sen[,u (1- 5)][( )Sen(yn)—,unCos(,un)} (D.181)
H, H,
P(s,)= Sen| 4,(1-¢&.) ] {(I—Bi)Sen(/in)—ﬂnCOS(/’tn)} (D.182)
ﬂ’ﬂ ﬂlrl
Dividiendo (D.180) entre (D.163):
P(s,) -B,(1-¢.)
, = (D.183)
0(s.) &{le(B-1)-9,](1-5)+0,+0,}
Del mismo modo para el segundo polo:
P(s,) _ N (l—Bl.)Sen(,un)+,unC0S(,un)e_”3r (D.184)

0'(s,) “= —u;C,Sen(u,&,)

Y para el tercero:
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Sumando los tres ultimos términos:

D.23

Q'(s.)
2Sen| 4,(1- &) |{(1-B,)Sen(4,) - A,Cos(4,)} i
= e’
ﬂnchos(/infc){[(gon ~22)(B,-1)-p, |Sen[ 2,(1-£.)]+ 4, (¢, + 0, — 27 ) Cos[ 4, (&, —1)]}
(D.185)
Sumando las tres ecuaciones anteriores y sustituyendola en (D.179):
» ~Bo,®*(1-&,)
LT = P
) [0,(B~1)-9,](1-)+0,+0,
N ¢p§cq)2 [(1 - Bf)Sen(lun ) —u,Cos ('u" )] oy
2, “C,Sen (1,2 Jerar
N 20,0 Sen| 4,(1- &) [{(1-B,)Sen(4,) - 4,Cos(4,)} re-ifydy
lnCos(/lnfc){[((pn ~22)(B,~1)-g, |Sen[ 4,(1-£.)]+ 4, (0, +@, - 47 ) Cos[ 4, (& -1)]} 0
(D.186)
Término 6
0,£U,, Senh|Ns (1-£)] G(s)/s
T, =— (D.187)
s Senh(\/;é) M(S)/\/;
Para el polo dado por (D.158) se obtiene:
P(s,) ¢,BU ,,(1-¢,)
- = - (D.188)
0(s,) [0 (B-1)-0,](1-&)+0,+0,
Para el polo dado por (D.159) se tiene:
P(sb ) _ — 9,8.U [(1 - B, ) Sen (,un ) —u,Cos (,un )];”31 (D.189)
Q, (Sb ) n=1 lujcnsen (/uné:c )
Y para (D.160):
P(s.)
Q'(Sc)
~2p,U oSen| 4,(1-£,)J{(1- B,) Sen(4,) - A,Cos(4,)} e
= e’
AncOs(;tn;){[((pn - 22)(B,=1)-, |Sen[ 2,(1-£.)]+ 4, (0, + 0, - 22) Cos[ 4, (& —1)]}
(D.190)



( ) t pO(1 C)

0(s.) [0(B- ) L J(1=£)+0,+0,
. = (ppchpo[l B) Sen( ) - ,unCos(yn)]n_#ﬁT
Z #,C,Sen(u,&,) i

—2(ppUpOSen[}t 1—§ )]{( - )Sen(/t )—/1 Cos(/i )}

2
-,

_Ancos(/lngc){[(gon—15)(3,.—1)  |Sen[ 4, (1-.)1+ 4, (9, +0, 22 ) Cos[ 4, (&

Término 7

. :_g0p<1>2 H(S)/\/;

’ s M(s)/\/;

Mediante convolucién se puede escribir:

1 (1 H)E
2] 2

Para poder hacer uso del método de los residuos se define:

La ecuacién (D.195) presenta los siguientes polos:

a)s=0

niE o

La derivada de (D.195) se escribe a continuacion:

d(M(s)), M(s)

Q'(S)Zsz( Is ]* Js

Aplicando el polo dado por (D.196) a (D.194) y (D.198) y dividiendo:

P(s,) (B -1)(1=& )+1
(s.) [2.(B-1)-0,](1-&)+0,+0,

Mientras que para el segundo polo se obtiene:

D.24

-1}

(D.191)

(D.192)

(D.193)

(D.194)

(D.195)

(D.196)

(D.197)

(D.198)

(D.199)



P(sb) _ (1 B Sen[,u —1 ]+,u Cos[,u 1)] e (D.200)

Q,(Sb) n=1 _/’l C Sen[ﬂn 1 éc ):|
Sumando (D.199) y (D.200), y sustituyendo el resultado en (D.193):

_(qu)z [(Bi _1)(1_§C)+1]

LT} = T
B —1)— 1-¢
1-B, Sen ,u —1 +,uC0s y —1
+p @’ I " dy
! Z 5C,1Sen[ﬂn 1-¢)]
Término 8
o,U H(s)/\/;
T,=—t-"- D.202
: s M(S)/\/; ( )
Seleccionando:
H(s
P(s) =p,U,, % (D.203)
M (s)
= D.204
O(s)=s 7 ( )
Para el primer polo se obtiene:
P(s,) (ppUpo[ J(1-E.) +1] (D.205)

Q’(Sa)_l:gpn(Bi 1) (Dp:l(l §C)+¢n+¢p
Y para el segundo:

P(s,) BN ?,U {(1 B, Sen[,u - —1 ]+,u Cos[,u 1)]}0 e (D.206)

0'(s,) 4= —1>C, Sen [yn 1-& )]
Sumando (D.205) y (D.206) se obtiene:
-1 ¢pUpOI: 1 é: +1]
LT =
i [q) (B,—1)—¢p ](1 E)+o, +0,

(D.207)

5l )8 0] ol 6]

n=1 _ﬂjcnSenliﬂn 1 g(’)] e
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Término 9

~ (opBid)z Senh [\/;(1 -& )]

= D.208
9 S2 M (S) ( )
Mediante el teorema de la convolucion se puede escribir:
1 Senh [\/;(1 ~-& )]
L B j R d D.209
{L}=09, 0 y ( )

El término dentro de la integral tiene la misma forma en el denominador que los dos
invertidos anteriormente, esto implica que los polos son los mismos. Por tal motivo se
empezara evaluando para el primer polo, esto produce el siguiente resultado:

P(s.) _ (1-¢)
(s.) [0.(B-1)-0,](1-&)+0,+0, (D.210)

y para el segundo polo:

P(Sb) - —1 7#2
R e T (D.211)
Q (Sb) ;ﬂjcn

Sumando las dos ecuaciones anteriores se llega al siguiente resultado:

2 _ © . 2 -
L1 = 7,50 (1-¢) ey P [y 212)
[0.(B-1)-9,|1-&)+0,+0, = wC, Yo

Término 10

9,BU Senh [\/E (1-¢ )]

= s M(S)

(D.213)

Ya que el denominador es el mismo que el término anterior, para este caso la
inversion lleva al siguiente término.

_(”prUpO(l_SEc) N (”szUpO o
0, (B-1)-9,|(1-&)+p,+0, “= uC,
Finalmente sumando los términos (D.150), (D.153), (D.170), (D.177), (D.186), (D.191),
(D.201), (D.207), (D.212) y (D.214) se llega a la ecuacion para el fluido:

(D.214)

Ll{Tlo}:[
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© 1 kd Aﬂgop
Ur(7) (p’“B’nz-:‘u,fC,, O ;ﬂ,anSe”[/‘n(l_fc)] !

s A* 2 2 T 2
U HnT HaT Uin #nyd )
+HZ=; CnSen[u,,(l—ﬁc)]( e e IO (r)e" dy

c 0,&.A0 Sen(u,) g
+Zl 1,C,Sen (&, )Sen| p, (1-£.)] “

= ¢,& [ (1-B,)Sen(p,)— 1,Cos (1) ] )
n=1 Cnﬂjsen (/ungc ) g

2¢, Sen(4,) A" +Sen [/ln (1-¢. )] [(1 —B;)Sen(4,)—4,Cos (4, )}

+

2,Cos(4,6) |[(0,-22)(B.~1) -0, |Sen[ 4,(1-£)]+ 4, (0, +0, - 27)Cos[ 4, (. -1)]

(D.215)

En donde:
A% =(1-B,)Sen| 8, (& —1)|+6,Cos| 5,(£ -1) ] S=u,2 (D.216)
0, =U, e o — chJ‘OT e dy (D.217)
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INVERSION DE LA ECUACION DE LA PARTICULA

Para la inversion de la ecuacion de la particula, se tiene que sustituir la expresion
del fluido, de tal modo que el resultado es el siguiente:
g acSenh(NsE) aBSenh|Ns(¢-&)] agSenh[Vs(£-¢)] G(s)
U,=——+ + +
s sfSenh(\/Efc) sEH (s) sfSenh(\/Efc) H (s)

i Py
13

L BU, Senh| s (L;—;)] . Bo, Senh| s (e:—gi)]ﬁ B Senh| s (£-¢.) | Senh(s )
¢ M(s) ¢ M(s) tE Senn(Nsg) o M(s)

Tis Ti

Ty

2 S )] o) 5207 S{i(-2)] sonE01-£)]
&s Senh(\/;cfc) M(S) &s? Senh (\/Efr) H(S) M(S)

Tig

Bp,EU,, Serh[N5(£-8)] Senh[ N5 (1-6)] 6(s) B, 07 Serh[Vs(6-6)] Bo,u,, Senh[5(6-4)]
&s Senh(\/ggc) H(s) M(s) Es® M(s) Es M(S)
B’ Senh[ﬁ (g—gc)j Senh[JE (1_50)] BpU, Senh[\/; (5—56)] Senh[ﬁ (1—;)]
Es? H(s) M(s) Es H(s) M(s)

TZ}

+

T

(D.218)

Término 11
La inversion del término 11 puede realizarse directamente de tablas:
<N} =U,, -0’7 (D.219)
Término 12

Del mismo modo, para el término 12:

0 2 _| nm ZT [ nr 27 . n

7! {le} =(D2Z'—Up0 +£ (q)_gfj l—e (‘5'] U e [é»] ( 1) Sel’l(nﬂf] (D220)
é:ﬂ- n=1 7n é:c

Término 13:

Al realizar las multiplicaciones indicadas se obtienen los dos términos siguientes:

- ®°B Senh[\/;(é‘—gc)] _BU,, Senh[\/;(f—gc)}
135 & H(s) & H(S)

(D.221)

Por medio del teorema de la convolucién, el primer término de (D.221) puede

escribirse como sigue:
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[ ®°B, Senh[\/;(g—gc)] @B, fLil lSenh[\/;(cf—gi)J
§°E H(s) - < Jo s H(S)

}d}/ (D.222)

El término dentro de la integral puede ser invertido mediante el teorema de los

residuos, por lo tanto:

~ Senh [\/;(f—fc)}

P(s)= D.223
(s) NS ( )
H (s)
=g D.224
O(s)=s—r (D224)
Y la derivada de (D.224) es:
d(H(s)) H(s)
4 — ¢ —_ + D225
O'(s)=s— ( T ] T (D.225)
A partir de la ecuacion (D.224) se nota la presencia de los siguientes polos:
a)s =0 (D.226)
b)m =0 (D.227)
A .
o , . H(s)
A continuacion se procedera a obtener la derivada de 7s :
s
d(H(s))_(1-B)(&-1)
— = = Cosh -1

(D.228)

enh| s (& - -B
LS h[zJ(;g 1)}[(56_1)_(1 SB,)}

Por otra parte, es necesario encontrar las raices de la expresion dada por (D.227):

H\/(ES) _ (I—Bi)Sen}\z/[;\/;(fc —1)] + Cosh [\/E(gc _1)] =0 (D.229)

Rearreglando:

-1 tanh [\/;(fc —1)} (D230)

(1-B) Vs

Y mediante el siguiente cambio de variable:
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Js =iv, (D.231)

Por lo tanto, se puede escribir (D.230) como:

_ t -1
! - I:U ):| (D.232)
(1-B, ) v,
Sustituyendo (D.231) en (D.229):
dl H (s) E,  Sen [l) 1)]
— D.233
ds ( Js j 202 v, ( )
Y el coeficiente esta dado por:
E, =(1-B)+(& -1)0} +(1-B) (& ~1) (D.234)
Aplicando (D.226) a (D.223) y (D.225) se llega a lo siguiente después de dividirlas:
P(s,) £-¢&
—L = - (D.235)
0'(s,) (1-B)(& -1)+1
Y para el segundo polo (D.227):
P(s,) ~o—2Sen I:Un (£-¢.) ] (D.236)

Q'(sb) E Sen [u 1)}
Sumando (D.235) y (D.236) y sustituyendo la expresion resultante en (D.222):

B,»ch E-E ~ Sen[un E- § i
: LI—B,.)(;—I)HT 2;@,5@[0,, ]f d} (D237)

Debido a la semejanza entre los términos de la ecuacion (D.222), la inversion del

segundo término de dicha ecuacion produce un término analogo al de (D.237):

_BU, S —¢, = Sen[v,(£-£)] -
g [(I_Bi)(égc_l)Jrl 2ZESen[U 1)]8 ] (D.238)

por lo tanto, el proceso de inversion lleva a la obtencion de la siguiente expresion:

-1 Bi(é:_é:c) 2
L {Tm}:gg[ ) 656_1)+1:|(CD T_UpO)

Sen[u (&-¢. )] N P vl
_ _ZE Senl:l) )] ((D Jl) e d7 Upoe j

(D.239)
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Término 14

_ag, Senh|Vs(£-£) ] 6(s)

T, = D.240
s& Semh(s¢.)  H(s) (D-240)

Sustituyendo (D.132) en (D.240):
- £ D2 Senh [\/E(f—fc)} G(s) U8, Senh [\/;(5_5{;)] G(s) (D.241)

& Senh(\/gfc) H(s) s& Senh (\/Efb) H(S)

Se empezard invirtiendo el primer término de (D.241), de tal modo que mediante el

teorema de la convolucion se llega a lo siguiente:

Jar Senh[Vs(6-8) | G(s) |
f{f Senh(VE ) HG)|

(D.242)
o (7 [sen[se-8)]6(s)|
s Jo N Senh(\/gfc) H(S)
Para poder aplicar el método de los residuos,es necesario definir:
Senh| s (& -
P(s)= - [ \Sfié fc)] G\/(;) (D.243)
Senh \/Efc H
O(s)=s \(g ) \/(5) (D.244)
Los polos de (D.244) son:
a)s=0 (D.245)
b) H\/(;S) =0 (D.2406)
) Senh(\gg") 0 (D.247)
)————== .
Js

Derivando (D.244) con respecto a s:
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O'(s)=s

Senh(\/gfc)i(H(s)]_F Senh(\/gfc) H(s)
Js ds\ s

(D.248)
H(s) Senh(s¢,)
+ﬁ|:§cCOSh (\/gé:c ) — T

Aplicando (D.245) a (D.243) y (D.248):

P(s,)) _ -B(£-¢)
0'(s,) &[(1-B)(&-1)+1]

(D.249)

Para el segundo polo:

P(s,) 2Sen[/1n(§—§c)]{ (1=B,)Sen(4,)—4,Cos(4,)
(

0'(s,)  &£Cos(A4,E) 1-B,)Sen| 4, (& 1) |+ 4,Cos[ 4,(&.-1)

Y para el tercero:

P(s,) _ —2Sen [un (&-¢. )] {(1 —B,)Sen(v,)—v,Cos (v, )}e"gr
Q'(sc) E,Sen(v,¢,) Sen I:un (fc —1)]

Sustituyendo la suma de las tres tltimas expresiones en la ecuacion (D.242):
- £ Senh [\/;(sg—fc )] G(s) =22 -B,(¢£-E) .
S Senn(Vsg)  H(s)| € |&[(-B)(&-1)+1]
2Sen|:/1n (f—cfc)] (1-B,)Sen(4,)—A,Cos(4,)
+
ECos(4,E)  |(1-B)Sen| 4, (& ~1)]+4,Cos[ 4, (£ —1)

N 2Sen|v,(£-&) ][ (1-B))Sen(v,)~v,Cos(v,) " iy
2 £ Sen(u, ) { Sen[v, (£ -1)] H v

De manera analoga se obtiene la inversa para el segundo término de (D.241).

47 (D.250)
-

(D.251)

]}J”e‘mdy (D.252)

n=l1 0

Finalmente se llega a la inversion del término trabajado:

-1 _ _Bi(é:_é:c) 2

= g my g -] )

+2Sen[/1n(§—§c):| (1-B,)Sen(4,)—4,Cos(4,) 5 Te_m U
ECos(A,L.) {(1—Bi)sen[;tn(§c—1)]+/1nc0s[/1n(§c—1)]}[®I 47 =Un

R+ 2& Sen| v, (6-£) ]| (1-B,)Sen(v,)-v,Cos(v,)|( ., N
Z E,ESen(v,E) { Sen[ v, (& -1)] }[CD J.o 47U j

0

n=l1

(D.253)
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Término 15

_BU,, Senh [\/;(f—fb )]

I, = D.254
15 é: M (S) ( )
Para la plicacion del método de los residuos se necesita:
Senh| s (£-¢,)]
= D.255
5) - (D.255)
M (s)
-7 D.256
0(s)=—r (D.256)
Las raices de (D.256) ya fueron obtenidas anteriormente
S 1-
0'(s)=C, enlan (1-¢.)] (D.257)
H,
Al aplicar los polos a (D.255) y (D.257), se obtiene:
= BU,, S ¢, >
L—l {7—;5} :Z i~ f0 enl:ﬂn (é: é:c ):‘ e—y,,z' (D258)
4 £C, Sen[p, (1-¢,)]
Término 16
Senh|\Js(E-&)| _
1, =22 [ote-e)] U, (D.259)
¢ M (s)
Por el teorema de la convolucion:
- By, (7, |Senh [\/;(5 — ¢ )}
cr =" Lt } d D.260
{ 16} é . { M(S) in (7/) ?/ ( )

Se puede notar que el término a invertir dentro de la integral ya fue trabajado

anteriormente, por lo tanto se obtiene el siguiente resultado:

-1 _Bo, N Senl:ﬂn(g_gc):l [ iy
== ) T )T [ v,y (D261)

Término 17

- Bo D’ Senh[\/;(é‘—fc)} Senh(\/g)
T sem(Vsg) M)

(D.262)

Aplicando convolucion:
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LT,)

dy (D.263)

) B,@pfcq)z er_l lSenh[\/;(f—fc)] Senh(\/;)
B ¢ 0 s Senh(\/gfc) M (s)

Para usar el método de los residuos se define:
Senh [\/;(é - )] Senh(x/;)
P =
) % %

Senh(Ns&.) a (s)
NPRA

La derivada con respecto a s de (D.265) esta dada por:

o) Senh(V5¢.) 4 (M(S)J+ Senh(5¢.)  (5)
s as s s s

(D.266)
. M (s) [fCCosh(\/;é)— Senh(\/geac )]

(D.264)

O(s)=s

(D.265)

25 Js

Los polos de (D.265) estan dados por las expresiones (D.158)-(D.160). Por lo tanto
al evaluar (D.264) y (D.266) para el primer polo se obtiene:

Ps,) £-¢
0'(s.) &lle.(B-1)-0,](1-&)+0,+0,) (D.267)

Para el segundo polo se obtiene:

P(sy) _
0'(s,) )
Sen(24,) Sen I:/ln (&-¢ ):I e
& 2,Cos(A,E.) [((on ~22)(B,~1)- %}Sen[/ln (1=&) ]+ 4, (¢, + @, - A2)Cos[ 4,(& -1)]
(D.268)
Y para el tercer polo:
P(s,) ~ i Sen [un (&-¢ )] Sen(p,) s (D.269)

O'(s,) 4&—C,Sen(u,&.)Sen] p,(1-¢.)]
Sustituyendo la suma de (D.267)-(D.269) en (D.263):
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J B¢p®2(§ )
e[, (B-)-p,](1- )+ 0,40,

Sen(i ) Bigopq)zsenliin(é:_fc ):I J‘Teiﬁd}/
" Cos (4,8 (2.~ 242)(B~1)=g, |Sen[ 4,(1-£)]+ 4, (¢, + 9, - 47 ) Cos[ 4, (£ -1)] | Jo

_Bi¢p§c®2iSen[ﬂn ¢ - 5 ] Sen ,un I *ﬂ}/d}/

T

& &t wyC.Sen(p,&) Sen| p, (1-¢,)]
(D.270)
Término 18
Bp,£U,, Senh| s (&-£) | Senh(s)
Ty=— (D.271)
gs Senh(\/gfc) M (s)
Tomando la inversa del término anterior:
, Bp,EU,, |1 Senh| s(&-&) ] Sen(Vs)
LT =20~ (D.272)
4 s Senh(«/gfc) M (s)
Dado que el término anterior ha sido antitransformado previamente, se tiene:
L -5 (0, U,(£-¢.)
el (B-)-0]0-¢) 040
_BU,p,Sen(4,) Sen[4,(£-¢.)] e (D.273)
,.Cos(2,8) |[(0,-2)(B~1)-0, |Sen[ 2,(1-&)]+ 2, (9, + @, 47) Cos[ 4, (&, -1)]
Bg,&Up o Senp, (E-8)]  Sen(m,) e
T Z 12C,Sen(p,é.) Sen[,(1-£)]°
Término 19 y 20:
B, & @ Senh|Ns (¢=&)| Senh[ Vs (1-£)] G (s)
Ty = p (D.274)
&s Senh(/s¢,) H(s)  M(s)
Por convolucion:
i B, 7|1 Senh|Ns(£-&) ] Senh| Vs (1-¢)] 6(s)
LT, =—2 L - dy (D.275)
4 0 s Senh(\/géc) H(s) M (s)

Para poder usar el método de los residuos se selecciona:
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P(s)jenh[\/\s_/ég )] Senh[\/jg(l 5)]G(S) (D.276)

Senh(\/;gc )]—[ (s) D277

0(5) =5

By

La derivada de (D.277) es:

Senh(s&.) m H(S)J

0/(s) s S (5) a(ut),, ) )
s s ds\ s Vs s ods s
(D.278)
N Senh(\/gfc) M (s) H(s) N M (s) H(s) ‘ Cosh(\ff ) Senh(\/gfc)
Vs s s s s Js
Y los polos estan dados por:
a)s=0 (D.279)
b Senh(\/;é) 0 D.280
) N (D.280)
H(s) _
c) N 0 (D.281)
Mz () _g (D.282)
Js
Evaluando (D.276) y (D.278) en el polo dado por (D.279):
P(Sa) il Gl é)( <)
( (D.283)
0'(s.) &[(1-8)(&-D)+1{[e.(B-1)-0,]01-&)+0, +0,]
Para el segundo polo:
P(sb) _
0'(s,)
2Sen [ﬁn (é’ -&, )] Sen[l,, (1 —&. )] (D.284)
£A,Cos(A,8.) |(1-B;)Sen [/1 - ]+/1 Cos[/l )]

[(I—B)Sen( /1C0s ]e i
[(gon—/’tnz)(Bi—l)—(p }Sen[ﬂ 1-&) ]+/1(g0 +¢,-A)Cos[ 4,(& -1)]

Para el tercero:
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Pls)

0'(s.)
2Sen| v, (£-¢, )}{ [(1-B,)Sen(v,)—v,Cos (v ]e }
I )]

E,Sen(v,&,) ?, —Uf)(Bi —1)_%]Sen[l)n l—fc ]+Un(¢)p +, —un)Cos[Un(g _
(D.285)
Para el cuarto polo:
P(Sd) _
0'(s))
Sen p, (&~ 5)]{ [(1-B,)Sen(u, )~ u,Cos(u,) e } (D.286)
~12C,Sen(p,E.) | (1-B,)Sen| u, (& —1) [+ p,Cos[ 1, (& —1)]

Finalmente la suma de (D.283)-(D.286) y la sustitucion de esta en (D.275) lleva a la
inversion del término trabajado, pero debido a su semejanza con T,y se realizard la

inversion de manera simultanea:

-1 _Bz¢1 (é 93)(1 f) 2
L {7;9 } 1 )(§ 1+1:|{|:(/J ) (/Jp:|1 f(,)+(on+(pp}(® UpO)

2Bo Sen[/l (&-¢) ] Sen[/l Cf)]
T aces(2¢) (-8 )Sen| 4,(&,~1)]+4,Cos[ 4,(£-1)]

[(1 ) Sen(4,)—A,Cos (4, )] N R
{[(q) ~22)(B,-1)- pJSen[ﬂ 1- 5 )]+ 2, (0, + 0, 42) Cos[ 4, (&, - 1)]}((1) .Le 7 =Up )
2Bgop§Sen[u (&- ff)] (1-B,)Sen(v,)—v,Cos(v,) ) rerZV U o
E,&Sen(v,é.) {[ :|Sen|:u 1-£)]+v,(p, +@, -V} ) Cos[ v, (& )J}(‘D L dy-U,, j
N BoESen[p (6-4)] [(1 B)Sen(ﬂn)—ﬂnCOS(ﬂn)] [ gy ot
; &12C, Sen(u,L,) {(1 B, Sen[,u —1):|+/J”C0S|:/J”(§C—1)]}((1) Io 47 =Up j
(D.287)
Término 21
2 h NS (E-E
T21=—B"(p”® Sen [\F(é 5‘)] (D.288)
£S? M(S)
Por convolucion:
Sy Bo® 1senh[x/§ (é—ei)]
L {Tﬂ}——WJ.OL {E W (S) dy (D.289)

D.37



Debido a que anteriormente se han invertido términos analogos al dado por la

ecuacion (D.289), a continuacion se presenta el resultado del proceso de inversion:

. Bp,®’ (é &)
L Ty=- >
{2} & e (B 0, |(1-&)+p,+ %T
(D.290)
Bp,®* & 1 Sen[ﬂn(é—fc)] C i
+ [erray
& Suec, Senp,(1-€)]
Término 22
= Bt Senh[\@(é_é)] (D.291)
&S M(S)
La inversion del término anterior produce el siguiente resultado:
Cr B, ¢>,, U,(£-<)
El[o.(B-1)-0,](1-2)+0,+0,]
(D.292)
Bgo,, oo 1 Sen[p,(5-¢)]
Z e
T uec, Sen| pu,(1-&)]
Término 23
- B 0 senh[\/; (g—gc)] senh [\E (1-¢& )] 0.29%)
Es? H(S) M(s)
Mediante convolucion:
L ) Biz(ppq)z . 1 senh [\/g(f—fc )] senh [\/E(l—fg )}
LT, = e jo S H(S) (5] dy  (D.294)
Si se define:
P(s)= Senh [\/;(f—fc)] Senh[\/;(l—gc )} (0.295)
Js Js
H(s) M(s) (D.296)

AN

La derivada del término anterior se escribe a continuacion:
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(o Hs)d ([ M(s)) M(s)H(s) d[H(s)|M(s)
Q(s)—s 7s ds(\/;j s s ds(\/;j 7 (D.297)

Los polos de (D.296) son:

a)s =0 (D.298)

0(s) H\/(s) =0 (D.299)
M (s)

O(s) - 0 (D.300)

Evaluando en cada polo las expresiones (D.295) y (D.297), y sustituyendo su suma

en (D.294) se llega al siguiente término:

L—l{ 23} Bf2¢p®2(§_§c)(l_§0)

) E D [a )9 ]0-2) 00
+2Bf(ppc1>2 = Sen[v,(&-&)] ey
4 ;En {[(gpﬂ—Uj)(Bi—1)—(pp]Sen[un(l—fc)]+un((pp+(pn—uf)Cos[un(§c—l)]} '[0 4
_Blo, @5 1 { Sen[ p,(£-&)] } j “erdy
& 4t 12C, | (1-B,)Sen| p, (& ~1) |+ u,Cos| p, (£, -1)]] do
(D.301)
Término 24
- BoU, Senh[\/; (5—;)} Senh[ﬁ (1—;)] 0302
&s H(s) M (s)
Por convolucion:
. ) B,-2§0pUpo L Senh [\/E(f =&, )} Senh [\/E(l -¢ )]

El término indicado en (D.303) se ha invertido anteriormente y el resultado

encontrado ha sido sustituido en dicha expresion, de tal forma que se origina lo siguiente:
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—Bz(ﬂpUpo(f 5 )(1 <)

LT} =

&[(1-B) +1]{[ p](l—;)wnwp}
~ 2B’ »,U, z Sen I:Un (g‘ -£ )] PR (D.304)
g —'E, {[((pn v’ )(B[ -1) —(pp]Sen [0, (1-&)]+v, ((pp +o, -V ) Cos[ v, (& - 1)]}

LBV Z 1 Sen| p, (E-&)]e
& #,C, |(1=B,)Sen[ u, (& ~1) |+ u,Cos| u, (£ -1)]

Finalmente hemos llegado a la ecuacion de la particula:

@ n

_BogN 1 Sen[u (6-E) ot 2B<o,,§ Sen[ v, (£-£,)]
Z,un Sen(m,t.) Q" Z E, Sen(v,&,) Q“”

2B¢ Sen[i (6-&.)] Sen[ 2,(1-¢&) ]w B(pp Sen[ m,(£-£)] .
Z Z/JC A" ©

A,Cos(4,E.) A" Q" g
_23 0, 1 Sen[u (6=6)] g0 B0 1 Senm(6-8)] .,
£ ZE Q" & ;ﬂfcn Sen| p,(1-¢,)]

. Bé.p, i Sen [un (& —fc)} Sen(u,) o _ Bp,Sen(4,) [ Sen [in (&-¢. ):IJ(M’
1,C,Sen(p,&,) Sen| 1, (1-£.)] &1,Cos (4,€,) Q"

. Be, Z Sen[ p1,(£-4.)] oot J’U )ewdﬂzé 258”[0 (£-<) ( " 1)]]@”

CSen[,u 1- f ECos Sen[u

2Sen[/1n Cf—fc)](a) j . BU,, Sen[yn 6—56)] e 2B. Sen[u,, 5_56):' v
— — @ n . e Hy i @ n
£Cos(4,) A" +Z_; &C, Sen| p,(1-¢.)] +Z_1: & Sen[v,(&,-1)]

28 O o ’ —A2¢ e |5 '
£ B e

(D.305)
En donde se ha definido:

A’ =(1-B,)Sen[ 5, (£, ~1)]+6,Cos[ 5, (£ -1)] §=ul (D.306)

@ =U, e @’ j(: e dy (D.307)

w” =(1-B,)Sen(5,)—5,Cos(5,) (D.308)

8 =[(p,=37)(B -1)-p, ]Sen[5,(1-&) ]+ 5,Cos[6,(&-D)]  (D309)
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APENDICE E

Discretizacion de ecuaciones

Las ecuaciones que describen el balance de materia, se expresan a continuacion:

Para la particula:

oU oU U
LN B e | S (E.1)
or &7 o& o0& 1+kU,
Para el fluido:
W plu,-v ]+ [U\ —U] (E.2)
dr =@ulYin AT eV, &=l S :
Condiciones de frontera:
ou, _ B
52" Bi(UpL=1 —U,) en £=1 (E3)
oU
£=0 en £=0 (E.4)
o
Y las condiciones iniciales son:
U,=Ug ent=0 (E.5)
U,=U, en0<E<1 (E.6)

Partiendo de las ecuaciones de balance de materia para el componente clave, en
estado transitorio, se procede a su discretizacion mediante el método de diferencias finitas.
El siguiente esquema presenta la malla a considerar para la posicion:

=0 &=1
i=1 i=N i=N+1

ECUACION DIFERENCIAL PARA LA PARTICULA
Para resolver el problema, se empezara discretizando el término de acumulacion de

la ecuacion de la particula; mediante diferencias centradas:
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l&@—AQ=UA0—a%(AQ (E7)

2 ot \ 2
At oU, (At
U +—|=U + L E.8
{3 )-ue23) =
Restando (E.8) a (E.7):
At At) oU
ool )= e (E9)

Despejando la derivada temporal, y expresando en forma indicial, se obtiene:

k
CAA " - (E.10)

Reescribiendo (E.10):

1
ket K+l yrk k+1
(O_Uj *_ U -U AL (E.11)
or ), At At
En donde:
Ut -ul =AU (E.12)

Sustituyendo (E.11) en la ecuacion de la particula y usando el método de Crank

Nicholson, la ecuacién (E.1) puede ser escrita como:

(a—Uj+2=(1—A){%ﬂ[§za—Uj—®z( v H M{%i[fza—ﬂ—qﬂ[ v H (E.13)
or ). EoE\7 of 1+kU )| T e og 7 os 1+kU ) |

En donde si:

A =0, Método explicito
A =1, Método implicito

A= %, M¢étodo de Crank Nicholson

Ahora es necesario linearizar los términos evaluados en k+1 alrededor del tiempo k,

esto se logra utilizando el método de linearizacion de Ritchmeyer. Para lo cual se iniciara

LouY" (LouY af..eu
%) %) A %)

con el término:

k

(A7) (E.14)

i
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Apelando a la continuidad de la solucion de U, (f,z‘), es posible intercambiar el

orden de derivacion en el segundo miembro del lado derecho de (E.14):

(A7)

k+1 k k
oUu oU o (oU
52_ — §2_ +(§2)_(_j
o¢ ). o¢ ). o0&\ ot |,
Expandiendo la derivada temporal hacia delante, se obtiene:
oU,

U (r+A7) =0, (T)+E(AT)

Despejando la derivada:

oU, U,(z+A7)-U,(7) Ul -Uf

or (A7) (A7)
De acuerdo a la definicion dada en (E.12), se puede escribir (E.17) como:
au, _ A
or (AT)

Sustituyendo (E.17) en (E.15):

LU (b 0UY o @ (i
#%) e%) e

i

Al sustituir (E.19) en (E.13), se obtienen los dos términos siguientes:

_1[of.au)]
Tl_fz_ﬁf(g 6§ﬂ‘i g

L0120 xp
Tz_fz_aﬁ((§ )aﬁAU" ﬂ

(E.15)

(E.16)

(E.17)

(E.18)

(E.19)

(E.20)

(E21)

Los cuales necesitan expanderse en diferencias centradas, es decir, definiendo:

_29U
(o)

Restando las ecuaciones anteriores, se obtiene:

E3
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&oc

k A Wk _A_f :awk
e e 5 )G e

Rearreglando la ecuacion (E.23):

wh —wf,
owt i i
o0& A¢
Sustituyendo (E.22) en (E.24):
k 6U k
“%).19%)
22 f L%
oc\~ og Af

Discretizando la derivada interna de (E.25):
AS AS
-—=| U ,-U
aUp . (é:—l— j p( 2 j B ,'+l i—l
oc A A
Introduciendo (E.26) en (E.25):

15 (o] 1 ER 0 o)

AN (a2y

De manera analoga al desarrollo anterior, se tiene para (E.21):

1 0.0 k41 ‘ 1 (52 )1 (AUlk:ll _AUik+l)_(§2 )f—l (AUl.k+l —AUSI)
" é (A%)

A continuacion se linealiza el término de reaccion, para lo cual se define:

f(U”):[HZTUJ

Linearizando (E.29) alrededor del tiempo k, se obtiene:

)= 1) L9 (o)

i

Mediante regla de la cadena, se puede escribir:

kel k 6f(U)ka_U"
f(U)l _f(U)l + 6U i az_i

E.4
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(E.24)

(E.25)

(E.26)

(E.27)

(E.28)

(E.29)

(E.30)

(E31)



Sustituyendo (E.18) en (E.31):
k

fo)y"=ry +M (AU) (E.32)

oU

i
En este punto es necesario escribir la ecuacion (E.13) con la nomenclatura usada
anteriormente:

k+l
(a_U] ’ :(1—/1)[7"1—<szik:|+/‘{7] +T, - f} —@2%

k

or

(av )} (E:33)

i i

Desarrollando las multiplicaciones indicadas en (E.33):

k+l
[a_Uj Con—atpraar,- a0 L
or ), oUu

k

(av )} (E.34)

i

La sustitucion de (E.11), (E.27) y (E.28) en (E.29) da como resultado:

(@)Ul -u)=(#) L (v -ur)

i - 2 _(1)2](;/( +
o (a5 (E.35)
(@) (AU AU (&) (AU AU o[
= 2 . 2 2l =L (AU[/(H)
S (AS) j
Multiplicando por A7 la ecuacion (E.35):
AUF! = é{(gz ) (Uh -U)=(&) L (U -Ut )} —@fFAT+
" ’ ’ ) (E.36)
g[(fz )"l (AUS -AUS )= (& )k1 (AU —AUS )} - iA{CDz % (AUf )}
i 2 i
En la ecuacion (E.36) se ha usado la siguiente definicion:
At
= (E.37)
9)
Rearreglando la ecuacion (E.37), se tiene:
BAU!" + CAU + AAUM = D, (E.38)
En donde:
ol ar ‘ ]
B =1+ A1’ a0l +§—f{(52 )H; +(& ),»J (E.39)
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C = —ﬂ{(éz)/f 1 } (E.40)
4=-22(), (E.41)

D=Ll 0t -U)-() (Ut -ut) s ma

2
La ecuacion (E.42) es valida para 2<i< N -1, las ecuaciones restantes se

obtendran a continuacion:

Condicion de frontera 1
Al considerar la condicién de frontera dada por la ecuacion (E.4); se procede a

linealizarla mediante el método de Ritchmeyer. Por lo tanto se puede escribir:

(2" (2] 22 .
o0& ) o ) orlog)

Intercambiando el orden de diferenciacion y considerando que la ecuacion (E.4), es

valida también para el instante k, la ecuacion (E.43) se simplifica a:

k+1 k
LR . i(‘a—Uj (Az) (E.44)
o¢ ). o0&\ Ot ),
Usando (E.18) en (E.44):
k+1
Wl —L(avm) (E.45)
os ). o0&
Ya que la ecuacion (E.45) es igual a cero para & =0, se puede escribir:
i( AU =0 (E.46)
og
Expandiendo (E.46) en series de Taylor:
AU./H-]
AU (E+AE) =AU (§)+%A§+... (E.47)

Despejando la derivada:

k+1 k+1
0 (AU"“ ) _AU, AU (E.48)

ag\ (A)
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Por lo tanto:

AU - AU =0 (E.49)
En forma matricial puede escribirse (E.43) como:

CAU" + BAU[™ =D, (E.50)

En donde los coeficientes estan dados por:

B =1 (E.51)
C =-1 (E.52)
D, =0 (E.53)

La ecuacion (E.49) es vélida Ginicamente para i =1.

Condicion de frontera 2

La ecuacion dada por la expresion (E.3) puede escribirse para el instante k+1 como:

aUp ! ket k+1
1% - (BY,..) -(8u)) (E.54)
Linearizando el primer término de la ecuacion (E.54):
ou \'" (ou, Y ou, Y
£ =|—= —|—i 21 Az (E.55)
o0& o0& or\ o0&
Rearreglando la ecuacion (E.55):
aU k+1 aU k
A R +i(AUi"“) (E.56)
o¢ oc ) 0¢
De la misma forma, para el primer término del lado derecho de la ecuacion (E.54):
k+1 k 6 k
(8u,.) =(8U.l.) +E(BI. U,..,) ar (E.57)

Y se puede escribir:
k+1 k il
(Bi UPLZI) _ ( B Up‘gzl) +BAUY, (E.58)
Finalmente para el segundo término del lado derecho de (E.54):
k1 kK 0 k
(BU,) =(BU,) +E(BZUJ.) A (E.59)

Rearreglando la ecuacion anterior:
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k+1

(BU,)" =(BU,) +B,(aU,) (E.60)
Al sustituir (E.56), (E.58) y (E.60) en (E.54):

ou Y o X ‘ ) )
_( aépj _g(AU"k I)Z(Bi UP‘§=1) +BiAU§N1 —(B,-Uf)k - B, (AUJ.)k : (E.61)

Ya que la ecuacion (E.54) es valida tanto para k como para k+1, la ecuacion (E.61)

se reduce a lo siguiente:

—%(AU!‘“) = BAUY - B,(aU, )" (E.62)
Al expandir el término del lado izquierdo de (E.62) en series de Taylor hacia atrés,
se obtiene:
AU (- AE) =AU (5)—%@(#‘“ )AE (E.63)
Despejando la primera derivada de (E.63):
%(Auk“)=—AU'HA_§AU"IC‘T (E.64)
Introduciendo (E.64) en (E.62) y rearreglando:
AU =AU = AEBAUY —=AEBAULN (E.65)
O de otra forma:
AU —(1+AEB)AUY +AEBAUL =0 (E.66)
Finalmente:
AAU +B,AU +C AU, =D, (E.67)
Y los coeficientes estan dados por:
4, =1 (E.68)
B, =—(1+A¢&B)) (E.69)
C,=BA¢ (E.70)
D, =0 (E.71)

Ecuacion diferencial para el fluido
Estamos ahora en posicion de trabajar con la ecuacion diferencial para el fluido; de

tal modo que usando la ecuacion (E.2) y el método de Crank Nicholson:
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AU
AT

Linelizando los términos evaluados en k+1 alrededor del instante k:

0
+E[((p” +9,)Uy., ]k (A7)
La ecuacion anterior puede reescribirse como:
[(¢p T, )UN+1 :|k+1 = |:(¢p T, )UN+1:|k + (¢p T, )AUII\C/ill

El altimo término de (E.72) puede escribirse como:

((pPUN)

Sustituyendo (E.74) y (E.75) en (E.72):

k

(2, +2.)Uvu ] =[(0,+0,)U..]

k+1

=(p,U,) +¢,AUL"

AUkJrl
Tar (0,U,) (0, +0.) U T +2[(o, +¢>,,)UN+]T ~2o,Uy) -

2(0,+0,)Usn ] ~A(0, +0,)8U% +4(0,U, ) + A0, AU +(9,U, )

Rearreglando la ecuacion anterior:

k

[1+A74(p, +9,) |AU, - A01p, MUY =-A7| (9, +0,)U,., | +

((pPUN)k AT+AT(¢nUm )f%
Definiendo:
By, =1+Az'/1((pn +(pp)

Ay, =-Atlp,

k +l
Dy, =-At[(p,+0,)Uy, | +(0,Uy) Ar+az(pU,)
Entonces, podemos escribir (E.71) como:

B, AU + 4, AU =D

N+1 N+1 N+1 N+1

= (1_/1)|:¢pUN _((op +¢n)UN+1:| +ﬂ’|:¢pU ((op +(pn)UN+1 T ((Dn m) 2 (E.72)

(E.73)

(E.74)

(E.75)

(E.76)

(E.77)

(E.78)

(E.79)

(E.80)

(E.81)

Una vez que las ecuaciones diferenciales han sido discretizadas, es necesario usar el

algoritmo de Thomas para la solucion del sistema matricial formado.

E.9





