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Nomenclatura

QDT: Teoria Cuasideterminista
(Quasideterministic Theory)

NLRT: Tiempos de Relajacién no Lineales
(Nonlinear Relaxation Time)

MFPT: Tiempos Medios de Primer Paso
(Mean First-Passage Time)

SFQDT: Formulacién Estandar de la Teoria Cuasideterminista
(Standar Formulation of Quasideterministic Theory)

RBG: Ruido Blanco Gaussiano

RCG: Ruido de Color Gaussiano

e VAG: Variable Aleatoria Gaussiana

CIF: Condiciones Iniciales Fijas

C'ID: Condiciones Iniciales Distribuidas
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CAPITULO 1

Introduccion

1.1 Objetivo Principal

El objetivo principal de este trabajo de tesis consiste en extender el formalismo de la
teoria cuasideterminista (QDT) y su conexién con los tiempos de relajacién no lineales
(NLRT). de sistemas estocdsticos transitorios con pardmetros de control constantes al

caso de parametros de control dependientes del tiempo.

1.2 Introduccion

En las iltimas tres decadas en el contexto de la Mecanica Estadistica fuera de equilibrio, v
en particular en la teoria de procesos estocasticos, las ecuaciones diferenciales estocidsticas
han sido una herramienta muy util en la descripcién de una gran variedad de sistemas
fisicos en los que la presencia de las fluctuaciones juega un papel muy importante {1}-[3].
En particular el estudio de la relajaciéon dinamica de estados inestables o en general de
la relajacién dinamica de condiciones iniciales lejos del estado estacionario. es un tema
interés en el estudio de fenémenos fuera de equilibrio [4, 5]. Este estudio ha recibido una
atencion creciente desde el punto de vista tedrico [1]-[6]. asi como también desde el punto
de vista experimental [7]-[12].

Entre los diversos métodos que se han propuesto para cstudiar la dindmica estocdstica
transitoria de sistemas inestables, se encuentra el método de escalas de tiempo, donde ¢l
interes principal radica en caracterizar la relajacion dindmica de dichos sistemas inestables.

calculando el tiempo durante el cual la relajacion se lleva a cabo.



En este marco tedrico de escalas de tiempo dos de los métodos mas usuales reportados
en la literatura son: los tiempos medios de primer paso (MFPT)[11}-{14] y los tiempos de
relajacion no lineales (NLRT) [15]-[18]. En esencia los tiempos de primer paso definen un
conjunto de tiempos aleatorios t; durante los cuales el sistema alcanza un valor previa-
mente establecido a partir del estado inestable inicial, por lo que requerimos del célculo
de momentos estadisticos de la distribucién de estos tiempos de paso. El estudio de los
tiempos de primer paso se basa fundamentalmente en la teoria cuasideterminista (QDT)
propuesta por de Pascuale et al [12], la cual consiste esencialmente en remplazar el proceso
real por un proceso determinista con condiciones iniciales aleatorias.

QDT es una buena aproximacién ya que ella nos da una descripcién fisica del mecanis-
mo responsable del decaimiento del estado inestable. Este mecanismo consiste en asumir
que las fluctuaciones (ruidos) cambian la condicién inicial alrededor del estado inestable
e inducen la relajacion del sistema. Después de este efecto, la evolucién dindmica del
sistema es practicamente determinista. Es importante mencionar que la descripcidn en
términos de MFPT se hace unicamente en el régimen lineal de la ecuacion diferencial
estocastica [11]-[14].

El segundo método (NLRT) estd basado en la evolucion de los momentos estadisiticos
de la variable estocastica relevante, desde un cierto valor en el estado inicial hasta un valor
en el estado estacionario. El estudio de NLRT para caracterizar la dinamica estocdastica
transitoria ha sido dado a través de una descripcién en términos de la ecuacién de Fokker-
Planck [15}-[17]. v algunos resultados obtenidos por este formalismo. son similares a los
gue han sido obtenidos a través de los tiempos de primer paso usando QDT. Por tal razon,
nos preguntamos si es posible caracterizar la relajacion dindmica de sistemas inestables
a traves de NLRT usando el formalismo de QDT. La respuesta a esta pregunta ha sido
dada en la Ref. [18].

En esta tesis estudiamos el formalismos de QDT v su conexién con NLRT para ca-
racterizar la dindmica estocdstica transitoria de sistemas inestables en dos situaciones: la
primera es cuando el pardmetro de control asociado a la fuerza sistematica de la ecuacion
de Langevin es una constante [18]-[21]. La segunda. que es la parte més importante de este
trabajo consiste en extender el formalismo anterior a situaciones en el que el pardmetro
de control es una funcion dependiente del tiempo [22]-[24]. El interés de estos sistemas

se encuentra por cjemplo en la mecdnica de fluidos, particularmente en el estudio de
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inestabilidad hidrodindmica [10]; y en el encendido de un laser semiconductor a partir de
un tiempo umbral [22]. Estos sistemas han sido también estudiados por otros autores a
través de MFPT y QDT [25]-{27].

Por otro lado el formalismo de QDT desarrollado para caracterizar la dindmica tran-
sitoria, a través de NLRT o bién a través de MFPT, ha sido hecho en el contexto de la
dindmica de Langevin, cuya fuerza sistematica es derivable de un potencial. De este modo
podemos acordar en nombrar a este formalismo como la formulacién estandar de la teoria
cuasideterminista (SFQDT), en el sentido de que es posible hacer una generalizacién de
ésta formulacién [28].

El contenido de este trabajo se desarrolla de la siguiente manera: en el Cap. 2, se
caracteriza'la relajacidon de sistemas transitorios lineales y no lineales, para un conjunto
de variables fisicas z; con i = 1,...,n a través de NLRT y QDT, cuando el pardmetro de
control asociado a la fuerza sistematica lineal de la ecuacién de Langevin es una constante.
Esta formulacion se hace cuando la relajacién dindmica es inducida por ruido blanco y
ruido de color Gaussianos.

En el Cap. 3, extendemos el formalismo desarrollado en el Cap.2, al estudio de sistemas
estocasticos linecales, para un conjunto de z; de variables fisicas con pardmetros de control
dependientes del tiempo. asumiendo que la relajacion es inducida por ruido blanco v
ruido de color Gaussianos. Como consecuencia de éste estudio mostramos que NLRT se
puede eseribir en términos de dos escalas de tiempo dadas por T = 4 + #;, donde to €S
precisamente el tiempo de primer paso obtenido por otros autores [25]-[27]. La escala de
tiempo f; es la parte correspondiente de NLRT, v da cuenta de la evolucion dindmica on
la region cercana a la barrera de potencial. Los resultados obtenidos de éste andlisis son
las aportaciones originales de este trabajo.

En el Cap. 1, estudiamos algunos modelos analiticos como una aplicacién de la teoria
desarrollada en los Caps. 2 y 3. Para sistemas no lineales con parametros de control
constantes usamos ¢l modelo de Landau. Para el andlisis de modelos con pardmetros de
control dependientes del tiempo. estudiamos dos modelos que son: El modelo de rampa
v otro que podemos llamar modelo general.

En el Cap. 5 damos las conclusiones y perspectivas de este trabajo de tesis. Por
iltimo en los Apéndices A v B se dan los cdlculos explicitos de los modelos estudiados en

la segunda parte de Cap. 4.
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CAPITULO 2

Formalismo de NLRT y QDT con
parametros de control constantes

2.1 Descripcién de la dinamica de Langevin con RBG.

2.1.1 Condiciones iniciales fijas

En este capitulo desarrollamos la formulacion de QDT y NLRT con pardmetro de control
constante; tomando las ideas de la Ref. [18], para describir la relajacion dindmica de
sistemas no lineales, de esta forma el estudio que queremos realizar. sobre la relajacion
dindmica de estados inestables en presencia de fluctuaciones estocdsticas, se basa funda-
mentalmente en la dindamica de Langevin no lineal, que para un conjunto de variables

fisicas relevantes o, con v = 1,...,n, puede escribirse de la siguiente forma
o= aay (e, +6(F) po= 1., 7. (2.1)

Donde « es una constante, conocida como pardmetro de control tal que « > (. El
primer término se conoce como fuerza sistematica. El segundo término da cuenta de las
contribuciones no lineales del sistema, siendo n(r) una funcién escalar de r, donde r es ¢l
modulo al cuadrado del vector X, Porailtimo, el tercer término se le conoce como fucrza
fluctuante o ruido cuvas propiedades cstadisticas deberdn ser asignadas. En general.
en este trabajo supondremos que &(t) es un proceso Gaussiano, Por lo que requerimos
unicamente del conocimiento de sus dos primeros momentos < &(t) > y < &(H15,(+) >,

En particular en ésta seceion supondremos que el valor medio esta dado por < £,(f) == (

v la funcion de correlacion satisface la relacién

< EANE (M) >= 2D 8t — t') (2.2)




con &, conocida como la delta de Kronecker, y D es la intensidad del ruido. Cuando el
ruido cumple con la propiedad (2.2) se le conoce como ruido blanco.

Por otro lado, el estudio que queremos realizar de la relajacién dindmica transiroria
de estados inestables, en el contexto de la dindmica lineal de (2.1), asumimos en general
que la fuerza sistemdtica es derivable de un potencial (tomando las ideas de la mecénica
clasica). En este caso el potencial asociado a la fuerza sistemdtica lineal de (2.1) serd U =
—%(If +---4z2). En el caso particular de tres dimensiones este potencial corresponderia
a un paraboloide de revolucién invertido en la direccién —z con vertice en el origen de
coordenadas. Si definimos el vector X = (z;,---.z,), el origen de coordenadas del
“paraboloide” serd el vector X = (0,0,---,0) y este corresponderd el punto de equilibrio
inestable del potencial U. Con base a esta visién de la mecdnica clasica, decimos que la
relajacion dindmica ocurrird cuando el sistema (particula) abandone el estado inestable del
potencial, por efecto de las fluctuaciones, y evolucione hacia un nuevo estado de equilibrio
estacionario que le corresponda, como se vera posteriormente en la Sec. 2.3.

La manera en la que queremos caracterizar la dindmica transitoria de (2.1); se hara,
introduciendo una escala de tiempo, que definimos como el tiempo de relajacién no lineal
( NLRT). v conectarla con la teoria cuasideterminista (QDT) de la cual hablaremos més
adelante.  Esta cscala de tiempo medird entonces el tiempo durante el cual el sistema
(particula) velaja desde o] estado inestable inicial hasta un nuevo estado estacionario
estable. La cantidad fisica relevante en la que estamos interesados en estudiar su relajacion
dinamica sera el momento < #H{t) >, donde I = 1.2..... es ¢l orden del momento. v
es el modulo al cuadrado del vector X, es decir, 7 = |X[? = 29+ - +22. Por lo tanto. la
cantidad < r!(t) > comicnza su decaimiento desde el estado inicial en t = 0; caracterizado
por su valor < r/(0) >. hasta su estado estacionario estable. en ¢ = oo, caraterizado por

< ' > . Si definimos

! o0
<rit) > — <1 >,
mit) = l( ) - o (2.3)
<rt0)> - <rl>gy '
Esta funcién como se puede observar en Fig. 2.1, toma los valores
1 t=¢(
m(t) = { 0 (2.4)
0 t=oc

de lo anterior concluimos que el darea bajo la curva se define como el NLRT. dado por

8]
[Wa]
—

- > L !
I = / mit) dt = ——/ [<ri(t) > — <ri>q]dl.
JO ' Mg Jo '

g ]




Fig. 2.1: Evolucién dindmica de la funcién m(t)

donde definimos My = < rh > — <l >y, v ro=r(0). El cilculo de < r, > puede
obtenerse de un andlisis de las condiciones iniciales. En esta seccién asumimos que las
condiciones iniciales son fijas. Esta es una situacién en la cual < r§ > = 0. Esto quiere
decir que la densidad de probabilidad asociada a ry corresponde a la funcién delta de
Dirac 6(rg). lo que significa entonces que la probabilidad de encontrar a la particula en el
origen (punto de inestabilidad) es la unidad.

Hagamos ahora nn analisis de la forma en la que es posible lograr la conexién de
la escala de tiempo (2.5) con la teorfa cuasideterminista, de la cual hablaremos a con-
finuacion.  En esencia QDT introduce una hipdtesis a saber: asumir la presencia de
flutuaciones (de cualquier tipo) alrededor del estado inestable. las cuales seran las respon-
sables de la relajacion dindmica del sistema. Para ello, vamos a realizar primeramente un
estudio cualitativo desde el punto de vista puramente determinista de la dinamica lineal
asoclada a (2.1} v veremos cdmo a partir de este andlisis determinista, las flutuaciones
de las condiciones iniciales, se intruducen como una hipétesis. El formalismo de QDT se
encargara de justificar dicha hipétesis.

El andlisis cualitativo determinista puede formularse construyendo la ecuacion deter-

minista de la parte lincal de la Ec. (2.1), para la variable r. la cual se escribe como

r o= 2ar . (2.6)




La solucién de ésta ecuacion es

e
~J
g

r(t) = r(0) e . (

De esta solucién podemos notar que en ¢ = 0, el sistema tiene el valor inicial 7(0), y
por tanto estd localizado en el punto inestable (X = 0,0,---,0) del potencial asociado al
proceso (2.6). Por lo tanto, en la descripcién determinista, 7(0) = 0, lo que significa que
el sistema permanecera en el estado inestable inicial del potencial por tiempo indefinido,
sin que ocurra ninguna relajacién dindmica. Sin emnbargo, si suponemos que alrededor de
éste estado inestable existen fluctuaciones de cualquier tipo, una pequena perturbacién
sera suficiente para provocar la relajacion dindmica del sistema alrededor de este punto
de inestabilidad.

Esta suposicién de la fluctuacién de la condicién inicial es justamente la hipétesis de la
teoria cuasideterminista. Por lo tanto, la conexién de la dindmica (2.7) con QDT se hace
mcorporando la hipétesis antes mencionada, la cual consiste en hacer que la condicién
ro = h?. donde ahora h es una variable aleatoria. Luego entonces la dindmica (2.7)

adquiere ¢l caracter de un proceso cuasideterminista dado por
r(t) = h? o2t (2.8)

Ahora bién. de éste proceso podemos inferir que h, da cuenta de las fluctuaciones

estocasticas iniciales, responsables del decaimiento del estado inestable. Una vez que el

sistema abandona el estado inestable éste evoluciona indefinidamente para todo tiempo

t > 0. puesto que a > 0.

La conexion de NLRT con QDT se logra ahora sustituyendo el proceso (2.8) en la
ecuacién (2.5). Sin embargo va vimos antes que el proceso (2.8) crece indefinidamente
para tiempos + > (). de este modo si queremos obtener tiempos finitos, serd necesario
detener el crecimiento del proceso (2.8) en alguna parte, para un valor fijo ry. Debido al
caracter estocdstico del proceso, éste valor de referencia ry = (1) podréd alcanzarce para

un conjunto de tiempos aleatorios t;, tal que
5 v
rp o= h%efh (2.9)

Como veremos posteriormente en la Sec. 2.3 cuando estudiemos sistemas inestables

no linecales de la forma (2.1). éste valor de referencia corresponderd al valor del estado
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Fig. 2.2: Evolucién dindmica de < r'(¢) > asociado al proceso (2.10)

estacionario 7y = rg del sistema no lineal, i.e., que éste es el valor que el sistema adquiere
en su evolucién hacia el estado estacionario correspondiente. Por tanto, rg,; serd la barrera
del potencial en el caso lineal que estamos estudiando. En este sentido el proceso (2.8),
incluyendo el orden del momento se puede escribir explicitamente como

Py = h2 et — 1) + oL oa( - 1), (2.10)

8!
donde #(xr) es la funcion paso. En la Fig. 2.2 se observa el comportamiento del promedio
(2.10). Finalmente, si sustituimos la ecuacion (2.10), en la ecuacion (2.5) obtenemos la

expresion formal de NLRT asociado al promedio < r! >, el cual puede escribirse como

A A t

T, 7 L

Tl, - _ st <t > + —St—<(3_21at' / CZlas (1S> . (211)
_\[() J\f() 0

Esta escala de tiempo caracteriza la relajacion dindmica de sistemas estocasticos ines-
tables lineales. cuvos pardametros de control son constantes.

Si definimos

to = _Ti" <t > (2.12)
j = ~ I > Ve do
Mg
v
"'[z 21 “ olas
fpo= == <e_2at' / e<tes r/s>. (2.13)
1\'10 0




Debemos notar que el promedio de t; se debe al caracter aleatorio del mismo, como
podemos ver de (2.9). El término tg se conoce en la literatura como el tiempo medio de
primer paso (MFPT). Este en esencia, mide los primeros tiempos de la relajacién dindmica
del sistema alrededor del estado inestable y por lo tanto, es la contribucién relevante de
NLRT, puesto que toma en cuenta el efecto de las fluctuaciones iniciales responsable de
la de la relajacién dindmica. De ahi que ¢, es la escala de tiempo que el sistema toma en
alcanzar la barrera de potencial ry;. Esta es la regién donde el efecto de las fluctuaciones

va no son relevantes.

Vamos ahora a justificar la hipdtesis de la fluctuacién de las condiciones iniciales
introducida en la solucién de la ecuacién deterninista (2.8) de la seccién anterior. La
justificacidn de ésta hipdtesis se obtiene a través del formalismo de QDT, el cual basa su
estudio en términos de la dindmica lineal de Langevin. El analisis inicia con la solucién

formal de la ecuacién lineal de Langevin asociada a (2.1), dada por

I,‘(t) = h,(f) e”", (214)
donde
t
hif) = 2:(0) + / e () ds (2.15)

El siguiente paso a realizar serd mostrar que h;(t) juega el papel de una condicion
inicial efectiva en ol limite de tiempos largos, tal que at >> 1. Esto quiere decir que
hi(oc) = h,. donde I, es una variable aleatoria Gaussiana (VAG). Para ello. podemos ver

de (2.15) que si £,(#) es pequeno entonces

Ih(t
lim i—l—(———) = lim e ¥¢(t) — 0. (2.16)

t—nc  (t {00

De ésta ecuacion se puede apreciar que h;(co0) = cte, que llamamos h;. Bajo ¢stas
condiciones v para tiempos largos, tal que at >> 1, el proceso (2.14) se convierte en un
proceso cuasideterminista, de la forma z;(t) = h; e*, que en términos de la variable r.
se puede escribir como

r(t) = h¥ e (2.17)

la cual es consistente con (2.8). donde ahora h? = hf + -+ h?% desempeiia el papel de

T

una condicion inicial efectiva.



El siguiente paso consiste en obtener la densidad de probabilidad marginal P(h). que
a su vez nos permitird obtener la estadistica de la variable h, necesaria para el cdlculo de
(2.11). Esto se logra de la siguiente manera: dado que cada variable h, es una VAG. su
estadistica esta determinada por sus dos primeros momentos < h; > y < h? >. El primer
momento se obtiene a partir de la ecuacién (2.15), va que < z,;(0) >= 0 para condiciones
iniciales fijas v < &;(t) >= 0, entonces < h;{(0c0) >=< h; >= 0. Para el segundo momento

obtenemos
4
< R2t) > = 213/ =295 s | (2.18)
0

ast que en el limite de tiempos largos tales que at > 1, la integral es convergente, es decir

t . 1
lim | e %ds = — . (2.19)
t-=00 Jo a

Por tanto, para tiempos largos el proceso estocdstico (2.15) se transforma en un con-

junto de VAG h, con valor medio < h; >= 0 y varianza

. D
02 =<hi> - <h>*= =, (2.20)

a

% es proporcional a la intensidad del ruido.

donde observamos que o
Puesto que I, es una VAG, su densidad de probabilidad es también Gaussiana. v por
tanto la densidad de probabilidad conjunta asociada al conjunto de variables indepen-

dientes (..., hy) estia dada por

2 2 2 e h2
[)(_/ll ..... hn) = cte ¢ 7 (hithytths) . (221)

vt = o 4
donde o® = = = .

La densidad de probabilidad marginal P(h) podrd ahora calcularse a partir de (2.21)

mediante la transformacion del espacio de variables independientes h = (hy... . h,) al
espacio de variables independientes u = (h,uo. ... uy,). es dedir
Plhy. .. .. hn)dhy -+ dh, — P(h ius, ..., un AV, (2.22)
donde dV” = J(u)dh - duy - -duy es el Jacobiano de la transformacion. dado por
Ohy Ohy (
Oh Sun
J(u) = : (2.23)
Ohy Oh,
I Oh Juyn



En nuestro caso, la regién h < /h? + ...+ h2 < h + dh es un cascarén esférico de
radio interno h v radio externo h + dh. Se sabe que el volumen dV de dicho cascarén es
proporcional a su grosor dh y a la potencia h"~! de su radio, es decir dV = cteh™ 'dh.
Finalmente la densidad de probabilidad marginal para el modulo de h se calcula entonces

de (2.22) junto con (2.21) y con ello, se llega al resultado

2a™
P(h) = m h.n';l e @

2 p2

(2.24)
Habiendo construido el formalismo de QDT y su correspondiente conexién con NLRT,

estamos ahora en condiciones de calcular la escala de tiempo (2.11), para los casos en que

las condiciones iniciales son fijas. En este caso My = -—rl,, y (2.11) estd dada por

T, = -2-1- {m(a?r“) ~ < In(a?h?) >} -, (2.25)
a
Haciendo uso de la ecuacién

, . 2t
donde el segundo término es t; = C = 1 - 5—'},——2]

1
2la .

D

LN (—a—)', y ademds < In(a?h?) >= ¢ (n/2). Si ahora

(2.24) podemos concluir que < h
hacemos un analisis del resultado anterior en el limite en el que la intensidad de ruido es
pequeiio, ¢s decir, D < a, entonces el término < h% > se puede despreciar. de tal modo

que (2.25) gquede como

T, = i {In[ L -—J - c<2> - l} (2.20)
T o2 U 2(D/e) \ 2 1S '

donde ¢'(x) es la funcién digamma.

2.1.2 Condiciones iniciales distribuidas

En esta seccion vamos a estudiar el efecto de las condiciones iniciales en la relajacion
dinamica de sistemas inestables. Este estudio consiste en asumir una situacién mds rea-
lista. en la que las condiciones iniciales ya no estan fijas en ¢l estado inestable, sino que
aliora se supondran distribuidas alrededor de dicho estado, v por tanto tendran asociada
una densidad de probabilidad con cierta anchura. La condicién inicial fija (CIF) estudiada
en la seceion anterior, tiene asociada una distribucion de probabilidad §(rg), esto significa
desde el punto de vista experimental, que la anchura o incertidumbre de la distribucion
inicial, es mds pequena que la intensidad de las luctuaciones que ocasionan el decaimiento.

Sin embargo en muchas situaciones experimentales. ambas cantidades seran originadas por
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una unica fuente de ruido, asi que ellas pueden ser del mismo orden de magnitud. De ahi
la necesidad de introducir las condiciones iniciales, con lo que podran describirse mejor
los resultados experimentales.

Nosotros también estamos interesados en el estudio del efecto de las condiciones ini-
ciales en la relajacién del estado inestable. Para ello, vamos a describir la forma de
preparar al sistema en el estado inicial al tiempo t = 0; dado que la parte lineal de la
ecuacion (2.1) define la dindmica del sistema para tiempos t > 0. Esto se puede lograr,
asumiendo que el sistema se encuentra localizado en t = 0, alrededor de un estado esta-
cionario estable. Por lo tanto, podemos definir en forma matemadtica la evolucién dindmica
del sistema para tiempos ¢t < 0, desde un estado arbitrario en t = —co. La preparacién
de las condiciones iniciales del sistema en ¢ = 0, ser4 entonces el estado estacionario de la

siguiente ecuacion dinamica
Ty = —apxr; + &(t), ~00<t<0. (2.27)

donde ap > 0.

Este modelo describe la situacién fisica en el cual el sistema sufre un cambio brusco
en f = 0. en el pardmetro de control, de —ag — a, el cual deja al sistema inicialmente
localizado alrededor de un estado inestable.

Por tanto. Ia probabilidad del estado estable asociado con las condiciones iniciales al
tiempo £ = 0. serd una Gaussiana de la forma Py (x;(0)) o e~ 26710) donde ag = 75 lo
cual significa que se ha tomado la misma intesidad del ruido D para tiempos t < 0. De

D

aqui inferimos inmediatamente que < 2;(0) > = 0y < 22(0) »>= e

Calculemos ahora la estadistica del proceso (2.15) en el limite de tiempos largos. de
acuerdo con el formalismo de QDT. El primer momento es claramente < h, >= 0. Para

el segundo momento requerimos de la siguiente expresion
2 2 ' 2
<h?s = <220)> + w/ 25 g (2.28)
0

ven el limite de tiempos largos. tales que af > 1, obtenemos
. . D
< hts =< :1,'1-2(0) > 4 - (2.29)
a

De forma tal que la varianza o? de h; es ahora
2 2. 2
g7 =< /)1 > - /)7- >2 = 0g T

(2.30)
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donde o3 =< %(0) > — < z;(0) >?. corresponde al efecto de las fluctuaciones de las

i
condiciones iniciales en t = 0, y estd dada por 02 =< z2(0) >= a’%. Asi que ahora

sustituyendo este valor en (2.30) tenemos
o = CD, (2.31)

donde C = (51; + 5.

a

La densidad de probabilidad asociada a la variable h; serda una Gaussiana de la forma

Pst(h;) o e "l donde ahora a? = 57 = 535 Por tanto, la densidad de probabili-

dad conjunta es la misma que la expresién dada en (2.21), con la diferencia de que aqui

o2 est4 dada por (2.31). De aqui concluimos que la densidad de probabilidad marginal

P(h) es también la misma que (2.24). Siguiendo los mismo pasos que se hicieron para

encontrar P(h) en la seccién anterior, podemos también obtener la densidad de proba-
bilidad marginal P(X,) donde definimos X¢ = X (0) como X2 = z2(0) + --- + z2(0).
Esta densidad de probabilidad se calcula usando la densidad de probabilidad conjunta
Py (x:1(0),...,2,(0)), v también la densidad de probabilidad Py(z;(0)), dada anterior-

mente. Por lo tanto

2al 1 2v2 X
r(zo) Xgt oo (2.32)
2

De ¢ésta expresion podemos ahora calcular explicitamente la constante My de (2.5). El

Ps(Xo) =

RGN Lo . ‘ - . . ‘ )
término < ry > de Mg se calenla usando (2.32), dando como resultado < 1)) >= (2D /ay)’.
>) R _ ! N
Por lo tanto My = (2D /ag) = 7y,

Despejando #, de (2.9)y sustituyendola en (2.11) teniendo en cuenta que ahora se tiene
condiciones iniciales distribuidas (CID), se obtiene la escala de tiempo Ty, la cual es igual

a

!
r T st \
T, = ——= {lnii o — < In(a®h?) > } - . (2.33
! 2adfy 2(agt + a")D ( )> (2.39)
~t r! <h®ls : p + -
donde ¢ = —53- 1 — —%7!—] sicndo < h? >= [(é + 1)DJ)\. Si ahora hacemos un

andlisis del resultado anterior en el limite en el que la intensidad de ruido es pequeiio
comparada con los parametros de control ag y a, es decir, D < ag y a su vez D < a. En
!

¢éstas condiciones los términos < Tg >y < h > se pueden despreciar: v oasi Ay = — r,-.{_,,

Bajo esta aproximacion la expresion (2.33), nos queda como
1 Tt n’ 1
T, = ——{/n[ - } — "<——> - —} , 2.34)
! 2a 2(ag' + a~V)D “\2 ! ( ’
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2.2 Descripcion de la dindmica de Langevin con

RCG.

2.2.1 Condiciones iniciales fijas y distribuidas.

En esta seccion vamos ha estudiar la caracterizacién de la dindmica lineal asociada a
(2.1), asumiendo ahora que el ruido es Gaussiano de color {19]. En este estudioc vamos a
generalizar los resultados ya obtenidos en la en dicha referencia para un conjunto de n
variables fisicas v para cualquier orden [ del momento relajante.

Para este tipo de ruido tenemos que el valor medio < £;(t) >= 0, y funcién de
correlacién dada por

D et
< &i(t) &(t) > = - bij e T, (2.35)

donde D es la intensidad del ruido y 7 es el tiempo de correlacién.

El estudio correspondiente con ruido de color es un caso menos ideal, puesto que
estamos tomando en cuenta los efectos de memoria presentes en el tiempo de correlacion
finito, dado por 7. Veremos también que el ruido de color introdece de manera natural,
el acoplamiento del estado inicial del sistema al tiempo t = 0, con el ruido &(t), es decir
que Ja correlacion < o, (0) £,(4) > en general es distinta de cero.

Priuncramente debemos mencionar que el tiempo caracteristico asociado a la carac-
terizacion de relajacion dindmica del estado inestable inducido por ruido de color, tiene
la misma estructnra algebraica que la ecucacion (2.5). En segundo lugar, el formalismo
de QDT se construye con base en las ideas de la seccion (2.1.1), salvo que ahora debe-
mos tomar en cuenta los efectos del caracter no markoviano del proceso para calcular la
estadistica de la variable aleatoria h;.

El formalisino de QDT parte también de la solucién de la ecuacion lineal de (2.1,

dada por (2.15). donde nuevamente

{
h(t) = Ll‘,'(()) + /(;51(3) e™? % ds. (2.36)

Se sabe va. que en el limite de tiempos largos tales que at > 1. el proceso (2.36)
satisface la propicdad de ser una variable aleatoria Gaussiana h{) = h,. Por lo que
requerimos de los dos primeros momentos < h; >, < h? > para obtener la densidad de

probabilidad (1, ).




De la ecuacién (2.36) podemos notar que < h; >=< z;{0) >. Para el segundo momento

< h2(t) >, requerimos de la autocorrelacién

1

t t , ,
< h3(t) > = < z%(0) > + /0 /0 < £i(s) &(s') > R G N

+2 /Ot < 2;(0) &(s) > e ds . (2.37)

En ésta expresién vemos que, el primer término da cuenta del efecto de las condicones
iniciales del sistema. El segundo toma en cuenta el efecto de las fluctuaciones causadas
por el ruido &; v el tercer término, da cuenta justamente del acoplamiento del sistema
en su estado inicial, con el ruido. De la expresién (2.37) podemos notar que existen tres
casos posibles a estudiar, en el caso de la relajacién dindmica de sistemas inducidos por
ruido de color. A

El Primero es el caso més simple, en el que la condicién inicial z;(0) esta fija en el
estado inestable. de modo que z;(0) = 0, y por tanto, < z,(0) &(t) >= 0. El segundo
sera cuando la condicién inicial z;(0) esté distribuida alrededor del estado inestable, pero
desacoplado con el ruido, de modo que también < z;(0) &(t) >= 0. Esto significa que la
fuente de ruido para t < 0 no es la misma que para t > 0, de manera que ¢l sistema puede
miciar desde un punto distribuido aleatoriamente. El tercer caso exhibe una situacion
mas interesante, puesto que toma en cuenta la distribucion de las condiciones iniciales
alrededor del estado inestable v ademas el acoplamiento de estas condiciones iniciales con
el ruido. asi que < 2, (0)E(t) ># 0.

En el caso en el que < 02(0) ># 0. ¢l caleulo de este término requiere nuevamente de
la suposicion hecha de la condicion inicial, es decir, de la forma de preparar al sisteuna
en un estado estacionario estable en t = 0. De manera que la correspondiente ecuacion

dinamica para —oo < t < () seré
Iyo= —agr; + &(t). —oc <t <) (2.38)

cuya solucion es
0
k aps ‘ ¥
7,(0) = / Ei(s) e ds . (2.39
El proceso (2.38) es ahora no Markoviano. Sin embargo, dichio proceso puede formularse

en términos de dos variables Markovianas (z,.&;) [16] tal que

ll

€ —upgr, + &(t). —oc <t < 0




g o= &y omt) (2.40)

T T
donde ahora < n;{t)n;(t') >= 2D6;;6(t —t'). La densidad de probabilidad estacionaria
asociada al proceso (2.40) es la Gaussiana Py(z;(0)) ~ e~%%(® donde o2 = 5—2;‘}(0? =
aw#"—i De manera que, de ésta densidad de probabilidad concluimos que el valor

medio < z;{(0) >= 0, y por tanto de (2.37) se obtiene que el valor medio de < h; >= 0.

El segundo momento < z2(0) > = aT(l+D_ao%7’ asi que la varianza o serd
03 = <z20)> — < z;0) > = co(r)D . (2.41)
— 1 e . ,
donde co(7) = PR De manera que el efecto del ruido de color con respecto al ruido
blanco para la fluctuacién de las condiciones iniciales, consiste en la renormalizacién de
la intensidad del ruido D por el factor H—rlm, es decir D' = (—I—-FDZO_T)‘

Analicemos ahora los tres casos de la ecuacién (2.37).
i) Condiciones iniciales fijas (CIF)
Para este caso simple tenemos que el unico término diferente de cero serd el segundo

término de (2.37), asi que

. D 2ar -1 b
}2 N> = = 1 — ~2at ______‘_(I—(U- + 77N 3——2(1L>J . 249
< hth) a(l + ar)[ ¢ M (1 — ar) ¢ ‘ ( )

v para tiempos tales que af > 1 garantizamos que (2.42) se transforma en una variable
alcatroria Gaussiana con valor medio < h; > = 0, v varianza

rrf =< h? > — < h, > = ci(t)D . (2.43)

donde ¢y(7) = . N el subindice f denota que hemos considerado el caso de condicién

afl + ar
inicial fija. También el efecto del ruido de color con respecto al ruido blanco, consiste en

1

la renornamilizacién de D por el factor T e

ii) Condiciones iniciales distribuidas. Caso desacoplado
Este caso. como hemos mencionado, consiste en asumir que < 2,(0) &(t) >= 0. Por

lo tanto solo debemos afiadir un término a la Ec. (2.42) que proviene de (2.37). Asi que

, . D 2 - o)
< hz(f) S = <« ’12(0) > ,:1 _ e—Qar + ar (r)—v(a + 0 ()-Zat>J ‘

! (1l + at) (1 — a7)\
(2.44)
v en el limite de tiempos largos tales que at > 1, obtencmos
o =<hl> — <h > =]eg(r) + \(r)]D . (2.45)
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donde co{7) v ¢1(7) ya han sido definidos, el subindice d denota el caso desacoplado.
iii) Condiciones iniciales distribuidas. Caso acoplado

Aqui debemos de tomar en cuenta los tres términos de la ecuacién (2.37), de modo

que
D 2art -1
2 — 2 1 — —2at ( ~(a + 77t _ ' —Qat)]
< hi(t) > =<z(0)> + ——‘a(l n ar)[ e + =) e e
+ 2D7 [1 — e lo+ T""‘] : (2.46)
(1 + ap7)(1 + ar)

para tiempos largos tales que at > 1 garantizamos que el proceso (2.46) llega a ser una

variable aleatoria Gaussiana con valor medio < h; >= 0, y varianza

02 =<h?> — <hi>?= [co(7) + (1) + c2T)]D . (2.47)

a

donde co(7) = aT aof{(l = Y el subindice a denota al caso acoplado.

Para cualquiera de los tres casos la densidad de probabilidad P(h;), tiene la forma de
P(h;) ~ e~°*" donde o® = 513,y o? corresponderd a los casos i), ii) y iii). La estructura
de la ecuacién para la densidad de probabilidad conjunta P(hy,...,h,) es la misma que
(2.24), salvo la expresion para a?. Asi que la densidad de probabilidad marginal para la

variable aleatoria Gaussiana h estd dada nuevamente por

2a™ 272
P(h) = R pmath 2 48
(h) F(n/2) e (2.48)

También la densidad de probabilidad marginal asociada al modulo de X es

n
20

Xl emetNG (2.49)
T(n/2)

P (Xo)

: 1 Ny P ..
ahora, a3 = 57 Y o corresponde a la expresién (2.41). De ésta expresién se puede obtener
0

!

el primer término de Afy, que es igual < ré >= (co(7)D)", de ahi que My = (co(7)D) — i

En gencral el NLRT para sistemas inestables inducidos por ruido de color, pucde
escribirse de una forma diferente con respesto al NLRT para ruido blanco. Esto se puede
obtener a partir de la expresiéon (2.11) dado explicitamente por

A

Vst v 9 , ..
T, = ——"lin(a’*ryg) - < In(a?h?) > | — C . (2.50)
2(1/\]0
, rt 21 . ..
donde €' = —58m n - %—>] Antes de obtener el tiempo caracteristico debemos

st

calcular las cantidades < h? > v < Inh? > con la ayuda de (2.48). Para el valor de

17




< h¥ > se obtiene que < h¥ >~ (¢(7)D) y para < in(a?h?) >= ¢(n/2). Nuevamente
hacemos uso de la aproximacién de intensidad de ruido pequeno, tal que (c(r) D) <« 1,
donde c(7) dependerd del caso que se desee estudiar. Por lo tanto, el primer término de
My y término < h? > se puede despreciar. Asi que el tiempo caracteristico asociado a
la cantidad < ! >, para caracterizar el decaimiento de estados inestables inducidos por

ruido Gaussiano de color, puede escribirse de la siguiente forma

T, = % zn(%) + B(r) + By + O(D). (2.51)

El primer término de ésta expresién contiene al término logaritmico que es universal de
los estados inestables. El término B(7) da cuenta de las contribuciones no Markovianas,
v su forma explicita dependerd de los tres casos ya mencionados. Bj es una constante que
depende de los pardmetros involucrados en el sistema.

i) Condictones iniciales fijas.

Para este caso la contribucién no Markoviana B(7) y la constante B, se pueden

obtener con ayuda de (2.43). Ellos estdn dados por

1
B(r) = — In (1l + ar), (2.52)
2a
v
1 . 1
B()’ = :'2*;177 arge P02 _ ik (2.53)

1) Condiciones iniciales distribuidas. Caso desacoplado.
En el caso. en que la condicion inicial esta distribuida alrededor del estado inestable.
pero desacoplado del ruido. En este caso B(r) v By se pueden escribir, usando (2.45).

comno

1 n[ (1 + ar)(1 + agr) }
11 + (a? + ad)/(ag + a)T

1 roe” v/ 1
By = —|ln|———m— ] ~ =. 2.1
0 Qa[n <a51 + a“) l] (

Si hacemos n.l =1 en (2.53) y (2.55) se recupera los resultados de [19].

(2.54)

[
[\9y]
~—

iii) Condiciones iniciales distribuidas. Caso acoplado.
Cuando la variable r,(0) estd acoplada con el ruido, v ademds esta distribuida alrededor
del estado inestable del sistema, las expresiones para B(7) v By, usando (2.47) son ahora

1 - apr,
B(r) = = In (1 + a7)(1 + agT)
2a 1 + (a + ap)7

(2.56)
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y By es igual a (2.55).

2.3 Descripciéon de la dindmica de Langévin no li-
neal

En las secciones anteriores, hemos estudiado la caracterizacién, a través de NLRT, de
sistemas estocdsticos inestables unicamente en el regimen lineal. En el lenguaje de po-
tencial dijimos que el potencial lineal asociado a la dindmica lineal asociada a (2.1) tenia
su barrera en el estado estacionario correspondiente de un potencial no lineal, es decir en
T = Tg.

En esta seccién veremos ahora que si, estudiamos la caracterizacién de cualquier sis-
tema dindmico no lineal, con su correspondiente potencial no lineal, no necesitamos im-
poner ninguna barrera al potencial, puesto que las no linealidades de la misma son una
barrera natural. En este sentido NLRT caracteriza la relajacién completa del sitema no
lineal desde el punto inicial de inestabilidad hasta el estado estacionario de dicho sistema.
Este estado estacionario es conocido también como régimen de saturacion.

Debemos remarcar que la caracterizacion de la relajacion completa del sistema a través
de QDT v NLRT es posible siempre y cuando el parametro de control asociado a la fuerza
sistemdtica lineal sca constante. Por el contrario, sf el pardmetro de control es funcién
del tiempo. la caracterizacion dinamica se puede hacerse unicamente en ¢l régimen lineal.
como veremos en el Cap. 3. Por lo tanto, la dindmica no lineal con ruido aditivo se escribe

al igual que (2.1). tal que
rpo= ar, + nl{r)z; + &), i=1,2,....n (2.57)

donde a es el parametro de control, y obviamente n(r)z; da cuenta de las contribuciones
no lineales del sistema, siendo n(r) una funcién escalar de r, y éste ultimo es el modulo
al cuadrado del vector X.

La expresion (2.5) nos describe el NLRT asociado al momento de ', ie. < » >.
Queremos ahora calcular la expresion de la escala de tiempo cuando se toma en cuenta

las contribuciones no lineales del sistema. Para ello, debemos hacer la correspondiente

conexion de (2.5) con QDT, para tales sistemas. Esto puede lograrse con el requerimiento
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de la ecuacién de evolucién no lineal y determinista para la variable r, esto es
ro= f(r), (2.58)

donde f(r) es una funcién que tiene dos raices. Una raiz es para r = 0 que corresponde
al estado inestable, luego f'(r)|;=0 > 0. La otra serd cuando r = r4, la cual corresponde
al estado estable, tal que f'(r)|;=r,, < 0. Por lo tanto, f(r) puede escribirse en forma

general como
r(rse — 1)

gl (2.59)

f(r) =

donde la constante cp = 5 y g(r) una funcién polinomial dada por g(r) = 27 g gar™.

Por otro lado, la ecuacién determinista asociada con (2.56) para la variable r es
T = 2ar + 2rn(r). ‘ (2.60)

Esta ecuacién es compatible con (2.58) y (2.59), puesto que de acuerdo con la forma
analitica de n(r), (2.60) podrd escribirse en la forma de (2.59). En general podemos

escribir la escala de tiempo (2.5) asociado a la cantidad < r! >, para la dindmica (2.56)

como
. Co ("sl >> 1 Tat S(r)
T = ——(I : o M1+ S(r Co—=|dr) .
‘\[0< n 73 + I‘s,<[o:h2 {!}(7)( + S(r)) + Cy " } z> (2.61)
donde S(r) = if’:‘l(;%)"‘. es un polinomio. El primer término de (2.61) es el tiempo

caracteristico en el régimen lineal ya discutido en las secciones anteriores. El segundo
término de (2.61) obviamente da cuenta de las contribuciones no lincales del modelo.

Otra forma de escribir a (2.61). seria

T =T, - C + —1~</r‘m [g(?‘)(l+5(7‘)) + C'OS(T)] d/r'>, (2.62)

Ist o=h2 T
donde " = —2—(—;%75[1 - %2:—)—} La expresion (2.62) es la cscala de tiempo asociada a
< ' >, v caracteriza la relajacién completa del sistema dindmico no lineal (2.55). Si el
orden del momento [ = 1, obtenemos el resultado particular
1 Tt
T =T, + C + —-</ g('r)d'r> . (2.63)
Pt \ Jro=h?
En el que la cantidad S(r) = 0.
En el siguiente capitulo se generaliza el formalismo de QDT v NLRT a sistemas con

parametros de control dependientes del tiempo.
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CAPITULO 3

Formalismo de NLRT Y QDT con
parametros de control dependientes
del tiempo

3.1  Descripcion de la dinamica de Langevin con

RBG.

3.1.1 Condiciones iniciales distribuidas

En el desarrollo de esta seccién queremos caracterizar la dindmica transitoria de sistemas
estocdsticos lineales cuyos parametros de control son funciones dependientes del tiempo,
usando nuevamente el formalismo de NLRT y QDT. Por lo que la ecuacidén dinamica de
Langevin para estos sistemas descritos por un conjunto de n variables fisicas serd de la
forma

T, =a(t) z;, + &(t), i=1...,n, (3.1)

donde a(t) es el pardmetro de control que en general depende del tiempo. Asumimos que

& es nuevamente Gaussiano con valor medio < &,(t) >= 0 y funcién de correlacion
< &) >=2D6;6(t — t') (3.2)

donde D es la intensidad del ruido.

El tiempo de relajacién no lineal asociado a la cantidad < 7! > es otra vez

T Lo/ !
T = —/ (<7 (t) > — <1 >y]dt. (3.3)
‘,\f() 0
donde My = <1l > — <r'>, v resecl médulo al cuadrado del vector X.
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La conexién entre NLRT y QDT se realiza siguiendo los mismos pasos de la sec. 2.1

del Cap. 2. De manera que la ecuacién determinista para la variable r serd
7 = 2a(t) r. (3.4)

cuya solucion es
r(t) =r(0) &2V, (3.5)

donde .
W(t) = /0 a(s) ds. (3.6)

De lo anterior podemos observar que W(0) = 0, por lo que el sistema se localiza en
r(0) que corresponde al origen de coordenadas X = (0,0,...,0), del potencial inestable
asociado al proceso (3.4), es decir U = —5(297‘. En esta descripcién determinista 7(0) = 0,
por lo que el sistema permanecera en el estado inestable inicial del potencial, y ninguna
relajacién dindmica de dicho sistema podrd ocurrir. Sin embargo, si suponemos que
existen pequenas perturbaciones alrededor del estado inestable, estas serdn suficientes
para desencadenar la relajacién dindmica del sistema {18]. Por lo tanto, la conexién
del proceso (3.5) con un proceso cuasideterminista. se hace introduciendo la hipétesis de
fluctuaciones de las condiciones iniciales, que consisten en suponer que r(0) = h?, siendo
h una variable aleatoria. En estas condiciones el proceso (3.5) se convierte en un proceso
cuasideterminista dado p()f

r(t) = K2 2 (3.7)

donde ahora h da cuenta del efecto de las fluctuaciones iniciales responsables del de-
caimiento del estado inestable del sistema.

Con el propésito de garantizar el crecimiento de la evolucién dinamica del proceso
(3.7) hacia un estado estable que corresponda. como se vio en la Sec. 2.3, debemos
imponer una condicién especifica a la funcién W (t) . Esta condicidn debe ser tal que la
funcion TV (#) sea siempre una funcién creciente y positiva en el tiempo, para todo tiempo
t > 0 excepto en los casos en los cuales el pardmetro de control define un retraso en la
inestabilidad [25] . en este caso como veremos la condicién de 17 (#) > 0 se satisface en
el limite de tiempos largos. Por retraso en la inestabilidad queremos decir, que existe
un intervalo de tiempo durante el cual el sistema ain permancce en cl estado inestable

del potencial. De esta forma. se requerird de algin mecanismo capaz de romper dicho

o
o




retraso, para que el sistema abandone el estado inicial v evolucione nuevamente hacia un
valor de referencia que se le impone al sistema. Podemos decir entonces, que el estudio
de la dindmica estocdstica transitoria de sistemas cuyos pardametros de control exhiben
un retraso en la inestabilidad nos conduce a un andlisis més interesante que cuando no se
tiene el retraso. Esto se verd con mas detalle en el siguiente capitulo, cuando se estudien
algunos modelos especificos. El mecanismo que requerimos para vencer dicho retraso serd
nuevamente la presencia de las fluctuaciones que deberan satisfacer ciertas condiciones
junto con los pardmetros involocrados del sistema para que ocurra el rompimiento del
retraso en la inestabilidad, y a su vez induzca la relajacién dindmica del sistema.

Para la dindmica lineal (3.1), el proceso (3.7) crecerd indefinidamente una vez que el
sistema abandone al estado inestable inicial, por lo que requerimos detener dicho creci-
miento por un valor referencial ry, tal que ri = 7(¢;), donde ¢; es un conjunto de tiempos
aleatorios. Por lo tanto, el proceso completo de (3.7) tomando en cuenta el orden ! del

momento, se puede escribir como
P1) = h¥ 2WWe it — 1) + rLo(t —t,), (3.8)

donde A(t) es la funcién paso.
Finalmente sustituyendo (3.8) en (3.3) obtenemos la expresién formal de los NLRT

l

para la dindmica lineal de (3.1) asociada al promedio < r' > cuando se tiene dependecia

temporal en el pardmetro de control, que se puede escribir como
ro Ty 20 Wit "oaw
T = -2 <t > + —s<c' () / e (=) (/.7.‘>. (3.9)
Ay My 0
De esta expresion podemos obtener (2.11) con la sustitucién directa de W (t) = af, por
lo tanto (3.9) es una generalizacién del caso constante. Esta escala de tiempo caracteriza
la relajacion dindmica de sistemas estocdsticos de estados inestables con pardmetros de

control dependientes del tiempo, en el régimen lineal.

Si definimos

7.1[
tg= ——2 < t; >, 3.10
0 Mo (3.10)
v
A
t = —'-S’—<e—2’ Wit /" e Wiz (z'.r>. (3.11)
.\[0 0 '

A tg se le conoce en la literatura como el tiempo de primer paso (MFPT). Este tiempo

como ya se dijo en el capitulo anterior corresponde al tiempo inicial de la relajacién
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dindmica al rededor del estado inestable. La segunda escala de tiempo ¢; es la nueva
contribucién de NLRT, y corresponde al tiempo durante el cual el sistema se aproxima
a la barrera del potencial localizado en r,. A esta zona, se le puede considerar como
una region de aproximacién determinista, donde el ruido practicamente no afecta a la
evolucién del sistema.

- Lo que sigue es desarrollar la teoria que justifique la hipétesis de las fluctuaciones de
las condiciones iniciales r(0) = h?, hecha en la seccién anterior. Esto se hard a través
del formalismo de QDT, también ya estudiado en capitulos anteriores, con la diferencia
de que ahora tenemos que el pardmetro de control es en general dependiente del tiempo.

Nuevamente partiendo de la solucién formal de (3.1), dada por
zi(t) = hy(t) eV, (3.12)

donde
t
hi(t) = z;(0) + /0 e W £.(s) ds. (3.13)

De esta expresién podemos obtener facilmente (2.15) con la sustitucién directa de
W (t) = at, entonces (3.13) es la generalizacion del caso constante.

Como lo senala QDT, cl proceso h;(t) deberd ser una VAG en el limite de ticmpos
largos. Debido a las propiedades asignadas a la funcién W(t) v al hecho de asumir valores
pequernios de £;(t), garantizamos la convergencia del integrando y de la integral de (3.13).

De modo que entonce también

dhi(t N ,
lim = “) _ lim e £,(1) — 0, (3.14)

t—oo t—o0

v por lo tanto h,(co) = cte, dada por h;(c0) = h,. En este sentido el proceso (3.12) sc

) que en términos de la

convierte en un proceso cuasideterminista, es decir z; = h;e"!
variable r, nos queda como
2 2W(t )
r(t) = h? 2V, (3.15)

el cual es consistente con (3.7), donde h? = h% -+ h% + .- 4 h? juega el papel de una

condicién inicial efectiva.
El siguiente paso es construir la densidad de probabilidad marginal P(h). apartir de
la densidad de probabilidad conjunta P(hy., ..., h,). Para esto requerimos de P(h,). que

obviamente esta determinada por sus dos primeros momentos < h, > v < h? >. El primer
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momento es < h; >=< z,;(0) >. Para el segundo momento se requiere de la expresion
t
< h(t) >=< 2(0) > + 20/ eWO) g5 (3.16)
0

Que vendria a ser la generalizacién de (2.28) para el caso constante.

El primer término (3.16) corresponde al efecto de las fluctuaciones de las condiciones
iniciales en t = 0. El segundo término proviene de las fluctuaciones inducidas por el ruido.
Puesto que éste término es convergente en el limite de tiempo largos, entonces definimos

t

lim | e 2Y0) ds = k. (3.17)
t—oo fo
Por lo tanto, la varianza 0?2 = < h? > — < h; >2 serd igual a
e _ 2
o2 = o2 + 2Dk, (3.18)
donde 02 =< z2(0) > — < z;(0) >2.

El primer término de (3.16) se calcula a través de un estudio de condiciones iniciales
tipo estado estacionario, como ya se ha hecho en capitulos previos. En este caso, el
parametro de control dependiente del tiempo puede verse en la siguiente situacién fisica.
Para el tiempo t < 0 ¢l parametro a(t) tiene el valor —ag con ag > 0, y el sistema esta
localizado en un estado estable. Por lo tanto, para valores del tiempo t < 0, el sistema

estd descrito por la dindmica
T, = —agr; + &(1), i=1.....n. (3.19)

Dec la scccién 2.1.2 tenemos que 03 = 2?5’ donde la intensidad del ruido D del sistema

para t < 0 y + > 0 hemos asumido que son iguales. Con lo cual concluimos

o? = (a5 + 2ko) D, (3.20)

donde notamos que o2 es proporcional a la intensidad del ruido.

Puesto que h, es una VAG, su densidad de probabilidad también es del tipo Gaussiano.

entonces su densidad de pro'babilidad marginal esta dada, al igual que (2.24), por

2a™ 25,2
Plh) = —— }/n—l .m0 h ] P,
(h) F(n/2) ) e (3.21)

v a2 corresponde a la ecuacién (3.20).

NP
donde a* = 55,



Por otro lado, la densidad de probabilidad asociada a las condiciones iniciales, para la

variable z,(0) también serd del tipo Gaussiano, con lo cual concluimos nuevamente que

2af
Pst(XO) = 11(77()25 X(?_l 6_0‘2’ x3 , (322)

2 __ 1 _ D
donde aj = 507 = Tag"

De esta ultima expresiéon podemos calcular el primer término de la constante M,
dando como resultado < 7§ >~ (;%)’.

Habiendo construido el formalismo de QDT y su conexién con NLRT cuando el
parametro de control es funcién del tiempo, nos encontramos en condiciones de calcu-
lar las escalas de tiempo T = tg + t;. Estas escalas de tiempo seran calculadas en la
Sec. 4.2 del Cap. 4, donde se estudian los modelos dindmicos con pardmetros de control

dependientes del tiempo e inducidos con ruido blanco.
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3.2 Descripcion de la dinamica de Langevin con

RCG.

3.2.1 Condiciones iniciales distribuidas.

Lo mismo que en la seccién anterior, queremos caracterizar la relajaciéon dindmica de
estados inestables gobernados por la ecuacién (3.1), pero ahora inducido por ruido de

color Gaussiano [27]. Partiendo de nueva cuenta de la expresién (3.1)
;= at) z; + &(t), i=12,---,n. (3.23)

El término &;(¢) es un ruido Gaussiano con media cero y funcién de correlacién

D ~le=t) :
< §i(t)§]-(t') > ?51‘1' e T ] = 1, RIS (324)
donde D es la intensidad del ruido y 7 es el tiempo de correlacién.
La estructura algebraica definida para NLRT y QDT, en la seccién (3.1) en principio
seria la misma que se deberfa desarrollar en estd seccion; por tal razén nosotros partimos

de la expresion (3.13). la cual es
t
hi(t) = z;(0) + / e gi(s) ds | (3.25)
0

Lo que sigue es mostrar que h;(t) es una variable aleatoria Gaussiana en e} limite de
tiempos largos. pero ésta demostracidn ya fue hecha en la seccién previa. Por lo tanto,
dado que h; es una VAG, concluimos que su densidad de probabilidad P(h,) es también
Gaussiana. Para construir P(h,) se requiere de los dos primeros momentos de variable A,.
e.d.. < h; > v < h? >, De la expresién (3.25) tenemos que < h; >=< x;(0) > v para la

funcién de autocorrelacion se tiene que
t gt o
< hi(t) >=<2}(0) > + / / e WEDHWE « ¢(5)6i(s") > ds ds’
o Jo

t -,
+2/ eWED < 2 (0)6(sT) > ds (3.26)
0

De esta expresion obtenemos directamente (2.36) con la sustitucién de W (t) = at,

por lo tanto (3.26) es-una generalizacién del caso constante. El primer término de
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(3.26) corresponde a las fluctuaciones de las condiciones iniciales del sistema. El segundo
término proviene de las fluctuaciones inducidas por el ruido. El tercer término contiene
el acoplamiento entre estado inicial del sistema z;(0) y del ruido &;.

El comportamiento asintdtico del segundo momento dado por (3.26) se puede analizar
cualitativamente a partir de la condicién impuesta en la funcién W(t) > 0 [25, 27] . Para
ello, podemos definir lo siguiente: sea Iy(t, ) la integral del segundo término de (3.26) e
independiente de la intensidad del ruido D. La segunda definicién I;(¢, 7) es la integral del
tercer término de la expresidn en cuestién y nuevamente es independiente de D. Ambos

términos son convergentes en el limite de tiempos largos, por lo que ahora definimos

kolr) = Jim To(t,7) (3.27)
y
ki(r) = tlin;xo Li{t,T) . (3.28)

Por lo tanto, en el limite de tiempos largos h; se convierte en una VAG, con valor

promedio < h; >=< z,(0) > y varianza igual a
ol =02+ Dhko(r) + 2Dk (7) . (3.29)

: Y, 4
donde 7 =< +2(0) > — < 1,(0) >2.
La varianza o2 sc obticne al igual que en el caso de ruido de color con parametro de

control constante estudiado en la seccidn (2.2) del Cap. 2. De la expresion (2.40) tenemos

y 1

2o (-
gue af = co(7)D. donde cy(7) = ao(1+aoT)’

nuevamente se supone que la intensidad del

ruido D del sistema para t < 0 v t > 0 es la misma. Con ésto concluimos que
0?2 = [eo(r) + ko(r) + 2ki(7)]D . (3.30)

donde ¢g corresponde a los efectos de las fluctuaciones de las condiciones iniciales del
sistema en + = 0. La constante kg da cuenta de la parte no acoplada entre el ruido v el
sistema. asi como de los efectos no Markovianos. La constante & toma en cuenta el efecto
del acoplamiento, entre el ruido v el estado inicial del sistema en ¢ = 0. v también de las
contribuciones no Markovianas.

Dados los dos primeros momentos < h; > y < h? >, estamos en condicidon de construir

la densidad de probabilidad marginal para la variable h. Esta densidad va a ser la misma
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que se obtuvo en la seccién (2.1.1), y estd dada por

2a™ 2p,2
P(h) = n-1 _—a‘h 31
") = Fers (3.31)
donde a? = 513, y o corresponde ahora a (3.30).

Por otra parte, la densidad de probabilidad asociada a las condiciones iniciales, para

la variable z;(0), es también

208 -1 2 X?
xXn % %o 3.32
T(nj2) 70 °© ’ (3.32)

donde o = %g, y o corresponde a la expresién (2.40) del Cap. 2.

Pst(XO) =

El calculo del primer término de My se puede calcular usando (3.32) y se obtiene como
resultado < 7!(0) >~ (D'/ap)', donde D' = flﬁTr)'

Una vez, construido el formalismo de QDT y su conexién con NLRT cuando el
parametro de control es funcién del tiempo, nuevamente nos encontramos en condiciones
de calcular las escalas de tiempo T = tg + t;. Estas escalas de tiempo seran calculadas
en la Sec. 4.2.2 del Cap. 4, donde se estudian los modelos dindmicos con parametros de

control dependientes del tiempo e inducidos con ruido de color.
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CAPITULO 4

Modelos dinamicos inestables

4.1 Modelo con parametros de control constantes

4.1.1 Calculo de NLRT para el modelo de Landau con RBG

En esta seccion vamos a calcular el NLRT asociado a sistemas no lineales (2.57) para
un modelo especifico, conocido como el modelo de Landau o también conocido como el
modelo de potencial biestable [18]. Este modelo es tipico en el marco de nuestra teoria,
por tener un estado inestable y dos estados estables. La ecuacién de Langevin asociada a

este modelo para un conjunto de z; variables independientes estd dada por
T, = ax, — brz; + &(t) . i=12,...,n, (4.1)

donde r es el modulo al cuadrado del vector X. El segundo término contiene la contribucion
no lineal n(r) = —br de acuerdo con (2.57). El término fluctuante &,(¢#), tiene valor medio

cero v funcion de correlacion
< &E(NE () >=2Dé;6(t — 1) . (4.2)
La ecuacion determinista asociada a » tiene ahora la forma de
¢ o= 2ar — 2br? | (4.3)

v el valor del estado estacionario serd ry = . También la Ec. (4.3) puede escribirse de

la forma (2.59). esto es

(=) |
i (4.4)
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De donde concluimos que g(r) = 0 y Co = Z%. Por lo tanto, el NLRT asociado al

momento < r! >, de acuerdo con la Ec. (2.62) del Cap. 2, estd dado por

/hz Sir)dr> . (4.5)

Haciendo el algebra pertinente, y tomando en cuenta que < A% > es despreciable en el

1
T=TL+C+'-‘-<
2a

limite de intensidad de ruido pequeno, concluimos que (4.5) se puede escribir con ayuda
de (2.50) como
1
T = o {infatru) = w(n/2) + $() + 7}, (4.6)

~ donde ¢(z) es la funcién digamma y v = 0.577 es la constante de Euler, y o? = 5
dependerd de las condiciones iniciales del sistema.
La expresion (4.6) también puede adoptar la forma

T — "2%“‘(5%) + Bo+O(D) . (4.7)

El primer término es el término universal y caracteristico del decaimiento de estados
inestables. La constante By contiene los parametros asociados al modelo.

Las situaciones en las que cstamos interesados para las condiciones iniciales son: condi-
clones iniciales fijas y condiciones iniciales distribuidas.

i1} Condiciones iniciales fijas

Para cste caso, la varianza o2 estd dada por 0? = % de acuerdo con (2.20), entonces
la constante By tiene la forma
1
By = % In(fary)—w(n/2)+uw(l)+~| . (4.8)
a

i1) Condiciones iniciales distribuidas

Para este caso sc tiene que 02 = (2 + 2)D de (2.31). Por lo tanto By es igual a

Bo = 2_10-[177(;0:{5-0___1> — w(n/2) + w(l) + 7J . (4.9)
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4.1.2 Calculo de NLRT para el modelo de Landau con RCG

Partimos nuevamente de la ecuacién de Lagevin (4.1)
z; = az; — brz; + &i(t) i=12...,n, (4.10)

ahora el valor medio del ruido < & >= 0 y su funcién de correlacién es

=)
T

D
< fi(t)fj(tl) >= ’;_—(5,'3‘6 (411)

Donde D es la intensidad del ruido y 7 es el tiempo de correlacién [19]. El NLRT tiene

la misma estructura algebraica que (4.6)

1
T = —Q—a{ln(a27‘,t) — p(n)2) + B(l) + 7} , (4.12)
Esta escala de tiempo puede también escribirse como
1 1
= —In{— B . 4.
T =5 "(20)*‘ (7) + Bo + O(D) (4.13)

De nueva cuenta el primer término logaritmico es universal en estados inestables. Lo
nuevo en esta expresion es cl segundo término, que corresponde a las contribuciones no
markovianas: cuva expresién explicita se dard a continuacién. El tercer término nueva-
mente corresponde a una constante. De acuerdo con el valor de o tendremos expresiones

t ! stante. De acuerdo con el valor de o2 tendremos
explicitas para B(7) v By.

i) Condiciones iniciales fijas

Este caso es el mas facil de estudiar, pero es menos realista. Para hallar el NLRT
b

requerimos de la expresion de la varianza, ésta viene dada por (2.43) siendo rr} = m—f:;—),
por lo tanto B(7) y By se obtiene con ayuda de (4.12). dando como resultado
B(r) = %ln(l +ar) . (4.14)
v
By = '2%[1”(&7'3‘) —¢(n/2)+ () + 7] . (4.15)

it) Condiciones iniciales distribuidas, caso desacoplado
Para este caso, tenemos que la varianza viene dada por (2.45), y con ayuda de (4.12)

se tiene

1 1 (1 +

B(r) = 5-In ( HOT)z( f”) : (4.16)
2a 1+ (ag+a2),
ag+a
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<t

Tst

Bo = %[zn(m) — w(n/2) + () + 7] . (4.17)

iii) Condiciones inictales distribuidas, caso acoplado
Este caso es el mads realista que se pudiera considerar fisicamente. Su varianza viene

dada por (2.47), haciendo el algebra correspondiente obtenemos

1 [(1+a07’)(1+‘”)] _ (4.18)

B(t) = —I
(7) 2% | 1+ (ag + a)T

La expresion de By es la misma que (4.17).

Si hacemos un andlisis de las expresiones de B(r) anteriores, podemos obtener en el
limite de tiempo de correlacién pequeno tal que 7 << 1, las siguientes aproximaciones
haciendo uso de la propiedad In (1 + z) =~ z. Por lo tanto, para cada caso tenemos lo
siguiente. para el caso i) tenemos B(7) = 3; para el caso ii) B(r) = 2=, y finalmente

para iii) se tiene B(7r) = 0. Por tanto el caso acoplado corresponde en este limite de

aproximacion para 7 al caso de ruido blanco.

4.2 Modelos con parametros de control dependi-
entes del tiempo

4.2.1 Calculo de NLRT para el modelo de rampa con RBG

Correspondiente a esta parte vamos a estudiar el decaimiento de la dindmica estocastica
lineal (3.1) modulada por variaciones lentas en el tiempo, de los pardmetros de control
que definen un retraso en la inestabilidad [25]. Entre estos modelos, podemos encontrar

¢l modelo de rampa, cuya expresion analitica esta dada por
a(t) = bt —agp, (4.19)

con b > ag > 0. Nosostros estamos interesados en describir la dinamica transitoria de la
Ec. (3.1). cuando el pardmetro de control es modulado por la Ec. (4.19). v a su vez sufre
un cambio continuo desde valores por abajo hasta valores por encima de un valor umbral

t = 2. donde t es el valor para el cual dicho pardmetro cambia de signo. La situacién
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fisica que se tiene es la siguiente: el parametro (4.19) es védlido para todo tiempo t > 0
y para tiempos t < 0 tiene un valor fijo —ag. Esto significa fisicamente que para t < ¢,
el sistema se encuentra en un estado estacionario estable, puesto que a(t) < 0, y para
tiempos t > t, el sistema se encuentra en un estado inestable, pues a(t) > 0, y el sistema
comenzard a decaer como consecuencia del ruido.

En el Cap. 3 dijimos que cuando el pardmetro de control define un retraso en la
inestabilidad, requerimos de algin mecanismo capaz de vencer dicho retraso y provocar
el decaimiento del estado inestable del sistema. En el contexto de nuestro estudio, este
mecanismo no serd otra cosa que la presencia de las fluctuaciones estocasticas, presentes en
el sistema. Por tanto para lograr el rompimiento del retraso en la inestabilidad e inducir
la relajécio’n dindmica del sistema alrededor del estado inestable, debemos establecer
las condiciones que deben satisfacer las fluctuaciones con respecto a las constantes del
parametro de control dependiente del tiempo. Para poder establecer lo anterior. hagamos
un estudio acerca de lo que queremos decir con retraso en la inestabilidad, cuya definicién
proviene de un andlisis determinista [25].

Desde el punto de vista determinista el proceso (3.5) define un retraso en la incsta-
bilidad. que puede verse de la siguiente manera. Si el pardametro a(t) es barrido en el
filempo. nosotros obtenemos un retraso en la inestabilidad. a partir del punto de bifur-

cacion estidtico definido por 7, tal que a(f) = 0. Definimos ahora el retraso en la inesta-

*

bilidad como t* — 7, donde t* es el tiempo en el que también W (#*) = 0 v es el tiempo en
el cual el sistema llega a ser dindmicamente inestable, v r(#) comienza a crecer exponen-
clalmente. 17 es también el tiempo en el que sistema recupera su condicién inicial r#(0).
A partir del valor inicial »#(0) ¢l proceso r(t) crece para t > t*. Asi que en ¢l intervalo
de tiempo (0.+*) podemos decir que existe una estabilidad acumulada o que el sistema
permancce en un estado estable, por lo que #* — # se interpreta como un retraso en la
inestabilidad, ya que para tiempos t > # el pardmetro de control es positivo, pero ain
el sistema no ha comenzado su crecimiento exponencial, dado que todavia el sistema sc
encuentra en el estado estable.

Para el modelo (4.19). el retraso serd t* —f = ¢, donde # = €2 v ademds +7 = 2. Por lo
que desde el punto de vista determinista, se predice un aumento en el retraso para valores

fijos de b ¥ un aumento en el valor de ag. Sin embargo, como veremos a continuacion.

desde el punto de vista estocdstico, la presencia de pequeiias fluctuaciones son suficientes
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para romper el retraso en la inestabilidad.

Si asumimos que el sistema abandona el estado inestable por efecto de las fluctuaciones,
y relaja hacia un valor previamente establecido, entonces nosotros queremos caracterizar
esta relajacién dindmica a través de NLRT dado por (3.9) y analizar bajo que condiciones
esto es posible.

Primeramente, para el modelo (4.19), el NLRT puede ser formulado en términos de la

diferencia de tiempos s = t — ¢, donde la funcién W (t) puede escribirse en términos de s

b
2

Asi que en términos de s el NRLT puede escribirse como

como W (s) = &[s? — £2]. Esta funcién es positiva para s > ¢
P

i

-
tp = ——% <5 >, 4.20
0 M <° (4.20)
Yy
! 8;
o= st <e~2' W(S")/ e W) dz>. (4.21)
My 0

El proceso cuasideterminista para un conjunto de tiempos aleatorios s; en el cual el

sistema, alcanza el valor del estado estable estd dado por
reg = h2 P (4.22)

Claramente tg se calcula con la ayuda de la Ec. (4.22), por lo que

: ! 2 1/2
_ r a 1 T ot
to = < t; > —f = -3t <[(—0) + —177(;)} > . 4.23
0 ' M, b b\ h2 (4.23)
Para el cdlculo de tg, introducimos el siguiente pardmetro A\, = 177’7"12. donde 'ff = Z}f’“ﬁ

Cy es una constante calculada cn el apendice (A.1) en el limite de tiempos tales que
Vbs >> 1. claramente la condicién At >> 1, se satisface si 712 >> 1. Podemos checar que
la condicién 42 >> 1 se cumple en el limite de intensdiad de ruido pequeno tal que D <<
apy D << Vb, La ultima desigualdad debe ser la condicién principal para el rompimiento
del retraso en la inestabilidad, v por consiguiente para que la inestabilidad sea alcanzada.
En este mismo limite de aproximacién para el ruido, nosotros podemos calcular el valor

s la constante \ esta s ~ !
de la constante Mg que esta dado por My &~ —rl .

Al introducir el pardmetro A\; en
tg. podemos realizar una expansion en serie de potencia en A7, obteniendo ¢l siguiente

resultado

INY2 (s [(a3/b) — ¢:(n/2)] 4
> {Al N } (4.24)

f0:<f1‘>—f—=(— I
b 2 A7




donde hemos usado el resultado < [na®h? >= ¥(n/2) con la ayuda de (3.21), siendo ¢ (z)
la funcién digama. La expresion (4.24) se justifica solo si 551 << Iny2

La relajacién completa hacia el valor r4 se hara calculando la otra escala de tiempo ¢,
dado en (4.21). El célculo explicito de ¢; estd dado en el apéndice (A.4) donde se muestra
que en el limite de tiempos largos tal que vb s; >> 1

t) = —51—1<%>1/2 ATV 4 O(,\;‘”‘”) , (4.25)

Finalmente, el tiempo caracteristico NLRT asociado a la relajaciéon dindmica de esta-
dos inestables modulado por variaciones lentas del modelo de rampa, se obtiene sumando
(4.24) y (4.25), dando como resultado

T = %9 n (%)1/2{/\}/2 + [(af/b) — ;f)(:léz) - (1/1)]} + 0(/\;3/2> o (426)

4.2.2 Calculo de NLRT para el modelo general con RBG

El parametro de control que generaliza el modelo anterior es aquel que es modulado por

una familia de funciones dependientes del tiempo de la forma
a(t) = bt' —qq . (4.27)

con b > ag. v & > 0 [26]. Para el caso § = 0. el pardmetro de control es obviamente
una constante, dada por @ = b — ag [18]. Para este caso la caracterizacion dindmica a
través de NLRT ha sido ya desarrollada en la sec. 4.1.1 de este capitulo. Para el caso
= 1, el modelo (4.27) se reduce al modelo de rampa. visto en la seccién anterior. Para el
caso general & > 0, también estamos interesados en caracterizar la relajacién dinamica de
sistemas inestables, a través de NLRT, la cual puede obtenerse de manera analitica. con
una aproximacion en el limite asintotico de la funcién (1) en la que podemos asegurar
que ¥17(#) > 0. aunque el calculo de la varianza asociada a la condicién inicial efectiva sc
lleva a cabo con la expresién exacta de W (#). Una vez vencido el retraso en la inestabilidad
podemos asegurar el crecimiento de W (¢) hacia ry,. en el limite asintético tal que + >> 7.
donde # = (%) En este régimen 1V (#) = (%)f? con p = é + 1. Por lo tanto el proceso
(3.7). adquiere la forma de

P

rg = h%et (4.28)

36




donde 8 = %, y t; es un conjunto de tiempos aleatorios para los cuales el sistema alcanza
el valor rg.

Haciendo uso de Ec. (4.28), tenemos

o- - G2

Para hacer el cédlculo de tg, definimos un nuevo parametro \s = lnvg, donde 'yg = Q—Té:Lﬁ,
v Cs es una constante cuyo resultados se encuentran en el apéndice (A.2), y se realizan,
en el limite de tiempos largos tal que 8t?P >> 1. De nueva cuenta la condicién A\s >> 1,
se satisface si 72 >> 1 en el limite de intensidad de ruido pequefio tal que D << ag
y D << BY7 donde esta ultima desigualdad nos da la condicién principal para vencer
el aplazamiento de la inestabilidad. En éste mismo limite el primer término de My es

despreciable, por lo que My ~ —7!

st~ El tiempo to se construye haciendo una expansién

en serie de potencia de A\;', teniendo como resultado

1\ 1/p d1(77/2)

La contribucion ¢ al NLRT sera evaluada en la evolucion asintdtica del sistema cercano

al estado estable. En el apéndice (A.5) se muestra que la escala tiempo #, es

1 /71NVPp , e
b o= _1_<'7> AT O(A,, l(tp 1>/p)+11> ‘ (131)
P\

Por lo tanto. el tiempo caracteristico que describe la relajacién dindmica del sistema

lincal, modulado por la familia de funciones (4.27) queda descrito de la forma

LN [en/2) + (1)) —{((p=1)/p)+1] ,
L= (E> {/\5 " P /\((Sp~l)/p }+O(’\6 P ) (4.32)

En la Fig. 4.1. se observa cl comportamiento de ésta escala de tiempo. como funcién de

la intensidad del ruido D, para ciertos valores de los parametros involucrados.
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Fig. 4.1: Comportamiento de NLRT (4.32) rescalado como S = TP como funcién de la
intensidad del ruido D, para el caso particular de una variable fisica n = 1. Los valores
de § son: 6 =0, 0.5, 1.0y 1.5. Los valores de los otros pardmetros son: b=2,ap0=1vy
rg = 1. Para estos valores se observa un comportamiento lineal.

4.2.3 Calculo de NLRT para el modelo de rampa con RCG

En esta parte vamos hacer lo mismo que en la secciéon anterior, e.d., hallar el NLRT
asociado a la relajacion de la dindmica estocastica lineal (3.1), con la diferencia de que
ahora la relajacion es inducida por ruido de color Gaussiano. La ecuacion explicita para el
pardmetro de control dependiente del tiempo es nuevamente (4.18). Para este modelo las
expresiones para tg y £ tienen la misma estructura algebraica que las que fueron obtenidas
para ¢l caso de ruido blanco de la Sec. 4.2.1, con excepcion de la varianza asociada a las
condiciones iniclales efectivas, la cual serd en este caso, una cantidad que dependera de
la intensidad D del ruido y del tiempo de correlacién 7, ver el Apéndice B. La expresion
para 11 (#) es la misma que para el caso de ruido blanco. De manera que para calcular
ty. requerimos nuevamente introducir el pardmetro definido como A} = n(I'%). siendo
I? = oo v Ci(7) es una constante dada por (B.10) del Apéndice B. en el limite de
tiempos largos. ral que \/';’s >> 1. Podemos verificar que A} >> 1si 'Y >> 1. Esto es

cierto en el limite de intensidad de ruido pequeiio tal que D << ag. D << rhyv D << Vb,
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siendo las dos iltimas condiciones el criterio principal para romper el aplazamiento de la
inestabilidad. Nuevamente My =~ —r.,. Haciendo una expansién en serie de potencias en

AT, obtenemos para tq lo siguiente

to=<t;> L= (%)1/2{1\1/2 (G bl;i%("/ “_2)]}, (4.33)
donde A; se puede expresar de la forma siguiente
A =In G)—) + G(r) + Go, (4.34)
donde .
6r) = in 5 w1+ 203(3222) T 2k{(r))] ! (4.35)
y .

(4.36)

Go=lIn [ao T“] .

El primer término de (4.34) contiene la contribucién dominante de la relajacién dindmica.

El segundo término contiene las contribuciones no markovianas, asi como el acoplamiento
entre el ruido y el sistema en t = 0. El tercer término By es a una constante tipica del
modelo. Estos mismos resultados para to han sido ya obtenidos por medio de los MFPT
[27].

La escala de tiempo t; se obtiene de nueva cuenta de (4.21), en el limite de tiempos
largos tal que vVbs >> 1. En el apéndice (A.4.1) se encuentra el calculo explicito de #,
teniendo como resultado

t = —51—1(—11;)1/2/\;”2 + O(A;3/2> , (4.37)

donde A; se ha sustituido por A,. Finalmente, el NLRT asociado a la dindmica lineal,

para el modelo de rampa estd dado por

T:% N (%)1/2{/\}/2 + [(a%/b)—;b(/:l}//g)—(l/l)]} + O(Afm). (4.38)

4.2.4 Calculo de NLRT para el modelo general con RCG

Al igual que en la seccién anterior, vamos a calcular el NLRT del sistema lineal (3.1),

tomando en cuenta que ahora el pardmetro de control es modulado por una familia de

39

>~



funciones dependientes del tiempo, como se expresa en (4.27). Lo mismo que en la Sec.
(4.2.1.1) de ruido blanco, la expresién para W (t) es aproximada en el limite asintético tal
que t >> t, para poder obtener resultados explicitos de tg y t;. La estructura algebraica
de tg y t; es la misma que (4.30) y (4.31) respectivamente.

Para el cdlculo de ty se requiere de un nuevo pardmetro que generaliza al pardmetro
anterior del modelo de rampa, que a su vez debera cumplir con ciertas condiciones. Dicho
parametro estd definido como As = In(I'?), siendo ['2 = oTep (T)D y Cs(7) es una constante
dada por (B.21) del Apéndice B, en el limite de tiempos largos tal que Got? >> 1.
Nuevamente la condicién As >> 1 se satisface si ['? >> 1. La tltima desigualdad es
cierta en el limite de intensidad de ruido pequeno tal que D << qg, D << rﬁS/”
D << ﬁé/ P Estas dos tiltimas condiciones 'corresponden al criterio principal para romper
el aplazamiento de la inestabilidad. También My &~ —r!,. Realizamos otra vez la expansién

en serie de potencias en A;l, para obtener

1/p .
fo = (%) {A,l;/” - ;%’-;éf—))ﬁ} (4.39)
donde
Ap = 1n(-115> + G(r) + Go. (4.40)
donde
Gir) = ["{1 Faoll+ ior)[x?j(i) 2] } (4.41)
con
Go = 17;,{”02"‘*" } (4.42)

El término (4.40) generaliza también la expresion dada en (4.34).

La contribucion de t; al NLRT se calcula en la aproximacién asintética cercana al
estado estacionario estable, tal que 8 7 >> 1. E] calculo explicito de #; se encuentra en
el apéndice (A.4.2), y el resultado es

f = _”£<l>]”A;w—nm N O(A;mpﬂvm+u>’ (4.43)
Ip\ 8
donde nuevamente As se ha sustituido por As. Finalmente, el NLRT asociado al modelo
(1.28). estd dado por

} 1 1/p ) Ln/2) + (1/1 i
T = <_3) {f’\i’” I /(),,_1)(/,,/ )]} N O<A5 (e 1)/p)+1}>_ (4.44)
‘ » AL
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Fig. 4.2: Comportamiento de NLRT (4.44) rescalado como S = T? como funcién de la
intensidad del ruido D, para el caso particular de una variable fisica n = 1. Los valores de
6 son: § =0, 0.5y 1.0. Los valores de los otros parametros son: b =4, a9 =1, 7 =05y
7 = 0.9. Para estos valores se observa un comportamiento lineal de la escala de tiempo.
Las lineas correspondientes a 7 = 0.5 estan por encima de las lineas que corresponden a
T =0.9.

En la Fig. 4.2, s¢ muestra el comportamiento del tiempo caracteristico 77 de (4.44),
como funcién de Log(%), para diferentes tiempos de correlacién. La escala de tiempo
exhibe una correlacion lineal con la intensidad de ruido pequeno.

Los resultados principales del trabajo de esta tesis se encuentran en las expresiones

(4.33), (4.37), (4.38), (4.39), (4.43) y (4.44).
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CAPITULO 5

Conclusiones y Perspectivas

5.1 Conclusiones

En este trabajo de tesis hemos desarrollado el formalismo de QDT y su correspondiente
conexion con NLRT, para caracterizar la relajacidon dindmica de sistemas estocdsticos tran-
sitorios con parametros de control constantes y pardmetros de control dependientes del
tiempo, e inducidos por ruido blanco y ruido de color Gaussianos. Un aspecto importante
que debemos mencionar en este trabajo, es el hecho de asumir que la fuerza sistematica
asociada a la ccuacion de Langevin que describe el comportamiento dindmico de los sis-
temas antes mencionados, es derivable de un potencial. En este contexto acordamos en
nombrar a la formulacion QDT para estos sistemas, como la formulaciéon estandar de la
teoria cuasideterminista (SFQDT), va que recientemente se ha podido generalizar SEFQDT
a sistemas multivariables que no son derivables de una funcién potencial [28].

Los resultados originales de esta tesis estan contenidos esencialmente en los Caps.
3 v 4. En el Cap. 3 desarrollamos la formulacién estandar de QDT y realizamos su
correspondiente conexiéon con NLRT para caracterizar la relajacion dinamica de sistemas
estocasticos lineales con parametros de control dependientes del tiempo. Se muestra que
el NLRT para tales sistemas, se puede escribir en términos de dos escalas de tiempo
T =ty +ty, donde tg es el término relevante conocido como los tiempos de primer paso, v
t1 es el término que da cuenta de la relajacién dindmica en el régimen asintético. i.e. en
la regién cercana a la barrera del potencial rg,.

En la primera mitad del Cap. 4. mostramos también que solamente en el caso de sis-
temas no lineales con pardmetros de control constantes la caracterizacion de la relajacion

dinamica. puede hacerse en forma completa. En la segunda mitad del Cap. 4, estudiamos
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dos modelos con pardmetros de control dependientes del tiempo que son: el modelo de
rampa dado por a(t) = bt — ag, y el modelo general a(t) = bt® — ag. Ambos modelos
estudiados en esta tesis exhiben un retraso en la inestabilidad, por lo que desde el punto
de vista estocdstico se establecieron las condiciones bajo las cuales es posible destruir los
aplazamientos en la inestabilidad para cada modelo. Para ambos modelos se establece
la condicién general para el rompimiento del retraso en la inestabilidad en el limite de
intensidad de ruido pequefo, que en caso de ruido blanco se satisface la condicién de
3Y? >> D y en el caso de ruido de color, la condicién es 782" >> D y 8" >> D. De
estas condiciones se ve claramente que si § = 1 se obtienen las condiciones del rompimiento
del retraso en la inestabilidad para el modelo de rampa, con ruido blanco y ruido de color
respectivamtie.

Se demuestra también que la escala de tiempo relevante que describe el decaimiento
de tales sistemas para ambos modelos, ya sea con ruido blanco o ruido de color, sigue el
comportamiento logaritmico universal dado por T ~ (In A2)YP conp =6+1,y 6 > 0. En
el caso de ruido de color, se pone de manifiesto el efecto del acoplamiento entre el estado
inicial del sistema y el ruido. El caracter no Markoviano se encuentra en los tiempos #g v
ty, explicitamente en el término A% de éstas escalas de tiempo.

Las varianzas de los modelos estudiados en este trabajo se calculan tomando en cuenta
la expresién exacta de 1W(¢). De modo que es de esperarse que la varianza a% del modelo
general pueda reducirse al caso o? del modelo de rampa. En el Apéndice A.3 se muestra
gue esto es posible analiticamente, para el caso de ruido blanco. Para el caso de ruido de
color. en el Apéndice B.3, se muestra la concordancia entre a?y 0% sélo que una parte
se hace analiticamente y la otra parte numéricamente, dada la complejidad algebraica de

los resultados analiticos.
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5.2 Perspectivas

El estudio de SFQDT para sistemas estocdsticos transitorios en presencia de fuerza externa
no se hizo en este trabajo, sin embargo no se prevee dificultad alguna para realizar este
andlisis. Podemos citar por ejemplo, el trabajo realizado por Jiménez-Aquino [22], en el
que se estudia SFQDT para un laser semiconductor, en presencia de un campo eléctrico
externo.

Existe la posibilidad de estudiar SFQDT para sistemas transitorios en presencia de
ruidos no Gaussianos, y poder comparar con el formalismo de NLRT para tales sistemas ha
sido ya estudiado en términos de la formulacién de Fokker-Planck [29]-[32]. En el marco
de SFQDT estamos por investigar su aplicacién a otros sistemas fisicos y quimicos de
interés, como pueden ser los cristales liquidos y las reacciones quimicas respectivamente.

La formulacién estandar de QDT se puede generalizar a sistemas multivariables donde
la fuerza sistematica de la ecuacién de Langevin no es precisamente derivable de un
potencial [28]. Este formalismo tedrico generalizado o matricial constituye también una
alternativa para estudiar sistemas fisicos de dos y tres variables que no son derivables de un
potencial. Para el caso de dos variables, la aplicacion inmediata la podemos encontrar en
los sistemas laser en presencia de fuerzas externas constantes [33] y fuerzas dependientes
del tiempo [34]. Es muy posible que también el formalismo matricial pueda aplicarse al

estudio de otros sistemas fisicos y quimicos mencionados en el parrafo anterior.
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APENDICE A

Cilculo de las varianzas 2 con RBG

A.1  Cilculo de la varianza ¢{ para el modelo de
rampa

Definamos la varianza o2 para el caso § = 1 como ¢%, que debe calcularse de (3.20). La
constante ko de (3.20) para este modelo se define como k}, el cual debe calcularse de

(3.17). El término integral de la Ec. (3.17) serd
t
I(t) = /0 et 200z g (A1)

Puesta en términos de s =t — ¢, s¢ obticne

(a2/b) . P 22
I(s) = e'% / e dz + / e 7" dz|, (A.2)
0 0
haciendo los calculos correspondientes de las integrales, se llega a

T

— e(ag/b) a S A3
=07 [®(ao/Vb) + ®(Vbs)), (A.3)

I(s)

donde ®(x) es la funcion error [35]. En el limite de tiempos largos, tal que Vbs >> 1, la

funcién error ®(vbs) tiende a 1. De manera que k¢ tiene la siguiente expresion

ko = -2‘—% e /M@ (ag/Vb) + 1] (A.4)
por lo tanto, la varianza secra
0of=0C) D, (A.5)
donde C'y = (ag' + 2k}). En este caso el pardmetro o? de (3.21) seré definido como
a? = 271,? = ﬁ




A.2 Cilculo de la varianza ¢? para modelo general

Definamos la varianza o2 para el caso § > 0 como ¢%, que también debe de obtenerse de
(3.20). En este caso la constante kg se define como k§ y el término integral correspondiente
a (3.17) sera

I(t) = /0 Lot g (A.8)

esta integral nos da como resultado

I(f) — {Z (2a0)k At Zk e—-ﬁz? dz

= k!
SO L)

donde «(a, ) es la funcién gamma incompleta [35]. De la Ref. [35], observamos que en
el limite de z tendiendo a infinito la funcién y(a, z) se reduce a la funcién gamma I'(a).

En nuestro caso en el limite de tiempos largos, tal que 8t? >> 1, la constante k§ toma la

630 £ BT

p k=0 I y P

La convergencia de ¢ésta serie se puede probar aplicando el criterio de D Alambert

forma de

5]. Para el caso § > 0 junto con la condicién (2a¢ < 3Y/P).

(criterio de comparasion) {3
podemos mostrar que la serie es convergente usando la identidad

Ie+a)

lim ——— = (A1l
zl—oc 2% T'(2) )
Por lo tanto, la varianza para el caso general serd dada por
2 — v {)
o5 = CsD, (A4.12)
donde ahora tenemos Cs = ay' + 2 kS, para este caso el pardmetro a? de (3.21) serd

ro_ 1
207 T 205D

Hl

o2

A.3 Comparasién de la varianza o con o?

Si hacemos ¢ = 1 en la expresion dada por (A.12). debemos esperar que esta varianza coin-

cida con la correspondiente dada por (A.5) para cl modelo de rampa. Esta comparacion
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nos lleva de inmediato a un anélisis entre las expresiones (A.10) y (A.4). De modo que,

si en (A.10) hacemos é = 1 ésta ecuacion puede escribirse de la siguiente forma
1
ke='=—= V7 + A + B], A.13
0 2\/5 [ ] ( )

donde

{l

A ;(23 (f)zn F(n-i—%), (A.14)

2n—1 2n—1
T 22 (—\/%) I'(n). | (A.15)

n=1 n—1)!

Usando las indentidades I'(n + (1/2)) = (v/7/2)(2n — 1)!' y I'(n) = (n — 1)! [35], podemos

B

i

mostrar que

% 1 2\ n
A=vE Y= (R) = v el - 1, (A.16)
ne1 n:
y oc 2k+l 2k+1
20 - ‘ (a3/b) -
;‘) T (\/5> V7 (ag/Vb) @) (4.17)

Por lo tanto

k=1 = v
0 b

como podemos apreciar, la Ec. (A.18) corresponde a la Ec. (A.4) que se obtuvo en el

/0 [®(ag/ VD) + 1), (A.18)

modelo de rampa, por tanto la varianza (A.12) se reduce a (A.5).
Debemos checar también que si § = 0, la varianza (A.12) debe corresponder al resul-
tado esperado cuando el parametro de control es constante dado por a = b — ag. Esto es

posible va que si 6 = 0, la Ec. (A.10) se reduce a

1 &1 /a ] & 1
kézo = -— — (-—0-) A hoge ( ) <R
o T aly) Thrl=g Z:: 20 = ag). (4.19)

Esta identidad se satisface si ag < b. Esto puede verificarse con la Ec. (2.31) del Cap.
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A.4 Calculo de la escala de tiempo ¢

A.4.1 Modelo de rampa

En este Apéndice vamos a calcular la escala de tiempo (4.21) del Cap. 4, cuando § = 1.
Para esta cantidad tomamos en cuenta la expresién exacta de W (s), de manera que (4.21)

se puede escribe como

T st
= = J, A.20
1= 3 (A.20)
donde ahora
J = <e—’bs?/' e’ dy> . (A.21)
0

Esta integral es similar a la funcién generalizada de Dawson F(z) defineda como {35]
F(z) = e-f"/ e’ dt | (A4.22)
0

donde p > 2. Por lo tanto, para obtener t; debemos calcular el promedio de la funcién

Dawson (A.22) para p = 2. Esto es

i

y
f o= — (b—ll) 2<F(\/E 5)) . (A.23)

La Ec. (A.20) muestra la escala de tiempo ¢; en el régimen cercano a su estado estable.

Esta evolucién asintética sugiere escribir la funcién de Dawson en la siguiente forma

F(z)=by + T2 b,z ™", . (4.24)

n=1

donde los coeficientes by v b, son determinados y dados por

i m — 1
bo=0;  bpi= = bmegpon = ——bpyi  m=p.2p-ccompe (A.25)
P ' p

Por lo tanto, la serie satisface la siguiente ecuacién

F(r) =52 bpy_y z- P71 (A4.26)

“~“n=1

De esta ecuacién observamos que si + >> 1. entonces la funcién de Dawson se puede
aproximar a primer orden como
1

F(r)~ - 277D (A.27)
1)
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En el caso de la escala de tiempo (A.23), el limite de aproximacién es tal que Vbs >> 1.

y por tanto

2

5@ (D) )

Haciendo una expansién en serie de potencias de A;?, obtenemos la expresién analitica

=3 () ()

de t;, la cual toma la forma

1 /1\Y? _
oo ((7) ATV 4 o[an)YY (A4.29)

A.4.2 Modelo general

Para el modelo (4.27) que responde al caso general § > 0, la escala de tiempo (4.21)

también se puede expresar como (A.20), con la diferencia de que ahora

» t; >
J = <e—’ﬂ‘f / 1BV dy> . (A.30)
0 4

En este caso t; también se puede escribir en términos de la funcién generalizada de

Dawson, como

1 1/p 1 »
o= — (fﬁ) (FI(BYYP 1) . (A.31)

Por lo tanto, usando la aproximacién (A.27) tal que /Pt >> ], la escala de tiempo

(A.31) se puede aproximar a

1 /(1 v 1/ (p—1)
= | — 2 Py )—\p—
t = . (.b’l) <[(l,3) ti) >

1 /1\'? roa\1-(P=1/p o
=55 o (55)] ' (432

Nuevamente, hactendo una expansién en serie de potencias de /\;1, obtenemos la ex-

presidn correspondiente para ty, dado por
NS DL :
t = _H). <_§) /\;U""I)/P + O[(Aﬁ)ﬂ((P—l)/PH—l]] ) (A4.33)

Este resultado es una generalizacion de (A.29) para el modelo de rampa.
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APENDICE B

Cidlculo de las varianzas 2 con RCG

B.1  Calculo de la varianza o; para el modelo de

rampa

Definamos nuevamente la varianza o2 para el modelo de rampa como 0%, que debe de
calcularse de (3.30). Las constantes k(1) v &1(7) para este modelo se definen como kj(7)
v k3(7) de acuerdo con (3.27) v (3.28) respectivamente. para k}(7) requerimos del término

Io(t,7) de (3.27), el cual se reduce al calculo de la integral

2 rt t 5,2
Io(t,7) = —/0 e’ﬁot%"m(/ﬁ/ et Blz gy, (B.1)
0

-
donde By = b/2, A = a9~ 77! v B = ap+ v~ 1. Esta integral se puede escribir en términos

de s =t — ¢, dando como resultado

Io(s,7) = g;e("12+32)/2”{(b<

=) [t < oy s« o=

2
+\/—; I(S.T)}. (B.2)
y
Vvb/2s Y 1
I(s,7) = (/v <I>< - ) du. B.3
(s, 7) i e u Ve u (B.3)

La constante kj(7) para este modelo se obtiene en el limite de tiempos largos, tal que

y/6/2 s >> 1, y por tanto (B.2) se reduce a

1= e n{o( )+ [o() +




donde I(oo, 7) es igual a

I{oo,7) =

e—[u+(1/\/2—b )k o, <u - 1 ) du, (B.5)

'/;oj/"/_2 d V2br

siendo ®.(z) la funcién complemento de la funcién error.
Por otra parte, la constante ki(7) de (3.28) se obtiene de acuerdo con I;(t,7), que

puede expresarse como )

Lt,7) = / / Bty o=Boti+At2 gy g1, (B.6)

Esta expresién puede escribirse en términos de s = ¢ — ¢, dando como resultado

o()ro(fbe-an)] e

Nuevamente en el limite de tiempos largos, tal quev\/b/ 2 s >> 1, la constante ki(7)

1 [ 1 2 i
Bl(r) = \/%m £(42/2) {q» (@) . 1} . (B.8)

Por lo tanto, la varianza para el modelo de rampa puede escribirse como

T 1 2
Ii(s,7) = %Ee(’”%)

es entonces

i

o? = Ci(r) D, (B.9)
donde
Ci(7) = co(r) + ki(r) + 2k;i(7). (B.10)

Teniendo en cuenta la expresién de (B.9), el parametro o? de (3.31) toma la siguiente

14 2 — 1 __ 1
expresion oy = 2—0?1_5 = m

B.2 Cailculo de la variaza o2 para el modelo general

La varianza o2 para el caso general (4.27), se define como ¢, que deber4 calcularse de
(3.30). Las constantes ko(7) y k;(7) se definen ahora como k$(7) y k%(7) de acuerdo con
(3.27) y (3.28) respectivamente. Para el célculo de k§(7) requerimos del término Iy(t, 7)

de (3.27), donde este término tiene la siguiente expresién

Io(t, ) / dt, e~PotiTAn / dty e Pots+Biz (B.11)
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con Bg=3/2, A=ay—71"'y B=uag+7"". Esta integral puede reducirse a

2/p o oo k/p m/p
2 1 11 B? AP
Io(t,7) = —5 | = > == | = — I(t), (B.12)
7 p* \Bo im0 m=o K!ml \ B Bo
donde I(t) es
Bot? k+1
I(t) = / ° gmH/p-1 = < * ,x) dz, (B.13)
0 p

siendo v(a,z) la funcién gamma incompleta. Por lo tanto, la constante kS(7) para el
modelo general sera obtenida evaluando la integral (B.13), en el limite de tiempos largos,
tal que Bot? >> 1. Esto da como resultado [36]
2P o0 o kfp m/p
2 1 11 [BP AP

k(r)= "= [ = —— | = — I(sy,s2), (B.14

ol7) T p? <ﬁo> ; 2 klm! (ﬂo) (50) (s1,52) (B-14)
donde la cantidad

P(Sl + 32)

5y 29170 2F1(1, 51 + 59580+ 1;1/2), (B.15)

I(s1,89) =

siendo sy = (m +1)/p, so = (k +1)/p, y 2F1(a,b;c; 2) es la funcién hipergeométrica.

La inspeccién analitica de la convergencia de la doble serie se muestra complicada. Sin
embargo mediante un cuidadoso anélisis numérico, podemos verificar la convergencia de
la doble serie, junto con la condicién suficiente de que A? < By y B? < S, y también 7 >
1/ [,Bé/ P — ag]. Esto puede obéervarse en la Fig. B.1, donde se muestra el comportamiento
de k() como una funcién de 7, para ciertos valores de los pardmetros ag, b y p, en el

régimen permitido de 7. La constante k() se calcula usando I1(¢, 7) de (3.28), donde

ahora
1 0 t
L(t,7) == / / eBl ~Potf+Atagy gy (B.16)
T J~o0 JO
Esta doble integral nos conduce al siguiente resultado
1/p k/p
1 1 1 (AP k+1
LtT) = —- | — — | — v | ——, Bot? ], B.17
e a) mul(w) o(Shae) e

En el limite de tiempos largos tal que GytP >> 1, la constantet k{(r) se reduce a
/p k/p
1 1 1 (AP k41
)= ——m [ = — | = ry—y1>. B.18)
0= ) (5(,) > (%) & ) -
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p=1.5

p=1.0

Fig. B.1: Muestra la convergencia de la doble serie de kg en el régimen permitido de 7,
para los valores de los pardmetros de p =1.0,p =15, p=2.0,b=4.0y ap = 1L.0.

La convergecia de esta serie se puede checar aplicando el criterio de D’Alambert (cri-
terio de comparasién), junto con la condicién necesaria A < ,80/p, y usando ademaés la

identidad
T'(z +
lim (z +a) =

St A B.19
jz|moo 2@ F(z) ( )

Por lo tanto, para § > 0, la varianza (3.30) puede escribirse como

donde ahora
Cs(r) = co(r) + k§(r) + 2k3(r). (B.21)

Para e aso imet 2 . ] i I e
ste caso, el pardmetro o* de (3.31) serd definido como ag %7 = 3C;(r) D

B.3 Comparasién de la varianza o? con o}

Al igual que el caso de ruido blanco, también vamos a comparar los resultados obtenidos
de 02 y 02 en el caso de ruido de color. Para este propésito, nosotros debemos comparar

las cantidades k§(7) con k}(7), y k®(r) con kl(r), cuando hagamos § = 1. Para el caso
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§ = 0 el pardmetro de control es una constante, en este caso las cantidades k§(7) y k9(r)
deberan coicidir con las obtenidas en la Ec. (2.46) del Cap. 2.
Hagamos primero la comparacién entre (B.18) y (B.8), ya que esto puede hacerse en

forma analitica. Asi que para § = 1, (B.18) se puede escribir como

. 1 V2 A k+1
40 = T & W (‘75‘) *(55). )
5=1 1 [
k ( ) \/—(1+a07') [\/; + Hp + Hz], (323)
donde

© 1 [V3A\" 1

oo 1 \/EA 2n--1 .
Hy = n; @n 11 ( 7 ) I'(n). (B.25)

Haciendo uso de las identidades I'(n + (1/2)) = (V/7/2)(2n — D' y I'(n) = (n — 1)!

[36], podemos concluir que

v S (&) = v - (.26)

n=1
Yy 2k+1
Hy = — =T d| =] A/ B.27
2T 2k + ) <\/2b =V <\/ (520
por lo tanto
_ 1 2 A
po=1_ [T (4%/20) | [ 2 1 B2
! 2b (1 + agr) - V) T (528

que corresponde a la misma expresién (B.8).
Para el caso § = 0, el resultado (B.18) deberd coincidir con cy(7) obtenido en la Ec.

(2.46) del Cap. 2, puesto que (B.18) se puede reducir a

kS=0 = —( ) Dk +1 B.29
1+a0r :[;OA (k+1), (B.29)
© k
X /A
6::0
= — B.30
L 1+a07)k0<b> (1+a07' )1 +ar)’ ( )

donde a = b — ag, y A < b. El resultado (B.30) es entonces el mismo que se tiene en la

Ec. (2.46), para el término cy(7).




Como segunda parte, debemos mostrar ahora que la Ec. (B.14) se reduce ala Ec. (B.4)
si 6 = 1. En este caso, debido a lo complicado de la expresién de (B.14), la demostracién
analitica hasta ahora no ha sido posible obtenerse. Sin embargo, mediante un calculo
numeérico, es posible realizar dicha comparacién. Por ejemplo en la Fig. B.2, se muestra
la comparasién numérica entre k5= (7) y k3(7) de (B.14) y (B.4) respectivamente. La
concordancia es exacta, e.d. que k§=!(r) = k}(7) en el régimen permitido de 7.

Por otro lado, si é = 0, la doble serie de (B.14) debera converger al valor ¢y(7)

_ 1
~ a(l+ar)
de la Ec. (2.46), con a = b — ag. En este caso, la Fig. B.3 muestra que ambas curvas

también coinciden para valores permitidos de 7.

Por lo tanto, concluimos que la varianza de ambos modelos estudiados en este trabajo

coinciden, cuando § = 1.
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Fig. B.2: Se muestra la comparasién cuando é = 1, de k$=!(7) del modelo general y k}(7)
del modelo de rampa, para los mismos valores de los pardmetros b y ag. Los resultados
numeéricos muestran absoluta concordancia entre ambas curvas, en el régimen permitido
de 7.

'k06=0
0.18

0.16]
0.14

0.12

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Fig. B.3: La figura muestra la comparasién entre k() del modelo general y k§(7) con
pardmetro de control constante. Nuevamente, ambas curvas coinciden en el régimen
permitido de 7
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