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Introduccion

El estudio de las membranas es de interés desde el punto de vista de la investigacién
bdsica y aplicada. Para la biologia el entendimiento de estos sistemas s importante ya que
las células y sus organelos estdn delimitados por membranas. En el ambiente celular se
encuentran principalmente agua, vérias especies de iones, ademds de organelos celulares y
protefnas. Una de las funciones principales de la membrana es la de regular la cantidad y
tipo de material que pasa al interior de la célula, para ello se vale de varios mecanismos de
seleccién, de los cuales nos ocuparemos mds adelante.

Una membrana bioldgica se encuentra constituida principalmente de moléculas
anfifilicas, esto es de moléculas que tienen un grupo polar y una cadena de hidrocarburo
que es la parte hidrofébica de la molécula. Cuando las moléculas anfifilicas se encuentran
en un solvente polar, la parte polar de la molécula es compatible con el solvente y la cadena
de hidrocarburos es incompatible con el solvente, de tal forma que cuando la concentraci6n
de moléculas anfifilicas aumenta tienden a formar estructuras en donde la parte polar estd en

contacto con el solvente y la parte no polar se encuentra aislada del solvente [1].

Proteinas
incrustadas

Cadenas de hidrocarbonos

Moléculas polares

Figura 1. Representacion de una membrana biolégica en el ambiente celular. Aqui podemos
ver la representacion de algunas moléculas que se encuentran en el ambiente celular, como
son agua, iones y proteinas.



Una membrana biolégica se forma de una bicapa de moléculas anfifilicas. La parte
exterior de la membrana estd formada por la parte polar de las moléculas y la parte interior
por las cadenas de hidrocarburos (ver figura 1). En la membrana se encuentran insertadas
algunas proteinas, azticares y grasas. Las membranas biol6gicas no tienen una composicion
quimica simétrica, esto quiere decir que hay ciertos compuestos en el lado exterior que no
se encuentran en el lado del citoplasma.

La membrana celular es permeable y selectiva, esto le permite mantener distintos
ambientes en sus dos lados. Algunas moléculas pequefias pueden pasar a través de la

bicapa de lipidos por simple difusién tal es el caso de algunos gases como por ejemplo

0,,C0O;, y N, y pequeiias moléculas sin carga, como son etanol, glicerol y urea. Existen
otros tipos de mecanismos de transporte a través de la membrana, como es el paso de iones
- por medio de canales formados por proteinas. Estos canales son selectivos al tipo de iones
que transportan. Las concentraciones tipicas de algunos iones en el ambiente intracelular y

extracelular son [2]:

Ion _ Citoplasma Fluido Extracelular
Concentracion [M] Concentracion [M]

K+ 0.139 0.004

Na+ 0.012 0.145

CI- 0.004 0.116

HCO3" 0.012 0.029

Proteinas 0.138 0.009

Mg2+ 0.0008 0.0015

Ca2t <0.5 10-06 0.0018

Las proteinas en solucién son susceptibles de cargarse y dependiendo del pH de la solucién

la carga para una sola proteina puede variar [3].



La composicién quimica asimétrica de una membrana produce diferentes densidades
superficiales de carga en cada lado de la membrana. La densidad de carga superficial
reportada para algunas membranas biolégicas puede llegar hasta 0.38 C/m?2 [4]. Debido a la
presencia de la membrana y a la densidad de carga superficial sobre la membrana los iones
en el fluido se distribuyen de manera inhomogénea alrededor de la membrana, induciendo
una carga en el fluido para cancelar la carga sobre la membrana. Este efecto en el fluido se
conoce histéricamente como la doble capa eléctrica (DCE). La doble capa eléctrica ha sido
ampliamente estudiada desde los trabajos clésicos de Guy {S] y Chapman {6]. En su teoria,
Guy y Champman (GC) resolvieron la ecuacién de Poisson-Boltzmann para el siguiente
modelo: Los iones son cargas puntuales, el solvente es un medio uniforme, la fase s6lida es
una pared rigida de extensi6n infinita con carga uniformemente distribuida en su superficie
y el material del cual est4 hecha la pared se considera de constante dieléctrica igual a la del
medio. Una forma de tomar en cuenta los efectos de tamafio entre los iones y la pared fue
propuesta por Stern [7], en donde estos efectos son tomados en cuenta al asumir una
distancia de mdximo acercamiento entra la pared y los iones.

En este trabajo vamos a estudiar la DCE y la termodindmica de una placa inmersa
en un electrolito de tres especies cuando la membrana es impermeable a una de las especies.
Existen varios métodos fundamentados en la Mecdnica Estadistica de Equilibrio para
estudiar el problema de la doble capa eléctrica con geometria plana [8-14]. En todos estos
trabajos se considera que hay fluido de un solo lado de la pared y no se toma en cuenta una
pared que separa dos fluidos. Sin embargo en el caso de una pared que separa a dos fluidos
cargados, cada lado de la pared no siempre puede ser tratado de manera independiente. El
método que usaremos en este trabajo es conocido como Método Directo (MD) [15,16]. La
idea principal del MD es considerar un campo externo como una particula del fluido a
dilucién infinita y como en fisica lo que define a una particula es su interaccién con las
demds particulas pueden derivarse diferentes ecuaciones para distintas geometrias,

dependiendo del potencial de interaccién de la particula a dilucién infinita con las demds



particulas. Al construir de esta forma las ecuaciones para la DCE implicitamente estamos
imponiendo el potencial quimico constante para todo el fluido. El MD ha sido empleado
para estudiar la DCE en distintas geometrias ademds de la geometria plana [17-20].

Una de las motivaciones principales para realizar este trabajo son los resultados
obtenidos por Lozada-Cassou y J. Yu [20]. En dicho trabajo se muestra una correlacién
entre las cargas inducidas en un fluido separado por una placa. Tales resultados muestran
una violacién de la electroneutralidad local en el fluido, es decir la carga inducida en un lado
del fluido no siempre es igual a la carga en ese lado de la placa. Un efecto similar se ha
obseWado en fluidos confinados [21- 23].

El problema de la membranas selectivas ha sido estudiado desde principios de este
siglo, y fue Donnan [3,24] quien por primera vez trat§ el problema de un electrolito de tres
- especies, separado por una membrana impermeable a una de las especies. En su trabajo,
Donnan deriv6 una expresién para la presién osmética en términos de las concentraciones
de equilibrio del electrolito, a partir de las siguentes consideraciones: igualdad de
potenciales quimicos para el fluido que se encuentra de los dos lados de la membrana, la
electroneutralidad del fluido en el bulto y, se supone que el coeficiente de actividad de los
iones es el mismo en ambos lados de la membrana. En los cdlculos de Donnan no se toma
en cuenta el tamafio de las componentes del electrolito, ademds de otros factores que son
importantes cuando las concentraciones no pueden considerarse bajas.

En el primer capitulo de este trabajo damos los resultados de Donnan para la presién
osmdtica de soluciones diluidas, mds adelante nos ocupamos de los resultados generales de
la Mecénica Estadistica de Equilibrio para fluidos. En el segundo capitulo planteamos el
modelo y las ecuaciones del problema derivadas de los métodos presentados en el primer
capitulo. También escribimos las ecuaciones para la presi6n osmética y la carga inducida en
el fluido. Por dltimo en el tercer capitulo mostramos el método general de solucién de las

ecuaciones, los resultados y nuestras conclusiones.



Capitulo 1

Termodindmica y
Mecanica Estadistica

1.1 Equilibrio entre fases

En esta seccién vamos a resumir los resultados de Gibbs para equilibrio entre fases
fluidas.

Cuando dos fases son puestas en contacto existe una transferencia de calor y masa
hasta que se alcanza el equilibrio entre las fases. Consideremos dos fases interactuando
entre si, pero aisladas del exterior, esto es que pueden intercambiar energfa y materia entre
sf pero no con el exterior. La primera ley de la termodindmica nos dice que la energia de
dicho sistema debe permanecer constante. La segunda ley define el estado de equilibrio
como aquel para el cual la entropia ha alcanzado su méximo valor. De esta forma si hay un
cambio de energia o materia entre fases no debe haber un cambio en la energia o entropia

total. Si E(P) y s(p) representan la energfa y la entropfa de la fase p, entonces

Y dEP) = dsP) =, (1.1)
p p

de aqui se sigue que cada fase debe de tener la misma temperatura y, para fases en las
cuales puede haber intercambio entre sus componentes, cada fase debe tener ademds la
misma presién. La propiedad mds importante de los sistemas en equilibrio es que: E/
potencial quimico de una especie que puede permear a las dos fases debe de ser constante.
En el caso de fluidos cargados debe tomarse en cuenta que el fluido debe conservar su
neutralidad, esto quiere decir que si hay transferencia de materia debe de hacerse de tal

forma que se mantenga la electroneutralidad del fluido en el bulto.



La condicién que nos interesa estudiar es la de una membrana semipermeable entre
dos fases. A menos que la membrana sea un aislante térmico ésta no impide la transferencia
de calor, de aqui que la temperatura entre las dos fases sea igual. Sin embargo la presién
entre las fases puede ser diferente ahora. La condicién de que el potencial quimico sea el
mismo en ambas fases se sigue manteniendo para las especies que pueden pasar libremente
por la membrana, sin embargo para las componentes para las cuales la membrana es
impermeable no existe transferencia de masa y dicha condicién no se aplica.

Tomando en cuenta las condiciones anteriormente mencionadas F. G. Donnan
derivé una relacion entre las concentraciones de equilibrio del electrolito en ambos lados de
la membrana, y calcul$ la diferencia de presiones en ambos lados de la membrana para
sistemas diluidos {3,24]. Para el caso de iones, el potencial quimico no solamente depende

del coeficiente de actividad, sino también del potencial eléctrico, i.e.,

i =l +kTinb; + z;ed, (1.2)

donde cada término significa

Hi potencial quimico de la especie i,

lliO potencial quimico de referencia de la especie |,

b; actividad para la especie i,

k constante de Boltzmman,

T temperatura del fluido,

L) potencial eléctrico en el fluido.

Si consideramos un electrolito simétrico en la carga, para que el fluido esté en equilibrio a

través de la membrana se requiere que el potencial quimico para la especie i sea igual en

ambas fases, esto es

Hi

[
R

(L.3)



sustituyendo la ecuacién (1.2) en la ecuacién (1.3), y dado que ,u,O es el mismo en ambas

fases obtenemos

KTInb® = kTInbP +7A®.

Como estamos considerando un electrolito simétrico en las cargas tenemos que 2] = ~22,

i.e.,

KTInb{ = kTInbP +2,A®,
kTinb§ = kTinbE - 7,A.

Sumando ambas ecuaciones obtenemos

bfbg =BibE, (1.4)

Dado que la actividad estd dada por b; = 7;p;, donde ¥; es el coeficiente de actividad de la

especie i . En el limite de baja concentracion y; = 1 y también b; — p;, por lo que

tenemos.

pfps =phph. (1.5)

La electroneutralidad de la fase @ requiere que p¥ = p¥. Por otra parte, como la fase j3

contiene macroiones con concentracién p, y carga z., y como el fluido también es

electroneutro en el bulto tenemos

Z1(p§3 —p§)+chc =0. (1.6)



La presién osmdtica estd dada como la diferencia de presiones en el bulto de ambas fases

=g -, (1.7)

si se considera que las componentes estdn diluidas se tiene

H=kT(p§’+p§ +pc—p?‘—p3‘} (1.82)

Cuando la concentracién del coloide es suficientemente baja y tomando en cuenta las

ecuaciones (1.5) y (1.6), esta ecuacién puede escribirse de la siguente manera

2
I =]+ ZcPe_
2
kTp. 4z1p1

, (1.8b)

donde z; es la valencia de los iones positivos en la fase que contiene macroiones, y p; €s
la concentracion de la misma especie en la misma fase. Pensando en esta ecuacién como un
desarrollo virial a segundo orden, podemos identificar la contribucién eléctrica al segundo

coeficiente virial como

2

lec _ 3¢
_._—-4 .
2]P1

Para tomar en cuenta las contribuciones por volumen excluido, se toma en cuenta dicha

contribucién al segundo coeficiente virial, por el siguiente término



donde u es el volumen excluido por el coloide y N4 el nimero de Avogadro. De tal forma

que la ecuacién para la presion osmética puede escribirse como

=1+ Byp,. (1.8¢)

kTp,
donde B, = B$* + BY¢.

La teoria anteriormente presentada funciona razonablemente bien a concentraciones
bajas para la sal y el coloide. Esta teoria se ha usado para estimar pesos moleculares y
tamafios de macromoléculas, mediante experimentos de osmometria. Sin embargo, para
estudiar la estructura del fluido cerca de la membrana es necesario usar una teoria

microscépica de la materia, de la cual nos ocuparemos el resto del capitulo.
1.2 Funciones de Distribucion en Liquidos

La estructura microscépica de un sistema determina las propiedades termodindmicas
de dicho sistema, sin embargo las cantidades macroscépicas detectadas en el laboratorio
son solamente cantidades promedio del estado microscépico del sistema. Con los métodos
de 1a mecénica estadistica podemos calcular la estructura promedio de un fluido que a su
vez nos sirve para calcular las propiedades termodindmicas del fluido. A continuacién
vamos a resumir algunos resultados de la Mecdnica Estadistica de Equilibrio (MEE) para
fluidos [25,26].

Para conocer la estructura del fluido se hace uso del concepto de funcién de
distribucién, la cual nos da la densidad de probabilidad de encontrar al fluido en una cierta
configuracién. En un sistema de particulas a T, V y N constantes que interactiian via un
potencial dado, la probabilidad de encontrar a la particula 1 entre r; y r;+dr;, a la

particula 2 entre r, y r, +dr), etc., estd dada por

9



N e—ﬂu(rN)
f(l‘ )dl'I...dl'N ='—Z;—-dl'1...dl'N, (L.9)

—ﬂu(rN) . .. .

donde Zy =J""j€ dr;...drp es la funcién de particién configuracional en el
ensamble canénico y u( rV)esla ehergfa configuracional de las N particulas. La densidad
de probabilidad de encontrar a la particula 1 en r;, ... , y a la particula n en r,,
independientemente de donde se encuentren las restantes, se encuentra integrando sobre las

restantes coordenadas de las particulas desde n+1 hasta N

. J'...J'e'ﬂ”(rN)drn”...drN.

f(ﬂ)(r’l
Zy

(1.10)

Por otro lado Ia densidad de probabilidad de encontrar a cualquier particulaen ry, .y a

cualquier particula en r, , independientemente del resto de las particulas estd dada por

N!
p(")(r”)sz(”)(r”). (1.11)

La funcién de correlacién g™ (") se define por
p"M(x")=p"g™(x"), (1.12)
donde p es la concentracién. Usando la ecuacién (1.10) podemos ver que

_BueN
{MW(e") = ying o Je P dry, . dey
N*(N-n)! Zn ,

10



j...je-ﬂu(rN)drn+1...dl‘N

= V"(I +(N~! )) z
N

(1.13)

La funcién de correlacién mds importante desde el punto de vista experimental es
gm (r;ry), yaque esta puede ser medida mediante experimentos de dispersién de luz. La
cantidad pg(z) (r;,r3) nos mide la concentracién local de particulas en r, dado que
tenemos una particula en r;. Para un fluido de particulas esféricas g(z)( r;r;) depende
solamente de la distancia entre las dos particulas, por lo que para este caso se denota como

g(r). Debe notarse que

0

Pueden escribirse cantidades termodindmicas en funcién de g(r), como por ejemplo la
energfa interna se escribe de la siguiente manera

U=§NkT+.—§qu(r)g(r)47rr2dr, (1.15)

0

de la misma forma para la presién puede escribirse una ecuacién andloga

2 oo
p= pkr-%— [ (r)g(r)anrar. (1.16)

0

Una forma conveniente de escribir g’ (") es

(n) _n -Bw(™ (g™

gVr")=e (1.17)

11



donde 1a cantidad w'™ (") se define al sustituir ésta en la definicién de g(”) (Ec. (1.13)),
tomar el logaritmo de ambos lados, y tomar el gradiente con respecto a las coordenadas de

una de las n particulas, lo cual nos da como resultado

— N
w(n) - J‘.J-e ﬂu(r )(—Vju)drﬂ+]"'drN

-V
! j...je_ﬂ“(rN)drn+1...drN

(1.18)

Como sabemos —Vju es la fuerza que actda sobre la particula j para cualquier

configuracién de las N particulas, por lo que la ecuacién (1.18) nos representa la fuerza

media f;”) sobre la particula j, promediada sobre la configuracién de todas las n+1,....N

(n)

particulas. Es decir w'"es el potencial que da la fuerza promedio actuando sobre la

particula j.

1.3 La Ecuacion de Orstein-Zernike

Se define a la funci6n de correlacion total como h(rjy) = g(r;3) — 1, para un fluido
de una sola especie. En 1914 Orstein y Zernike propusieron dividir h(r;;) en dos partes,
una parte directa y una parte indirecta. La parte directa dada por la funcién c(r;;) llamada
la funcién de correlacién directa. La parte indirecta es la influencia propagada directamente
de la particula 1 a la particula 3, la cual actda sobre la particula 2 directamente e

indirectamente a través de otras particulas. Este efecto es pesado por la concentracién y
promediado sobre todas l1as posiciones de la particula 3. Con esta descomposicion de

h(rjz), se escribe

h(rjz)= c(r,2)+pjc(r13}h(r23)dr3. (1.19)

12



Esquemdticamente lo podemos entender de la siguiente forma:

/

o—0 O -0* &
1 ) 1 2 1 2

Figura 1.1 Representacion grdfica de la ecuacion de Orstein-Zernike. Representamos la
correlacion directa por una linea punteada y la correlacion total por la linea continua.
Denotamos la particula 3 como un punto negro indicando que se promedia sobre todas las
posiciones posibles de la particula 3.

Esta es una ecuacién integral conocida como la ecuacién de Orstein-Zernike y se considera
como una definicién de la funcidn de correlacién directa. Como podemos ver en esta
ecuacién tenemos dos funciones y ambas son desconocidas, de manera que para resolver
esta ecuacion tenemos que emplear una teorfa que nos de una relacién entre la funcién de
correlacién directa y la funcién de correlacién total. Se han propuesto varias
aproximaciones fundamentadas en métodos de la MEE para la funcién de correlacién

directa . Entre estas aproximaciones tenemos las siguientes

o) = £08(r)

e(r) (1.20)
c(r) = —Pu(r), (1.21)
c(r)=h(r)—Ing(r)—Pu(r), (1.22)
en donde
e(r) = PHT), (1.23)
y
f(r)=e(r)—1 (1.24)

13



Las ecuaciones (1.20),(1.21) y (1.22) son conocidas como la aproximacién de Percus-
Yevick (PY), la aproximacidén esférica media (MSA) y la aproximacién de cadena
hipertejida (HNC) respectivamente, f{r) es conocida como la funcién de Mayer.

La funcién de distribucién se puede expresar como un desarrollo en serie en la
concentracién, los coeficientes de este desarrollo pueden ser expresados como diagramas
de Mayer. Calcular la funcién de distribucién con alguna de las aproximaciones anteriores,
en términos diagramdticos corresponde a eliminar diferentes conjuntos de diagramas del
total de ellos. Los diagramas que se eliminan en la aproximacién HNC pertenecen a la clase
de diagramas llamados diagramas puente, mientras que en la aproximacién PY ademds de
los diagramas puente se eliminan los diagramas producto. En notacién diagramadtica los
diagramas puente son todos aquellos diagramas que no contienen puntos nodales,
excluyendo al los diagramas producto. Los diagramas producto son aquellos que pueden
descomponerse como el producto de dos o mds diagramas simples. A continuacién
mostramos los primeros dos términos del desarrollo en serie de la funcién de distribucién
de manera exacta y en las aproximaciones HNC y PY, para un fluido homogéneo de una

sola componente.

n Exacto HNC _PY

N
R ORI TIINY

2| +1/2 M +1/2M
+1/2 m

La ecuaci6n de Orstein-Zemike puede ser generalizada para varias especies y en este

caso se escribe como

14



n
hi(rap) = cij(rpp)+ ZPthim(l'zﬂcmj(rm)dr& (1.25)

m=1

las aproximaciones anteriores (1.20),(1.21) y (1.22) también pueden generalizarse para

varias especies.

1.4 Fluidos Inhomogéneos (Método Directo)

En fisica la equivalencia entre particulas y campos estd bien establecida, es decir las
particulas y los campos se definen a través de su interaccion con otras particulas o campos.
En las teorfas anteriormente presentadas no existe restriccién en cuanto al tipo de particula,
el nimero de especies en el fluido y la concentracién de cada especie, asi que un ¢ampo

externo puede ser considerado como una especie a dilucién infinita. Esta idea ha sido
empleada para derivar teorfas de fluidos inhomogéneos [15,16}. Si llamamos especie & a
la particula que representa el campo externo, la funcién de correlacién entre la especie @ y

la especie j estd dada por:

n
hoj(Y21) = Coi(C21)+ D Pm [ Boom(T23)Cmj (¥ 3)dr 3, (1.26)

m=1

donde la sumatoria sélo se realiza sobre las n especies del fluido sin tomar en cuenta la
especie o, ya que su concentracion tiende a cero. La funcién de correlacién directa entre la
macroparticula y la especie j también puede aproximarse por cualquiera de las cerraduras

PY, MSA 6 HNC, las cuales tienen la siguiente forma funcional

o) < Jai(T)8ai(X)
Cai(T) e(t) (1.27)

15



Cw.(r)z—ﬁuai(r), (128)

Coil(T) = hoi(x) = Ingpi(r) — Pug(r), (1.29)
en donde

eqilr) = @ Pai(™), (1.30)
y

fai(t) =eqi(r)=1 | (1.31)

De esta forma pueden construirse distintas teorfas de liquidos dependiendo de la
aproximacién que se use para la funcién de correlacion directa entre el campo externo y las
particulas, y la funcién de correlacién directa entre las particulas en el bulto. La notacién

que se usa para identificar las aproximaciones que se hacen en dichas teorias es la siguiente:

Siglas que denotan a cy; / Siglas que denotan a c;j

Ejemplo de las teorias que podemos emplear son:

HNC/HNC, PY/HNC, MSA/HNC, etc.

16



1.5 Ecuacion de Poisson-Boltzmann

La ecuacién de Poisson-Boltzmann nos sirve para tratar fluidos cargados en
presencia de campos eléctricos externos. En esta teoria se hace uso de la Electrostdtica y la
Mecénica Estadistica. Consideremos un electrolito alrededor de una macroparticula. De la
electrostdtica sabemos que el potencial eléctrico depende de la distribucién de carga como lo

indica la ecuacién de Poisson

_ 471',061(1')

Viy(r) = (1.32)

donde P.i(r) es la densidad local de carga en r la cual estd definida por

n
Pel(t) =Y ziep;(r), (1.33)
i=1

donde Pi(r) es la concentracién local de la especie i. Si calculamos el promedio de

ensamble de ambos lados de la ecuacién (1.33) tenemos como resultado

V() = pu(r)) = —i’gfgzie(p,-(r)). (1.34)

donde los promedios sobre ensamble se indican con las cantidades entre corchetes. El
promedio de la concentraci6n local de la especie i estd relacionada con la funcién de

distribucién por

{pi(r)) = pigeu(x), (1.35)
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donde g, (r) es la funcién de distribucién de la especie i alrededor de la especie & y p;

es la concentracién de bulto de la especie i . La ecuacién (1.34) se puede escribir como

vV (y(r)) = -—EZ,eP, 8ai(r) (1.36)
i=1

De la ecuaci6n (1.17) sabemos que la funci6n de distribuci6n de la especie i alrededor de

« estd dada por

~Pwqi(r)

gui(r) =¢ (1.37)

donde w;(r) es el potencial de la fuerza promedio sobre la particula i enr. La teorfa de

Debye-Hiickel supone un fluido de iones puntuales, por 1o que

wei(r) = z;e(w(r)), (1.38)

si denotamos (y(r)) = @(r), la ecuacion (1.36) se escribe como |

Vz(p(r)———Zzep g Pueo(r) (1.39)
=1

Esta ecuacidn diferencial es conocida como ecuacién de Poisson-Boltzmann. De la

electrostitica sabemos que el potencial electrostdtico en un punto r puede calcularse como

Pei(ri)dr;
o) = 9ale) + S (1.40)
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donde @, () es la contribuci6n al potencial debida a la presencia de la particula «, y el

segundo término es la contribucién al potencial debida a la presencia del electrolito. Por lo

que otra forma de escribir la ecuacién de Poisson-Boltzmann es

8ai(r)= exp{—ﬂu Zzeﬁjpez r; drl}

[e—ril

=exp{—ﬁu A(r) - z,eﬁ ZJp‘ga’ £1)dr; }

Py Ie—r/|

(1.41)

en donde ulh(r)=_ze@y(r). Esta es la versién integral de la ecuacién de Poisson-

Boltzmann.
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Capitulo 2

Ecuacion HNC/MSA
2.1 Modelo

El modelo para el fluido y la pared que se emplea en este trabajo consiste en una
placa de ancho d, cargada de ambos lados con densidades de carga 0; y 0, para los
lados izquierdo y derecho respectivamente; inmersa en un electrolito de tres especies dos de
ellas del mismo tamafio pero con distinta carga y la tercera especie de distinto tamafio y
carga. Se considera que la membrana es permeable a las especies 1 y 2, por lo que éstas se
encuentra de ambos lados de la membrana, e impermeable a la tercera especie, por lo que
solamente la encontramos de un lado de la pared. Cada especie se considera como un fluido
de esferas duras de didmetro a;, con carga z;e en el centro, donde e es la carga proténica
y los efectos del solvente se toman a través de la constante dieléctrica £. Si se supone que
el solvente es polar, éste mantiene solvatados a los iones, el efecto producido por ello se
considera en el tamaiio de los iones. La membrana se considera de constante dialéctrica

igual a la del solvente.

iOO@ o
1
O®®OOO

Figura 2.1 Representacién de un fluido separado por una membrana impermeable a las
bolas grandes. Las bolas grises tienen carga de signo opuesto a las bolas blancas. En el caso
mds general las bolas grandes y las bolas chicas grises difieren en la cantidad de carga.
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Es importante remarcar que en cada fase el fluido lejos de la membrana debe de ser
electroneutro, es decir en el bulto de cada fase se debe de cumplir

2 3
Y upf =Y zf =0 2.1)
=1 i=1

donde p* es la concentracién de bulto de especie i en la fase libre de macroiones y p{i es

la concentracién de bulto de la especie i en la faée que contiene macroiones. Sin embargo la
electroneutralidad en cada fase no puede ser tomada arbitrariamente ya que los iones que
pueden permear a las dos fases deben tener el mismo potencial quimico. Los detalles acerca
de la condicién de electroneutralidad que debe usarse, van a discutirse a continuaci6n al

escribir la ecuacién HNC/MSA.

2.2 Ecuacién HNC/MSA

Se construye la ecuacién HNC/MSA para una placa usando la aproximacién HNC
para la funcién de correlaci6n directa entre el electrolito y la pared (Ec. (1.29)), y tomando
la ecuacién MSA para la funcién de correlacién directa entre las componentes del electrolito
(Ec. (1.21)). La ventaja de usar MSA para el electrolito es que se tienen resultados
analiticos para la funcidn de correlacién directa. La ecuacién HNC/MSA para tres especies

y la placa est4 dada por:

3
8ai(r21)= exP{—ﬂ”ai(r 2)t 2P j fhaj(" 23)cji(r31)drs . (2.2)
j=1 v

donde up;(ry;) es el potencial de interaccién entre la placa y el electrolito, = ;17: y
Cij (s) es la funcién de correlacion directa en la aproximacién esférica media (MSA). El

potencial se puede descomponer en dos partes
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Ugi(21) = Ui (X 27) +ugy(X2p), (2.3)
la primera es la parte eléctrica del potencial, que estd dada por

2r ) d

”oezli("21)="—"£ (0 + 0))(x —e0) Si x=—,

2.4a

el 2r 27 J six< ( )
“ai(r21)="—£ (o1 + 0'2)(—x—°°)——;3—(0'1 ~-03)d i x<-=,

donde x es la distancia perpendicular medida desde el centro de la placa a la posicién de la
particula. La segunda parte del potencial es la parte de interaccién rigida entre la particula y

la pared. Para las especies que pueden permear a ambos lados de la pared estd dada como

d+a,~

u*pi(ryp)=c0 si |x<

(2.4b)

d+a“

u*y(ry) =0 si |x>

La especie 3 ve a la pared como una barrera de potencial de la siguiente forma

. d+a
u*y3(rp)=eo si x< 3 3,

(2.4¢)

. d+a
U*y3(ry)=0 si x> > 2,

donde d y aq; esel ancho de la placa y el didmetro de la especie i respectivamente. Pensar

que la impenetrabilidad de la especie 3 estd dada por el potencial de interaccién nos ayuda a
ver que los fluidos del lado derecho e izquierdo de la pared son €l mismo, y el hecho de que
la especie 3 no se encuentre del lado izquierdo de la membrana es por causa del potencial de
interaccién no por la funcién de correlacién directa. Esto quiere decir que la funcidn de

correlacion directa de la especie 3 tiene un valor distinto de cero en el lado libre de
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macroiones. El valor de p; (“concentracién de bulto”) que se usa en la ecuacidn (2.2) es el
mismo para todo el espacio. Debemos remarcar que no estamos usando p; = pf para el

lado izquierdo de la placay p; = p? para el lado derecho. Usar el mismo valor de p; para

ambos lados de la placa es equivalente a fijar el potencial quimico de la especie j, mas esto
no es equivalente a fijar la misma concentracién de bulto de la especie j de ambos lados del

fluido, ya que la concentracién de bulto del lado izquierdo estd dada por

P =Pj8aj(=) (25

y para el lado derecho por
Pl =pj8aj(==) (2.5b)

Vamos a usar p; como el valor de la concentracién de bulto de la especie j del lado

derecho por lo que de aqui en adelante vamos a denotar p? =p;, 1a cual ademds debe de

satisfacer la siguente condicién

3
Y zip;=0. (2.5¢)
i=1

De la ecuacién (2.5a) podemos ver que la concentracién de bulto de la especie j en el lado
izquierdo de la membrana queda referida con respecto a la concentracién de bulto de la
misma especie en el lado derecho, de aqui que la condici6n de electroneutralidad en el lado

izquierdo de la membrana estd dada por

2 2
Zzip,a = Zzipi 8ail~) =0, (2.6)
i=1 i=1

tal que go;(—e0) # 1, en general.
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La funcién de correlacién directa para el electrolito puede escribirse como

SR Z‘Z’ e’ 2.7)
cl](s)—c,] (s)+c (s) p—— (2.

donde las expresiones para las funciones c ( s)y c ( s) estdn dadas en el apéndice A.
Tomando ventaja de la simetria del problema hacemos coincidir el vector rj; con el

eje x del sistema de coordenadas cilindricas mostrado en la Fig.(2.2). Por lo que

denotamos |r2 1] = x;. La ecuacién (2.2) se escribe de la siguiente forma

3 oo 0027
8ai(*1) = €0y ~Bugi(x1)+ X p; J f f hoj(r23)cji(r 3p)d@srsdrsdxz . (2.8)
j=1 -00

I

Figura 2.2. Geometria del problema. Las coordenadas convenientes en este caso son las
coordenadas cilindricas. En esta figura representamos a la pared en el origen y dos
particulas arbitrarias.
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De la figura (2.2) es fécil ver que

31 =leasf” +le2il’ - 2r23.v21,
r23.X2] = X|X3.
Denotando |r3;| =s,x; =x y x3 =y, se escribe

s° =r32+y2—2xy+x2.

y derivando de ambos lados obtenemos

r3dr3 =SdS.

Integrando por el dngulo en la ecuaci6n (2.2), y sustituyendo la relacién anterior obtenemos

3

80i(x) = expl~Pugi(x)+ Y., 27p; [ hoj(V)dy [cjils)sds .
j=1 —o0 |x-

29 .

Sustituyendo las expresiones para la funcién de correlacién directa y el potencial obtenemos

2Bme 2
8ai(x) = exps —8—(01 + 02) |x| 2

L j=1

d+aj

mp; [y (nady(Kji(x3)+ Lyi(x.))

—00

3 o0
+2.,27p; Ihaj()’)d)’(Kji(x: y)+ Lj;(x,y))dy - 2mA;(x)

d+aj
2
d+aj

j=1

2 nBels 2 2 nos
+_£%fi(2 JeipjsaO)be=s==dy+ 3 [2ipjhog (e =3l ==}y,

j=1 —00
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donde se ha denotado

Kji(xy)= jc,,S(s)sds, (2.11a)
b=yl
Li(x,y)= [c}R(s)sds. (2.11b)
[x=

Las expresiones para estas funciones se encuentran dadas en el apéndice A. Haciendo uso

de la ecuacién (B.23) se obtiene

2
8ai(*)= exp{ iﬂe (07 +02)(x) - 2mA;(x) +
d+aJ
2 3 oo
Z P, fha, ay(K ji(x,y) + Li(x y)) + ZMPJ- [ hog(v)y(K;i (% y)Lji(x. ) dy
j=1 — o0 j=1 d+a;
2!
d+a]
2nfe
+ pe” Zz(z jszjgaj x)(lx yl)dx3+2 szpjhaj )(Ix—yl)a’y) ’
] =] —oo _] =]d +aj
2
(2.12)
donde
d+a3 d+a3
> Be? I
Ai(x)=p; f (K3i(% y)+ Lsi(x, y))dy + zi23p; — j e = yldy +
oo dsa
S‘:;L (2.13)
2 2nfd d
Yo; J(Kiley)+Li(xy)dy+ (01—02)9(-"“'2')

donde O(x) es la funcién escalén de Heaviside definida como O(x)=0six<0,

O(x)=1six20.
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2.3 La carga inducida en el fluido

Cuando la placa se encuentra inmersa en el fluido se crea una inhomogeneidad en €l
debido principalmente dos factores: el volumen excluido por la placa y al campo eléctrico
producido por la carga de la placa. La inhomogeneidad induce carga en el fluido pero el
sistema como un todo permanece neutro, de tal forma que la carga inducida en el fluido mas

la carga en la placa debe ser igual a cero

0+ [pe(ridr =0, (2.14)
|4

donde p,(r) es la densidad de carga volumétrica inducida en el fluido y Q es la carga
sobre la placa. Esta condicién se conoce como Condicién de Electroneutralidad Total
(CET). Podemos expresar esta condicién en términos de la densidad superficial de carga en

la placa y la densidad superficial de carga en el fluido

4 .
0y + 02+ [Perlx)dx+ [py(x)dx =0, (2.15)
d

—_00

2

donde la primera integral es la carga inducida en la fase o y la segunda integral representa

la carga inducida en la fase B, por lo que definimos

2
0o = [pei(x)d, (2.162)
g = [ perlx)dx. (2.16b)
d
¥}
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2.4 Célculo de la presion Osmotica

Consideraremos dnicamente las fuerzas que actian sobre un elemento del fluido en
la direccién x, ya que el fluido es homogéneo en las direcciones y y z. En la figura 2.3
F; y F, representan las fuerzas ejercidas sobre el fluido debidas a la presién en el fluido

y qE es la carga contenida en el elemento de fluido multiplicada por el campo eléctrico que

siente dicho elemento de fluido.

Elemento
de Fluido

Fluido—
Placa

______

Figura 2.3. Diagrama de fuerzas que actiian sobre un elemento del fluido en geometria

plana

Como es un fluido en equilibrio la suma de todas las fuerzas es cero, por lo que

F1+F2+QE=0. (216)

Las fuerzas estdn dadas por



F; =Ap(x)i,
Fp = -Ap(x + dx)i.

La carga por
q = Adxpg(x),
y el campo eléctrico por

a9 \.
E=—|=t1i,
(Bx)l

A es el drea del elemento de fluido, i es el vector unitario en la direccién x y ¢ es el

potencial eléctrico. Sumado todas las fuerzas tenemos

p(x)—p(x+dx)=pel(x)-ix—(pdx. (2.17)

Haciendo un desarrollo en serie a primer orden para p(x + dx) tenemos

plx+dx)= p(x)+(%x2)dx+...,

y usando la ecuaci6n de Poisson

£ dz(p
Pet(x) = —Zt—[-d._xz—)’

obtenemos, al sustituir en (2.17)
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dp _ & d’9dp
dx 4w & dx’

integrando esta ecuacién entre o y x tenemos

jdz(p g ,

p(x)- p(oo)- wdzdy Y

Integrando por partes obtenemos

o) = d‘/’)
p(x) = pl=) 8n(dx :

Si definimos p(eo) = [Ty, que es la presi6n en el bulto, tenemos que

plx)=<—E(x)? +1II,. (2.18)
87

Sabemos que la presién sobre una pared es igual al intercambio de fmpetu por unidad de
drea por unidad de tiempo. Por lo que en el contacto con la pared se tiene para el lado

derecho

3 .
p;3(-‘§)=kT§p,-( > )=§;E(42-)+ M. (2.19)

De la misma forma, la presi6n sobre la pared del lado izquierdo estd dada por

pa(-4)= sz (- 55Y) = = B(-4) + M, (2.20)
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Por otra parte sabemos que
4 ir
d)_ AW
B(-4)=" 0w v E(5)="70p

por lo que al sustituir en las ecuaciones para la presién (2.19) y (2.20) se tiene

2n 2r
KTpo(-4)=Log?+ Mgy kIpg(§)="T0p? + 15, 2.2

donde se ha definido

2
palx)=Y pi(x)  six<o0,
i=1

3
pﬂ(x)=2p,-(x) si x>0,
i=1

de aqui que la presién osmoética queda escrita de la siguiente manera

1= Mg = Mg =47 (pg($) - pa(~9)) - (07 - ) 222
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Capitulo 3

Método de Solucidén
y Resultados

3.1 Método de Elemento Finito

La solucién de la ecuacién integral (2.12) requiere del uso de métodos numéricos
debido a la imposibilidad para obtener resultados analiticos. El Método de Elemento Finito
(MEF) se puede usar para resolver ecuaciones diferenciales e integrales, en este caso lo

aplicaremos a la solucién de un sistema de ecuaciones integrales no lineales [32].

Sea la funcién f(x), definida sobre el intervalo a < x < b, la cual satisface un

ecuacion integral de la siguiente forma:

b
flx)= exp{M(x) + [ f(elx y)dy} - L 3.1)

En el MEF se'propone dividir el dominio de la funcién en N intervalos finitos y se hace un

desarrollo de la funcién en una base conveniente

N
f(x)= Zwk(pk(x), b<x<a (3.2)
k=1
donde el conjunto {¢l (x), @5(x),..., on( x)} es una base definida sobre el intervalo de la

funcién y {CD o CON} son los coeficientes del desarrollo de la funcién en su dominio.

Sustituyendo (3.2) en la ecuacién (3.1) se obtiene
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N b N
Y, Of(x)=exp M(X)+J2wkf¢k(y)6(x,y)dy -1 (3.3)
k'=1 ak=1

si definimos

b
o) = [ B (v)c(x,y)dy, (3.4)
a

entonces la ecuacidn anterior se transforma en

N N
zwk¢k (x)= exp{M(x) + 2 wkak,(x)} -1, (3.5)
k'=1 k'=1

3.2 Las funciones base

La idea central del MEF es que las funciones base estén definidas por pedazos sobre
subregiones del espacio llamados elementos finitos, y que sobre cada subdominio la
funcién tome una forma muy sencilla, como son los polinomios de los primeros ordenes.
Para construif las funciones base primero se divide el dominio de la funcién en cierto
ndmero finito de elementos de longitud arbitraria. A los puntos de la particién se les
denomina nodos, y al conjunto de elementos y puntos nodales que constituyen el dominio
del problema aproximado se les conoce como malla del elemento finito. Las funciones base
se generan bajo los siguientes criterios:
a).- Las funciones base se generan a través de funciones sencillas definidas por pedazos de

la malla.

b)- Las funciones base se generan de tal forma que los coeficientes @; (que definen la
solucién aproximada de f(x)), coincidan con los valores de la solucién exacta en los

nodos de la malla.
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En este trabajo se han seleccionado como funciones base polinomios cuadriticos,
obteniéndose de proponer un polinomio de segundo orden para cada elemento, y
definiendo un punto auxiliar dentro del elemento en cuestion. Se define la coordenada local

para un elemento finito como

2x—-x;—Xx {
g=2X"X 7D deaquique —1S <] (3.7)
X] —XD

donde XrYZXp representan las posiciones de los nodos izquierdo y derecho
respectivamente que delimitan al elemento en cuestién. Las funciones bases para cada

elemento de la malla se seleccionan de la siguiente manera:

o1 =485 -1,
¢y =1-&2, (3.8)
o3 =4EE+1).

% 0.8 92 ¥3
0.6
0.4
0.2

T ~— 05— ”“o.‘sll“1§

Figura 3.1. Funciones base en un elemento finito, & representa la coordenada local del
elemento finito. Los valores de las funciones base oscilan entre 0 y 1. En el punto en

donde una de las funciones base vale uno, los otras dos son cero. Fuera del elemento se
considera que las funciones base son cero.
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La versi6n de colocacién del MEF propone que las funciones de peso de la ecuacién
(3.5) sean exactamente el valor de la funcién en dicho punto, de tal forma que al evaluar la

ecuacion (3.8) en dicho punto se obtiene

N N
o = exP{M(xk) + 2o Cplx )} —1= exP{Mk > Ckk’wk'} -L 39
k=1 k'=1

ya que el valor de las funciones base estd dado por

Pr(xpr) = Oy (3.10)
donde se ha denotado

Cyr(xk) = Cyr (3.11)

donde Sx” es la delta de Kronecker y X%’ son los nodos de la malla. Con el método de

elemento finito se ha reducido el problema de una ecuacién integral a un sistema de

ecuaciones algebraicas no lineales

fI(wI,CUZ,..., Q)N) = 0)1 "e.xp{MI + Cllw] + C12w2+..+C1Na)N}+ 1= 0,

fN(a)l, @y,-..., a)N) =0y —exp{MN +Cpy 07+ CN2w2+...+CNNwN}+ 1=0.

(3.12)
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Para la solucién de este sistema de ecuaciones algebraicas aplicamos el método iterativo de

Newton para un sistema de ecuaciones, el cual se escribe de la siguiente forma.

N
o = off) - 3 ity @l 0P ), 61
i=1

donde Ajx son las componentes de la matriz inversa del Jacobiano. Las componentes del

Jacobiano estdn dadas por

| O Bs-.e Op N
y
-1
Aj = [J ],‘j' (3.15)

3.3 Resultados

Hemos resuelto la ecuacién HNC/MSA para una placa cargada, con densidades de
carga superficial oy y ¢, para los lados izquierdo y derecho respectivamente, inmersa en
un electrolito de tres especies, i.€., ecuacién (2.12). La solucién de esta ecuacion nos da
los perfiles de concentracién y con éstos calculamos la densidad de carga inducida en el
fluido en cada lado de la placa, a través de las ecuaciones (2.16). La condicién de

electroneutralidad impuesta para el lado derecho del fluido es

ZePe + 24P+ +2-p- =0, (3.16)
en donde:
Zc valencia de los macroiones,

Pc concentracién de los macroiones,

36



an valencia de los iones positivos,
P+  concentracién de los iones positivos,
7_ valencia de los iones negativos,
p—  concentracién de los iones negativos.

Hemos obtenido resultados para electrolitos 1:1 y 2:2. Cuando consideramos un
electrolito 1:1 imponemos P— =IM y en el caso de un electrolito 2:2 imponemos
p— =0.5M. En ambos casos conociendo p, calculamos p, con la ecuacién (3.16).
Todos los cédlculos fueron hechos para T = 298K y € =78.5. La constante dieléctrica de
la placa se ha considerado igual a la del solvente para evitar cargés imagen. En todos los
célculos el dismetro i6nico a para la sal se considera igual a 4.25A. La presién osmética ha
sido calculada como funcién de p,, para distintos valores del didmetro a3 de los
"~ macroiones a través de la ecuacién (2.22). En todos los cdlculos hemos considerado
z¢ = —10. También hemos calculado la densidad de carga inducida en el fluido como

funcién del ancho d de la placa para distintos valores de a3, en un electrolito 1:1 y un

electrolito 2:2.

En el conjunto de figuras 1 (figuras 1a, 1b, lc, y 1d) mostramos los perfiles de
concentracién reducida en funcién de la distancia a la placa para el coloide y una sal 1:1, en
donde p. =0.0IM, p_=1IM, p,=11M y a3=38a. En la figura la y 1b
o; =0.68 C/m? y 05 =-0.136 C/m’.En la figura la d=1a y en la figura 1b
d =1000a. Para los casos de las figuras lc y 1d, o;,=-0.136 C/m? y
oy =0.68 C/m?.Enla figura Ic se muestra el caso d = la y, en la figura 1d d = 1000a.
Es importante notar que para cada uno de estos casos g_(x) =10758 y g, (x)=0.97797
cuando x — —eo. Estos valores en el bulto de la funcién de distribucién no implican que se
esté violando la electroneutralidad de el fluido en el bulto, recordemos que la condicién de
electroneutralidad la fase o estd dada por la ecuacién (2.6), 1a cual se satisface con estos
valores. Dado que no encontramos variacién de la concentracién de bulto en la fase o al

variar 0,07 y d, la presién osmética no debe de depender de los pardmetros de la
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membrana, ya que ésta es una propiedad del bulto. Por otro lado, la ecuaci6én para la
presién osmética, i.e., ecuacién (2.22) es una funcién explicita de los pardmetros de la
membrana, ya que cada término en ella depende de dichos pardmetros. Al calcular la
presién osmética a través de la ecuacién (2.22), no encontramos dependencia de ésta con
los pardmetros de la mebrana, tal resultado nos da confianza en nuestros cédlculos

Llamamos coiones de una fase dad.a a aquellos componentes que tienen el mismo
signo de la carga sobre sobre el lado de la placa que estd en contacto con dicha fase y
contraiones a aquellos que tienen el signo opuesto.

En la figura la observamos un comportamiento anémalo de las funciones de
distribucién en el contacto del lado derecho, ya que en este caso los coiones estdn siendo
atraidos hacia la placa y los contraiones desplazados de ella. También debemos notar que la
funcién de distribucién de los macroiones en el contacto es mucho mayor que de los iones
negativos, aunque no asf la concentracion de contacto, ya que éstas son del mismo orden.
Puede observarse que después de la primera capa de macroiones, la concentracion local de
éstos disminuye abruptamente, para dar lugar a la formacién de una capa de contraiones. Se
observa ademds que los macroiones forman una estructura de mayor alcance que los iones.
Para el lado izquierdo de la placa el comportamiento es normal, aunque llama la atencién

que los coiones son desplazados por completo en el contacto.

En la figura 1b el comportamiento de las funciones de distribucién es normal. En el
contacto del lado derecho de la placa, los coiones han sido desplazados por los contraiones.
Debemos observar que, la concentracién local de los macroiones cerca de la p]acé es
practicamente cero, no encontramos macroiones hasta un valor aproximado de x = a3, En
el lado izquierdo de la placa podemos observar un pronunciamiento mayor de los valores de
la funcién de distribucién en el contacto, que en la figura la.

En la figura 1c encontramos otra vez un comportamiento anémalo de las funciones
de distribucién en el contacto para el lado izquierdo de la placa, ya que los coiones son

atraidos hacia la placa. En el lado derecho encontramos una capa formada tinicamente por
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contraiones y después una cafda abrupta a cero de las funciones de distribucion de los
contraiones, para dar lugar a la formaci6n de una segunda capa formada por coiones. El
comportamiento cualitativo de las funciones de distribuci6n es similar al mostrado en la
figura 1a, pero en este caso la separacién de capas es més marcada.

En la figura 1d encontramos que el fluido del lado izquierdo tiene las caracteristicas
esperadas de un fluido cerca de una pared negativa. En el lado derecho de la placa
encontramos dos capas bien definidas, una positiva y una negativa. Aunque la estructura
del fluido del lado derecho es similar a la mostrada en la figura 1c, debemos notar que los
valores de contacto de los contraiones se han incrementado aproximadamente por un factor
de dos con respecto a los de la figura lc, es decir se ha inducido mds carga negativa del
lado derecho.

En el conjunto de figuras 2 (figuras 2a, 2b, 2¢ y 2d), mostramos los perfiles de
concentracién reducida en funcién de la distancia. Las concentraciones y cargas para la sal

y el coloide son las mismas que para los perfiles mostrados en las figuras 1. En este caso el

didmetro del macroién es a3 =7a. En la figura 2a y 2b o;=0.68 C/m? y
6y =-0.136 C/m?. Enla figura 2a d = Ia y en de la figura 2b d = 1000a. Para las
figuras 2c y 2d 0, =—0.136 C/m? y 03 =068 C/m?. En la figura 2c¢ se muestra
cuando d = Ia, mientras que en la figura 2d d = 1000a. Los valores de las funciones de
distribucién son g_(x)=11938, y g,.(x)=10853 cuando x — —eo. Notamos que
estos valores asintéticos son mayores que los encontrados para a3 = 3.8a (figuras 1). El
aumento del tamafio del macroién en cierta medida es equivalente a la disminucién de la
densidad de carga superficial sobre éste. En todas estas figuras la estructura del fluido del
lado izquierdo es muy similar su parte correspondiente en 1.

De la comparaci6n de la figura 2a con la figura 1a, dado que los parametros del
fluido son los mismos, excepto el tamafio del macroién, podemos observar que: La
estructura del fluido del lado derecho es parecida a la estructura mostrada en la figura 1a, el

aumento de tamafio del macroi6n se ve reflejado en un aplanamiento de las funciones de
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ditribucién, también podemos observar que el alcance de las funciones de distribucion es
mayor y, que el valor en el contacto de la funcién de distribuci6én del macroion es menor .
El valor de contacto de las funciones de distribucién para la sal del lado derecho, es
comparable en ambos casos, encontrdndose valores un poco mayores en la figura 2a.

En la figura 2b podemos observar que la estructura del fluido es muy similar a la
mostrada en la figura la, incluso los valores de contacto para la sal son muy similares en
ambos casos. La dnica diferencia en este caso, es que la funcién de distribucién de los
macroiones es de mayor alcance.

En las figuras 2c y 2d, la estructura del fluido del lado derecho del la placa, no
presentan similaridad alguna con las figuras Ic y 1d, respectivamente; a pesar de que en
cada caso los valores de los parametros del fluido y la placa son los mismos con excepcién
del tamafio del coloide. En estos dos casos (Figs. 2c y 2d) la concentracién de los iones
negativos pequeiios en el contacto, es mayor que la de los macroiones, mientras que en las
figuras Ic y 1d se obtiene lo opuesto.

En el conjunto de figuras 3 (figuras 3a, 3b, 3c, y 3d) mostramos los perfiles de
concentracién reducida en funcién de la distancia a la placa para el coloide en una sal 2:2.
Endonde p, =0.0IM, p_=0.5M, p, =0.55M y a3 =3.8a. En la figura 3a 'y 3b
o7 =0.68 C/m? y 0 =-0.136 C/m?. En la figura 3a d =1a y en la figura 3b
d =1000a. Para los casos mostrados en las figuras 3¢ y 3d o =—0.136 C/m? y
0, =0.68 C/m* Enla figura 3¢ se muestra el caso d = la, y en la figura 3d d = 1000a.
Para cada uno de estos casos g_(x) =10768 y g.(x)=0.97892 cuando x —» —eco, En
este conjunto de figuras encontramos la formacién de estructuras del lado izquierdo que no
se observan en el caso de una sal 1:1, es decir se presentan oscilaciones en las funciones de
distribucidn que son tipicas en una sal 2:2.

Si comparamos la figura 3a con la figura la notamos que el valor de las funciones
de distribucién del coloide en el contacto es mucho menor en el caso de una sal 2:2 que en

una sal 1:1. Los valores de contacto del lado derecho para la sal son comparables en ambos
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casos. El comportamiento encontrado en la figura 3a es también un comportamiento
anémalo, ya que los coiones estdn siendo atraidos hacia la placa.

Comparando la figura 3b con la figura 1b encontramos que el lado derecho
cualitativamente es muy similar en ambos casos.

En la figura 3c encontramos la formacién de una estructura muy compleja del lado
derecho de la placa en donde tenemos la atraccién de los contraiones hacia la placa, la
formacién de una doble estructura por parte de los coiones alrededor del coloide. La doble
estructura alrededor del coloide se sigue observando en la figura 3d, ademds de un aumento
en los valores de contacto de las funciones de correlacién con respecto a la figura 3c.

En el conjunto de figuras 4 (figuras 4a, 4b, 4c y 4d) mostramos los perfiles de
concentracién reducida en funcién de la distancia. La concentracién y carga para la sal y el
coloide son las mismas que para los perfiles mostrados en las figuras 3. El didmetro del
macroién es a3 =7a, Enlafigura4ay 4b o; =0.68 C/m? y 0, =—0.136 C/m?. Enla
figura 4a d=1a y en la figura 4b d =1000a. Para las figuras 4c y 4d
| c;=-0.136 C/m? y 03 =0.68 C/m? La figura 4c muestra cuando d = la y la figura
4d d =1000a. Los valores de las funciones de distribucién son g_(x) = 11999 y

8+(x)=1.0909 cuando x — —eo. Otra vez mayores que los encontrados para a3 = 3.8a.
En este conjunto de figuras podemos observar que la participacién del coloide es muy
reducida en la estructura del fluido, pues como podemos ver las funciones de distribuéién
para la sal del lado izquierdo en la figura 4a, son muy parecidas a las funciones de
distribucién para la sal del lado derecho en la figura 4c, y el lado derecho de la figura daes
similar a el lado izquierdo de la figura 4c. Este efecto también se observa entre el lado
izquierdo de las figura 4b y el lado derecho de la figura 4d. La similaridad de las funciones
de distribuci6n para la sal, reflejan la poca participacién del coloide en la estructura del
fluido, aunque el aumento del tamafio del coloide sf influye en la presién osmética y en la

concentracion de bulto de la sal del lado derecho.
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En las figuras 5a y 5b mostramos la densidad de carga inducida en el fluido en cada
lado de la placa en funci6n de la el ancho d de la placa para el coloide en una sal 1:1, en
donde p, =0.01M, p_=10M, p,=1IM. En cada caso o, =0.68C/m?y
oy =-0.136 C/m?.Enla figura 5a a3 = 3.8a, y en la figura 5b a3 =7a. En la figura 5a
se observa asimetria en la carga inducida cuando d — 0, es decir cuando el espesor de la
placa es cero la carga efectiva de la placa que ve cada fase es igual, sin embargo la carga
inducida sobre el fluido no es la misma en cada fase. Por otra parte podemos ver que
cuando d — e la carga inducida en cada fase es la igual a el negativo de la carga sobre la
cara de la placa en contacto con dicha fase. En la figura 5b podemos observar la carga
inducida en cada fase tiende al mismo valor cuando d — 0, i.e. la carga inducida es
simétrica. El efecto cuando d — o es el mismo que en la figura Sa.

En las figuras 6a y 6b mostramos la densidad de carga inducida en el fluido en cada

lado de la placa en funcién de la el ancho d de la placa para el coloide en una sal 2:2 en

donde p. =0.0IM p_=0.5M p, =0.55M. Las densidades de carga sobre la placa
son o; =0.68 C/m? y 6, =-0.136 C/m’.Enla figura 6a a3 = 3.8a, y en la figura 6b

a3 =7a. En la figura 6a podemos ver que el efecto de asimetria en el tluido cuando d — 0

es menos marcado que en el caso mostrado en la figura 5a. Cuando d — e el efecto es el
mismo en los cuatro casos.

Calculamos la presién osmética en un electrolito 1:1 y en un electrolito 2:2 en
funcién de p. para z, = —10, y distintos valores de a3. En el caso de un electrlito 1:1
p- =10M yenelcasode unelectrolito 2:2 p_ = 0.5 M. En cada caso p, fue ajustada
de acuerdo a la ecuacién (3.16). Los resultados que se muestran en la figura 7
corresponden a la presién osmética en un electrolito 1:1 mientras que en la figura § se
muestran los resultados correspondientes en un electrolito 2:2. Podemos observar que el
aumento de la concentracién produce un aumento de la presién osméti’ca. En el casoen el
que el coloide estd muy diluido la presién osmética es independiente del tamafio, pero

cuando la concentracién del coloide aumenta observamos que la presién osmética depende
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del tamafio del coloide. Se observa una presién osmética mayor para coloides de mayor
tamaiio. En el caso de un electrolito 2:2 el efecto es el mismo.

En la figura 9a y 9b mostramos los valores de g,(—c0) y g_(—oo) respectivamente
en funcién de p,, obtenidos del cdlculo de la presién osmdtica para distintos tamafios del
macroién, en un electrolito 1:1. Observamos que los valores en el bulto no dependen del
tamario del macroi6n cuando p, — 0, pero observamos una dependencia importante en el
tamafio cuando la concentracién aumenta. Los resultados para g, (—o) y g_(—o) de un
electrolito 2:2 se muestran en las figuras 10a y 10b, los resultados son similares a los
mostrados en las figuras 9a y 9b. Un aspecto importante de los resultados mostrados en
estas figuras, es la dependencia con el tamaiiode la concentracién de la sal en la fase libre de
macroiones. Dicho resultado no puede obtenerse con la teorfa de Donnan.

En la figura 11 se muestran los datos experimentales de la presién osmdtica para la
serum albumina bobina, en una solucién 0.15M de NaCl comparados con los datos de
presién osmética calculada con la ecuacién (2.22). La albimina bobina es una proteina de
un peso molecular de aproximadamente 69,000 u.m.a. y en un pH de 7 se estima que la
carga neta sobre la proteina es de -12 e . Se sabe por difraccidn de rayos X que el radio de
la molécula sin solvatar es de aproximadamenté 38 A [1,3]. Los resultados que se

obtienenen de la teoria comparados con los resultados experimentales son muy similares.
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3.4 Conclusiones y perspectivas

Hemos resuelto la ecuaciéon HNC/MSA para una membrana inmersa en un
electrolito de tres especies, cuando la membrana es impermeable a una de las especies. Al
usar el método directo para construir la ecuacién integral implicitamente estamos
manteniendo constante el potencial quimico de las especies que pueden permear a ambos
lados de la membrana, con lo cual dadas las concentraciones de equilibrio del electrolito del
lado derecho calculamos las concentraciones de equilibrio de la sal del lado izquierdo.

Al variar el tamafio del macroidn, encontramos una baja influencia de éste en la
estructura de la sal cerca de la membrana, al aumentar su tamafio. La influencia en la
estructura de la sal cerca de la membrana es menor en una sal 2:2, que en una sal 1:1.
Cuando la carga es fija, el aumento de tamafio es equivalente a una disminucién en la
densidad de carga superficial. Es por ello que cuando ¢l tamafio del macroi6n aumenta la
estructura de la sal tiende a comportarse como un fluido sin macroiones. Este
comportamiento es cierto tanto en las funciones de correlacion de la sal, como en las
gréficas para la carga inducida en el fluido, pero no para la presién osmdtica, donde un
aumento en el tamafio del macroién contribuye de manera significativa.

En los célculos para la presién osmética no encontramos dependencia de ésta con la
carga y el ancho de la membrana. Tampoco encontramos dependencia con los pardmetros
de la membrana en la densidad de bulto del lado izquierdo. La presién osmética depende
tnicamente de los pardmetros del fluido. Hemos encontrado que para dos coloides con la
misma carga, misma concentracién , en una sal a la misma concentracién pero con distinto
tamafio, la presién osmética es mayor para el coloide de mayor tamaiio. Bajo estas mismas
condiciones la concentracién de la sal en la fase libre de macroiones, es mds alta entre
mayor sea el tamafio de los macroiones. Este resultado no se puede predecir con la teorfa de

Donnan, ademds de que con la teorfa de Donnan no obtenemos informaci6n de la estructura
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del fluido cerca de la membrana. Es importante enfatizar que la presién osmética fue
calculada a partir de la estructura del fluido cerca de la pared a pesar de que se trata de una
propiedad del bulto.

El estudio de fluidos confinados por membranas semipermeables, es un aspecto
importante a considerarse en el futuro. Creemos que el confinamiento del fluido enriquece

el problema y podrian observarse nuevos efectos.
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APENDICE A

La Aproximaciéon Esférica Media

En las aproximaciones de Percus-Yevick y MSA se han obtenido soluciones
analiticas para la funcién de correlacién directa para esferas duras y esferas duras cargadas
respectivamente, de ah{ la importancia de estas aproximaciones [27-30]. La aproximacién
MSA fue resuelta para un fluido de esferas duras cargadas de distinto tamafio por Lesser

Blum [29,31]. La tnica condicién requerida en ese trabajo es la de electroneutralidad del

fluido.
La solucién de esta ecuacién estd dada por
2
z;zje
cij(s) =ciR(s)+ P (s) —;3—‘—6{:—, (A.1)
en donde
SR, _e B 2z
Cjj (S)=—£—-(Cu +-—s—), cuando OSSSAU' (A.l.a)
a; —a l a; +a;

donde A; sl AL R i I

y Y 4 2
Cuando 4;; <s <aqy

2

ciR(s)= gﬁ( -yt n,-,-s+g,-,~s3), (A.Lb)

y
c;]SR(s) =0, para s > ajj.

c,JHS (s) es la funci6n de correlaci6n para una mezcla de esferas duras en la aproximaci6n de
PY, la cual estd dada por

c,fls(s)z-v,- —;(,-s—5s3, para s<a;, (A.l.c)
c,-I,is(s) =0, para 5 > a;.
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cifis) = Sis)=ay si s<A,

[vx2 +4A8x%° + 6x4] (A.1.d)
=ay+ , i /1<s5a13‘
M
chs(s) =0 para s>aj3
Las constantes estdn definidas por
s; = (n; + I'x;), | (A2)

a; 2
CU = Z[Zinj — X;$; +?"Si ],

(_’iiﬁi[si_sj]_@;fﬂ

2
alj=(ai_aj){ y IT; [(ni+l"x,-+nj+l“xj) —4n,~nj:|}, (A.3)

v = (= x5 ) =)+ (x4 F)C 4 a4 g Jimy —S[as? ] ad)

oK K L2462
nu—ais,+ajsj+n,nj 2[s, +sj], (A.5)
S; -
J S
= Si s (A.6)
a2 " 6a?

donde I' se obtiene de la solucién de la ecuacién algebraica de la siguiente ecuacién

2 n
r= ﬂEEﬂ ZP,‘(Z,' +n,-ai)2’ (A7)
i=1

Las n; se obtienen de la soluci6n del sistema de ecuaciones lineales

n
~(z; +ma;)T =n; +ca; Y (z;+nja;), (A.8)
j=1
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[

|, Tx B
donde ¢ = 3 1- i Z p~0a,3 , ¥ x; estd definida por x; = z; + mq;. Las constantes que
j=1

aparecen estén definidas continuacién

v = v, = OBP(PI*02,03)
1= a(p; +p2)

_9Bp(p1 +P2.P3)
p3

V3
X1=21= -6[7716128521(0)+ 773“5853(03)]’
L= "6[771“811(0) + Tl303833(03)]013813(013),

1
5= 5[771"1 +13v3],

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(p1+p2 +P3)[1+ S+ 52] - %?—171773(03 - a)[(a +a3)+aa3(n1a§ + 77303)]

Bp= TS

su@={{1+4¢]+$nsai(a-an)}1-8)"

g13(a3)=[aszg 1(a)+ agsz(as)),
£ =na’ +n3a3,
n
= — + ,
n 6(P1 p2)

T

n3 =EP3,
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(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)



Y X3 » &33(a3) sc obtienen de intercambiar 17;, a; con 73, a3, en las expresiones para

X1 811(a)

Kji(x,y)= Jcﬁs(s)sds,
x5

Kilxy)==2{a ~(x=3P) - (o - o) Sal b of'). a0

para a; 2|x -y

K;i(x,y) =0 para a; <|x -,

o 2\, 0 3 4,0 5
K3(xy)=K3(xy) =-2i(0123—(x")’) )+§a +6ka” +<a’, (A.21.2)
para |x ~)| < A

3
K13(xy)=K3(x5) =92—1(af3‘(x—)’)z)+‘§(a3‘(|x‘Y|"1) )+
; . (A.21.b)
52.(a4—(Ix—yl—l)4)+§(a5—(]x—yl-—l) )

para /1<|x-—y| 5013.

Kj3(xy)=0, si aj3<[x-)].

Lji(x, y) = IC};‘R(S)SdS',
|x=|

Ly(s)= -‘”—z@[%f—(x?, ~(x- y)2)+z,~z,-(a,.j ~lx =+ a,-j(a,.j —z,.j)-—yzl(ag - 45)

+17§f’;(ag - Afj)+—g§i(a3 - )5 )}

(A.22.a)
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para 0 <|x —)| £ 4;j

l.. n..
Lj(x,y)= %ﬁ[(‘xij +Zizj)(aij —|x —YI)—ZZ‘}‘(ag ~x- YI2)+—;L(03 —|x - y|3)

g 5
+%J—(ag —|x =] )}
(A.22.b)
para A‘t] < |x - y| < ajj

Li(x,y)=0, si a; <|x-»

i
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APENDICE B

Electrostatica

Dividimos el espacio en 5 regiones mostradas en la siguiente figura

El potencial eléctrico estd dado por la Ecuacién de Poisson en las regiones Iy V

Py (x) = -2, (8.1

y por la ecuacion de la Laplace en las regiones libres de carga II, 11, IV,
Viy(x)=0, (B.2)

donde p,;(x) estd dada por

n
Pe(X) =Y ziepigi(x),, (B.3)
i=1
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En la regién I la ecuacién (B.1) en coordenadas cartesianas, y dado que y/(x) es solo

funcién de x, se escribe

dzwlz(x) = _4mpa(x) (B.4)
dx £

integrando de ambos lados de la ecuacién (B.4)

=]

dy(x) _4n
= [palr ®.5)

dy(x .
donde se ha tomado en cuenta que ——Wii—) — 0,x — oo, Integrando otra vez la ecuacion

(B.5) se encuentra que
an’ ,°°
vi(x)===[dx' [pei(¥)dy. (B.6)
x X

donde se ha tomado en cuenta que Wj(x) — 0,x — oo. Integrando por partes la ecuacién
(B.6)

4 o0
yi(x)= —87—: [Gx=)pe(v)dy, (B.7)
X

para la regi6n II el potencial estd dado por

42
dfffz" -0, (B.8)
vy (x)=Azx+ By, (B.9)

Usando la condicién de continuidad para el potencial y su derivadaen x = 4—’2“—‘1 tenemos
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Wu(x)=ﬂ f( X =y)Pei(y)dy, (B.10)
€ dta

2

para la regi6n III el potencial estd dado por

2
dyyx) _,, (B.11)

por lo que la solucién a la ecuacién de Laplace en la regién Il es

Wi (x)=A;x+ B, (B.12).

Las condiciones de frontera en este caso estdn dadas por la continuidad del potencial, y la
~ discontinuidad de la derivada del potencial, debido a la densidad de carga sobre la
superficie en x = -‘21-, lo que significa

WH(X = %) = 1//111(x = %) (B.13)
dl/’m(x)) _( ‘l/n(x)) _4no,
( dx ,'ng dx Jy-d € (B.19

por lo que obtenemos

4r 4ir d
w(x)=— f(x-Y)Pez(y)der—Gz(x——-), (B.15)
€ dia € 2
2
para la regién IV tenemos
viv(x)=Aux+ By, (B.16)

de la misma forma las condiciones en la interfase donde hay densidad de carga se debe
satisfacer
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vi(x=-4)=vy(x=-4), (B.17)

(dll/m(x)) _(le(x)) __4noy (B.18)
dx x=% dx  J),_d £
por lo que
ar 7 4 d 4
wiy(x) == I(x—)’)Pel(y)d}’+—7£0'T(X+—)——F—sz, (B.19)
€ 4+a € 2 €

2

donde o7 = 0; + 0 Paralaregion V la solucién a la ecuaci6n de Poisson se obtiene de la

misma manera que en (B.1)

d? yy(x) _ _ 47pe(x)

= ) B.20
™ ; (B.20)
por lo que
dyy(x)  4r 7 :
VASY S
TR -J;pel()’)d)’v (B.21)
de la misma forma encontramos
4 T
wy(x)=-—= [(x=y)pa()dy- (B.22)
De la condicién de continuidad para las derivada del potencial en x = —-‘%ﬂ se obtiene que
—-(a+d)/2 o0
or==[paO)dy-  [paly)dy. (B.23)
—oo (a+d)r2
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Figura 1a p,=0.01M, p =1.1 M, p =1.OM, ©6,=0.68 C/m?,0,=—0.136 C/m",d=1a

1:1, a3=3.8a, 23=-1 0

FIG. la. Perfiles de concentracién para los lados izquierdo y derecho de la membrana, en
funcién de la distancia a la membrana. La distancia a la membrana es medida en radios
i6nicos y no se muestra su espesor. El fluido consiste en una sal monovalente y un
macroi6n. Los valores de los pardmetros del fluido y la membrana son p, =0.0I1 M,
p-=1IM, p, =11M_ a3=38a, z3=-10, 6;=0.68 C/m’ o,=-0.136 C/m’y
d = la. Los valores asintéticos de las funciones de distribucién del lado izquierdo son
8-(—00)=10758 'y g,.(—o0)=0.97797.Las curvas sélida y discontinua son los perfiles
de concentracién de los iones positivos y negativos, respectivamente. La curva con circulos
es el perfil de concentracion de los macroiones. En el recudaro de la izquierda se muestra el
perfil de concentracién de los iones negativos, en el contacto del lado izquierdo. En el
recuadro de la derecha se muestra el perfil de concentracién en el contacto del coloide.
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Figura 1b p,=0.01M, p,=1.1 M, p =1.0M, ©,=0.68C/m? 6,=-0.136 C/m?,d=1000a

1:1, a3=3.8a, 23=-10

FIG. 1b. Lo mismo que en la Fig. 1a, en este caso d =1000a. Los demds pardmetros
tienen el mismo valor que en la Fig. 1a. Los valores asintéticos para las funciones de
distribucién del lado izquierdo son los mismos que en la Fig. la. El significado de las
curvas es ¢l mismo que en la Fig. 1a. En el recuadro se muestra el perfil de concentracion
de los iones negativos, en el contacto del lado izquierdo.
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Figura 1c p3=0.01M, p+=1.1 M, p =1.0M,
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0
x[a/2]
01:-—0.136 C/m?, 02=0.68 C/m?,d=1a
1:1, a3=3.8a, 23=-10

FIG. lc. Lo mismo que en la Fig. la, en este caso o;=-0.136 C/m? y

0,=068C/ m?. Los demds pardmetros tienen €l mismo valor que en la Fig. la. Los
valores asintéticos para las funciones de distribucién del lado izquierdo son los mismos que
en la Fig. 1a. El significado de las curvas es el mismo que en la Fig. la. Enel recuadro de
la izquierda se muestra el perfil de concentracién de los iones negativos, en el contacto del

lado derecho. En el recuadro de la derecha se muestra el pefil de concentracién del coloide,
en el contacto.
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Figura 1d p,=0.01M, p =1.1 M, p =1.0M, ¢ =-0.136 C/m?, c,=0.68 C/m?, d=1000a

1:1, a3=3.8a, 23=-10

FIG. 1d. Lo mismo que en la Fig. la, en este caso o;=-0.136 C/mz,
6, =068 C/ m? y d =1000a. Los demds pardmetros tienen el mismo valor que en la
Fig. 1a. Los valores asintéticos para las funciones de distribucién del lado izquierdo son
los mismos que en la Fig. 1a. El significado de las curvas es el mismo que en la Fig. la.
En el recuadro de la izquierda se muestra el perfil de concentracién de los iones negativos,
en el contacto del lado izquierdo. En el recuadro de la derecha se muestra el perfil de
concentracién del coloide, en el contacto.
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Figura 2a p,=0.01M, p =1.1 M, p =1.0M, ©,=0.68 C/m*, 0,=-0.136 C/m?, d=1a
11,a,=7a,z,=10

FIG. 2a. Perfiles de concentracién para los lados izquierdo y derecho de la membrana, en
funcién de la distancia a la membrana. El fluido consiste en una sal monovalente y un
‘macroi6én. Los valores de los pardmetros del fluido y la membrana son p, =0. 0I M,
p_=IM, p, =LIM, az=7a, z3=-10, 6;=0.68 C/m’ 0,=-0.136C/m’y
d = la. Los valores asint6ticos de las funciones de distribucién del lado izquierda son
g_(—o0) =11938 y g, (—o0)=10853. Las curvas sélida y discontinua son los perfiles
de concentracién de los iones positivos y negativos, respectivamente. La curva con circulos
es el perfil de concentracién de los macroiones.En el recuadro de la izquierda se muestra el
perfil de concentracién de los iones negativos, en el contacto del lado izquierdo. En el
recuadro de la derecha se muestra el perfil de concentraci6n del coloide, en el contacto .

59



llIllLll|lllllJ_Llll'lllllAlll
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Figura 2b p,=0.01M, p,=L.1 M, p =1.0M,  ©,=0.68 C/m?, 6,=-0.136 C/m® d=1000a
1:1,a=7a,2.=10

FIG. 2b. Lo mismo que en la Fig. 2a, en este caso d =1000a. Los demds pardmetros
tienen el mismo valor que en la Fig. 2a. Los valores asint6ticos para las funciones de
distribucién del lado izquierdo son los mismos que en la Fig. 2a. El significado de las
curvas es el mismo que en la Fig. 2a. En el recuadro se muestra el perfil de concentracion
de los iones negativos, en el contacto del lado izquierdo.
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Figura 2¢ p,=0.01M, p =1.1 M, p =1.0M, ©,=-0.136 C/m?, 6,=0.68 C/m?, d=1a
1:1,a,=7a, z,;=-10
FIG. 2c. Lo mismo que en la Fig. 2a, en este caso o;=-0.136 C/m? y

0y, =0.68 C/ m?. Los demés pardmetros tienen el mismo valor que en la Fig. 2a. Los
valores asint6ticos para las funciones de distribucién del lado izquierdo son los mismos que
en la Fig. 2a. El significado de las curvas es el mismo que en la Fig. 2a. En el recuadro de
la izquierda se muestra el perfil de concentracién de los iones negativos, en el contacto del
lado derecho. En el recuadro de la derecha se muestra el perfil de concentracién del coloide,
en el contacto .
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Figura 2d p,=0.01M, p =1.1 M, p =1.0M, ¢ =-0.136 C/m? 6,=0.68 C/m?, d=1000a
1:1, a,=7a, 23=-1O

FIG. 2d. Lo mismo que en la Fig. 2a, en este caso o;=-0.136 C/mz,
0, =068 C/ m? y d =1000a. Los demds pardmetros tienen el mismo valor que en la
Fig. 2a. Los valores asintéticos para las funciones de distribucién del lado izquierdo son
los mismos que en la Fig. 2a. El significado de las lineas es el mismo que en la Fig. 2a. En

el recuadro se muestra el perfil de concentracién de los iones negativos, en el contacto del
lado derecho.
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Figura 3a p,=0.01M, p =0.55 M, p =0.5M, ©,=0.68C/m? 6,=-0.136 C/m*d=1a
 2:2,a,=3.83,2,=-10

FIG. 3a. Perfiles de concentracién para los lados izquierdo y derecho de la membrana, en
funcién de la distancia a la membrana. El fluido consiste en una sal divalente y un
macroién. Los valores de los pardmetros del fluido y la membrana son p, =0.0I M,
p_=05M,p, =0.55M, a3 =7a, z3=-10, 6;=0.68 C/m?, 65 =—0.136 C/m?
y d = la. Los valores asint6ticos de las funciones de distribucién del lado izquierdo son
g_(—00) =10768 y g,(—e0)=0.97892. Las curvas sélida y discontinua son los perfiles
de concentracién de los iones positivos y negativos, respectivamente. La curva con circulos
es el perfil de concentracién de los macroiones. En el recuadro se muestra el perfil de
concentracién de los iones negativos, en el contacto del lado izquierdo.
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Figura 3b p,=0.01M, p =0.55 M, p =0.5M, ©,=0.68 C/m?,0,=-0.136 C/m", d=1000a
2:2,a,=3.8a, 2;=-10
FIG. 3b. Lo mismo que en la Fig. 3a, en este caso d = 1000a. Los demds pardmetros
tienen el mismo valor que en la Fig. 3a. Los valores asint6ticos para las funciones de
distribucién del lado izquierdo son los mismos que en la Fig. 3a. El significado de las

lineas es el mismo que en la Fig. 3a. En el recuadro se muestra el perfil de concentracién de
los iones negativos, en el contacto del lado izquierdo.
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Figura 3¢ p,=0.01M, p =0.55 M, p =0.5M, ¢ =-0.136 C/m?, 6,=0.68 C/m? d=1a
2:2, as=3.8a, 23=-10

FIG. 3c. Lo mismo que en la Fig. 3a, en este caso o;=-0.136 C/m? y
0, =068C/ m?. Los demds pardmetros tienen el mismo valor que en la Fig. 3a. Los
valores asintoticos para las funciones de distribuci6n del lado izquierdo son los mismos que
en la Fig. 3a. El significado de las lineas es el mismo que en la Fig. 3a. En el recuadro de la
izquierda se muestra la concentracién en el contacto de los iones negativos del lado
derecho. En el recuadro de la derecha se muestra el perfil de concentracién del coloide, en
el contacto .
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Figura 3d p,=0.01M, p =0.55 M, p_=0.5M, ©,=—0.136 C/m? 0,=0.68 C/m?, d=1000a
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0
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FIG. 3d. Lo mismo que en la Fig. 3a, en este caso o;=-0.136 C/mz,

05 =0.68 C/m? y d =1000a. Los demds pardmetros tienen el mismo valor que en la
2

Fig. 3a. Los valores asintdticos para las funciones de distribucién del lado izquierdo son
los mismos que en la Fig. 3a. El significado de las lineas es el mismo que en la Fig. 3a. En
el recuadro de la izquierda se muestra el perfil de concentracién de los iones negativos, en
el contacto del lado derecho. En el recuadro de la derecha se muestra el perfil de
concentracién del coloide, en el contacto.
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Figura 4a p,=0.01M, p =0.55 M, p =0.5M, ¢ ,=0.68C/m?,06,=—0.136 C/m?, d=1a
22 a;=7a, z =10

FIG. 4a. Perfiles de concentraci6n para los lados izquierdo y derecho de la membrana, en
funcién de la distancia a la membrana. El fluido consiste en una sal divalente y un
macroién. Los valores de los pardmetros del fluido y la membrana son P=001M,
p-=05M, p, =0.55M a3 =7a, z3=-10, 6;=0.68 C/m’>, 65 =—0.136 C/m?
y d = Ia. Los valores asintéticos de las funciones de distribucién del lado izquierdo son
8-(—00)=11999y g, (—eo)=10909. Las curvas sélida y discontinua son los perfiles
de concentracién de los iones positivos y negativos, respectivamente. La curva con circulos
es el perfil de concentracién de los macroiones. En el recuadro se muestra el perfil de
concentracién de los iones negativos, en el contacto del lado izquierdo.
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Figura 4b p3=0.01M, p+=0.55 M, p =0.5M, 01=0.68 C/m2,62=—0.136 C/m?, d=1000a
2:2, a3=7a, 23=-1O

FIG. 4b. Lo mismo que en la Fig. 4a, en este caso d =1000a. Los demds pardmetros
tienen el mismo valor que en la Fig. 4a. Los valores asintdticos para las funciones de
distribucién del lado izquierdo son los mismos que en la Fig. 4a. El significado de las
curvas es €l mismo que en la Fig. 4a. En el recuadro se muestra el perfil de concentracién
de los iones negativos, en el contacto del lado izquierdo.
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Figura 4c p,=0.01M, p =0.55 M, p_=0.5M, ¢,=-0.136 C/m?, c,=0.68 C/m?, d=1a
2:2, a3;7a, 23=-10
FIG. 4c. Lo mismo que en la Fig. 4a, en este caso o;=-0.136 C/m? y
0, =0.68 C/ m?. Los demds pardmetros tienen el mismo valor que en la Fig. 4a. Los
valores asint6ticos para las funciones de distribucién del lado izquierdo son los mismos que

en la Fig. 4a. El significado de las curvas es el mismo que en la Fig. 4a. En el recuadro se
muestra el perfil de concentracién de los iones negativos, en el contacto del lado derecho.

69



a(x)
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FIG. 4d. Lo mismo que en la Fig. 4a, en este caso O0;=

15 -10 -5

2:2, a3=7a, 23=-10
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5

x[a/2]
=—0.136 C/m2, 0,=0.68 C/m?, d=1000a

10

15

20

~0.136 C/m?,

0, =068 C/ m? y d =1000a. Los demds pardmetros tienen el mismo valor que en la

'Fig. 4a. Los valores asint6ticos para las funciones de distribucién del lado izquierdo son
los mismos que en la Fig. 4a. El significado de las curvas es el mismo que en la Fig. 4a.

En el recuadro se muestra el perfil de concentraci6n de los iones negativos, en el contacto
del lado derecho.
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Figura 5a p,=0.01M, p =1.1 M, p =1.0M, ©,=0.68 C/m?, 6,=-0.136 C/m?,

1:1,a,=3.8a, 2,=-10

FIG. 5a. El negativo de la densidad de carga inducida en el fluido por la membrana, en
funcidn del ancho de la membrana (medida en didmetros i6nicos). El fluido consiste en una
sal monovalente y un macroién. Los pardmetros del fluido y la membrana son
Pe=00IM, p_=IM, p,=1IM, a3=38a, z3=-10, 0;=0.68C/m’ y

0, =-0.136 C/ m?, 0, ¢sla densidad de carga inducida en la fase libre de macroiones y
Og es la densidad de carga inducida en la fase que contiene macroiones.
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Figura 5b p,=0.01M, p =1.1 M, p =1.0M, ©,=0.68 C/m?, ©,=-0.136 C/n,

11,a,=7a,z,=10

FIG. 5b. Lo mismo que en la Fig. 5a. Los pardmetros de la membrana y el fluido son los
mismos que en la Fig. 5a, pero en este caso a3 = 7a . El significado de las curvas es el

mismo que en la Fig. Sa.
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Figura 6a p,=0.01M, p =0.55 M, p_=0.5M, ¢ =0.68C/m?, 6,=—0.136 G/m®,
2:2,a,=3.8a, z,=-10
FIG. 6a. El negativo de la densidad de carga inducida en el fluido por la membrana, en

funcién del ancho de la membrana (medida en didmetros i6nicos). El fluido consiste en una
sal divalente y un macroién. Los pardmetros del fluido y la membrana son p. =0.01 M,

p_=05M, p,=055M, a3;=38a, z3=-10, 0;=068C/m*

o, =-0.136 C/ m?. 0, es la densidad de carga inducida en la fase libre de macroiones y
Gg esla densidad de carga inducida en la fase que contiene macroiones.
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Figura6b p,=0.01M, p =0.55 M, p =0.5M, ¢ =0.68 C/m?, 0,=-0.136 C/m?,
2:2, as=3.8a, 23=-1O

FIG. 6b. Lo mismo que en la Fig. 6a. Los pardmetros de la membrana y el fluido son los
mismos que en la Fig. 6a, pero en este caso a3 = 7a . El significado de las curvas es el

mismo que en la Fig. 6a.
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FIG. 7. Presi6én Osmética en funcién de la concentracion del coloide. La sal es
monovalente y los dnicos pardmetros fijos en este caso son z3 = =10 y p_ =1 M. Dados

estos parametros calculamos p, a trav€s de la Ec. 3.16, para cada valor de p, . Las curvas
continua, discontinua y punteada son para a3 =7a, a3 =7a y az = Sa, respectivamente.
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FIG. 8. Presién Osmética en funcién de la concentracién del coloide. La sal es divalente y
los dnicos pardmetros fijos en este caso son z3 =—/0 y p_=05M. Dados estos

pdrametros calculamos p, a través de la Ec. 3.16, para cada valor de p.. El significado de

las curvas es el mismo que en la Fig. 7.

76



1.1

1.08
1.06
9,(->) 1.04

1.02

lllllhl l LIRS ' ITT"TII l‘l L)

098 1 IR lllllll L L LL]IJLJ

1

LLLLL{L‘

L.

LlJJlIllllll(l(lllJllL

L. IS VY W B T

10° 0.0001 0.001
p,[M]
Figura9a 1:1,z =10, p =1.0M

0.01

0.1

FIG. 9a. Valores de la funcién de distribucién de iones positivos en el bulto, en la fase

libre de macroiones; en funcién de la concentracion del coloide.Los pardmetros del fluido

son los mismos que en la Fig. 7. Las curvas continua, discontinua y punteada son para

a3 =7a,a3 =7ay az = Sa, respectivamente.

77



T T 1 1 1
1.25 T T T T T T T LA I T T T T T T

1.2

1.15

9_(-e) 4 4

1.05

Tlllllllllll|l‘l|ll|lll|lIlll

095 1 i bl . i Lol A L bl

IllIllll!lllllljll!lllll‘llll

10°° 0.0001 0.001 0.01
p,[M]
Figura9b 1:1,2,=-10, p =1.0M

FIG. 9b. Valores de la funcién de distribucién de iones negativos en el bulto, en la fase

libre de macroiones; en funcién de la concentracién del coloide. Los pardmetros del fluido
‘son los mismos que en la Fig. 7. Las curvas significan lo mismo que en la Fig. 9a.
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FIG. 10a. Valores de la funcién de distribucién de iones positivos en el bulto, en la fase
libre de macroiones; en funcién de la concentracién del coloide.Los pardmetros del fluido

son los mismos usados en la Fig. 8. Las curvas continua, discontinua y punteada son para
az=7a,a3 =7ay az = S5a, respectivamente.
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FIG. 10b. Valores de la funci6én de distribucién de iones negativos en el bulto, en la fase
libre de macroiones; en funcién de la concentracién del coloide. Los pardmetros del fluido
son los mismos que en la Fig. 8. Las curvas significan lo mismo que en la Fig. 10a.
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FIG. 11. Comparaci6n entre datos teéricos y experimentales, para la presién osmotica en
funcién de la conentracién del coloide. Los puntos negros son resultados experimentales
'son para cerum albumina bobina, en una solocién 0.15 M de NaCl. La curva s6lida son los
cdlculos realizados para un macroién de a3 =38 , z3 =12, en una sal monovalente
donde p, =015 M.
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