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Introducción 
El estudio de las membranas es de inteds desde el punto de vista de'la investigaci6n 

básica y aplicada. Para la biología el entendimiento de estos sistemas es importante ya  que 

las cdlulas y sus organelos estAn delimitados por membranas. En el ambiente  celular se 

encuentran principalmente agua,  varias especies de iones, además de organelos celulares y 

proteínas. Una de  las funciones principales de  la membrana es la  de regular la cantidad y 

tipo de material que pasa al interior de  la cdlula,  para ello se vale de varios mecanismos de 

selecci6n, de  los cuales nos ocuparemos m b  adelante. 

Una membrana biol6gica se encuentra constituida  principalmente de moldculas 

anfifílicas, esto es de moléculas que tienen  un grupo polar y una cadena de hidrocarburo 

que es la parte hidrof6bica de  la molkula. Cuando las molkculas anfifílicas se encuentran 

en un solvente polar, la parte  polar de la molkula es compatible con el solvente y la cadena 

de hidrocarburos es incompatible  con el solvente, de tal forma que cuando la concentraci6n 

de moldculas  anfifílicas  aumenta  tienden  a formar estructuras en donde la  parte  polar estA en 

contacto con el solvente y la parte no  polar se encuentra  aislada del solvente [I]. 

1 ' Cadenas de hidrocarbonos 

Moltkulas polares 

Figura 1. Representación de una  membrana bioldgica en  el  ambiente celular. Aquí podemos 
ver la representación de algunas  moléculas que se  encuentran  en  el ambiente celular, como 
son agua, iones y proteínas. 
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Una membrana bioldgica se forma de una  bicapa de moléculas anfifilicas. La parte 

exterior  de la  membrana est6 formada por  la  parte polar de las  molkculas y la parte interior 

por las  cadenas de hidrocarburos (ver figura 1). En  la  membrana se  encuentran  insertadas 

algunas proteínas, azúcares y grasas. Las membranas biol6gicas no  tienen  una composicidn 

química sim&rica, esto  quiere decir que hay ciertos compuestos en el  lado  exterior  que no 

se encuentran en el lado  del  citoplasma. 

La membrana celular es permeable y selectiva, esto le permite mantener distintos 

ambientes  en sus dos  lados. Algunas moléculas pequeñas pueden pasar  a  traves de la 

bicapa  de  lípidos por simple difusi6n tal es el caso de algunos  gases  como por ejemplo 

02, C02 y N2 y pequerias moleculas sin carga,  como son etanol,  glicerol y urea. Existen 

otros tipos de mecanismos de transporte a través  de  la  membrana, como es el paso de iones 

por medio de canales formados por  proteínas.  Estos canales son selectivos al tipo de  iones 

que transportan. Las concentraciones tipicas de algunos iones en el  ambiente intracelular y 

extracelular son [2]: 

Ion  Citoplasma Fluido  Extracelular 

Concentración [M] Concentración [M] 

K+ O. 139 O. 004 

Na+ 0.012 O. 145 

c1- 0.004 0.116 

~ ~ 0 3 -  0.0 12 0.029 

Proteínas O. 138 o. O09 

Mg2+ 0.0008 0.0015 

Caz+ <OS 1006 0.00 18 

Las proteínas en solucidn son susceptibles de cargarse y dependiendo  del pH  de la soluci6n 

la carga para  una sola proteína  puede  variar [3]. 
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La composicidn  química  asimetrica de una  membrana  produce  diferentes  densidades 

superficiales  de  carga  en  cada lado de  la membrana. La densidad de  carga superficial 

reportada  para algunas membranas  biol6gicas  puede  llegar  hasta 0.38 Urn2 [4]. Debido  a  la 

presencia de  la membrana  y  a  la  densidad de carga superficial sobre la  membrana los iones 

en  el fluido se distribuyen de manera  inhomogknea  alrededor de la membrana, induciendo 

una carga  en el fluido para cancelar la carga sobre la  membrana. Este efecto en  el fluido se 

conoce hist6ricamente  como la doble capa eléctrica (DCE).  La doble capa elhtrica ha sido 

ampliamente estudiada desde los trabajos clhicos de  Guy [5] y Chapman [6]. En su teoría, 

Guy y Champman (GC) resolvieron la  ecuacidn de Poisson-Boltzmann para el siguiente 

modelo: Los iones son cargas puntuales, el solvente es un  medio  uniforme, la fase s6lida es 

una pared rígida de extensi6n  infinita con carga uniformemente  distribuida en su superficie 

y el material del  cual est6 hecha la pared se considera  de constante dieléctrica igual a  la del 

medio. Una forma  de tomar en cuenta los efectos de tamaño entre  los  iones y la pared fue 

propuesta  por Stem [7] ,  en  donde  estos  efectos  son  tomados  en  cuenta  al  asumir  una 

distancia de m6ximo  acercamiento  entra la pared y los iones. 

En este trabajo vamos  a estudiar la  DCE y la tennodingmica de una  placa inmersa 

en un electrolito de tres especies cuando  la  membrana es impermeable  a  una  de las especies. 

Existen  varios mktodos fundamentados  en  la Mechica Estadística  de  Equilibrio para 

estudiar el problema de  la doble capa eléctrica con geometria plana [8-141. En todos estos 

trabajos se considera que hay  fluido de un solo lado de la  pared y no se toma en cuenta una 

pared que separa dos fluidos. Sin embargo en  el caso de  una  pared que separa a dos fluidos 

cargados,  cada  lado de la pared no siempre puede ser tratado de manera independiente. El 

metodo que usaremos en este trabajo es conocido como Método Directo (MD) [15,16]. La 

idea  principal  del MD es considerar un campo  externo  como una partícula del fluido a 

dilucidn  infinita y como  en física lo que define a  una partícula es su interacción con  las 

demis partículas  pueden  derivarse  diferentes  ecuaciones  para  distintas  geometrías, 

dependiendo  del potencial de interacci6n de  la partícula a diluci6n infinita con  las demh 
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partículas. Al construir de esta forma las ecuaciones para  la  DCE implícitamente  estamos 

imponiendo  el  potencial químico constante para  todo el fluido.  El MD  ha sido empleado 

para estudiar la DCE en  distintas  geometrías adem6.s  de  la geometría  plana [ 17-20]. 

Una de  las  motivaciones  principales para realizar este  trabajo son los  resultados 

obtenidos por Lozada-Cassou y J. Yu [20]. En dicho trabajo se muestra una correlacidn 

entre  las  cargas  inducidas en un fluido separado por una  placa. Tales  resultados muestran 

una  violacidn  de  la  electroneutralidad  local  en el fluido, es decir  la  carga  inducida  en un lado 

del fluido no siempre es igual  a la carga en ese lado de  la  placa. Un efecto  similar  se ha 

observado  en  fluidos confinados [21- 231. 

El problema de la  membranas selectivas ha sido estudiado desde principios de este 

siglo, y fue Donnan [3,24] quien por  primera  vez  tratd  el  problema de un electrolito de  tres 

especies,  separado por  una  membrana impermeable a una de las  especies. En su trabajo, 

Donnan deriv6 una expresi6n para  la  presidn osmdtica en  tkrminos  de las concentraciones 

de  equilibrio  del  electrolito,  a  partir de las  siguentes  consideraciones:  igualdad  de 

potenciales  químicos para el fluido que se  encuentra de los dos lados de la membrana, la 

electroneutralidad del fluido en el bulto y, se supone que el  coeficiente de actividad de los 

iones es el mismo en ambos lados de  la  membrana. En los cAlculos  de Donnan no se toma 

en cuenta  el  tamaño  de las componentes del electrolito, adem& de otros factores  que son 

importantes cuando las concentraciones no  pueden considerarse bajas. 

En el primer capítulo de este  trabajo  damos  los  resultados  de  Donnan  para  la  presión 

osm6tica de soluciones diluidas, más adelante nos ocupamos  de  los resultados generales de 

la Mechica Estadística de Equilibrio para  fluidos. En el segundo  capítulo planteamos el 

modelo y las  ecuaciones del problema derivadas de los mCtodos presentados en el primer 

capítulo. Tambih escribimos las ecuaciones  para  la  presidn  osmdtica y la carga inducida en 

el fluido. Por iíltimo  en el tercer capítulo mostramos el mCtodo general de solucidn de las 

ecuaciones, los resultados y nuestras conclusiones. 
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Capítulo 1 

Termodinámica y 
Mecánica Estadística 

l. 1 Equilibrio entre fases 
En esta  secci6n vamos a resumir  los resultados de Gibbs para equilibrio  entre fases 

fluidas. 

Cuando  dos  fases son puestas en contacto existe una transferencia de calor y masa 

hasta  que  se  alcanza el equilibrio entre las fases. Consideremos  dos  fases  interactuando 

entre sí, pero aisladas del exterior, esto es que pueden intercambiar energía  y materia entre 

sf pero no con el exterior. La primera ley de la termodinamica nos dice que la energía de 

dicho  sistema  debe permanecer constante. La segunda ley define el  estado de equilibrio 

como aquel para el cual la entropía ha alcanzado su mhximo  valor.  De esta forma si hay un 

cambio de energía o materia entre fases no debe haber un cambio en la energía o entropía 

total. Si d P )  y S(p’ representan  la  energía y la  entropía de la fase p ,  entonces 

de  aquí  se  sigue  que  cada fase  debe de tener la  misma temperatura y, para fases  en  las 

cuales  puede haber intercambio  entre sus componentes,  cada  fase  debe tener además  la 

misma  presi6n. La propiedad mas importante  de los sistemas en equilibrio  es  que: El 

potencial  químico  de una especie  que  puede  perrnear a las dos fases  debe  de  ser constante. 

En el  caso de fluidos  cargados debe tomarse en cuenta  que  el  fluido  debe  conservar su 

neutralidad,  esto  quiere decir que si hay transferencia de materia debe  de hacerse de tal 

forma que se mantenga la electroneutralidad  del fluido en  el  bulto. 
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La condici6n que nos interesa estudiar es la  de  una  membrana semipermeable entre 

dos fases. A menos  que  la  membrana  sea un aislante  tkrrnico  Csta  no impide la transferencia 

de  calor, de aquí  que  la temperatura entre  las dos fases  sea igual.  Sin embargo la presi6n 

entre  las  fases puede ser diferente ahora.  La condici6n de que el potencial químico  sea el 

mismo en ambas fases se sigue manteniendo  para  las especies que  pueden pasar libremente 

por la  membrana,  sin  embargo para las  componentes para las  cuales  la  membrana  es 

impermeable no existe  transferencia de  masa y dicha  condici6n no se aplica. 

Tomando  en  cuenta las condiciones  anteriormente  mencionadas F. G. Donnan 

deriv6 una relación entre las  concentraciones  de equilibrio del  electrolito  en  ambos  lados de 

la  membrana, y calculó la diferencia de presiones en ambos lados  de la membrana para 

sistemas  diluidos [3,24]. Para el caso de  iones, el potencial químico no solamente depende 

del coeficiente de actividad, sino tambikn  del  potencial elktrico, i.e., 

donde cada tkrmino  significa 

Pi potencial  químico de  la especie i, 

P f  potencial químico de referencia  de la especie i, 

bi actividad  para  la especie i, 

k constante de Boltzmman, 

T temperatura del fluido, 

@ potencial elkctrico  en el fluido. 

Si  consideramos un electrolito simétrico en la carga, para que el fluido esté en equilibrio  a 

traves  de la membrana se requiere que el potencial químico para  la especie i sea igual en 

ambas fases, esto es 
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sustituyendo la ecuaci6n (1.2) en la ecuaci6n (1.3), y dado que pi es el mismo  en ambas 

fases obtenemos 

O 

kTlnbp = kTln$ + ziA0. 

Como estamos  considerando un electrolito simktrico en las cargas tenemos que Z 1 =  -Z2,  

kTln by = kTlnbf + zlA0, 

kTln by = kTlnbf - zlA0. 

Sumando ambas ecuaciones obtenemos 

Dado  que  la  actividad e sa  dada  por bi = yipi, donde y; es el coeficiente de actividad de  la 

especie i . En el  límite de baja concentracion yi + I y tambikn bi + pi, por lo  que 

tenemos. 

La electroneutralidad de  la fase a requiere que pp  =pf.  Por otra parte, como la fase p 
contiene  macroiones con concentraci6n pc y carga zc ,  y como  el  fluido tambikn es 

electroneutro en el bulto  tenemos 

ZdPf - P t )  + zcpc = o. 
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La presidn osm6tica estA dada  como  la  diferencia  de  presiones  en el bulto de ambas fases 

n = np -na, 

si se considera que las componentes  están diluidas se tiene 

(1.8a) 

Cuando  la  concentraci6n del coloide  es  suficientemente baja y tornando en  cuenta  las 

ecuaciones (1.5) y (1.6), esta ecuación  puede  escribirse  de la siguente manera 

(1.8b) 

donde zI es  la Valencia de los iones positivos en la fase que  contiene  macroiones, y p1 es 

la concentracion de la  misma especie en  la  misma fase. Pensando  en esta ecuación como un 

desarrollo virial a segundo orden, podemos  identificar  la contribución eléctrica al segundo 

coeficiente virial  como 

Para tomar en cuenta las contribuciones por  volumen excluido,  se toma en cuenta dicha 

contribuci6n al segundo coeficiente virial,  por  el siguiente término 
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donde u es el volumen  excluido  por el coloide y N A  el número de Avogadro. De tal forma 

que  la ecuación  para  la  presión  osmótica  puede  escribirse  como 

(1.8c) 

donde B2 = @lec + B Y .  

L a  teoría  anteriormente  presentada  funciona  razonablemente  bien a concentraciones 

bajas para la  sal y el coloide. Esta teoría se ha usado para estimar pesos moleculares y 

tamaños  de macromolkculas, mediante experimentos de osmometría. Sin  embargo, para 

estudiar la estructura  del  fluido  cerca  de  la membrana es necesario  usar  una  teoría 

microscópica de  la materia, de la cual nos ocuparemos el resto del  capítulo. 

1.2 Funciones de Distribución  en Líquidos 

La estructura  microscópica  de un sistema  determina las propiedades  termodindmicas 

de  dicho sistema, sin embargo las cantidades macroscópicas detectadas en el laboratorio 

son solamente cantidades promedio del estado microscópico  del  sistema. Con los métodos 

de  la  mecánica estadística podemos calcular la estructura promedio de un fluido que a su 

vez nos sirve  para  calcular  las propiedades termodinámicas del fluido. A continuacidn 

vamos a resumir  algunos resultados de  la Mecánica Estadística de Equilibrio (MEE) para 

fluidos [25,26]. 

Para  conocer  la  estructura  del  fluido  se  hace uso del concepto  de  función  de 

distribución, la cual  nos da la densidad de probabilidad de encontrar al fluido en una cierta 

configuración. En un sistema  dc pxrticulas a T, V y N constantes que interactúan vía un 

potencial  dado, l a  probabilidad de  encontrar a la partícula 1 entre rl  y rl + drl, a la 

particula 2 entre 1-2 y r2 + dr2, etc.,  está dada por 
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-putr ) N 

f (r )drl ... drN = e dr1 ... drN, N 

ZN 
(1.9) 

N 
donde ZN = j...je-P"(r 'dr, ... drN es la funci6n de partici6n configuracional  en el 

ensamble candnico y u ( r N )  es la energía configuracional de las N partículas. La densidad 

de probabilidad de encontrar a la partícula 1 en rl , ... , y a  la  partícula  n  en rn, 

independientemente de  donde se encuentren las restantes, se encuentra integrando sobre las 

restantes coordenadas de las partículas  desde n+l hasta N 

(1.10) 

Por otro lado la densidad de probabilidad de encontrar a cualquier partícula en rl,.", y a 

cualquier partícula en rn , independientemente  del resto de las pam'culas  estA dada  por 

La funci6n de correlaci6n g (r ) se define  por tn) n 

donde p es l a  concentraci6n. Usando la ecuación (1. 10) podemos  ver que 

(1.11) 

(1.12) 
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(1.13) 

La funci6n de correlación m6s importante  desde  el punto de vista experimental  es 

g(')(rl, r2), ya que esta puede ser medida  mediante experimentos de dispersión de  luz.  La 

cantidad ~ g ( ~ ) ( r l , r 2 )  nos mide la concentraci6n  local  de  partículas en 1-2, dado  que 

tenemos una pm'cula en ' 1 .  Para un fluido de partículas  esfkricas g(2)(rl, '2) depende 

solamente de la distancia  entre las  dos  partículas,  por  lo  que  para este caso  se denota como 

g ( r ) .  Debe notarse que 

Ipgr2) (r)47tr dr = N - 1 = N ,  2 

O 
(1.14) 

Pueden escribirse  cantidades termodinámicas en funci6n de g ( r ) ,  como por ejemplo  la 

energía interna se escribe de la siguiente  manera 

U = 2NkT+-jpu(r)g(r)4rrr2dr,  N r n  
2 

2 O  
(1.15) 

de  la  misma forma para  la  presión  puede  escribirse  una  ecuaci6n  análoga 

p = pkT - I rut ( r)g(r)4m2dr. 

Una  forma conveniente de escribir g(") (r") es 

(1.16) 
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donde la cantidad d n ) ( r n )  se define al sustituir esta en la definici6n de gfn' (Ec.  (1.13)), 

tomar el logaritmo de  ambos lados, y tomar el gradiente con respecto a las coordenadas de 

una de las n partículas, lo cual nos da  como  resultado 

(1.18) 

Como  sabemos -V,u es la  fuerza que  actúa  sobre  la  partícula j para  cualquier 

configuraci6n  de las N partículas, por  lo que la ecuaci6n (1.18) nos representa la fuerza 
media f j n ,  sobre  la partícula j, promediada sobre la configuracidn de todas las n+l, ..., N 

partículas. Es decir w(n)es el potencial que  da la fuerza  promedio  actuando  sobre la 

partículaj. 

1.3 La Ecuación de Orstein-Zernike 

Se define a la  funcidn  de  correlaci6n  total  como h(r12) E g(r12)  - I ,  para un fluido 

de una sola especie. En 1914 Orstein y Zernike propusieron dividir h(r12) en  dos  partes, 

una parte directa y una parte indirecta. La parte  directa dada por la funci6n c(r12) llamada 

la funci6n de correlaci6n  directa.  La  parte  indirecta es la  influencia propagada directamente 

de l a  partícula 1 a la partícula 3, la  cual  actúa  sobre  la  partícula 2 directamente e 

indirectamente a travks de  otras partículas. Este efecto  es pesado por la concentraci6n y 

promediado sobre todas las posiciones de la partícula 3. Con esta  descomposici6n de 

h( 1-12), se escribe 
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Esquemáticamente lo podemos  entender  de  la  siguiente  forma: 

2 1 2 I 2 

J 

Figura 1.1 Representación gráfica de la ecuación de Orstein-Zernike. Representamos  la 
correlación  directa  por  una línea punteada y la  correlación  total por  la  línea  continua. 
Denotamos  la  partícula 3 como un  punto  negro indicando  que se promedia sobre  todas las 
posiciones  posibles  de la partícula 3. 

ÉSta es una ecuación integral conocida como la ecuación de Orstein-Zernike y se considera 

como  una  definición de  la función de correlación directa. Como podemos ver en esta 

ecuaci6n tenemos dos funciones y ambas son desconocidas, de manera que para resolver 

esta ecuación tenemos que emplear una  teoría que nos de una relación entre la funcidn de 

correlación  directa y la  función de correlación  total. Se han propuesto  varias 

aproximaciones  fundamentadas en mktodos de la  MEE para la función de correlación 

directa . Entre estas aproximaciones  tenemos las siguientes 

c ( r )  = h ( r )  - l n g f r )  -Pu(r), 

en donde 

( 1  -20) 

(1.21) 

(1 -22) 

(1.23) 

(1.24) 
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Las ecuaciones (1.20),(1.2 I) y (1.22) son conocidas como l a  aproximaci6n de Percus- 

Yevick ( N ) ,  la aproximación  esferica  media (MSA) y la  aproximaci6n  de  cadena 

hipertejida (HNC) respectivamente,flr) es conocida como la  función  de  Mayer. 

La funcidn de distribucidn se puede expresar como un desarrollo en serie en  la 

concentracidn, los coeficientes de este desarrollo pueden ser  expresados  como  diagramas 

de Mayer. Calcular la  función de distribución  con  alguna  de las aproximaciones anteriores, 

en  términos diagramáticos corresponde a eliminar diferentes conjuntos de diagramas del 

total de ellos. Los diagramas que se eliminan  en  la  aproximación HNC pertenecen a la clase 

de  diagramas llamados diagramas puente, mientras que  en  la aproximación PY ademas de 

los  diagramas puente se eliminan los diagramas producto. En notacidn diagramática los 

diagramas  puente  son  todos  aquellos  diagramas  que no  contienen  puntos  nodales, 

excluyendo al  los diagramas producto. Los diagramas producto son  aquellos que pueden 

descomponerse  como  el  producto  de  dos o más diagramas  simples. A continuación 

mostramos  los primeros dos términos del desarrollo en serie de la función de distribución 

de  manera  exacta y en  las aproximaciones HNC y PY, para un fluido homogeneo de una 

sola componente. 

n Exacto 

bb A mmn n+N+n 
2 +1/2 +1/2 M 

+I/* BB 
La ecuaci6n de Orstein-Zernike  puede ser generalizada  para  varias especies y en este 

caso se escribe como 
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las  aproximaciones  anteriores (1.20),(1.21) y (1.22) tambien pueden generalizarse para 

varias especies. 

1.4 Fluidos Inhomogéneos (Método Directo) 

En física  la equivalencia entre pm’culas y campos está bien establecida, es decir las 

partículas y los campos se definen a trav6s  de  su interacción con  otras partículas o campos. 

En las teorías anteriormente presentadas no existe  restricción  en cuanto al tipo  de  partícula, 

el número de especies en el fluido y la concentraci6n de cada especie, así que un CamPo 

externo puede ser considerado  como una especie  a diIuci6n infinita. Esta idea ha sido 

empleada para derivar teorías  de fluidos inhomogéneos [ 15,163. Si llamamos  especie a a 

la partícula que representa el campo externo, la funci6n de correlación entre la especie a y 

la especie j está dada por: 

(1 -26) 

donde  la  sumatoria  sólo  se realiza sobre  las n especies del fluido sin tomar en cuenta la 

especie a, ya que su concentracih tiende a cero. La función  de correlación directa entre la 

macropartícula y la  especie j tambikn  puede aproximarse por cualquiera de las cerraduras 

PY, MSA 6 HNC, las cuales tienen  la siguiente forma  funcional 

(1.27) 
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en donde 

(1.28) 

( I  .29) 

(1.30) 

(1.31) 

De esta  forma pueden  construirse  distintas  teorías  de  líquidos  dependiendo  de  la 

aproximacidn que se use  para  la  funcidn de correlacidn  directa entre el campo externo y las 

partículas, y la funcidn de correlaci6n directa entre las partículas en el bulto. La notacidn 

que se usa para  identificar las aproximaciones que se hacen en dichas  teorías es la  siguiente: 

Siglas que denotan a cai /Siglas que denotan a cg 

Ejemplo de  las teorías que podemos  emplear  son: 

HNC/HNC,  PY/HNC,  MSA/HNC, etc. 
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1.5 Ecuación de Poisson-Boltzmann 

La ecuaci6n  de  Poisson-Boltzmann nos sirve  para  tratar  fluidos  cargados  en 

presencia de campos eldctricos  externos. En esta teoría se hace uso de la Electrostática y la 

Mechica Estadística. Consideremos un electrolito alrededor de  una macropartícula. De la 

electrostAtica sabemos que el potencial elktrico depende  de  la  distribución  de  carga  como  lo 

indica la ecuaci6n de Poisson 

(1.32) 

donde Pel (r) es la  densidad  local  de  carga  en r la  cual está definida por 

(1.33) 

donde Pi(.) es la concentración local  de  la especie i. Si calculamos  el  promedio  de 

ensamble de-ambos lados de  la ecuación (1.33) tenemos  como resultado 

(1.34) 

donde  los  promedios  sobre  ensamble  se indican con las  cantidades  entre  corchetes. El 

promedio de la  concentraci6n local de  la especie i está  relacionada  con la funcidn de 

distribuci6n por 

(1.35) 
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donde gai (r) es  la funci6n de distribucidn de  la especie i alrededor de  la especie a y pi 

es la concentraci6n de bulto  de  la especie i . La ecuación (1.34) se puede  escribir como 

(1.36) 
e i=I 

De la  ecuacidn (1.17) sabemos que la funci6n de distribuci6n de la especie i alrededor de 

a est4 dada  por 

(1.37) 

donde wai(r) es  el potencial de la fuerza promedio sobre la partícula i en r. La  teoría de 

Debye-Hückel supone un fluido de  iones  puntuales,  por  lo  que 

wai (r) = Zie( v(r))’ 

si denotamos (w(r)) = cp(r) , la ecuacih (1.36) se escribe como 

(1.38) 

(1.39) 

Esta  ecuación  diferencial  es  conocida  como  ecuaci6n de Poisson-Boltzmann. De  la 

electrostíltica sabemos que el potencial electrostAtico  en un punto r puede  calcularse  como 

(1.40) 
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donde va (r) es la contribución al potencial debida a la presencia de la partícula a, y el 

segundo thnino es la contribución al potencial  debida a la  presencia  del electrolito. Por lo 

que otra forma de escribir  la  ecuacidn  de  Poisson-Boltzmann es 

(1.41) 

en  donde u$(r) = zieqa(r) .  Esta es la  versión  integral  de la ecuación  de  Poisson- 

Boltzmann. 
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Capítulo 2 

Ecuación HNCMSA 
2.1 Modelo 

El modelo para el fluido y la pared que  se emplea en este  trabajo  consiste en una 

placa de ancho d ,  cargada de ambos lados con densidades de carga 01 y 6 2 ,  para los 

lados izquierdo y derecho respectivamente;  inmersa  en un electrolito  de tres especies dos de 

ellas  del mismo tamaño pero  con distinta carga y la tercera especie de distinto tamaño y 

carga.  Se  considera  que la  membrana es permeable a las especies 1 y 2, por lo que kstas se 

encuentra de ambos  lados de  la  membrana, e impermeable a la tercera especie, por lo  que 

solamente la encontramos de un lado  de la pared. Cada especie se considera como un fluido 

de esferas duras de dihetro ai, con carga zie en el centro, donde e es  la  carga  prot6nica 

y los efectos del solvente se toman a travks  de  la constante dielectrics E .  Si se supone  que 

el  solvente es polar, este mantiene solvatados a  los  iones, el efecto producido por ello  se 

considera en el tamaño de  los iones. La membrana se  considera de constante  dial6ctrica 

igual a la 

I . . . . . . . . . , . . . . . 

Figura 2.1 Representacidn de  un fluido separado por una  membrana  impermeable a las 
bolas grandes. Las bolas grises tienen  carga  de  signo  opuesto a las bolas  blancas. En el caso 
más general las bolas  grandes y las bolas  chicas  grises  difieren  en la  cantidad  de  carga. 
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Es importmte remarcar  que en cada  fase el fluido  lejos de la membrana  debe de ser 
electroneutro, es decir en  el  bulto  de  cada  fase se debe  de  cumplir 

2 3 
qpq = zip! = 0, 

i= 1 i = l  

donde pia es la concentración de  bulto  de especie i en  la fase libre de macroiones y pf es 

la concentración de  bulto de la especie i en  la fase que  contiene  macroiones. Sin embargo la 

electroneutralidad  en cada fase no puede ser tomada arbitrariamente ya que los iones que 

pueden permear a  las dos  fases  deben  tener el mismo  potencial  químico. Los detalles acerca 

de la condición de electroneutralidad  que debe usarse, van a  discutirse  a  continuaci6n  al 

escribir  la ecuaci6n HNUMSA. 

2.2 Ecuación HNC/MSA 

Se  construye la ecuación HNC/MSA para  una  placa  usando  la aproximaci6n HNC 

para la función de correlaci6n directa entre el electrolito y la  pared (Ec. (1.29)), y tomando 

la ecuación MSA para  la  funci6n  de  correlación  directa entre las componentes del  electrolito 

(Ec. (1.21)). La ventaja  de usar MSA para el  electrolito es  que  se tienen  resultados 

analíticos para la función de correlación directa. La ecuación HNC/MSA para tres especies 

y la  placa estA dada por: 

1 donde ~ ~ i ( 1 - 2 1 )  es el potencial de interacci6n entre la placa y el  electrolito, /3 = - 
kT' y 

cg(s) es la  funci6n de correlación directa en  la aproximación esférica media (MSA). El 

potencial se puede descomponer en  dos partes 
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la  primera es la  parte  el6ctrica  del  potencial,  que estA dada por 

(2.4a) 

donde x es la distancia perpendicular  medida  desde el centro de la placa a  la posici6n de la 

partícula.  La segunda parte  del  potencial es la  parte  de  interacci6n rígida entre la  partícula y 

la  pared. Para las especies que  pueden  permear a ambos lados de la pared esta dada como 

(2.4b) 

La especie 3 ve a la  pared como una barrera de  potencial  de  la siguiente forma 

d + a 3  

2 
d + a3 

2 

U * a 3 ( r 2 1 )  =o0 si x-<- ,  

U *a3 (r21) = O  si x >  -, 
(2 .4~)  

donde d y ai es el ancho de la  placa y el dihetro de  la especie i respectivamente. Pensar 

que la impenetrabilidad de la especie 3 est6 dada por  el  potencial de interacción nos  ayuda a 

ver que  los  fluidos del lado derecho e izquierdo  de  la  pared  son el mismo, y el hecho  de que 

la especie 3 no se encuentre del  lado  izquierdo de la  membrana es por causa del  potencial  de 

interacci6n no por la  funci6n de correlaci6n directa. Esto quiere  decir  que la función de 

correlaci6n  directa  de  la  especie 3 tiene un valor distinto de cero  en  el  lado  libre de 
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macroiones.  El valor de p, (“concentracibn de bulto”) que se usa en la ecuacidn (2.2) es el 

mismo para  todo el espacio. Debemos remarcar que no estamos usando pj  = py para el 

lado  izquierdo de la  placa y P j  = pj P para el lado  derecho.  Usar el mismo valor de pi para 

ambos lados de  la placa es equivalente  a  fijar el potencial  químico de la especiej , mas esto 

nu es equivalente a fijar la  misma  concentraci6n  de  bulto de la especiej de ambos  lados  del 

fluido, ya que  la concentraci6n de bulto del  lado  izquierdo esta dada  por 

y  para el lado  derecho  por 

(2.5a) 

(2.5b) 

Vamos a usar pj  como el valor  de la concentraci6n de bulto de  la  especie j del  lado 

derecho por lo  que  de  aquí en adelante vamos  a denotar pi P 3 pj, la  cual  ademis debe  de 

satisfacer la siguente condici6n 

3 
czipi = o .  
i= 1 

De la ecuaci6n (2.5a)  podemos  ver que la  concentraci6n 

izquierdo de  la membrana queda referida con respecto 

(2%) 

de bulto de l a  especie j en  el lado 

a  la concentracidn de bulto de  la 

misma especie en el lado derecho,  de aquí  que  la condici6n de electroneutralidad en el lado 

izquierdo de la membrana estA dada  por 

i= 1 i= l  

tal que gai ( -m)  # 1, en general. 
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La funci6n de correlacidn  directa  para  el  electrolito  puede  escribirse  como 

donde las expresiones para  las funciones c y ( s )  y cu Hs ( S) estAn dadas en el apéndice A. 

Tomando  ventaja  de  la  simetría  del  problema  hacemos  coincidir el vector 1-21 con el 

eje x del  sistema  de  coordenadas  cilíndricas  mostrado en la  Fig(2.2). Por lo que 

denotamos Ir211 = x]. La ecuaci6n (2.2) se escribe de la siguiente forma 
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r23.'21 = XlX3. 

Denotando Ir311 = S, x1 = x y x3 = y, se escribe 

s2 =r32 +y2 - 2 x y + x  . 2 

y derivando de  ambos lados obtenemos 

r3dr3 = sds . 

Integrando por el ángulo en la  ecuación (2.2), y su: ;tituyendo  la  relación anterior obtenemos 

(2.10) 
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donde se ha denotado 

(2.1 la) 

(2.1 1 b) 

Las expresiones para estas funciones se  encuentran dadas en  el apCndice A. Haciendo uso 

de la ecuacidn (B.23) se obtiene 

d + a ;  

d+a i 1 

(2.12) 

donde 

(2.13) d+a; 

donde @(x) es la  funcidn  escal6n  de  Heaviside  definida como @(x) = O si x < O, 

O ( x ) = l  s i x 2 0 .  
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2.3 L a  carga inducida en el fluido 

Cuando  la placa se encuentra  inmersa en  el fluido se crea una  inhomogeneidad en éI 

debido principalmente dos factores: el volumen excluido por  la  placa y al campo eléctrico 

producido por la  carga  de  la placa.  La inhomogeneidad induce  carga  en  el  fluido pero el 

sistema como un todo  permanece  neutro, de tal  forma que la  carga  inducida en el fluido  mas 

la carga en la  placa debe ser igual  a  cero 

(2.14) 

donde p,,(r) es la densidad de  carga volumétrica inducida en el fluido y Q es la  carga 

sobre  la placa. Esta  condición se conoce como Condici6n  de  Electroneutralidad  Total 

(CET).  Podemos expresar esta condición  en  tkrminos de la  densidad superficial de  carga  en 

la placa y la  densidad  superficial  de  carga  en el fluido 

(2.15) 

donde la primera  integral es la carga inducida en la  fase a y la segunda integral representa 

la  carga inducida en  la fase p, por lo que definimos 

(2.16a) 

(2.16b) 
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2.4 Cálculo de l a  presión Osmótica 

Consideraremos únicamente  las fuerzas que actúan sobre un elemento del fluido en 

la  direcci6n x ,  ya que el fluido  es homogéneo en las direcciones y y z .  En la figura 2.3 

FI y F2 representan las  fuerzas ejercidas sobre el fluido debidas a la presión en el fluido 

y qE es la carga contenida en el elemento  de  fluido  multiplicada  por el campo  elkctrico que 

siente dicho elemento de  fluido. 

dx 

Figura 2.3. Diagrama  de fuerzas que  actúan  sobre un elemento  del fluido en  geometría 
plana 

Como es un fluido  en equilibrio la  suma de todas  las fuerzas es cero, por lo que 

F l + F 2 + q E = O .  (2.16) 

Las fuerzas e s t h  dadas por 
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F1 = Ap(x)i ,  

F2 = -AP(x + &)i. 

La carga por 

y el campo elktrico por 

A es  el irea del  elemento de fluido, i es  el vector unitario en la direccidn x y q~ es el 

potencial electrice. Sumado  todas las fuerzas  tenemos 

p f x )  - P ( X  + k) = ~ e l ( x ) z h -  drp (2.17) 

Haciendo un desarrollo en  serie a primer  orden para p ( x  + dx) tenemos 

p ( x  + dw) = p ( x )  + - &+... , (2)  
y usando la ecuaci6n de  Poisson 

obtenemos, al sustituir en (2.27) 
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dp E d 2 p   d p  ""- 
dx 4n&2 dx' 

- 

integrando esta ecuaci6n  entre 60 y x tenemos 

Integrando por  partes obtenemos 

Si definimos p ( = )  5 n b ,  que  es la  presi6n  en el bulto,  tenernos que 

Sabemos  que la presi6n sobre una  pared es igual al intercambio de  ímpetu por unidad de 

Area por  unidad de tiempo. Por  lo  que  en  el contacto con la  pared se tiene para el lado 

derecho 

(2.19) 

De  la misma  forma, la presión sobre la  pared  del  lado  izquierdo está dada por 

(2.20) 
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Por otra parte sabemos que 

E(-$)  =--o,, y E($) = 4n 4n 
E 

-Op, 
E 

por lo que al sustituir en las ecuaciones para  la presidn (2.19) y (2.20) se tiene 

donde se ha definido 

de aquí que la  presi6n  osmdtica  queda  escrita  de  la  siguiente  manera 

(2.21) 

(2.22) 
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Capítulo 3 

Método de Solución 
y Resultados 

3.1  Método de Elemento  Finito 
La soluci6n de la ecuaci6n integral (2.12) requiere del  uso de metodos numdricos 

debido a  la imposibilidad para obtener resultados  analíticos.  El  Metodo de Elemento Finito 

(MEF) se puede usar  para resolver ecuaciones diferenciales e integrales, en este  caso lo 

aplicaremos a la solución de un sistema  de  ecuaciones  integrales no lineales [32]. 

Sea  la func ih  f ( x ) ,  definida  sobre  el  intervalo a I x I b, la cual  satisface un 

ecuaci6n  integral de la siguiente  forma: 

En el  MEF  se propone  dividir el dominio  de  la  funcidn en N intervalos finitos y se hace un 

desarrollo de la funci6n en  una  base  conveniente 

donde el conjunto #l (x), &(x) ,..., q5N(x) es una  base definida sobre  el  intervalo  de la 

funcidn y { 0 2 J - - - 9  m.} son los coeficientes del desarrollo de la función en su dominio. 

I I 

Sustituyendo (3.2) en la ecuaci6n (3.1) se obtiene 
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si definimos 

entonces la ecuación anterior se transforma  en 

k’=l k’= 1 I 

3.2 Las funciones base 
La idea central del MEF es que  las funciones base e s th  definidas por  pedazos sobre 

subregiones  del  espacio  llamados  elementos  finitos, y que  sobre  cada  subdominio la 

función tome una forma muy sencilla, como son los polinomios de los primeros ordenes. 

Para  construir las funciones base primero se divide el dominio de  la función en cierto 

número  finito  de  elementos  de longitud arbitraria. A los  puntos  de l a  partición  se  les 

denomina  nodos, y al conjunto de elementos y puntos nodales que constituyen el dominio 

del  problema aproximado se les conoce  como  malla  del  elemento  finito.  Las funciones base 

se generan bajo los siguientes criterios: 

a).- Las funciones base se generan a traves de funciones sencillas definidas por  pedazos de 

la  malla. 

b)- Las  funciones base se generan de tal forma que los coeficientes coi (que  definen la 

soluci6n  aproximada  de f (x) ) ,  coincidan con los  valores de la solución  exacta en los 

nodos de la  malla. 
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En  este  trabajo se han  seleccionado  como  funciones base polinomios  cuadráticos, 

obteniendose  de  proponer un polinomio  de  segundo  orden  para cada  elemento, y 

definiendo un  punto  auxiliar  dentro  del  elemento  en  cuestión. Se define la coordenada local 

para un elemento finito  como 

donde XI Y XD representan  las  posiciones  de  los  nodos  izquierdo y derecho 

respectivamente  que  delimitan  al  elemento  en cuestibn. Las  funciones  bases para cada 

elemento de  la malla se seleccionan de la  siguiente  manera: 

Figura 3.1. Funciones base en un elemento finito, 5 representa la coordenada  local del 
elemento  finito. Los valores de las funciones base oscilan entre O y 1. En el punto en 
donde  una de  las  funciones base vole uno, los  otras dos son cero.  Fuera  del  elemento se 
considera  que  las  funciones  base  son cero. 
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La vcrsi6n  de  colocaci6n  del MEF propone  que  las  funciones de peso de la ecuacih 

(3.5) sean  exactamente el valor  de  la  función en dicho punto,  de tal forma que al evaluar l a  

ecuación (3.8) en dicho punto se obtiene 

ya que el valor de las funciones bast: esta  dado  por 

(3.10) 

donde se ha denotado 

donde &k' es la delta de Kronecker y Xk' son los nodos de  la malla. Con el mdtodo de 

elemento  finito  se ha reducido  el problema de  una ecuación integral a un  sistema de 

ecuaciones algebraicas no lineales 

, 
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Para la solucidn de este sistema de ecuaciones algebraicas aplicamos el método  iterativo de 

Newton  para un sistema de ecuaciones, el cual se escribe de  la siguiente forma. 

(3.13) 

donde Aik son las componentes de la  matriz inversa del Jacobiano. Las componentes del 

Jacobiano están dadas por 

Y 

(3.14) 

(3.15) 

3.3 Resultados 

Hemos resuelto la ecuación HNCNSA para  una  placa cargada,  con  densidades  de 

carga superficial ol y a2 para los lados izquierdo y derecho respectivamente, inmersa en 

un electrolito de tres especies, i.e., ecuacidn (2.12). La solución de esta  ecuacidn nos da 

los perfiles de concentración y con éstos calculamos la densidad de carga  inducida en el 

fluido  en  cada  lado  de  la  placa,  a travks de  las  ecuaciones (2.16). La condición  de 

electroneutralidad impuesta  para el lado  derecho  del fluido es 

zcpc + z+p+ + 2-p- = o, (3.16) 

en donde: 

E Valencia de los rnacroiones, 

PC concentración de los macroiones, 
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ZC Valencia de los iones positivos, 

P+ concentracidn de los iones positivos, 

Z- Valencia de los iones negativos, 

p- concentracidn de  los  iones  negativos. 

Hemos  obtenido  resultados para electrolitos 1:l y 2:2. Cuando  consideramos un 

electrolito  1:l  imponemos p- = 1M y en  el  caso de un electrolito 2:2 imponemos 

p- = O. 5M. En ambos  casos  conociendo pc calculamos p+ con  la  ecuacidn  (3.16). 

Todos los chlculos fueron hechos para T = 298K y E = 78.5. La constante dieléctrica de 

la  placa  se ha considerado igual a la  del solvente para evitar cargas imagen. En todos los 

cAlculos  el dihetro idnico a para  la sal se considera igual a 4.25A. La presi6n osm6tica ha 

sido  calculada  como  funci6n de pc, para distintos  valores  del  diametro a3 de los 

' macroiones  a  traves de la ecuacidn (2.22). En todos los c6lculos  hemos  considerado 

z, = -IO. TambiCn hemos calculado la densidad de  carga  inducida  en  el  fluido  como 

funcidn del ancho d de la  placa  para distintos valores de a3, en un electrolito  1 : 1 y un 

electrolito 2:2. 

En el  conjunto de figuras  1  (figuras  la, lb, IC, y Id) mostramos  los  perfiles de 

concentraci6n reducida  en  funci6n  de  la  distancia a la  placa  para el coloide y una sal 1:1,  en 

donde pc =O.OI M, p- = l M ,  p+ = l . l M  y a3 =3.8a. En la  figura l a  y l b  

01 =0.68 C / m 2  y 0 2  = -0.136 C/m2 .  En la figura la  d = l a  y en  la  figura l b  

d =1000a. Para  los  casos  de  las  figuras I C  y Id ,  01 = -4.136 C / m 2  y 

02 = 0.68 C/rn2. En la figura IC se muestra el caso d = l a  y, en la figura Id d = 1000a. 

Es importante notar que para cada uno  de estos casos g-(x) = 1.0758 y g+.(x) = O. 97797 

cuando x + -0. Estos valores en el bulto de  la funci6n de distribucidn no  implican que  se 

est6 violando la electroneutralidad de el fluido en  el  bulto, recordemos que la condicidn de 

electroneutralidad la fase a esta dada  por  la ecuaci6n (2.6), la cual  se  satisface con estos 

valores. Dado que  no encontramos variacidn de la concentración de bulto en la fase a al 

variar 01,02 y d, la  presidn  osm6tica no debe de depender  de los parametros  de  la 
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membrana, ya que  esta  es una propiedad del  bulto. Por otro  lado, la ecuación para la 

presidn osm6tica, i.e., ecuaci6n (2.22) es una  funci6n explícita de los parhetros de  la 

membrana, ya que  cada  término en ella depende de dichos parhetros. Al calcular la 

presi6n osm6tica  a  traves de la ecuacidn (2.22), no encontramos dependencia de esta con 

los parbetros de la  mebrana, tal resultado  nos  da  confianza  en nuestros c6lculos 

Llamamos coiones de una fase dada a aquellos componentes que tienen el mismo 

signo de la  carga  sobre  sobre el lado de la placa que  esta en contacto  con  dicha  fase y 

contraiones  a aquellos que tienen  el  signo opuesto. 

En  la figura l a  observamos un comportamiento  an6malo  de  las  funciones  de 

distribuci6n en el contacto del lado derecho, ya que en este caso  los  coiones  estan  siendo 

atraidos hacia la placa y los contraiones desplazados de ella.  Tambien debemos notar que la 

función  de  distribucidn de los macroiones  en el contacto es mucho mayor que de los iones 

negativos,  aunque no así la concentracion de contacto, ya que estas son del mismo orden. 

Puede observarse que despues de  la  primera capa de macroiones, la concentraci6n local de 

&tos disminuye abruptamente, para  dar  lugar a la formación  de  una capa de contraiones. Se 

observa ademh que los  macroiones  forman  una estructura de  mayor alcance que  los iones. 

Para el lado  izquierdo de la  placa  el comportamiento es normal, aunque  llama la atenci6n 

que  los  coiones son desplazados por completo  en el contacto. 

En  la figura lb  el comportamiento de las  funciones de distribución es normal. En el 

contacto del lado derecho de  la  placa,  los  coiones han sido desplazados por  los contraiones. 

Debemos  observar  que,  la  concentraci6n local de los macroiones  cerca de  la placa es 

practicamente  cero, no encontramos macroiones hasta un valor aproximado de x = a3. En 

el  lado izquierdo de la placa  podemos  observar un pronunciamiento  mayor de los valores  de 

la funci6n de distribuci6n en el contacto, que  en  la  figura la  . 

En  la figura IC encontramos otra  vez un comportamiento andmalo de las funciones 

de distribucidn en  el contacto para el  lado  izquierdo de la placa, ya que  los  coiones son 

atraidos hacia la placa. En el lado derecho encontramos una capa  formada únicamente por 
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contraiones y despuks una  caída abrupta a cero  de  las funcio.nes de  distribución  de los 

contraiones, para dar lugar a la formaci6n de una segunda capa  formada por coiones. El 

comportamiento  cualitativo de  las funciones de distribuci6n es similar al mostrado en  la 

figura la, pero en este caso la separación de capas es  m& marcada. 

En la figura Id encontramos  que el fluido  del  lado  izquierdo  tiene las características 

esperadas  de un fluido  cerca  de una  pared negativa. En el lado  derecho  de  la  placa 

encontramos  dos  capas bien definidas, una  positiva y una  negativa. Aunque la estructura 

del  fluido del lado derecho es similar a la  mostrada en la figura IC, debemos notar que  los 

valores de contacto de los contraiones se han  incrementado  aproximadamente  por  un factor 

de  dos  con respecto a los  de  la figura IC,  es decir se ha inducido más carga negativa del 

lado derecho. 

En el conjunto  de  figuras 2 (figuras 2a, 2b, 2c y 2d), mostramos los perfiles  de 

concentración reducida en función de  la distancia. Las concentraciones y cargas  para  la sal 

y el coloide son las mismas que para los perfiies  mostrados en  las figuras l. En este  caso  el 

diametro  del  macroión es a3 = 7a. En la figura  2a y 2b 01 = 0.68 C / m 2  y 

02 = -0.136 C / m 2 .  En la figura 2a d = la  y en  de la  figura 2b d = 1000a. Para  las 

figuras  2c y 2d 61 = -0.136 C / m 2  y 0 2  = 0.68 C / m 2 .  En  la figura  2c se muestra 

cuando d = l a ,  mientras que  en la figura 2d d = 1000~ .  Los valores de las funciones  de 

distribuci6n  son g-(x) =l.l938, y g+(x) = 1.0853 cuando x ?r --OO. Notamos  que 

estos valores asintdticos son mayores que los encontrados para a3 = 3 . 8 ~  (figuras 1). El 

aumento  del  tamaño  del macroión en cierta medida es equivalente a la disminución de la 

densidad de  carga superficial sobre este. En todas estas figuras la estructura del fluido del 

lado izquierdo es muy  similar su parte  correspondiente  en 1. 

De  la cornparacidn de  la figura 2a con la figura la, dado que los parametros del 

fluido  son  los  mismos, excepto  el  tamaño  del macroión, podemos  observar  que:  La 

estructura del fluido del lado derecho es parecida a la  estructura  mostrada en la figura la,  el 

aumento de tamaño  del macroi6n se ve reflejado en un aplanamiento de  las  funciones  de 
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ditribuci6n, tambikn  podemos observar que  el alcance de  las funciones de distribución es 

mayor  y, que  el valor en  el contacto de la  función de distribución del macroión es menor . 

El valor de contacto de las  funciones  de distribuci6n para la sal del lado  derecho, es 

comparable en ambos casos, encontrhdose valores un poco  mayores en  la figura 2a. 

En  la figura 2b podemos observar que la estructura del fluido es muy similar a la 

mostrada en  la  figura la, incluso los valores de contacto para  la sal son muy similares  en 

ambos  casos.  La única diferencia en  este  caso, es que la función de  distribución  de  los 

macroiones es de mayor  alcance. 

En las figuras 2c y 2d, la estructura del fluido del  lado  derecho  del  la placa, no 

presentan similaridad alguna con  las figuras IC y Id, respectivamente; a pesar de  que  en 

cada  caso  los valores de los parametros del fluido y la  placa  son los mismos con excepción 

del  tamaño  del coloide. En estos dos casos (Figs.  2c y 2d) la concentraci6n de los iones 

negativos pequeños en  el contacto, es mayor que  la  de los macroiones, mientras que  en las 

figuras IC y Id se obtiene lo opuesto. 

En el conjunto  de  figuras 3 (figuras 3a, 3b, 3c, y 3d) mostramos  los perfiles de 

concentraci6n reducida en funci6n  de  la  distancia a la placa  para el coloide en una sal 2:2. 

Endonde pc =0.01 M ,  p- = 0 . 5 M ,  p+ =0.55M y a3 =3.8a. En  la figura  3a y 3b 

01 = 0.68 C / m  y 0 2  = "0.136 C/m2.  En la  figura  3a d = l a  y en la  figura  3b 

d = 1000a. Para  los  casos  mostrados  en  las  figuras 3c y 3d bl = "0. 136 C / m 2  y 

0 2  =0-68 C / m  . En  la figura 3c se muestra el caso d = l a ,  y en la figura 3d d = 1000a. 

Para  cada uno de  estos casos g-(x) = 1.0768 y g+(x) = O. 97892 cuando x + -00. En 

2 

2 

este conjunto  de figuras encontramos la formaci6n de estructuras del lado izquierdo que no 

se observan en  el caso de una sal 1 : 1, es decir se presentan  oscilaciones en las funciones de 

distribuci6n que son típicas en una  sal  2:2. 

Si  comparamos  la figura 3a  con la figura l a  notamos que el valor de  las funciones 

de distribuci6n del coloide en el contacto es mucho  menor en  el  caso de una sal 2:2 que en 

una sal 1: l .  Los valores de contacto del lado  derecho  para  la sal son comparables en  ambos 
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casos. El  comportamiento  encontrado  en  la  figura  3a  es también un comportamiento 

anómalo, ya que  los coiones están  siendo  atraidos  hacia  la  placa. 

Comparando  la  figura 3b con  la  figura l b  encontramos  que el lado  derecho 

cualitativamente es muy  similar en ambos  casos. 

En  la  figura 3c encontramos la  formación de una  estructura  muy compleja del lado 

derecho de  la placa  en donde tenemos la atracci6n de  los  contraiones hacia la placa, la 

formaci6n de una doble estructura por  parte de  los coiones alrededor del coloide.  La doble 

estructura alrededor  del coloide se sigue observando  en  la  figura  3d, además de un aumento 

en  los valores de contacto de las funciones de correlaci6n  con  respecto a la figura 3c. 

En  el conjunto  de  figuras 4 (figuras 4a, 4b, 4c y 4d)  mostramos los perfiles  de 

concentraci6n reducida en funci6n de la  distancia.  La  concentraci6n y carga para la sal y el 

coloide  son las mismas que para los perfiles mostrados en  las  figuras 3. El diimetro del 

macroi6n es a3 = 7a. En la figura 4a y 4b 01 = O. 68 C /m y 02 = -O. I36 C/m2. En la 

figura  4a d =la y en  la  figura  4b d = 1 0 0 0 ~ .  Para  las  figuras  4c y 4d 

0 1  = -0.136 C / m 2  y 02 = 0.68 C/m2. La figura 4c muestra cuando d = l a  y la figura 

4d d = I000a. Los valores  de  las  funciones  de distribuci6n  son g-(x) = 1. I999 y 

g, (x) = 1.0909 cuando x + --OO. Otra  vez  mayores que los encontrados para a3 = 3 . 8 ~ .  

En este  conjunto  de figuras podemos observar que  la participación del coloide es muy 

reducida en la estructura del fluido,  pues como podemos ver las  funciones  de distribución 

para la  sal  del  lado izquierdo  en  la figura 4a, son muy parecidas a las  funciones  de 

2 

distribuci6n para la sal del lado derecho en  la figura 4 c ,  y el lado derecho de  la figura 4a es 

similar a el lado  izquierdo  de  la figura 4c. Este efecto también se observa entre  el lado 

izquierdo de  las figura 4b y el lado derecho de la figura  4d. La similaridad de las funciones 

de  distribuci6n para la  sal, reflejan la poca  participación del coloide  en la estructura del 

fluido,  aunque el aumento del tamaño del coloide sí influye en la presión osm6tica y en la 

concentraci6n de bulto de la sal del  lado  derecho. 
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En las figuras 5a y 5b  mostramos la densidad de carga inducida en el fluido en cada 

lado  de  la placa en función de l a  el ancho d de  la placa  para el coloide en una sal 1 : 1 ,  en 

donde pc =0.01 M ,  p- =1.0 M ,  p+ = l . I M .  En cada  caso 61 = 0.68 C / m  y 

0 2  = -0.136 C / m  . En  la  figura 5a a3 = 3 . 8 ~ ~  y en  la figura 5b a3 = 7a. En la figura 5a 

2 

2 

se observa asimetría en  la carga inducida cuando d + O ,  es decir  cuando  el  espesor  de  la 

placa es cero  la  carga efectiva de la  placa que ve cada  fase  es igual, sin embargo la carga 

inducida  sobre el fluido  no es la misma en  cada fase. Por  otra  parte podemos ver que 

cuando d + la carga inducida en  cada fase es la igual a el negativo de la carga  sobre la 

cara  de  la placa en contacto con dicha fase. En  la figura 5b podemos observar la carga 

inducida en  cada  fase tiende al mismo valor cuando d + O, i.e. la carga inducida es 

sim6trica  El efecto cuando d -+ M es el mismo que  en la  figura  5a. 

En las figuras 6a y 6b  mostramos la densidad de carga inducida en  el fluido en cada 

lado  de la placa  en función de  la  el ancho d de la  placa para el coloide en una sal 2:2 en 

donde pc = O. O1 M ,  p- = O. 5 M ,  p+ = O. 55M. Las densidades de  carga  sobre  la placa 

son 01 = 0.68 C / m 2  y 02 = -0.136 C/rn2. En la  figura 6a a3 = 3.8a, y en la figura 6b 

a3 = 7a. En  la figura 6a podemos  ver que  el efecto  de  asimetría en  el fluido cuando d + O 

es menos marcado que en el caso mostrado en la figura 5a. Cuando d + m el  efecto es el 

mismo en los cuatro casos. 

Calculamos  la presión osmótica en un electrolito 1:l y en un electrolito 2:2 en 

funci6n de pc para zc = -10, y distintos valores de a3. En el  caso  de un electrlito 1 : 1 

p- = 1. O M ~ y en  el caso de un electrolito  2:2 p- = O. 5 M .  En cada  caso p+ fue ajustada 

de  acuerdo a la  ecuación (3.16). Los resultados  que  se  muestran  en  la  figura 7 

corresponden a la presión osm6tica en un electrolito 1 :1 mientras que  en  la  figura 8 se 

muestran  los resultados correspondientes en un electrolito 2 2 .  Podemos observar  que  el 

aumento  de la concentración produce un aumento de  la presión osmótica. En el caso  en  el 

que  el  coloide est& muy diluido la  presión osm6tica es independiente  del tamaño, pero 

cuando la concentraci6n del coloide aumenta  observamos que la  presión osmótica depende 
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del  tamaño  del  coloide.  Se observa una  presidn osm6tica mayor  para coloides de mayor 

tarniiío. En el caso de un electrolito 2:2 el efecto es el mismo. 

En la figura 9a y 9b  mostramos  los  valores  de g+(--M) y g-( -m) respectivamente 

en funcibn de pc, obtenidos del cAlculo  de  la  presi6n osm6tica para distintos tamafios del 

macroibn, en un electrolito 1 : 1. Observamos que los valores en el bulto no dependen del 

tamaño del macroi6n  cuando pc 3 O, pero observamos una dependencia importante en el 

tamaño cuando la concentraci6n aumenta. Los resultados para g+( --) Y g-( --) de un 

electrolito 2:2 se muestran en las  figuras 10a y lob, los resultados son similares  a los 

mostrados en las  figuras  9a y 9b. Un aspecto importante de los resultados  mostrados en 

estas figuras, es la  dependencia  con el tamafiode  la  concentración de la sal en la fase libre  de 

macroiones.  Dicho  resultado no puede  obtenerse  con  la  teoría de Donnan. 

En  la figura 11 se muestran los datos experimentales de  la  presidn osmbtica para  la 

serum albúmina  bobina, en una soluci6n O. 15M de NaCl comparados  con  los  datos de 

presibn osm6tica  calculada con la ecuación (2.22). La albúmina bobina es una proteína de 

un peso molecular de aproximadamente 69,000 u.m.a. y en un pH  de 7 se  estima  que la 

carga neta sobre la proteina es de -12 e . Se sabe por difracción de rayos X que el radio de 

la  molkcula  sin  solvatar es de aproximadamente 38 A [1,3]. Los resultados  que  se 

obtienenen de la teoría comparados con  los  resultados experimentales son muy similares. 
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3.4 Conclusiones y perspectivas 

Hemos  resuelto  la  ecuación HNC/MSA para una membrana  inmersa en un 

electrolito  de tres especies, cuando la  membrana es impermeable a una de  las especies. Al 

usar el mCtodo directo  para  construir  la  ecuación  integral  implícitamente  estamos 

manteniendo constante el potencial químico de las especies que pueden permear a  ambos 

lados de la membrana,  con lo cual dadas las concentraciones de equilibrio del electrolito del 

lado derecho calculamos las concentraciones  de  equilibrio  de la sal del lado izquierdo. 

Al variar el tamaño del macroión, encontramos una  baja influencia de este en la 

estructura  de  la  sal  cerca de la membrana, al aumentar su tamaño.  La  influencia  en  la 

estructura de la sal cerca de la  membrana es menor en una sal 2:2, que en una sal 1:l. 

Cuando  la  carga es fija, el aumento de tamaño es  equivalente  a una disminución  en  la 

densidad de carga superficial. Es por ello  que cuando el tamaño del macroi6n aumenta la 

estructura  de  la  sal  tiende a  comportarse  como un fluido  sin  macroiones.  Este 

comportamiento es cierto tanto en  las  funciones de correlación de la  sal,  como en las 

gráficas para la carga inducida en el fluido, pero no para la presión osmótica,  donde un 

aumento en el tamaño del  macroión  contribuye  de  manera  significativa. 

En los c6lculos para la presi6n osm6tica no encontramos dependencia de 6sta con  la 

carga y el ancho  de la membrana.  Tampoco encontramos dependencia con los parámetros 

de  la membrana en la densidad de bulto del lado izquierdo. La presión osmótica depende 

únicamente de  los parhetros del fluido. Hemos encontrado que para dos coloides con la 

misma carga, misma concentración , en  una sal a la misma concentración pero  con distinto 

tamaño, la presi6n osmótica es mayor  para el coloide de mayor  tamaño. Bajo estas mismas 

condiciones  la  concentración de la sal  en la fase libre de macroiones, es más alta  entre 

mayor sea el tamaño de los macroiones.  Este  resultado no se puede predecir con  la teoría de 

Donnan, adem& de  que con la teoría  de  Donnan no obtenemos información de la estructura 
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del  fluido  cerca  de  la membrana. Es importante enfatizar  que la presión osmdtica  fue 

calculada a partir de la estructura del fluido cerca de la pared a pesar de  que se trata de una 

propiedad del bulto. 

El estudio  de fluidos confinados por membranas semipermeables, es un aspecto 

importante a considerarse en  el futuro.  Creemos que el confinamiento del fluido enriquece 

el problema y podrían  observarse  nuevos  efectos. 
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APÉNDICE A 

La Aproximación Esférica Media 

En las aproximaciones  de  Percus-Yevick y MSA se han obtenido  soluciones 

analíticas para la funci6n de  correlaci6n  directa  para esferas duras y esferas duras cargadas 

respectivamente, de  ahí la importancia de estas aproximaciones [27-301. La aproximaci6n 

MSA fue resuelta para un fluido de esferas duras cargadas  de distinto tamaño por Lesser 

Blum [29,31]. La única condicidn requerida  en ese trabajo es la  de electroneutralidad del 

fluido. 

La soluci6n de esta ecuaci6n esta dada  por 
3 

en donde 

SR e2P Z i Z  j cv (S) =--(rij + -), cuando O S s  I Ag 
& S 

(A. 1.b) 

cfs(s) es la funci6n de correlaci6n  para  una  mezcla de esferas  duras en  la aproximaci6n  de 

PY, la  cual esd dada por 

#’(S) = -vi -2;s - 6 s  3 , para S <ai, (A. 1 .c) 
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Las constantes e s t h  definidas por 

si =(ni + r x J ,  

(A. 1 .d) 

donde r se obtiene de  la  solución  de  la  ecuación  algebraica  de  la siguiente ecuación 

e i=l 

Las ni se obtienen de la  solución  del  sistema  de  ecuaciones  lineales 

47 



aparecen esth definidas  continuación 

(A. 10) 

(A. 12) 

(A. 13) 

(A.14) 

5 = + v3a3. 3 (A. 17) 

(A. 18) 

7c (A. 19) 
773 = -P37 6 
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para aii 2 [ x  - yl. 

Kii ( x ,  y )  = O para aii I ]x  - y1 , 

(A.21.a) 
5 
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(A.22.b) 
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APÉNDICE B 

Electrostática 
Dividimos el espacio en 5 regiones  mostradas  en  la  siguiente  figura 

v IVIIIn I 

El potencial  el6ctrico esta dado  por  la  Ecuación de Poisson en las regiones I y V 

y por la ecuacidn de la Laplace en las regiones  libres de carga 11,  111, IV. 

V 2 y ( x )  = o, (B.2) 

donde pel ( x )  estA dada por 
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En  la regidn I la ecuacidn (B.l) en  coordenadas cartesianas, y dado que ~ ( x )  es solo 
funcidn de x ,  se escribe 

integrando de ambos lados de la ecuacidn (B.4) 

m 

dvl(x) = *Ipel(y)dy, 
dx & 

X 

donde se ha tomado  en cuenta que dV1(x) + O, X ?r OO. Integrando otra  vez  la  ecuaci6n 

(B.5) se encuentra que 
dx 

para la regidn II el potencial estA dado  por 

" d2y/II -o, (B.8) 
d x 2  

W r d 4  = A2x+ B27 03.9) 

Usando  la condicidn de continuidad  para el potencial y su derivada  en x = tenemos 
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(B.lO) 

2 

para la regi6n III el potencial estA dado  por 

(B. 1 1) 

por  lo que la soluci6n  a  la  ecuación de Laplace en la  regi6n III es 

Wlll (x> = A3x + B3 9 (B. 12). 

Las  condiciones  de frontera en  este caso están dadas por la continuidad del potencial, y la 
discontinuidad  de  la  derivada  del  potencial,  debido a la  densidad de  carga  sobre  la 
superficie en x = 4, lo que significa 

por lo  que obtenemos 

(B.13) 

(B.14) 

(B.15) 

2 

para la regi6n IV tenemos 

de l a  misma  forma  las condiciones en  la interfase donde hay densidad de carga se debe 
satisfacer 
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por lo que 

(B.17) 

(B.18) 

(B. 19) 

donde OT = 01 + 0 2  Para  la  región V la  soluci6n  a la ecuación  de  Poisson se obtiene de  la 

misma manera  que en (B. 1) 

por lo que 

"m 

de la misma  forma  encontramos 

(B.20) 

(B.2 1) 

(B.22) 

De  la  condici6n de continuidad  para las derivada  del  potencial  en x = -9 se obtiene que 

(B.23) 
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APÉNDICE c 

"€3- gc(x> 

" " - "  

I -I 

1 : I ,  a3=3.8a, z3=-l O 

FIG. la. Perfiles de concentracidn para los lados izquierdo y derecho de la membrana, en 
funci6n  de la distancia a la membrana. La distancia a la membrana es medida en radios 
idnicos y no se muestra su espesor. El  fluido  consiste  en  una sal monovalente y un 
macroi6n.  Los  valores  de  los parametros del  fluido y la membrana son pc = O. O1 M ,  

p- = I  M ,  p+ =1.1 M ,  a3 = 3.8a, z3 = -10, al =0.68 C / m  , 02 = -0.136 C / m  y 
d = la. Los valores  asintdticos  de  las funciones de distribución del  lado izquierdo son 
g-( -m) = I. 0758 y g, ( -m) = 0. 97797. Las  curvas sdlida y discontinua son los perfiles 
de concentraci6n de los iones positivos y negativos,  respectivamente.  La curva con círculos 
es  el perfil de concentraci6n de los macroiones.  En el recudaro de  la izquierda se muestra el 
perfil de  concentraci6n  de  los  iones negativos, en  el contacto del  lado izquierdo. En el 
recuadro de  la derecha se muestra el perfii de concentración en  el contacto del coloide. 

2 2 

55 



1 :1, a3=3.8a, z3=-l O 

,FIG. lb. Lo mismo que  en la Fig. la, en  este caso d = 1000a. Los demh parametros 
tienen el mismo  valor que en  la Fig. la. Los valores asint6ticos  para  las  funciones  de 
distribucidn  del  lado izquierdo son los mismos que  en la  Fig. la.  El significado de  las 
curvas es el mismo que  en  la Fig. la. En el recuadro se muestra el perfil de concentracidn 
de los iones negativos,  en el contacto del lado  izquierdo. 
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1 : I ,  a3=3.8a, z3=-I O 

FIG.  Id. Lo mismo  que  en  la Fig. l a ,  en  este  caso 61 = -0.136 C / m  , 2 

a2 = 0.68 C / m 2  y d = I000a. Los demis parámetros tienen el mismo valor que en la 

Fig. la. Los valores asintóticos para las funciones de distribución del lado izquierdo son 
los  mismos  que en la Fig. la. El significado de las curvas es el mismo que en la Fig. la. 
En el recuadro de la izquierda se muestra el perf11 de  concentración de los iones negativos, 
en el contacto  del lado izquierdo. En el recuadro de la derecha se muestra el perfil de 
concentración  del coloide, en el contacto. 
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FIG. 2a. Perfiles  de concentracidn para los  lados izquierdo y derecho de  la membrana, en 
funcidn  de la distancia a la membrana. El fluido consiste en una sal monovalente y un 
macroi6n. Los valores de  los parametros del  fluido y la membrana son pc = O. Oi M ,  
p - = l M ,  p + = l . l M ,  a3=7a, z3=-10 ,  a l = O . 6 8 C / m ,   a 2 = - 0 . I 3 6 C / m  y 

d =la. Los valores  asint6ticos  de  las  funciones  de distribuci6n del  lado  izquierda  son 
g-( -m) = 1.1938 y g+ (-m) = l. 0853. Las curvas  s6lida y discontinua son los perfiles 
de concentraci6n de los iones positivos y negativos,  respectivamente. La curva con círculos 
es el perfil de concentraci6n de  los macroiones.En el recuadro de la izquierda se muestra el 
perfil de concentracidn  de los iones negativos, en  el contacto del  lado izquierdo. En el 
recuadro de la derecha se muestra el perfil de concentración del coloide, en el contacto . 
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Figura  2b p,=O.OlM, p + =1.1  M, p - =l.OM, ( ~ ~ 3 . 6 8  C/m2, 0,=4.136 C/m2, d=l 

1 :1, a,=7a1 z,=-1 O 

FIG. 2b. Lo mismo que  en la Fig.  2a, en este  caso d = 1 0 0 0 ~ .  Los demás  parámetros 
tienen el mismo valor que en la Fig.  2a. Los valores asintóticos para  las €unciones de 
distribución  del  lado izquierdo son los mismos que  en la Fig. Za. El significado  de  las 
curvas es el mismo que  en  la Fig.  2a. En el recuadro se muestra el perfil de concentraci6n 
de  los iones negativos, en  el contacto del lado  izquierdo. 

OOOa 

60 



6 

5 

4 

2 

1 

O 

1 : I ,  a3=7a, z3=-l O 
FIG.  2c. Lo mismo  que  en  la  Fig.  2a,  en  este  caso 01 = -0.136 C / m  Y 
02 = O. 68 C / m  . Los demas parametros tienen el mismo valor que  en  la Fig. 2a. Los 
valores asint6ticos para las funciones de  distribucidn  del  lado izquierdo son los mismos que 
en  la Fig. 2a. El  significado de las curvas es el mismo que en  la  Fig.  2a.  En el recuadro de 
la  izquierda  se muestra el perfii de concentracidn de  los iones negativos, en el contacto del 
lado derecho. En el recuadro de la  derecha se muestra el perfill de concentraci6n  del coloide, 

2 

2 

en el  contacto . 
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1 : I ,  a3=7a, z3=-l O 

FIG.  2d. Lo mismo  que  en  la  Fig.  2a,  en  este  caso 61 = 4.136 C/rn', 
0 2  = O. 68 C / m 2  y d = ZOOOa. Los demas parametros tienen e! mismo valor que en la 
Fig. 2a. Los valores  asint6ticos para las funciones de distribuci6n del lado  izquierdo son 
los mismos que en la Fig.  2a.  El significado de las lineas es el mismo que en  la  Fig.  2a. En 
el recuadro  se muestra el perfil de concentracih de los iones negativos, en el contacto del 
lado derecho. 
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Figura 3a p,=O.OlM, p + 9 . 5 5  M, p - =0.5M, 0 ~ 4 . 6 8  c/m2,0,=-0.136 C/m2,d=la 
22, a3=3.8a, z,=-IO - 

FIG. 3a. Perfiles de concentración para los lados izquierdo y derecho de  la membrana, en 
función  de  la distancia a  la  membrana.  El fluido  consiste  en una sal  divalente y un 
macroión. Los valores de  los parametros del fluido y la membrana son pc = O. O1 M ,  

p- = 0 . 5 M ,  p+ =0.55M, a3 =7a, z3 = - I O ,  01 =0.68 C / m  , a2 =-0.136C/m 2 2 

y d = la .  Los valores asintóticos de las funciones de distribución del  lado izquierdo son 
g-( -m) = l. 0768 y g+( -m) = O. 97892. Las curvas s6lida y discontinua son  los perfiles 
de concentraci6n de  los iones positivos y negativos,  respectivamente. La  curva con círculos 
es el perfil de concentración  de  los macroiones.  En el recuadro se muestra el perfil de 
concentraci6n de los iones  negativos,  en el contacto  del  lado  izquierdo. 
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x[a/2] 
~ i ~ ~ r a  3b p3S.O1M, p + 3 - 5 5  M, p - =0.5M, 0,=0.68 C/m2,0,=4*136C/m2, d=lOOOa 

22, a3=3.8a, z,=-l O 
FIG. 3b. Lo mismo que en la Fig. 3a, en este caso d = 1 0 0 0 ~ .  Los demh parimetros 
tienen el mismo valor que en la Fig.  3a. Los valores asint6ticos para las  funciones  de 
distribuci6n  del  lado izquierdo son los mismos que en la Fig 3a. El significado de  las 
lineas es el mismo que en la Fig. 3a.  En el recuadro se muestra el perfil de concentración de 
los iones negativos, en el contacto del  lado  izquierdo. 

64 



2.4 

2 

1.6 

1.2 

0.8 

0.4 

O 

g 00 

-20 -1 o O 10 20 30 

2:2, a3=3.8a, z,=-I O 
FIG.  3c. Lo mismo  que  en  la  Fig.  3a,  en  este  caso 01 = -0.236 C/m Y 
02 = 0.68 C . / m  . Los demas parametros tienen el mismo valor que en la Fig. 3a. Los 
valores asint6ticos para las funciones de disuibucih del  lado izquierdo son  los  mismos que 
en la Fig. 3a. El significado de las lineas es el  mismo que en la  Fig.  3a.  En el recuadro de  la 
izquierda  se  muestra  la  concentracih en el contacto de los  iones  negativos del lado 
derecho. En el recuadro de la derecha se muestra el perfil  de concentracih del coloide, en 

2 

2 

el contacto . 
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FIG. 3d. Lo mismo  que  en  la  Fig.  3a,  en  este  caso 01 = 4.136 C / m 2 ,  
02 = O. 68 C / m 2  y d = 1000~. Los demás partimetros  tienen el mismo valor que  en la 
Fig. 3a. Los valores  asintóticos para las funciones de distribución del lado  izquierdo'son 
los mismos que en la Fig. 3a. El significado de las  lineas es el  mismo que en  la  Fig.  3a. En 
el recuadro de la  izquierda  se muestra el perfil  de concentración de los  iones negativos, en 
el  contacto  del  lado  derecho. En el recuadro  de la derecha  se  muestra  el  perfii  de 
concentración del coloide, en el contacto. 
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w 2 1  
Figura 4a p7=0.01M, p + =OS5 M, p - =0.5M, CJ 1 =0.68C/m2, CJ,=-0.136 C/m2, d=l a - 

2:2, a3=7a, z,=-lO 

FIG. 4a. Perfiles  de concentración para los lados izquierdo y derecho de  la membrana, en 
función  de  la distancia a la membrana. El fluido  consiste  en una sal  divalente y un 
macroión. Los  valores de  los parámetros del fluido y la membrana son pc = O. O1 M ,  

p-=O.5M, p+ =0 .55M,  a3=7a, z j = - l O ,  a l = O . 6 8 C / m ,   a 2 = 4 . 1 3 6 C / m  2 2 

y d = l a .  Los valores asintóticos de  las funciones de distribución del  lado izquierdo son 

de concentración de los iones positivos y negativos,  respectivamente.  La curva con círculos 
es el perfil de concentración  de  los macroiones.  En el recuadro se muestra  el perfil de 
concentraci6n de los iones  negativos, en el contacto  del  lado  izquierdo. 

g- ( -m) = l. 1999 y g+ ( -m) = 1.0909. Las curvas s6lida y discontinua son los perfiles 
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22, a3=7a, z,=-lO 

FIG. 4b. Lo mismo que  en la Fig. 4a, en este caso d = 1 0 0 0 ~ .  Los demás parámetros 
tienen el mismo valor que en la Fig. 4a. Los valores asintóticos para las funciones de 

distribución del  lado izquierdo son los mismos que en la Fig.  4a. El significado de las 
curvas es  el mismo que  en la Fig. 4a.  En el recuadro se muestra el perfil de concentración 
de los iones negativos, en el contacto del lado  izquierdo. 

68 



x[a/2] 
Figura 4c p,=O.OlM, p + =OS5 M, p - =0.5M, o 1 =-0.136 C/m2, 0 ~ 9 . 6 8  C/m2, d=la 

22,  a3=7a, z,=-10 

FIG.  4c. Lo mismo  que en  la  Fig. 4a, en este  caso 01 = -0.136 C / m 2  Y 
0 2  = O. 68 C / m 2 .  Los demás parametros tienen el mismo valor que  en la Fig. 4a. Los 
valores asint6ticos para las funciones de distribuci6n  del  lado  izquierdo son los mismos que 
en la Fig.  4a. El significado de las curvas es  el mismo que en la  Fig.  4a. En el recuadro se 
muestra el perfil de concentraci6n de los  iones  negativos,  en el contacto del lado  derecho. 
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FIG. 5a. El negativo  de  la densidad de  carga inducida en  el  fluido por la membrana,  en 
funcidn del  ancho  de la  membrana  (medida en d iheuos  i6nicos). El fluido consiste en una 
sal  monovalente y un macroi6n. Los parametros  del  fluido y la  membrana 2 son 
p , = O . ~ l ~ ,  p - = 1 ~ ,   p + = I . I M ,  a3=3.8a, z3=-10, 0 1 = 0 . 6 8 C / m  y 

0 2  = -0.136 C / m 2 .  oa es la densidad de carga inducida en  la fase  libre de macroiones y 
OP es la densidad de carga inducida en  la fase que contiene  macroiones. 
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Figura 5b p3=0.01M, p + =1.1 M, p - =l.OM, 0,=0.68 C/m2, O,=-0.136 C/m2, 
1 : 1 , a3=7a, z3=-1 O 

FIG. 5b. Lo mismo que en la  Fig. 5a. Los parámetros de la membrana y el fluido son los 
mismos que en la Fig. 5a, pero en este caso a3 = 7a . El significado de las curvas es el 
mismo que  en la Fig.  5a. 
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Figura 6a p,=O.OlM, p + =OS5 M, p - =0.5M, (T 1 =0.68C/m2,  0,=-0.136C/m2, 
2:2, a3=3.8a, z,=-I O 

FIG. 6a. El negativo de  la densidad de carga inducida en el fluido por la membrana, en 
funci6n del ancho de la membrana  (medida  en dihetros iónicos). El fluido consiste en una 
sal divalente y un macroi6n. Los parámetros  del fluido y la membrana son pc = O. 01. M ,  

p- =0.5M,  p+ =0.55M, a3 =3.8a, z3=-10,  01 =0.68C/m y 2 

02 = "O. I36 C/rn2. 6, es la densidad  de  carga  inducida  en la fase libre de macroiones y 
OB es la densidad de carga  inducida en la fase que contiene  macroiones. 
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Figura 6b p,=O.OlM, p + =OS5 M, p - =0.5M, o 1 =0.68C/m2,  o,=-0.136C/m2, 
2 2 ,  a3=3.8a, z,=-1 O 

FIG. 6b. Lo mismo que en la Fig.  6a. Los parámetros de la membrana y el  fluido son los 
mismos que en  la Fig. 6a, pero en este caso a3 = 7a . El significado de  las curvas es el 

mismo que en la Fig.  6a. 
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FIG. 7. Presi6n  Osmótica en función  de la  concentración  del  coloide. L a  sal es 
monovalente y los únicos parámetros fijos en este caso son 23 = -IO y p- = 1 M .  Dados 
estos pgrametros calculamos p+ a travds  de  la R. 3.16, para cada valor de pc . Las curvas 
continua, discontinua y punteada  son  para a3 = 7 a ,  a3 = 7a y a3 = 5a, respectivamente. 
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FIG. 8. Presión Osmótica en  función  de  la concentración del coloide. La sal  es divalente y 
los únicos  parámetros  fijos  en  este  caso son z3 = -IO y p- = 0.5 M .  Dados  estos 
ptúametros  calculamos p+ a  través de la Ec. 3.16, para cada valor de pc- El significado de 

las  curvas es el mismo que en la  Fig. 7. 

76 



FIG. 9a.  Valores de la función de distribución de iones positivos en el bulto, en la fase 
libre  de macroiones; en función de la concentración del coloide.Los parámetros del fluido 
son los  mismos que  en la Fig. 7. Las curvas continua, discontinua y punteada  son para 
a3 = 7a,  a3 = 7a y a3 = .Ya, respectivamente. 
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FIG. 9b.  Valores  de  la funci6n de distribuci6n de iones negativos en el bulto, en la  fase 
libre de macroiones; en funci6n de  la concentración del coloide. Los parámetros del fluido 
.son los mismos que en  la Fig. 7. Las curvas  significan lo mismo que en la Fig. 9a. 
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FIG. loa. Valores  de la función de distribución de iones positivos en el bulto, en  la  fase 
libre de macroiones; en función de la concentración del coloide.Los parámetros del fluido 
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FIG. lob. Valores de l a  función de distribucih de iones negativos en  el bulto, en la fase 
libre de macroiones; en función de la  concentración del coloide. Los parámetros del fluido 
son los mismos que  en la  Fig. 8. Las curvas significan lo mismo que  en la  Fig. loa. 
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FIG. 11. Comparación entre datos teóricos y experimentales, para la presión osmótica en 
función de  la conentración del coloide. Los puntos negros son resultados experimentales 
,son para cerum albumina bobina, en una  soloción O. 15 M de NaC1:  La curva sólida son los 
cálculos  realizados para un macroión de a3 = 38 , 23 = 12, en una sal  monovalente 
donde p+ = 0.15 M .  
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