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CAPITULO 1

INTRODUCCION

El fenémeno de Termoforesis se descubrié experimentalmente hace ya mas de un siglo, éste
puede verse de la siguiente manera: un cuerpo inmerso en un gas con una temperatura no
uniforme mantenida por una fuente exterior al sistema, sufre una fuerza que lo acelera y
lo mueve de la regién mas caliente a la més fria en la direccién del flujo de calor, con una
velocidad proporcional al gradiente de temperatura. La fuerza causada por la presencia
de un gradiente de temperatura es conocida en la literatura como fuerza termoforética.
Existen diversos trabajos que abordan el problema de la termoforesis, tanto desde el punto
de vista tedrico como experimental. Dentro de los anglisis tedricos ha sido conveniente
reconocer tres régimenes, que estan en funcién del cociente entre la trayectoria libre media
del gas y el radio de la particula, lo cual define al nimero de Knudsen K ,; asi, el primer
régimen es el denominado de molécula libre, en donde K, >> 1, aqui la particula es muy
pequena o la tayectoria libre media del gas es tan grande, que el cuerpo practicamente no
influye en la funcién de distribucién de las velocidades. Es en éste régimen donde existe
una mayor cantidad de trabajos en los que se reportan resultados que coinciden de manera
satisfactoria con llos datos experimentales.

En el régimen donde el nimero de Knudsen es del orden de la unidad, que puede llamarse
de transicién, aparecen problemas de una complejidad considerable de la dindmica de
gases enrarecidos, y que estdn ain sin resolver en Teoria Cinética. La complejidad de
los problemas que aqui se presentan tiene que ver con el hecho de que no se tiene la

simplificacién que existe en el régimen de molécula libre, ni la ventaja de aplicar una
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teoria hidrodindmica modificada como se usa en el analisis de la tercer regién que es el
del flujo “deslizante” donde K,, < 1. Se ha mostrado que en éste régimen las ecuaciones
hidrodindmicas de Navier-Stokes, de masa y energia se pueden aplicar al sistema, claro,
con las condiciones a la frontera adecuadas.

La fuerza termoforética es no sélo un problema tedrico interesante, sino que ademas tiene
una importancia practica, sobre todo en ciencia de aerosoles donde ha recibido considerable
atencién. Estas dos razones son las principales motivaciones para realizar éste trabajo. Asi,
uno de nuestros objetivos es el obtener una expresién para la fuerza promedio que actia
sobre una particula que se mueve en un gas con temperutura y concentracién no uniformes,
analizando especificamente la fuerza termoforética en el sistema.

El andlisis que aqui presentamos es desde el punto de vista de la Teoria Cinética, es decir,
nuestro sistema estara descrito a través de una funcién de distribucién de velocidades que
cumple con la ecuacién de Boltzmann que es la ecuacién mas importante de la Mecénica
Estadistica Fuera de equibrio. Esta ecuacién fue deducida por primera vez en 1872, y
desde entonces ha sido estudiada de manera considerable tanto desde el punto de vista de
la teoria fundamental, asi como por las aplicaciones practicas.

Dentro de las aplicaciones de la ecuacién de Boltzmann estan las que se hacen a mezclas,
en particular para las binarias, dentro de las cuales podemos encontrar anélisis de sistemas
en donde las masas moleculares son diferentes, ésto desde el punto de vista de la fisica es
un problema complicado, pero que mateméaticamente simplifica algunos calculos.

Si ademas de tener masas distintas, se tiene que entre las densidades numéricas existe
una diferencia grande, el sistema se convertira, bien en lo que se conoce como un gas de
Rayleigh en donde la densidad numérica de las particulas ligeras es mucho mayor que la
correspondiente a las de las masivas, o en lo que es conocido como gas de Lorentz en que
la masa molecular y la densidad numérica de una de las especies son muy inferiores a la

de la otra.

En cuanto al gas de Rayleigh, que es el que analizaremos aqui, desde el punto de vista
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de la Teoria Cinética se puede hacer una aproximacién en el operador de colisiones en la
ecuacién de Boltzmann para las particulas masivas, considerando que las interacciones en-
tre las particulas pesadas son tan escasas comparadas con las interacciones de éstas con las
ligeras, de modo tal que en el operador de colisiones la integral de colisiones que cosidera
las interacciones de las particulas grandes entre si, se pueda despreciar. Este tratamiento
lo han hecho antes C.S. Wang y G.E. Uhlenbecken en 19571l quienes, para la funcién de
distribucién del gas ligero en la aproximacién del operador de colisiones de las particulas
masivas sustituyeron una Maxwelliana; ellos lo hicieron con la finalidad de obtener una
ecuacion diferencial para las particulas pesadas, ya que generalmente es menos complicado
resol;rer una ecuacién diferencial que una integral. Cuando se toma en cuenta la no uni-
formidad del sistema surgen efectos interensantes , como es el caso que Fernandez de la
Mora y J. M. Mercer, analizaron en 1982 ellos estudiaron a este sistema desarrollando
al operador de colisiones en serie de Taylor en términos del cociente de masas molecu-
lares de la especie ligera entre la suma de las masas moleculares de ambas especies. Una
vez aproximado el opefador de colisiones de su forma integral a una diferencial, quedan
coeficientes en términos de la funcién de distribucién del gas ligero, y es aqui donde intro-
ducen la inhomogeneidad del sistema al sustituir la solucién de la ecuacién de Boltzmann
por el método de Chapman-Enskog y se encontraron con que al incluir un gradiente de
temperatura en el sistema, se observa que sobre las particulas actia una fuerza térmica

proporcional al mismo.

Aqui, seguimos el tratamiento que Ferndndez de la Mora y Mercer utilizan al aproximar
el operador de colisiones, con la diferencia de que al sustituir la funcién de distribucién
del gas ligero lo haremos con la solucién a la ecuacién de Boltzmann por vel método de
Grad, mostrando asi algunas de las ventajas en el uso del metodo de Grad para resolver

la. ecuacién de Boltzmann.

Este trabajo estd estructurado de la siguiente manera: en el capitulo II se calculan los

coeficientes de transporte para la mezcla binaria con masas diferentes, tomando en cuenta
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ademads que entre las densidades numéricas existe una gran diferencia. En el capitulo III
se presenta la aproximacion del operador de colisiones en la ecuacion para las particulas
pesadas despreciando el término de colisiones entre particulas masivas, e introduciendo
para la funcién de distribucién del gas ligero la solucién de la ecuacién de Boltzmann por
el método de Grad, ademaés se obtiene la fuerza promedio que actia sobre las particulas
masivas.

El capitulo IV estd dedicado a analizar la forma que tiene la fuerza térmica sobre una
particula que se mueve en un gas diluido con temperatura no uniforme, observando como
depende de las propiedades de la particula, asi como de las condiciones del gaé y los
potenciales de interaccién. El capitulo V presenta un modelo simple para un aerosol,
tomando primero una distribucién discreta para los tamanos de la particula, y después se
calcula la fuerza para distribuciones continuas. Por 1ltimo en el capitulo VI se présentan

las conclusiones de este trabajo.



CAPITULO II

COEFICIENTES DE TRANSPORTE
I1.1 Ecuacién de Boltzmann

La descripcidn de un sistema formado por una mezcla de gases diluidos, desde el punto de
vista de la Teoria Cinética se hace a partir de una funcién de distribucién que satisface la
ecuacion de Boltzmann.

Para N componentes diferentes, la ecuacion de Boltzmann de la i-ésima especie se escribe

en la forma siguiente:

0 0 F 0 & .
afi—'—ui.g;'fi-ihgi.B_W-fiZ;J(fi’fj)’ (’L,j—l,?,...,N) (11.1.1)

Ala pé,rte izquierda de la ecuacién se le conoce como el término de arrastre y es el cambio
de la funcién de distribucién ocasionado por el movimiento de las particulas, que se mueven
a una velocidad u;, y también porque alguna fuerza externa F esté presente .

El término de la derecha es el llamado operador de colisiones, en el cual se consideran
las interacciones por pares entre todas las particulas de las distintas especies, incluyendo
interacciones entre particulas de la misma clase.

Cada uno de los términos J(f;, f;) tiene la forma

J(fir fy) = / / kLW (ki /K, )ges [ f1 (s, ,8) £ (w3, 8) — filus, %, £) 5 (ug,%, )]
(I1.1.2)



en donde g;; es la magnitud de la velocidad relativa g;; definida por:

g,-j::ui—uj (111«3)

la magnitud de la velocidad relativa g;; es constante, como una consecuencia de la con-
servacién de la energia cinética. Esta situacién es vélida cuando el gas estd formado por
moléculas monoatdmicas, en tal caso la {inica manera en que puede ocurrir intercambio de
energia en las colisiones es a través de una colisién elastica. k;; , ki;; u;, uy, uj, u} son los
vectores unitarios en la direccién de las velocidades relativas y las velocidades moleculares
antes y después de las colisiones, respectivamente. Por dltimo, W (k;;/k!;) es la seccién

transversal de colisién que depende del potencial de interaccién y su efecto es el de cambiar

la direccién de la velocidad relativa de k;; a k.

En especial, cuando se tiene un potencial de interaccién con simetria esférica, el operador

de colisidn toma la forma:

J(fis f5) =/dudeU(gij,9)9ij[ff(“§,x,t)f}(u},x,t)—fi(ui»x,t)fj(uj,x,t)] (11.1.4)

En este caso 0(g;;,0) es la seccién transversal de colisién, d? es la diferencial de dngulo
solido.

Para resolver la ecuacién de Boltzmann existen varios métodos, entre ellos: el de Chapman-
Enskog!!?l| operadores de Proyeccién, en particular, aqui usaremos el método de Grad en
la aproximacién a trece momentos. Este consiste en desarrollar a la funcién de distribucién
fi(u;,x,t) en serie de polinomios tensoriales de Hermite, tomando como funcién de peso

a una Maxwelliana local es decir:

3
0 _ . my 2 _micg(x’ t) 5
fi "'(x’t)(mrKB ) exp IKpT ). (11.1.5)

en donde n;(x,t) es la densidad numérica de la especie %, que se define como :
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n;(x, t) =/fi(uiaxa t)du,

C.(x,t) es la llamada velocidad peculiar,

C;(x,t) = u; — v(x,1)

v(x,t) es la velocidad hidrodindmica del sistema definida por:

LN
v(x,t) = p Zpivi (x,1),
i=0

a su vez la densidad total se construye como:

N
pOx,t) = 3 pix, 1)
=0

donde

pi(X, t) = ni(x') t)ml

y vi(x,t) (i =1...N) es la velocidad media de cada especie.

1

vi(x,t) = )

/llifi(ui,X, t)du;.

La funcién de distribucién se escribe ahora de la siguiente forma:

flen ) = £ Y 2ol e, ) HO ),

3

(I1.1.6)

(I1.1.7)

(I1.1.8)

(11.1.8a)

(I1.1.8b)

(I1.1.9)

(I1.1.10)

donde los coeficientes a'* (x,t) son los momentos de la funcién f;(c;,x,t) y nos dan canti-

i

dades con significado fisico claro. Por otro lado, los momentos que tomaremos en cuenta al

escribir el desarrollo y solucién de la ecuacién de Boltzmann son los que se asocian con: la

densidad numérica, el impetd lineal(momentum), energia cinética, ademés de los tensores

de presion, los flujos de calor y de difusién para cada especie.
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En este sistema consideraremos que todas las especies de la mezcla tienen la misma tem-

peratura T que se define como:

N N

X 1

‘g'kBT E ni(x,t) = E /imiC’ffi(ui,x, t)dui (1[111)
=0 =0

es decir, la temperatura mide la energia cinética promedio del sistema.

El tensor viscoso sin traza de la i-ésima especie se define:

PEx,t) = [ ma(CiCo)® fu, (I1.1.12)
el flujo de calor correspondiente a la especie 7 es:

1 5
qi(x, t) = / (im,Cf - ikBT)C,-fi(ui,x, t)dui. (11.1.13)
De acuerdo con las propiedades de los polinomios de Hermite y las expresiones para los
momentos elegidos, el método de Grad, nos dice que la funcién de distribucién en la
aproximacién equivalente a 25 momentos para la mezcla binaria que estamos considerando,

en donde ambas especies tienen la misma temperatura, se escribe como sigue:

O L MMy o T po(C.CL)°
f’L fz + ICBT K ki + 2p1KBT__1, . ( K l)
2m; m;C? 5
: . _q; - C,. 1.14
e KaT (2KBT 2)q } (11.1.14)

En este caso V;(x,t) = v;(x,t) — v(x,t) es la velocidad de difusién y p; = n;kgT es la
presién hidrostatica parcial.

En la expresién (I1.1.14), las cantidades f2,V;,C;, T, P¢,q; dependen de la posicién x y
del tiempo t, pero a partir de aqui omitiremos dicha dependencia con el objeto de facilitar
la notacidn.

Una vez elegidas las variables independientes, lo que sigue es obtener las ecuaciones de

movimiento correspondientes . Las ecuaciones para las variables conservadas, es decir, la
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densidad numérica, el momentum, la energia cinética son las usuales, pueden deducirse
a partir de la ecuacion de Boltzmann haciendo uso de las ecuaciones de conservacién
en una colisién binaria y las propiedades del término de la colisién en la ecuacién de
Boltzmann. Para todas las variables procedemos de la siguiente manera: a la ecuacion de
Boltzmann (I7.1.1) la multiplicamos por ¢du;, en donde ¢ es una propiedad molecular del
gas, funcién de la velocidad molecular u;, e integramos sobre todo el espacio de velocidades.
Al integrar hacemos dos hipétesis muy importantes: (i) la integral es convergente, (ii) el
producto ¢f es una cantidad que tiende a cero conforme la velocidad u; tiende a infinito
en cualquier direccién, esto dltimo significa que la funcién de distribucién tiende a cero
para velocidades muy grandes, es decir, es muy poco probable tener en nuestro sistema
particulas con velocidades muy grandes.

Una vez realizada la integracién se cierran las ecuaciones consistentemente con la aproxi-
macién que se realiza en la funcién de distribucién. Esto significa que todas las integrales
que contienen momentos de orden superior se aproximan al mismo nivel. Por otra parte,
las integrales de colisién también se calculan linealizando y considerando la funcién de

distribucién aproximada al ntiimero de momentos que se han considerado relevantes.



I1.2 Ecuaciones de Movimiento

Particularmente estamos interesadas en analizar un sistema que consta de sélamente dos
especies, cuya caracteristica principal es tener masas disparejas que se denotaran por myg

y m1, que cumplen con la relacion:

mo < m;.

Para estudiar al sistema consideremos las ecuaciones de conservacién y de relajacion, que
se obtienen siguiendo el procedimiento descrito al final de la seccién anterior, si se susti-
tuye a ¢ por cantidades que se conservan durante las colisiones obtenemos las ecuaciones
macroscopicas de conservacién para la masa, momento y energia de una mezcla binaria

especificamente, aqui presentamos la ecuaciones de conservacion linealizadas, ésto es:

9 L. (pv) =0 (11.2.1)
ot
ov
p—a—t———Vp—V-ﬂo (1122)
3 or

Este conjuto de ecuaciones se obtuvo linealizando las cantidades alrededor de un valor de
equilibrio local, tomando como hipétesis el que el sistema no esté lejos del equilibrio, donde
es valida la teoria de la Termodinamica Irreversible Lineal.

Para otros valores de ¢ como es el caso del flujo de calor o el tensor de presién se obtienen
las ecuaciones de relajamiento, en el analisis desarrollado aqui se consideran las ecuaciones
para los flujos de calor y de difusién, sin tomar en cuenta el acoplamiemto con el tensor
de presiones. La deduccién de dichas ecuaciones de relajamiento se dan de forma explicita

en [10], aqui solamente escribiremos las ecuaciones de relajamiento ya linealizadas.
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Asi, tenemos que la ecuacidn para el flujo de calor de la especie 0, es:

mo

0 5 kgT bkgT
( B > = ——2 g0 + Agaqo + A2 Vo + Anaq (I11.2.4)

i T+ PV 2moAy

la especie 1 cumple con:

my

o 5 kgT 5kgT
Zqu+2p V[ 2 ) = = 2B gy + Aszqq + 43 Vo + Anqo (I1.2.5)
ot 2 2my Ay

y la velocidad de difusién para la componente O satisface la ecuacion de relajamiento:

0 1
ZVo+ 2dy = — (A Vo + Aizqo + Aizar) (11.2.6)
ot Po Po

Se toma en cuenta sélo la velocidad de difusién, ya que las velocidades de ambas especies

no son independientes.

Ademas hemos definido

do = v(f’—") + ("—‘? - 'f’pﬂ) Ving, (11.2.7)

n

que se usa como fuerza de difusion.

Es importante senalar que en estas ecuaciones se ha hecho la aproximacién mencionada
para las funciones de distribucién de manera que todas las integrales se han evaluado de
manera consistente con ella. Estas integrales de la ecuacién de Boltzmann estan escritas
ahora como combinacién de las integrales de colisién A;; para las cuales enlistamos los
valores en el caso de esferas duras en el Apéndice B. Como vemos, el conjunto de ecuaciones

(I1.2.4) — (I1.2.6) son ecuaciones de relajamiento, en donde se identifica a los tiempos de

relajacién como:

1 [TLO _‘An} (I1.2.8)



1 [LO _ Aw}, (11.2.9)

qu qu
en donde
2m; A0
0 17V .
L= 2T =0.1 11.2.10

es el tiempo de relajamiento para la especie i sin presencia de la otra; A? es la conductividad
térmica de ¢-ésima componente y
Po

TV0=—A—11', (112].].)

la cantidad A;; estd relacionada con las integrales de colision Ql(-;-’r) de la siguiente manera:
16 (L,1)
10

Ay =— ?noﬂopﬂ

Las ecuaciones (I1.2.4) — (I1.2.6) dependen de los tiempos de relajamiento, que a su vez,
estan en funcién de los potenciales de interaccion via las integrales de colisién. Para tener
una idea del ordende estos tiempos tomemos como ejemplo hemos el potencial de esfera
dura, por lo que asignaremos los radios gg y 0 a las especies 0 y 1 respectivamente. En este
caso la trayectoria libre media se escribe como: I; = _\/5_7'1':“_?-’ y los tiempos de relajamiento

de las especies puras, satisfacen la relacion:

1
0 _ b (@) ’ (I1.2.13)
T b \m ,

En esta relacién se ve que si las trayectorias libre media de ambas especies son del mismo
orden de magnitud, el cociente queda determinado por la razén entre las masas al que

llamaremos é, que serd un parametro muy importante para el analisis del sistema.

6 _ (@) 1/2
my
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rvo = — 22 = 0(8). (I1.2.14)
A

Asi mismo, cuando se toma en cuenta la presencia de ambas especies, los tiempos de
relajamiento de los flujos de calor se comportan como: T, = 7'80 +0(6%) y 1q1 = Tgl+0(63),
el tiempo de relajacién para q; casi no cambia.

Si ahora consideramos un gas de Rayleigh, es decir que la densidad de particulas masivas
es muy pequena comparada con la de la especie ligera: ng > n,, tendremos otro parametro
de pequetiez, el cociente de las densidades numéricas € = % <« 1, de manera que el cociente

de tiempos de relajamiento ahora se expresa como:

0 2
%‘l - (%) €6 (11.2.15)
ql 0

Vemos que la razdn entre los tiempos esta caracterizada, ademés de € y 6, por los tamanos
de las particulas; si ambas especies tienen radios similares, entonces el cociente se carac-
teriza por los dos pardametros € y §; pero si g; > 0y, de la definicién de trayectoria libre
media y la relacién para ambos tiempos (17.2.13), tenemos que ésta tltima se determina
por el parametro 4.

Nétese que en todos los casos la especie ligera relaja mas rapido que la pesada, lo que
coincide con la conjetura de Grad. Esta caracteristica nos permite eliminar variables

rapidas y hacer aproximaciones en las ecuaciones (/1.2.4) — (I1.2.6) tomando a € y § como

2,

I

pardmetros para medir las aproximaciones, tomaremos aqui hasta términos de orden 62, ¢
haciendo estas consideraciones se calculan los coeficientes de transporte del sistema, que

son funciones que dependen de la posicién y del tiempo .
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I1.3 Coeficientes de Transporte Generalizados

Con el objeto de facilitar los calculos pasaremos al espacio de Fourier, separando las ecua-
ciones en su parte longitudinal y transversal. Ahora en el espacio de Fourier los coeficientes
dependeran del vector de onda y de frecuencia, y a estos coeficientes se les conoce como
Coeficientes de Transporte Generalizadbos.

Para obtener la parte longitudinal de los coeficientes de transporte usamos las ecuaciones:

. 5 pok = oy
(1 — tw7go)(tk - q1) — A237eo(tk - qo) — A217e0(tk - Vo) = _§P;)n03 T0k*T,  (11.3.1)
para el flujo de calor de la especie 0 y
. . 3 PlkB 27 .
(1 —iwry)(tk-qi) = ~3 T k“T, (11.3.2)

corresponde al flujo de calor de la especie 1.

La ecuacién de la parte longitudinal del flujo de difusién es :

(1 — iwryo)(ik - Vi) — T—p"o—"Am(ik- Q) - %Alg(ik ‘q1) = -T;;’p (ik-do) (I1.3.3)

 Las ecuaciones (/1.3.1) — (I1.3.3) contienen a los flujos de calor qo , q; y al flujo de
difusiéon Vg, que pueden despejarse en términos de las fuerzas termodinamicas, una de
ellas proporcional a las variaciones de la temperatura (kQT) y otra que depende de la
fuerza de difusién (ik - dg). De hecho al‘ realizar ésto se estan construyendo ecuaciones
constitutivas generalizadas; en particular nos interesa el flujo de calor total en nuestro
sistema Qeotar = qo +q) expresado en términos de la temperatura y del flujo de difusién, y
éste dltimo en términos de la fuerzas termodindmicas, de manera que podamos identificar
a los Coeficientes de Transporte Generalizados. Al efectuar operaciones para obtener el

flujo de calor total del sistema, en términos de las fuerzas termodinamicas, usando las

relaciones (11.3.1) — (11.3.3) llegamos a las ecuaciones constitutivas:
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ik - Qrotar (K, w) = A(kw)k2T + /:—pn(ik,w)(ik Vo) (I1.3.4)
1

(k- Vo) = — Dio(k,w) | (ik - dg) — & (ik, w) =T

2 2
nm k ] (11.3.5)
T

P

donde A(k,w) es la conductividad térmica generalizada, Do(k,w) es el coeficiente de
difusién generalizado, x(k,w) y x’(k,w) los coeficientes de termodifusién y difusién térmica.
Estos dltimos son los analogos de los coeficientes cruzados que satisfacen las relaciones
reciprocas de Onsager cuando se trabaja en el régimen hidrodinamico.

En el modelo cinético que estamos trabajando podemos evaluar directamente estos coe-
ficientes y es una cuestién algebraica el extraerlos a partir de las ecuaciones (17.3.1) —

(11.3.3). Al realizar las operaciones obtenemos que la conductividad térmica se escribe

CcOomo:

. 0 0
Ak, w) = —20 A1 ! + AnTp } (I1.3.6)
(1 —twrgo) (1 —iwrq) [(1 —wTq1) (1 —wTgo)
en donde /\SO) (i =0,1) son las conductividades térmicas de la i-ésima especie.
El coeficiente de termodifusién
A
PPk, w) = 2120 (I1.3.7)
o1 (1 — twTgo)
El coeficiente de difusion
- kpT -t
Do (k,w) = —2—22 Vo [1 — WTyo — A12TV0421T‘10] (11.3.8)
npmom, po(l — iwTg0)

El coeficiente de difusién térmica

T A12/\8 ( )\OT 0A23 Alg)\o
Kkw)==-|—"9 [14 LT + -1 I1.3.9).
( ) p [(1 — WTg0) A (1 — wTgy) (1 —twryr) ( )

Vemos que cuando no incluimos el tensor de presiones, obtenemos cuatro coeficientes de

transporte de la mezcla: la conductividad térmica , que nos relaciona la produccién del
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flujo de calor con un gradiente de temperatura, el coeficiente de difusion, da la razon
de transporte de materia debido a una variacién en la concentracién, el coeficiente de
difusién térmica estd relacionado con el transporte de masa ocasionado por un gradiente de
temperatura y finalmente el coeficiente de termodifusién nos informa a cerca del transporte
de energia debido a un gradiente en la concentracién.

En los cuatro coeficientes observamos que no existe dependencia con el vector de onda
k, pero si dependen de la frecuencia w, ésto ltimo permite analizar el régimen cinético,
recuperando el limite hidrodindmico cuando hacemos que la frecuencia tienda a cero (w —
0).

Se ve también que ;31 conjunto (/71.3.6) — (/1.3.9) es valido para cualquier potencial central,
ya que esta informacién estd en las integrales de colisién A;;. En el caso especifico de

potencial de esfera dura, se vera la dependencia de los coeficientes de transporte en € y 6.

Asi:

Mw) = A9 1+ "—36(1 — W) + 271 62 (I1.3.10)
(1 — dwTy) ot (1 —iwty)  2v/202(1 — WwTg0)

5 0%y € 1
4/2 08 (1+¢€) (1 —iwTy)

R(w) = (I1.3.11)

. 3 (2%kpT(1+6)\* 1 2 !
Dio(w) = _< sT(1+ )> - {1 — iwTyo — 710 } (I1.3.12)
16 ™Mo nof, 2v/203(1 — WTg0)
. 5 02 € 1 o? (1 — iwTyo)
7 (w) = ——_210 1 4 T0s2 4 POL- ~ %Tq0) 5 11.3.13
) 44/2 o3 (1+e)(1——z’w7'qo)[ + o? +p1(1—z'qu1) ( )

En estas expresiones para los coeficientes de transporte generalizados se observa que las
contribuciones de las particulas ligeras dan la primera contribucién y los términos que

contienen las caracteristicas de las particulas masivas estan multiplicados por alguno de
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los parametros de pequenez (¢ 6 §). Ain asi, todos estos coeficientes contienen dependencia
con la frecuencia. A su vez, el coeficiente de difusién se simplifica, quedando independiente
del cociente de masas y con un término pequeno en €. En esta aproximacién los coeficientes

de difision térmica y termodifusion resultan iguales

2
5 oy €

f{(w) = I?.',’(w) = _4\/50-_(2) (1 — inqO)

(I1.3.14)

ademés dependen de 7,0 que es el tiempo de relajamiento asociado a la especie de particulas
ligeras.

Es importante notar que en este caso tenemos una relacién de Onsager fuera del régimen
hidrodinamico, ya que alin esta presente la dependencia con w.

Con el afdn de entender un poco mejor el contenido de las ecuaciones constitutivas gene-
ralizadas vamos a regresar a las ecuaciones (171.3.4) y (I1.3.5) para tomar la transformada
de Fourier inversa en el espacio k.

Este procedimiento resulta sencillo para el caso en que los coeficientes no dependan del

vector de onda, entonces,

V - Qtotal (r, w) = Mw)[~V2T(r,w)] + ”p"—f’m(w)v - Vo(r,w) (11.3.15)
V. Vo(r,w) = —";’:;1 D1o(w) |V - do(r,w) — E;(,Tw)[—V2T(r,w)] (I1.3.16)

La estructura de estas ecuaciones refleja el hecho de que la dependencia en la posicidn es
local, es decir las variables dindmicas sélo dependen del punto r y las inhomogeneidades en
el sistema no se ven en las distancias que estamos manejando (| r [> [, [ es la trayectoria
libre media ).

Como un segundo paso queremos tomar la transformada de Fourier inversa en la frecuencia

w , para asi obtener la dependencia temporal explicita. Para los coeficientes que hemos en-
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contrado ésto resulta muy simple pues la transformada inversa es una funcion exponencial,

asi, al aplicar la transformada inversa a (I1.3.15) y (/1.3.16), usando la definicién:

fit) = — /00 e F(w)dw, (11.3.17)

21 J_ o

éstas de transforman en:

t
V-q(x,t) = —/ At — )V (x, t)dt' + pp"p (t— tV - V(x,t)dt'  (I11.3.18)
i 0 1 Jo

V.V(x,t) = -2 ml/ Diolt — #)Vdo(x, £)dt!  +
n m, // " 2
D — dt”" | V*T(x,t")dt 11.3.19
JHOTO/ |:/ 10 ( ) :l (x ) ( )

Los coeficientes de transporte (/1.3.10) — (11.313) al aplicarles la transformada inversa de

Fourier son, ahora en espacio temporal:

¢ 2 2 ¢
At) = _Agie'f_ﬁ [1 + 279 62 (—t—)} - U—géie_m (11.3.20)
Tq0 2v202  \ 70 o Tq1
5 0% ¢ 1 -+
k(t) = — — —e Te0 (I1.3.21)

42 3 (1 +¢€) 190

5 o2 € 1 | R—
K'(t) = 10 [ —e <1+ 1062) Pos— e ’ql] 11.3.22
®) 4\/5 o2 (1+¢€) | 140 gy pL Tq1 ( )
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Duo(t) = __Ij)_(QkBT(l + 52))1/2 1 1 [exp(—— Tt )(QTVO -

16 Tmo no?y Tvo(m — T2) 27407V 0
t
e:rp(—— T _> (2rvg — 7‘2)} (11.3.23)
Tq0TVO

2
€T
(3% -1)
. . 220
donde 71,7y son las raices de 72 + ¢ ZeetTv0 .

=0,y 11, T2 son :

TVOTq0 TVvoTq0
€o? 1/2 :
— _ 2 o
L =Tq0 +Tvo [(qu + 1vo)” + 4(2\/50(2, 1)7.407-‘/0} (11.3.23a)
' eo? 1/2
— 2 0
T = Tq0 + Tvo + [(qu + Tvo) + 4(2\/50(2) 1) quTvo:| (11.3.23b)
La raiz que aparece el las relaciones (11.3.23a,b) se puede escribir como:
- - 211/2
Ta0 [1 ~ 2<ﬂ> (1-2a) + <ﬂ> ] (11.3.24)
Tq() qu
donde
2
€070 .
a= 11.3.24a
= aol ( )
~ En el caso de esfera dura el cociente de tiempos de relajacién es de orden é

A4} 2\/55
— )= 11.3.25
(Tq0> 5(1+62)1/%° ( )

con lo que hacemos un desarrollo en serie de Taylor,donde finalmente la relacién (11.3.23)

nos queda:

2 1/2
Dio(t) = — > ( 2keT(1 + &%) L (L] (ve_,
16 TN nafo T40 Tq0

17 t 1 t
———ﬂ(l—{—m)]em‘p{-——(l—a—m)] ——exp[— {1-{—7—‘/0 (a+ TVO):H +
4 Tq0 -Tq0 Tq0 4Tq0 T‘{O V0 Tq0 4qu




1 t
* [a(1 _ 10.) + 1@(1 + 'fv_o)] exp[__ [1 4 M(a + M)H) (11.3.26)
Tq0 Tq0 47,0 Tq0 TvQ Tq0 4750

En las ecuaciones (I1.3.18) y (I1.3.19) es muy importante notar que los flujos de calor y
difusién tiempo t dependen de las variaciones de temperaturas en t’ y esta variable varia
de (0,t), es decir dependen de la historia de las fluctuaciones en la temperatura, o en la
difusién en el caso del fujo de calor. Dicho en otros términos, la respuesta a una variaciéon
de temperatura que se ve al tiempo ¢, ha ocurrido en algin ¢/, y éste varia entre t =0y ¢.
También es claro, de las relaciones (11.3.20) — (11.3.23), que si el tiempo de relajamiento

(t—t’)

dominante 749 ( Tvg) €s muy pequeno comparado con ¢, entonces T—loe— 70— §(t—t).
q

Asi, tomando 740 ¥ Tvo muy pequeios, los coeficientes de transporte son ahora:
/ 0 0(2) /
At—t)=— /\0+;?6 6(t—-1t") (11.3.27)

K(t—t) = — olo ¢ s(t—t) (11.3.28)
42 03 (1+¢)

5 o? € a? Po
"t—t) = bt 11 [1 —‘—°+—}6t—t' 11.3.29
= A R ara T o T s ( )

o(t—t I11.3.
o7 =) (11.3.30)

3 (2%pT(1+62)\? 1
Dufe ) = 15 (*)

Las relaciones (I1.3.27) —(11..3.30) nos dicen que la respuesta es instantanea, esto significa
que si se tiene a una variacién de temperatura en t se tiene un flujo de calor también en
t. En este caso las ecuaciones (I1.3.15) y (I1.3.16) se pueden integrar y recuperamos
las ecuaciones constitutivas usuales de Fourier y Fick respectivamente. De hecho este
procedimiento es completamsnte equivalente a tomar el limite hidrodindmico (w — 0) en

el espacio de Fourier.
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Asi, si tomamos el limite hidrodindmico, tenemos que los coeficientes de transporte son:

2
A= 23(1+ 238+ 0(6%)] (11.3.31)
1
3 5 031> €
— -2 (%) ¢ 11.3.32
=) (H1:3:32)
_ ] v\ 1/2 9 1—1
Dip = — (”"BT(I +9 )> L [1 - ﬂlﬂ] (11.3.33)
16 Tmy nog, 2v/2
gfz__f‘_(_‘fg_l) € [1+‘7_<%152+@ } (11.3.34)
42\ 03 /(1 +¢) o P1

Cuando tomamos el limite en que la masa molecular de la especie ligera sea mucho menor
que la especie masiva se puede aproximar a la conductividad térmica del sistema por la

del gas ligero.

Ak, w) = A , (11.3.35)

Esta aproximacién se hace también suponiendo que los tamafios son muy diferentes, de

0_2

forma tal que el cociente
71

<L
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I1.4 Ecuaciones de Fourier y de Fick

Las ecuaciones constitutivas generalizadas (11.3.15,16) también conducen a las relaciones
usuales de Fourier y Fick cuando se toma el limite hidrodindmico, sin embargo para ver
claramente el significado de dicho procedimiento regresemos al conjunto de ecuaciones de
relajamiento (I1.2.4)-(I1.2.6). Consideremos que los tiempos de relajamiento de los flujos
(Tq1, Tq0 ¥ Tvo) son pequeilos comparados con los tiempos en que estamos trabajando

(t > Tq1, Tq0 , Tvo), €n ese caso tendremos:

5 kgT
Tq0§p0v (_:L—O_) = —qo + A217q0 Vo + A237e0m (IT.4.1)
5 kT
Tq1 §P1V<—:Ll—> = —qq + A31741 Vo + 43274190 (11.4.2)
A A
Tvo-z-)—do =—-Vo + Tvo—ﬁqo + Tvo _13q1 (11.4.3)
Po PO Po
de donde podemos obtener
= — pp
Qtotal = do + q1 = —AVT + ZK/TVO (I1.4.4)
2
Vo=-2"p, (do + EZVT) (11.4.5)
P10 T

que son las ecuaciones constitutivas usuales, en ellas se muestran los coeficientes de Onsager
a través de los acoplamientos calor-difusién en el sistema.

Si trabajamos a tiempos cortos es posible que las derivadas temporales de los flujos ya
no puedan despreciarse y entonces podemos usar la solucién (I/1.4.1) — (I1.4.3) como una
primera aproximacién para calcular %ﬂ, 8—5}1, %"- vy entonces es claro que en las ecuaciones

resultantes tendremos contribuciones del tipo ?ﬂ’gti’ﬁ, etc., es decir, no sélo las inhomo-

geneidades espaciales serdn importantes sino que también sera necesario tomar en cuenta

22



su variacién temporal. Estos términos son tipicos de ecuaciones constitutivas de orden su-
perior como las ecuaciones de Burnett. Aqui no nos interesa discutir esto en detalle, debido
a que desde el principio hemos ignorado la presencia del tensor viscoso en la descripcién y
entonces no tenemos términos en segundas derivadas en las variables. Dicho de otra forma,
las ecuaciones constitutivas de Burnett que podriamos obtener estarian incompletas aun
en su version linealizada. Esto, lejos de ser una dificultad sélo refleja el interés particular
que hemos tenido en éste trabajo ; ya que dnicamente nos hemos ocupado de los flujos de
calor y difusion en el sistema.

Finalmente, en este capitulo se han obtenido los Coeficientes de Transporte Generalizados,
los cuales nos proporcionan informacion acerca del sistema. Estos coeficientes se obtuvieron
al considerar la mezcla binaria sin mas restriccidon que la diferencia de masas, haciendo
al final la suposicién de que entre las densidades numéricas también existe una diferencia
grande, en este caso la densidad de la especie 0 es mucho mayor que la del gas ligero;
se ve entonces que los coeficientes que dependen del otro parimetro de pequeiiez ¢, el
coeficiente de termodifusién k(k,w) y el de difusién térmica «’(k,w), y a primer orden en
este parametro se cumple una relacién de Onsager para este caso particular.

En la ecuacién de Boltzmann se consideran las colisiones binarias entre todas las especies,
tanto colisiones entre particulas de distintas especies como entre particulas del mismo tipo.
Lo que se hard en el siguiente capitulo es aplicar desde el principio del analisis la hipStesis

de la diferencia en las densidades numéricas en la ecuacién para las particulas de la especie

masiva.
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CAPITULO III

ECUACION DE FOKKER-PLANCK

Si tenemos que la densidad numérica del gas pesado es mucho menor que la corres -
pondiente a la del gas ligero de nuestro sistema, es decir %:; K16 %‘1’- — 00; las colisiones
entre las particulas masivas se puede despreciar. Entonces en la ecuacién de Boltzmann
para las particulas pesadas, el operador de colisiones que toma en cuenta las interacciones
entre particulas de la misma especie deja de ser importante y lo podemos despreciar,
al operador restante le podemos hacer algunas aproximaciones. Tomando en cuenta la
diferencia de las masas se hace un desarrollo en serie de Taylor de la funcién de distribucién
para las particulas pesadas en potencias del parametro ¢ = (%11)% Mientras que al gas
ligero lo seguiremos describiendo a través de la funcién de distribucién que cumple con
la ecuacién de Boltzmann, es decir la funcién (/7.1.14). La aproximacién que haremos
- al operador de colisiones en la ecuacién para las particulas masivas consiste en tomar los
términos del desarrollo hasta orden 6% obteniendo asi una ecuacién tipo Fokker-Planck,

que es una de las ecuaciones mas importantes de la fisica estadistica.

La ecuacién de Fokker-Planck es importante porque se usa para describir el movimiento
Browniano, el cual ha sido considerado como una de las piedras angulares de la Fisica Es-
tadistica Fuera de Equilibrio, ademds de que es un ejemplo clésico de procesos de difusién.
Para analizar el movimiento Browniano se considera a una particula macroscépica pero
muy pequena que estad inmersa en un fluido donde las particulas que lo constituyen son de

masa mucho menor que la correspondiente a la particula Browniana o trazadora. En este
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sistema los choques entre la trazadora y las particulas del fluido se efectian de manera
impredecible, de tal forma que existen fluctuaciones en la posicidén de la particula Brow
niana. Debido a estas fluctuaciones no se conoce exactamente la posicién de la trazadora,
en lugar de ello, el movimiento se describe en términos de cierta funcién de probabilidad
para encontrar a la particula en alguna regién determinada, la ecuacién de Fokker-Planck
.

es una forma de obtener la densidad de probabilidad asociada a este problema.

Es importante también porque ademas de describir el movimiento Browniano, la ecuacion
de Fokker-Planck se ha utilizado en otros campos como el estado sélido, la éptica cuéntica,
fisico-quimica, biologia tedrica, teoria de circuitos, etc.

En cuanto a su deduccién, existen diversos métodos, lo que aqui haremos sera una aproxi-
macién a partir de la ecuacién de Boltzmann para las particulas pesadas, desarrollando el
operador de colisiones en potencias de § = (mg/m,)/2, en éste caso el subindice 1 denota
las cantidades para las particulas masivas, el subindice O es para denotar a las propiedades

de las particulas ligeras.
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I11.1 Ecuacién de Boltzmann para las particulas masivas

Cuando el sistema es binario, y ademds no existen fuerzas externas actuando sobre el

sistema, tenemos para cada especie una ecuacién de Boltzmann de la siguiente forma:

%fi(ui,x,t)+ui-é%;fl(ui,x,t)=J(fi,fi)+J(fi,fj) (’L=O, 1) (11111)

En especial se considera, como ya dijimos antes, que el sistema tiene densidades numéricas
diferentes, de tal manera que las colisiones entre particulas pesadas (ahora trazadoras o
Brownianas) son muy escasas , lo que nos permite despreciar el término que contiene la
informacién de estas colisiones, tomando en cuenta solo colisiones entre particulas pesadas

y ligeras, la ecuacién de evolucién para las particulas masivas queda como:

2 flunx, )+ o flunx,0) = I, fo) (I11.12)

Lo que haremos, en la siguiente seccidn, sera, aproximar el operador de colisiones de
su forma integral a una diferencial en la ecuacién de evolucién de las particulas pesadas,
tomando en cuenta que las velocidades de las particulas masivas, asicomo el cambio que

sufren durante las colisiones son mas y méas pequeds conforme m; /mgy — oo.
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II1.2 Desarrollo de J(fi, fo) en términos del cociente de masas ¢
Para llegar a una ecuacién del tipo Fokker-Planck consideraremos que el operador de

colisiones de la ecuacién (/17.1.2) tiene la forma:

I 10) = [ duadgioo(aio, O)LF (1) fo(5) = Falun) fo(wo)l (1112.)
en este caso
g0 = Uy — Ug (I11.2.2)
La velocidad del centro de masa es:
v = Myu; + Moug (I11.2.3)
con
Vo= Gt ]
S TR

Las velocidades u; y up se pueden escribir en términos de la velocidad relativa g0 y la

velocidad del centro de masa como:

u; = v+ Mogio (I11.2.4a)
Ug =V — Mlg]_(), (II124b)

y las velocidades postcolisionales como:

uj = v+ Moglo (I11.1.5a)
ug =v — Mgio (I11.2.5b)

Aqui, como una consecuencia de considerar que los choques se efectian de manera eldstica,

tenemos ademads de la conservacién del momentum, la conservacion de la energia cinética,
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pues se considera que las moléculas son monoatémicas. A su vez como una consecuencia
de la conservacién de la energfa cinética tenemos que la velocidad relativa no cambia su
magnitud durante las colisiones. Esto significa que el vector g} puede obtenerse al efectuar

una rotacién del vector go.

810! = I810] = g10- (I11.2.6)

Con la finalidad de facilitar los calculos definimos ahora los vectores:

Agio =810 — 810
7 =1uo — 8o + 810 = U1 — o

Con lo que las velocidades postcolisionales se escriben, en términos de estas variables

nuevas como:

u’l = u; + MoAgio (III.2.7a)
uy =7+ MoAgio = uo — MiAgio (I11.2.7b)

Considerando la diferencia de masas My se puede aproximar como

M = _ :6
0 mi(l+mo/my)  (1+62)

con lo que , las velocidades postcolisionales (I77.2.7a,b) se pueden expresar como:

u) =u; +6°Ago (I11.2.8a)

uf =1+ 62Agio = ug — My Agio (I11.2.8b)

Suponiendo que las particulas mas pesadas tienen velocidades muy pequeiias com-

paradas con las velocidades de las particulas del gas ligero, el cambio de u; también es
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muy pequefio comparado con la anchura de f(u;), del orden de § y entonces hacemos un

desarrollo en serie de Taylor de f(u;) alrededor de u;:

f(u)) = f(ur +6*Agio) = f(w) + 62 Agio - %f(ul) +

32

64Ag10Ag10) : f(ul) + ... (11].2.9)

81116111
El desarrollo se hace suponiendo que la velocidad de una particula pesada es muy pequena

y conforme (m;/mg) — oo la velocidad es atin mds pequena, esto nos permite hacer el

cambio de variable de g1g por ug en la integral (I11.2.1), de modo que:

J(f1, fo) = /dllodﬂgmlf(glo,o) [f{(ul + 62Ag10) £ (ug) — fi(ur)fo(uo) (111.2.10)

Sustiyendo (/11.2.9) en (111.2.10) obtenemos:

J(F1, fo) = / duodDg100 (910, 0) L5 (uh) — foluo)+

0
626_111f(u1) ' /duongma(gm, 0)Agiofolug)+
6t 92
?8‘118“1 flug): /duonng(glo, 0)Agi0Agr0fo(ug) + ... (I11.2.11)

Con el ﬁn de obtener la forma de la ecuacién de Fokker-Planck, mantendremos la serie
hasta el término de orden 6%. Por otro lédo, se observa que los coeficientes de f; y sus
derivadas dependen de 6% y u, a través de ug, para poder conocerlos es necesario tener
la funcién de distribucién del gas ligero, que esta evaluada en una velocidad postcolisional
u) y a su vez se puede escribir en términos de 7 y 62Ag;o.

Antes de sustituir la funcién f(up) vemos que también la podemos expresar en serie de

Taylor alrededor de 7 en potencias de 62, debido a la forma que tiene uf, (I71.2.8b), es

decir:
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folub) = f(n + 62 Agio) = £() + 62Agio - %f(n)

62
onon

+6*AgroAgio : fn) + ... (I111.2.12)

al sustituirla en (/17.2.10) se tiene:

J(f1, fo) = f(ul)/dglodggloa(glo,0)[f6(“1 —gl) — fuy —gwo)] +

0
52;9?1f(111) . /dgmdﬂgwd(gm,B)Aglofo(ul —gi0) +

5 92
o fi(w): /dglodﬂgloff(glo,9)A510Ag10f0(u1 —g10) +0(6%)  (111.2.13)
2 3u16u1

Hasta orden % , el operador de colisiones J(f}, fo) se puede escribir como:

Ji(f1, fo) = afi(u) + Biul : {bfl (uy) + %a_?ﬁ - fi(uy) (I11.2.14)

los coeficientes a, b, 7, tienen la forma:

a= /dsglongloff(glo,o)[fé(ul — 810) — f(u1 — g10)] (111.2.15)
b= /dsglodﬂglo(f(gw,G)Aglofo(lll — &10) (111.2.16)
z= [ &9:0d00100(910,0) Ag10A810o(u1 ~ 810) (I11.2.17)

Estos coeficientes contienen informacién acerca del potencial de interaccién a través de
la seccién transversal, ademds su valor depende de la aproximacién que hagamos en las

funciones de distribucién.
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Ahora se demuestra que el coeficiente a de (II1.1.14) es igual a cero, para ésto, conside

remos la primer integral de (/17.2.15)

/d3910d99100(910,9)f6(ul - gl0) (I11.2.15a)

Haciendo un cambio de variable de gl a g10; como sabemos, g}, cambia de orientacién
pero su magnitud se mantiene constante, por lo que el Jacobiano que se tiene al hacer el

cambio de variable es igual a uno y por tanto la intregal (I71.2.15a) toma la forma:

/ d°g10d0g100 (910, 9) fo(u1 — g1o) (I11.2.15b)

Noétese que tiene la misma forma que la segunda integral de (111.2.15), por lo que a = 0.
También podemos efectuar las integrales sobre {2 en lo coeficientes de b y m, para esto
consideremos que g0 = (0,0,910), y a g}y la escribimos en términos de coordenadas

esféricas.

g10 = g10(SenbCos@p, SenfSeng, Cosh) (I11.2.18)

asi, en las integrales para b y 7 la tinica dependencia en ¢ es a través de g0 y entonces:

2T
(810 — 810)d¢ = 2mg10(1 — Cosh) (111.2.19)

2r
1
/0 do(g10 — 810)(810 — &) = 27 [586730(9?01 ~ 3g10810) +

2g10810(1 — Cosﬂ)} (111.2.20)

por lo que b y 7 se escriben ahora como:

b= 2 [ dgiogiog10@1(910)fo(r) (111.221)
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= ¢é* / dgi0g10 [g%ol — 3g10810Q2(910) + 2810810Q1(910) | fo(n) (111.2.22)

donde la seccién transversal de colisién ahora estd en las integrales que siguen:

Q1(g910) = 27r/ d0a(0,g10)(1 — Cosb)Send (I11.2.23)
0
Q2(g10) = 27r/ d0%a(0,910)56n2956n0 (111.2.24)
0

Observemos que la funcién de distribucién para el gas ligero en las expresiones (I171.2.21)
y (I11.2.22) estd en términos de = u; — gj9, que puede escribirse en serie de Taylor,
pues, se supone que u; es muy pequena, del orden de 4, por lo que hacemos un desarollo
alrededor de (—g/g).

Tomando en cuenta sélo términos hasta orden 64, tenemos que:

=6 / dgi10910 [(gfol — 3810810)Q2(g10) + 2810810Q1(910) | fo(—810)  (111.2.26)

b, = 52/d3910910810Q1(glo)fo(—glo) (111.2.27)
2 3 8
B=56 / 510010810Q1(910) 55— Fo(~10) (I11.2.28)

Este desarrollo permite escribir al término de colisién como un operador diferencial,

17, 1 0
J(fl,fo)=~(,-9u—1- {bfia_u—lﬂﬂ}fl (I11.2.29)

32



donde los coeficientes dependen de manera directa del potencial intermolecular, del cociente

de masas y de las caracteristicas de las funciones de distribucion.

Entonces la ecuacién que ahora tenemos para las particulas Brownianas es :

0 o o
afl(ul’)gt) +ug - El’fl(ulaxat) = 8_111 : {b‘f‘ —_l_l: '7r:|f1

tiene la forma de una ecuacion de Fokker Planck.
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II1.3 La funcién de distribucion del gas ligero

Finalmente introduciremos la funcion de distribucion del gas ligero; a este respecto
Wang Ghang & Ulhenbeck!!] en 1956 hicieron la aproximacién a la ecuacién de Fokker-
Planck a partir de la ecuacién de Boltzmann en donde consideran que la funcién de dis-
tribucién para el gas ligero es una Maxwelliana total y el operador de colisién resultante
se desarrolla en serie de Taylor en potencias del cociente de masas (—:—3) Fernandez de la

Mora y S.M. Mercerl?] en 1982 desarrollaron el operador de colisiones en la ecuacién de

m

Boltzmann en potencias de M = mg;n—l—)

y la funcién de distribucién de las parficulas
ligeras que se introducen es la solucién de la ecuacién de Boltzmann para un gas mono-
componente obtenida por el método de Chapman-Enskog.

Aqui, para la funcién de distribucién del gas ligero tomamos la solucién de la ecuacién de
Boltzmann resuelta por el método de Grad. La solucién es para una mezcla binaria, ésto
ultimo lo hacemos con la finalidad de tomar en cuenta la no uniformidad del gas ligero
ocasionada por la presencia de las particulas pesadas, y ver de que manera se modifica la

ecuacién para las particulas Brownianas.

La funcién de distribucién que sustituiremos para el gas ligero es de la forma:

= O+ 22V Co+ —2 Py (CoCo)°
fo= 1y + Y o+ SpoKpT L0 (CoCo)°® +
2myg mocg 5
AV I11.3.1
5p0KBT(2KBT 2)“0 Co (1 )

en donde f((,o) es la funcién de distribucién en equilibrio local que ya hemos visto en el

capitulo II.

Para facilitar los calculos definimos variables adimensionales:

1/2

mo

= - .2
& (2k3 ) Co (I11.3.2)

.
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1/2
Vv = [ 20 \Ys I11.3.3
<2k3T> (111.3.3)

La funcién de distribucién en términos de estas nuevas variables adimensionales, queda:

1/2
— mo —ég 1 ()VI . _]‘_P o, o
fo no(kaBT) e { +2Vy €0+p0_o : (§060)° +

2 /2 L/2 5
HE) @ Dee]

Esta funcién (/11.3.4) se sustituye en las expresiones para los coeficientes (I11.2.26) -

(I11.2.28) como se muestra en el Apéndice A, entonces y se obtiene que:

16 2 mio 1/2 (1,1) 2qo Q(l 2) 5
- Mo v 2 111.35
b, 3 é ng( . ) Qo o+ — 5p0 Q%l) 5 ( )
B =552, (ﬂ‘l) Ly (111.3.6)
3 ™Mo
1/2
= -3352710(@) ngw’“_ﬂl_ (111.3.7)
3 mo my

Donde [ es un tensor unitario de orden 2.

tr) _ kgT \'/* 2\ 2r+3
Qg dgioexp(—gio) 9”7 Qi (111.3.8)
0

Tmio
mio es la masa reducida.

El valor de estos coeficientes se sustituyen en el operador de colisiones (111.2.29),

16 myo\ Y2 ) 2q0 / Q5P 5\ .
= o (52) "0 o 2(85-) -

(111.3.9)



Ahora la ecuacién para la funcién de distribucién toma la forma :

0 i)
8tfl(u1’x t)+u1 &fl(ul,x,t)z
16 2 mio t/2 (1,1 0 qu Q(l ,2) 5
35 ng (—7;0-) Qo )-6_11; < |uy = Vo — 5p0 Q(l 03 fi(u,x,t) +
1/2 2
}_6_6271,0 mio Q(l 1) kBT— . 0 2f1 (UL’ < t) (111310)
3 mo my Ou

Aqui vemos que la ecuacién (I11.3.10) tiene la forma una ecuacién tipo Fokker-Planck, en

donde el arrastre es, tomando los términos hasta orden 62 :

16 2q0 Q5?5
Pl 18 nomy L )[ 1‘V°+ﬂ<ﬂ(1 . 5)} (111.3.11)
10

La fuerza promedio sobre la particula consta de dos partes, el término de arrastre que tiene

la forma usual en un fluido expresado por la férmula de Stockes:

Fs = 6moy(u, — Vo) (I11.3.12)

7 es la viscosidad cortante, que en nuestro modelo tiene la forma:

n = 98'"“” 52l (I11.3.13)
sk

La forma de esta fuerza surge de haber sustituido para la funcién de distribucién de
gas ligero fo la solucién de Grad a la ecuacién de Boltzmann en las integrales para los
coeficientes b y w. La fuerza resultante sobre una particula se compone de una parte
difusiva, nos informa de que manera interactia la particula Browniana interactua con las

particulas del fluido (gas ligero) a través del coeficiente de arrastre .

N = 3 nos2ibY (I11.3.14)
La otra parte de la fuerza es proporcional al flujo de calor:
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2 (1’2)
F = 27790 (QIO - §> (I11.3.15)
5po  \qLh 2

El coeficiente de proporcionalidad entre la fuerza y el flujo de calor podemos relacionarlo
con los coeficientes de transporte obtenidos en la tltima seccién del capitulo anterior, en
especial tomemos el coeficiente de difusividad (11.2.19) y el coeficiente de difusién térmica
(I1.2.18) en el limite hidrodindmico; este limite se obtiene cuando w — 0, ya que entre w
se consideran los tiempos mucho mayores que el tiempo libre medio y con ello estamos en
el régimen de vélidez de la hidrodinamica clasica.
El coeficiente de difusividad, en términos de las integrales de colisién y tomando el limite
cuando w tiende a cero es:

Do = %n—;k—B%-(l—l) (I11.3.16)

071 H0sé10

y el coeficiente de difusién térmica es

© 2L /(12
k! = — 32 ponT Ao pifho (Qm 5) (I11.3.17)

Ly 9
15 Dop ol5 )2
Con estas dos relaciones vemos que la contribucién a la fuerza debida al flujo de calor toma

la forma:

pyDok’

Fin = ————-—qo,
’I'Ll/\(()o)T

(I11.3.18)

que también se puede expresar en términos de la razén de termodifusién, usando (17.3.9)

en el limite hidrodindmico y nos queda:

pyDiok

Fep & ———(5— 0,
nl)\go)T

(I11.3.19)

Los coeficientes Do, &, &’ son los que obtuvimos en el capitulo anterior, en donde inicial-
mente consideramos al sistema como una mezcla binaria de masas disparejas, tomando al

final la condicién de que n; < ng. En este capitulo, con el mismo sistema, desde el inicio
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tomamos en cuenta el hecho de también en las densidades numéricas existe una diferen-
cla muy grande, lo que nos permite analizar \inicamente el término de colisiones entre
particulas ligeras y pesadas en la ecuaciéon de Boltzmann para las iltimas y despreciar a
las colisiones entre particulas pesadas. En éste analisis obtenemos informacién sobre las
particulas pesadas a través de la fuerza (I77.3.11).

El resultado para la fuerza térmica sobre la particula que hemos obtenido difiere de la que
en otros trabajos se han obtenido aproximandose a la ecuacion de Fokker-Planck a partir de
la ecuacién de Boltzmann, tomando en cuenta que las densidades numéricas son disparejas,
ademas de tener una diferencia muy grande en las masas moleculares. Fernindez de la
Mora y J.M. Mercer, tomaron para fy (funcién de distribucién del gas ligero) la solucién
de la ecuacién de Boltzmann por el metodo de Chapman-Enskog , y obtuvieron que la
fuerza térmica sobre la particula es proporcional al gradiente de temperatura. En cambio
en este trabajo se obtiene una fuerza térmica proporcional al flujo de calor, el cual puede,

en principio, sustituirse por la ecuacién constitutiva que se desee.
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111.4 Fuerza Termoforética

De las relaciones ([11.3.14) o (II1.3.15), vemos que la fuerza que estd actuando sobre
cada particula Browniana tiene dos contribuciones, una que es de arrastre, proporcional a
la. velocidad de difusién del sistema, donde se observa que es aqui donde se manifiesta el
hecho de que tomemos en cuenta las perturbaciones que ocasionan las particulas masivas
al fluido. La otra parte que compone a la fuerza es proporcional al flujo de calor, acelera
a la particula en direcccién de éste, ademas existe un arrastre debido al movimiento de
la particula, esto significa que la velocidad se ve balanceada por una fuerz_a térmica en
direcccion del flujo de calor. El efecto de aceleracidén en la particula en el fluido que tiene
un flyjo de calor proporcional al gradiente de temperatura se conoce como termoforesis; éste
fenémeno no sélo es interesante desde el punto de vista fisico, sino que ademaés tiene una
gran importancia practica en la ciencia de aerosoles. Durante mucho tiempo ha sido objeto
de investigaciones tanto tedricas como experimentales, ésto se debe a que las aplicaciones
tecnoldgicas requieren de predicciones tedricas confiables para la fuerza termoforética y
también para la velocidad termoforética en un intervalo amplio de nimeros de Knudsen,

esto es, que cubran desde el flujo de deslizamiento hasta el flujo de molécula libre.

~ Existen diversos trabajos que abordan el problema, como ejemplos tenemos que para
nimero de Knudsen pequefio Epstein obtuvo su férmula a primer orden en K,, la cual
subestimaba a la fuerza térmica sobre las particulas de alta conductiviad térmica A,
%i— < K,, < 1y da valores mucho maés peqﬁeﬁos que los valores medidos para particulas de
cloruro de sodio reportadas por Schand y Cadle. Posteriormente Brock mejord los resulta-
dos de Epstein basindose en un analisis hidrodindmico con ayuda de las condiciones para
la velocidad y temperatura. Derjaguin y Yamalov aplicaron las relaciones de reciprocidad
de Onsager a este fenémeno y obtuvieron una férmula similar a la de Brock, y obtuvieron
dos veces el valor de Brock cuando %i— =0, K,, << 1. Dwyer, desde el punto de vista de

la teoria cinética, resolvié la ecuacién cinética de Grad trece momentos con condiciones de

39



deslizamiento a primer orden en K, y predijo una termoforesis negativa en un régimen casi
continuo para %i- < 1, pero el andlisis con condiciones de deslizamiento puede llegar a ser
inadecuado para obtener la fuerza térmica a orden superior. Sone y Aoki obtuvieron una
solucién asintética a la ecuacién modelo BGK, encontraron también una termoforesis neg-
ativa en el rango de K,, < 0.2 para ’—;f: < 0.2. Gorelov por su parte, resolvié numéricamente
la ecuacién linealizada de Boltzmann y mostré una fuerza térmica negativa muy pequena
en la vecindad de K,, = 0.1 en el limite mas bajo de su calculo numérico. Por otro lado,
Waldmann en 1961 demostré que la fuerza termoforética sobre una particula esférica en el
caso de K, >> 1 depende de la conductividad térmica de la particula Ap (conductividad
térmica de la particula), pero no depende de la Ag(conductividad térmica del gas) . Por
ultimo respecto al nimero de Knudsen intermedio, es decir, cuando el nimero de Knudsen
es del orden de la unidad, se le conoce como régimen de transicién, se han hecho pocos
trabajos, ya sean cdlculos numéricos o aproximaciones; dentro de estos, Phillips desarrolld
una teoria basada en el método de una funcién de distribucién de velocidad de doble flujo.
Los métodos de Dwywer y Phillips son métodos aproximados y no pueden compararse,
se desconocen las magnitudes de los errores que puedan estar involucradas en los resul-
tados. Tambien Sone y Aoki en 1983 aplicaron un método variacional al caso en donde
la. conductividad térmica de la esfera es infinita. Law en 1986 hizo calculos numéricos
basados en la ecuacién linealizada BGK, para varios valores de conductividad térmica de
la esfera, sin embargo ésta no es una buena aproximacién para K, pequeios. Gorelov
resolvié numéricamente la ecuacién linealizada de Boltzmann para dos casos de conduc-
tividad térmica de la esfera. En 1965 Derjaguin, Storozhilova y Rabinovich publicaron
un trabajo en donde explicaban dos métodos para medir la velocidad temoforética en sis-
temas que consistian de gotas de aceite suspendidas en aire, humo de tabaco, particulas

de cloruro de sodio en aire , y de 4cido estéarico y gotas de aceite en helio.

En nuestro caso, hemos obtenido una fuerza para gases diluidos que depende de las

propiedades de ambas especies, estd en funcién del flujo de calor que puede tener la forma
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costitutiva que se desee, otra de las ventajas es que ademas esta escrita en términos de las
integrales de colisién que a su vez son funciones del potencial de interaccidn.
El siguiente capitulo lo dedicaremos a analizar la fuerza termoforética para algunos modelos

de potenciales, asi como también distintas formas del flujo de calor.
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CAPITULO 1V

LA FUERZA TERMOFORETICA

En el capitulo anterior obtuvimos una expresién para la fuerza térmica en términos de los
potenciales de interaccién a través de las integrales de colisién en el coeficiente de propor-

cionalidad entre la fuerza y el flujo de calor. Para ver ésto con més detalle , consideremos

la expresién (111.3.15)

F— 2ym1qo (Q%’Q) 5)

sp0 \bD 2

0

16
Y= ?n()&?Q(l})’l)

Aqui observamos que la fuerza térmica depende tanto de las propiedades del gas (especie

ligera ), como de la particula (especie masiva), a través de v y de las integrales de colisién

Qbr

.7 » dependiendo de la expresién que se elija para el flujo de calor puede depender también

de ambas especies.
Para tener una idea maés clara de la Fuerza Termoforética haremos aqui un analisis tomando
diferentes potenciales de interaccién para las integrales de colisién, como primer ejemplo

tomemos el potencial de esfera dura.
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IV.I Potencial de esfera dura
Es uno de los potenciales mas sencillos, pero muy utilizados en Mecénica Estadistica, que

tiene la forma:

®(r) = {8" r’:g” (IV.1.1)

para este potencial las integrales de colision se escriben como:

1/2 I 1\
ary _ ( kBT (r+1)! 1 — 1+ (-1) 2 V.19
= (27rm,-j) 2 20+ 1) | (v.1.2)

al sustituirla en (/17.3.15) tenemos que la fuerza térmica queda:

1/2
Fth = 134(1 + (52)1/2 (_2.%) a‘%oqo (IV13)

que se puede escribir también como:

1 62 1/2
Fth = 134(—%_0—)—0'%0(]0 (IV14)

donde 7 es la velocidad térmica media del gas ligero. Ahora sélo queda sustituir la ecuacién
constitutiva para el flujo de calor, ésta es una de las ventajas del modelo que presentamos
aqui, veremos entonces algunas formas constitutivas.

Como primer ejemplo consideremos la expresién més simple que es la Ley de Fourier, es
decir, proporcional al gradiente de temperatura, donde el coeficiente de proporcionalidad

es la conductividad térmica; en tal caso recibe el nombre de Fuerza Termoforética, y toma

la forma:

(1 + 62)1/2

Fip = 1.34 o2 AVT (IV.1.5)

La Fuerza termoforética depende linealmente de la conductividad térmica, en cuanto a
ésta, podemos sustituirla por la expresién calculada en el capitulo I1, aplicando el limite

hidrodindmico y despreciando términos superiores a 6% (11.3.17), asi:

43



2
A=A (1 + 5‘—2—5) (IV.1.6)
o7

75 kg (kgT\ '/
Ao = — 2 22— (IV.1.7)
64 of \mmy

Con ésto la fuerza termoforética se puede aproximar a orden 62 como:

Fy, = 1.38k3(——-> (1 + 38— 59 )VT (IV.1.8)
Jdo ay

Existe la posibilidad de que la conductividad térmica del gas ligero exceda en mucho la
que corresponde a la especie masiva, con lo que el cociente %:; & 1, entonces A se aproxima

a Ao y la fuerza queda como:

5 2
Fon = ka%VT(l + 62)1/2 (IV.1.9)
0

Esta. expresion se puede escribir en términos de un cociente entre la trayectoria libre media
de las particulas del gas ligero y el radio de la particula Browniana, esto con la finalidad de
comparar con los resultados experimentales que obtuvieron S. Jacobsen y J. R. Brock!?!
para particulas de Cloruro de Sodio en gas Argén.
Asi, en términos del cociente, la fuerza es:

2

1

Jacobsen y Brock obtuvieron la fuerza termoforética para aerosoles formado por particulas
de Cloruro de Sodio con radios que variaban dentro del intervalo de 0.4um a lum, en
Argén a una temperatura de —70°C, variando la temperatura de 20cmHg a 80cmHyg.
Dentro de sus resultados se observa una grafica de lo que denominaron fuerza reducida
F% = Fip/o? | VT | contra el cociente é"l— en el intervalo de 0.05 a 0.7. La relacién que
hemos obtenido aqui para la fuerza termoforética, y en particular sustituyendo el potencial

de interaccién de esfera dura (IV.1.10), con la presién y la temperatura tomados de los
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datos experimentales de Jacobsen y Brock observamos que son del orden de sus resultados

en el intervalo para el cociente 59‘- de 0.3 a 0.7.

IV.2 Valores experimentales para la Conductividad Térmica del
gas ligero

Siguiendo con este potencial, y sélo por comparar, calculamos las integrales de colisién en

(1,2)

. Q . .y (.
v y el cociente otinys pero tomaremos valores experimentales para la coductivida térmica.
10

Los valores experimentales para conductividades térmicas de distintos gases estan en la

tabla 1

TABLAT )g-1073(——2 )

grad.seg.cm.

Gas(°K) 244.25 253.35 266.45 277.55 288.75 299.45 310.95

Aire 2.183 2.270 2.354 2.432 2.526 2.604 2.688

Argén 1.505 1.557 1.626 1.678 1.730 1.782 1.851

Helio 13.164 13.563 13.960 14.376 14.739 15.085 15.431

Hidrégeno 15.569 16.261 16.953 17.472 18.164 18.683 19.202

Neén 4.221 4.359 4.480 4.602 4.723 4.844 4.947
Nitrégeno 2.197 2.283 2.352 2.439 2.526 2.162 2.681
Oxigeno 2.211 2.301 2.396 2.488 2.578 2.664 2.759

Con estos valores para Ag obtenemos no directamente la fuerza térmica, en lugar de ella,

calculamos el siguiente cociente, que es el que reporta Takeo y Sogall® :

. Fin

= Iv.21
th 0’%0|VT| ( )
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TABLAII F*. 107222
Gas(°K) | 244.25 | 253.35 | 266.45 | 277.55 | 288.75 | 299.45 | 310.95
Aire | 7.674 | 7.835 | 7.923 | 8020 | 8.167 | 8.266 | 8291
Argén | 8.923 | 0.064 | 9.230 | 0333 | 9434 | 9542 | 0.727
Helio | 24719 | 25.007 | 25.098 | 25.324 | 25.455 | 25.582 | 25.681
Hidrégeno | 20.740 | 21.270 | 21.623 | 21.835 | 22.255 | 22.478 | 22.671
Nedn | 17.790 | 18.039 | 18.078 | 18.195 | 18.307 | 18.438 | 18.478
Nitrégeno | 7.722 | 7.870 | 7.915 | 8042 | B8.156 | 8.201 | 8352
Oxigeno | 8.300 | 8482 | 8.612 | 8762 | 8901 | 0.032 | 9.180

Los resultados de la tabla II son del orden que Takeo Sogal'®l obtuvo en 1986, quien

considera al Argén a 289°K como fluido con flujo de particula libre y emplea la ecuacién

linealizada de Boltzmann, tomando en cuenta las condiciones en la frontera de la particula

Browniana, obteniendo una fuerza termoforética de valor:

Fin = 9.434-10720% VT dinas.

(IV.2.2)

Este es un valor del orden de los que obtuvieron con nuestro método, como se ve en la

Tabla II.
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IV.3 Potencial de Maxwell

Dentro de los potenciales atractivos estd el potencial de Maxwell, matematicamente es
satisfactorio, por su facilidad par manejarlo, pero estd muy lejos de representar la realidad
fica, éste tiene la forma:

r

o(r) = e<")4 (IV.3.1)

las integrales de colisién son ahora:

N\ 1/2 1/2
@r) _ [ kBT 4 _ 2
o = (27rmij) ( kBT> A(AT(r +2 — 1/2)m02, (IV.3.2)

En este caso, encontramos que la fuerza térmica se anula, Fyj, = 0 para cualquier{ y 7.
No se tiene informacién alguna acerca de la fuerza Térmica que actia sobre la parti cula

pesada.

IV4 La particula Browniana en presencia de una Fuerza

Externa

Un caso muy interesante se presenta cuando el sistema estd sujeto a una fuerza externa , y
esa fuerza es la de atraccién gravitacional; en tal caso la ecuacién que satisface la funcién

de distribucién para las particulas masivas es :

d 17} 0
&fl*‘ul'gx-fl—gk'ﬂfl

8 2q0 (5P 5 kpT 0
VLN s 1} =2 ; V4.l
76“1 [ul Vot 5Po (Q(lt)’l) 2 fit mi " o0u, 0, h (I )

a la relacion (IV.3.1) la podemos reescribirla como:

1%} 0
&fl +u - é‘ifl
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B 2q0 [ U5Y 5) kpT G,
=" ~Vo+— - = I: IV.4.2
ouy [’Y[m 0+ 520 (ﬂ%’” 2 +gk| fi1+ m YL 8u18ulfl ( )

De aqui identificamos a la fuerza promedio sobre la particula Browniana , que es :

2q0 (OGP 5
F =mlgk+m1'y[ul - Vo-i——qg-(—(l?—l)-— -—):I ([‘I43)
9po 03P 2

k es un vector unitario en la direccién de z.

Para tener una idea de la diferencia que existe entre las magnitudes de la fuerza grav-
itacional y la termoforética, tomemos el potencial de esfera dura, para obtener v y la
conductividad térmica.

Las particulas que se consideran como aerosoles tienen masa que va de 1071 4 10=° gr
con radios en intervalos como (0.01, 10)um, con estos datos vemos que el cociente entre la

fuerza termoforética y la fuerza gravitacional lFF—‘%, tomando para las integrales de colisiéon
g

el poencial de esfera dura, esta dentro del intervalo: de 338VT a 0.3378VT.
La fuerza termoforética es superior a la gravitacional, especialmente cuando la particula
Brownaiana es cada vez mas pequena el efecto de la gravitacion puede despreciarse, es sélo

apreciable cuando las particulas son muy pesadas, del orden de 10~ 9gr

IV.5 La velocidad termoforética

Cuando las fuerzas sobre la particula se equilibran, ésta se moverd con una velocidad
constante, que es conocida como velocidad termoforética, es importante calcularla, pues
existe datos experimentales con los cuales se pueden comparar las teorias a cerca del
fenémeno de la Termoforésis. Entonces si en nuestra expresién para la fuerza promedio

sobre la particula la igualamos a cero, tenemos que la velocidad termoforética es :

u =V0—

(1,2)
2AVT (Qw 5) (1V5.1)

Ly 2
5po Ql o 2
Para un sistema que consiste de Nitrégeno con particulas de aerosol con una temperatura

de 300°, la conductividad térmica es del orden de 2767.22( —2L—

grad.cm.seg
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Con lo que la velocidad termoforética tiene una magnitud de 13.54u/s, para este sistema

la presién es de 76cmHg y el gradiente de temperatura es 2.58(9%)[28].

Una de las ventajas de este modelo es que la conductividad térmica en la fuerza termo-
forética la podemos expresarla tomando en cuenta la presencia de la especie masiva que
hemos calculado en la seccién I1.3 tomando el limite hidrodindmico.

Respecto a otras expresiones para el flujo de calor tal como la ecuacién de Burnett, en
este caso particular en que no hemos tomado en cuenta los acoplamientos con el tensor de
presiones, las expresiones quedarian incompletas, como ya se ha dicho en el capitulo /1.
Pero, hemos observado, sobre todo usando el potencial de esfera dura para las integrales
de colisién, que nuestro resultado coincide con algunos datos experimentales, en especial

cuando % esta en el inervalo (0.3, 0.7)[25],
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CAPITULO V

“AEROSOL”

Un aerosol puede verse como una poblacién de particulas constituidas de un nimero entero
de moléculas o monomeros, esta poblacién puede caracterizarse por la concentracién de
particulas Ng de la k-ésima especie.

Lo que aqui haremos es un modelo sencillo para un sistema de aerosol, para esto, primero
consideremos dos especies masivas diluidas en un gas ligero con radios diferentes, digamos
01 y 02 ; masas m), ma y densidades numéricas n;, no respectivamente, las particulas
pequenas tienen radio gy, masa molecular mg y densidad numérica ng con la condisién de
que la densidad de particulas ligeras sea mucho méas grande que las correspondientes a las

trazadoras, es decir

n Kng n2 K ng (V.1)
my > mg mp > my (V.2)
0y > 09 01 > 0g (V3)

Desde el punto de vista de la Teorfa Cinética, como ya hemos visto en el capitulo II, la
evolucién temporal y espacial del sistema estard descrita por una funcién de distribucién

determinada por la ecuacién de Boltzmann, pues suponemos que la mezcla es un gas

diluido.
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Denotando con fo(ug,x,t), a la funcién de distribucién del gas ligero, y con f;(u;,x,t)
( = 1,2) a las funciones de las especies masivas, tenemos una ecuacién, suponiendo que

no existe fuerza externa, de la forma:

;%fo +up - %fo = J(fo, fo) + J(fo, f1) +J(fo, f2) (:=0,1) (V4)

y para las dos componentes restantes las ecuaciones son de la forma, también en ausencia

de fuerza externa:

—gtfl'i'ul'——aa fi =J(f1, L)+ I(f1, fo) + J(f1, f2), (i=0,1) (V.5)
X
y
ka _86 =J J )+ J(f2, f1), (i=0,1) (V.6)
6tf2+u2' fo=J(f2, f2) + J(f2, fo 2, f1), (=0, .

En estas expresiones: J(fq, fo) se refiere al cambio de la funcién de distribucién para
una particula del gas ligero debido a las colisiones de las particulas pequenas entre si,
en J(fo, fi) se toman en cuenta las colisiones de las particulas pesadas con las ligeras, y
finalmente J(f;, f;), ({ = 1,2) es el operador de colisiones entre particulas pesadas; y cada
uno de estos términos son de la forma ([1.1.14).

Considerando que ambas especies pesadas tienen densidades numéricas muy pequeias
comparadas con la del gas ligero, de modo tal que, igual que cuando teniamos sélo una
especie pesada, los términos de colision J(fs, f2) y J(f2, f1) en la ecuacién (V.6); J(f1, f1)
y J(f1, f2) tienen una contribucién casi nula y por lo tanto ya no se tomaran en cuenta en
el andlisis de las ecuaciones para las particulas masivas. Al considerar la ecuacién para la

1-ésima especie (i = 1,2), ésta toma la forma, sin fuerza externa:

o)

St o= Gfi o) (i=1,2) (v7)
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El operador de colisiones en el que estamos interesados es ahora

H(fisJo) = [ dmodigion (g10,0) | () o) - fi(ui)fo<uo>] (v8)

El analisis que se hace a este operador es similar al que se hizo en el capitulo I (Sec. 11.1);

los pardmetros de pequefiez en términos de las masas moleculares ahora son:

mg ~ £2 V.
01 ( 1) 1 ( )

0 42 (V.10)

My = —0 =
27 (mo +mg) 2

Las velocidades relativas, se denotan aqui como:

gio=u;—ug, (i=1,2) (V.11)

Asi mismo, como consecuencia de la conservacién de la energia cinética, tenemos que la

magnitud de las velocidades relativas se mantiene constante, es decir:

|giol = Igio] = gio (V.12)

Las variables auxiliares se definen de manera similar a las del capitulo II:

Agio = 8ip — &io (V.13)

N =y — gip + &0 = W; — Eig (V.14)

Realizando las operaciones que se muestran en el apéndice A, tenemos que los coeficientes
b;, B, y m; en lo que ahora se tiene como ecuacién de Fokker-Planck, nos quedan de la

misma forma que en el caso en que tenemos una sola especie pesada, es decir:
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N\ 1/2 (12)
b; = —Ea?n()(%"-) ) [VO 4+ 2 (Q -5-)} (V.15)

3¢ opo Q(l L) 2
\1/2
B, = %ﬁ-éffno(%%)) oLl (V.16)
16, mio \ ? (1 1) kBT

Con lo que el operador de colisiones queda:

16 mio\ 72 11 @ 2q0 (Q4? 5\  kgT 0
Jil fi, — oY gy - Vg - =/ = = ;
(f fO) (m()) Q‘LO 811.,: u 0 5p0 Q‘Eé’l) 2 + ™y 8“1 f
(V.18)

la ecuacién correspondiente a la i-ésima especie masiva es:

'G%fi(ui,X, t) =

16 mio\ g 9 2q0 ( QY 5\ ksT 8
oo =) QY g lui- Vo 22 (=8 -2 (g, x, 1) (V.19
3 ( my ) 0 811,‘ Wi 0 5p0 Qfé’l) 2 t+— m; 6111, f (ll y X,y ) ( )

%fi(ui, x,t) +u; -

La evolucién de cada una de las especies pesadas esta descrita por una ecuacién del tipo
(IV.19), es decir una ecuacién del tipo Fokker-Planck, en donde cada una de las especies

se ve afectada por un arrastre que tiene la misma esructura que (II1.3.11), ésto es:

16 (1,1) 2qo Q%’Q) 5
;= — ; Moo 2 V.
F 3 (5 nom; Q [ — Vo + 500 95(1)71) 5 ( 20)
Si hacemos:
- ?5 nom; Q5" (V.21)

la fuerza que estd actuando sobre las particulas de la especie 1 queda:
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(1,2)
16 (1,1) 2q0 Qo 5)
F, = m;§, - Vo - = V.22

3 3o [ " 5po 5po (Q%l) 2 (V:22)

sobre cada particula de la especie 2, se ejerce una fuerza dada por:

16 2q0 (LY 5
Fy = 363 2noma Sy >[u2—vo+-5q—°( e -)} (V.23)
Po \sq 2

Lo que buscamos ahora es una fuerza promedio sobre las particulas masivas en general, y

para tal tarea, definimos

2
1

- Y Fun, (V.24)

1

como la fuerza promedio sobre cualquier particula masiva; en donde
3

N=) n (IV.25)

=0

Asi:

1
(F) = — |nmimuy + neyug — (niy1 + n2ye) | Vo + L
N
Po
2q0 Q(l 2 9% )

En esta expresién la fuerza promedio esta en funcién de cua.lquier potencial central a través

(tr),

de las integrales de colisién Qw ;

al sustituir las integrales de colisién por el potencial de

esfera dura y hacer los cocientes de (V.24), la fuerza se convierte ahora en:

1
(F) = = [mmiuy + noyeus + (n1y1 +n2%2) L v, (V.27)
N 5po

De aqui podemos identificar un coeficiente de arrastre promedio que llamaremos (7) y que

tiene la forma:

(n = %(nl’)’l + 72’)’2) (V.28)
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y entonces la fuerza promedio se puede expresar como :

(F)={(m [% - Vo] + 71\,—(n171u1 + n2’72ﬂ2> ' (V.29)

Si en lugar de tener dos especies masivas, consideramos r de ellas, diluidas de forma tal
y ¥
que tampoco interactuen entre si, podemos hacer el tratamiento a cada una de las especies
masivas, tomando el término de colisiones que toma en cuenta las interacciones entre
particulas masivas y ligeras inicamente, en ese caso sobre cada particula pesada actia una
fuerza similar a (IV.20) con 2 =1,2,3, ...... 7, v al tomar el promedio de la fuerza definida
[ Rt B | 97

por (V.24) nos queda como:

1 & 2q0 (4P 5
= =S iyl - Vo+ 22 (0 2 V.30
)= oo Vo 2 (05 -3 (v30)
V0=V0—U

ahora la velocidad hidrodindmica del sistema es:

1 T
U= r: > pavi, (V.31)
1=0

y la densidad de masa del sistema es
p=2 i (V.32)
=

que también la podemos expresar en términos de un coeficiente de arrastre promedio ()

como:

(F) ('y)(q0 +V ) + 290 1 zr:n Y [u + Q’%mJ (V.33)
=— — 0 — Y | Wi+ =Ty .
po 5po N Qz%’l)
donde v es ahora:
1 r
(1) = 5 2 (V.34)



Aunque rigurosamente es correcto caracterizar a la distribucién de un aerosol de una
manera discreta, llega el momento que esta forma ya no es manejable, debido a que el
numero de particulas es muy grande, atn si se considera un sistema muy diluido, por
ejemplo una mezcla de 4cido sulfirico/agua en equilibrio a treinta por ciento de humedad
relativa de didmetro de 0.01 micras, consiste de aproximadamente de 10* moléculas de
acido sulfirico; por eso es muy comin en ciencia de aerosoles que cuando se tiene un
numero relativamente pequeno de de particulas en el aire, digamos de alrededor de 100, el
sistema de aerosol se trate como si la variacién fuera contintda en lugar de tener un sistema
discreto, en este caso el indice discreto k, se reemplaza por el didmetro de la particula D,
y la concentracion Nk por una funcién de distribucién que depende del didmetro, es decir:
n(Dp), que se definen como sigue:

n(Dp)dD, = nimero de particulas por cm3 de aire que tienen didmetros en el intervalo
de D, a D, +dD,,.

El ndmero total de particulas por cm? de todos los tamaiios es:

N = /o n(D,)dD, (V.35)

Desde el punto de vista de la teoria de la probabilidad, n(D,) es la funcién densidad de
probabilidad para los tamanos de las particulas. Es interesante conocer tanto las distribu-
ciones de 4rea superficial como el volumen respecto de los tamanos de las particulas; para
ésto se considera que todas las particulas son de forma esférica; definimos entonces la

distribucién de superficie como:

ns(Dp) = ©2n(D,) (V.36)

y la funcién de distribucién de volumen como:

nv(Dy) = £D3(Dy) (V.37)
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La superficie y el volumen total de las particulas por cm? son:

S=m [ D2n(D,)dD, = oons(D )dD. (v.3é)
/ /0 P P

/ D3n(D,)dD, = / ny (D,)dD, (V.39)

Con las definiciones (V.35)- (V.39), podemos generalizar la fuerza promedio sobre las

particulas Brownianas, que toma la forma:

Q2(Dy)

T (D,) *7F

(F) = () (Vo + 2 ) -7 ~ (Dy)n(Dy)

+—1]\7 /0 = (D) (Dy)u(Dy)dD, (V.40)

donde el coeficiente de arrastre promedio se escribe ahora:

1 oo

(v =+ Y(Dyp)npd Dy (V.41)

Para las densidades de tamahos de las particulas de aerosol existen diferentes formas o

modelos, uno de los mas sencillos es la distribucién normal, pero ademads existen datos

experimentales para éstas.
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CAPITULO VI

CONCLUSIONES

Uno de los resultados principales de este trabajo es el haber obtenido la fuerza promedio
que sé ejerce sobre las particulas Brownianas cuando tenemos un flujo de calor, esta fuerza
depende directamente de la forma constitutiva que tenga el flujo de calor; el que resulta de
sustituir para la funcién de distribucion de las particulas ligeras, la solucién a la ecuacion
de Boltzmann por el método de Grad. Método en el que consideran a los flujos como
variables relevantes; en particular cuando esta expresado por la Ley de Fourier nuestro
resultado se reduce al que Fendndez de la Mora y Mercer obtuvieron en 1982 al sustituir
la funcién de distribucién “a la Chapman-Enskog”.

Por otro lado, la fuerza térmica que se obtuvo en el Capitulo III se puede expresar en
términos de los coeficientes de transporte generalizados obtenidos en el Capitulo I tomando
el limite en la frecuencia cuando w — 0.

Ademas, otra de las consecuencias de sustituir la funcién de distribucién “a la Grad” es
el hecho de que en la ecuacién de Fokker-Planck , que es la ecuacién aproximada para
las particulas pesadas, la fuerza de arrastre sobre las particulas estd en términos de la
velocidad de difusién, esto es debido a la no uniformidad del medio en el que se mueve la
particula Browniana.

Esta teoria es vélida cuando la trayectoria libre media del gas ligero sea mucho mayor
que las dimensiones de la particula Browniana. Pues cuando sucede el inverso, es decir

cuando la trayectoria libre media del fluido es mas pequeina que el radio de las particulas
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masivas, en este caso se deben tomar en cuenta las condiciones a la frontera de la particula
Browniana.

Una vez obtenida la fuerza promedio sobre particulas Brownianas de un sélo tamano, con
el mismo modelo y bajo las mismas consideraciones , se obtiene la fuerza para cuando
tenemos un sistema con particulas Brownianas de distintos tamanos, donde la fuerza se
expresa en términos de un coeficiente de arrastre promedio, que depende de los radios de
las particulas Brownianas del sistema. Una forma mas general es cuando en lugar de tener
una distribucién discreta de tamafios de particulas sumergidas en el fluido (gas ligero),
se tiene una distribucién continia, a este respecto existen diversos modelos, y el de la
distribucién normal es la mads sencilla, asi como también existen modelos a partir de datos

experimentales.
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APENDICE A

El coeficiente b se puede separar en dos partes como:
b=b;+u;-B+....

En donde

b; = 52/d3g10910g10Q1(glo)fo(—glo)

Q1(g10) = 27r/ d0a (0, g10)(1 — Cosb)Send
0

Q2(g10) = 271'/ dO%a(O,glo)Senzf)SenO
0

5]
0g10

B = 52/d391091og10Q1(910) fo(—810)

(A.1)

(A.3)

(A.4)

(A.5)

La funcién de distribucién para calcular los coeficientes b y 7 de la ecuacién (111.2.30) es:

1/2
f0=no< o ) 6—53[1+—@V0'Co+ 0 Py (CoCo)°+

27rk'3T kBT 2kBT

2my my .o O
+5kBTp0(2kBTC° 2>q° C°}

y su derivada es:
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9 fo(Co) mg
ZJUNEY - v, Po.C
o810 fo kgT 2 KBT £o o+
2myg mng 5 2Im 2
+5PQKBT(2KBT 2)q0+5k2 T2 O(qO O) + ofo ( )
mo 5/2 .
B]_ = 2§1n0<—kBT) /dsglogloglogloQw(glo)e—% (A8)

Debido a la simetria que presenta la velocidad relativa en todo el espacio, la unica parte

que contribuye a la integral es la diagonal, de modo que ahora B queda:

n 2kgT
B=85—; (—757)1 / dgoQS% (g10)exp(—C3) (A.9)
B es un tensor unitario de orden dos.

En términos de las integrales de colisién QZ(.;’T) , dadas por:

1/2 roo A
Ql(';,r) — ( kBT ) / exp(—gQ)QZTHQS)dg (A.10)

27rmi 7 0

con lo que el coeficiente B nos queda :

1/2
B, = 13—65%0(@) olbVr (A.11)

T =6 / dg10910 [(gfol. — 3810810)Q10(g10) + 2810810Q10(910) | fo(—g10) (A.12)

por simetria nos queda :

m= 54/d3glog1oglong%)(glo)f(—glo) (A.13)

Nuevamente, debido a la simetria de las velocidades, la tinica parte que contribuye a la

integral es la parte de la diagonal del tensor 810810, por lo que el coeficiente  queda:
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& 1,1
o (A.14)

x=2—-~"l (A.14)
my
b, = 52/d391091ogloQ1(glo)fo(—gm) (A.15)
2 3 mo 3/ —c?
b=4¢ /d g10910810Q1(g10) 70 SrEnT e o kBTVO Co+
2mg (moC? 5
- .C A.16
* 5EBTpo (2kBT g )0 %o (4.16)

8 2kBT\ /2 ) 5 2
b; = —552n01{( r— ) VO/dglogloegw t:4 /dglo (glo 29?0)‘3910 (A-17)

Identificando las integrales de colisién tenemos:

16 myo \ /2 1y, 290 (41,2 O
b, = ——&%no( — VoQig” + —( Qg — = A.18
1 3 1”0( ) odlig '+ 500 10 ) ( )
290 at? 5

b; = —« [Vo + — (—ﬁ- - = (A.19)

Spo \ @itV 2/]

donden 7y estd dada por:
1/

N = %Gnoéz (7—"—19) Q“ 1) (A.20)
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entonces:
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APENDICE B

Los coeficientes A;; en términos de las integrales de colisién Qg-’r), y en particular

cuando el potencial de interaccion es el de esfera dura, son:

1/2
A = —¥nguo PQ( 1 _ lsﬁnop(—tﬂ’;ﬁ °> o2,
32p (1,1) 1,2 1/2
Az = S50 2( 20 — Qg )) =—%§'mllll<%%) ot

1/2 1/2
— 32pgn m 3/2 1/2 (1,1 1,2 7100 kpTyu
A3 = 15(;);11 (Ef;) Ho ( Q5 ) Q( )) = %kBT <7r 8ma1 °> ot

. 1/2
Az1 = Pponipf o ( g 9(1%1’2)) = _%GP%‘TP(W’CSZTOM> %o
Agg = —Znypy (%(G,uo + .‘Sul)Q(l b 5p19(1 ) 4 u%Q(l ) 4 2#0/1,19(1%)’2)>
3 ,1/2
=—Enu ( Budliu?+ 4uo,u1> (%ﬁml:;) no?,

1/2
ngm, 72, .2 kpT 2
Ags = n1mo Asz = Fpopino \ 27m1o ) 010

3,

(L,1) (1 2 B &

Po

1/2
Ay =~ () T (Y - sutols® + 0 - 2087
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kT

1/2
_ T2 2
= ‘5‘#1“1#0(%5,,1—10) 010

Ass = Asp

Ay =

Agr = %"Oﬂluo (5 QLD
A5 = 5"1#1#0 (59( 1)
Asy =

1 2,2
—%"1111(59% )= 30 )) =

6472,0;1,0 (59(1 »1) + 9(2 2))

1/2
2,2 T
Qng )> — 15“1“ mo(—ﬁ——%mw) 2ra?,
oo 1/2
-39 aff )> = %#oﬂlnl(‘ﬂ_zkmz;> 2noty

Los coeficientes de transporte en equilibrio son:

k 75 k
)\0=§ BO - 75
0 32POQ 4(_7?
k 75 k
)\Ozﬁ Bp1 _ __ 75
L™ 32,022 43?
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1/2
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