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RESUMEN

En este trabajo se presentaran algunas aplicaciones que tiene el calculo es-
tocdstico en finanzas, principalmente en lo que se refiere a modelos financieros
en tiempo continuo, desarrollando temas como la Integral de Ito, el Teorema
de Girsanov, el Teorema de Representacién Previsible, ademds se desarro-
llardn conceptos bésicos como opciones y bonos cupén cero. Por ultimo se
presentaran brevemente algunos modelos de tasas de interés.



111

Indice general

1. Preliminares 3
1.1, Notaclones . . . . .« . v v v v vt it e e e e 3
1.2. IntegraldeIto . . . . . . . . . ... ... 11

1.2.1. Integral Estocastica con Respecto a Procesos de Variacion
Fitiith - :6 28 ¢ 6588w &ss 9§05 5958556565 11

1.2.2. Integral Estocdstica con Respecto a L*(Q, F, P) Mar-
mgalam . - o ocov v v v v s v v s v v s s s v a s s s s wa 13

1.2.3. Integral Estocdstica con Respecto a Martingalas Locales 18
1.2.4. Integral Estocéstica con Respecto a Semimartingalas

Continias : ¢ ¢ 2 5 ¢ 2 85 3 58 3 82 5 3 8 5 8 8 3 % % 0y 20

1.3 Bormuladedt® o - 2 ¢ 5 ¢ 2 20 2 ¢ 2 2 ¢ 55 s 5 ¢ 5 6 @ wwws 21
1.4. Movimiento Browniano . . . . . . . . . . . ... ... .. 97
1.5. El Teorema de Girsanov . . . . . . . . . . .. . .. 24
1.6. El Teorema de Representaciéon Previsible . . . . . . . . . . .. 27
1.7. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas . . . . . . . . . ... .. 30
2. Algunas Aplicaciones de Calculo Estocastico a Finanzas 35
2.1. Conceptos Bésicos de Finanzas . . . . ... ... ... .... 35
22 IitedeBomple . . 5 - - 1 ;x5 5523588 RFRERETE S 37
2.3, Interés Compuestol . : s - : s s 5 5 3 5 % 5 5 5 505 5% w @ e v 38
2.4. Interés Compuesto Continuo . . . . . . . . ... ... ... .. 39
2.5. Bonos Cupén Cero . . . . . . . . . . .. e 40
2.6. Modelos Financieros en Tiempo Continuo . . . . ... .. .. 41
2.7, Mercados Completos : = = 5 ¢ 5 & 5 5 4 6 w5 w0 s e e e s 47
2.8. Férmula de Black-Scholes. . . . . . . . .. .. ... .. .... 54
2.9. Valuacién de una Opcion de Venta Americana, . . . . . . . . . ot

2.10. Valuacién de una Opcién de Venta Americana a Perpetuidad . 60
2.11. Estructura de Plazo de Tasas de Interés (Term Structure) . . 65



0%

INDICE GENERAL

2.12. Algunos Modelos de Tasas de Interés



Introduccion

El objetivo de este trabajo es exponer la aplicacién que tiene el calculo
estocastico en finanzas, en lo que se refiere a modelos financieros en tiempo
continuo.

No podemos hablar de cdlculo estocastico sin abordar la teoria de integral
estocéstica, es por eso que en el Capitulo 1 se expone y desarrolla lo referente
a este tema: la Integral de Itd. Ademas se aplica esta teorfa en el desarrollo
del Teorema de Girsanov y el Teorema de Representacién de Martingala.

En el Capitulo 2 se desarrollarda brevemente el tema de Tiempo local y
los procesos de Bessel, cuya utilidad en este trabajo radica en que el modelo
CIR (ver Capitulo 3) es uno de estos procesos.

Es en el Capitulo 3 donde se desarrollaran los temas centrales del pre-
sente trabajo, las aplicaciones al ambiente financiero del calculo estocdstico,
comenzando con los temas basicos como son el interés simple y compuesto,
bonos cupén cero y opciones, y continuando con temas como la férmula de
Black-Scholes, valuacién de opciones de venta americanas, term structure y
finalmente se expondran brevemente algunos modelos de tasas de interés.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Notaciones

Sea R el conjunto de los niimeros reales, R, el conjunto de los reales
positivos, entendiéndose por positivos si son mayores a cero, R el conjunto
de reales extendidos {—oo} UR U {oo}, Z el conjunto de enteros y N los
enteros positivos. Si F es un conjunto no vacio, entonces una c— algebra de
subconjuntos de F es una coleccién £ de subconjuntos de E tal que, £ € £ y
£ es cerrada bajo las operaciones de complementacion y de unién numerable.
Si A es una coleccién de subconjuntos de E, o(.A) denotara la o— algebra
generada por A, es decir, la minima o-édlgebra que contiene a A.

La pareja (E, £), que consiste de un conjunto no vacio E y una o—algebra
£ de subconjuntos de F se llama un espacio medible.

Sean (E,E) y (F,F) dos espacios medibles; una funcién f : E — F se
dice que es una funcién medible con respecto de las o-dlgebras £ y F, si
para todo A € F, se tiene f1(A) € £. Si A C E, la funcién indicadora
de A, la denotaremos por [4.

Si € es un conjunto no vacio y (E;, &)icr €s una coleccién de espacios
medibles, I un conjunto de indices, entonces para cada i € I, sea f; una
aplicacién de (2 en E; tenemos que o(f;, &;,i € I), denotara la o-dlgebra en
Q) generada por los conjuntos f;7'(4;), tales que A, € & para cadai € I. Es
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claro que o(f;,&;,7 € I) es la minima o-dlgebra en (2 tal que hace que todas
las f; sean medibles.

Si E es un espacio topolégico, la o-algebra generada por los abiertos de
E es llamada la o-dlgebra de Borel de E y la denotaremos por B(E).

Aqui una medida sobre un espacio medible (E, £) siempre serd positiva,
en caso contrario diremos que es una medida con signo. Un espacio de
medida es una terna (E, &, pu), donde (E, &) es un espacio medible y u es
una medida en (E,E).

Un espacio de medida (E, €&, u) se dice que es completo si para todo
B € £ tal que pu(B) = 0, implica que para cualquier A C B, se cumple
A € &, por tanto también, u(A) = 0, o sea que £ contiene a todos los
subconjuntos de E de medida cero (conjuntos nulos).

Si (E, &, ) es un espacio de medida y p € [1,00), LP(E, €, 1) denota el
espacio vectorial de funciones £-medibles X : E — R tales que

it = ([ |X<s)|ﬂu(ds))w

Un espacio de probabilidad (2, F, P) es un espacio de medida tal que
Piil) = 1.

es finito.

Una funcién de conjuntos es una funcién cuyo dominio es una coleccién
de conjuntos.

Si una proposicion concerniente a los puntos de un espacio de medida
(E,E, ) es cierta para todos los puntos del conjunto E, excepto en los puntos
de un conjunto A C E tal que pu(A) = 0, se dice que la propiedad es cierta
casi donde quiera, abreviado c.d. Si el espacio es un espacio de probabilidad
(2, F, P) se dice que la propiedad es cierta casi seguramente, abreviado c.s.
Cuando trabajemos con varias medidas de probabilidad, si una propiedad es
cierta casi seguramente respecto de la probabilidad P, a esta la denotaremos
por ¥ —&3.




1.1. Notaciones 5

Sea (£, F, P) un espacio de probabilidad. Si (E,£) es un espacio me-
dible entonces cualquier aplicacién X :  — E que sea medible es llama-
da variable aleatoria, abreviado v.a. La féormula px(A) = P{X7'(A)},
para A € &, define una medida de probabilidad px en (E,£), llamada
la distribucién de X o bien la ley de X. Aqui utilizaremos la notacién
px(A) = P[X € A]. Si X es una v.a. con valores reales, entonces la espe-
ranza de X se define como EX = fQ XdP, siempre que esta integral exista.
Si ademds f es una funcién medible de R en R entonces Ef(X) = [ fdux,
siempre que ambas integrales existan.

Observemos que X € L}(2, F, P) implica E|X| = [, |X|dP < cc.

Definicién 1.1.1 Sea (2, F) un espacio medible.

a) Una filtracién en (Q,F) es una familia de o-dlgebras de Q, (Fi)izo

tales que

i) Fi € F para toda t > 0.

i) Sis,t € Ry ys <t, entonces Fs C F;.

b) Sea (2, F,(Ft)iz0, P) un espacio de probabilidad filtrado. Un proceso
(X\)is0 definido sobre Q es (Fy)i=o-adaptado, o adaptado a la fil-
tracion (F;)i>o s1, para cada t > 0, la variable aleatoria X; es Fy-

medible.

¢) Dada una filtracion (F)is0 en (Q,F), para cada t > 0, se define una

nueva o-dlgebra

ft+:m}—5.

s>t

d) Asimismo, parat > 0 se define

F = \/.7-"5 =i Fei8 € )

s<t
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¢)

f)

9)

h)

Sea P : F — [0,1] una medida de probabilidad. Se dice que (F;)iso0
es una filtracién completa si el espacio de probabilidad (2, F, P) es

completo y todos los conjuntos de P-medida cero estdn en JFy.

La filtracion (F;)i>o satisface las hipétesis habituales, si es completa

y continua por la derecha, es decir, Fyy = F; para todo t > 0.

Una funcion f : [0,T] — R? se dice que es continua a la derecha y

admite limites a la izquierda si para cada t € [0,T), los limites

flt=)= lim f(s)  f(t+)= lim f(s)

s—rt,s<t s—il,5>1
existen y f(t) = f(t+).

Usaremos las iniciales en francés c.a.d.l.a.g. para continua a la dere-

cha con limites por la izquierda.

Una funcién f : [0,T] — R? se dice que es continua a la izquierda y

admite limites a la derecha si para cada t € [0,T], los limites

f(t=)= lm f(s) ft+) = lim f(s)

§—l,5<t s—sl, 551

existen y f(t) = f(t—).
Usaremos las iniciales en francés c.a.g.l.a.d. para abreviar continua a

la izquierda con limites a la derecha.

El proceso (X;)>0 es continuo (continuo por la derecha y admite
limites a la izquierda o continuo por la izquierda y admite

limites a la derecha) si para casi todo w € 2 la funcién
t — Xi(w)

es continua (continua por la derecha y admite limites a la 1zquierda o

continua por la izquierda y admite limites por la derecha).
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Comentarios. La interpretacion del indice ¢ como una variable de tiem-
po introduce un aspecto dindmico, el cual necesitamos tomar en cuenta para
definir apropiadamente las nociones de informacion, causalidad y previsi-
bilidad en el contexto de un modelo estocastico. En un contexto dindmico,
cuando el tiempo avanza, mas informacién es revelada al observar progresi-
vamente. Se debe agregar entonces algtin ingrediente dependiente del tiempo
a la estructura del espacio de probabilidad, (§2, F,P) para acomodar este
rasgo adicional. Esto se hace usualmente utilizando el concepto de filtracion;
F; es interpretada como la informacién conocida hasta el tiempo ¢, la cual se
incrementa con el tiempo. Desde un punto de vista intuitivo, la probabilidad
de ocurrencia de un evento aleatorio, cambiard con el tiempo en tanto haya
mas informacion revelada. Con el flujo de informacion existente, descrito por
la filtracién F;, podemos distinguir cantidades, que son conocidas dada la
informacion actual, de aquellas que son vistas como aleatorias al tiempo ¢.
Un evento A € F; es un evento tal que dada la informacién F; al tiempo £, el
observador puede decidir si el evento A ha ocurrido o no. Similarmente, una
v.a. Fp-medible, es una v.a. cuyo valor serd revelado al tiempo t.

Si la tinica observacion disponible son los valores pasados del proceso es-
tocdstico (X;);>p, entonces la informacién esta representada por la “historia”
(también llamada la “filtracién natural”) de (X;);>o definida como sigue:

La “historia” de un proceso (X;)¢>o, s la familia de o-dlgebras
FX =o(X,, s €[0,t]) UN
donde A son los conjuntos nulos de P.

Podemos pensar a F;X como toda la informacién que se puede extraer al
observar la trayectoria de (X;);>o entre 0 y ¢.

En los conceptos c.a.d.l.a.g. v c.a.g.l.a.d. dado que t es interpretado como
una variable de tiempo, a la derecha significa “después” y a la izquierda sig-
nifica “antes”. Si una funcién continua a la derecha tiene un salto en el tiempo
t, entonces el valor f(t) no es previsible siguiendo la trayectoria después del
tiempo t; la discontinuidad es vista como un evento repentino, imprevisto. En
contraste, si las trayectorias fueran continuas a la izquierda, una observacién
cercana al tiempo t a lo largo de la trayectoria, podria predecir el valor al
tiempo ¢t. En el contexto de modelos estocdsticos, los saltos representan even-
tos repentinos, imprevisibles, de aqui que la eleccion de continua a la derecha
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es natural. Por otro lado, si queremos modelar un proceso discontinuo cuyos
valores son “previsibles” podriamos usar un proceso c.a.g.l.a.d.

Definicién 1.1.2 Sea (2, F, (Fi)i>0, P) un espacio de probabilidad filtrado.
Una aplicacion T : Q2 — Ry U {cc} es llamada un tiempo de paro si para
todo t € Ry el evento {T < t} € F,. Notemos que {T = oo} = {T <
o}t € F = Fyp y también {T < t} € F, & {T > t} € F;. Es evidente
que cualquier constante no negativa es un tiempo de paro. En caso de que la
filtracion (F;)i>o sea continua por la derecha, el que T sea tiempo de paro
relativo a ella equivale a pedir que {T < t} € F; para todo t > 0.

Si (X¢)es0 €s un proceso y T' es un tiempo de paro, se denotard por (X7 )0
el proceso tal que X (w) = Xpw)ae(w) para todo t > 0.

Definicién 1.1.3 Una funcion V :t — V; de Ry U {0} en R se dice que es
de variacién finita si para toda t € [0,00) se tiene

Var(V)t = sup {Z |V;-i+1 - Vi

i=1

; 0=t0<t1<...<tn+1:t}<00.

La funcién Var(V), se le llama la variacién de V en [0,].

Definicién 1.1.4 Sea (Q, F, (Fi)is0, P) un espacio de probabilidad filtrado,

y (Xi)i>0 un proceso (Fi)iso-adaptado. Decimos que (X;)i>p €s:

a) un proceso creciente, si es adaptado a la filtracion, Xo = 0 y para casi
todo w € € la funcion
t— Xt(’LU)

es creciente.

b) un proceso de variacion finita si se puede escribir como la diferencia

de dos procesos crecientes.
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¢) un proceso de variacién cuadratica finita, si existe un proceso, al
que denotaremos por ([X]i)i>0, que sea creciente y tal que para toda

t > 0 y toda sucesion de particiones {6, }n>1 del intervalo [0,t] con

o=A | 1=0,...,8} Y |6.n|n:>o[),
(donde | 6, |= maz{| t}, —t? |,i=0,...,n — 1}) se tiene que

n

> Xy, —Xg) = (X
k=1

El proceso ([X]i)i>0 es llamado variacién cuadratica de (X;):>o-

d) una submartingala si para todo t > 0 se tiene EX;" € L'(Q,F,P) y
E[X:/F. > X, c.s. para s <t (donde X;" es la parte positiva de X,)

e) una supermartingala si para todo t > 0, X; € L'(Q, F,P) y
E[X;/F,] < X, c.s., para s < t (donde X; es la parte negativa de X).

f) una martingala si para todot > 0, X; € L'(2, F, P) y E[Xy/F] = X,

c.5., para s < t.

g) una LP(Q, F,P) martingala local, para p € [1,00), si existe una
sucesion (Tp)n>1, de tiempos de paro relativos a la filtracion (Fy)i>o0,

llamada sucesion localizante, tal gue
i) para todo w € Q@ yn € N,
Tn(w) € Tpyr(w),
it) para casi todo w € €,
i, Fliie) =%,
n—oo

i) para cada n € N, el proceso (Iir, >0y X™ )10 €s LP(2, F, P) mar-
tingala, donde (Ifr, >0y X™)i(w) = Iz, 50y (w) X{" (w).
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Cuando p = 1 omitimos el “LP(Q2, F, P)"y decimos simplemente una
martingala local.

h) una semimartingala continua st es continuo, adaptado a la filtracion

y para cada t > 0 se le puede expresar en la forma
Xg — Mt -+ At,

donde (M,)i>0 es una martingala local continua y (As)i>0 €s un proceso
continuo de variacion finita.

Comentarios. Obviamente todo proceso creciente es de variacién finita en
cualquier intervalo acotado.

Claro que toda LP(f2, F, P) martingala es una L?(2, F, P) martingala
local, para p > 1.

Notacién. A un proceso (X;);>0, lo denotaremos simplemente por X.

Definicién 1.1.5 Para M y N martingala locales, sea
1
[M,N] = 1([M + N] - [M — NJ).

Llamaremos a [M,N| el corchete rectangular de M y N, al cual nos
referiremos simplemente como el “corchete”, debido a que sdlo trabajaremos
con este tipo de corchete. [M, N]| representa el proceso ([M, N];)i>o, donde
[M,N], = ;([M + N], — [M — N};), para cada t > 0.

Propiedades:
a) [-,+] es bilineal simétrico.

b) [M,M] = [M] y [M,M]y = [M]o = 0, donde [M] es el proceso de
variacién cuadrdtica de M.

c¢) Si A es un proceso continuo de variacion finita entonces, (A, A] = [A] =
0y [A,M] = [M,A] =0, donde M es una martingala local.
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1.2. Integral de Ito

Consideremos un espacio de probabilidad (Q, F, P) y una filtracién (F):0
que satisface las condiciones habituales. En las siguientes cuatro subsecciones
se hard la construccién de la integral estocastica de Ito:

/ HdM,

[0.¢]

donde primero M es un proceso de variacién finita, luego una L*(Q, F, P)
martingala, en seguida una L?(§2, ¥, P) martingala local y finalmente una
semimartingala continua, y H es un proceso que satisface ciertas condiciones
de medibilidad e integrabilidad. También veremos algunas de las propiedades
de dicha integral estocastica.

1.2.1. Integral Estocastica con Respecto a Procesos de
Variaciéon Finita
La Integral de Lebesgue-Stieljes

Sea A :t — A, una funcién creciente, continua a la derecha de Ry U {0}
en R, U{0}. Definamos las medidas de los intervalos finitos de R, mediante
las siguientes igualdades:

pa(a,b) = Ay — Ay, a,beRy,

pala,b] = Ap— A, a,beRy,

pa(a,b) = Ap— As, a,b € Ry,

pala,b) = Ay —Ag, a,bER,,

1a(0,8) = Ap— Ao, be Ry,

pal0,b) = A beR,,
del Teorema de extensién de Carathéodory podemos extender 14, a la o-
algebra generada por los intervalos abiertos y cerrados de Ry, o sea a la
o-dlgebra de Borel, B(R,) v tal que g4 resulte ser o-finita. La medida j4 es
llamada, la medida de Lebesgue-Stieljes asociada a la funcién A.

Sea V; una funcién de variacion finita. Sean

A= (Var(Vy+ (Vi= W) v Bo=5(Var(V) = (Vi=1a)),
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estas funciones resultan ser nulas en cero, monétonas crecientes, por tanto
de variacién finita y si V; es continua por la derecha, A y B resultan ser
continuas por la derecha. Asi obtenemos que toda funcién (V; — V;), nula en
cero, de variacion finita y continua por la derecha, es la diferencia de dos
funciones A y B, de Ry U {0} en R; U {0}, las cuales son finitas, crecientes,
nulas en cero y continuas por la derecha.

Definamos py la medida con signo, de Lebesgue-Stieljes: py = pg — g,
sobre B(Ry) y uy{0} = V. La integral de Lebesgue con respecto a la medida
1y, es llamada: la integral de Lebesgue-Stieljes.

No es dificil demostrar a partir del teorema de clases mondtonas que
si V' tiene otra representacién como diferencia de dos funciones crecientes y
continuas por la derecha, digamos: V = A’ — B’, se tiene que py = pg— fig =
jtar — ppr. Asi que para calcular la medida de cualquier conjunto medible
podemos utilizar cualquier representacién. Para, 0 < u < t, la integral de
Lebesgue-Stieljes sobre (u,t), la denotaremos indistintamente por

i
f@ﬁmv@>=1/’fuyﬂg= f(s)dv;.
(u,t] u (u,t]

Definicion 1.2.1 Sea (V};)izo un proceso de variacion finita y sea (Hy)i>o un
proceso B(R,) ® F— medible. Como cada trayectoria V.(w), es una funcion
creciente, denotemos por jiy () (dt), la medida de Lebesgue-Stieljes asociada a
la trayectoria asociada a w € §). Ahora podemos considerar para t € (0, 00),

la integral de Lebesgue-Stieljes:

(H V) = [ Hw)divn (o),

que denotaremos por:

(H-V)y(w) = /(; Hy(w)dV,(w),

siempre que ésta exista, pudiendo tomar los valores +oo0 6 —00.

Si (H - V)(w) eziste para toda t € (0,00) y casi toda w, haciendo
(H - V) = HoVy, el proceso ((H - V')i)e>0, estd bien definido para toda t €
[0,00), y serd llamado la integral de H con repecto a V.




1.2. Integral de Ito 13

1.2.2. Integral Estocastica con Respecto a L*(Q), F, P)
Martingalas

Recordemos que tenemos un espacio de probabilidad (©,F,P) y una
filtracién (F,):>0 que satisface las condiciones habituales.

Sea M una L*(Q2, F, P) martingala continua a la derecha.

Primero se especificardn las condiciones de medibilidad sobre H, visto
como una funciéon definida en R, x (). H sera medible respecto a una o-
algebra P generada por una clase simple R de “rectangulos previsibles”. En
seguida se definird una medida pys asociada con M sobre P y entonces se
definira la integral [ HdM en los siguientes pasos:

i) [ HdM seré definida para un R-proceso simple H de tal forma que la
siguiente isometria sea cierta:

E{(]HdM)Z} = /R“!I(H)zd,uM.

ii) Esta isometria serd usada para extender la definicién de [ HdM a
cualquier H € L3R, x Q, P, up).

Comenzaremos definiendo la g-dlgebra previsible.

La familia de subconjuntos de R x {2 que contiene a todos los conjuntos
de la forma {0} x Fy y (s,t] X F, donde F, € Foy F € F, para s < t
en R,, es llamada la clase de rectangulos previsibles y la denotamos
por R. El anillo A generado por R es la minima familia de subconjuntos de
R4 x € que contiene a R y tal que si A} € Ay A; € A, entonces A; U Ay y
A1\ A, estan en A. Puede verificarse que A consiste del conjunto vacio @ y
de todas las uniones finitas de rectangulos disjuntos en R. La o-algebra P de
subconjuntos de R, x (2 generada por R es llamada la o-dlgebra previsible
y los conjuntos en P son llamados conjuntos previsibles.

Una funcién X : R, x © — R es llamada funcién previsible si X es
P-medible. Asi mismo, un proceso (X;);>p es llamado proceso previsible
si X, es P-medible, para toda t > 0.
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A continuacién se define una medida sobre los conjuntos previsibles, la
cual nos dara la isometria usada para definir la integral estocdstica.

Supongamos que Z = (Z;);>o es un proceso real valuado y adaptado a la
filtracién (F;)is0, v Z: € LY, F, P), para cada t € R,

Definamos una funcién de conjuntos en R con valores en R, Az por:
Az((s,t] x F) = E(Ip(Z; — Z,)), para FeF,ys<tenR,,

Az({0} x Fy) = 0 para Fy € Fy.

Ahora extendamos a Az a una funcién de conjuntos finitamente aditiva sobre
el anillo A generado por R, definiendo

Az(A) =D Az(Ry)

para algin A = UJ_ R;, donde {R;, 1 < j < n} es una coleccién finita
de conjuntos disjuntos en R. El valor de Az(A) es el mismo para todas las
representaciones de A como unién finita de rectangulos disjuntos en R.

Es claro que si Z es una martingala, entonces Az = 0, v si Z es una
submartingala, entonces Az > 0. Asi que, como M es martingala, (M)? =
((M;)?*)¢>0 es una submartingala (es una consecuencia de aplicar la desigual-
dad de Jensen condicional a la funcién convexa z — z?) entonces Az 2 0.
Mas explicitamente, para F € F, y s <,

N (s, ]  F) = B(Ie(M? — M2)) = B(Ie(M; - M,)?) 2 0.

La igualdad anterior se prueba poniendo Y = I en la siguiente identidad.
Para s < t en R, y alguna Y € F, real valuada, tenemos, utilizando la
propiedad de martingala,

0 < B{Y (M, — M.)*} = B{Y ((My)* — 2M;M, + (M,)")}
= B{Y((M,)* + (M,)} - 2E{Y M,E(M,/F,)}
= E{Y (M) + (M,)*)} - 2E{Y (M.)?}
= E(Y (M) — (M)}




1.2. Integral de Ito 15

Estamos interesados en L*(£2, F, P)-martingalas M, para las cuales A(yy2
puede ser extendida a una medida sobre P. Si A(j)2 es numerablemente aditi-
va sobre A, entonces por el teorema de extensién de Carathéodory existe una
Uinica extensién de Ay, a una medida sobre P. Una condicién suficiente para
que A(y)2 sea numerablemente aditiva es que M tenga trayectorias continuas
por la derecha. Asumiremos este resultado el cual es probado en Métivier y
Pellaumail [15]. Usaremos p)s para denotar la tinica medida sobre P la cual
extiende a Apz.

Ahora se definird la integral estocdstica [ HdM cuando H es un R—
proceso previsible simple y probaremos que el mapeo H — [ HdM es una
isometria de un subespacio de L%(Ry x §, P, upr) en L*(2, F, P).

Cuando H es la funcién indicadora de un rectangulo previsible, la integral
[ HdM esta definida como sigue. Para s <t en R, y F € F;,

/ IqxrdM = Ip(M, — M)

y para Iy € Fo,
/I{U}XFGdM =0.

Sea & la clase de todas las funciones H : R, x £ — R que son combi-
naciones lineales finitas de funciones indicadoras de rectangulos previsibles.
Una funcién tal serd llamada un R—proceso previsible simple. Asi pues,
H € £ puede ser expresado en la forma:

H = ZCjI(SJJJIXFj +r cUI{O}MFO (1.1)

g=i

donde c; R, F; € Fj, s;<t;enRyparal <j<n, neN gelRy
F, € F,. Esta representacion, aunque no es unica, se puede escojer siempre,
tal que los rectangulos previsibles (s;,t;] x F; para 1 < j < n scan disjuntos.

La integral [ HdM para H € & es definida por linealidad. Por lo tanto,
para H de la forma (1.1) tenemos:

n

/ HAM =) ¢;Ip(M,, — M,).

j=i
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Se puede verificar facilmente que el valor de la integral no depende de la
representacion escogida para H.

Dado que Ip € LR, X £, P, uy) para cada rectdngulo previsible R,
se sigue que £ es un subespacio de L*(R, x Q,P, uy), v dado que M; €
L*(Q, F, P) para cada t, [ HdM esta en L*(2, F, P) para cada H € €. El
siguiente teorema prueba que el mapeo lineal H — [ HdM es una isometria
de £ CL*(R, x 2, P, up) en su imagen en L2(Q, F, P).

Teorema 1.2.1 Para H € £ tenemos la isometria

E{(/ HdM)z} = L+XQ(H)2duM.

Demostracién. Ver [7], pag. 37.

Lema 1.2.1 El conjunto de R-procesos simples € es denso en el espacio de
Hilbert LRy x Q,P, tuar).

Demostraciéon. Ver [7], pag. 38.

Si consideramos que L?(R, x Q,P,uy) y L3(Q, F, P) son espacios de
Hilbert, entonces el mapeo H — [ HdM es una isometria lineal del subes-
pacio denso & de L*(Ry x , P, up) en L*(§), F, P), vy por lo tanto puede
ser extendida a una tnica isometria de L*(R, x ©, P, up) en L2, F, P).
Para H € L*(Ry x §, P, par), definimos la integral estocastica (H - M) =
[ HdM como la imagen de H bajo ésta isometrfa.

Vamos a considerar el conjunto

A(P,M) = {H : Ry xQ2 — R|H es P—medible y IjpyH € L*(Ry xQ, P, inr) }

Sea H € A*(P,M). Para cada t > 0, [ IjggHdM esta bien definido y
tiene la propiedad de isometria:

2
E{(/]{o,t]HdM) } = /[;H]XQ(H)zd#M- (1.2)
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Por definicién, gy ({0} x ©2) = 0, por lo tanto por (1.2) tenemos
/I{D}HdM =0 C.s.

Si H € £ y (1.1) es una representacion para H, entonces para cada t, Ijg 4 H
estaen £y

n

]I[O‘t!HdM = ZCjIFj (ng/u = Msj/\g).

i=1

Aqui el lado derecho de esta ltima ecuacién es una L?(f2, F, P) martingala
y es continua a la derecha. Usando la isometria, hacemos la extensiéon para
tener que si H € A*(P, M), entonces ([ IjpgHdM )i>p es una L*(Q, F, P)

martingala la cual tiene una versién continua a la derecha, segin el siguiente:

Teorema 1.2.2 Sea M una L*(Q2, F, P) martingala continua a la derecha,
H € N*(P,M) y para cada t sea Y, = [ IjgyHdM. Entonces Y = (Y;)i0 €s
una L*(Q, F, P) martingala con media cero y eriste una version de Y con

todas sus trayectorias continuas a la derecha.

Demostracién. Ver (7], pig. 40.

Corolario 1.2.1 Bajo las hipotesis del teorema anterior, si M tiene trayec-

torias continuas, entonces existe una version de 'Y con trayectorias continuas.

Demostracion. Ver [7], pag. 41.

Teorema 1.2.3 (Teorema de Descomposicién de Doob.) Sea M una
L*(Q, F, P) martingala continua a la derecha. Entonces M? — [M,M] es

martingala y tenemos la siguiente descomposcion de la submartingala M?:
i
M} :M§+2/ MdM + [M,M];, para todo t > 0. (1.3)
Jo

Demostracion. Ver [18], pag. 78.
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Proposicién 1.2.1 Sea M una L*(Q, F, P) martingala continua. Entonces

a) [M,M] = [M] es un proceso continuo creciente en L*(, F, P) tal que
[M]p = 0.

b) (jot MdM) es una P-martingala continua con media cero.
£20

¢) [M, M] es el unico proceso creciente continuo tal que M? — [M, M| sea
martingala; asi obtenemos la unicidad de la descomposicion de Doob

para M?, en el caso en que M sea continua.

Demostracién. Para a) y b) ver (7], pag. 70. Para ¢) ver [18], pdg. 82.
e

Corolario 1.2.2 Toda L*(5, F, P) martingala continua M, nula en cero y

de variacion finita, resulta ser nula casi seqguramente.

Demostraciéon. Ver [18], pdg. 82.

1.2.3. Integral Estocastica con Respecto a Martingalas
Locales

Nuevamente tenemos un espacio de probabilidad fijo (2, F, P) y una fil-
tracién (F;)s>0 que satisface las condiciones habituales.

Definiremos integral estocdstica respecto a martingalas locales para H
previsible localmente acotado, para esto haremos uso del siguiente resultado:

Teorema 1.2.4 (Férmula de Localizacién.) Sea M una L*(2, F, P) mar-
tingala continua a la derecha, H € L*(Ry xQ, P, upxq) y T un tiempo de paro

finito, entonces
(HIoq - M)y = (H -M"), = (H -M){ = (H" - M"),

para todo t > 0.
Demostracion. Ver [18], pdg. 77.
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Sea M una L*(), F, P) martingala local y tomemos inicialmente H pre-
visible y acotado. Sea (T,),>o una sucesion de tiempos de paro tal que
T, — +oo y M™ es una L*(2, F, P) martingala, ahora de la férmula de
localizacion tenemos

(H - M)f = (H - M™),.

Los procesos (H - M){™ resultan ser L*(Q, F, P) martingala nulas en cero,
para cualquier n, o sea que (H - M), resulta ser una martingala local. Ahora
cuando H es previsible localmente acotado, tenemos que existe una sucesion
T, de tiempos de paro tal que los procesos H" = HlIjy 1, sean acotados.
Las integrales, H™ - M, estan bien definidas y de la férmula de localizacién
tenemos, (H"*!'- M)™ = H™- M, asi que existe un proceso H - M tal que,
(H™ - M) = (H - M)™ para todo N. Ahora veamos que esta definicién no
depende de la sucesién que se haya utilizado. En efecto, gracias a la férmula
de localizacién, si T es un tiempo de paro tal que H? sea acotado y M7
es una L*(2, F, P) martingala nula en cero, M7*"T sigue siendo martingala
para cualquier n entonces

(HIgz - M™)y = (™ - MTT) = (H - M),

y haciendo tender n a +oo, (H - M)[*" y (HT"T . MT»AT)  convergen c.s. y
en L? a (H-M)ry (HT - MT), respectivamente. Enunciemos lo que hemos
expuesto en esta parte para martingalas locales y hagamos la definicién de
integral estocastica para martingalas locales con el siguiente:

Teorema 1.2.5 Sea M una L*(Q), F, P) martingala local. Entonces eziste
una aplicacion lineal tinica H — H - M del conjunto de procesos previsible
localmente acotados en el espacio de L?(0, F, P) martingalas locales nulas en
cero. Esta aplicacidn lineal es tal que (H - M)? — H? - [M, M| sea martingala

local.

Teorema 1.2.6 (Teorema de Descomposicién de Doob) Sea M una
L%*(Q, F, P) martingala local. Entonces

a) M?*—[M, M| es martingala local y se tiene la siguiente descomposicidn

de la submartingala M?:

M?=M2+2 ] M,dM, + [M,M],, para todo t > 0.
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b) Si M es continua, [M, M| es continuo y entonces es el 1inico proceso

creciente continuo que satisface a).

1.2.4. Integral Estocastica con Respecto a Semimartin-
galas Continuas

Comenzaremos observando que para X y Y semimartingalas continuas
con descomposiciones X = M + Ay Y = N + B tenemos

[X,Y]=[M+ A,N + B] =M, N],

dada la bilinealidad de [-,-] y por el hecho de ser A y B procesos de variacién
finita.

Proposicién 1.2.2 Toda semimartingala continua es de variacion cuadrd-

tica finita y €sta variacion cuadratica resulta ser su corchete.

Demostracién. Ver (18], pag. 87.

Definicion 1.2.2 Sea X una semimartingala continua con descomposicion
X = M+ A, entonces para cualquier proceso H previsible localmente acotado

se define la integral estocastica de /{ con respecto a X como

t t
(H-X)t:/ ffsdf\4s+/ H,dA,,
0 0

donde la tltima integral es la integral de Stieljes y como ésta resulta ser un
proceso de variacion finita, la integral estocdstica resulta ser de nuevo una
semimartingala y al ser las dos integrales continuas se tiene que la descom-

posicion de la integral estocdstica estd dada por la ecuacion de arriba.

Proposicion 1.2.3 Sean X y Y semimartingalas continuas, H y K previ-

sibles y acotados. Entonces

[H-X,K-Y]=HK-[X,Y].
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Demostracién. Ver [18], pdg. 89.

Corolario 1.2.3 Con las mismas hipdtesis de la proposicion anterior, tene-

[H-X)=[H -X,H-X] =/H2d[X,X] =/H2d[X].

Lema 1.2.2 Sea M una martingala local continua, nula en cero, y sea V un

proceso de variacion finita, continuo y nulo en cero, entonces

¢ t
M,V :/ MSdE+f Vsd M.
0 0

Demostracién. Ver [18], pag. 89.

Teorema 1.2.7 (Férmula de integracién por partes.) Sean X yY dos
semamartingalas continuas de la forma X = M + A, Y = N + B, entonces

¢ t
XY, = XYoo+ / X dY, +/ YidX, + [X,Y];
Jo 0

i t
= X0Y0+f Xsd}’s-i—f Y,dX, + [M, N;.
0

0
Demostracién. Ver [18], pag. 89.

1.3. Foérmula de Ito

Teorema 1.3.1 (Férmula de It6 para semimartingalas continuas.) Sea
(X1)i>0 una semimartingala continua en R", con X* = M*+ A* y sea f €
C*(R",R), entonces

> [ sy,

1.9=1

f(Xy) = f(Xo) +Z/ D,—f(xs)dX;Jr%
i=1 70
= f(Xo)+ ] Dif(Xs)dMi+) / D; f(X,)dAL,
i=1 Y0 i—1 Y0

+ % Z/[; Dijf(Xs)d[Miu Mj}s-

)=l
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Demostracién. Ver [18], pag. 90.

Corolario 1.3.1 El espacio de semimartingalas continuas es invariante bajo
transformaciones de clase C?, es mds la descomposicién de ésta estd dada por

la formula de arriba.

Demostracién. La prueba de este corolario se sigue al notar que D, f(X})
es un proceso continuo y adaptado por tanto previsible localmente acotado,
asi que las integrales estocdsticas con respecto a las martingalas locales estdn
bien definidas y son martingalas locales.

-

1.4. Movimiento Browniano

Definicién 1.4.1 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad con una filtracién
(Ft)i>0, y sea (Wy)i>o un proceso adaptado con valores en R™ de trayectorias
continuas. Se dice que (W,)i>o es un movimiento browniano estindar,

abreviando, m.b. (respecto de la filtracion (F)¢s0), $i
a) Wy =0, para s < t, el incremento W, — W, es independiente de F.

b) La ley de W, — W es gaussiana centrada de pardmetro t — s, i.e.,

P[Wt - W, e A] = (27 (t — 5))"‘/2/ e~ l=l/2(t=5) g0
A

Asociada a un m.b. (W,);>o tenemos una filtracién (F;");>0, que llamare-
mos la filtracién natural del m.b. (W,),>¢, definida por

FY =a(Wys <1).

Proposicién 1.4.1 W es una martingala con respecto a (F}");>o con trayec-

torias continuas.
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Demostracién. Como parte de la definicién del m.b., W tiene trayectorias
continuas. W, es F,"-medible por la definicién de F}", para cada t > 0.
Dado que la distribucién de W; es normal con media 0 y varianza ¢, entonces
E|W,| < oo para toda t = 0.

Nos resta probar que E[W,|F¥] = W,, para s < t. Como W; — W es
independiente de FY¥ y E[W, — W,] = 0 porque W, y W, tienen media 0,
obtenemos que:

EW,|F¥] = EW, — W,|F¥) + EW,|F¥] = E[W, — W]+ W, = W,.

Proposicién 1.4.2 (W?2—t);>o es una martingala con trayectorias continuas

con respecto a (FV)io-

Demostracién. Que W2 — t sea integrable y F}¥-medible se sigue como en
la prueba de la proposicién anterior. Calculemos:

EWE —t|lFY] = E[(W,—-W,) +W,)*|F,"] -t
= E[(Wy — W,)’|F,Y] + 2E[(W, — W) W,| 7]
+EW2|F¥) -t
= E[(W, — W,)? + 2W,E[W, — W,| + W2 —t
= (t—s)+0+W2—t
= Wf — 8.

Aqui usamos los hechos de que W, es F, medible y que (W, — W,)? es
independiente de F; porque W, — W; lo es. Por lo tanto se tiene lo que se
queria probar.

|

Proposicién 1.4.3 La variacion cuadrdtica del m.b. (W,);5 es (W], = ¢,

para cada t > 0.
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Demostracién. Como W es continua, el Teorema de Descomposicién de
Doob nos dice que [W, W] = [W] es el tnico proceso creciente continuo tal
que W?—[W] es martingala. Por la Proposicién anterior W2 —t es martingala;
por lo tanto [W, W], = [W], = t para toda t > 0.

HE

Teorema 1.4.1 (Lévy) Sea (X;)i>0 un proceso adaptado con valores en R"
de trayectorias continuas. Supongamos que (X,;);>0 sea una martingala local

y que las coordenadas X, satisfacen

dX*, X7] = o¥dt, (8% =1, sii=j, 0sii# j),

entonces (X,)i>o €s un m.b.

Demostracién. Ver (18|, pag. 96.

1.5. El Teorema de Girsanov

En esta seccién demostraremos que la propiedad de ser semimartingala se
mantiene bajo algunos cambios de leyes. Obtendremos consecuencias impor-
tantes como la descomposicién de la semimartingala respecto de la nueva ley.
Aqui s6lo desarrollaremos las técnicas necesarias para probar el teorema de
Girsanov cuando las semimartingalas son continuas y cuando P sea equiva-
lente a otra medida de probabilidad @. Al suponer la equivalencia tendremos
que si (F;)i>o satisface las condiciones habituales para P también las satis-
face para Q. Mds ain, los conjuntons previsibles para P serdn los mismos
que para Q.

Asi pues sean P y @ dos medidas de probabilidad en (2, F) equivalentes.
Definamos My, = %. Como P y @ son equivalentes, M, es diferente de
cero P-c.s.. Tomemos una versién c.a.d.l.a.g. (M;);>0, de la P-martingala
(E[Mo|F])ez0-

Lema 1.5.1 La P-martingala (M,)i>0 es estrictamente positiva, P-c.s.
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Demostracién. Ver [18], pag. 113.

Lema 1.5.2 Un proceso (X;)i>0 es una Q-martingala local, si y sdlo si,

(X¢M,)i>0 es una P-martingala local.

Demostracién. Ver [18], pag. 113.

Corolario 1.5.1 El proceso (37-)i>0 es una Q-martingala.

Teorema 1.5.1 Un proceso (X;)i>0 es una Q-semimartingala si y solo si es

una P-semimartingala.
Demostracién. Ver [18], pdg. 114.

De aqui en adelante supondremos que la martingala (M;),>0 es continua.

Teorema 1.5.2 (Girsanov) Toda ((F;)i>0, P) semimartingala continua es
una ((Fi)ez0, @) semimartingala continua. Mds precisamente, si X es una

((Fi)i0, P) martingala local continua,

.t 1
Yi=X; — —d|M, X
(=X, /0 TR
es una ((Fi)iz0, @) martingala local continua. Mds ain, toda ((Fy)i>0, @)

martingala local continua es de esta forma.

Demostracion. Para cada t > 0 sea

t
1
A= / —d[M, X],.
o M, .
Observemos que el proceso A es de variacion finita ya que por el Lema 1.5.1,
M (w) es una funcién acotada por abajo por un mimero estrictamente positi-
vo, asi que M ~!(w) resulta ser una funcién localmente acotada, y previsible
por ser M continua, luego aplicando la Proposicion 1.2.3 tenemos que
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t
A= f id[Y, M, = [M,M™!.Y],.
o M
para toda t > 0, con lo cual se tiene que A es de variacidn finita. Por lo tanto
Y, Y]=[X-AX - 4] =X, X].

Del Lema 1.5.2, Y es una (J-martingala local si Y M es P-martingala
local. Asi pues, probemos ésto tltimo. De la Férmula de Integracién por
Partes tenemos, para cada t > 0,

t t
oM, = YoMp+ / Y.dM, + f M,dY, + [Y, M),
0 0

t t
= (XG—AO)M0+/(X3—As)dM3+/ Msd(Xs—A,)
0 0
+(X — A, M|,
t t t i
= XoMy+ / X,dM, — / AydM, + / M.dX, - / Msid[x,M]s
0 0 0 0 Ms
+[X, M),

t L t
= XoM,+ / X,dM, — / AgdM, + / M,dX, — [X, M), + [Y, M),
Ot Ot Ot
= XoMs+ / X,dM, — / AdM, + / M,dX,.
0 0 0

Por lo tanto Y M resulta ser una P-martingala local al poderla expresar como
integrales estocasticas de previsibles respecto de P-martingalas locales.
-

Corolario 1.5.2 Si (Wy)i50 es un P-m.b., entonces
2

W, — / Lamwy,) |
0 Ms

t>0

es un Q-m.b., con Q) definida como en el Teorema anterior.
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Proposicién 1.5.1 Si (M;)i>o es una martingala local continua, estricta-
mente positiva, entonces, existe una tnica martingala local continua, (L¢)¢>o0

tal que, para cada t > 0,
T
Mt = exp{Lt - E[L,L]f,} = S(Li)

y L estd dada por
t
Ly = logM, + f M 'dM,,
0

para cada t > 0.

Teorema 1.5.3 (Girsanov, version clasica.) Sea T un real positivo, W

un P-m.b. sobre [0,T], Y un proceso previsible tal que

¥
/ Yids < o0 P —cs.
0

i 1. ¥ iy
My = exp (/ Y. dW, — —/ de.s-) .
0 2 0

Si E(My) = 1 entonces ("'Vg - fut sts) es un m.b. sobre [0,T] con

>0

y sea

respecto a la medida dQ = MpdP.

Demostracién. Ver (5], pdg.

1.6. El Teorema de Representacién Previsi-
ble

En esta secciéon queremos probar que dado un m.b., cada v.a. que sea
Fi-medible (con (F;)sso la filtracién natural del m.b.) se puede escribir como
una integral estocastica respecto de este m.b.. En términos matemadticos:
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Teorema 1.6.1 (Teorema de Representacién Previsible.) Sea W un
m.b., (Fi)izo la filtracion natural de W, T € Ry y V una v.a. Fr-medible
tal que EV*? < co. Entonces existe una constante ¢ € R y un proceso H
previsible, adaptado a la filtracion (F;)sq tal que E fUT Hilds <oy

i
V= c+/ H,dW;.
0

Demostracién. Expondremos simplemente la idea de la demostracién for-
mal.
Sea I el subespacio de L*(Q2, F, P),

T o
= {/ H,dW,|H es previsible, adaptado a (Fi)eso vy E/ H%ds < oo} .
0 0

I es subespacio cerrado de L*((2, F, P); en efecto, sea ( fOT HdW,)ns0
sucesion de Cauchy de elementos de /. Entonces, para cada n € N, H" es
previsible, adapatado a (F;);>¢ y tal que E’fDT(H;‘)zds < 0.

Por ser de Cauchy, tenemos

b T
f HTdW, — / H™dW,
0 0

= ||H" - Hm”iz(]g_,,xn,??,uw)‘

2

g >

T
f (H? — H™)dW,
0

L2(),F,P) L2(Q,F,P)

O sea que (H"),>o es sucesién de Cauchy en L3(R, x Q, P, tw), y dado
que este espacio es cerrado, existe H previsible tal que

d iy
lim H" = H, y E/ HZds < .
0

n—oo
Ademds como la biyeccién que asocia a cada previsible su integral es-

tocastica respecto del m.b. W, es continua, tenemos que

T s T
I3 / HdW, :/ lim H}dW, = lim Hl}dW,.
0 0

n—oo n—oeo 0

Por lo tanto I es subespacio cerrado de L*(2, F, P).
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Consideremos ahora I+ el conjunto ortogonal de I. Si demostramos que I+
se reduce a las constantes, habremos terminado.

Sea M € I. Supongamos primero que M es no negativo. Sin pérdida de
generalidad supongamos también que EM = 1. Definamos la probabilidad

Q) como d) = MdP.

Sea H un proceso previsible, adaptado a la filtracién (F;)s¢ tal que
E [l H2ds < oo.

Sea Y; = jot H.,dW,, para cada 0 < t < T. Probemos que Y es una Q-
martingala en [0,7]. Es decir, probemos que para 0 <r <t <Ty A€ F,
se tiene

Eqlla(Ys — ¥;)] =0

Observemos que

Eolla(Y:-Y,)] = EQ (/ Hdes—f Hsdw,,)}
0 0
= Eg 1,4( Hsdllf"s)]

= Eq |l f I(,,t]Hsa’Ws}
L 0

— Eg / IAI(,!tIHSdWS]
0

T
— Ep ( f 1,41(T,t]H3dW3) M] (1.4)
L 0

Ahora, dado que M € I+ tcnemos que para todo proceso G previsible,
adaptado a (F})i=0, tal que Ejn H%ds < oo,

0= <M, /OT Gdes> P [(/DT Gdes> M] . (1.5)

Donde <, > es el producto interno en L?(Q2, F, P). En particular si ponemos
Gy = IalnHg, para 0 < s < T, GG es previsible, adaptado a la filtracion
(Fio ¥ EfOT G%ds < 00. Asi que por (1.4) y (1.5) tenemos que

e

3

L2(Q.F7,P)
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0=Ep [(/OTGSdWs) M]

que es lo que se queria probar, por lo tanto Y es Q-martingala en [0, 7.

Ahora, si en Y ponemos H = 1, W es @Q-martingala en [0,7]. Luego
(W2 — t)i>0 es Q-martingala, dado que W es continua, por Doob y Levy W
es @-m.b.. Finalmente por la unicidad de la distribucién del m.b. P = Q.
Por lo tanto M = 1.

Supongamos ahora que M esta acotada por abajo, es decir, que existe
¢ € R tal que M + ¢ > 0. Aplicamos lo que probamos anteriormente a M + c.

Si M no estd acotada por abajo, sea (T,),>0 una sucesién de tiempos
de paro tales que (MT"),>, estd acotada por abajo. Aplicamos las pruebas
anteriores.

T
Ep [( f IAI(,,,t]HdeS) M]
0

= Eg[la(Y: - Y.)],

También se le conoce como Teorema de Representacion de Martingala,
por la siguiente razén. Supongamos que M es una martingala adaptada a
(Fi)es0, la filtracién natural de W. Supongamos también que EM? < oo,
para toda t. Sea T € R y V = My; por el Teorema anterior

Mpr=c+ /T H,dW,.
0
Como la integral estocdstica es martingala, entonces parar < T
M, = E[Mr|F,]=c+ E [/T HdeSU-}] =c+ fr H,dW,.
0 0
Asi pues, estamos diciendo que cualquier martingala respecto de la fil-

tracién natural del m.b. puede ser representada como una integral estocdstica
con respecto al m.b..

1.7. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

Comenzaremos enunciado un resultado de utilidad conocido como el Lema
de Gronwall.
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Lema 1.7.1 (Lema de Gronwal.) Suponga que a(s), 8(s) son funciones

integrables para a < s < b. Si existe una constante H tal que

a(t) < B(t) + H‘/t a(s)ds, t € [a,b], (1.6)

entonces

alt) < B(t)+ H / t eflt=9)3(s)ds.

Note que si 3(t) = B, con B constante, entonces
at) < Beft=o)

Demostracién. Escribamos A(t) = f: afs)ds, g(t) = A(t)e H*. Entonces
)

gt) = at)e ™ - HA(t)e ™
< Be)e™™,

esta dltima desigualdad se tiene de (1.6). Integrando, g(t)—g(a) < f: B(s)e H2ds.
Esto es, A(t) < e [ B(s)e"H*ds. Usando (1.6) otra vez

alt) < B(t) + HA(t) = B(t) + H / t B(s)ef =9 ds

y el resultado esta probado.
=

Definicién 1.7.1 Suponga que (2, F, P) es un espacio de probabilidad con
filtracion (Fy)o<i<r. Sea Wy = (W, ..., W™) un F,-m.b. m-dimensional y
f(z,t), o(z,t) funciones medibles de x € R™ y t € [0,T] con valores en R"
y L(R™,R"™), el espacio de matrices de m x n, respectivamente. £ es una
variable aleatoria R™-valuada, y Fy-medible.

Un proceso X;, 0 < t < T es una solucién de la ecuacion diferencial

estocdstica (abreviaremos EDE)

dX, = (X, )dt + a(X,, )dW, (1.7)
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con condicion inicial Xy = & si para todo t las integrales

fo f(X,,8)ds g fota(xs,s)dws

estan bien definidas y

X;=€&+ /: f(Xs, 8)ds + /Dta(Xs,s)dWS, c.s. (1.8)

Teorema 1.7.1 (Teorema de Unicidad, primera versién) Supongamos

que, en suma a las suposiciones de la definicidn anterior, &, f, y o satisfacen

|f(z,t) = f(z", 1) + |o(a,t) —o(z,t)| < K|z -] (1.9)
|f(z, ) +|o(z,t)* < Ki1+z]®)  (1.10)
E(]*) < oo

Entonces existe una solucion X; de (1.8) tal que
E(sup |X,*) < C(1+ E(|€)).

0<t<T

Note que, para la matriz o, |0|* = Troc*, donde Tro y 0* es la transpues-
ta ¥ la adjunta de la matriz o. Esta solucmn es unica en el sentido que , si

'3

X, es también solucién, entonces estas son indistinguibles, es decir, X, = X,
P-¢cs.
Demostracién.

Unicidad. Supongamos que X y X  son soluciones. Entonces para todo
t e [0,T],

ﬁ(f(Xs,S)—f(X;,s))ds
+fot(0 (Xsy8) — o(X, 5))dW,.

Por lo tanto,

|X: - Xi| < 2(/{(1’( 5) — X5 S))d8)2

+2(/(a . 8) — o(X, ))dWs)z.
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Tomando esperanzas

E(X - X)) < 2 ] E[(f(Xu.5) — F(X!,)))ds
+2/0 E(lo(X,, s) — a(X.,5)[*)ds.

Escribamos ¢(t) = E(|X; — X/|?) y usemos las condiciones de Lipschitz
(1.9) para deducir

#(t) < 2(T +1)K? /t é(s)ds.
0

Por el Lema de Gronwall, tenemos que ¢(t) = 0 para todo t € [0,7).
Consecuentemente,
|X: = X{| =0, cs.

El proceso |X; — X|| es continuo, asi que existe un conjunto N € Fy de
medida cero tal que si w ¢ N, X;(w) = X](w) para todo t € [0,T], esto es,
X' es una modificacion de X.

Existencia. ver (8], pdg. 128.

El resultado anterior se puede generalizar de la siguiente forma:

Teorema 1.7.2 (Teorema de Unicidad, segunda versién) Se tiene uni-

cidad trayectorial en cada uno de los siguientes casos:

i) (o(z,t) —o(2,t)* < p(lz — 2'|), cono 2 €>0, b=0 y p: (0,00) —

(0,00) que cumple
/E du 4
— = +o00.
0+ plu)

it) (o(z,t) — o(2,1))? < p(lz — 2|) y f lipschitz.

Demostracion. Ver [9], pdg. 32.

Teorema 1.7.3 (Teorema de Comparacién) Supongamos que la funcion

o satisface alguna de las siguientes hipdlesis:
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i) lo(z,t) — o(@ )] < p(lz —2|).
i) |o(z,t) — o(a"t)* < |f(x,2) — f(',2)].

con f acotada, creciente y |o| > e > 0.
Supongamos ademds que by y by son funciones borelianas y by > by y al

menos una de ellas es Lipschitz. Si Xo > X{ P-c.s., entonces se tiene que
X > X P —c.s.

Demostracién. Ver (9], pag. 39.
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Capitulo 2

Algunas Aplicaciones de

Cdlculo Estocastico a Finanzas

2.1. Conceptos Basicos de Finanzas

Antes que nada enunciaremos algunas definiciones financieras a las que
nos estaremos refiriendo constantemente en este capitulo.
Definicién 2.1.1 El valor futuro es la cantidad de efectivo en una fecha

especifica en el futuro que es equivalente al valor de una suma especificada

hoy.

Definicién 2.1.2 FEl valor presente es la cantidad de efectivo de hoy que
es equivalente en valor a un pago o a una corriente de pagos que se recibiran

en el futuro.

Definicién 2.1.3 Un titulo de accién es capital contable en una corpo-

TaCION.
Definicién 2.1.4 Los activos son los recursos financieros de una empresa.

Definicién 2.1.5 Un activo financiero es un contrato que provee el inter-

cambio de dinero en diversos puntos del tiempo.
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Definicién 2.1.6 Un valor financiero es un activo financiero estandariza-

do (como los bonos).

Definicién 2.1.7 Un activo subyacente es un activo que una opcion da a

un tenedor de derecho de comprar o vender.

Definicién 2.1.8 Un mercado financiero es aquel en el que se lleva a

cabo la compra y venta de valores financieros.

Definicién 2.1.9 La tasa de interés es la tasa, como una proporcién del

principal(capital), a la que se calcula el interés (el costo del dinero prestado).

Definicién 2.1.10 Una opcién es un titulo (o contrato) financiero que da
a su tenedor, el derecho y no la obligacién de comprar o vender (seqin sea
una opcion de compra o venta ) una cierta cantidad de un activo financiero,

a una fecha convenida y a un precio fijado de antemano.

La descripcién precisa de una opcién se hace a partir de los elementos
siguientes:

a) Tipos de opciones; se dice segin la terminologfa anglo-sajona, de un
call para una opcién de compra y de un put para una opcién de venta.

b) El activo subyacente, sobre el cual se tiene la opcién: en la préctica
puede ser éste una accion, una divisa, mercancia, etc.

c¢) El monto, es decir la cantidad de activo subyacente a comprar o vender.

d) Fecha de expiracién o de maduracién que limita el tiempo de vigencia
de la opcidn; si la opcidn se puede ejercer en cualquier momento previo a
la fecha de maduracién, se dice que se trata de una opcién americana,
si la opcion sélo puede se puede ejercer en la fecha de maduracién se
dice que se trata de una opcién europea.

e) El precio de ejercicio, que es el precio (fijado de antemano) al cual se
hace la transaccién en caso de ejercer la opcién, también se le denomina
precio strike.
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La opcién tiene un precio llamado prima. Cuando la opcién es cotizada
en un mercado financiero organizado, la prima estd dada por el mercado. Si
no hay cotizacién se tiene el problema de calcular la prima. Adn para una
opcidn cotizada, puede ser de interés tener una férmula o modelo que permita
detectar anomalias del mercado.

La forma en la cual el dinero cambia de valor en el tiempo es una con-
troversia compleja de importancia fundamental en finanzas. Abordaremos
principalmente dos preguntas:

;,Cual es el valor futuro de una cantidad invertida o fiada hoy?

(Cual es el valor presente de una cantidad que serd pagada o recibida a
cierto tiempo en el futuro?

Las respuestas dependen de varios factores, los cuales seran discutidos en
las siguientes tres secciones.

2.2. Interés Simple

Supongamos que un inversionista deposita una cantidad de dinero en
una cuenta bancaria, donde se gana con intereses. El valor futuro de este
inversionista consiste del depdsito inicial, llamado el principal y denotado
por P, mas todos los intereses ganados dado el dinero que fue depositado en
la cuenta.

Después de un ano el interés ganado sera rP, con r > 0 la tasa de interés
anual, entonces el inversionista tendra

VA)=P+rP=(14r)P.
Después de dos anos tendra
V(2)=P+rP+rP=P+2rP=(1+2r)P.
El valor del inversionista al tiempo ¢, denotado por V(t) estd dado por
V(it)=(1+1tr)P,

donde el tiempo t, expresado en afios, puede ser un niimero real no negativo
arbitrario. En particular, tenemos la igualdad obvia V(0) = P. El ntmero
1+ rt es llamado el factor de crecimiento. Asumamos que la tasa de interés r
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es constante. Si el principal P es invertido al tiempo s, después que el tiempo
0, entonces el valor al tiempo ¢ > s serd

V(t)=(1+(t—s)r)P.
Si conocemos el valor al tiempo ¢, entonces la suma inicial tendrfa que ser
V(0)=V(@®)(1+rt) .

Este niimero es llamado el valor de descuento o valor presente de V(t) y
(1+7t)"! es llamado el factor de descuento.

2.3. Interés Compuesto

Nuevamente supongamos que una cantidad P es depositada en una cuen-
ta de banco, a una tasa de interés constante » > (. En contraste al in-
terés simple, asumimos que el interés ganado se ir4 sumando al principal
periodicamente, por ejemplo, anualmente, semestralmente, mensualmente o
talvés diariamente. A esto se le llama interés compuesto periodico o discreto.

Ejemplo 2.3.1 En el caso de mensualidades, el primer pago de intereses
serd de {5 P, incrementando al principal a (1 + 15)P. El siguiente pago de
intereses serd de {5(1 + {5)P y el capital (principal) serd entonces de (1 +
35)2P. Después de un ario el capital serd de (1 + 35) 2P, después de t aios
serd (14 5)'%P.

En general, si m pagos de interés son hechos por afio, el primer pago de
interés sera al tiempo X. Cada pago de interés ird incrementado el principal
en un factor de 1+ ;-. Dado que la tada de interés r permanece sin cambios,
después de ¢t afios el valor futuro de un principal inicial P sera

tm
V(t) = (1 4 1) P, (2.1)
m
En esta férmula ¢ debe ser un multiplo entero del periodo i El nimero
(14 L)' es el factor de crecimiento. El valor presente o de descuento de
V(t) es
i

V(0) = V(2) (1 + —)%m,

m
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el niimero (1 + =)™ es el factor de descuento.

Algunas veces se requiere el valor V(¢) de un inversionista en un tiempo
intermedio 0 < t < T, dado el valor V(T') en algiin tiempo futuro 7. Bajo
interés compuesto periodico con frecuencia m y tasa de interés r, tenemos

T ) —(T-t)m

ve)=(1+ - V(T). (2.2)

Comentarios. Observemos que el valor futuro V(t) se incrementa si alguno
de los parametros m, t, r, o P se incrementan, los otros permanecen sin
cambios.

Es consecuencia inmediata del comentario anterior que si fijamos el valor
terminal V'(t), el valor presente se incrementa si alguno de los parametros
r, t, m decrecen, los otros permanecen sin cambios.

2.4. Interés Compuesto Continuo

La férmula (2.1) para el valor futuro al tiempo t de un principal P con
tasa de interés r > 0 compuesto de m pagos por ano puede ser escrita como

m tr
P4
vi) = | (1 —) P
(t) [( + ]
En el limite cuando m — oo, obtenemos
V(t) =" P.

Esto es conocido como interés compuesto continuo. El correspondiente
factor de crecimiento es €. El valor presente bajo el interés compuesto con-
tinuo estd obviamente dado por

V(0) = V(t)e™.

En este caso el factor de descuento es e™". Dado el valor terminal V(T),
claramente tenemos, para 0 <t < T

V(t) = e "0V (T). (2.3)
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2.5. Bonos Cupon Cero

Un bono, es un activo financiero que promete al poseedor una sucesion
de pagos garantizados a largo plazo(en informacién contable, un ano o més).

El caso més simple de un bono es un bono cupén cero, el cual involucra
un solo pago. La correspondiente institucién promete cambiar el bono por
una cierta cantidad de dinero F, llamado el valor nominal, en un dia dado
T, llamado la fecha de maduracion. Tipicamente, la vida de un bono cupén
cero es por arriba de un ano.

Dada una tasa de interés, el valor presente de tal bono puede ser calculado
facilmente. Supongamos que tenemos un bono con valor nominal F = 100
pesos, fecha de maduracién de un ano, y la tasa de interés r sea de 12 %.
Entonces el valor presente del bono es

V(0)=F(1+7)"" = 89.29
pesos.

Por simplicidad, consideraremos bonos unitarios con valor nominal igual
a una unidad, es decir F = 1.

Tipicamente, un bono puede ser vendido en algtin tiempo antes de la
maduracion en el precio del mercado. Este precio al tiempo t es denotado
por B(t,T). En particular, B(0,T) es el corriente, y B(T,T) = 1 es el valor
nominal. Aplicando las férmulas (2.2) y (2.3) con V(¢) = B(¢,T), V(T) = 1,
obtenemos para interés compuesto

B(t,T)= (1+ l)_m(T_” |

m

En el caso de interés compuesto continuo, se tiene
Bit.T) = )

Se puede obtener la tasa de interés r implicada, simplemente resolviendo
para r las ecuaciones anteriores.
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2.6. Modelos Financieros en Tiempo Conti-
nuo

Denotaremos por (S} )0 €l proceso de precios de un activo. Como primera
aproximacion al proceso de precios (S¢)¢=0, se puede sugerir que el compor-
tamiento de los precios sea

AS(_ = St+At ==. St = aAt + bEV At,

con £ variable aleatoria distribuida normalmente con media cero y varianza
uno, y a y b constantes.

Asi que para cualquier intervalo de tiempo de tamano At, el incremento
AS;, tiene una distribucion normal con varianza proporcional al tamano del
intervalo de tiempo, es decir, Var(AS;) = b*At.

Sin embargo, este modelo no es muy bueno ya que no contempla aspectos
clave del proceso de precios. Por ejemplo, es deseable que se tome en cuenta
que el incremento de precios sea proporcional al precio actual. Asi un modelo
determinista mas apropiado resulta

d-St = }'t‘gtdt

o bien,
dS;
— = udt
St #L ?
de donde
St = Sg(im.

Asi, para un intervalo de tiempo de tamano At, el incremento esperado de
Sy es S, At. El parametro p es llamado la tasa esperada de rendimiento
(retorno) expresado en forma decimal.

Ahora para un modelo aleatorio, una suposicién razonable es que la va-
rianza del porcentaje de rendimiento en un periodo corto de tiempo At, sea
la misma sin importar cual sea el precio. Dicho de otra forma, el inversionista
tiene la misma incertidumbre sobre el porcentaje de rendimiento cuando el
precio es $100.00 que cuando es $600.00. Definamos entonces a ¢ como la
tasa de variacion del cambio proporcional del precio del activo. Lo
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cual significa que oAt es la varianza del cambio proporcional del precio del
activo para un periodo de tiempo de tamano At, es decir,

Var (SHA‘;—:&) = o’t.

La tasa instantdnea de variacién de S, resulta ser 0252. De aqui tenemos
que (S,);>o satisface una ecuacién del tipo

AS, = pS,At + oSV AL;

con ¢ distribuida normalmente con media cero y varianza uno. Si pasamos
al tiempo continuo tenemos entonces que el proceso de precios satisface la
ecuacion diferencial estocastica

dSt = f.lStdf + USgth. (24)

Afortunadamente esta EDE es de esas que pueden ser resueltas explicita-
mente.

Proposiciéon 2.6.1 La solucidn a (2.4) estd dada por

8, = GgeWetln=(" (2.5)
Demostracion. Usando el Teorema 1.7.1 existe una tinica solucién de (2.4),
asi que necesitamos verificar que S; dada como en (2.5) satisface (2.4).

Supongamos primero que Sy = 1. Sea X; = oW+ (u—(0?/2)t), sea f(z) = €%,
y apliquemos la féormula de Ito a esta funcién. Obtenemos entonces

ot t
Si = eX: = EXO + / eXﬁdX_q + 1/ eX.ua'[X]s
Jo 2 Jo

t t 1 . 1 t
- 1+/ S,odW, +/ Sy(u— =0*)ds + -/ S,ods
0 0 2 2 Jo
t t
= 1+ / SsodW, +/ Seuds,
J0 0
lo cua es (2.4) en forma integral. Si Sy # 0, s6lo se multiplica ambos lados

por Sp.
=
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A este proceso se le conoce como Movimiento Browniano Geométri-
CO.

Ya que hemos modelado el proceso de precios de un activo, veamos como
puede ser aplicado la versién clasica del Teorema de Girsanov al precio de
un activo.

Ejemplo 2.6.1 Sea S; el precio de un activo al tiempo t dado por:
ng = O'Stde, + ﬂStdt,

con W un P-m.b. estindar.

Queremos probar, utilizando el Teorema de Girsanov (version cldsica)
que S es una (Q-martingala local continua, donde Q es una probabilidad que
serd definida como en Girsanov (version cldsica).

Sea T € R,. Definamos, para cada 0 <t < T,

=

Y=-E

Q

Es claro que Y es un proceso previsible y j;JT Y2ds < oo, y definamos para

cada t > 0, M; como la exponencial estocdstica de Y;, o sea

M’tzcxp((kg)wtl(g)t).
o 2\ o?

Tenemos que E(M,;) =1, para cada 0 <t < T, en efecto:

Emm:=5@ﬁmf$q
= e_gzte;%t

= g = 1.
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Donde la tercera igualdad es cierta ya que la v.a. W, estd distribuida
normalmente con media cero y varianza t, y se aplica el siguiente resultado

de probabilidad con a = —£:

Proposicion 2.6.2 S5i X es una v.a. distribuida normalmente con media

m y varianza s* y a es una constante cualquiera entonces:

3.4
E(e™™) = exp (am + %)

En particular tenemos E(Mr) = 1.

El Teorema de Girsanov (version cldsica) nos implica que (W, —fot Y,ds)i>o
es un Q-m.b. sobre [0,T], donde Q es la medida de probabilidad definida como
dQ) = MpdP. Pero

B t t " u
Wy =W, — / Y,ds = W; — / — = |lds = W, + —t,
0 0 a a

para toda t € [0,T].
Asi que W es un Q-m.b. en (0,7, luego una Q-martingala local continua
en [0, 7.

Notemos que
ng = CTSL([‘{’E - [I,Stdt = CT:S; (dIVt + ﬁd#) — USthY/L,
a
o bien

t
S, =8Sy+o0 / S.dW,.
0

Ast que podemos concluir que S es una @Q-martingala local continua en
[0,T]. En realidad S resulta ser una verdadera martingala respecto de la me-

dida Q) (ver comentarios de abajo). =
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Comentarios.(M,):>o resulta ser una verdadera martingala respecto de la
medida P, en efecto, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.6.1 Si L es martingala local tal que exp (%L) es submartingala
ok (exp(%[L, L]t)) < o0 para toda t > 0, entonces el proceso formado por

las variables aleatorias:

E(L). = exp (L — (L, L],),

2
es una martingala.
Demostracién. Ver [17], pag. 333.
Tomemos L; = —EW;, para cada ¢ > 0. Tenemos que L es martingala

local, con [L, L], = %zt, y

1 #2 #2
E | exp §[L’L]t = E (exp ﬁt = exp Ft < 00,
para cada t > 0.
Ademas
E(L), = exp | —EW, — 2N,
o 202

Asi que (M,);>o es una verdadera martingala.

El proceso de precios S también resulta ser una verdadera martingala
respecto a la medida @, en efecto, tenemos que dS; = aS,dW;, o bien

~ 1
Sg = S{) exp (th = 5(7%5) ;
Sea L; = oW,. L es Q martingala local con [L, L], = o%t y

E [exp (%[L, L]t)] =E(e7)=e? < oo,

para cada t > (.
Ademas
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- 1
E(L); = exp (UW; - 5021&) ,

asi que £(L) es @ martingala. Y como
St = SE(L)y = Spexp (aWt - %azt) g

entonces (S;):>o0 es también @) martingala.

Ahora encontremos una expresién para el valor presente o valor desconta-
do del precio de un activo financiero. Sea r la tasa de interés libre de riesgo.
Supongamos por el momento que la tasa de interés es 0. Si adquirimos A,
acciones (posiblemente un nimero negativo) al tiempo tg, la inversién cambia
a A, acciones al tiempo t;, luego la inversién cambia a A, al tiempo t,, etc.,
entonces nuestra riqueza al tiempo ¢t sera

Sty + Bo(Siy = Sto) + DSy, = Si) + -+ + Ail( Sy, — Su)- (2.6)

Para ver esto, al tiempo ¢, tenemos la riqueza original S,,. Compramos
Ag acciones y el costo es AyS,,. Al tiempo ¢, vendemos las Ay acciones por
el precio de S;, por accion, y luego la riqueza es ahora Sy, + Ag(S;, — Si,).
Ahora pagamos A,S;, por A; acciones al tiempo t; y continuamos. El lado
derecho de (2.6) es lo mismo que

¢
St,_,+/ A(s)dS;,
0

donde tenemos t > t;4, v A(s) = A, para t; < s < t;,;. En otras palabras,
nuestra riqueza esta dada por una integral estocdstica con respecto al pre-
cio de la accién. El requisito que el integrando de una integral estocdstica
sea adaptado es muy natural: no podemos basar el nimero de acciones que
tenemos al tiempo s en informacion que sélo sera disponible hasta el futuro.

. Coémo podriamos modificar lo que hemos hecho cuando la tasa de interés
r no sea cero? Sea S, el valor presente del precio del activo. Luego

S't, = e'”St.
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Note que Sy = Sp. Cuando tengamos A,; acciones desde t; hasta t;,,
nuestra ganancia en pesos actualizados sera

A,‘(gt = gt.-)-

141

La férmula para nuestra riqueza actualizada se convierte entonces en

i
S, + f A(s)dS,.
0

De la férmula de Ito6 para el producto,

dS, = e dS, —re S, dt
= e oS dW, + e " uSidt — re " S,dt
G'Stth = (,U' == T')Stdt

Similarmente a (2.5), la solucién a esta EDE estd dada por
S‘;t = S‘"'QEUH."-‘_(#_,‘_az/?)t, (2?)

El modelo en tiempo continuo para el precio de activo estd dado por (2.4),
cuando se hace la suposicién de que no hay costos de transaccién, asi pues
se puede negociar tanfas acciones como uno quiera y variar el monto que
se tiene en una forma continua. Esto, claramente, no es la manera en que
el mercado trabaja actualmente, por ejemplo, los precios de los activos son
discretos, sin embargo, este ha probado ser un muy buen modelo.

2.7. Mercados Completos

Comenzaremos esta seccion presentando las principales ideas de mercados
completos en tiempo discreto, para luego dar una introduccién de mercados
completos en tiempo continuo.

Un modelo de mercado financiero discreto se construye sobre un espacio de
probabilidad finito (2, F, P), dotado de una filtraciéon F = Fy, Fy, ..., Fn. El
tiempo N, serd la mayoria de las veces (en la practica) la fecha de expiracién
de las opciones. Supondremos que Fy = {0, 2} y F = Fy. También vamos a
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suponer que en el mercado se tienen d + 1 activos financieros, tales que, sus
precios al tiempo n en el mercado estdn dados por las v.a.’s: 8,y 80000
valores estrictamente positivos, medibles con respecto a la o-dlgebra F,,. El
vector S, = (S2,8,,...,5%) es el vector de precios al instante n. El activo
enumerado con 0 representa las inversiones sin riesgo y haremos 5’8 o
Si la tasa de interés de las inversiones sin riesgo en un periodo de tiempo
es constante e igual a r, tendremos que el factor de crecimiento es igual a
SP = (147)". Sea B, = 3'1“2‘ el factor de descuento. Los activos enumerados
del 1 a d seran llamados, activos con riesgos

Definicién 2.7.1 Una estrategia de inversién o portafolio de inver-

sion estd definido por un proceso estocdstico ¢ = ((42, .. 08 )o<nen con

valores en R™!, dando en cada instante n las cantidades ¢°, .. 0% de los
diversos activos que se tienen en el portafolio. Vamos a suponer que el proceso

¢ es previsible, es decir, para todo n, n < N, ¢, es F,_,-medible.

El valor del portafolio en la fecha n estd dado por el producto escalar:
Va(8) = én - Su = TLo#hSh,
el valor presente o actualizado estd dado por:
Va(®) = BaVa = Bu(dn - Su) = 65 - S,

donde S, = (1, 3,5}, ...,5,59) es el vector de precios presentes o actualiza-
dos.

Definicién 2.7.2 Se dice que un portafolio es autofinanciable si la si-
guiente relacion se cumple para todan € {0,1,...N — 1} :

(rbn s Sn = ¢n+1 : Sn-

que es equivalente a:

t;b'n.-t-l 7 (Sn+l = Sn) = ¢n+1 . Sn+1 = qﬁn ’ Sm

y también es equivalente a:

Vn+1(¢) = Vn(¢) = ¢n+1 ; (S'rH-l - Sﬂ)
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En el tiempo n + 1, el valor del portafolio es ¢, - Sp41 v la diferencia
Ont1* Spns1 — Pns1 - S representa la ganancia (neta) debida a las variaciones
de los precios entre los instantes n v n+ 1. Asi un portafolio autofinanciable
es un portafolio donde las variaciones de su valor provienen tunicamente de
las ganancias debidas a la variacion de sus precios.

Definicion 2.7.3 Un portafolio ¢ se dice que es admisible si éste es auto-
financiable y si V,,(¢) > 0, para todan € {1,...,N}.

Definicion 2.7.4 Un activo condicionado es un instrumento financiero

consistente de:
i) una funcion de pago g = {g;; 0 <t < N}, y
it) un pago terminal fn en la maduracion.

Aqui g es no negativa, medible y adaptada a la filtracion F,; fx es una

variable aleatoria no negativa y Fn-medible.

Comentario. Una opcion es un caso especial de activo condicionado; para
el caso de una opcién de compra europea tenemos g =0y fy = (Sy — K)*
(ver seccion 3.8).

Definiciéon 2.7.5 Se dice que un activo condicionado es replicable, si exis-
te un portafolio admisible tal que, el valor en el instante N es igual al pago

terminal fy.

La nocién de arbitraje (obtener ganancias sin tomar riesgos) se formaliza
de la siguiente manera:

Definicion 2.7.6 Un portafolio ¢ es de arbitraje si es un portafolio ad-
misible tal que Vo(¢) =0 y V() > 0.
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Definicién 2.7.7 Se dice que el mercado es viable o libre de arbitraje,

st no existe portafolio de arbitraje.

Teorema 2.7.1 El mercado es libre de arbitraje si y sdlo si existe una me-
dida de probabilidad P* equivalente a P, bajo la cual el proceso de precios

actualizados (S;)i>0 s una martingala.

La medida de probabilidad P* también es llamada la medida neutra al
riesgo.

En un mercado libre de arbitraje, para que una opcién sea simulable
es suficiente que exista un portafolio autofinanciable con valor igual al pago
terminal fy en el instante N. En efecto, si ¢ es un portafolio autofinanciable y
P?* es una probabilidad equivalente a P, con la cual los precios actualizados
son martingalas entonces, con P*, (V,(¢)) es una martingala. Por tanto,
tenemos, para n € {0,..., N}, V,(6) = E*(Vn(¢)/F,). Asi es claro que si
V(@) > 0 (en particular si Viy(¢) = fn), el portafolio ¢ es admisible.

Definicion 2.7.8 Se dice que el mercado es completo st cualquier activo

condicionado es replicable.

Suponer que un mercado financiero es completo, es una hipétesis restricti-
va y la justificacién econémica es menos clara que la hipétesis de no arbitraje.
El interés de los mercados completos es que, estos se ajustan bien a una teoria
muy sencilla para la evaluacién de activos condicionales. El modelo de Cox-
Rubinstein-Ross, que veremos en la ultima seccion de este capitulo, es un
ejemplo de modelo de mercado completo muy sencillo.

El siguiente teorema da una caracterizaciéon de los mercados libres de
arbitraje y completos.

Teorema 2.7.2 Un mercado libre de arbitraje es completo si y sélo si, existe

una inica medida neutra al riesgo P*.
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Ahora estudiaremos mercados completos en tiempo continuo.
Supongamos que el precio del activo esta modelado por
dS[ = ﬂStdt + JStdLVh

donde p y o son constantes y (W;)i>9 es un m.b. estdndar. El proceso
esta definido sobre el intervalo [0,7] donde T' es la maduracién de la op-
cion.

Definicién 2.7.9 Un portafolio de inversién es definido como un proceso
¢ = (d)oct<r = ((HY, Hy)) con valores en R?, adaptado a la filtracion natural
(Fi)iso del m.b.; los componentes HY y H; son las cantidades de activos sin

riesgo y con riesgo respectivamente, que tiene el portafolio al tiempo t.

Definicién 2.7.10 El valor del portafolio al tiempo t esta dado por
Vi) = HOS + H.S:,

donde S? es el precio de los activos sin riesgo al tiempo t.

Definicién 2.7.11 El portafolio se llama autofinanciable si se cumple
dVi(¢) = HdS? + H,dS,.

Observacion 2.7.1 Notemos que aplicando la Formula de Integracion por

Partes a la definicion del valor del portafolio obtenemos:

dV, = HYS? + SYdH? + [H°, 59,
+H,dS, + S;dH, + [H, S];
= HYS? + SMA? + HdS, + 5.dH,,
Que dV; cumpla con la igualdad de la definicion 2.7.11 indica que un
portafolio autofinanciable es un portafolio donde las variaciones de su valor

provienen unicamente de los cambios o variaciones en los precios de los que

consta.t

!Comunicacién personal del Dr. Carlos Ibarra.
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Definicién 2.7.12 Una medida de probabilidad P* se dice que es neutra al

riesgo si
1) P* y P son equivalentes.

it) Bajo P*, el precio descontado del activo es una martingala.

Definicién 2.7.13 Un portafolio ¢(H}, H;)p<i<7 es admisible si es auto-
financiable y st el valor descontado l}t(gb) = HY + H,S, del correspondiente

portafolio es no negativo para toda t > 0, y tal que sup Vi es cuadrado
te0.7]
integrable bajo P*.

Lema 2.7.1 Sea P* una medida neutra al riesgo y sea V(&) el valor del

portafolio al tiempo t. Con la medida P* el valor descontado del portafolio es

una martingala.

Definicién 2.7.14 Un portafolio ¢ es de arbitraje si Vy(¢) = 0 y satisface
para alguna T > 0

P(Vr(¢) 20)=1,  P(Vi(¢) >0)>0.

Definicion 2.7.15 Se dice que una opcion es replicable si existe un portafo-
lio admisible tal que el valor del portafolio al tiempo T (donde T es la fecha

de maduracion de la opcion) es igual al pago terminal de la opcion.

Teoremas Fundamentales de Valuacion de Activos

Teorema 2.7.3 (Primer Teorema Fundamental) Si un modelo de mer-
cado tiene una medida de probabilidad neutra ol riesgo, entonces no hay ar-

bitraje.

Observacion 2.7.2 El reciproco en el Teorema anterior también es cierto
st cambiamos la condicion de arbitraje por las condiciones NFLVR “no free

lunch wit vanish risk”, ver [3].
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Definicién 2.7.16 Un modelo de mercado se dice que es completo si cual-

quier opcion es replicable.

Teorema 2.7.4 (Segundo Teorema Fundamental) Consideremos un mo-
delo de mercado que tiene una medida de probabilidad neutra al riesgo. En-
tonces el modelo de mercado es completo si y sdlo st la medida neutra al
Tiesgo es unica.

A continuacién veremos que si el proceso de precios esta modelado por un
m.b. geométrico, entonces existe una medida neutra al riesgo; luego utilizando

el primer Teorema Fundamental de Precios concluiremos que si un mercado
esta modelado bajo el m.b. geométrico entonces, no hay arbitraje.

Teorema 2.7.5 Sean T € Ry, (Gi)i>o un m.b. geométrico, (Fi)i>o la fil-
tracion natural de este m.b. y V una v.a. Fp-medible tal que EV? < 0.

Entonces eziste una constante ¢ € R y un proceso (K;)i>o previsible, adapta-
do a (Fi)i>o tal que EfOT K2ds < oo y

T
¥ = c+/ K.dG,.
0

Ademds, eriste una probabilidad P* bajo la cual (Gy)iso es una martingala.
Demostracion. (& satisface
th B UngWt + (fﬂ — T‘)tht,

con W un P-m.b.
Definamos una nueva probabilidad P* mediante

dpP*
dP

= My = exp(aWyp — a2T/2),

r

con a = &=,
_ Si escribimos para cada t > 0, W, = W, — at, por el Teorema de Girsavov
(Wy)i»0 es un m.b. bajo P*. Luego, como W, = W, + at,

dG; = 0GdW, + oGhadt + (1 — 7)Gedt
= oG dW,. (2.8)
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Dado que W es un m.b. bajo P*, entonces G debe ser una P*-martingala.
La ecuacién anterior la podemos reescribir como

dW, = 07'G; 1 dG,. (2.9)

Ahora, dada una variable aleatoria V, Fpr-medible, sabemos por el Teo-
rema de Representacién Previsible, que existe una constante ¢ y un proceso

previsible (H;)i>o adaptado a la filtracion (F;);50 * tal que E [ HZds < oo
y
T -~
V=c+ / H,dW.,.
0
Por lo tanto usando (2.9) tenemos
T
V=c+ / Ho 'G'dG,.
Jo

-

Entonces si el proceso de precios estd modelado por un m.b. geométrico,
también se tiene que el proceso de precios actualizados (S't)ta() es un m.b.
geométrico, luego por el Teorema anterior hemos probado que existe una
medida de probabilidad bajo la cual 5, = e~ ™S, es una martingala, o sea
que existe una medida neutra al riesgo, luego utilizando el Primer Teorema
Fundamental de Precios, tenemos que no hay arbitraje.

2.8. Formula de Black-Scholes.

Derivaremos la férmula para el precio de una opcién de compra europea.
Consideremos una opcién call (de compra) europea, con fecha de expiracién
T y precio strike K. Sea S; el precio de un activo al tiempo t. Al tiempo T, si
St es menor que K, entonces la opcién no tiene valor. Si St es mayor que K,
podemos ejercer la opcién para comprar el activo al precio K, y obtener una
ganancia de Sy — K. Entonces al vencimiento de una opcién call europea,

2Dado que G satisface G; = Goexp(ocW,; + (i — r — 0% /2)t, para cada t > 0, dado G,
podemos determinar W, y viceversa, asi que las o-dlgebras generadas por G y W son las

mismas.
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ésta serd ejercida si Sy es mayor que K. Por lo tanto el valor de la opcién al

tiempo T es
VT == (ST - K)+a

donde z* es méax{z, 0}.
Luego el valor presente de Vi es
Vo=eTVp= e T(Sp — K)* = (e TSr — e " TK)* = (37 — e "TK)*,
con r > 0 la tasa de interés constante.

Teorema 2.8.1 El precio de la opcion debe ser E*Vy = ¢, con ¢ una cons-

tante.

Demostracién. Como V, es una v.a. Fp-medible, tenemos por el Teorema
2.7.5 que

T
Vo = c+/ K,dS,, (2.10)
0
donde (5})@0 es el proceso de precios presentes o actualizados del activo y
bajo P*, (S;)i>0 es una martingala. Luego tomando esperanzas en (2.10)

obtenemos
E'Vy=c.

Podemos calcular el valor de c¢ explicitamente.
Recordemos que bajo P* el precio actualizado del activo satisface, segin
la ecuacién (2.8)
dS_'T — USTquVT,

donde (W;):>o es un m.b. bajo P*. Luego
S'T = gﬂenWT-rng/Z_
Dado que conocemos la densidad de Wy que es justamente
(2?1'T)71/26L$2/(2T),

tenemos
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E'Vy = E*(Sr—e"TK)"
_ E*[(SUEQWT7{02/2)T _ e—rTK)+]

= iz 2 ]. :I:2
- Soe?= /2 _ fgrT 5 do
-[dgﬁ( ’ )V 2nT

_ o0 1 _ﬁ B o0 1 i
= Sof e 2dy—Ke’"T/ ——e zdy
—d; V 271' —da v27r

= SoN(dy) — Ke " N(dp),

donde

_ }n%‘l +{r+ 10T 4y — ln%EL +(r— 1T
oVT ' ovVT '
o1 e R R
Nz} = e Tdy= ——e 2
() /:oo Vg v N

es la funcién de distribucién normal.

dy

La eleccién del tiempo 0 para calcular el precio de la opcién es arbitrario.
En general, el precio de la opcién puede ser calculado para cualquier tiempo
t < T. Sustituyendo a .0 por t y a T por T' — ¢t en la féormula de arriba,
obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.8.2 (Férmula de Black-Scholes) El precio al tiempo t de una
opcion call europea con precio strike K vy fecha de ejercicio T, donde t < T,
estd dado por

E*V, = §5,N(dy) — Ke "YU N(d,),

donde

:1n%+(r+%az)(’f—t) dzzln%Jr(r—%g?)(T—t)

o/ (T —t) ’ o/ (T —t) ’

Demostracién. Ver [6], pdg. 188.

d

Observemos que la férmula final depende de ¢ pero es completamente
independiente de p, es decir, no hay necesidad de conocer j para trabajar el
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precio de una opcién call (o put) europea en tiempo continuo. La razon por la
que ocurre esto es porque bajo P* el proceso (St)pg satisface dS; = oS, dW,,
y la solucién explicita de esta ecuacion es

oW —a?t/2
P, = Ppe"Wmo /2,

y en esta férmula no aparece u.

2.9. Valuacién de una Opcién de Venta Ame-

ricana

La valuacién propia de las opciones Americanas es uno de los problemas
no resueltos mas importantes en matematicas financieras. Para una opcion
put (de venta) europea con fecha de expiracién T y precio strike K se paga
(K — Sr)* al tiempo T', mientras que una opcién put americana permite ser
ejercida antes de tiempo. Si se ejerce una opcién put americana al tiempo
t < T, se recibe (K — S;)*. Entonces durante el periodo [t,T] se reciben
intereses, v la cantidad que se tiene al final del periodo es (K — B yFerdH,
El valor presente es (K — S;)*e™™. Queremos encontrar una regla, conocida
como la péliza de ejercicio, de cudndo ejercer la venta y cudl es el valor para
esta poliza. Dado que no podemos ver hacia el futuro, para un tiempo de
paro 7 tenemos que maximizar

E'e(K - S,)".

No existe teéricamente una buena solucién para encontrar el tiempo de
paro 7, aunque existen buenas aproximaciones. Por lo tanto discutiremos sélo
un bosquejo de la teorfa de paro 6ptimo, el cual retoma el problema en otra
forma.

En la seccidn 3.6.4 se encontrara el tiempo de ejercicio éptimo explicita-
mente, para opciones de venta americanas a perpetuidad.

Sea g; la cantidad actualizada del dinero que se recibira al tiempo ¢t. Para
opciones de venta americanas, tenemos

gt = e—”(K = St)+.

Nuestro problema es maximizar E*g, sobre todos los tiempos de paro 7.
Primero necesitamos la siguiente:
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Proposicién 2.9.1 Si S y T son tiempos de paro acotados tales que S <T

y M es una martingala, entonces
E[Mr|Fs] = Ms.

Demostraciéon. Sea A € Fgs. Definamos U por

| S(w) siweA,
Hfe) = { T(w) siwgA.

Es facil ver que U es un tiempo de paro, asi por el Teorema de Paro de Doob,
EMy = EMy = E[Msl ] + E[M714¢].

También,
EMy = EMp = E[Mrl4) + E[Mrlac].

Tomando la diferencia, E[MrIs] = E[Ml4], lo cual es lo que nece-
sitabamos probar.
=

Dadas dos supermartingalas (X;);>0 v (Yi)i>0, s facil checar que (X; A
Y;)i>0 es también supermartingala. También, si (X[*);>( son supermartingalas
para cada n € N, con X7* | Xi, se puede probar que (X;);>¢ es nuevamente
una supermartingala. Con estos hechos, se puede probar que dado un proceso
tal como (g;):>0, existe una minima supermartingala que domina a (g;);>o (ver
(8] pags. 88-93).

Asf pues, definamos (W;)¢»0 una supermartingala (con respecto a P*) tal
que Wy > gy c.s. para cada t y si (Y;):>0 es otra supermartingala con Y, > g,
para toda ¢, entonces W, < Y, para toda t. Pongamos 7 = inf{¢t|W, = g,}.

Probaremos que 7 es la solucién al problema de encontrar el tiempo de paro
Optimo.

Para cada t > 0, sean
L= {TlT es un tiempo de paro, t < 17 < T},

V; = sup E*[g.|F].

TET
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Proposicion 2.9.2 (V});>o es una supermartingala y Vi > g, para toda t >
0.

Demostracién. El tiempo fijo ¢ es un tiempo de paro en 7;, luego V, >
E*[@|Fi] = ¢, 0 Vi > g4, asi que sélo necesitamos probar que (V;);> es una
supermartingala.

Supongamos que s < t. Sea m un tiempo de paro en 7; para el cual
V; = E*[g:|Fi], ® € T; C 7,. Entonces

E*|Vi|F,] = E*[g|F] < sup Elg.|F,] = V.

TeT,

Proposicién 2.9.3 Si (Y;)i>0 es una supermartingala con Yy > g, para toda
t > 0, entonces Y; > Vi, para toda t > 0.

Demostracion. Si 7 € 7;, entonces dado que (Y;);>0 es una supermartingala,
tenemos

E'[Y,|F] < Y.

Luego

V, = sup E'[g,|F] < sup E'[Y|F] < V..
= T€T:

Lo que tenemos probado es que W, es igual a V;, para toda t > 0. Resta
probar que 7 es 6ptimo. Recordemos que tenemos que Fy es la o-algebra
generada por Sy, v por lo tanto consiste de solamente @ y €.

Proposicién 2.9.4 7 es un tiempo de paro éptimo.

Demostracién. Dado que F; es trivial, Vy = sup E*[g,|Fo] = sup E*[g,].
7€To T
Sea ¢ un tiempo de paro donde el supremo es alcanzado. Entonces

Vo = E*|V4|Fo]l = E*[V,] = E*|[gs] = Vb-



60 Capitulo 2. Aplicaciones de Calculo Estocastico a Finanzas

Por lo tanto todas la desigualdades deben ser igualdades. Puesto que
Vy, 2 gs, debemos tener que V, = g,. Como 7 es el primer tiempo tal que W,
es igual a g; y Wy =V}, vemos que 7 < o. Entonces

E’lgs) = E*|V] 2 E'V, = E"g,.

Por lo tanto el valor esperado de g- es tan pequefio o tan grande como el
valor esperado de g,, y por lo tanto 7 es también un tiempo de paro éptimo.
&

2.10. Valuacion de una Opcion de Venta Ame-
ricana a Perpetuidad

Las opciones de venta americanas a perpetuidad son interesantes ya que la
decision de ejercicio 6ptimo no es obvia, pero son simples porque el tiempo de
ejercicio 6ptimo se puede determinar explicitamente. Este tipo de opciones no
se comercializan pero nos dan las ideas que estdn detras de opciones realistas.

El activo subyacente tiene un precio (S;)>0, modelado por un m.b. geo-
métrico, esto es
dSt = ?"Sgdt 1 O’Stth

cuya solucién es
S =G etirirR

7

donde r,o¢ > 0, y W, es un m.b. bajo la medida de probabilidad neutra al
riesgo P*. La opcion de venta americana a perpetuidad paga (K — S;) si se
ejerce en el instante t. Este es llamado su valor intrinseco.

Definicion 2.10.1 Sea T el conjunto de todos los tiempos de paro. El precio

de una opcién de venta americana a perpetuidad se define como

v.(z) =sup E*[e™"" (K — S8.)]; (2.11)
TeT

donde x = Sy es el precio inicial del activo subyacente. Si llegara a pasar que

T = 400, se interpreta a e (K — S;) como cero.
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La idea de la definicién anterior es que el propietario de la opcién a
perpetuidad puede escoger un tiempo de ejercicio 7, con la condicién de que
no puede tener informacién del futuro para determinar cuando ejercer. En
términos matematicos, la condicién de no tener informacion del futuro, se
traduce en que 7 sea un tiempo de paro.

El tenedor de la opcién debe escoger la estrategia de ejercicio que maxi-
mice el pago esperado, descontando el tiempo cero.

Notemos que v.(z) definido anteriormente es el capital que el vendedor
de la opcién requiere inicialmente para administrarlo de tal suerte que pueda
responder a la reclamacién del tenedor sin importar cuando ejerza.

Como el propietario de una opcién de perpetuidad puede ejercer en cual-
quier momento y no hay fecha de expiracion, es razonable esperar que la
decisién de cuando ejercer depende unicamente del valor de S; v no de la
variable del tiempo t. El propietario de la opcién de venta debe ejercer cuando
S; cae suficientemente abajo de K. En otras palabras es razonable esperar
que la decisién para el ejercicio éptimo sea tan pronto S; esté por debajo del
nivel L,.

Necesitamos entonces responder dos preguntas:

i) ;Cual es el valor de L, y cémo sabemos que éste corresponde al ejercicio
6ptimo?
ii) ;Cual es el valor de la opcion de venta?

Para opciones de venta americanas a perpetuidad podemos fundamentar
las respuestas en célculos explicitos.

Sea L € [0, K] dado. Supongamos que se ejerce la opcién en cuanto el
precio del activo sea L. Definamos

vy, = inf{t : 5= L}, (2.12)

vr(z) = E’le”™(K - S;,)7]
K-z stz < L, vaqueaqui 7, =0
(K —L)E*e™™ siz > L.

Calculemos la transformada de Laplace del primer tiempo de llegada del
m.b.
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Teorema 2.10.1 Sea (W,);>0 un m.b. y sea T, = inf{t : W, = a} cona € R,

entonces E[e™*T] = eV o > (.
Notemos que al no ser diferenciable en cero e 2V%* se tiene que ET, =
+o00, es decir el m.b. llega a cualquier @ € R, pero toma en promedio un

tiempo infinito.

.2 ~132 .
Demostracién. Como e*"t~2*"* es una martingala local y es acotada en el

intervalo de tiempo [0, 7,], aplicando el Teorema de Paro de Doob, se tiene
E[eMra3¥Te] = 1,

Asi que para A = (2a)'/?, teniendo en cuenta que Wy, = a,

E[e™9Te] = e™V2e,

Corolario 2.10.1 Definamos X, = ut + W,, con p € R y sea
T = H0fft : Xy = m}.

Entonces
= - af 2
Efe %m — ¢ mpt+/ 204+ ), a,m > 0.

Demostracién. Sea ¢ = —p + /p? + 2cv. Entonces

1 4
opu+ —0° =«

2
y
eo’Xt—-e]t e,t.Lt+Wt—(crp+%az)t
ec’ut-iva'mfa'utf%ojt _ ewﬁéa?z
Sabemos que ¢7Vrm ~397Tm = 7 X —aTm g martingala, asi que
1= Eeaxfm—u-rm - ecrmEe—a-r,,,’
0 sea que

—QTm __ —Ox
Fe = &

b

sustituyendo o obtenemos

Ee~%m — e,u:u—;r\f‘u2+2a
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Lema 2.10.1 la funcion v (x) estd dada por
K —uz, 0<z<L
vr(z) = _2r
(K =L)(3) = z2»L

Demostraciéon. Sea L € [0, K] dado. Si z < L, entonces 7, = 0, lo cual
implica que vy (z) = K — z, pues Sp = T.
Consideremos el caso x > L. Definamos p = ~ — . Tenemos que

L = fﬂf{t ; St = L}
. B
= inf {t : SpeoWitir=7)t — L}
t: 2 Wet G5 = L}
. et Wetnt) — L}

t . e Wetnt) _ £}

T

= inf

iy

=~

= inf

Il
E;

:o(W, + ut) = log (g)}

Il
e
=
-

I

5\

=
/—JH,'—A—\.«—::—-\/——’\—\/—“H

T

t: Wi+ ut= élog(L)}

bt — W — ut = Llog (X
= if{t: -W, utfalog(L)}

Observemos que como it = = + 7, entonces

1 2
Ry
a

a

Ademss tenemos que —W, también es un m.b. bajo P*, asi que podemos
aplicar el corolario anterior con X; = —ut — Wy, m = %log (%) ya=ry
obtenemos

E*er*rm . €7m(’u+‘ /2r+u?)
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Pero

T = il : Xp=m} =inf{t: -W, —ut = lIog(%)} =i
o

Por lo tanto

vy = (K—L)E'e™
= (K- L)E*e™
T\ —2r
= (K—-L)(=) .
(K - 1)(3)
Asi que
(z) K—zx, 0<z <L
v \x) = r
: (K —L)(2)#, z>L.
-
Ahora encontremos un L, que llamaremos L., que maximice vy, (z) cuando
tenemos z fijo.

Definamos g(L) = (K — L)L*/°*. Entonces
@8—(?- = (K- L)%L«%’l + L (=1)
S [(K— )%2-—1]
(5]

resolviendo para L,

asi que

Como 0 < 2r < 02 + 2r, se tiene que 0 < L, < K.

Teorema 2.10.2 Sea S; el precio del activo y sea 11, dado por (2.12) y

— 2rK
L. = ;355;- Entonces

i) e"vp,.(S;) es una supermartingala bajo P*.
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ii) El proceso en i) es la mds pequena supermartingala tal que etvr. (S¢) =
e(K — Sy)".

#i) El proceso e """y (Sinr,.) es martingala bajo P*.
Demostraciéon. Ver (8], pag. 352.

Se verd en el siguiente corolario que vy, (z) es el precio de la opcién de
venta que se enuncié en la definicién 2.10.1.

Corolario 2.10.2 Recordemos que T es el conjunto de todos los tiempos de

paro, no sélo los de la forma (2.12) . Tenemos

vr.(z) =sup E*[e™ (K — 57)),
€T

donde © = Sy es el precio inicial del activo. En otras palabras, vy (z) es
el precio de una opcion de venta Americana a perpetuidad de la defincion
2.10.1.

Demostracién. Ver (8], pag. 353.

2.11. Estructura de Plazo de Tasas de Interés

(Term Structure)

Consideremos un bono cupén cero con fecha de maduracién T' y sea
B(t,T) el precio al tiempo t de tal bono. La tasa anual continua que
comienza en t vy expira en T, que denotaremos por Y (t,T'), satisface:

B(t,T) =exp—(T - t)Y(t,T).

La tasa spot forward en t para la maduracién T es

- [BlnB(t,G)] |

f(,T) = ~
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Entonces
1 T
¥Y(E.T)==o— t,u)du.
tT)=7— /t f(t, u)du
La tasa spot instantanea es

() = fimy(em) = - [ 220D g,
=t

La curva de tasas (estructura intertemporal de tasas o curva de rendimien-
to) es la funcién § — Y (¢, 0).

Ejemplo 2.11.1 (Curva de Tasas Normal.) Como su nombre lo indica,
este es el estado de la curva de rendimiento que se forma durante condiciones
normales de mercado, donde los inversionistas generalmente confian en que
no existirdn cambios significativos en la economia, tal como en las tasas de
inflacion, y que la economia crecerd continuamente en una tasa normal. Du-
rante tales condiciones, los inversionistas esperan los mds altos rendimientos
para instrumentos de ingreso fijo con maduraciones de largo plazo. En otras
palabras, el mercado espera una oferta de produccion mds alta en activos de
ingreso fijo a largo plazo, que en activos de ingreso fijo a corto plazo (Ver
figura 1).

Curya de Rendimienta Normal
T T =
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Vamos a considerar el caso cuando la tasa de interés es no determinista,
es decir, tiene un componente aleatorio.
Sea r(t) la tasa de interés (aleatoria) al tiempo t. Sea

5t _ ef(; r(u)du
el factor de crecimiento. Sea Vr = (St — K)* el valor al tiempo T de una

call europea con fecha de ejercicio T y precio strike K, donde S7 es el precio
del activo subyacente al tiempo T'. El valor presente al tiempo t es

V;: _ e—ftrf(u)duVT = e_thT r(u)du(ST . K)+
Por lo tanto el precio de la opcién al tiempo t es
B* [ K (s — K)*1F) = B [ﬁVT m] = BE* [ﬁ m] . (213)
Br Br
donde (Fi)io es la o-dlgebra generada por el m.b. (W});>p que modela al
precio (S)i>o-

Desde ahora asumiremos que hemos cambiado a la medida neutra al ries-
go y escribiremos P (o E respectivamente) en lugar de P* (o E* respectiva-
mente).

Consideremos un bono cupén cero con fecha de maduracién T. Esto es
equivalente a una call europea con Vr = 1. Luego utilizando la ecuacion
(2.13), el precio al tiempo ¢, del bono es

B(t,T) = B,E [i |ft] | (2.14)
Br

Vamos a derivar la EDE que satisface B(t,T). Sea N, = E[1/8r|F,]. N,
es F-medible. Por el Teorema de Representacion Previsible,

t
N, = E[1/Br] + / H.dW,
0

para algiin integrando previsible adaptado (H,);>o. Luego B(t,T) = GiN;. T
es fijo, por la formula de Ito para el producto:
dB(t,T) = [(dN,+ Nd3,
By HydW; + Nir(t)5,dt
By H dW; + B(t, T)r(t)dt,

Il
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y asi obtenemos:

dB(t,T) = BH,dW,; + B(t, T)r(t)dt. (2.15)

Algunas tasas de interés son especificadas dando a f(¢,T) en lugar de
B(t,T) o r(t).

Obtencién de B a partir de f. Vamos a ver cémo obtener B(t,T) a
partir de f(¢,T). Integrando f(¢,T), tenemos

T
/ f(t,u)du = / —lnB t,u)du = —In B(t,u)|*=T
t
—In B(t T)+1118(t £,

Il

Tenemos que B(t,t) =1y Inl = 0. Resolviendo para B(t,T), tenemos

B(t,T) = ¢~ I Sl (2.16)

2.12. Algunos Modelos de Tasas de Interés

Modelo de Heath-Jarrow-Morton. En lugar de especificar r, el mo-
delo de Heath-Jarrow-Morton (HJM) especifica las tasas forward:

df (t,T) = a(t, T)dW, + aft, T)dt. (2.17)

Derivemos la EDE que B(t,T) satisface. Sea

T T
o’ (t,T) = / a(t, u)du, o' (t,T)= / o(t, u)du.
Ji Ji
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Sea X; = — ftT f(t,u). Tenemos que

T
gX, = f(t,t)dt—/ df (t, u)du

1
= r(t)dt — f [a(t, w)dt + o(t, u)dWi]du

r(t)dt — [/T a(t,u)du] dt — [/T a(t, u)du] dw,
= r(t)dt — a*zt, T)dt — o*(t, T)dWi.

|

Dado que B(t,T) = exp(— ftT f(t,u)du), usando la férmula de Ito con la
funcién e* y X; = — ftT f(t,u), obtenemos

Il

dB(t,T) B(t, T)dX; + %B(t,T)(o*(t,T))?dt

1
= B(t,T) |r(t)—a*(t,T) + 5(0*&,’1’))2 dt — o*(t,T)B(t, T)dW,.
De (2.15) conocemos que el primer término del lado derecho debe ser
B(t, T)r(t)dt, por lo tanto con la medida neutra al riesgo a*(t,T') = 3(o*(t,T))?,

y asi obtenemos
dB(t,T) = B(t,T)r(t)dt — o*(t,T)B(t, T)dW,.

Modelo de Hull y White. En este modelo, la tasa de interés r se
especifica como la solucion de la EDE:

dr(t) = o(t)dW, + (a(t) — b(t)r(t))dt. (2.18)

Aqui o,a,b son funciones deterministas. El término de la integral es-
tocastica introduce aleatoriedad, mientras que el término a — br causa un
drift alrededor de a(t)/b(t). (Note que si o(t) = o, a(t) = a, b(t) = b son
constantes y o = 0, entonces la solucién a (2.18) se convierte en r(t) = a/b.)

(2.18) es una de estas EDE’s que pueden ser resueltas explicitamente.
Sea K(t) = fot b(u)du. Entonces

d[eXOr(t)] = eXWr(t)b(t)dt + X [a(t) — b(t)r(t)] dt + XV o (t)dW;]
= eXWq(t)dt + X O[a(t)dW,].
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Integrando ambos lados,
eKWOr(t) = r(0) + foteK{“)a(u)du + /t eXWg(u)dW,.
0
Multiplicando ambos lados por e %) tenemos la solucién explicitamente
r(t) = e K@ [T(O) + /zeK(“)a(u)du + /t eK{“)cr(u)qu] ,

0 0

Si F(u) es determinista, entonces

ft F(“)qu = HIIIZF(UI-)(WWH - Wu«;)'
0

Sabemos que combinaciones lineales de variables aleatorias Gaussianas

son Gaussianas, y también que limites de variables aleatorias Gaussianas son
. ’ 2 i .

Gaussianas, asf pues concluimos que la v.a. [; F(u)dW, es Gaussiana. Y dado

que e¥™g(u) es determinista fot eKWg(u)dW, es Gaussiana con media cero,
luego la media de r(t) es

Er(t) = e K® |:T‘(0) - fteK{'“’a(u)du} .
0

Conocemos como calcular el segundo momento de una integral estocdsti-
ca, asi que

t
Var r(t) = e 2K / XX W g (u)?du.
Jo
(Se puede calcular similarmente la covarianza de 7(s) y r(t).) Limites de

combinaciones lineales de Gaussianas son Gaussianas, luego podemos calcular
la media y varianza de fo r(t)dt y conseguir una expresion explicita para

B(0,T) = Be~Jo rwdu,

Modelo de Cox-Ingersoll-Ross (CIR). Una desventaja del modelo
de Hull y White es que dado que r(t) es Gaussiana, puede tomar valores
negativos con probabilidad positiva, lo cual no tiene sentido. El modelo de
Cox-Ingersoll-Ross aborda esto modelando r por la EDE

dr(t) = (a — br(t))dt + o\/r(t)dW,.
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La diferencia con el modelo de Hull y White es la raiz cuadrada de r en
el término de la integral estocastica. Este término de raiz cuadrada implica
que cuando r(t) es pequeno, las fluctuaciones en r(t) son mas grandes que en
el modelo de Hull y White. Si estipulamos a > %02, puede probarse que r(t)
nunca tocara el 0 y siempre sera positivo. Aunque no se pueda resolver para
r explicitamente, se puede calcular la distribucién de r. German y Yor [10],
pags. 345-371, prueban que el modelo CIR, es un proceso de Bessel.
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