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Introduccion

El Teorema de Gauss-Bonnet es un maravilloso y profundo ejemplo de conexién entre dos ramas
de las matematicas que de entrada parecieran no tener una relaciéon. Por un lado, la curvatura,
propiedad geométrica de un objeto y por otro la caracteristica de Euler que es un invariante
topologico. Cada una de éstas se puede reinterpretar de diferentes maneras y por ello el teorema
también. La filosofia de dicho teorema se encuentra también presente en otras partes de las
matematicas.

Un ejemplo més moderno de esa filosofia tiene que ver con el sorprendente trabajo de Do-
naldson sobre invariantes de 4-variedades exoticas. Witten interpreté la teoria de Donaldson
como un andlogo infinito dimensional del Teorema de Gauss-Bonnet.

Mi motivacién en escoger este tema es no sélo tratar de entender la conexion mencionada,
sino hacer una introduccién béasica pero clara al tema de clases caracteristicas a partir de su
relacién con el Teorema de Gauss-Bonnet. La generalizacion intrinseca de tal teorema por S.S.
Chern en el caso de dimensién par es la parte formal de esta tesis (vedse [4]).

Excepto el capitulo 4 seccién 1 que es técnico y es la base del trabajo de Chern, he tratado de
hacer entendible y con suficientes ejemplos este trabajo, en resumen, didactico. Cabe mencionar
que traté de encontrar una razon topoldgica més elemental a dicha parte, en general a la pregunta
de cuando el pullback de una forma cerrada en una variedad M" es exacta en un haz compacto
E sobre M", aunque de esto no obtuve resultados.

Una prueba conocida de que al integrar la clase de Euler (obtenida por el pullback de la
clase de Thom) da la caracteristica de Euler de una variedad M™ es considerando el producto
M" x M" y la diagonal en él. La prueba de este hecho que se da en la pagina 71 creo que es méas
clara y trabaja directamente en el haz tangente a M"™. Las deméas demostraciones que aparecen
en este trabajo son conocidas. Aclaramos que no se dan resultados originales con respecto al
teorema.

En el capitulo 1 reunimos todas las herramientas necesarias de topologia y geometria. En
la parte topoldgica se define la caracteristica de Euler para superficies y luego para variedades,
incluyendo su interpretacién como un nimero de interseccién (se usard la notacién clésica de
X para la caracteristica de Euler). En la parte geométrica recordamos las formas de conexién,
curvatura y las ecuaciones de estructura de Cartan que las relacionan. Incluimos una intro-
duccion informal a curvatura mediante grupos y dlgebras de Lie. También motivamos el paso
de la curvatura en dimensién 2 a dimensién par, encontrando la n-forma que hay que integrar
sobre alguna variedad M" de dimensién par para obtener su caracteristica de Euler.
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En el capitulo 2 damos ejemplos de motivacion del Teorema de Gauss-Bonnet para triangulos
y regiones, incluyendo un resumen de su demostracion clasica para poligonos y para superficies
contenidas en el espacio euclidiano R, con m > 3.

En el capitulo 3 se prueba la que hemos llamado férmula principal en dimension 2, y es el
resultado principal en el que descansa la demostracion de Chern: es decir, que la 2-forma de
curvatura es siempre exacta en el haz tangente unitario. Usado dicho resultado se prueba el
teorema para superficies Riemannianas.

En el capitulo 4 se prueba la generalizacion de la férmula principal a dimension par, y la
prueba del Teorema de Gauss-Bonnet en variedades de dimensién par dada por Chern. También
se da una demostracién adaptada de una prueba de Bott para haces de esferas contenida en [3],
pagina 124.

En el capitulo 5 tratamos sobre la relacién del teorema con las clases caracteristicas, mas
exactamente su relacion con las clases de Thom y de Euler. La idea del capitulo es entender
porque sabiendo la curvatura podemos calcular un niimero de interseccién.

Finalmente, en el capitulo 6 y a modo de aplicacién consideramos tres haces principales sobre
la 2-esfera S?, con fibra S!, incluyendo el haz de Hopf. Integrando la “curvatura” respectiva
para mostrar que también esta relacionada con el “torcimiento” de ese haz.

En seguida damos una idea general del trabajo, empezando por recordar las curvaturas
Gaussiana y geodésica.

Para una curva plana «, su curvatura en el punto p esta definida por;

longn([)’ (1)

— ]
k(p) Sy s long I

donde I es una vecindad en la curva que contiene a p, y n es la aplicacién normal unitaria.

Por ejemplo, para una recta, su imagen bajo n es un solo punto del circulo, y por tanto tiene
curvatura cero.

Se tiene para una curva « cerrada, simple y suave que

/Qk;(s)ds = o, (2)
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Para superficies M? C R3 Gauss define la curvatura puntual (Gaussiana) en p como;

_ Arean(R)
K = lm ———=, 3
(») M2OR—p  Area R )
donde n : M? — S? es la aplicacién de Gauss definida en la regién R C M?, y también Gauss
observa que

Arean(R) = Oyg, (4)

donde Oy es el angulo de holonomia a lo largo de la frontera de R (dngulo entre un vector inicial
y un vector que trasladamos paralelamente a lo largo de la curva usando la conexion de Levi-
Civita, pagina 38). La curvatura de Gauss es una propiedad intrinseca ya que la holonomia y el
area son propiedades intrinsecas. La curvatura Gaussiana también se puede calcular midiendo
las dreas A(r) de un disco de radio r con centro en x sobre cada superficie como lo muestra la
Figura 1.

------
-----
.

. xXr
K <0 K =0
A(r) > mr? A(r) = 7r?

Figura 1: Curvaturas

En un plano y en un cilindro la imagen bajo n de cualquier regién R tiene dimensién 0
y 1 respectivamente, ambos tienen curvatura Gaussiana 0, y consecuentemente (Teorema de
Minding) localmente tienen la misma geometria.

Propiedades geométricas en el plano como la existencia de rectdangulos, de triangulos seme-
jantes, que la suma de los dngulos de un tridngulo sea 7, la validez del Teorema de Pitagoras,
etc., son consecuencia del quinto postulado de Euclides (K = 0). En la geometria hiperbdlica
(K = —1) o esférica (K = 1) no son ciertas dichas propiedades, y para algunas de ellas hay
relaciones y propiedades similares.

Para un tridngulo geodésico A (poligono formado por tres segmentos geodésicos) contenido
en M? (con cualquier métrica) y con dngulos ai,as y as es sencillo ver que el dngulo de
holonomia a lo largo de A es la suma de los angulos menos 7, por lo que combinando esto con
(3) v (4) se sigue que

/KdA = a1+ Q9 + g — .
A

Esto implica por ejemplo que si K = —1 entonces Area(A) = m — (a; + as + a3), y cuando
K =1 se tiene que Area(A) = oy + ag + ag — .
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M2

Figura 2: Una regién R

Consideremos ahora una regiéon R C M? (con frontera una curva suave) que se puede
aproximar por poligonos P, con n triangulos geodésicos 4A;, como se muestra en la Figura 2.

Para una curva « contenida en una superficie M? existe el concepto de curvatura geodésica k,
que mide qué tanto difiere la curva de ser geodésica en cada punto. Para calcularla, aproximamos
a por geodésicas y se toman los angulos entre ellas dividos por la longitud de arco. No es dificil
ver que si la curva es plana esta definicién coincide con la dada en (1). Se tiene la siguiente
cadena de igualdades

/KdA = Xn:/KdA = Xn:[ozil—l—ozinLaig—ﬂ = 27T—Zn:[wi—ﬂ'],
P, i:lAi =1 ]

y entonces tomando el limite cuando n — oo

/KdA _ 27r—/kg(s)ds. (5)

OR

Observemos que por (4) para una regién infinitesimal R centrada en el punto p,
K(x)dA = O, (6)

donde el lado izquierdo es una magnitud de area en R, mientras el derecho es una magnitud
lineal en la frontera de R. Con formas diferenciables y usando el Teorema de Stokes se ve como

/KdA:/§212:/dw12:/w12
R R R

OR

/w12 = 27r—/k:g(3)ds.

OR OR

donde

Entonces QY da la curvatura Gaussiana, mientras que w?, nos da la curvatura geodésica (ver
pégina 9 para las definiciones de las formas anteriores).
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Ry Ry
Figura 3: M? = R, U R,

Aplicaremos la igualdad en (5) para motivar la férmula de Gauss-Bonnet en dimension 2
en un toro, el caso general es andlogo, ver pagina 37. Consideremos una superficie toroidal
M? = R, U R, como se muestra en la Figura 3.

Los 4ngulos de holonomia 6! y 62 son obtenidos de integrar la curvatura en la regién Ry y
R, respectivamente, es decir,

Q;Z/KdA egz/KdA
Rq Ro

y cumplen que
93 - 9; = 21 [x(R2) — x(B1)] = 2m.

Equivalentemente,

/KdA = 27 x(Ry) +/kg(s)ds = —27T+/k‘g(s)ds

« o

y sabemos que

/KdA = 27r—/kg(s)ds
R «@

/KdAz/KdA—i—/KdAzO.
M2 Ry Ry

Cuando M? es orientable y compacta, tenemos en analogfa con (2) la férmula de Gauss-
Bonnet

por tanto

/KdA = 27\ (M?).
M2

Pasamos al caso n = 2k dimensional y consideremos marcos (bases ortonormales locales).
Se tiene que
R<eiaej) € = Rm‘jk €n,
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donde {ey,...,e,} es un marco y R,;j; son las componentes del tensor de Riemann R en dicho
marco. La curvatura de Gauss se reescribe con dichas componentes como

1 L
K =Raio = é_L Z €' el Ri1i2j1j27 (7>
I:(ilig)
J=(j1J2)

donde el sfmbolo €12 es 1 si (i1i2) es permutacién par de (12), —1 si es permutacién impar y 0
en otro caso.

La 2-forma QY se obtiene mediante

1 i1t 11
Ql2 p— 5 Z 61291‘27 (8)
eI
y la relacién obtenida es

La curvatura para una variedad Riemanniana M" en p se calcula con la formula

_ itigin JJif2in R, .. R . .. . R, ...
K.(p) = B € € Rivisjijo Rigisgsja = Rin vinjn_1jn-
22k L
I:(’legzn)
J=(j142""Jn)

Observe que K» coincide con K la curvatura de Gauss. La curvatura K,, tiene sentido por el
Teorema de Weil-Allendoerfer, el cual dice que para el caso M"™ C R™, orientable y compacta,
se tiene que

/ K, (p)dv = (2m) x(M"). (9)

que es la formula de Gauss-Bonnet cuando n = 2.

La prueba del teorema anterior no es intrinseca (pero usando un encaje de Nash se puede
obtener Gauss-Bonnet para dimensién n). En otras palabras, es una prueba no intrinseca para
una férmula intrinseca, pero como veremos, la prueba de Chern si es intrinseca.

En esta generalizacién se recupera el concepto de curvatura mediante las formas de curvatura.
Para un marco ey = {ej,...,e,} en una vecindad de p € U se tiene asociada la matriz de
curvatura (), y se define la n-forma diferenciable (), en la vecindad U por,

i2

_ 1 . . ,
. k—1 I i i iok—
Q= (-1) —22k7rkk;!§ VLN N ANQTE
I

y probaremos en el capitulo 1, seccién 3 que

_ 1
Qu(eh"')en) - kKn(p)a
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por lo que con la n-forma €Y, se recupera la curvatura K,, de manera intrinseca.

También veremos que si ey es otro marco en V con U NV £ @, se cumple que Qy = Oy,
esto implica que las n-formas diferenciables {Q%} se pegan para dar una n-forma diferenciable
global en M" denotada 2.

Damos ahora un resumen de la demostracién de Chern. Dada una métrica en M" variedad
orientable y compacta, construimos el haz tangente unitario SM" y sea

[m:SM" — M"
la proyeccion canodnica. Se probara la que llamamos férmula principal
I1*Q = dI, (10)

es decir, Q no es en general exacta en M”, pero IT* Q si lo es en SM"”, y I es una (n — 1)-forma
diferenciable global que cumple

/F: 1 VpeM" (11)

Fp
donde F, = S"! es la fibra en p.
Por ejemplo, cuando n = 2 se tienen las formas
QY = dr con

[ = df + IT*w?,

las cuales se construiran en el capitulo 3, secciéon 1. Cuando aparece la férmula para el indice de
un campo vectorial en un punto singular, la 1-forma df dara una forma de calcular este indice.

Sea X un campo vectorial no degenerado en M" (vedse [12]), sus ceros son un conjunto
finito denotado A, y podemos suponer que X es un campo vectorial unitario en M"™ — A.

Usando el haz tangente unitario, el campo X y la férmula (10), la integral de Q en M™ se
reduce a una suma de unos y menos unos, de acuerdo a los indices del campo en los puntos
singulares.

Para aplicar (10) “levantamos” M™ en el haz tangente unitario a una variedad con frontera
M, es decir,

—~

M = X(M" — A),

y se tiene que s
OM = | J Ind (X,p) F,. (12)

pEA

donde 8M indica la frontera de M.
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Figura 4: La n variedad con frontera M

/ﬁ: /ﬁ:/n*ﬁ.

Mn M —A M

Por tanto,

Ya que subimos la integral al haz tangente unitario usamos (10) y el Teorema de Stokes,

obteniendo
/n*ﬁ:/dr: /r.

M M oM

Pero debido a que las fibras F), se orientan positivamente o negativamente de acuerdo a si
Ind (X, p) = +1 o Ind (X, p) = —1 respectivamente, se obtiene usando (11) y (12)

/r = ZInd(X,p)/F =) Ind(X,p),
oM Fp

peEA pEA
y por el Teorema de Poincaré-Hopf (ver pagina 30)

> Ind (X,p) = x(M"),
peEA
la formula de Gauss-Bonnet-Chern es
/ Q = y(M").
Mn
Ejemplo 0.1. Para el caso n = 4 se tiene una relacion
—13 [912 AR — QL AQYL + QYA 923] = (M),

M4



Capitulo 1

Curvatura, caracteristica de Euler y
haz tangente unitario

1.1 Las formas de conexién, de curvatura y ecuaciones
de estructura de Cartan

Las Ecuaciones de Estructura de Cartan codifican la geometria de una variedad Riemanniana
(la conexién y la curvatura) en términos de formas diferenciables. Son una generalizacion de la
interpretacion de las ecuaciones de Frenet-Serret para curvas suaves en el espacio tridimensional
usando bases ortonormales (marcos) y grupos de Lie. En esta seccién veremos cémo construir
las formas de conexion y de curvatura y posteriormente derivaremos las ecuaciones de estructura
que las relacionan.

Sea M", con n = 2k una variedad Riemanniana compacta y orientable. Escogemos un marco
(base ortonormal) {ey,...,e,} en U vecindad de p € M™ que sea compatible con la orientacién
de M", entonces

(ei,ej) = dij.

También construimos {o};, ..., o5} la base dual. En general si no hay confusién omitiremos

a U. Tomamos V la conexién de Levi-Civita de M", se tiene que

Veiej = w’zj €L, (11)

donde w*; son los coeficientes de la conexién y son los simbolos de Christoffel I en el caso en
que la base {e;} sea la base coordenada y no necesariamente un marco, recordamos que estos
simbolos miden cémo cambian las bases coordenadas.

Como V es compatible con la métrica se tiene que
ep(e;, ;) = (Ve.&5,€;) + (e, Ve,e;),

lo cual equivale a que la métrica se preserva a la hora de transportar vectores con la conexion
V. Entonces
— i
déij(ex) = W’ + Wi
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y por tanto
Jo_ i
Ademas V es libre de torsion, entonces
J J

Wi = Wik

Definimos ahora las 1-formas wij en U C M" por

i _ ok
W' = who”, (1.2)
y que cumplen que
i i

Estas 1-formas diferenciables que guardan los coeficientes de la conexion dependen de la
eleccion del marco en U. Més adelante veremos como cambian si se elige un marco diferente.
Ademas dichas formas en general no podran ser globales en M". Esto viene de que los simbolos
de Christoffel o los coeficientes de una conexion no son tensores. Ahora, se tiene que

Jjo_ 0 k _ J _k _ _ i P S R
Wy = Wy 0 = w00 =—wh 0 = —who = —wh,
por lo que la matriz
(i
w = () (1.3)

es antisimétrica. Tal matriz es llamada la matriz de conexion asociada a V, es de n X n con
entradas 1-formas diferenciables, tiene toda la informacién respecto a la conexion. También se
refiere a ella como una 1-forma en U C M" con valores en s0(n).

De ahora en adelante, cuando sea posible usaremos notacion matricial, que en muchos casos
clarifica la geometria y simplifica los calculos. Para ello usamos la siguientes notaciones:

e:(e1 € ... en)
ol
o2
O-: .
0.7l
Ve:(V61 Ve, ... Ven)

Donde las Ve; son 1-formas en U con valores vectoriales. Para consultar el tema de formas
diferenciables con valores vectoriales vedse por ejemplo [8], vy estas se definen como

(Vei) (vp) = Vs, €,
donde v, es un vector tangente en p € U.

Maés exactamente,
Ve, = e, @ w", (1.4)
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ya que
[ek & w’j] (en) o ey wki (en) = e w’zm o™ (en) = € wkm = " Ve,en.
La ecuacion (1.4) también la escribimos como
Ve = e®@w,
donde e ® w significa una “multiplicacién” de matrices.

Antes de pasar a curvatura y como aplicacion de lo anterior recordaremos cémo hacer trans-
porte paralelo a lo largo de una curva « : [a,b] — M™.

Podemos suponer que existe una vecindad U tal que a([a, b]) C U, ademds que e es un marco
en U. Sea 07 un vector a trasladar en el espacio tangente Ty ,) M", expresamos el campo 9 a
lo largo de a en el marco por:

z/12(91 € ... en) : = eu

Derivando
Vi = V(eu) = (Ve)u + edu = e(du + wu).

Como queremos que 1 sea paralelo a lo largo de « se sigue que;
Vawy = 0 Vtel,
y por los célculos anteriores para la derivada de v se concluye
du + w(a'(t))u =0 Vtel,

lo cual es un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias, con la condicion inicial dada por
¥ (a) = Uy, utilizando el Teorema de existencia y unicidad podemos encontrar el campo paralelo
Y, entonces

Up = ¢<b>

es el vector transportado paralelamente a lo largo de .

Pasamos ahora a construir la llamada matriz de curvatura €2 dada por:

Q=dw+ wAw, (1.5)
con entradas () = (Qij), donde
i i i k
Qj = dw; + wi Awy,
que cumplen

= —Q

? J
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Entonces () es una matriz antisimétrica de n x n con entradas 2-formas diferenciables en U.
También nos referimos a €2 como una 2-forma en U con valores en s0(2). Para ver la relacién
entre () y la curvatura, se tiene que (consultar [5] para una demostracién),

donde Rij,m son las componentes del tensor de curvatura de Riemann de M" en el marco {e},
es decir,
_ n
R(ei,ej)er = R'jj ey,

lo cual implica que
Qij(ek,en) = Rijkn.
Es esta la razén por lo que decimos que la matriz 2 guarda toda la informacion de la
curvatura.

Es conveniente hacer notar que las componentes ijkn no son necesariamente las compo-

nentes del tensor de Riemann R";; en una base coordenada, digamos {04,...,0,} en U vecindad

de p € M". Estas recordemos estén dadas por

R(0;,0,) 0, = R"., ,.

ijk
Para bajar los indices usamos la métrica, es decir,
o
Rnijk = Gna Rijk?
en cambio, para marcos se cumple que

a n
Rnijk: - 5na RS - ijk-

ijk

Ahora mostraremos la relacion entre las formas de conexion y sus derivadas con las formas
duales. En notacién de Cartan, dp es la 1-forma en U con valores vectoriales dada por

ap(e;) = e (L7)
El que {0} sea la base dual al marco {e;} lo escribimos como
dp = € ® 0k7

ya que
[ek ®ak] (ei) = ey ak(e,-) = ey 5f = e;.

La ecuacién (1.7) también la podemos escribir en notacién matricial como
dp = e® o,

y derivandola se obtiene
d’p = (Ve)®o + e®do
e®@w]|®o +e®do

= e®(w/\a + da).

o o3
I
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Por lo que
do = —wAo, (1.8)

o también,
do’ = —wh Ao”. (1.9)
Resumimos lo visto en la seccién. Sea {ey, ...,e,} unmarcoen Uy {c!,... 0"} subase dual.

Las formas de conexién y de curvatura estan relacionadas (y determinadas) por las igualdades
(1.2), (1.4) y (1.9) las que son conocidas como Ecuaciones de estructura de Cartan.

i ik
W o= whyo
do' = —uwi Ao*
i i i k
O, = du + W AWy,
donde w’; = —w’; y ', = =/, 0 en notacién matricial,
Ve = e®uw
do = —wAo
Q = dw+ wAw,

siendo w y () antisimétricas.

Tenemos dos relaciones adicionales entre las formas anteriores. Tomando la ecuacién (1.9)
y derivando, se tiene

do = —wAo
d’c = —[dw/\a—w/\da}
0 = —dwAo+wA[wAdg] por (1.8)
0 = —[(Q—wAw)Ao] —wAwAGo por (1.5)
0 = —QA0 4+ WAwANT — WAwANT
Por lo que,
QAo =0, (1.10)
o equivalentemente, .

Si derivamos la ecuacién (1.5), se tiene que

dQ = d(dw + wAw)
dQ? = dwAw — wAdw
dQ = (Q-wAw)Aw —wA (2 —wAw) por (1.5)

dQ = QANw — WAwAD — WA + wAwoA D,
y entonces se cumple la relacion

dQ — wAQ + QAw =0, (1.11)
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también escrita en coordenadas como

A, — WA+ QR AW, = 0.

)

Las ecuaciones (1.10) y (1.11) son conocidas como las identidades de Bianchi.

Ahora mostraremos cémo cambian las formas de conexién y de curvatura cuando se elige
un marco diferente. Sean ey y ey dos marcos en las vecindades U y V respectivamente, con
UNYV # @. Entonces

ey = ey guv (1.12)
donde gyy € SO(n). Se tiene que
Vey = ey @ wy, Vey = ey Qwy
y para las formas de curvatura
Qv = dwy + wy Awy, Qu = dwy + wy A wy.

Por la relacién (1.12) y las propiedades de V, se tiene que

Vey = (Vey)guov + ey ®dguv
= (ey Quwy) guv + ey ®dgov
= ey ® (wugov + dguv)

pero también

Vey = ey Quwy
= (evguv) ®wy
= ey® (gUV wv)
por lo que igualando,
wy guv + dguv = guv wy

y despejando a wy,
wy = gvvwu guv + gvu dguv, (1.13)

lo cual muestra la manera de transformar las formas de conexion en dos marcos diferentes.

Para ver cémo cambian las formas de curvatura, primero obtendremos unos resultados pre-
vios. Derivando la identidad
guv gvu = 1,

y adoptando la notaciéon C' := gy tenemos que
(ac ) C + ¢t (aC) = 0;
multiplicando a la izquierda por C|, se tiene

dC = —C (aC ) C. (1.14)
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Derivando la ecuacién (1.13), tenemos que
dwy = d[Cwy C™" + C(aC™)]
y desarrollando,
dwy = (dC)wy O™ + C(dwy) O = Cwy(dC™) + (d0) (aC ). (1.15)
Ademss,

wy Awy = [CuyC™' 4+ CAC ] A [CwpC' + C(dC™Y)]
= C (CL)U /\wU) Cil + CwU (dCil)
+[C(aC7Y) O wy €Y + [C (aCY) €] a0,

y al sustituir la identidad (1.14) en la igualdad anterior, se obtiene

wy Nwy = C (wU VAN wU) Cil + C’wU (dCil)
— (dC)wy ¢ = (aC) (aC7H).

Sumando ésta ultima ecuacién con la igualdad (1.15) se concluye que
du}\/ + wy ANwy = C(WU/\L«}U) C_l + C’(dwU) C_l
= C(dwy + wy Awy) C7

por lo que la manera de cambiar entre las formas de curvatura es:

Qy = gvu Qu guv. (1.16)

1.1.1 Ecuaciones de estructura en dimension 2

Sean M? una superficie Riemanniana compacta y orientable de dimensién 2 y {ei, e;} un marco
en U C M (vecindad de un punto p € M?) con base dual {¢',5%}. Si V es la conexién de
Levi-Civita de M2, por la primera ecuacién de estructura de Cartan

Ahora, de la segunda ecuacién de estructura para ¢ = 1,
do' = —wll Aot — w12 Ao,

pero por la antisimetria de w, w} = 0. Usando este hecho y sustituyendo (1.17) en la ecuacién
anterior se tiene que
do' = —wh, o' Aot (1.18)

Andlogamente para i = 2,
do? = whyo! Ao”. (1.19)

Recordamos que,

(Rler, e2)er, ) = <Rk121 er, €2) = Ry = K,
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donde K es la curvatura de Gauss de M2, De la ecuacién (1.6), se tiene que

pero
2 2
R%; = =Ry

y por tanto de la ecuacién (1.20),

Ejemplo 1.1. Una parametrizacién de la 2-esfera de radio r usando coordenadas esféricas es
X :(0,27) x (0,7) — S,? dada por

X(0,v) = (rcosfsent), rsenfsenp, rcos)),
entonces

Xy = (—rsenfsent, rcosfsent, 0)
Xy = (rcosfcosip, rsenfcosty, —rsent).

Tomamos como marco y base dual en la imagen de X a

1 1

e = 9 o = rseny df
7 sen
1

€y — —Xw 0'2 = ’l“dw.
r

Por la ecuacién (1.18) se tiene

d(rsenvydf) = —wh, (r sentdf) A (rdy),
de donde se obtiene
S cos
2 rsen’

y por (1.19)
d(rdy) = wh, (r sentdd) A (rdy),

lo cual implica

1
Wy = 0.

Por lo que, de la primer ecuacién de estructura (1.17),

Ccos
wh = L4 o' = cosvdf
r sen

de lo cual se sigue que
Q) =dwl, = — ¢dq/md9—l( @bd@)/\(dw)—l 'Ao?
, = dw, = — sen = 5 (rsen r =50 Ao,

y entonces la curvatura es K = %2
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Ejemplo 1.2. Para el plano hiperbélico H? tenemos

e = y2 ol = —dx
Ox (
e = yg ol = —dy
Ay
y por la ecuacion (1.18),
1 1
d(=dz) = —wh, (=d -d
(y 7) Wa (y 7) (y v)
Por tanto,
W121 = —1,
y de (1.19) X | |
d(=dy) = wh, (= dz) A (=dy),
(y v) W22(y 7) (y v)
se sigue
why = 0.

De la primer ecuacién de estructura (1.17),

w12 = —o!' = — “du,
)
luego,
1 dr d
Q) = dw, = —dyANdx = ——/\—y = — o' No?,
Y ) Y
y entonces la curvatura es K = —1.

Ejemplo 1.3. Andlogamente, para el plano euclidiano R?, tenemos que

0

e = — ol = dx
ox
0

€ = — 02:dy
dy

y es facil ver que

De esta manera,
S
Q, =w, =0,

consecuentemente, la curvatura Gaussiana es K = 0.
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1.2 Breve introduccion a curvatura

Chern estudia la geometria usando las formas diferenciables como lenguaje. Por ejemplo, en la
seccion anterior vimos como usando formas diferenciables calcular la curvatura en dimension 2,
ahora veremos que pasa en el caso de dimension n. Para una introduccién a formas diferenciables
y a curvatura sugerimos [2], de donde fue basado el siguiente resumen.

En dimensiéon 2, si hacemos transporte paralelo a lo largo de un paralelogramo obtenemos
una transformacién ortogonal A € SO(2), esto es porque el angulo y las normas entre dos
vectores trasladados paralelamente se conservan, entonces A es una rotacion del tipo

A - cosp  senp
~\ —senp cosp
para algtiin angulo .

A también se puede pensar o tiene asociado un elemento ® € s0(2) (el dlgebra de Lie de
SO(2)), es decir, las matrices antisimétricas de 2 x 2. Entonces existe una matriz

_ 0 o
q)_(—so 0)’

y la relacién entre ellas estd dada por la aplicacién exponencial

2 (I)S
A:exp(q)):[—i-@—i-?—i-?—l-"- (1.21)

Seremos ahora un poco mas precisos y volvamos al caso n dimensional. Consideremos un
marco {ey,...,e,} en alguna vecindad de p € M". PET77 denotara el paralelogramo en T,M™"
formado por el vector € y el vector i, y por F:, denotamos al paralelogramo curvilineo asociado
a la variedad M", es decir,

o T
Paﬂi = XDy (PWI)’

donde exp, : T,M"™ — M" es el mapeo exponencial de variedades.

El tensor de curvatura de Riemann R se codifica en las transformaciones A(ee;, ee;) € SO(n),
dadas por la traslacion a lo largo de los paralelogramos P, ce; -

Cuando usamos paralelogramos curvilineos con ¢ ~ 0, a las matrices A(ce;,ee;) les co-
rresponden matrices en el dlgebra de Lie s0(2), que resultan ser aproximadas por las matrices
Q(ee;, eej), més exactamente se tiene la relaciéon como en (1.21)

Aleej,ecej) = exp (Qcey,ce;))
et QZ(ei, ej) X €b Qg(ei, ej)
2! 3!

= I + 62 Q(eiaej) +

y entonces
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En resumen, la curvatura en M" se codifica en las transformaciones A(ee;, ee;) € SO(n)
dadas por la traslacion a lo largo de paralelogramos curvilineos, estas transformaciones también
las podemos recuperar mediante el dlgebra de Lie de SO(n), y con ellas se obtienen la matriz de
curvatura ). La ventaja es que se puede encontrar a €2 en principio de manera mas simple que
al tensor de Riemann, ademas de que esta idea se generaliza a otros haces con alguna conexion
y su respectiva curvatura.

1.3 Curvatura en dimension par

Daremos diferentes maneras de expresar la curvatura de Gauss en dimensién 2, para hacer na-
tural la curvatura K,, definida en el caso n = 2k, de acuerdo con el Teorema de Weil-Allendoerfer,
que generaliza al de Gauss-Bonnet, ya que al integrar la n-forma K, dv sobre la variedad M"
obtenemos su caracteristica de Euler (médulo una constante que viene del volumen de la S"*
esfera), y donde dv es la n-forma de volumen en M". Para esto se necesita que la variedad esté
contenida en algin R™, m > n.

A continuacion se recupera la n-forma K,, dv como una n-forma 2 obtenida a partir de la
matriz de curvatura asociada a algin marco. De esta manera la curvatura se vuelve intrinseca
y no necesitamos tener la variedad encajada en R™.

Para terminar la seccién, obtendremos {2 de una manera algebraica, en algebra lineal el
pfaffiano de una matriz antisimétrica es la raiz cuadrada de su determinante, {2 sera, médulo
una constante, el pfaffiano de la matriz de curvatura €2 que sabemos es antisimétrica.

Para una superficie M? C R3 compacta, sin frontera y con la métrica heredada de R3?, se
tiene que la curvatura Gaussiana K en un punto p esta dada por:

K = k?l . k?g = det d?’Lp, (122)

donde k; y k2 son las curvaturas principales de M? en p, y dn, es la derivada de la aplicacién
de Gauss n en p.

De manera intrinseca, si M? es una superficie Riemanniana, compacta y orientable, en
términos de las componentes del tensor de curvatura R;j,; en algun marco, la curvatura es

K = Z Z €i1i2 €j1j2 Ri1i2j1j2 (123)
I=(i1i2)
J=(j1j2)
donde
A +1 i (i192) es permutacién par de (1 2)
€1 := ¢ —1 si(iyiy) es permutacién impar de (1 2)
0  en otro caso.

Observamos que la féormula en (1.23) se sigue ya que el lado derecho es
1

4[:R11212 - R1221 - R2112 + R2121} = R1212 = K.
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Recordamos que K es un invariante escalar, es decir, depende de la métrica pero no del
sistema particular de coordenadas usado para calcularla.

Para recuperar la curvatura con formas, recordamos que si ey = {e;,e;} es un marco en
una vecindad ¢/ de un punto p € M?,

Q) = KdA = Ko' A o?, (1.24)
siendo {c!, 0%} la base dual.

También Q, se obtiene mediante la férmula

1 i1ia ()i
Q) = o > e (1.25)

I:(’i1i2)

Pasamos ahora al caso n = 2k. Sea M"™ una variedad Riemanniana, compacta y orientable,
la curvatura K,, en p € M" esta dada por

1 o
_ 1182+ in J172°] L R
K, = 22k | Z € "e " Rmzjmz R13z4j3j4 Rzn_lznjn_mn- (1-26>
C I=(iyigin)
J=(j152°Jn)

Observemos que (1.26) es una generalizacién de (1.23), esto es, Ky = K. La curvatura
definida asi tiene sentido por el siguiente teorema (ver [1] para la demostracién).

Teorema 1.4. (Weil-Allendoerfer) Sea M"™ C R™ para algin m > n, una variedad com-
pacta, orientable y Riemanniana con la métrica heredada de R™; sea dv su n-forma de volumen,
g = det(gi;), con g;; el tensor métrico, y R;ji las componentes del tensor de curvatura asociado
a gij, entonces se tiene el invariante escalar W dado por

1 1 o
_ 2122t J1J2 " Jn L P . .. .
V= (271')k on k| Z € € g Rmzjljz R1314J3J4 Rznflln]nfljn'

I=(irig-in)
J=

(9132°+3n)

Ademds, tenemos que

Tomando las componentes del tensor de Riemann asociado a un marco se tiene que

K,(p) = (2m)" ¥(p).

Consecuentemente, la curvatura K,, es también un invariante escalar, y usando la férmula
del Teorema 1.4 nos queda que

/Kn(p) dv = (2m)" x(M™). (1.27)
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Para la hipersuperficie M"™ C R"*! se puede probar que
K,(p) = ki -ky---k, = detdn,, (1.28)
donde ki, ko, ..., k, son las curvaturas principales en x, y n es la aplicacion normal de Gauss.

Recordemos que en el Teorema de Weil-Allendoerfer la variedad esta contenida en algin
R™, por lo que la prueba no es intrinseca, sin embargo, como demostréo Nash, toda variedad
Riemanniana se puede encajar isométricamente en algin espacio euclidiano R™, por lo que
usando este resultado se tiene la formula de Gauss-Bonnet para dimension 2k.

La prueba que daremos, debida a Chern, es intrinseca, e importante porque se basa en
interpretar hechos geométricos y topoldgicos en términos de haces (en este caso el haz tangente
unitario) y usando las formas diferenciables como lenguaje.

A continuacién recuperamos la curvatura K,, en términos de formas. Consideremos un marco
ey en una vecindad U del punto p € M", y e = {ej,ea,...,€,} el marco en p, con la matriz de
curvatura asociada 2y construimos la n-forma diferenciable €2y en U como sigue

_ 1 . 4 .
R k-1 I i i in—
Qu = (-1 mze QL AQE A AQE (1.29)
I
donde
+1  si(iy,19,...,1,) es permutacién par de (1,2, ..., n)
el = hizin = —1 i (41,149,...,%,) es permutaciéon impar de (1,2, ..., n)

0 en otro caso.

Para explicar la férmula anterior, observemos que de la cadena de igualdades

Qiig A Qi§’4 Ao A Qi;:l(el,eg, coyen)

_ J O i3 in—1
- k | E : Q eJl7eJQ)Q (ej3vej4) an (eJn 17e]n)
2 Qk
_ J
- 2_k E :6 Rilizjljz Ri3i4]'3j4 e Rin—1injn—1jn>
J
se sigue que

QU(el) €,... 7en)

= 2k Qk, | Z JQ“ ejl’ej2) Qi’?4<ej3’ej4) e QZ’Z;1 (ejn—17ejn>
L G Vi

_ I _J
- €€ Rilizjljz R;

(2m)k 2%kl ssagssa R
1,J

in—1inJn—1Jn
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y si como antes, dv denota la n-forma de volumen en M", se cumple
dv(ep,es,...,e,) = 1

y finalmente
— 1

De nuevo se observa que (1.30) es una generalizacién de (1.24).

Como veremos, las n-formas diferenciables {Qy} forman una n-forma diferenciable global Q
en M". Integrando la tltima igualdad y por la relacién (1.27) se concluye que

/ a = (M),

Mn

Para terminar la seccién, veamos como recuperar 2 mediante el operador Pfaffiano, denotado
Pf, y que se define para matrices antisimétricas (cumplen que A* = —A) con A = (A;;) € Mogxok
por:

1
Pf<A) = Qk_k" Z EI Ai1i2Ai3i4 te Ain_li»,m
I

donde el término ﬁ se debe a los factores repetidos en la suma.

Ejemplo 1.5. Para el caso n = 2 tenemos,

0 A12 .
pr(( 0 4 ) <

Ejemplo 1.6. Para el caso n = 4, se tiene,

0 A Az Ay

Ay 0 Ay Ay

Pf As; Azs 0 Asy
Ay Ay Ay 0

= A19Azy — A13Ao + AjsAss.

Una propiedad importante del Pfaffiano es
(Pf(A))? := Pf(A)* = det A, (1.31)

cuya demostracién puede verse en [14], Vol 5.

1

Escogemos g € SO(n), con n = 2k. Entonces detg = 1y ¢! = ¢*. Por lo tanto,

(97" Ag)" = (d'Ag)' = g'A'g = (97" Ay),
lo que prueba que g~ ' Ag también es antisimétrica y se cumplen las relaciones

det g Ag = (det g)*(detA) = det A = Pf(A)?,
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det g_lAg = Pf(g_lAg)Q,

con lo cual se puede verificar que

Pf(g~'Ag) = Pf(A). (1.32)

Tomando en lugar de A a la matriz de curvatura )y asociada a algiin marco ey, se define
el Pfaffiano de €2y por

1
2k [

Pf(Qu) == D QLA A AQTT
1

y es una n-forma en U. Si ey es otro marco en V con U NV # &, entonces por (1.16)
Qv = gpv Q guv
para algin gyy € SO(n), por la propiedad (1.32),
Pf(Qv) = Pflggy Qv gov) = Pf(Qu).

Consecuentemente, las n-formas diferenciables {Pf(Qy)} se pegan para dar una n-forma
diferenciable global en M™ la cual denotaremos por Pf(£2).

Es claro por la definicion del Pfaffiano que

1

Q= —(— ﬁ)kpf(a), (1.33)

y la férmula de Gauss-Bonnet-Chern se reescribe como

(- %) [ Pre = xo)

Mn

Ejemplo 1.7. Para el caso n = 4,

1
M4

1.4 Curvaturas seccional, de Ricci y escalar

Brevemente y a manera de complemento mencionamos algunas cuestiones basicas de dichas cur-
vaturas. Sea M" variedad Riemanniana compacta y {ey,...,e,} un marco en alguna vecindad
U de p € M", también consideramos R’ las componentes del tensor de curvatura en dicho
marco.

Escogemos P un plano que pase por el origen en T, M", se puede construir una superficie
Riemanniana Sp contenida en M™ (usando el mapeo exponencial) tal que TpSp = P, entonces
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se define la curvatura seccional K (P) como la curvatura de Gauss de Sp en p. Si {e;, e;}
generan el plano P se tiene que

K(P) = K(eiaej) = R(emej,euej) = Ryji;.

El tensor de Ricci denotado Ric es un tensor simétrico de tipo (2,0) que se obtiene de la
traza del tensor de Riemann,

Ric(ej,ej) = Tr[V — R(V, &) € ]
y tiene por componentes

n n
RZCZ'j = Rikj == szkg
k=1 k=1

El nimero Ric (e;, ;) se interpreta como el cambio en el volumen de una pequena (n — 1)-
esfera centrada en p cuando se le deforma en la direccién e;. Para interpretar Ric(e;,e;) se
puede utilizar la identidad

1
Ric (ei, ej) = 5 [RZC (ez‘ + €;,€; + ej) — Ric (ei, ei) — Ric (ej, ej) ] .
Por otro lado, la curvatura escalar (denotada S) en el punto p mide la razén de cambio

entre los volimenes de una (n — 1)-esfera centrada en p y el volumen de la (n — 1)-esfera usual
del mismo radio en R™. Se obtiene de la traza del tensor de Ricci, es decir,

S = Tr Ric = iRiCn’ = i RE..

i=1 ik=1

Para terminar veremos dos relaciones basicas entre las curvaturas anteriores,

Ric (e;,€;) = ika = iRmm’ = iK(ek,ei%
k=1 k=1

k=1
|
n n n
S = le = szkz = K(ek,ei).
k=1 kyi=1 k,i=1
ki
En dimension 2, R0 = K = %S.

1.5 La caracteristica de Euler para superficies

La caracteristica de Euler de una superficie compacta y conexa es un nimero entero que es
un invariante topolégico, el cual puede obtenerse de cualquier triangulacién de la superficie (lo
formalizaremos en el caso de variedades en la siguiente seccién) y no depende de la eleccién
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particular de ésta. También se puede calcular a partir de la homologia de la variedad (mediante
los llamados nimeros de Betti).

Para superficies compactas la caracteristica de Euler y la orientabilidad determinan com-
pletamente la topologia y la geometria de la superficie, en ese caso la caracteristica de Euler es
bésicamente el género (nimero de hoyos).

Para definir la caracteristica de Euler de una superficie M? damos una triangulacién K de
ella. Sean

v = numero de vértices de K
a = numero de aristas de K
¢ = numero de caras de K

entonces la caracteristica de Euler, denotada por x(M?), estd definida mediante la igualdad
x(M?) = v—a+c,

y no depende de la triangulacién particular K como se mostrara més adelante.

Ejemplo 1.8. Para la esfera S? elegimos un tridangulo T de cualquier triangulacién de ella,
como S? — T es topologicamente un disco, la caracteristica de la esfera es la caracteristica del
disco S? — T que es 1 més una cara dada por T, entonces

X(S%) = x(S2-T)+1=1+1=2.
Ejemplo 1.9. El toro T? = S* x S'. Como la caracteristica de un disco con dos agujeros es

1 -2 = —1, y la de un cilindro es 0, es sencillo ver que la caracteristica de Sy es —1 (ver Figura
1.1). Como el toro es Sy pegandole en la frontera un disco, se tiene que

X(T?) = x(S;)+1=—-1+1=0.

i
5

Figura 1.1: La superficie S;

Ejemplo 1.10. Si M y N son superficies compactas con frontera, una férmula que nos permite
calcular la caracteristica de Euler de la suma conexa de M y N, esta dada por

X(MEN) = x(M) + x(N) -2,
con M N denotamos la suma conexa de M y N.

Ejemplo 1.11. El espacio topolégico nT?, que denota la suma conexa de n 2-toros, tiene una
caracteristica de Euler dada por

x(nT?) = 2 — 2n.
Ejemplo 1.12. La suma conexa de n espacios proyectivos, denotada por nRP?, tiene como

caracteristica de Euler
X(nRP?) = 2 —n.
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1.6 La caracteristica de Euler para variedades

Para definir la caracteristica de Euler en cualquier dimensién, recordaremos los conceptos de
“simplejos” y “complejo simplicial”, que son una generalizacion de triangulo y de triangulacion
respectivamente en dimension n.

° O-simplejo
— o 1-simplejo
2-simplejo

3-simplejo

Figura 1.2: Los n-simplejos

Si tomamos g puntos p;,, pi,, ..., P, de un n-simplejo o,, estos definen una g-cara o, =
(PirDis - - - Pi,) de 0, y lo escribiremos como

Ejemplo 1.13. En el 4-simplejo o4 = (p1papsps), 03 = (pipaps) €s una 3-cara (tridngulo),
o9 = (p1p2) es una 2-cara (arista) y o1 = (p4) es una O-cara (vértice).

Un complejo simplicial K es una unién finita de simplejos en algiin R™, con las siguientes
condiciones:
1. Cualquier g-cara de un simplejo en K pertenece también a K, es decir, si

o4 < 0, donde o, € K, entonces o, € K.

2. Si o y 0 son simplejos en K, entonces la interseccion o N § es vacia o es una cara comun
de o y 0, en simbolos, si

g,0eK = o0nd=0 o (cNd<oyond<i).

La dimension de un complejo simplicial K es la dimension del més grande de sus simplejos,
en realidad nos interesa los casos en que todos los simplejos son de la misma dimensién n y lo
llamamos un n— complejo simplicial.
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Figura 1.3: Un 2-complejo simplicial K

X N AL

Figura 1.4: Unién de simplejos que no son complejos simpliciales

Ejemplo 1.14. El 2-complejo simplicial K = {py, ps, ps, pi, (p1ps), (p1p2),
(pap3), (p2pa), (P1p2ps3)} se muestra en la Figura 1.3

Como un complejo simplicial K es un conjunto en algin espacio R™, le damos la topologia

heredada y entonces K es un espacio topolégico.

Sea M" una variedad compacta, decimos que M" es triangulable si existe un n-complejo
simplicial K tal que es homeomorfo a M", es decir, existe un homemorfismo f,

f:K— M"
y llamamos a K una triangulacion de M".

Denotemos por [; el nimero de j-simplejos en K, entonces definimos la caracteristica de
Fuler de K como:

Jj=1
y mencionamos el siguiente teorema sin demostracion.

Teorema 1.15. (Teorema de Euler-Poincaré) Sea K un n-complejo simplicial, entonces

n n

X(K) =) (=1 I = > (=1) b(K),
j=1 j=1
donde b;(K) = dimH;(K;R), es decir, el j-ésimo nimero de Betti de K o la dimension del j-
éstmo grupo de homologia de K con coeficientes en R. Recordamos que los grupos de homologia
miden los “hoyos” de K. Para una referencia en homologia ver [9].

Como los nimeros de Betti son invariantes topoldgicos, si K y K’ son dos triangulaciones de
M™, entonces el teorema implica que
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Por lo que podemos definir
X(M") = x(K),

donde K es cualquier triangulacién de M".
Ademads si M" es homeomorfa a N™ entonces
x(M") = x(N"),

por lo que la caracteristica de Euler es un invariante topolédgico.

Ejemplo 1.16. Sea M? una 3-variedad compacta, orientable y conexa; entonces by = b3 = 1y
por dualidad de Poincaré b, = by, entonces

Y(M?) = 1—b+b, —1=0.
Ejemplo 1.17. Si M y N son variedades compactas y conexas, entonces
X(Mx N) = x(M) - x(N).
Ejemplos de esta féormula son
x(S*x8S%) =2-2=4
x(S*xT?) =20 = 0.
Ejemplo 1.18. Calculamos la caracteristica de Euler de la 4-esfera S?, sabiendo que
Ho(S*;R) = Hy(S»; R) =R

H,(S% R) = Hy(S*; R) = H3(S*; R) = 0,
por lo que by = by =1y by = by = b3 = 0, por tanto,

X8 =1-0+0-0+1=2.

Damos ahora una interpretacién conocida de la caracteristica de Euler como un ntimero de
interseccién. Para ello consideremos A, B,Y variedades orientables tales que A,B C Y y se
cumple la condicién

dimA + dimB = dimY. (1.34)

Definicién 1.19. Con las hipotesis anteriores, decimos que A y B se intersecan transver-
salmente si para cada x € A N B se tiene que

T.A @ T,B = T.Y,

y se denota por A M B.
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R2 B RB Pr RB v
A ! A

A

AMB AhB A AB

Figura 1.5: Transversalidad

Si A th B y es valida la ecuacién (1.34) se obtiene que dim A N B = 0, y entonces A N B es
un conjunto de puntos, que suponemos es finito.
Para cada x € A N B, consideremos la base 8, = {{e.},{f.}}, donde {e,} es una base

orientada de TxA, y {f.} una base orientada de TyB. [, es una base de Y en z (ya que
A h B).

Definicién 1.20. El numero de interseccion de A y B es

L(A,B) = > seu(B)-1,

z€ANB

este numero topologico depende sélo de las clases de homologia de A y B y del espacio Y.
También requerimos deformar un espacio, por ello la siguiente.

Definicién 1.21. Con las hipdtesis anteriores, decimos que B es una deformacion transversal de
A en'Y, si existe una homotopia suave H : A x [0,1] — Y tal que las funciones H;, : A — Y
dadas por Hy(a) = H(a,t) son encajes, ademas que Hy(A)=A CY, H;(A)=By AmnB.

Antes de recuperar la caracteristica de Euler veremos dos ejemplos basicos de haces.

Ejemplo 1.22. La banda de Mobius. Escogemos A como el circulo central de la banda y B
una deformacion transversal de A como indica la figura, donde por ejemplo en x5 el signo esta

i)

Figura 1.6: Amh B
dado por la orientacién de 5,, = {(1,0),(0,—1)},
sgn det ( (1) _01 ) es negativo,

y entonces [ (A,B) =+1—-1+1=+1.
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Ejemplo 1.23. El cilindro S! x [-1,1]. Sea A = S! x {0} y B es la curva dada en la Figura
1.7, entonces (A, B) = +1—1 = 0, de nuevo, B es una deformacién de A, y también podiamos

Figura 1.7: A B

haber tomado C = S' x {3} vy es claro que el niimero de interseccién es 0.
Ahora recordaremos un teorema que usaremos varias veces a lo largo del trabajo.

Teorema 1.24. (Teorema de Poincaré-Hopf) Sea M™ una variedad compacta, orientable,
sin frontera, y sea V : M™ — T M" cualquier campo vectorial en M™ con un conjunto finito
de ceros denotado A, se tiene que

MY = 3 Ind (V).

TEA

Sea M™ con las hipdtesis anteriores, consideremos el campo vectorial cero Vo : M — T M"
que encaja M™ en TM", y sea Vi : M" — T M" cualquier campo vectorial no degenerado
(los campos vectoriales en M™ son secciones de su haz tangente), entonces (vedse [12]) tiene
un conjunto finito de ceros A. Se puede probar que V;(M") es una deformacion transversal de
Vo(M™) en el haz tangente, se tiene

dim V5(M") + dim V4 (M") = 2n = dim T M".
Usando el Teorema de Poincaré-Hopf se demuestra que

X(M") = Ind (3, 2) = T (Vo(M"), Vi(M")).

TEA

Observamos que se puede usar cualquier campo vectorial no degenerado para calcular la
caracteristica de Euler de M". En analogia a los ejemplos anteriores de las bandas, en que se
podia tomar cualquier deformacién transversal del circulo medio.

Ejemplo 1.25. El toro T?. En este caso es sencillo construir un campo vectorial V; en el toro
que no tenga ceros, entonces

X(T%) = T(Vo(T?*), Vi(T?)) = 0,

va que Vo(T?) y Vi(T?) son dos toros ajenos en T T2, como lo que ocurre en el caso del cilindro,
decimos que T T? es un haz trivial o un haz no torcido.

Ejemplo 1.26. La 2-esfera S?. Cualquier manera de deformar la esfera S> ¢ T S? e intersecarla
transversalmente con ella misma nos da +2, en este caso el haz T S? es no trivial.
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Resumiendo, para calcular la caracteristica de Euler de M™ hay que calcular la interseccién
en el haz tangente de M" con una copia transversal a ella.

Consecuentemente, por el Teorema de Gauss-Bonnet la integral de la curvatura mide un
nimero de interseccion.

Si en lugar de tomar el haz tangente a una variedad M" trabajamos con otro haz vectorial
con fibra R", tenemos otra “caracteristica de Euler” de M", que bajo ciertas condiciones también
se puede recuperar con la curvatura asociada a una conexién en dicho haz.

1.7 El haz tangente unitario

Sea M"™ una variedad Riemanniana, compacta y orientable, denotamos por S M" al haz tangente
unitario a M", que consta de los vectores unitarios en cada plano tangente a la variedad,

SM" = | J [V.e TM"; g(V,, V,) = 1]
zeM™n

donde ¢ es la métrica, SM" es una variedad compacta de dimensién 2n — 1. Denotaremos por
IT: SM" — M" a la proyeccién usual dada por I (V,) = z, la fibra en un punto II7!(z) es la
(n — 1)-esfera S"~! C T, M".

En esta seccién construiremos diferentes formas diferenciables en SIM" que nos serviran
mas adelante. Antes de continuar en esa direccion es buen momento de recordar el concepto de
pullbak en formas diferenciales.

Definicién 1.27. Sean N, M variedades suaves y f : N — M una funcién suave, el pullback
de f (denotado f*) manda cualquier k-forma diferenciable o en M a una k-forma diferenciable
f*a®* en N dada por

“aF (vy,. .0 = o (df(v1),. .., df(vk),
donde vy, ..., v, son vectores en un plano tangente T,IN, con p € N y df, : TN — T, yM
la derivada de f en p.

Sea V cualquier campo vectorial unitario en una vecindad de p € U C M,

n
V = E €; Uy,
=1

donde e es un marco en U, y las v; son funciones coordenadas en S M".
Tenemos las siguientes notaciones

ez(el €y ... en)
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(% :(Ul Vg ... Un),

con lo cual V se expresa como

Queremos ahora encontrar V'V, por lo que derivando la ecuacién (1.35) obtenemos,
VV =V(ev) =e®Vv =e® (dv + m'wv).

Definimos a © como
th

02
O =dv + 7Tfwo = . ,
On,
o también, en coordenadas,
0, = dv; + v 1I” wki.

Por comodidad en la notacion, nos referimos a ellas simplemente como
k
0; = dv; + v W',

equivalentemente
© = dv + wo,

y entonces de (1.36) y (1.39)
VV =e®0O.
Por otra parte, como V es un campo unitario

n
vio = 5 v v = 1,
i=1

derivando tenemos

vidv = 0.
Consideramos también la igualdad
or (1.39
vte ” (1:39) vt[dv + wv} =v'dv + v'wo = vwo,
pero, en virtud de que
vwr = (Vwo) = vl = —(vww),
se cumple que v! wv = 0y por lo tanto,
'O = 0.

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)
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Otra igualdad que utilizaremos la obtenemos de derivar (1.37)

do = d2v+d(wv)
= dw)v—w/\dv
= (Q-wAw)v—wA (0 —wo) por (1.5) y (1.37)
= Qu— (Ao —wAO+ (WAw]v
= Qu—wA0O,

la cual en coordenadas se escribe como

a0; = QX vy — Wi A6 (1.42)

Para terminar la seccién mostramos como cambian las v; y las 8; cuando se cambia de marco.
Si ey es otro marco en V', con U NV # & recordamos que ey = ey guy, y se tiene,

V = eyvy = eyuy,

esto se debe a que el campo vectorial V tiene componentes en dos bases dadas por los marcos
ey v ey. La matriz gyy es la matriz de cambio de base y sustituyendo,

(eU gUV) Vy = €y Uy

con lo cual
vy = 8vu VU,

De esta manera las componentes del campo cambian por la matriz de cambio de base, es

decir
k

Uiy, = (gVU)i Uiy - (143)

Para ver como cambian las #;, usamos la notacion C' = gy, se sigue que

@V = doy +wy Vy

d(Cuy) + (Cwy C7H 4+ CdC™Y) (Cuy) por (1.13)
(dC)UU +C dUU) + Cwyvg +C (dC_l)CvU
W‘i‘ C dUU) + CwU (%) —M por (1.14)
C(dUU + wy UU)

= C@U

Entonces, las © se transforman también con la matriz de cambio de base

Oy = gyu Oy,

es decir

@iv = (g\/U)f@kU. (144)



Capitulo 2

Demostracion clasica del Teorema de
Gauss-Bonnet en en dimension 2

Como ya mencionamos, la métrica en una superficie M? nos determina las propiedades geométri-
cas que en ésta existen, por ejemplo, las geodésicas, las distancias, la existencia de rectangulos,
longitud, area de circulos, sumas de los angulos de poligonos y curvatura. La métrica no puede
ser definida arbitrariamente en la superficie, ya que debe respetar la topologia de M?2.

En el caso de dimensién impar, més especificamente para espacios de dimensiéon 3, la ca-
racteristica de Euler no nos da informacién pero también existen relaciones entre invariantes
topolodgicos y entre propiedades geométricas de dicho espacio.

2.1 Motivacion y ejemplos de la formula de Gauss-Bonnet
para regiones

Un primer resultado de la geometria de superficies debido a Gauss es que para un triangulo
geodésico A ABC' sus angulos estan relacionados con la curvatura de la superficie dentro del
tridngulo (y si es compacta también fuera de él). Gauss demuestra la relacién

/KdA:4A+AB+AC—7r, (2.1)
A

donde K es la curvatura de Gauss, y ZA, ZB, ZC son los angulos interiores del triangulo A.

Ejemplo 2.1. Para el plano, la ecuacién (2.1) nos indica el conocido resultado
LA+ /B+/ZC = T.
Ejemplo 2.2. Para la esfera unitaria K =1 y (2.1) implican que

Area(A) —// dA = ZA+ /B+ £C — .
A

El triangulo obtenido al considerar un octante de la esfera, como se muestra en la Figura
2.1, tiene dngulos iguales a 7, entonces la suma de sus angulos menos 7 es 7 que es una octava
parte de el area de la esfera.

34
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Figura 2.1: Triangulo en la esfera

Ejemplo 2.3. Para el plano hiperbdlico, la ecuacién (2.1) implica en este caso que
Area(A) = 71— LA+ /B + £C.

Para verificarlo con un ejemplo, tomemos el triangulo ideal A en la Figura 2.2 y que tiene
angulos ZA = /B = ZC = 0, entonces

T —(LA+ LB+ £0) = © = Area(A) ://g%dxdy.
A

C

2

A B

Figura 2.2: Tridngulo A en el plano hiperbdélico

Como sugiere el ejemplo, los angulos de un triangulo geodésico hiperbdlico lo determinan
salvo isometrias, existen férmulas trigonométricas (dadas por Lobachevski) para determinar las
longitudes de los lados en funcion de los dngulos.

Si consideramos una regién R (ver Figura 2.3) contenida en una superficie orientable M?,
que tiene como frontera un nimero n de curvas «; cerradas, suaves, parametrizadas por longitud
de arco y orientadas, entonces existe una relacién entre las curvaturas (geodésica y de Gauss)
y su caracteristica de Euler, esto es,

2 /kg(s) ds +//KdA + i ¢; = 2n x(R), (2.2)

donde los €; son los dngulos exteriores a las curvas a; con ¢ = 1,...,n y k; es la curvatura
geodésica.
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Figura 2.3: Una region R

Observemos que si R es la region acotada por un tridngulo geodésico entonces (2.2) es la
formula de Gauss (2.1), debido a que k, = 0 ya que los lados del tridngulo son geodésicas,
ademds x(R) =1 ya que R es topoldgicamente un disco.

Ejemplo 2.4. Si a es una curva plana cerrada, suave y parametrizada por longitud de arco,
entonces de (2.2);

/kg(s) ds = 2,

«

n
ya que Z €; = 0 pues no hay angulos exteriores.
j=1

Ejemplo 2.5. Supongamos que S es una superficie con curvatura constante K # 0, entonces
no existen rectangulos geodésicos en S. Ya que si R fuera un rectdngulo geodésico, tendriamos
que €; = 7 para j = 1,2,3,4, por lo que por (2.2)

//KdA = K//dA = K -Area(R) = 0,
R R
y entonces Area (R) =0, lo cual es una contradiccién.

Ejemplo 2.6. Para una esfera topoldgica S? obtenida de la suma conexa de las regiones R; y
Ry, ver Figura 2.4, se tiene que

//KdA ~om - /kg(s)ds,

R1 Y

y tomando la orientacién adecuada en Rs

/ KdA = 27 + /k;g(s)ds,

Ry v
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52

Figura 2.4: S> = R U R,

/KdA:47T.

SQ

por lo tanto, la curvatura total es,

Ejemplo 2.7. Consideremos las regiones R; y Ry como indica la figura y que identificindose
en la curva cerrada v conforman una superficie orientable M?2.

M2

Figura 2.5: M? = R, U R,

Se tiene que, debido a que v es cerrada,

/ KdA = 21 y(R,) — /k:g(s) ds,

y tomando la orientacion adecuada en Ry a lo largo de v para identificar correctamente con Ry,
/ KdA = 27 x(Ry) + /kg(s) ds,
Ro Y
lo cual implica que
//KdA ://KdA +//KdA = 2 [X(Rl) + X(RQ)}.
M2 Ry Ro
Pero se verifica facilmente que
X(R1) + x(R2) = x(R1U Ry),
de lo cual se concluye la igualdad

/ KdA = 2r x(M?).

M2
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La férmula (2.2) también se reinterpreta en términos del concepto de conexion, que nos
permite trasladar “paralelamente” vectores de un plano tangente a otro, y por tanto definir
una derivada en la superficie, de hecho son conceptos equivalentes. Esto es porque para derivar
un campo en la superficie (o en una variedad) necesitamos tomar la diferencia de vectores
“cercanos” en dicha superficie, es aqui donde trasladamos paralelamente uno de ellos para que
estén en el mismo plano tangente y poder tomar su diferencia.

La conexién de Levi-Civita nos asegura que localmente las curvas suaves (parametrizadas
por longitud de arco) con aceleracién cero (campo de velocidades paralelo) son las mismas que
minimizan la distancia en M? (geodésicas). Para calcular la curvatura intrinseca de una curva
contenida en la superficie (curvatura geodésica) necesitamos de una conexion.

Definicién 2.8. Sea o« C M? una curva cerrada, suave por pedazos, el dngulo de holonomia
0, de a, es el angulo entre un vector v; € T,M? y el vector vz € T,M? obtenido despues de
trasladar paralelamente v a lo largo de la curva «, donde = es cualquier punto en «.

T, M?

Figura 2.6: Angulo de holonomia

Si A es el tridngulo geodésico orientado en M? con dngulos exteriores €1, €, €3 v frontera o,
entonces la holonomia a lo largo de a estd determinada por los angulos del tridngulo, es decir,

Ha = €1+ €+ €3 — 27T,

/KdAzHa.

A

por tanto por (2.2)

Ejemplo 2.9. Caracteristica de Euler usando holonomia. Consideremos una superficie ori-
entable, compacta, sin frontera M? C R? y triangulada, en la que denotamos dichos tridngulos
por A;. Se tienen definidas las holonomias #; dadas al medir el angulo de holonomia en cada
A;. Podemos juntar todos esos angulos en un circulo unitario de cualquiera de los planos tan-
gentes, se tiene que el nimero de vueltas completas en el circulo coincide con la caracteristica
de Euler de M?. Notamos que esto se puede hacer para cualquier superficie Riemanniana, y
para “trasladar” los angulos usamos el transporte paralelo dado por la conexién de Levi-Civita.
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Ejemplo 2.10. Consideremos el triangulo geodésico con frontera o de la Figura 2.7.

Figura 2.7: El angulo de holonomia es 7

Se tiene que ¢, = § y como K =1 para la 2-esfera unitaria,

/ K dA = Area(R) = g

R

2.2 Bosquejo de la prueba de la formula de Gauss-Bonnet
para poligonos

Ahora definimos los elementos bésicos para bosquejar las demostraciones de los teoremas que
acabamos de mencionar. Sea M? C R™, m > 3, una superficie orientable y R C M? una regién
que cumple las siguientes condiciones:

1. La regién R es conexa y simplemente conexa.
2. La frontera de R esta parametrizada por una curva
a:[0,1] — M?,
donde « es cerrada y suave por pedazos, es decir, existen curvas suaves
(073 (Si—1,3i> — M2

parametrizadas por longitud de arco, con

az'(Si) = 041+1(51) i=1, ..., n-1
a1(0) = au(sn),
donde [0 = s, $1, ..., s, = 1] es una particién regular del intervalo [0, 1], y se cumple que
Xl[si—1,s] — i

3. R esta contenido en una carta coordenada, es decir existe una parametrizacién X : U €
R? — M? tal que R C X (U).
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Ahora, aclararemos varios puntos de la definiciéon anterior. En cada vértice los vectores
tangentes a;(s;) y o 1 (s;) existen y el &ngulo entre ellos €; (4ngulo exterior en el vértice a;(s;-1))
esta dado por

cos€; = Loy (i(si), oy (si)) =12, ..., n-1 (2.3)
coseg = In,(0)(a(5n), @1 (0)) (2.4)

donde I, es la primer forma fundamental de M? en z.

Figura 2.8: Los angulos ¢;

Introducimos ahora las funciones
. 2
o; [Si—bsi] — M

a lo largo de las curvas ;.

Las ¢;(s) miden el dngulo entre X, := 2% en a;(s) y o/(s), es decir,
X
cos ¢;(s :Ia.5<a§s, u) 2.5
9ils) = Ly (i(s), —= (2.5)

donde X, es un campo vectorial de referencia en X (U) para medir angulos.

Escogemos un dngulo en sentido contrario a las manecillas del reloj para ¢;(0) y por con-
tinuidad extendemos ¢, a lo largo de [0, s1]. En s = s; tenemos un salto para ¢,(s1) en la curva
o dado por

Pa(s1) = €1+ ¢1(s1),

ahora extendemos ¢s(s) a lo largo de ay usando la continuidad en el intervalo [sq, so]. Conti-
nuando este proceso tenemos definidas las ¢;, y tenemos la relacién

¢j1(8;) = €+ ¢j(s;) para 1 <j<n-—1 (2.6)

Se tiene el siguiente resultado que nos dice cudl es el valor de ¢,(s,) después de recorrer el
poligono a partir de ¢1(0).
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Figura 2.9: Los angulos ¢;

Teorema 2.11. (Teorema de Hopf) Sea o una curva con las hipdtesis anteriores, entonces

On(Sn) + €, = ¢1(0) + 27.
De el Teorema de Hopf se tiene el siguiente:

Corolario 2.12. Con los elementos definidos se cumple la igualdad,

n

Z /gb;(s) ds = 271'—2 €. (2.7)

=1

Demostracion.

n

Z/¢9(3>d3 = ) [e(s;) — ¢5(sj-1)]

Jj=1

= ¢1(s1) — ¢1(0) + Z ¢;(s5) — Z ¢;(sj-1)-

Pero por la ecuacién (2.6)

¢i(sj-1) = €1+ ¢j-1(s;-1) para2<j < n.
Por lo tanto,

n n n

Z /45}(8) ds = ¢i(s1) = (0)+ > d(s;) — Z Gj-1(sj-1) — ) €1

j=2 j=2

n—1

= 0efs7) = 91(0) + Pn(sn) — BuksT) — D ¢

1

<.
Il
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n—1 n
= 27r—en—§ ej:27r—§ €;
J=1 J=1

[]

Veamos cémo se relaciona lo anterior con las curvaturas. Para simplificar los calculos esco-
gemos una carta coordenada ortogonal X (u,v), (con F' = 0) y entonces la curvatura Gaussiana
estd dada por

1 0/ E, 0/ G,
K = 755 55 (v5e) * e (7me)| 28)

En tal sistema coordenado, a lo largo de las curvas «a;(s) := X(u;(s),v;(s)) la curvatura
geodésica es
1 v, ou, 09,
k = |G,~ - E,~2 - 2.9
o(5) WEG { Js 83] T o (2:9)

(vedse [11] para unas demostraciones).

Ejemplo 2.13. Como ejemplo de la tltima ecuacién consideramos una curva plana a(s) en R2.
En tal caso, la ecuacién (2.9) se reduce a

donde la curvatura es la variacién del angulo que forman la rectas tangentes a la curva con una
recta fija cualquiera (para este caso, el eje x).

Figura 2.10: Curvatura de una curva plana

Consideramos ahora la curvatura geodésica total sobre la frontera de R, R, dada por

zi;/ms)ds :Z/w%? [G%—US—E%] ds+i/¢;<s>
T n‘_ ' (2.10)
- / {%du—%dv%;ﬁ;(s).

X —1(R)

Aj
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Figura 2.11: La regién R

Por el Teorema de Green,

[ [emvmer] -] [mme)-wlzme)] e

OX~1(R) X-1(R)

sustituyendo en la ecuacion (2.10) y usando (2.7) del corolario, se obtiene

jila/kg(s)ds — —/ 2\/1}3_0 [%(%) ai(\/_ﬂ VEG dudv

X-1(R)
+27T—Z €;
j=1
_ _/ KdA + 21 =) ¢,
R j=1

lo que implica el siguiente resultado.

Teorema 2.14. (Gauss-Bonnet para poligonos) Sea R una region simplemente conezxa y
coneza en una superficie M2, donde R tiene como frontera una unién de n curvas o; suaves y
parametrizadas por longitud de arco y con angulos exteriores €y, ¢, ..., €,, entonces

Z/ ds—l—//KdAJrZe]: . (2.11)

Este teorema es un caso particular del siguiente, del cual ya hablamos antes dando varios
ejemplos, y es valido para regiones més generales que un disco topologico,

Teorema 2.15. (Gauss-Bonnet para regiones generales) Sea R una region conexa
contenida en una superficie M?, donde la frontera de R es la unién de n curvas cerradas o,
suaves y parametrizadas por longitud de arco. Si €1,¢€s,...,€, son todos los angulos exteriores
a esas curvas, entonces

Z / s) ds +//KdA + Z e; = 21 x(R). (2.12)
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Para una demostracién vedse [13].

Si escogemos a R como la region limitada por un triangulo A ABC', y de lados no necesa-
riamente geodésicos, del teorema anterior se sigue que

3
//KdA:4A+ZB+ZC—W—Z/kg(s)ds, (2.13)
A =1 g,

ya que
2r — (1 +e+e€) =2n— (n—LA+nm—4B+7—-2LC) = LA+ 4B+ ZC — .
Por lo que se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.16. (de Gauss para tridngulos) Sea A ABC un tridngulo geodésico en M? con
vértices A, B y C', entonces

/KdA: LA+ LB+ ZC — 7.

A

2.3 Teorema de Gauss-Bonnet global para superficies

Teorema 2.17. (de Gauss-Bonnet global para superficies) Sea M? una superficie ori-
entable, compacta, conexa y sin frontera, entonces

// KdA = 27 x(M?).

Demostraciéon. Triangulamos a M? con tridngulos orientados que llamaremos A;, y donde 0A; =
@, con q; una curva suave por pedazos. Por 0;,,6;, v 0;, denotamos a los angulos internos del
triangulo A;, ver Figura 2.12. Sean

I"‘a | | |
0 51 %2 1=s;3

Figura 2.12: Triangulacién de M?

v = numero de vértices de la triangulacion
= numero de aristas de la triangulacién
¢ = numero de caras de la triangulacion
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y observamos que como cada triangulo contribuye con 3 lados y cada lado esta en 2 triangulos,

se tiene que
3¢ = 2a. (2.14)

Por el Teorema de Gauss-Bonnet para tridngulos (no necesariamente geodésicos),

//KdA _ j/KdA
Y =1 A

M
por (2.13) Z [0i1 + 0ip + 033 — 7] + Z / kq(s)ds,

i=1 =1 oA,

pero como en nuestra triangulacién la curvatura geodésica se integra en cada arista dos veces
con orientaciones opuestas, se tiene que,

C

> /k;g(s) ds = 0,

=1 oA,

por lo que
[/KdA:Z[021+022+013]—7TC
M2 i=1

Ahora, en cada vértice, la suma de los dngulos internos de los tridngulos que tienen ese

vértice es 27, luego
// K dA
M2

por

2rv —Tme

2nv — 2w a + 27 c+ 7w (2a — 3c¢)

21 (v —a+c)
21 x(M?).

14)

=l



Capitulo 3

El Teorema de Gauss-Bonnet en
dimension 2

Sea M? una superficie Riemanniana, compacta, orientable, y S M? el haz tangente unitario. La
fibra de este haz es SO(2) = S!, el grupo de estructura también es SO(2), cuya dlgebra de Lie
son las matrices antisimétricas de 2 x 2, es decir s0(2). Recordamos que II es la proyeccion

II:SM? — M2

Como mencionamos en la introduccion de la tesis, la relacién entre curvatura y holonomia
se expresa en formas diferenciables como

1 _ 1
de - Q27

donde w, es la 1-forma de conexién en alguna vecindad U C M? y QY es la 2-forma global de
curvatura en M?2. Sin embargo, la idea de Chern es mirar la geometrfa en SM? en lugar de
M2, veremos (en la siguiente seccién) que existe una I1-forma diferenciable global @ en S M?
tal que

dw), = MI* Q. (3.1)

Chern observa que de (3.1) se deriva la féormula de Gauss-Bonnet (seccién 2), y mds atn,
que esta idea se puede extender al caso de dimensién par (capitulo 4). Chern se refiere a la
ecuacion (3.1), afirmando

“ ... que contiene toda la informacion local de la geometria Riemanniana en dos dimensiones

y nos da consecuencias globales. Una breve meditacién convence a uno que (3.1) es la base formal
de la formula de Gauss-Bonnet. Y que la prueba para una férmula en el caso 2k dimensional
puede ser basada en la misma idea ...”

3.1 Foérmula principal para n =2

Sean p,q € M2, ey = {e;y, ey} un marco en V' y ey = {e;y, €sr} otro marco en U, con p € U
y q € V, ademés pedimos que U NV # &, por (1.12),

ey = ey Juv (3-2)

46
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para algiun gyy € SO(2).

Recordamos también que por (1.13),

wy = gvuwu guv + gvu dguv, (3.3)
con
[ cosf) —sen® \ 7
IVU =\ senf  cosf o ’
donde

Jz(_ol (1)>Eso(2).

Se cumple que,
cosf —send 0 Wi, cosf senf \ 0 Wi,
senfl  cosf why 0 —send cosf /] \ wh, O

gvuWwu guv = Wu-

por tanto

Ademas se tiene que
cosf@ —sent —senfdf cos6dd B 0 d6f
senf cosh —cosfdf —senfdfd /] \ —df O

gvudguy = J ®do,

que es una l-forma en U NV con valores en 50(2).

por tanto

De esta manera, la ecuacién (3.3) se ve simplemente como

wy = wy + J@d@, (34)
donde
ey = €yguv
guv = e’?.
Es facil ver que para las formas de curvatura se tiene que Qy = g[}‘l/ Quaguvy = Qu, vy

entonces 0}, es una 2-forma global en M2

Escogemos un marco arbitrario s = {s1,s9} en U NV, y que cumple

S = €y gu = €ev gv, (3-5)

gy = e’°

gy = e’
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51 ey

1w

U %
Figura 3.1: Las secciones ey, €1y y S1

Ahora se define la 1-forma @y en II71(U) con valores en s0(2),
wU = II* (UJU + J@dOé) (36)

y analogamente,
Wy = H*(wv + J®dﬁ), (37)

donde el marco s nos servira para “pegar” las 1-formas Wy y Wy .

Como se tiene la relacién

guv = gu gy
es decir,
el — ol (eJB)—l’
se tiene que (ver Figura 3.2)

0 =a— p + 27k,

con k € Z y entonces

df = da — dp. (3.8)
De esta manera,
wy = IT'wy + II*(J ®dp) por (3.7)
= II"(wy + J®df) + II*(J @ dB) por (3.4)

Mwy + I'J ® (da — dﬂ) + H*(J@dﬁ) por (3.8)
Twy + I*(J ® da)

IT* (wU + J® da)

= Wy,

Por lo tanto, las 1-formas {wy} definen una 1-forma global @ en S M? con valores en 50(2).
También IT*Q2 es una 2-forma global en S M? con valores en §0(2).
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€1y
(ShAve

\4

€1y

Figura 3.2: Relacion entre angulos

Se cumple que

dwy = dIl*(wy + J®df)
H*dng + J®dp)

I*dwy + II*J ® 428

H*de

= II* QV

y entonces dw = II* (), ahora, si denotamos por
(0 w3
S \wy, 0

dw’, = II* QL.

hemos probado la ecuacién (3.1)

3.2 Demostracién del teorema en dimensién 2
Sea 7 > 0 y consideremos las siguientes vecindades del punto p € M?2,

U = M?-B:(p)
V. = Bal(p)

en M? mostradas en la Figura 3.3.

M2

Figura 3.3: Las vecindades U y V'
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Sean ey y ey dos marcos en U y V respectivamente, donde
0 = L(ey,erv),
es el dngulo entre los vectores ey y €1y, y usando (3.4) se tiene que
why = why —df en UNV. (3.9)

Escogemos X un campo vectorial unitario en M? con posiblemente a lo mds un tinico punto
singular en p, y hacemos s = {X, X*} un marco en U NV, si

@ = K(elUv‘Xr)
5 = K<elV7X>
se tiene que
Wy, = Mwh, + I'da. (3.10)

Un homeomorfismo manda fronteras en fronteras, por lo que se tiene la relacion
0X (M? - B,(p)) = X(98B.(p)), (3.11)

donde X (M?— B, (p)) es la superficie con frontera en S M? dada al levantar M?*— B,(p) mediante
el campo X. Entonces,

/ / Q, = / / I QY por definicién de pullback

M2_Br(p) X(M2*Br(p))

— // dwly,, por (3.1)

x (M2-B,(p))

= / wle por el Teorema de Stokes
ox (M2-B,(p))

- Why por (3.11)
x(0B:(n))

= / IT*wh, — I*da por (3.10)
x(98.()

= / w12U — / da. ya que X oll* =1d
9B:(p) 9Br(p)

Pero la integral

/ da (3.12)



CaAPiTULO 3. EL TEOREMA DE GAUSS-BONNET EN DIMENSION 2 51

mide el nimero de vueltas que da el campo X alrededor de p respecto a un marco de referencia
ey. Luego,
/ da = — 271 Ind(X,p),
9Br(p)

donde el signo menos es porque cambia la orientacién en la curva 0B, (p). Por el Teorema de

Poincaré-Hopf,
Ind(X,p) = x(M?),

de donde hemos justificado que

// QY = 2r x(M?) + / why. (3.13)

M?2-B;(p) 9By (p)

Por otra parte,

[ - ffon

Br(p) Br(p)
= why por el Teorema de Stokes
9Br(p)
= - / why — / ad por (3.9),
9Br(p) 9B (p)

y como / df = 0, ya que el campo ey no da vueltas con respecto al campo ey, se concluye

// Q) = — / why- (3.14)

B, (p) 9B (p)

OBy (p)

De sumar las identidades en (3.13) y (3.14) se tiene finalmente que

//912 = 21 x(M?).

M2

Para terminar, observemos que considerando la regiéon M? — B,(p) y usando en ella el
Teorema de Gauss-Bonnet para regiones generales (péagina 43), se tiene

// QL — 27 (M2 — B(p)) — / ko (s) ds.

M2-B, (») 9Br(p)

Pero de la relacién x(M? — B,(p)) = x(M?) — 1 y combinando con (3.13) se concluye

/ng:—{mw / k(o) ds].

OB (p) 9Br(p)

En resumen, Q, determina la curvatura Gaussiana y w?, determina basicamente la curvatura
geodésica.
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3.3 Observaciones y aclaraciones

Hasta ahora hemos usado grupos de matrices, con el propésito de tener mas claridad y natu-
ralidad. En esta seccién veremos cémo escribir mas formalmente las cosas para el haz tangente
unitario.

Sea U una vecindad de p € M? con una trivializacién ®, es decir,
o T U) — U x SO(2),
es un difeomorfismo, también denotamos por Pr a la proyeccion del producto a la fibra, esto es,
Pr:U x SO(2) — SO(2),

por f a la funcién
fi=Prod®; I (U) — SO(2),

y por
gu : U C M? — SO(2)

a la funcién dada por
gulq) = 79 qeU. (3.15)

[ .’
'-'l
g
v
(-
X
w2
o
»

Figura 3.4: Las funciones @', Pr, f v gu

Veamos cudl es la relacién entre las funciones anteriores. Sea Q € II"1(U) con II(Q) = g,
entonces

51(Q) = (¢, 9v(9)).
Por tanto,

f(Q) = Pro®;'(Q) = gulq) = guoII(Q),

y se concluye que

f = guoll (3.16)
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De (3.15) se obtiene la identidad
gy dgy = J ®da, (3.17)

que es una 1-forma en SO(2) con valores en su dlgebra de Lie s0(2). Se sigue que @y se simplifica

como sigue
wy = Mwy + g (95" dgo),

pero por (3.16) y (3.17),
H*g}(ggl ng) = f*(J ® da).

De esta manera,
wU = H*WU + J® f*dOé,
y para la entrada 2,1
Wy = Mwh, + fHda. (3.18)

Para terminar, veamos las propiedades de la ecuacion anterior. Recordamos que F, =
II'(p) es la fibra en p, y se cumple que

flg, : I, — SO(2)
es un difeomorfismo para todo p € U, entonces
/f*doz = / da = 2, (3.19)
Py SO(2)

y ademas

/ Fwh, = 0, (3.20)

Fp

ya que IT*wl,;|p, = 0. Combinando la ecuacién (3.18), (3.19) y (3.20)

/ng =27, (3.21)

Fp

Veremos que las propiedades (3.18), (3.19) y (3.21) se generalizan al caso de dimension par.



Capitulo 4

El Teorema de Gauss-Bonnet en
dimensién par

En la siguiente seccién, que es la parte medular y més técnica de la tesis, probaremos la gene-
ralizacion de la férmula (3.1) en dimensién n = 2k, dada por Chern en [4].

4.1 Foérmula principal en dimension par
Consideremos U una vecindad de p € M" y ey un marco en U. Tenemos construido lo siguiente:

v;, son funciones coordenadas locales en II"*(U) C SM"

H*wijU, son 1-formas diferenciables en II"'(U) ¢ S M"

Q" son 2-formas diferenciables en TI™(U) C SM".

dUiU, 0

U

Usando éstas definimos ahora las (n — 1)-formas locales ®,,,, v las n-formas locales U,,,,
como sigue:

I, ) . ) *()l2k—2m+1 . *()l2k—1
Py = € Wiy bigy N Aigy_y,, NI 70 N e NI

T mroi ) ] *()i2k—2m41 *()i2k—1
Wy o= I IQY Ay Ao Ay, ATTQE2 A AT

conm=0,1,...,k—1.

Maés adelante se probard que las {®,,,} forman una (n — 1)-forma diferenciable global en
SM" la cual denotamos ®,,, y las {¥,,,,} forman una n-forma diferenciable global en SM"
denotada W,,.

Cuando en las formas omitimos la vecindad nos referimos a U. También, por cuestiones
tipograficas y para no cargar la notaciéon nos referimos a las ®,, y ¥,, simplemente como

A Qi%—zmﬂ A A Qizk—1

12k—2m 12k —2m+2 2k

®,, = v 0, N---NO

Uy = € QY Ay A Ay AU A AQT

12k —2m+2 12k

54
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conm=20,1,...,k—1.

Observamos que cuando m = k — 1, se tiene

Uy = e UL AQE A AQET = T, (4.1)

2k

donde ¢ es una constante.

Chern muestra la siguiente férmula recurrente para d®,,,

2k —2m —1

4P, = U,,_
' D

W,

por lo que de ella es sencillo encontrar una (n — 1)-forma diferenciable global I" en SM"™ que
cumple

dl' = \I/k,1 = cII" Q.
Ahora probaremos de aqui al final de esta seccién que ®,, y ¥,,, son formas globales, que es
valida la férmula recurrente y la exactitud de Wy_;.

Lema 4.1. Si ey y ey son dos marcos en U y V' respectivamente, entonces en U NV # & se
tiene que

0, = Py

Wiy = Uiy,
param =0,1,....k—1, entonces las {®p,, } forman una (n — 1)-forma diferenciable global en
SM" denotada ®,,, y las {V,,, } forman una n-forma diferenciable global en SM" denotada

U,,.

Demostracion. Primero recordamos algunos resultados. Por la ecuacién (1.16) y si como antes,
A = gyy = (4%) € SO(n) se tiene que

i A2 () —-1\4

0, = AL (A7)

2V J1

Pero A=t = A!| se sigue que

a4, = AL AR (4.2)

y por la ecuacién (1.44), '
0, = A0, (43)

de la ecuacion (1.43) ‘
vy, = Allvj, (4.4)

observamos que en las ecuaciones anteriores la matriz que interviene es siempre A.

Por otro lado, de la definicion de determinante de una matriz,

1 — detA -— Z sgn(o) Aflf(l) AZ(Q)"'A;&%)
gESH

1192...% 1 2 2k
€ nAilA,L‘Q"'A‘

12k
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y consecuentemente
J1je--dok _ ili2.dop AJL AJ2 . Ad2k
€ =€ Ail AiQ Ai2k7 (45)

ya que sgn(jijs . . . jor) = €122,

Sustituyendo las relaciones (4.2), (4.3) y (4.4) en la expresiéon de ®,,,. se tiene

= 192000 g, 4 e .
(I)mv _ € ) Viyy 022v A /\. 912k72mv
J2k—2m-+41 J2k—1
Ay J2k—2m+2V A Al Jok V

_ 19200 (AT . J2 0. L J2k—2m g )
- € . (A’Ll Ujl) (A'ZQ 9.]2) /\ /\ (Aigkfzm 6,72](3'72777, .
J2k—2m+1 AJ2k—2m+2 ()J2k—2m+1 ) L ( J2k—1 AJ2k ]2k—1)
A (Ai2k72m'+1 Ai2k72m+2‘ Qj2k<2m+2 A A Aiqu Aizk Q J2k

1192...0n AJL AJ2 . .. AJ2k-1 Jgk:|
[6 Ail Ai2 Aizk—1 AiQk'
Vg, N N

A QF2E=2mal A A ngk—l

2k—2m J2k—2m+2 J2k

por (45) ia 4 ; ok — j2k—
= J1J2--In o, . . . . ]21@ 2m+1 . J2k—1
- € UJ19J2 N A 932k—2m A%y J2k—2m+2 A N QY J2k
= D,

Analogamente,
_ i1i2...in ()1 . . )
\IJmV = € ' Q iy A 913‘/ A A A 012k—2mv
12k —2m+1 L. 12k—1
QY 12k—2m+2V/ A A iV

_ i1tz in (Aﬁ AZ; Qj;g) A (Agg?: 03'3) A A (Aj2k72m 0. )

. 12k—2m ~ J2k—2m
J2k—2m+4+1 AJ2k—2m+2 ()J2k—2m+1 ) . ( J2k—1 AJ2k ]2k—1)
A (‘AiQI‘cmeJrl Ai2k7,2m+2 Q J2k—2m+2 A A Al’2k71 Aizk Q J2k
_ i1i2..0n AJ1 AJ2 AJ3 ... AJ2k
= [6 A AR A - A ]

. 12k . .
QNG NN A QIZETmEL A LA QPR

J2k—2m J2k—2m+2 Jok
por 5) - gigadn ijg NOjg NNy, N Q?;f;*; /ARERW QJ;:]C”
U
O
Lema 4.2. Se cumple la relacion de recurrencia,
T (46)

donde V_1:=0, m=0,1,...,k— 1.

Demostracion. Derivando @, reagrupando las formas semejantes que resultan, y redefiniendo
indices tenemos que

A0, = €/ vy, Oy Ao Al A QI AL A QI

2k —2m 12k —2m+2 12k
I 19k —2m 12k —
+ 2k —2m 4+ 1) € vy d0iy AOig Ao A iy_y AQEETEL A A QT (4.7)
— me v O, Ao Ay, A AZE et AL A QI

Recordemos que de las relaciones (1.38), (1.42) y (1.11),
dv; = 0; — v wh
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Para simplificar, escogemos coordenadas normales en una vecindad de un punto p € M",

con esto logramos que A
wji<p) =0 Vivja

por lo que las ecuaciones anteriores en el punto p se simplifican a:

do; = UtQti (49)
a’, = 0. (4.10)

Entonces la derivada de ®, ecuacion (4.7) también se simplifica y

A QiQk—2m+1 A A Qizk—1

i2k—2m 12k—2m-+2 ik
o+ (4.11)

+ (2]{3 —2m + 1) el Vi, Ut Qti2 A 9i3 A---AN6b A Qi2k—2m+1 A A Qi%—l

12k—2m 12k —2m+2 2k

d(I)k = 61(911/\0@/\/\9

Para analizar el primer sumando de la ecuacién anterior observamos que por definicién de
W,,_1 se cumple

Uy = QLN N AD N o L

12k —2m+2 dok_2mid ok
Ip. . ) i1 12k —2m+3 L 2k—1
€ O Ao NOiy oy NYNQ T AN N

y renombrando indices se tiene que el primer término en (4.11) es ¥,,,_;.

Posteriormente, para analizar el segundo sumando en (4.11), se define un nuevo grupo de
n-formas diferenciables que también son globales en S M". La prueba es analoga a la realizada
en el lema 4.6, dichas formas son:

— .2 i ) . ) i2k—2m+1 A . i2k—1
P = €] QL A N Ay AT A AQT

— I i3 12k —2m-+1 12k—1
Sm= o v QYA O A Ay, AQE A AQTY

- I,2 i . . . 12k —2m+1 . 12k—1
T = €02 QU NO N ANy, N2 A NQTE

param=20,1,... .,k — 1.

Existen algunas relaciones entre las formas diferenciables anteriores con ®,,, de las que ahora
nos ocuparemos. Como las v; son las coordenadas de un campo unitario (local), entonces

v?l —i—v?z—i—...—i—vik =1,
y despejando UI-QI y sustituyendo en P,,, se obtiene
P, =€ [l1—- vi — v2-23 — .= vi’z] Q% ANy Ao Ny A Q?;:;:Q NN Qlf;k_l,

pero en esta suma el primer término es ®,, y los demds son (reordenando indices) ya sea P, o
T,,, vy se tiene entonces que

P,=%®, - P, —2k—m-1T,, — 2mP,,

y consecuentemente,
S, =2m+1)P, + 2(k—m—1)T,. (4.12)
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Por otra parte, de la relacién (1.41) podemos despejar v;, 6;, y sustituir en ¥,,, obteniendo

_ I 13
Em = € Ui1 Qig A [_Uil 91'1 — UZ'Q 92’2 — ’Ui4 97;4 — ... — Ui% 01%] N 01'4 AR
12k —2m+1 l2k—1
AOiy gy NQUET2 A QT

Nuevamente, reordenando indices, se sigue que
Yo =Tn — 2m+1)%,
y por tanto
T =2(m+1)%,,. (4.13)
Con todo esto regresamos a el segundo término de la féormula (4.11) que es,

A Qi2k72m+1 A A Qi%*l

2k —2m 12k —2m+2 iog )

(2k —2m + 1) €' v, v, Q' A Oiy A=+ A O
que reordenando queda igual a
(2k —2m+ 1) [Py, + 2(k —m — 1) %,,],

y entonces concluimos que la ecuacién (4.11) adopta la forma:

d®,, = VY1 + 2k—-2m+1)[P, +2(k—m—1)%,]
(2k —2m + 1)
= VU, 2 1) P, 2k —m—1)2 X
o oy O Pk 2 ) 20m )
(2k —2m + 1)
= U, 2 HP, +2k—m-1)T, 4.1
1+ 20m + 1) [2(m+1) Py, + 2(k —m —1)T,,] por (4.13)
(2k —2m + 1)
= U, m- 4.12
T por (4.12)
[
Tomando la formula recurrente anterior, podemos despejar ¥,, en términos de las d®,,,
2(m+1)
v, = ———14%,, — V¥,
m 2% — 9m — 1 |: m m l]a
' 2((m—1)+1)
m—1)+
U, 1 = dd,, ;| — V¥,
! 2]{:—2(m—1)—1[ ! 2]
por lo que
Uy, = a1dP,, — a2d®p, 1 + ag Vo,
donde aq, as son constantes. Continuando este proceso, se obtiene
e . 23+l 1 ~-1)--- — i1
D Z(_l)] (m+Lm(m—1)---(m—j+1) ' 4P,
= (2k—2m —-1)2k—2(m—-1)—1)---(2k—=2(m —j) — 1)
Si m =k — 1 entonces,
k—1 ; .
2 (k= (k= 2)--- (k = j)
Uy 1 = —1) ddy 1. 4.14
k—1 Z( ) 1-3---(2j+1) k—1-j ( )

J=0
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Como ya hemos visto en (1.29) y de acuerdo a las convenciones de esta seccién,

iog

_ 1 . ,
* _ k-1 § : INeY} 12k—1
H Q —_— (_1) m € QZlQ /\ AR /\ Q k
I

y por la observacién en (4.1)

_ 1
* o k—1
Ahora se define la (n — 1)-forma diferenciable T
k-1
1 1
I' = — —1) D,. 4.16
T t:O( ) 13- (2k — 2t — 1)1 2tk ° (4.16)

Como 0 <t < k — 1 haciendo el cambio de variable t = k — 1 — m se tiene también que

0<m<k-1v
k!

R0 (i=m)

t!=(k—-1—-m)! =

finalmente,
k—1
1 1 1
ar = — —1)ktmm d®s 1 m
7wmﬂ( ) (k—1—m) 1-3---(2m+ 1)22k—1-m <1
k—1
1 2 k(k—1)(k—2)---(k—m)
_ L )™ 1)k aAds 1 1,
ﬂfg%( ) (=1 2%kl 1-3---(2m+ 1) ket
1
_ k—1
= (D" gm gy Vet
Lo cual demuestra que
ar = ()t L g ) g e (1 kIT#Pf(Q) (4.17)
92k 1k | kL 27 ' '

Ejemplo 4.3. Sea M? una superficie compacta y Riemanniana, y X el campo vectorial unitario
en una vecindad U C M dado por

X = cosfle; + sinf ey,
donde e = {ey, e2} es un marco en U, en este caso, v; = cosf y ve = sin 6.
De la ecuacién en (1.38) y con calculos sencillos encontramos que
6, = —sinfdfd — sinfw?,

0y = cosfdf + cosfw.

También se verifica que
(I)O = v192 — ’U291 = df + w12
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Uy = QY — 0% =20,
La ecuacion (4.16) es

1
I = ﬁ[deerlQ],

y la identidad en (4.15) se ve como

— 1
Q= —le.
27

Por lo que de las dos igualdades anteriores es inmediato concluir que

ar = 1 Q,

férmula que ya obtuvimos por otro método en (3.1) del capitulo 3 seccién 1.

4.2 Demostracion de Chern

Sea Il : SM"™ — M" la proyeccion del haz tangente unitario en M" variedad compacta, conexa,
orientable, sin frontera y de dimensiéon n = 2k. También escogemos X un campo vectorial no
degenerado en M"™ cuyos ceros forman un conjunto finito A, podemos suponer que X es un
campo unitario en M" — A.

Denotamos por M a la variedad con frontera contenida en S M" obtenida al levantar M” — A
mediante el campo X y tomar la cerradura, esto es,

M = X (M" - A).

Se tiene entonces que .
OM = | JInd(X,p)F,, (4.18)

pEA

donde F, = S"! es la fibra en p.

Para asociar los indices a los ceros del campo unitario, tomaremos un ejemplo que ilustra
las ideas principales, mas adelante se probaran estos hechos.

Consideremos los campos vectoriales Vi, V5 : R* — R"™ dados por

Vi(z,y) = (z,y)
Va(z,y) = (

El campo unitario asociado X; : S — S! aplica el circulo positivo (orientado positivamente)
en el circulo positivo. Anédlogamente, X5 aplica el circulo positivo a el circulo negativo. Aqui
Ind (V4,0) = +1 y Ind (V5,0) = —1, signos que se determinan mediante

sgndet dV1(0) = sgndet ((1) (1)) es positivo.

sgndetdV(0) = sgndet( 0 (1)) es negativo.
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Por otra parte, por la ecuacién (4.17)
ar = I Q.
La prueba simplificada de Chern es béasicamente la siguiente:

/ﬁ = /H*ﬁ - /F = ZInd(X,p)/F =) Ind(X,p) = x(M").
M oM pea Fy pea

M'IL

Justificaremos ahora los pasos anteriores, primero vemos que de (4.16)

x>

-1

1 1

-1 D,
mk 0( ) 1-3---(2k —2m — 1) ml2m+k

I' =

3
I

Ahora, para m > 1, ®,, contiene al menos un término II* Qij, por lo que

/H* O =0,

Fp

y entonces

/CIDm =0 param>1.
Fp

Para m = 0,
I
(I)O = € 1)1-1912/\'--/\9%,
de manera equivalente,

n

@0 = (21{?—1)' Z(—l)’Ql/\/\QZ_lvzﬁzﬂ/\/\9%,

i=1

donde la forma que aparece en la sumatoria es la (n — 1)—forma de volumen en F),, recordemos
que (vedse [6], capitulo 4, seccién 11)

2k
(k—1)V

Vol(S™™1) =

con todas estas observaciones se tiene que

/r— ! /cp - ! (2k — 1)! 2"
kg 1.3 (2k—1) ) " 2k 1.3 (2k—1) (k- 1)

Fy Fp
/ I =1 (4.19)

Fp

y entonces
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Como M"™ — A difiere de M"™ en un conjunto finito, M difiere de X (M" — A) en un conjunto
de medida cero, entonces se justifica que

/ﬁ _ /ﬁ
x(Mn-a)

lo cual implica que

/ﬁz /n*ﬁ

M7 M

— / dr por (4.17)
M

= / r por Teorema de Stokes
oM

= ZInd (X p)/F por (4.18)
peEA B,

= Z Ind (X, p) por (4.19)
pEA

= x(M"). por Teorema de Poincaré-Hopf

Terminamos la seccion probando los lemas usados anteriormente.

Lema 4.4. Sea .
M = X(M" — A),

con A el conjunto de ceros de X, entonces

OM = | Ind(X,p) F,,

pPEA
donde F,, estd orientada positivamente si Ind(X,p) = +1, y negativamente si Ind(X,p) = —1.
Demostracion. Primero probaremos que:

F, =T (p)|g (4.20)

D) Seaz e I (p)|s entonces () = p, se sigue que z € F),.
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C ) Sea (q,p) € F,, se dard una sucesién de puntos en M que convergen al punto (¢,p), y
como M es cerrada, tendremos que (¢,p) € I (p)|5;-

1

Para cada r = —-, con m mayor que alguna constante se tiene que

X:Bi(p) — S"'2F,

es sobreyectiva, ya que el indice de un campo no degenerado es +1 o -1 (vedse [12]).

Por tanto existe una sucesién {p,,} € B1(p) con lim p,, = py tal que
m m—oo
Ahora, como p,, € M" — A la sucesién {(X (pm),pm)} € M y cumple que

lim (X (pp), pm) = (g, lim_pn) = (¢,p)-

m— 00

Observemos que otra manera de escribir (4.20) es

F, = o ()l (4.21)

También requerimos probar que

I(OM) = A. (4.22)
- ) Es equivalente a probar que
(M) > M" - A.

Escogemos ¢ € M"™ — A, como A es cerrado, M"™ — A es abierto, entonces existe U una

vecindad de ¢ tal que U C M™ — A, entonces X(U) C M por ser X : M" — A —»
X(M" — A) un difeomorfismo, por tanto,

o

qeU=I(X({U)) cII(M).
D) SeapeAyzell ! (p)lg, por (4.20) y (4.21),
' (p)lsz = F, = 011 (p) 5z,
por tanto z € oM y ademas z € F), luego II(2) = p y se sigue que p € II(0 M)

De (4.22) se tiene que (aplicando I171),

OM =1I'(A) = | J B,

pEA
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Veamos ahora lo que respecta a la orientacién. Como M" es orientable y X : M" — A —
X(M" — A) un difeomorfismo, hay una orientacién heredada a X (M" — A), y una orientacién

a su frontera, que por lo que ya probamos es UpEA F,.

Para ver la orientacién en cada fibra F}, consideramos el mapeo
h:=dpoXoyp ' :(U)CR" — R",

donde ¢ : ¥(U) C R" — U es una parametrizacién, U es una vecindad de p, y suponemos

¥(p) = 0.

La orientacién en F), es positiva o negativa de acuerdo a si el signo del determinante de
la transformacion lineal dhg es positivo o negativo, pero ésta es precisamente la definicion de
Ind (X, p), es decir,

Ind (X, p) = sgndetdhyg.

Lema 4.5.
2%

n = Z(—l)iel/\"'/\ei—lvieiﬂ/\---/\Ggp,

=1

es la (n — 1)-forma de volumen en F, = S" 1.

Demostracion. Queremos ver que 7 evaluada en cualquier base ortonormal en Fj, es 1, con
p € M"™, y por esto, serd la (n — 1)-forma de volumen.

Sea q € F),
n
q = E €; Uy,
i=1
para algiin marco {e;} en una vecindad de p, y v; las funciones coordenadas correspondientes.
Escogemos { f1, f2, ..., fn—1} cualquier marco en TyF}, probaremos que

n(flaf%"'afnfl) = 1.

Pero {q, f1, f2, ..., fu—1} es un marco en T,M" (ver Figura 4.1), por lo que desarrollando
el determinante en la primera fila

R S
Lo S e | 2 ST B
= P R A RS S
n—1 n—1 n—1 n—I1
donde
ft = €5 stu
y por (1.38)

0, = dv; + v 1I* w";,
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{/t} T,M"
() q
t
Tqu
\“
F,= 8!
Figura 4.1: T,M"
pero en este caso,
I wh|p, =0 Vi,Vk
luego,
9,- = dl}i en Fp,
evaluando, '
0:(f:) = dvi(es f}) = [
entonces
91(f1) Hi,l(fl) 9i+1(f1) Qn(fl)
n 0 s 0;_ 0; 0,
L= S (1) v det .1(f2) | 1:(f2) +1:(f2) (fz):
P : : : :
el(fn—l) Qi—l(fn—l) 0i+1(fn—1) Qn(fn—l)
= Z(—l)”[&l N N v Oy Ao s A 92p} (f1, fas s fum1)
i=1
= n(flvaa"'vfn—l)'
O

4.3 Demostracion usando limite

La siguiente prueba es una adaptacion de la prueba de Bott para haces de esferas contenida
en [3], pagina 124. En ella consideramos un campo vectorial que tiene solo una singularidad,
y obtenemos el indice de tal campo en ese punto con una integral, esto generaliza la férmula

(3.12) de la pagina 50 a variedades de dimensién par.

Por (4.17)

1

—<— %YH*Pf(Q) = dI,
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donde P f(£2) es una n-forma diferenciable global en M" construida con las matrices de curvatura
) asociadas a marcos locales, y por (4.16)

1
I =
k1.3 (2k —1)

Dy + T,
donde

con 7 la (n — 1)-forma de volumen en las fibras F,, con p € M".

Tenemos que

r n+ 7T, (4.23)

~ Vol(S* 1)

donde como ya hemos argumentado en la prueba anterior,

/n = Vol(S"™)

/ Y = o0 (4.24)

Fp

También escogemos X un campo vectorial unitario en M"™ con a lo més un unico punto
singular en p. Nos interesa encontrar una féormula para el indice de X en el punto p.

Sea U una vecindad de M" con una trivializacion &y,
oI H(U) — U xS"
Pr es la proyeccion del producto a la fibra, es decir,
Pp:UxF — S" 1

y f esta dado por
fi=Prod, TN U) — S™ 1.

Sea ¢ la (n — 1)-forma de volumen de S"' C R", entonces f*oc es una (n — 1)-forma
diferenciable en IT71(U) que se puede extender a una forma diferenciable global en S M".

Pero entonces, 7y f*o son dos (n — 1)-formas diferenciables en SM" que cumplen
/77 = /f*a = Vol(S"™!') VYgeM"
Fq Fq

por la unicidad de formas con esta propiedad se tiene que pertenecen a la misma clase de
cohomologia, esto es,

[n] = [fo]. (4.25)
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SM"

Figura 4.2: El mapeo f o X da el indice del campo X

Consideremos ahora la funcién
foXlop.p): 0B (p)=S"H — 8",
donde para no cargar la notacién nos referimos a esta funcion simplemente como f o X.

Por un teorema clasico de formas,

/ (f o X)*o = Deg(f o X) / o (4.26)

9 Br(p) Sn—1

donde
Ind(X,p) = Deg(f o X),

es decir, el indice se convierte en el “ntimero de vueltas” que hace el mapeo f o X de S™! en

si mismo. Ahora, como
[uexro [ xree [ ro

9 Br(p) 9 Br(p) X (0 Br(p))
por (4.26)
/ ffo = Ind(X,p) Vol(S" 1),

X (0 Br(p))

usando (4.25) y el Teorema de Poincaré-Hopf concluimos que

/ n = x(M") Vol(S"_l). (4.27)
X (0 Br(p))
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También, como hipdtesis, consideramos MT la variedad con frontera en SM" dada por
levantar M™ — B,.(p) por X, es decir,

M, = X(M" - B,(p)),
de la identidad I o X = Id se sigue que
1M, = M" — B,(p), (4.28)
y también tenemos:

OM, = X (9B,(p)). (4.29)

Como M se aproxima por las variedades M, cuando r — 0, se justifica que

im [ T = / T 0, (4.30)
r—0
oM, Fp
donde la ultima integral es 0 por (4.24).
Entonces
1\’ 1\”
/ (——) Pf(Q) = / <——) Pf(§2) por (4.28)
2m 2m
M"—BT‘(P) Hﬁr
1 p
_ /<__> I Pf(Q)
2m
Mr
_ / ar por (4.17)
Mr
= — / r por Teorema de Stokes
M,
_ / r por (4.29)
X(aBrl(p))
- _ : — T 4.2
Vol(S" 1) / " / por (4.23)
X(9B:(p)) M,
= —x(M") — /T por (4.27).
M,
Finalmente
1" 1"
/(_%) Pf(Q) = lim / (—g) PfQ) = —x(M") — lim / Y
Mn M"—B;(p) 61\1

y entonces por (4.30)



Capitulo 5

Clases caracteristicas y el Teorema de
Gauss-Bonnet

En el capitulo 1, seccién 6, se abordé la interpretacion de la caracteristica de Fuler de una
variedad compacta, conexa y orientable M™, con n = 2k, como un nimero de intersecciéon de
dos secciones transversales en su haz tangente T M". En la siguiente seccién veremos como
usando la dualidad de Poincaré podemos calcular niimeros de interseccién y combinando ambas
ideas encontraremos una clase de cohomologia [e (T M”)] , llamada clase de Euler, que cumple

/e(TM") = x(M"),

donde e(TM") = s ®, 59 : M" — T M" es la seccién cero y @ es la llamada clase de Thom.

En el procedimiento anterior no se usan métricas, pero si M" es Riemanniana podemos usar
dicha métrica para construir la clase de Thom, y en este caso, como veremos, se tiene la igualdad

[e(TM")] = —(— %)k [PF()],

que nos lleva al Teorema de Gauss-Bonnet-Chern.

5.1 La Dualidad de Poincaré

Sea M" una variedad compacta, conexa, sin fontera y orientable, la dualidad de Poincaré
establece que los “j-hoyos” en M" se corresponden con los “(n-j)-hoyos”, lo cual se escribe

H/(M";R) = H"/(M"; R)* = H,_;(M"; R).

Tomando dimensiones de los espacios vectoriales anteriores se sigue que b;(M") = b,_;(M")
para j = 0,1,...,n, donde b;(M") es el j-ésimo nimero de Betti de M".

Como sugieren las igualdades anteriores, existe una correspondencia entre subvariedades de
dimensién j y ciertas (n — j)-formas diferenciables en M", para esta parte M™ es conexa y

69
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orientable pero no necesariamente compacta. Si N7 es una subvariedad de dimensién j, su
dual de Poincaré es una (n — j)-forma diferenciable denotada 7y ’ y cumple la relacién

/aj/\nx,j = /aj, (5.1)

Mn Ni

para toda o’ j-forma diferenciable con soporte compacto en M”. En la tltima integral se toma
la restricciéon de o? a N;.

Ejemplo 5.1. Escogemos N° = P, U P, U --- U Py una subvariedad de dimensién 0 de M", es
inmediato de (5.1) que
/ v = A

Mn
Si A =1, n} es una n-forma con soporte en una vecindad de P;, o puede pensarse como una
delta de Dirac con valor en P;.
Si A = x(M"), entonces nl es la clase de Euler.

Ejemplo 5.2. Como mencionamos en la introduccion del capitulo, una importante utilidad
de la dualidad de Poincaré es que permite calcular nimeros de interseccién. Sean A y B
subvariedades de M" que se intersecan transversalmente en un conjunto finito, se cumple

I(A,B) = /T]A/\T]B. (52)

Mn

Ejemplo 5.3. A lo largo de esta tesis no habfamos usado formas diferenciables con funciones
que involucren deltas de Dirac, damos un ejemplo en R? de la férmula del ejemplo anterior
usando tales deltas.

Consideremos M? = R3, A como el plano XY y B como el eje Z (vease Figura 5.1), es
claro entonces que I(A,B) = 1. Las duales de Poincaré n} y ng tienen soporte en A y B
respectivamente, se verifica que son las siguientes

na = 6(z)dz

g = 6(x)0(y) dx dy.

Figura 5.1: A B
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Como n} A nj tiene soporte sélo en el origen se sigue que
I(A,B) = /5(1‘) 0(y)d(z)drdydz = 1.
R3

Ejemplo 5.4. Sea M"™ una variedad Riemanniana, compacta, conexa y orientable, consideramos
en ella una subvariedad N7 y una vecindad tubular V de N7 (vecindad difeomorfa a un abierto
del haz normal a N7) con fibras N, p € N7 (vedse Figura 5.2).

Figura 5.2: Vecindad tubular de N/

Sea 1 una (n — j)-forma en M™ que tiene soporte en la vecindad V y cumple que
/77: 1 Vpe N. (5.3)
Np

Considere ahora cualquier j-forma o/ en M". Es claro que o A 7 tiene soporte en V y por
la condicién (5.3) al integrarse en dicha vecindad tubular sélo aporta o’ es decir, se cumple la
condicién (5.1), por lo que n =7y, ? es la dual de Poincaré a N7.

5.2 Clase de Euler y clase de Thom

Sean M"™ una variedad compacta, conexa y orientable, y sg, s : M" — T M" secciones de
T M" es decir, campos vectoriales en M", se definen las siguientes subvariedades en T M"

MO = SO(MTL)

MT = ST(MTL),

donde sq es la seccién cero, suponemos que My es una deformacion transversal (ver capitulo 1,
seccién 6 para una definicién) de My, ver Figura 5.3, entonces

My th M.

Denotamos por 7y, a la n-forma dual de Poincaré a M, y por 7y, a la n-forma dual de
Poincaré a Mr; ambas son formas en T M".
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\\ // \\MO
oY S

Mn

Figura 5.3: sg y s secciones transversales

Se tiene que

x(M") = / Mo N Ny por (5.2)

TM"

= /77Mo por (5.1)
My

= / i ya que My = sp(M")
sp(M™)

= / S MMy - usando pullback
NP

La n-forma 7y, es la clase de Thom del haz tangente T M" (y que denotaremos por ®), y
es la dual de Poincaré a la variedad encajada por la seccién cero en su haz tangente. La clase
de Euler es el pullback bajo la secciéon cero de la clase de Thom, es decir,

so® = e(TM"),

pero también como ¢ es una forma cerrada (lo probaremos en la siguiente seccién) y s,, Sz son
funciones homotopicas suaves, se sigue que

* . *
[50 CID} = [ST <I>],
y entonces como consecuencia de la serie de igualdades probadas anteriormente concluimos

/ o(TM") = y(M").

Mn

Una manera natural de “medir” el torcimiento del haz tangente a una variedad M" es con el
producto de interseccion de dos secciones transversales, esto es la caracteristica de Euler, la cual
como vimos, es obtenida por una clase de cohomologia [e(T M”)] en M". Es en este sentido
que la clase de Euler mide el torcimiento del haz tangente a una variedad M".



CAPITULO 5. CLASES CARACTERISTICAS Y EL TEOREMA DE GAUSS-BONNET 73

La prueba anterior también sugiere buscar una relacién entre dualidad de Poincaré, dualidad
de Hodge (para incluir la métrica) y curvatura, con la cual reinterpretar el teorema. Una relacién
entre los conceptos anteriores (adaptados a condiciones especificas en fisica) se obtiene de las
ecuaciones de Maxwell. Aunque, en parte por los requerimientos en fisica, no se continuo el
camino anterior.

5.3 Construccion de la clase de Thom usando una métrica

Existe una (n — 1)-forma diferenciable global I' en SM" tal que

1\*
— ( — —) I Pf(Q2) = al. (5.4)
27
Sea N : TM" — My — SM" definida por
N(X,) = Tt
I Xq |

y p la proyeccién usual en el haz tangente, es decir, p : TM" — M" dada por

p(Xq) = 4q

tales que el siguiente diagrama conmuta

TM"— M, w‘
p SM"

LT

Figura 5.4: IlTo N = p.

Usaremos una funcién suave ¢ : [0,00) — R como indica la siguiente figura, cuya derivada

-1

Figura 5.5: La funcién c(t)

es una funcién como la que aparece en la Figura 5.6,
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Figura 5.6: La funcién ¢/(t)

y que ademads cumple la condicién

70’(15) dt = 1.

Con la funcién ¢(t) definimos una nueva funcién f: TM" — R mediante la regla,

f(Xg) =c( 1 X, 1)

Finalmente podemos construir la n-forma ® en TM" — M,

¢ = d(fn'l), (5.5)

la cual cumple las siguientes propiedades:

(a) @ se extiende a una n-forma diferenciable en T M", con soporte compacto en las fibras
p~1(q) para cada ¢ € M".

(b) ® es cerrada, es decir, d® = 0.

(c) ® cumple que

@ s = (- 7)ka<@>.

Es decir, @ es la clase de Thom del haz tangente T M", para la cual s; @ = e(T M”)
Terminaremos el capitulo demostrando las afirmaciones en los incisos anteriores.

Demostracion de (a). Al derivar la ecuacién (5.5) se tiene

® = (df ) N*T — f(N*dI'). (5.6)
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y tomando las restricciones apropiadas, se obtiene,

Qgm0 = (df)|lmgmr—o N'T' = f N*A[[|-1()]-

Pero I'|i-1(g) es una (n — 1)-forma en II7'(q) = {X; € TM"™; || X, ||= 1} que es la
(n — 1)-esfera en el plano tangente a M™ en el punto ¢, por tanto

d[r‘ﬂ‘l(q)] =0,

y entonces se Cumple que
(I)‘Tan_o = (df)’Tan—O N*F (57)

Debido a que f(X) = ¢(|| X ||), la diferencial (df) tiene soporte cuando ¢/(t) # 0, y como
se ve en la Figura 5.6, ¢/(t) tiene soporte en el intervalo [1,2]. Por tanto,

soporte (df)|ramr—0 = {Xg € T{M™; 1 < || X, || < 2},
y entonces ®|p nmm_o = 0 cuando || X, ||< 1, por lo que se puede definir & := 0 en My y
considerar a ¢ como una n-forma diferenciable definida en todo T M", ademas con soporte

compacto en las fibras ya que

soporte ®|p m» = soporte (df)|r v —o-

Demostracién de (b). Se sigue directamente del hecho que d®> = 0. 0J

Demostracion de (c). Al integrar la identidad en (5.7) se tiene

| tmaw = [ @lrger N (538)

Para calcular la integral anterior primero observamos que;

/N*F: /le‘v’r>0,

S?71 Sn—1

donde St = {X, € T,M"; | X, || = r}. También tenemos
S§—00

J@himae = i [16) - 7] = 1.

Por el Teorema de Fubini concluimos que

[l = [ 7 <df>|Tan] [ / N*P] IR !

T M™ 0
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O
Demostracion de (d). Observamos primero que f o sg: M™ — R estd dada por
(foso)(a) = f(0,) = c([| 0y [|) = ¢(0) = —1,
V q¢ € M". Tenemos la primer identidad
fosg = —1, (5.9)
y también se sigue la igualdad siguiente
* * por (5‘9)
spdf = d(sgf) = d(fosg) = 0. (5.10)
Finalmente,
ss® = (spdf) A(syN'T) — (s f)spd [N*T) de (5.6)
= —(s§f)s5d [N*T] por (5.10)
syd [N*T] por (5.9)
= syN*dD
k
= s(’;N*{— —%) H*Pf(Q)} por (5.4)
k
= —(— %) sy N*1I* Pf(Q2)
k
_ 1 * ok * TT* — * %
= —(—%) sy p* Pf(Q) ya que N*II* = (Ilon)*=p
k
= —( - —) Pf() ya aue 55" = (po s0)* = Id"
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Haz de Hopf y el Teorema de
Gauss-Bonnet

Consideremos un haz principal IT : E — S?| con fibra SO(2) = S'. Sea w una conexién en tal
haz, es decir, w es una 1-forma en S? con valores en las matrices antisimétricas de 2 x 2 (s0(2)).
Como ya hemos visto en el capitulo 3, debido a que la dimensién del espacio base es 2 y que
SO(2) es abeliano, se simplifican las formas de conexién y curvatura.

Sean V y U vecindades en S? tales que U NV # (), se prueba que la manera en que cambian
las formas de conexién en la interseccién es la misma que se obtuvo en (1.12),

wy = gvuwu guv + gvu dguv, (6.1)
donde
[ cosf) —sen® \ o
IvU =\ sen® cosf o ’
y

J:(_Ol (1)> € s0(2).

La ecuacién (6.1) se simplifica como sigue
wy = wy + J @ do. (6.2)

Pasamos ahora la conexién w a E, se define la 1-forma wy en II7!(U) con valores en s0(2)

mediante la igualdad
wy = H*WU + J®dOé, (63)

donde usamos alguna seccién gy = e’® en la vecindad U.

Con las mismas pruebas que revisamos en el capitulo 3, seccién 1, se ve que Wy = Wy, por
tanto, las 1-formas {@wy} definen una 1-forma global @ en E con valores en s0(2), esto es, la
conexion en E.

También se cumple que

dw = II* Q, (6.4)

7



CAPITULO 6. HAZ DE HOPF Y EL TEOREMA DE GAUSS-BONNET 78

y de la ecuacion (6.3) se sigue que

Ol = J®da Vpel. (6.5)

Para las entradas 2,1 en las ecuaciones (6.3), (6.4) y (6.5) se obtienen las siguientes igualdades

dW12U - Ql2U (6.6)
Wy = Mwhy, + da (6.7)
Whyln-1p) = da Vp €U (6.8)
dw’, = MI* QL. (6.9)

Consideremos el haz trivial
II : 82 X SO(Z) =E; — SQ,
el haz de Hopf
1L, : S3 = E, — SQ,
ahora, si damos una métrica Riemanniana a S* podemos construir el haz tangente unitario
115 : SS2 =E3 — SQ.

Se puede probar que estos tres haces son haces principales.

Ahora requerimos decir algo de las secciones de los haces anteriores. En el caso del haz
trivial es claro que existen secciones globales, sea s; : S2 — E; una de ellas. En el haz de Hopf
existe una seccién sy : S? — {p} — E5 con p € S%. Para el haz tangente unitario, considerando
un campo vectorial con un cero en p de indice 2 obtenemos una seccién s3 : S* — {p} — Es.

En analogia con la variedad M definida en la prueba de Chern, capitulo 4, se definen
M, := s,(S?) C S? x SO(2)
M, := 55(S2— {p}) C S

M3 = 83(82 - {p}) C SS2

Las variedades anteriores tienen las siguientes fronteras
oM, = 0
OM; = 1" (p)
OM; = 2117 (p),
donde la ultima igualdad significa que la frontera de Mg es el circulo IT7*(p) recorrido dos veces.

Escogiendo cualquier conexion sobre cada uno de los tres haces estudiados se cumplen las
ecuaciones (6.6), (6.7), (6.8) y (6.9), por lo que se tienen las siguientes igualdades.
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Para el haz trivial se sigue que
S?2 M, oM,
Para el haz de Hopf,
S? M, &M, 115 (p)
Para el haz tangente unitario,

/912:/H§Ql2:/512:2 / da = 4.

s? M; &M ;' (p)

La filosofia presente en las observaciones anteriores es la del Teorema de Gauss-Bonnet, la
curvatura (en un haz principal) esta relacionada con el “torcimiento” de ese haz.

El valor obtenido en la integral para el caso del haz de Hopf (ver [16]) también se relaciona
con el “linking number” entre cualesquiera dos fibras (dos circulos en S?), que es 1, se tiene;

S3

Se intent6 recuperar el “linking number” con las ideas anteriores, conjeturo que se obtiene
con el numero de interseccién

1 (M,,dM,) = 1,

donde recordamos que primero hay que hacer una deformacién transversal en S3.

Para el caso del haz tangente la analogia de la formula anterior es

I (M;,0M;) = 2.



Capitulo 7

Conclusion

El Teorema de Gauss-Bonnet-Chern forma parte y es una motivacién a lo que se conoce como
clases caracteristicas, que son clases de cohomologia en la variedad base M", n = 2k (con
las condiciones del teorema) de un haz vectorial E, las cuales miden el “torcimiento” de dicho
haz.

Repasamos aqui las ideas principales de lo anterior (para la clase de Euler y usando el
haz tangente) a manera de conclusién, aunque conviene mencionar que todas estas ideas se
generalizan al caso de tomar cualquier otro haz vectorial sobre M" con fibra R™.

La caracteristica de Euler de M" se puede pensar como un producto de interseccién de la
seccién cero con otra seccién transversal en el haz tangente a M™ (capitulo 1, seccién 6). Si la
caracteristica de Euler es cero intuitivamente podemos separar dichas secciones y el haz no se
“tuerce” en ese sentido (ver ejemplo del cilindro), y si no es cero, la caracteristica de Euler es
una medida de lo “torcido” del haz.

Por otro lado, usando la dualidad de Poincaré se pueden calcular productos de interseccion.
Consideramos la clase de Thom ¢ que es la dual de Poincaré a la variedad encajada por la
seccion cero en su haz tangente, y la clase de Euler denotada e(T M”) la cual es el pullback
bajo la seccién cero de la clase de Thom. La idea es que la clase de Euler es la dual de Poincaré
a los ceros de un campo vectorial (transversal) que es la caracteristica de Euler, y se tiene
entonces

x(M") = / e(T M”)

Mn

Hasta aqui no se han usado las propiedades métricas, pero si M" tiene una métrica Riema-
nniana se puede utilizar ésta para construir las clases de Thom y de Euler (capitulo 5). Podemos
entonces resumir el trabajo de Chern por la igualdad

[e(TM)] = —(— %)k [PFO)],

donde en el lado izquierdo la clase de Euler se obtiene por métodos topolégicos (dualidad de
Poincaré), mientras en el lado derecho la n-forma se obtiene de la curvatura de la métrica, es
decir, con geometria, usando el Pfaffiano (denotado Pf) que es un polinomio sobre las matrices

30
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antisimétricas. Es claro que al integrar la igualdad anterior se obtiene el Teorema de Gauss-
Bonnet-Chern.

En esta tesis se trabajé con el polinomio invariante Pfaffiano que cumple
Pf(g~'Ag) = Pf(A) Vg€ SO(n), (7.1)

y como vimos, esta propiedad hace que P f(£2) sea una forma global en M™, pero también se tiene
(ver Teorema de Chern-Weil) que si €' es la curvatura con respecto a la conexién compatible
con otra métrica ¢’ en M", entonces

Pf(Q) — Pf(Y) es exacta. (7.2)

Esta ultima propiedad implica que

[rro = [ P,

Mn Mn

y por tanto el invariante obtenido no depende de la métrica. También, por el mismo teorema,
se tiene (para el caso del Pfaffiano es evidente)

dPf(Q) = 0, (7.3)

por lo que [P f (Q)] define una clase de cohomologia en M" que mide el torcimiento de su haz
tangente.

Existen otros polinomios invariantes P que cumplen (7.1), (7.2) y (7.3) y por tanto nos de-
finen otras clases de cohomologia [P(Q)} en M" llamadas clases caracteristicas, y que también
miden el torcimiento del haz tangente (existencia o no de k secciones linealmente indepen-
dientes), las cuales también se pueden construir como duales a ciertas subvariedades. Men-
cionamos que todas estas ideas se generalizan a otros haces vectoriales con sus respectivas
conexiones y curvaturas.

También revisamos para ciertos haces principales que hay relacion entre curvatura asociada
a una conexion y el “torcimiento” de ese haz.
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