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RESUMEN

La Gravedad Cuantica por Lazos (GCL) [1]| es un esquema de cuantizacion
de la Relatividad General para describir la geometria cuantica del espacio
tiempo, que difiere sustancialmente del esquema de la Teoria Cuantica de
Campos (TCC) en un espacio tiempo de fondo. Sabemos que la TCC es
esencial en el estudio de la fisica de particulas en ausencia de gravedad,
como lo muestra el Modelo Estandar de las Particulas Elementales (MEPE),
pero resulta inadecuada para el caso de la gravedad. La GCL ofrece una
descripcién independiente del fondo en cuatro dimensiones para la gravedad
v los campos del MEPE, que es no perturbativa contendiendo asi con las
dificultades de la cuantizacion perturbativa de la Relatividad General. Sin
embargo, la complejidad de esta descripciéon ha hecho dificil obtener resul-
tados sobre la dinamica de los campos cuantizados por lazos [2].

Para abordar algunos de los aspectos de la GCL se desarrollo la Mecanica
Cuéntica Polimérica (MCP) [3], que es el esquema con el cual se implementan
las técnicas de cuantizacién por lazos en sistemas mecanicos evitando por
tanto gran parte de la complejidad mencionada. La descripcién de la MCP
difiere notablemente de la usual que estd basada en la representaciéon de
Schrédinger y la cuantizacién canénica y no hay una relacion unitaria entre
ambas [4, 5|. Este problema se resuelve entendiendo que la descripcion dada
por la MCP se aproxima en cierto régimen por la mecanica cudntica estandar
[6].

Una extension natural de la MCP resulta al reemplazar los modos mecani-
cos de un campo cuantico por la versiéon polimérica de los mismos. A la TCC
resultante la denominamos T'CC Polimérica [7] y entre sus resultados se en-
cuentra el poder incorporar inhomogeneidades primordiales [8] en modelos
cosmicos, reproducir los resultados de la TCC cuando las escalas de energias
estan en el régimen infrarrojo comparado con la escala de Planck [7] y la
modificacién de las relaciones de dispersion del campo cuantico [9].

En el caso de sistemas fermio6nicos, la TCC Polimérica ha sido estudiada
en el presente trabajo. Para ello estudiamos la descomposicién en modos
de Fourier del campo de Dirac obteniendo que cada modo estd formado
por cuatro osciladores de Fermi desacoplados [10], y construimos un modelo



Resumen

mecénico del oscilador de Fermi pero empleando la versién fermiénica de la
MCP [11]. Finalmente construimos un modelo para la version cuéantica del
campo de Dirac polimérico, en particular su propagador polimérico. Este
ultimo adquiere correcciones en términos de pardmetros que surgen de la
naturaleza real anticonmutativa de las variables del oscilador de Fermi. Cabe
mencionar que es posible que tales correcciones adquieran relevancia fisica
cuando el campo interactia con algiin otro campo cudntico, por ejemplo, la
gravedad o el electromagnetismo.

Varios de nuestros resultados fueron reportados brevemente en forma de
memorias in extenso en [9]-[11] y en el articulo [12].

vii



1. INTRODUCCION.

En el periodo de 1924 a 1928, los fisicos se enfrentaban al siguiente acertijo
de la Naturaleza: Con base en el modelo atémico se sabia que el nimero
maximo de electrones N,,, en un nivel energético caracterizado por el niimero
cuéntico principal n, estaba dado por el doble del niimero de estados en el
orbital n, dado por n?, es decir,

N, = 2n?. (1.1)

El acertijo consistia simplemente en explicar el origen del factor 2 de la
expresion anterior. Wolfgang Pauli propuso explicar la expresion (1.1) -la
cual habia sido obtenida experimentalmente-, interpretando al niimero mé-
ximo de estados IV, como el nimero de estados en el nivel n-ésimo y haciendo
uso de un “misterioso” principio de exclusion, que impidiera a dos electrones
ocupar el mismo estado cuantico [13]. De este modo el factor 2 es debido
a “una peculiar duplicacién clasicamente indescriptible” de la naturaleza del
electron. Goudsmit interpretd entonces el trabajo de W. Pauli [14] agre-
gando nimeros cudnticos adicionales que dan cuenta de grados de libertad
extras en el electron [15], idea que posteriormente publica con Uhlenbeck
[16]. Mas tarde, C.G. Darwin [17] se adhiere a esta idea y sugiere que, en
efecto, el electron posee estructura interna adicional a la descrita por sus
coordenadas. Eventualmente y hasta la fecha, esta estructura interna sera
conocida como espin, el cual toma valores semienteros de +h/2. Notable-
mente para P. A. M. Dirac la explicacion anterior resultaba incompleta o
arbitraria como puede notarse en la siguiente cita:

“[...]The question remains as to why Nature should have chosen this par-
ticular model for the electron instead of being satisfied with the point parti-
cles. One would like to find some incompleteness in the previous methods
of applying quantum mechanics to the point-charge electron such that, when
removed, the whole of the duplexity phenomena follow without arbitrary as-
sumptions/...|” [18].



Dirac propuso modificar la ecuacién relativista de Klein-Gordon sugeri-
da en aquella época para describir al electrén, escribiendo una ecuacién de
primer orden en la derivada temporal. De esta manera, el espin semientero
h/2 aparecia como un resultado inmediato y “natural”. Sorprendentemente,
su modelo se ajustaba perfectamente con las mediciones experimentales [19].
A pesar de esto, la ecuacion de Dirac al igual que la de Klein-Gordon, pre-
senta soluciones de energia negativa que comprometen la estabilidad de los
sistemas descritos por ellas. La explicacion sugerida por Dirac a este proble-
ma se basaba en la existencia de un “mar infinito” de energias negativas o
huecos, cuya existencia era tan fundamental como la de los electrones mis-
mos. Estos “huecos” se comportaban igual que los electrones pero con carga
opuesta |20] y resultaron ser los hoy conocidos como positrones. Sin embargo
la teorfa de Dirac no incluia la posibilidad de describir particulas sin carga
eléctrica [13| como los mesones neutros los cuales eran considerados como
particulas fundamentales en aquel entonces.

Al mismo tiempo el enfoque dado por Born, Heisenberg y Jordan, em-
pieza a ganar solidez para explicar algunos decaimientos observados hasta
el momento [21]. Este enfoque describe a los fotones como excitaciones
del campo electromagnético cuantico formado por una torre infinita de os-
ciladores arménicos cuanticos, cada uno de los cuales satisface relaciones de
conmutacién canénicas. En los afos siguientes un enfoque similar se aplica
a la funcién de onda del electron [22] concluyendo que los electrones no
pueden ser descritos como una superposiciéon de osciladores que satisfacen
relaciones de conmutacién, sino de anticonmutaciéon. Estos trabajos condu-
jeron al llamado Teorema de espin-estadistica [23] en el que se establece que
las particulas con espin entero satisfacen relaciones de conmutacién mien-
tras que las de espin semientero cumplen relaciones de anticonmutacién. El
resultado de esta etapa, es la consolidacion de este enfoque en lo que hoy
llamamos Segunda Cuantizacion o Teoria Cuéntica de Campos (TCC), por
encima de la interpretacién de huecos propuesta por Dirac. En la TCC las
soluciones que emergen con energfa negativa se asocian con las antiparticulas,
ain cuando éstas sean eléctricamente neutras.

El hecho de que los modos mecédnicos del espinor de Dirac satisfacian
relaciones de anticonmutacion motivd, unas décadas mas tarde, a Abdus
Salam y J. Strathdee [24]| a construir las supervariedades. La idea seguida
por Salam y Strathdee se basaba en la pregunta de cudles eran las estructuras
geométricas con las cuales describir la mecénica clésica de sistemas fisicos
tales que, luego de aplicarles la metodologia de la TCC, satisfagan relaciones
de anticonmutacién en vez de relaciones de conmutaciéon. Uno de los pro-
blemas con estas estructuras matematicas es que no tienen equivalente con



ningan sistema mecanico clasico conocido. De esta manera, la construccién
se realiza con formalidad matemética, y extendiendo de la manera lo mas
sensata posible, los recursos ya existentes de la mecanica clasica usual. Para
los matematicos, la ruta senalada por Salam y Strathdee marcd un nuevo
camino: el estudio de las super variedades |25].

La exposicién dada hasta aqui permite seguir algunos de los aspectos
relacionados con el surgimiento del espinor de Dirac. Este juega un papel
fundamental en el Modelo Estandar de Particulas elementales (MEP). Con él
se describen no sélo los electrones relativistas, sino todas aquellas particulas
cuyo espin es un medio, es decir, los leptones y los quarks. Sin embargo, el
éxito de la TCC se torna incompleto cuando tratamos de estudiar a nivel
cuantico la interaccién faltante en el MEP: la gravedad. Para aclarar este
punto, demos otro detour histérico que converja a esta pregunta.

Por muchos siglos la humanidad se ha preguntado cudl es la estructura
geométrica del universo en el que vivimos. En la conferencia dada por Rie-
mann en 1856 -considerada por muchos la més importante conferencia de
matematicas de todos los tiempos- cuando optaba por una posicién en la
Universidad de Goéttingen, éste sefialaba que la estructura final de la geo-
metria del universo, vendria de la mano de los aportes realizados por los
fisicos en este terreno. Riemann conjeturaba que la geometria de todo el
universo podia estudiarse conociendo la geometria de las pequefias partes
en las cuales se podia dividir éste. La impresionante revelacién conceptual
marcd un hito que tuvo que esperar por la escuela de geémetras italianos
para ser entendida por el resto de los cientificos. La premisa dada por Rie-
mann sentd, entre otras, las bases de la geometria diferencial que sirvieron
posteriormente a la creacion de la Teoria de la Relatividad General (TRG).

En 1916, A. Einstein [26] ofrece una extraordinaria y pionera inter-
pretacién sobre la gravitaciéon proponiendo que la gravedad era una ma-
nifestacion de la geometria del universo. Usando la hipotesis de Riemann,
Einstein obtiene la ecuaciones que determinan la geometria del universo en
relacion con la cantidad de materia contenida en éste. Para 1920 [27], la TRG
se consolidaba como otro triunfo de la mente humana en aras de entender
y explicar la naturaleza, casi paralelo al triunfo de la TCC. Notablemente,
la TRG nace con la formidable prediccién de que el universo posee, a nivel
clasico, regiones en las cuales sus caracteristicas geométricas adquieren va-
lores patolégicos. Entiéndase con esto que caracteristicas como la curvatura
escalar o el determinante de la métrica, etc., toman valores infinitos en al-
gunas regiones del espacio tiempo y este tipo de resultados es inconsistente
con la premisa de un universo clasico suave. Este tipo de problemas no
es nuevo en la fisica; la “catastrofe ultravioleta” dié origen a una reinter-



pretacion de la electrodindmica que luego sent6 las bases para el estudio
cudntico de la materia electromagnética. En este espiritu, y confiando en
el cardcter fundamental de la gravitacién como interaccidon bésica, se espera
que la cuantizacion de la gravedad responda a la interrogante sobre cémo
remover las patologias de las soluciones clasicas de la geometria [28|.

Actualmente existen varias propuestas en las que se ofrece un esquema
sobre como debe ser la gravedad cuantica [29]. Una de estas propuestas es
la Gravedad Cuantica por Lazos (GCL) en la que un nuevo tipo de variables
se proponen como #lgebra de operadores fundamentales, a saber, el dlgebra
de holonomias y flujos [1]. La GCL cosecha varios resultados importantes
que motivan la continuidad de su estudio como lo son el obtener una cota
minima a los valores del espectro de los operadores geométricos como el area
y el volumen y una expresién para la entropia de un agujero negro [30].
Adicionalmente, la GCL se ha extendido como esquema de cuantizaciéon a
otros campos de materia [1], entre los que destacan los espinores de Dirac
[31] mencionados en la primera parte de esta introduccién. Sin embargo,
la complejidad de las herramientas matematicas involucradas ha dificultado
un analisis adecuado de posibles efectos de interés [2]. Para avanzar en esta
direccion es posible hacer uso de la Mecanica Cuantica Polimérica (MCP),
que implementa en modelos mecénicos, i.e., sistemas con un nameros finito
de grados de libertad, algunos de los aspectos del formalismo cuantico usado
en la Gravedad Cuéntica por Lazos.

La importancia de la MCP es formidable en particular en la cosmologia
va que con ésta se puede reemplazar la singularidad del Big Bang por un
efecto del tipo rebote cuantico. No obstante, cuando la MCP es traida a
los sistemas mecénico cuénticos més comunes como lo son la particula libre,
el oscilador armoénico, etc., sus caracteristicas difieren de aquellas obtenidas
por la cuantizacién canénica. Por ejemplo, uno de los aspectos relevantes
de la MCP y que constituye una diferencia notable con respecto a la cuanti-
zacion usual, es que la representaciéon de los generadores de Weyl no permite
recuperar la representacion de Schrédinger o de Fock [3] de acuerdo a lo
planteado por el Teorema de Stone-von Neumann [32]. Esto implica que las
representaciones de la MCP y la cuantizaciéon usual de sistemas mecanicos no
sean unitariamente equivalentes [4, 5]. Felizmente ambos esquemas pueden
relacionarse a partir de un paradmetro cuyo valor es posible asociar con una
escala de longitud, cuando el valor de esta escala es muy pequenio |6, 33, 34].
El estudio de la cuantizacién por lazos en estos modelos mecanicos consti-
tuye una suerte de laboratorio teérico en el que luego, al estudiar los campos
cudnticos en un esquema de lazos, se puedan distinguir qué efectos se deben
al esquema de cuantizaciéon empleado y cuéles son resultados de tratar con
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sistemas de un numero infinito de grados de libertad.

Una variante para estudiar los efectos de la MCP en campos consiste en
reemplazar los modos de Fourier de un campo escalar (en un fondo plano) por
la version polimérica de éstos. Al campo escalar asi construido se lo denomina
campo escalar polimérico [7]. El calculo del propagador del campo escalar
polimérico conduce a una modificacion de éste a muy altas energias mientras
que por otro lado, coincide con el propagador del campo escalar usual a
bajas energias. Las posibles implicaciones de este resultado varfan desde la
aparicion de polos taquidénicos hasta aportaciones al valor de la constante
cosmolégica debido a que la energia del vacio también se modifica, al igual
que la relacion microcausal del campo [9]. Estos resultados convierten al
estudio de los campos poliméricos en una arena en la que el ingrediente de
los nimeros infinitos de grados de libertad de los campos, evade la eventual
sencillez de los modelos mecénicos, sin penetrar en la complejidad de la
teoria de la cuantizacién por lazos completa. Dicho esto, nos resulta natural
pensar que dada la relevancia que poseen los espinores de Dirac en el MEP,
el estudio del campo de Dirac polimérico es necesario.

El estudio del campo de Dirac polimérico plantea desde su inicio varias
preguntas entre las que destacan el saber cuales son los sistemas mecanicos
con los cudles describir los modos de Fourier del campo [10], cuél es la version
polimérica de tales sistemas [11] y cuéles son las diferencias entre el campo
de Dirac polimérico con el campo de Dirac usual [12]. Naturalmente existen
otras preguntas que incluyen el saber como incide la estructura polimérica de
los modos del campo en el valor de su espin, de la causalidad, es decir, c6mo
se realiza la accién del grupo de Lorentz en esta cuantizacién del campo
de Dirac y sus efectos al interaccionar con otros campos de materia. En
este trabajo atenderemos las primeras preguntas dejando para trabajos las
subsiguientes preguntas relativas al grupo de Lorentz y demdas. Con este
fin, primero describimos los avances obtenidos y reportados en forma de
publicaciones. Mas abajo indicamos en qué capitulos de la presente tesis se
incluyen estos resultados. En [10] se expone la cuantizaciéon candnica de los
modos de Fourier del campo de Dirac obteniendo que el espectro de energia,
asf como su degeneracién, son consistentes con interpretar a los modos de
Fourier del campo de Dirac como un conjunto de cuatro osciladores de Fermi
desacoplados. Luego esto nos conduce a estudiar la versién polimérica del
oscilador de Fermi la cual exponemos en [11]. Finalmente, estudiamos en
[12] la construccion del modelo del campo de Dirac polimérico, en particular
su propagador.

De esta manera, el presente trabajo expone los aspectos detallados de la
construccién del modelo de campo de Dirac polimérico libre en un espacio



tiempo plano. Para ello, hemos dedicado el capitulo 2 a exponer los aspectos
principales de la construccién del campo escalar polimérico. En esencia pre-
tendemos que este capitulo sirva de gufa para el estudio de la construccién
del campo de Dirac polimérico. En el capitulo 3 presentamos los aspectos
principales relacionados con la cuantizacién usual del oscilador de Fermi y
nuestra propuesta de la versién polimérica cuantica. El estudio de la des-
composiciéon en modos de Fourier del campo de Dirac, su relacién explicita
con los osciladores de Fermi y la construccién del campo de Dirac polimérico
seran tratados en el capitulo 4. El capitulo 5 ofrecera una discusion sobre el
trabajo y las derivaciones del mismo. Esto incluye nuestras conclusiones en
cuanto al alcance de los resultados y sus limitaciones.



2. CAMPO ESCALAR.

“Thus, in a sense, mathematics has been most advanced
by those who distinguished themselves by intuition
rather than by rigorous proofs.” Felix Klein

En linea con el objetivo de esta tesis, en este capitulo analizamos un
campo escalar real en términos de sus modos de Fourier. Iniciamos por ex-
presar el campo y su hamiltoniano usando estos modos. Después, calculamos
el propagador del campo con base en esta descripciéon hamiltoniana por mo-
dos. Finalmente, una vez que se discute el oscilador armoénico polimérico,
el propagador del campo escalar es descrito en dos regimenes, uno a muy
bajas y otra a muy altas energfas en comparacion con la escala asociada al
parametro de la cuantizaciéon polimérica. Elegimos esta escala como la masa
de Planck en consonancia con lo realizado en [7].

2.1 Descomposicién en modos de Fourier

Comencemos dando la accién Se del campo escalar real [35]

1
Se=75 / [0 0,00, — M?¢?] d'z, (2.1)

donde ¢ es el campo escalar real, M su masa y n = diag(+1,—1,—1,—1) es
la métrica de Minkowski. Luego de realizar una foliacién del espacio-tiempo,
la accion (2.1) se puede escribir como

S, = ;/ [q'ﬁ? (V) - M%ﬂ dt &z, (2.2)

siendo ¢ = 9y y donde hacemos uso de unidades tales que ¢ = 1. A partir
de (2.2), definimos el momento conjugado del campo como la cantidad

S,

9% ¢ (2.3)

m =



2.1. DESCOMPOSICION EN MODOS DE FOURIER

Luego, para construir el hamiltoniano del campo escalar real, conviene
definir la densidad lagrangiana la cual, a partir de (2.2), toma la forma

_1'2_1 2_1 2,2
Lo= 58— S(Vop - SMP2, (2.4)

Entonces la densidad hamiltoniana se calcula a partir de (2.3) y (2.4) y tiene
la forma

He:ﬂé—ﬁe:%[ﬁ+wvw2+nﬂ&]. (2.5)

Finalmente, la teoria clasica hamiltoniana del campo escalar real quedaré
caracterizada dando los corchetes de Poisson. Estos toman la forma

{o(t.2),7(t, )} =00@~ 7). {6(t.2),¢(t.9)} = {n(t, 7). 7(t,§)} =0,
(2.6)
donde 63)(Z — ) es la delta de Dirac en el espacio R3. Para pasar a la
descripcion en osciladores armonicos, escribimos el campo y su momento
canénico como un desarrollo de Fourier en una caja de volumen V = (2L)3
Como

7) = i . eiE'f a(t. 7) = i - eiE-:f
¢(t, T) = W§¢k(t) ) (t,7) W% p)e™ ™, (2.7)

siendo k el vector de onda con valores discretos k = 2f“(nw, Ny, M) que resul-
tan de pedir condiciones ciclicas para el campo y su momento canénico en las
fronteras de la caja. Para su uso mas adelante, notamos que en unidades nat-
urales (h = ¢ = 1) la dimensién del campo y su momento canénico son L~
y L2 respectivamente, mientras que ¢ y 7 tendran dimensiones de LY/?
y L™Y2 respectivamente. Adicionalmente, sabemos que ¢ y 7 son funciones
reales, con lo cual debe cumplirse

bp = ¢*_E, T = WiE. (2.8)

Estas relaciones indican dos cosas. Primero, que el modo k del campo ¢
(del momento ), con amplitud ¢z (7;), no es independiente de la amplitud
¢_z(m_j). Segundo, que las amplitudes del campo y del momento del campo
son funciones evaluadas en los complejos.

La primera observacion se hace evidente cuando sustituimos (2.7) en (2.6)
resultando en

{90} = 500 (2.9)



2.1. DESCOMPOSICION EN MODOS DE FOURIER

de la cual vemos que el momento 7_; es el conjugado canonico a la amplitud
¢5; 1o cual confirma que los modos no son independientes en esta descrip-
cién. Esto impide tomar a cada par de variables (¢z, 1), como las variables

canoénicas de un oscilador armonico con frecuencia

wp =\ K2+ M2, (2.10)

para un dado vector de onda k. Naturalmente, la segunda observacién viene
a reforzar esta limitacién ya que las variables canénicas en el oscilador ar-
moénico, son reales. No obstante lo anterior, es posible describir al campo
escalar real como una torre de osciladores arménicos. Con este fin se hace
uso de la siguiente relacion’

L = aqy + g, Tk = Bpi + B vk, (2.11)

siendo q; v pr cantidades reales relacionadas canénicamente, es decir, que
satisfacen

{ar,p1} =0y, {aw-aw} = {pr-piw} = 0. (2.12)

Como veremos esto equivale a reescribir la amplitud del campo ¢y y
su momento 7, en términos de los grados de libertad de los osciladores
arménicos descritos por g y pg. Las condiciones (2.12) restringen la libertad
de los parametros a y 5 aunque no de forma tnica como veremos en seguida.

Para imponer (2.9) y (2.12), se requiere § = ﬁem, siendo a = |ale’;
quedando por fijar dos parametros: la norma |a| y la fase a. Para fijarlos,
regresamos a la expresion del hamiltoniano del campo basado en (2.5), usan-
do la descomposicion de Fourier (2.7) y sustituyendo en el mismo (2.11).

Usando la expresiéon
1 i(k+K')-Z 13
v/veZ( e = 0p 0o (2.13)

obtenemos que el hamiltoniano que proviene de (2.5) toma la forma

1 -
H, = /de He = 3 Z: [cos(2a)p27];|2k + 2w |af? cos(2a) qrg_x+
k

(pi + p2_k)

4’0[’2 +wz‘a’2(qi+qzk)

+ : (2.14)

! De ahora en adelante y solo por simplicidad, reemplazaremos en la notacion al vector
k por k.
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donde wy, es la frecuencia definida en (2.10). Para que el hamiltoniano H.
sea la suma de los hamiltonianos de osciladores armoénicos para cada modo
E, pedimos que cos(2a) = 0, con lo cual el valor de la fase quedara como
a=7w/4+nr/2, n=0,£1,+2,..., y el hamiltoniano seré

2 Z [4‘042 ’2 + wilel*q; +w,%|a|2q2k] . (2.15)

Ahora separamos la suma de la forma

2

1 P2 1 -
He = iz |:4|O]:|2 +Wz\a|2qz] + 72 [4 |2 Jr(“)l<:|O‘| ] ) (2'16)
k

v siendo el indice de suma un indice mudoz, tendremos que el hamiltoniano
se escribird como

H, ZLI |2+wk|ay ] (2.17)

Vemos de la expresion anterior que si fijamos el valor del médulo de a,
como |a| = 1/4/2, y regresamos a hacer explicito el simbolo k para el vector
de onda k omitido por comodidad, el hamiltoniano toma la forma conocida

H, = Z Hp = Z [pk + wkqg] . (2.18)

Este hamiltoniano coincide con nuestra interpretacién de que el campo
escalar real estd formado por una suma infinita de osciladores armonicos,
cuyas variables canonicas son el par (gg,pr) y la frecuencia de éstos, esta
dada por (2.10) para cada vector de onda k. A partir de este resultado,
la cuantizacion del campo escalar real puede implementarse conociendo la
cuantizaciéon del oscilador armoénico, es decir, el esquema de segunda cuan-
tizacién.

Finalmente, reescribamos el campo ¢ y su momento canénico conjugado
7 en forma manifiestamente real en términos de las variables (qx, px) de los
osciladores armoénicos

- 1 . , ik-Z
o = G52 [(L+D)gp(t) + (1= Da_g()] 57, (2.19)
n(t.®) = =3[ pgn) + (- p_g(0)] FE (220)

2\FVE

? Notese de (2.10) que w; no depende del signo del vector de onda.

10



2.2. PROPAGADOR CON OSCILADORES ARMONICOS

Ahora en estas expresiones, es obvia la naturaleza real del campo y su
momento candnico conjugado ¢ = ¢* y m = 7. Con este resultado estamos
listos para calcular, en la siguiente seccién, el propagador del campo escalar
real en términos de las variables candnicas propuestas (qx, p)-

2.2 Propagador con osciladores armoénicos
El propagador del campo escalar real tiene la forma [36]
Ap(x,a') = (T4t H)g(t', 4')[0), (2.21)

siendo 7T el operador de ordenamiento temporal. El estado de vacio |0) es el
producto de los vacios para cada modo k

0) =] 10)z (2.22)
F

Cada uno de los estados |0); se relaciona con las funciones de onda del
vacio del oscilador arménico cuantico ¥o(gi) como

\0>,;—/qu\1/0(61,;)!(1,;>- (2.23)

Tomemos ¢t > t’' y calculemos la funciéon de Green resultante incorporando
(2.19) con (2.21), para obtener

Ap(e,2') = (016D, )10) = 35 37 EFF ) 0130055 (¢) 0

kK
(R THE )

=3 [208 ()3 ()10) + 20000 ()10} +
ki

(14 )20/ ()]0} + (1= i)2(017 (17 5 (#)]0)]
(2.24)

Ahora empleamos la representacion de Heissenberg en los operadores g;

Gp(t) = Tt eIt (2.25)

11



2.2. PROPAGADOR CON OSCILADORES ARMONICOS

asi como (2.22) en (2.24) para llegar a

6i(E~f+E'~f’)+iE0yEt—iEOYE/t’ P
Ap(ra) =Y v [0l e - G0y gt
kK
(1 + )2 Olgge ™ te e G, 0, + (1 — i)2_p(0lg_pe-F'e™ 2" _1]0)_p,
2
+_z(0[q_ge H-# eiH;;/t’qAE,yo)E,} : (2.26)

En la expresion (2.26) hemos empleado el hecho de que los autovalores de
energia del oscilador armoénico cuantico correspondiente al modo k, satisfacen

1
En,E = wg (n + 2) = En,fl;:" (2.27)

La segunda igualdad en (2.27) es vélida debido a que la frecuencia (2.10)
no depende del signo del vector de onda. Ahora tomemos la primera de las
amplitudes que aparece como sumando en (2.26) y estudiémosla por sepa-
rado. Veremos que este calculo facilita obtener las restantes tres amplitudes.
Tenemos que

E<O|Z]\E€—iHEt eiHE/t aﬁ/|0>12/ — E<0|aﬁe_iHEt eiHE/t al;’ / \Iloﬁ,(q];,)dq,;,\q];)
_ E<O|Z]\E€—1Hgt et /qAE,\Iloyg,(qE,)qu/q,;),

:E<0‘Zl\ge_lHEt eiH]Z,t /QE/‘POVE/(Qg/)dQ;;/q;;/%

(2.28)

donde en la tercera igualdad hemos empleado la representacion de Schrédinger
del &lgebra de las relaciones can6nicas de conmutacion, a saber que gz Wi (q;) =
Vv E(in) Seguidamente, las autofunciones de energia del oscilador armoénico
cuantico correspondientes a los autovalores Ey y FE satisfacen x¥o(z) =

1y ., ]
— ) que en nuestra notaciéon equivale a

4V rlag) = W, w(gp)- (2.29)

12



2.2. PROPAGADOR CON OSCILADORES ARMONICOS

Sustituyendo (2.29) en (2.28) tenemos

ST T BTN 1 ST T
Ol gze 5 Mg |0), = 5—r{0laze it Mt 1),
Wi
1 iE, =t ~ _iH-t
- P 0fee PRt 1)y
ANE kD
20)]2,
ORF il ot e il
= e Ol
O & By gt —iE) gt o~
Ahora empleamos otra propiedad de las autofunciones de energia del
oscilador arménico cuantico: x¥;(z) = \/%\Ifo(:p) + \/%\112(3:), que en
nuestra notaciéon quedara como
1 1
4V, lag) = Vozlap) + —=9, z(qp)- (2.31)

Vi

La expresion (2.31) se inserta en (2.30) luego de desarrollar el estado |1)
en términos de funciones de onda y después, hacemos actuar el operador gy
sobre la autofuncion \IJLE(qE). Esto conduce finalmente a

QWE

Ot o G o), = 38 g [k 00)g | £O2)g ] |
A /2OJE, A /2(,0]; VYE
Oz 7, ) ;.
— LelELE,t 7ZE1J-€'t' (232)

2T

Notemos que en (2.32) la dependencia en el vector de onda esta dada en
tres formas: en la frecuencia wy: del denominador, en la energia del oscilador
(que es lineal en la frecuencia y aparece en el argumento de la exponencial)
y en la delta de Kronecker 5127]2,. El signo del vector de onda sera relevante
en el término asociado a la delta de Kronecker. Esto permite regresar a la
expresion (2.26) y calcular las otras tres amplitudes a partir de la expresion
anterior. Estas tomaran las formas

=~ o o> » . ,
-0 A“C_ZHEt eZHfl-c"t/A - 10 R _ k,—k eZELEIt _ZEl,Et 233
k< |qk q_k/| >—k’ 2\/“% , ( )

PN P 0 v . ,
N 0 - _;e_lH—);t eZHE/t/A—‘ 0 . — —k,k eZELE,t _’LEl,Et 234
_i#{0lg_ 3 10) 7 N , (2.34)

P PN o0 v = ,
_0lg ﬂe_ZH—Et eZH—E/t,A T — —k,—k eZEl,E’t 71E175t. 235
—k< ‘q,k q,k/| >7k:/ 9 G ( )

13



2.3. OSCILADOR ARMONICO POLIMERICO

Ahora regresamos al célculo del propagador sustituyendo (2.32) - (2.35)
en (2.26) quedando

1 ei(k'f+gl'f )_i(El,E_Eo,E)t"'i(El,E/_EO,E')t, 9
Ap(z,a) = — [(1+¢) —
’ 1% NoEnn k)k
k' Kk

L e k(@) _ %e—ik-(a‘c’—l-f’)} .

En la suma anterior sobre los valores de k, el primer y el cuarto sumando
se cancelan, quedando finalmente

1 e_i(El,E_EOJQ)(t_t,)

Ared) = gy el LI
s k
1 —iw (t—t')+ik-(Z—F) 1 —ik-(z—a')
_ LN E :726 ,(2.36)
2V £ wg 2V £~ kO
k k

que es el propagador del campo escalar real libre. Aclaremos que en (2.36)
hemos realizado la sustitucién del vector de onda covariante k* = (wE,E)
quedando explicita la invariancia ante transformaciones de Lorentz. En una
descripcion donde el volumen de la caja es infinito, la suma en (2.36) se
reemplaza por una integral en el espacio de momentos k. Para que la suma
converja, la integral adquiere un factor de normalizacion. Este permite es-
cribir la integral en el espacio de momentos, en una integral sobre el 4-espacio
de momentos empleando la delta de Dirac §(k? —m?). El resultado sera que
el propagador del campo escalar real es invariante ante transformaciones de
Lorentz (|35], [36]).

La siguiente seccién esté dedicada a exponer los aspectos relevantes de
la cuantizacién polimérica del oscilador arménico, misma que se usard pos-
teriormente para analizar el campo escalar polimérico.

2.3 Oscilador arménico polimérico

La diferencia central entre la cuantizacién polimérica y la de Schrédinger,
reside en la eleccion del espacio de Hilbert [3]-[33]. En el caso de la re-
presentacion de Schrodinger, el espacio de Hilbert es el de las funciones de

14



2.3. OSCILADOR ARMONICO POLIMERICO

cuadrado integrable® sobre la recta real, denotado como L?(R,dz). En el
caso de la representacion polimérica, el espacio de Hilbert es el espacio de
las funciones casi periddicas [37], [38] y lo denotamos como H,e;. Un vector
en este espacio, es una combinacién lineal

W)= 3 W, e (237
{=i}

donde el conjunto de puntos {z;} es una seleccion arbitraria (o grafo) de
la recta real, tal que los coeficientes ¥,, € C sean no nulos en un conjunto
numerable de puntos zj. Las exponenciales ¢P"*/" se toman como una base
ortonormal en H,y; definiendo el producto interno como

, o 1 T , o,

(e'P?|eP*) = lim / dp e~pr/h g’ /b — 5, (2.38)
T—o0 2T -T ’

siendo 0, ,+ la delta de Kronecker generalizada al indice x, que etiqueta a los

puntos del conjunto no numerable R. Naturalmente, las ondas planas son

normalizables bajo este producto interno (2.38).

—

El operador de configuracion T y el de traslacién U \ 1= /I actian
sobre la base del espacio de Hilbert polimérico como
= ipzy/h o d h
zerme/h = jp—e/h (2.39)
dp
ﬁ)\ epri/h - gip(zr+A)/h (2.40)

Notese en (2.40) que los operadores Uy forman un grupo de Lie uni-
paramétrico unitario con identidad Uy—o = I e inverso U, ! = Ul =U_, [3].
La representacion (2.39) - (2.40), satisface un conmutador dado como

[55, (?A} YN (2.41)

que resulta del corchete de Poisson {x, Uy} = i(A/h)U,. Los otros conmuta-
dores son nulos.

El operador de momento lineal p (candnico al operador Z) no se puede
obtener en H,, debido a que la representacion (2.40) de (7,\ no es débilmente
continua en el pardmetro A como puede verse de

(PO M) = (PP EINR) = 6,0, (242)

% Con medida de Lebesgue.
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donde se ve que ‘ _
<€7,pz/ﬁ‘U)\:0 ezpa:/h) _ (Sm,m — 1’

mientras que . .

: 1pr 1px :

lim (e#*/1|U5 eP2/%) = lim 6, 54 = 0.
El requisito de la continuidad débil es el pilar del Teorema de Stone-von
Neumann [32]. En éste Teorema se prueba que la condiciéon necesaria para
que existan los generadores infinitesimales de los subgrupos unitarios uni-
parameétricos, es que sus representaciones sean débilmente continuas*. Esto
repercute en el hecho de que no podran realizarse traslaciones infinitesimales
con las cuales generar el grupo de los operadores U \; en otras palabras, no
existe el operador p.

Por otro lado, sabemos que los observables clasicos son funciones del mo-
mento lineal p, con lo cual, los operadores asociados a éstos observables de-
penderan del momento lineal p que no existe en Hp,y;. Por esta razoén, nece-
sitamos definir un operador que mimifique en alguna medida las propiedades
del operador de momento lineal. Quizas la definién mas simple de dicho
operador es

Ty = % (UA - UD . (2.43)

En L?(R, dz) como muestra el Teorema de Stone-von Neumann, el limite
A — 0 en (2.43) conduce al momento usual —ihd,, quedando por tanto
definido el cuadrado del momento —A?92. En el espacio de Hilbert polimérico
el limite referido no existe y A se considera como una escala de longitud
fundamental o un parametro de renormalizacién. Por esta razén, se propone
que el operador hamiltoniano, correspondiente al hamiltoniano clasico del
oscilador arménico H = p?/2m + mw?x? /2, sea entonces

2
-~ -~ mw=
(2- O - T,) + i (2.44)

h2

H=
8mA2

siendo el primer sumando de esta expresién la cantidad E/Q\ /2m. Cabe esperar
sin embargo que la dindmica polimérica se aproxime a la de la representacién
de Schrédinger en un régimen adecuado [6, 34, 33, 7]. Con la representacion
dada en (2.39), (2.40), y con el operador hamiltoniano (2.44), la ecuacion de

* En realidad se trata de un conjunto de Teoremas [32]. Luego de obtenerse que existen
los generadores de los subgrupos, otro de los teoremas prueba que siempre existe una
transformacion unitaria entre el adlgebra formada con los generadores infinitesimales y el
algebra dada por las relaciones de conmutaciéon canoénicas de T y p.
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2.3. OSCILADOR ARMONICO POLIMERICO

autovalores de energia HU = EV toma la forma

hQ
4mli?

2
000 _
Op?
donde hemos escrito A = [ para denotar que la escala ha sido fijada. Esta
ecuacién se puede reescribir en forma de una ecuacién de Mathieu definiendo

1
[1 — cos(2lp/h)] T — imuﬂh EV, (2.45)

Ilp m
= =4 = 2.4
u Y (2.46)
mwl?
= 2.47
g e (2.47)
°2F 1 _,
= — == 2.4
@ hwg 29 (2.48)

con lo cual la ecuacion (2.45) adopta la forma estandar de la ecuacion de
Mathieu
cos(2u)
S
En el apéndice A se muestra un resumen de la soluciéon a esta ecuacion,
tomando la definicién (A.2) como alternativa para que coincida con aquella
en [39]. El estudio detallado puede encontrarse precisamente en [39]. Las
soluciones son las funciones se,(u) y ce,(u), que son los senos y cosenos
elipticos respectivamente [39]. Tomemos entonces las funciones normalizadas

U (u) + [a } U (u) = 0. (2.49)

1

Uon(u) = m Y2ce, <492,u), (2.50)
1

Uoni1(u) = 7%, <4g2’u>’ (2.51)

donde se ha hecho explicito que tomamos (A.2), como pardmetro. Notese
que los subindices 2n y 2n 4+ 1 en las autofunciones, numeran los niveles
de energia correspondientes, e.g., Wo(u), Uq(u), Ya(u), ... Y el espectro de
energfa, para pequenos y grandes valores de [ estd dado como (ver Apéndice

A)

E, = <n + ;) ho — L7 +116)2 Skl NI ouhy,  (2.52)

2
E, = %m&ﬁ+mrw (2.53)

La formula (2.52) muestra que el espectro del oscilador arménico se re-
cupera cuando mw?l? << 1. Podemos deducir que este régimen de valores

17
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se puede lograr por ejemplo si la amplitud propia del sistema Iy = \/% es

mucho mayor que la escala [. En el caso contrario, cuando [y << [ entonces
el espectro se aleja por entero de la descripcion usual dando lugar a (2.53),
que corresponde a un rotor cuantico.

El poder vincular la frecuencia de estos osciladores con el vector de onda
k del campo escalar real en su descomposicién en modos de Fourier, permite
estudiar los efectos de la representaciéon polimérica en el propagador del
campo escalar real. Veamos esto en la siguiente seccion.

2.4 Propagador de campo escalar con osciladores armoénicos
poliméricos

En esta seccion estudiaremos los efectos en el propagador del campo escalar
real que resultan de reemplazar el oscilador armoénico cuéntico, en repre-
sentacion de Schrodinger, por su equivalente en la representacion polimérica.
Al modelo de campo cuantico resultante lo llamaremos campo escalar real
polimérico.

En la seccién anterior vimos que elegir H,,;; como el espacio de Hilbert
donde representar el dlgebra de operadores cudnticos, conduce a una repre-
sentacién que no es débilmente continua y por tanto, no podemos recuperar
el operador p. Esto incide en que el hamiltoniano deberé escribirse en tér-
minos del generador de Weyl U %, donde A serd un pardmetro cuyo valor seré
fijado al estudiar la dindmica. Cuando pasamos precisamente a estudiar la
dindmica, cambiamos la notaciéon de este parametro a [ para hacer explicito
este paso.

Vimos finalmente que el espectro de energia del oscilador armoénico cuan-
tico polimérico, se modifica considerablemente en regimenes en los que [ es
mucho mayor que la longitud de onda propia del sistema [y (2.53); mientras
que se recupera en el régimen opuesto (2.52).

Ahora queremos reemplazar los osciladores cudnticos que emergen de
la, descripcién en modos de Fourier del campo escalar real, por la versién
polimérica de éstos. Para ello, tomemos entonces a Hpy; como el espacio de
Hilbert para representar los operadores correspondientes a las variables g;: y
U i para cada modo k. Notemos que al hacer la correspondencia U, ; AR

Mpk, entre el generador de Weyl y el momento candnico pg, obtenemos que
Ay en consecuencia [, tendra dimensiones de L/2.

De (2.18) podemos ver que los osciladores con los cuales describimos los
modos mecanicos tienen masa m = 1. Luego, usamos la definiciéon (2.47)
dada a la variable g para expresarla en términos de la frecuencia de los
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osciladores al hacer la identificacion
" VE2 £ M2
g=wil?=12\k+ M2 = T+ (2.54)
*

donde I, indica que el valor del parametro A ha sido fijado® y hemos definido
la masa M, = I72, la cual convenientemente, codificara la arbitrariedad del
parametro polimérico l,. Claramente, si g << 1 entonces |E! << M, siendo
éste el régimen infrarrojo del campo. Si por el contrario, g >> 1, entonces
estamos en el régimen ultravioleta con |k| >> M,.

Cabe resaltar que esta identificacion de ambos regimenes (infrarrojo y ul-

travioleta), se debe esencialmente a la presencia del término “cinético” <%27§’)
en el hamiltoniano cuantico de la representacion de momentos. Este tér-
mino tiene como coeficiente el parametro [ en la construccién de la dindmica
polimérica dada en la seccion anterior, y conduce a definir (2.47), que luego
implica (2.54) al pasar a los modos del campo escalar real.

Ahora, antes de pasar a estudiar los efectos de este reemplazo en el propa-
gador, modifiquemos la notacién con el fin de hacerla homogénea a lo largo
del presente trabajo. Asi, estaremos definiendo cantidades con las cuales
estudiar las modificaciones buscadas y tales que tengan un equivalente en el
sistema fermidénico de los siguientes capitulos. Para hacer esto recordemos
que en (2.32), la delta de Kronecker era la tnica parte que dependia del
signo vector de onda. Tomando esto en cuenta, denotamos a la parte que no
depende de la delta de Kronecker como DE(t —t') de forma que

Dy (t —t') == (0[gz () gz(t)[0), (2.55)

con lo cual tendremos

(Olgz(t) AE,(t')|0> = 5E,E'DE(t —t), (2.56)
Olgz (1) a_p ()10) = &z Dt 1), (2.57)
01g_z(®) g ()]0) = d_gpDp(t—1), (2.58)

Olg_zt)a_p()I0) = 0_p _pDp(t—1t) (2.59)

Sustituyendo las expresiones (2.56) - (2.59) en (2.24), tendremos que el
propagador puede escribirse como

1 M-
Ap(z,2') = v > eFEE Dot — ). (2.60)
3

% La estrella es para distinguirla del caso mecénico.
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De esta manera la expresion (2.60) nos permite dirigir nuestra atencion
a un Unico oscilador arménico polimérico: el asociado al modo k y cuyo es-
pacio de Hilbert polimérico denotaremos como ’H’;Oli. También es evidente
de (2.60) que cualquier modificacion al propagador sera resultado de modi-
ficaciones a la amplitud D(t —t').

Antes de seguir, aclaremos a qué corresponde el estado de vacio |0),
dado en (2.55) para el caso del oscilador armonico polimérico. Recordemos
que el espectro de energia o los autovalores caracteristicos del hamiltoniano
polimeérico (2.44), forman un conjunto ordenado y acotado por debajo [39].
Esto permite construir el vacio de Fock en (2.55), como

Py = H ’0(10)>E’ (2.61)
K

donde \0 ») )i, es el estado que corresponde al minimo de energia del oscilador

polimérico para el vector de onda k. La etiqueta (p), es para distinguirlo del
vacio (2.22) definido en el caso de la representacion de Schrodinger.
Regresemos entonces a la expresion (2.55) y escribamos los operadores
en el esquema de Schrédinger con lo cual tenemos
Pt G —igWt gDy o _iaPy
DY (t = 1) = (0P| ME G e M M G M 0P (2.62)
siendo H ]%p ) el hamiltoniano polimérico. Como hemos realizado nuevas defini-
ciones en esta seccién, conviene reescribir por comodidad la forma resultante
del hamiltoniano que serd
) _ 1 7 7y L 99
HE = @ 2 — UQZ*,]Z — U72l*,]; + 5&)]2(]’; (263)
Al resolver en (2.62), de forma anédloga a la ruta dada en la seccion (2.2),
tendremos

ﬁ< ( |€7,H(p)tq e ZH(p)t elH;p)t/ qﬂ lﬁl(;p)t/ O(p)>*
k k k
i EP) @ 77(p)
_ o5 t)E<0(p)‘qE€ P AHY S g |0 (p> (2.64)

donde Eép ]% es, como hemos dicho, el minimo autovalor de energia correspon-
b

diente al oscilador polimérico del modo k. Luego, el estado ?]\E \0(7’)) o que

también pertenece a Hpoly, serd una combinaciéon lineal de las autofunciones

de energia, es decir, que satisface la relacién

G [0P) =P ). (2.65)
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El coeficiente cﬁf’ ) resulta entonces de proyectar el estado n-ésimo <n(p)|,

sobre el estado qAE ]0(1”)) i De esta forma tendremos que cgf) ) es un coeficiente

complejo dado como
2m
B — (P o) — /0 U ()0, (). (2.66)

Es adecuado tener la forma del coeficiente ¢, que resulta para la repre-
sentacién de Schrédinger y asi compararlo con c,(lp ). Para hacerlo, tomamos
la propiedad (2.29) y calculamos ¢y, resultando que éste toma la forma:
Cn =0n1/ \/WE Comparando c%p ) ¥y Cn, vemos que la primera diferencia no-
table entre el campo escalar real cuantico “estdndar” y su versiéon polimérica,
radica en que la proyeccién ¢, es no nula solo si n = 1, mientras que en el
caso polimérico, la proyeccion tiene, en principio, contribuciones de todos los
autoestados.

Continuemos entonces pasando a insertar (2.65) en (2.64) para luego, em-
pleando la propiedad E(n(p) |m(p)> i de las autofunciones poliméricas, obtener
la expresion

_A(E® gy
DYt =) =Y lefze” e o1, (267)

Anéalogo a lo que hicimos para cﬁf’ ), la expresion (2.67) conducira al

propagador usual solo en el caso de que se cumpla (2.29), es decir, tomar
Cn = On1/ \/ﬂg y ademés, pidiendo que la diferencia entre las energias sea
El,E — EO,E = wg. Con estos valores obtendremos el Dy(t —t') usual que
denotamos como D%(t — t') para distinguirlo de la version polimérica. Re-
calquemos que tomara la forma

1 . /
Dot —t') = e wr(t=t), 2.68
M-t =5 (2.68)
Llegado a este punto, es claro que las cantidades que compararemos para
estudiar la diferencia entre la representacion polimérica y la estandar de los
modos del campo seran precisamente Dl(;p) (t—t)y D%(t —t'). Dicho esto,
veremos particularmente como (2.67) se alejara de (2.68) debido a que tanto

¢?) como Eflp;); son funciones del parametro de escala g dado en (2.54). Para

hacer mucho mas clara la comparacion, escribimos la exponencial en (2.67)
como

e

(2.69)

o) p(p)
—i(EffZ_Eéf’%)(t—t') B /°° dw QZ(En,g N ,g) s

k -
oo27T(E(p)—E(p))2—w2—ie 7

S
Ea
L
e
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y luego realizamos la transformada de Fourier de (2.67) obteniendo

Z —ZY,AEﬁLp)’C%p)P

Dp = 2 |12 2 _ i
P2+ W2 — (AE®)2 —ic

(2.70)

n

siendo p? = w? — |k|2 = M2 y AEY = EW) Eép

q ). La amplitud estdndar
n,k k

(2.68) en esta notaciéon tendré la forma

D) = i

- 2.71
p p2_M2_Z'€ ( 7)

En la suma (2.70) los coeficientes cq(lp ) no nulos serén aquellos que tienen

subindice n = 4m+3, conm = 0,1, 2, ... Esto se debe a que en el coeficiente
¢?) dado en la expresion (2.66) depende de la derivada de Wo(u) la cual
es una funcién par de periodo w. Por esta razoén, su derivada serd una
funcién impar de periodo 7 (ver (A.18)). De esta manera, las funciones
U, (u) para las cuales (2.66) no se anula seran las impares de periodo 7, p.
ej., seg(u), ser(u), ..., seqmi3(u),. ..

Ahora tomemos el limite infrarrojo g << 1 para el cual los desarrollos
adecuados de las funciones de Mathieu y de los autovalores |7| con n > 0
conducen a,

1
AE, = wp [1 — 59+ 0(92)] , (2.72)
c3 = — : {1 — §g—i— (’)(92)} , (2.73)
2wy 4
cantsfcs = O(g"), para n > 0. (2.74)

Sustituyendo las relaciones anteriores en (2.70) y quedéandonos al orden
lineal tendremos que la amplitud D, toma la forma

—i(1 — 2g)
p2—M2+gw%—|—ie

1

D, O(g%). (2.75)

Esta expresion (2.75) es la modificacion en el régimen infrarrojo del
propagador del campo escalar polimérico. Destaquemos tres observaciones
de este resultado. Primero, que se recupera (2.71) al tomar g = 0, lo cual
ofrece concordancia en cuanto a interpretar la escala M, como proveniente
de un régimen fundamental, p. ej., la escalar de Planck. Segundo, la ex-
presion (2.75) tiene un polo en p? = M2 — g(|k|> + M?2). Si la masa del
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campo escalar es nula M = 0, entonces la relaciéon anterior sugiere que dicho
polo corresponde a un taquién o dicho de otro modo, que el tetramomento
p del campo tendria masa imaginaria®. Tercero, que este polo modifica la

frecuencia como
E|2 + M2 .
oo VIR e ey, 276

w®= [1-— YR

lo cual viola explicitamente la simetria de Lorentz. De la misma manera que
se senala en [7], este polo taquiénico no implica que la frecuencia sea com-
pleja para valores reales de ]E\ como sucede en el caso de teorias taquiénicas
invariantes de Lorentz [40].

En el caso ultravioleta donde g >> 1, tenemos que se satisfacen las
siguientes relaciones

ABEpys = wp[2(n+1)%g+0(g)], (2.77)
(g |1 1 }

c3 = i, /— |-—=+0(—=)]|, 2.78

3 QWE |:4-92 (96) ( )

Cantsfcs = O (g;) , para n > 0. (2.79)

De esta ultima relacién vemos que los coeficientes mayores que c3 es-
tan suprimidos por el orden ﬁ. Tomamos entonces esta contribucién y la

insertamos en (2.70) obteniendo

i 1
D, = 40 <6> . (2.80)
p2—4g2wg+|k|2—ze g

Las observaciones en este régimen son entonces las siguientes. Primero,
el propagador se aparta notablemente del propagador estdndar adquiriendo
correcciones cuadraticas en g. Segundo, el polo que emerge en (2.80) - y a
diferencia del polo en el limite infrarrojo-, no es taquiénico ya que el momento
es p? = (4% — 1)|k]2 > 0. Tercero, la relacion de dispersion en este caso
toma la forma

N 2
W =4 <\k|2 + MQ) /M2, (2.81)

la cual también viola la simetria de Lorentz explicitamente.

® Esto sucedera en general para valores de k en los cuales la cantidad g(|k|>+M?) > M>.
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Por ultimo cabe senalar que esta relacién de dispersién se asemeja no-
tablemente a las que aparecen en teorias con derivadas superiores. Sin em-
bargo, el numerador en la amplitud (2.80) contiene el término 1/¢% que no
aparece en el limite infrarrojo. Resultado que no aparece en las teorias li-
neales con derivadas de orden superior.

Estos son los resultados principales que surgen del calculo del propagador
del campo escalar real polimérico. Pasemos ahora a estudiar su equivalente
fermiénico. Sin embargo, primero debemos detenernos en el andlisis del
modelo mecéanico con el cual se caracteriza al campo de Dirac. Adelantamos
que se trata de cuatro osciladores de Fermi desacoplados; afirmaciéon que
serd probada en el Capitulo 4. Por lo tanto, el siguiente capitulo estara
dedicado a estudiar el oscilador de Fermi y nuestro modelo de oscilador de
Fermi polimérico.
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3. OSCILADOR DE FERMI.

“There are two possible outcomes: if the result confirms the hypothesis, then you’ve made
a measurement. If the result is contrary to the hypothesis, then you’ve made a discovery.”
Enrico Fermi

Como mostraremos més adelante, cada modo mecénico del campo de
Dirac corresponde a cuatro osciladores de Fermi desacoplados. En el siguien-
te capitulo se presentara la transformacion que realiza dicha correspondencia.
Esto conduce entonces a que el modelo mecanico que debemos considerar
para estudiar la teoria cuantica polimérica del campo de Dirac, consiste en
reemplazar los cuatro osciladores de Fermi por una versién polimérica de los
mismos en lugar de los modos de Fourier del campo de Dirac. Para llevar
a cabo este procedimiento y obtener los efectos de dicha modificacién en el
propagador del campo de Dirac, daremos en este capitulo los aspectos prin-
cipales del modelo de oscilador de Fermi y de nuestra propuesta de versién
polimérica.

3.1 Analisis Pseudo clésico

Escribamos la accion del oscilador de Fermi [41] como sigue

)
S={ Lat, (3.1)

t1

siendo L la lagrangiana del sistema que tiene la forma
L= 5(5jkazjxk + wejpri k), (3.2)

donde las variables 7 € R,, j = 1,2, son cantidades reales anticonmutativas
v w € R es la frecuencia del oscilador. Las ecuaciones de movimiento se
obtienen de realizar la variacion de la accién (3.1), con condiciones de frontera
generales dadas por las relaciones 0527 02% |y, = §;,2762"|;,. De esta manera,
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obtenemos
d [ oF o
—|=—L|) = —=—L 3.3
dt (89’53 ) Oz’ (8:3)
—3 jkajk = §6jk:ck + zwejkxk (3.4)
=il = —wiFeyal. (3.5)
Aqui % y % son las derivadas de Grassmann parciales por la izquierda

respecto de las variables 27, &7. Las definiciones de estas derivadas parciales
se pueden encontrar en [41, 42| y se apartan de la construcciéon de diferen-
ciacién para variables usuales conmutativas. Las aceleraciones no emergen
directamente de las ecuaciones de movimiento (3.5) debido a que la accion
(3.1) es un polinomio de primer orden en las velocidades. Sin embargo éstas
se pueden obtener combinando las derivadas temporales en las ecuaciones de
movimiento llevando a

# 4wl =0. (3.6)

La ecuacion (3.6) por su similitud con la ecuacion del oscilador armonico,
motiva el nombre del sistema que estamos empleando, i.e. oscilador de Fermi.
Procedemos ahora a implementar el formalismo hamiltoniano definiendo los
momentos candnicos como

I .
pj = %L = —%5jkxk. (3.7)

La expresion del momento canénico (3.7) indica que las velocidades y los
momentos candnicos no estan relacionados por transformaciones de Legen-
dre. En este caso, para tratar a este tipo de sistemas, se aplica el formalismo
de Dirac [43], pero extendido a sistemas cuyas variables son no conmutativas
[42, 44].

De la expresion del momento candnico (3.7) identificamos las constric-
ciones del sistema como

i
b; =pj + §5jkx’“ ~ 0, (3.8)

donde hemos usado la igualdad débil ~ de Dirac en (3.8) para caracterizar
la superficie de constriccion en el espacio de fase [42] .

Luego adoptamos Corchetes de Poisson Generalizados (CPG) definidos
en [42], los cuales son similares a los empleados en sistemas bosonicos pero
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incorporan la paridad de las variables tipo Grassmann ', es decir,

o [OHF VG 0MF 4G
dz7 Opj dp; Oxd |’

{F,Gora = (1) (3.9)
donde F, G son funciones superanaliticas arbitrarias, es decir, grosso modo,
son la generalizacién a variables de Grassmann de las funciones diferenciables
[41]. Para las variables canénicas tenemos entonces

(a7, prterc = -6} (3.10)
{2/, 2"}cpa = 0, (3.11)
{pj,petcrc = 0. (3.12)

Las propiedades de los CPG se pueden encontrar en [42], aqui daremos
algunas que serdn empleadas posteriormente.

{F,G}cpg = —(-1)7{qG, F}cpq, (3.13)
{F,G1Ga}cpra = {F,Gi}opcGa+ (=1)T1G{F,Ga}cpa, (3.14)
{F,.Glope = —{G", F'}era- (3.15)

El asterisco % en (3.15) denota la conjugacion compleja extendida a las
variables de Grassmann [41]. En caso de que alguna de las funciones su-
peranaliticas no tenga paridad definida, la accion de las propiedades an-
teriores se extienden a éstas por linealidad ya que cualquier superfuncién
superanalitica puede ser expresada como la suma de dos superfunciones con
paridades definidas, una siendo par y la otra siendo impar [41].

El siguiente paso en el formalismo de Dirac conduce a determinar la
naturaleza de las constricciones. Esto es, saber si son de primera o de segunda
clase. La forma de hacer esto es calculando la matriz de las constricciones
{¢;, ér}cpc empleando las expresiones (3.10)-(3.12). En el caso del oscilador
de Fermi, las constricciones (3.8) son de segunda clase ya que su matriz de
constricciones toma la forma

Cix =A{¢3, dkyopa = —idjk, (3.16)

la cual no es proporcional a ninguna de las constricciones [43, 44|. Luego,
al saber que tratamos con un sistema de constricciones de segunda clase,

L El espacio de fase del oscilador de Fermi no contiene un sector conmutativo. Una
variable de Grassmann A que conmuta con cualquier otra se dice par (e4 = 0) mientras
que una variable de Grassmann B que anticonmuta con alguna otra se dice que es impar
(EB = 1).
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el siguiente paso es determinar los corchetes de Dirac (CD) [44]. Para ello,
calculamos la inversa de la matriz de constricciones

0—1:2'((1) ?) (3.17)

Los corchetes de Dirac permiten describir la dindmica adecuada de un
sistema que posee constricciones de segunda clase, de forma consistente con
el formalismo de Lagrange. Estos estan definidos como

{ 3o =1{ Yerc — {" ¢j}cra(C ) bk, Tepe- (3.18)

Los CD satisfacen las mismas propiedades que los CPG [42] dadas en
(3.13, 3.14, 3.15). Para las variables canoénicas, los CD toman la forma

{27, 2"}y p = —io?", (3.19)
: 1 .
{xj7pk}D = _§6£7 (320)
1
{pjs et = 70k (3.21)

Llegado a este punto debemos elegir coordenadas para el espacio de fase
reducido. Proponemos tomar como variables en este espacio las coordenadas
z' y 22, Notemos que al tomar las constricciones fuertemente iguales a
cero y reemplazar el momento canénico en las expresiones (3.20) , (3.21) se
obtiene la relacion (3.19). Ahora con las variables del espacio de fase y las
constricciones fuertemente iguales a cero, pasamos a obtener el hamiltoniano

fisico Hy, el cual se obtiene de la lagrangiana como
Hy= (#'p;j — L) |g=0 = —iwejkwjxk. (3.22)

En la construcciéon del hamiltoniano, usaremos adicionalmente los dos
primeros pasos del criterio de Weyl. Este juega un papel importante en la
cuantizacion y serd comentado en la siguiente seccion. A este nivel, consiste
simplemente en tomar cada observable fermiénico y realizar un desarrollo
en las variables fermionicas del espacio de fase (espacio de fase reducido en
nuestro caso) y luego escribir los coeficientes del desarrollo como objetos
antisimétricos. Por esta razon, definimos en (3.22) el arreglo totalmente
antisimétrico e.

Las ecuaciones de movimiento para una superfuncién F', en términos de
los Corchetes de Dirac, toman la forma

d

oF = (R, (3.23)
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Para las variables del espacio de fase reducido, tendremos
il = {af Hp}p = —wéep,a™, (3.24)

las cuales coinciden con las obtenidas por el método lagrangiano (3.5). Acote-
mos que se han empleado las propiedades de los CD dadas en (3.13), (3.14)
para los Corchetes de Poisson Generalizados.

Con lo expuesto hasta este punto, hemos dado los aspectos principales
de la teoria pseudo clasica hamiltoniana del oscilador de Fermi. Pasemos
entonces a la siguiente seccién, la cual estd dedicada a la cuantizacién del
oscilador de Fermi.

3.2 Clantizacién canénica

En esta seccién expondremos los principales aspectos en la cuantizacion del
oscilador de Fermi. La representacion de Schrodinger serd usada en la cons-
truccion del andlogo de la representacion del dlgebra de Weyl para el oscilador
de Fermi en la siguiente seccién. Los detalles del super espacio de Hilbert
se pueden encontrar en el Apéndice B asi como aquellos relacionados con la
estructura del super espacio vectorial formado por funciones super analiticas
v su dual.

Sigamos entonces el esquema de cuantizacion usual que consiste en pro-
mover las funciones en Rg a operadores abstractos, i. e., f — f. Pediremos
adicionalmente que la paridad de las funciones se preserve bajo esta corres-
pondencia con los operadores. Estos operadores forman un algebra cuintica
con multiplicacién definida por conmutadores cuénticos los cuales heredan
las propiedades de los CPG. La nocién de generalizacion es en el sentido de
que hereda las propiedades de los CPG haciendo {,-}gpp — ih[-,-]. De este
modo las Relaciones Canénicas de Anticonmutacién (RCA) resultan de

[, 7%, = ho'*T, (3.25)

donde el subindice + significa que se tiene un anticommutator. El algebra
(3.25) se denomina Algebra de Clifford cuando empleamos el campo de los
numeros complejos para la multiplicacion por escalar. Nos referiremos a
(3.25) como Algebra de Clifford o simplemente RCA indistintamente por
razones que veremos méas adelante. En el caso en el que la multiplicacién por
un escalar se reemplace por la multiplicacién por supernimeros llamaremos
a (3.25) Super Algebra de Clifford.
El operador hamiltoniano correspondiente a (3.22) es
~ i ik
Hy = —QWERTT. (3.26)
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La relacién entre las funciones clasicas y sus operadores abstractos aso-
ciados es claramente ambigua [45]. Puede verse que dos operadores distintos
pueden resultar de una misma funcién clasica. Para contender con esto em-
pleamos como mencionamos casi al final de la seccién anterior, el criterio o
regla de correspondencia de Weyl [45]. Esta regla consiste en los siguientes
tres pasos, primero se realiza un desarrollo de la funciéon clasica en potencias
de las variables de Grassmann del espacio de fase. Luego los coeficientes en el
desarrollo se escriben en forma totalmente antisimétrica para luego en el ter-
cer paso, promover las variables a operadores abstractos. Los hamiltonianos
(3.22) v (3.26) son un ejemplo directo de la aplicacion de esta regla.

Ahora procedemos a representar las RCA en un super espacio de Hilbert.
En el caso bosoénico la representacién se realiza en un espacio de Hilbert
L?(R,dz) el cual toma al espacio de configuracion R, como el espacio sobre
el cual se definen las funciones de cuadrado integrable. En el caso fermioénico
haremos lo andlogo: tomaremos el espacio H de funciones de “cuadrado
integrable” de una variable real anticonmutativa. Claramente podemos pre-
guntarnos por qué elegir una sola variable real anticonmutativa en vez de
dos. La razén es que de acuerdo al conteo de grados de libertad, el oscilador
de Fermi tiene un espacio de fase reducido de dimension dos de Grassmann
o bien R2. Como es en este espacio donde estamos caracterizando completa
v adecuadamente la dindmica, concluimos que el espacio de configuracién
adecuado debe tener la mitad de grados de libertad, correspondiendo a una
copia de R,.

Un breve comentario sobre la integrabilidad en variables de Grassmann.
La nocién de integrabilidad de las funciones con variable anticonmutativa es
“algo bizarra” segun las palabras del propio Bryce DeWitt [41]. La razoén es
que en la integracion fermiénica, el simbolo de la integral denota en todo
caso ciertas propiedades algebraicas en lugar de una integracién estandar en
R, ya sea de Riemann o de Lebesgue. Por ejemplo, las propiedades més

notables son
/d:mc =1, /dx =0, (3.27)

donde las variables x y dx son cantidades que pertenecen a R,. La forma en
la que se define dx es un tanto elaborada y no entraremos en estos detalles
ya que pueden abordarse en [41].

Otra propiedad interesante de esta integracion es

/f(x+a) dz = /f(:c) dz, (3.28)
donde f : R, — Ao;z — f(x) es una funcion super analitica [41, 42].
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La propiedad (3.28) se asemeja a la propiedad de invariancia translacional
de la medida de Lebesgue del caso bosonico. Sin embargo, tal similitud es
solo formal ya que dx no es estrictamente una medida. Andlogo al caso
bosénico, tomaremos entonces el espacio F de las funciones super analiticas
para construir el super espacio de Hilbert. Las funciones super analiticas [41,
42| admiten una estructura de super espacio vectorial que detallamos en el
Apéndice B. Esta estructura de super espacio vectorial se emplea para cons-
truir el super espacio vectorial dual de F, también detallado en el Apéndice
B. Es importante destacar que en nuestro caso, tomar la multiplicacién por
escalar dada solo por los niimeros complejos ordinarios, en vez de tomar los
super nimeros, conduce esencialmente a un espacio vectorial en vez de un
super espacio vectorial. Esto a su vez repercute en que el super espacio
de Hilbert serd basicamente un espacio de Hilbert de dimension finita. Sin
embargo nos vemos forzados a tomar la multiplicacién por super ntmeros
ya que ésta es imprescindible para la representacion de la version fermionica
del algebra de Weyl como veremos mas adelante.

Una propiedad importante de las funciones ¥ € F es que siempre admiten
un desarrollo en términos de la variable real anticonmutativa z como

U(z) =Ty + 2V, (3.29)

donde Vg := V¥|,—o y V1 := g—L\If|x:0 y g—L es la derivada de Grassmann por
la izquierda. ; ’

FEn la mayoria de los casos este super espacio vectorial se estudia en su
versién matricial que consiste en escribir los super vectores como arreglos
2 x 1 cuyas componentes son las cantidades Wy y ;. Tal notaciéon facilita
considerablemente los calculos en particular cuando se describe el super es-
pacio de Hilbert resultante que es esencialmente el super espacio de Fock.
Sin embargo esta notacion se aleja de la analogia que perseguimos con el
sistema bosonico basado en una representacion del tipo de Schrédinger (ha-
miltoniana). Es por esto que en nuestro trabajo insistimos en la descripcion
dada por las funciones super analiticas aunque en las instancias de la cuanti-
zacién estandar parezca excesivo. Para dejar en claro este punto, recordemos
que tanto la cuantizacién por lazos como su versioén polimérica, emplean una
representacion del tipo Schrédinger para las variables de holonomias y flujos.

A partir del super espacio vectorial F construimos el super espacio de
Hilbert H (ver Apéndice B) como el par

H=(F,<-,->), (3.30)

siendo < -,- > una version generalizada de producto interno [41]. En H,
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una representacion de las RCA (3.25) toma la forma

~ V2h dr

v = Q[x\IIerm\I/], (3.31)
V2h dr

22U = o [w-dx\p], (3.32)

donde ¥ € H. Notese que esta representacion implica que los 27 son operado-
res lineales en H, acorde con los requisitos dados en [41]. Llamamos a (3.31,
3.32) representacion de Schrodinger ya que al tomar esta representacion para
las variables de los modos de Fourier del campo de Dirac, entonces el campo y
su conjugado de Dirac estaran representados por multiplicacion y derivacion
de Grassmann respectivamente [46]. Esto es asi porque para el oscilador de
Fermi y a diferencia de su companero bosénico, las variables del espacio de
fase (reducido) no admiten una representaciéon cuéntica en la que éstos sean
diagonales, es decir, que estén representados como operadores de multipli-
caciéon y derivacion en el super espacio de Hilbert?.
Luego la ecuacion estacionaria de Schrédinger se plantea como

HyU(z) = BEV(x), (3.33)

y se resuelve insertando (3.31 - 3.32) en H #, convirtiendo la ecuacién de
autovalores en un sistema algebraico de la forma

1 1
- <2m + E> To + (QFM - E> 20y = 0. (3.34)

Este sistema se resuelve pidiendo que el autovalor E no dependa de la
coordenada x y tampoco de los coeficientes del autovector. Esto implica
que el factor entre paréntesis en el segundo sumando en (3.34) debe anularse
lo cual nos conduce al primer autovalor E; = —i—%hw. Al mismo tiempo,
debemos anular el sumando restante lo cual significa que el coeficiente ¥ del
autovector asociado a este autovalor de energia debe ser nulo, de modo que
el autovector resultante serd de la forma ¥;(x) = xA;. Si normalizamos este
autovector en el producto interno de H entonces tomara la forma ¥y (z) = .
Luego, el otro autovalor se obtiene de pedir que ¥g # 0 lo cual nos conduce a
tomar como autovalor Fy = —%hw. FEsto a su vez nos obliga a tomar ¥; = 0

2 Esto no depende de si tomamos el campo C o el anillo Ao, para definir la multiplicacién
por escalar en el espacio de Hilbert, de igual modo no existird representaciéon diagonal de
los operadores asociados a las variables del espacio de fase reducido.

32



3.2. CUANTIZACION CANONICA

para anular el sumando restante. Asi el autovector correspondiente a este
autovalor toma la forma Wo(z) = Ao, el cual normalizado sera ¥y(z) = 1.

Destaquemos dos aspectos importantes de este resultado. El primero
es ver que una combinacion lineal de los autoestados normalizados Wo(z) y
Uy (x) y con coeficientes Wy, ¥; conduce a un super vector arbitrario W(z) =
Uo(z)Uo + ¥i(x)¥; = ¥g + 2¥;. De esta manera, los autovectores del
hamiltoniano H ¢ forman una base completa de H. El segundo aspecto es
que los autovalores :l:%hw son los inicos que emergen de resolver el problema
(3.34) y ninguno de ellos tiene contribucién de alma. Debido a ésto y a que
sus autovectores respectivos forman una base completa, entonces en términos
de las definiciones de Bryce [41], el hamiltoniano H 7 es el operador asociado
a un observable fisico, concretamente, la energfa.

Veamos ahora la construccién y caracterizaciéon de la representacion de
Fock a partir de la representacién de Schrodinger. Primero escribamos las
RCA en el esquema de Heisenberg en el que los operadores son funciones del
tiempo t. La evolucién de los operadores puede ser obtenida a partir de la
ecuacién de Schrédinger como

z‘h%%j(t) - [@j(t),ﬁf}_. (3.35)

Note que la paridad del hamiltoniano H ¢ incide en que el conmutador
generalizado (que emerge del CPG) del hamiltoniano con cualquier otro ope-
rador sea simplemente un conmutador, lo cual se desprende de la propiedad

(3.13) del Corchete de Poisson Generalizado. Desarrollando la ecuacion
(3.35) obtenemos una expresion de la forma

d . .
o = —wéker 7!, (3.36)

que coincide con la versién cldsica y cuya solucién es
" L .
() = arfe @t 4 alpd" et (3.37)

Los coeficientes 7/ son dos ntimeros complejos ordinarios ya que a este
nivel, tratamos con las RCA como &lgebras y no como super algebras. El
simbolo t, indica que el operador @' es el adjunto del operador @ en el pro-
ducto interno de H. Ahora tomemos la condicion ¢t = 0 e insertémosla en

(3.37) de modo que fijando los coeficientes con valores r! = ‘/TTE yr?= i@,
el anticonmutador de los operadores @ y al satisface
[aaa]-‘r = [aTaaT]-‘r =0, [676-”4— =1, (338)
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es decir, son los operadores de creacion y aniquilaciéon. Aqui haremos una
breve pausa para explicar algunos aspectos importantes. En la literatura, el
algebra formada con (3.38) es la nombrada &lgebra de las relaciones canénicas
de anticonmutacion, mientras que la formada por (3.25) es la llamada algebra
de Clifford. De acuerdo a [47], 1) todas las representaciones de las (3.38)
en espacios de Hilbert de la misma dimension finita son isomorfas y 2) si la
representacion se realiza en un espacio de Hilbert de dimensién par o éste
tiene dimension infinita, entonces siempre se podra encontrar un isomorfismo
entre las (3.38) con las (3.25) similar al dado en (3.37) at = 0. Por esta razon
en la mayoria de los textos no realizamos distincién alguna entre un dlgebra
y la otra. Claramente, el tomar super ntumeros modifica la estructura del
algebra conviertiéndola en super dlgebra. Esto indica que el criterio dado por
[47] no es necesariamente aplicable y por lo tanto, la super algebra formada
por los operadores @ v @ no es necesariamente isomorfa a la formada por 7.
No contamos con una demostracion de esta iltima afirmacién, y por ello la
tomaremos como una conjetura formal y admisible.

El super espacio de Hilbert H; para la representaciéon de Fock puede ser
brevemente definido® como formado por los super vectores abstractos

) = 10)p0 + L)1, (3.39)

en el cual pg,1 € Ay y la multiplicacion derecha e izquierda por super
niameros z € Ay con los vectores de la base |0) y |1) son la misma. El espacio
dual es analogo a (p| = ¢§(0| + ¢j(1]| donde * es el conjugado complejo en
Aso. Los operadores @ y @' se representan entonces en H ¢ de la forma

alo) =0, al1) = |0), a'lo) = 1), a1y =0,  (3.40)

lo cual confirma que son los operadores de creacién y aniquilacién del os-
cilador de Fermi. En términos de las (3.38), los operadores de creacion y
aniquilacién se pueden representar en H como

() = o @i U) = L) (3.41)
V2h dz ’ ’
W) = (3 4 id?) U(z) = 2V(a), (3.42)

por lo tanto @ y @' son operadores diagonales en H cuando se implementan
(3.31) y (3.32). Este resultado nos da la pista para construir el analogo a la
representacion de momentos en un super espacio de Hilbert. De forma similar

% Una derivacién precisa se encuentra en [41]
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al caso bosoénico, realizamos una transformada de Fourier de las funciones
super analiticas definidas en H

(k) = /da: e (), U(x) = /dk e " F (), (3.43)

donde k,dk € R, y las ¥(k) son nuevamente funciones super analiticas.
Estas forman un super espacio de Hilbert

H={T:Ry — Aso; k — U(k)| U(k)super analiticas}. (3.44)

Es facil verificar que en ‘H los operadores de creacién y aniquilacion se
representan como

av(k) = kU(k), (3.45)
alw(k) = jZ\i/(k). (3.46)

Continuemos ahora con el andlisis de la representacion de Fock dando los
aspectos relativos a la dindmica. El hamiltoniano toma la forma

. ; N a1
Hy = —%Wijl'J{IJk = hw <aTa — 2) . (3.47)

La ecuacion (3.47) junto con (3.40) conduce a un espectro idéntico al
obtenido en la representacion de Schrodinger E,, = hw(n — %), conn=0,1.
Los autoestados estan relacionados de una forma similar al caso bosénico

|0) = Ueo(x) y |1) — Pe, (x) haciendo uso de la integral de Berezin

In) = / ) do U, (2), (3.48)

aqui |z) mimifica la base de coordenadas de variables reales anticonmutativas
en la notacion de kets. Ademés tenemos (x|z') := §(x — 2’), donde §(z —
z') = x — 2/ es la distribucion delta de Dirac en el espacio R,[41]. Como
mencionamos anteriormente, las propiedades de la integral de Berezin nos
da

(x|n) = ¥, (x), (3.49)

lo cual es similar al caso bosénico.

Un resultado importante de esta descripcion es el del calculo de las fun-
ciones de correlacion, en particular las de uno y dos puntos. Estas funciones
de correlacién jugardn un papel importante en el calculo del propagador del
campo de Dirac descrito en osciladores de Fermi.
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3.2. CUANTIZACION CANONICA

Para determinar las funciones de correlacién primero es necesario exponer
las siguientes propiedades de los autoestados de energia del oscilador de
Fermi.

Las autofunciones normalizadas toman la forma W, (x) =1y V., (z) ==
respectivamente. Ademés

% V2

21 Weo(z) = 7\1161(33)7 /Z'\?\I/m(x):gq/m(x)a (3.50)
P2, (z) = ‘fmeo(x), @xyel(x):i‘quel(x). (3.51)

De modo que ahora podemos calcular las funciones de correlacién de un
punto digamos para Z7, dando

Ol = (07 / Ao W, (2)]2) = (0] / Ao Ty Uy (2)2)

2 2
— (0| /dx ‘gqf ()]2) = *2[<0\1> — 0. (3.52)
Anélogamente, la funcion de correlacion correspondiente a Zo se obtiene
como

(0[72]0) = 0. (3.53)

Otras funciones de correlacion utiles son aquellas que son bilineales en los
operadores fundamentales. Un célculo similar al anterior nos conduce a

1

OFEI0) = (O1)?10) = (01510} = 3. (3.54)
O@El0) = (0 [ v @) ) = L0 [ e, @)
VB, [ V3 Lo 1
= P00 [ @) = 5 00 = 51 (359
OF310) = (0] - B1al0) = o (3.56)
OFsE:/0) = (0](E2)210) = (01310} = . (357

Con estos resultados, tenemos bajo control las funciones de correlacion
que emplearemos en el cilculo del propagador del campo de Dirac y ademas,
hemos mostrado una similitud bastante notable entre la representacion de
Fock y la de Schrodinger del oscilador de Fermi con su contraparte bosénica.

En la siguiente seccién estudiaremos el andlogo al dlgebra de Weyl para
el primero siguiendo pasos similares a aquellos dados para el caso bosénico.
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3.3 Super dlgebra de Weyl

lNlustremos ahora el camino heuristico seguido por nosotros para construir
una version fermionica del algebra de Weyl. Decimos que es heuristico por
dos razones; la primera es porque el sistema fermionico, a diferencia del
sistema, bosénico, no tiene problemas de acotamiento de los operadores fun-
damentales y por lo tanto, no existe una necesidad primordial para construir
el algebra de Weyl fermionica [47]. La segunda razon, es porque una cons-
truccion rigurosa del algebra de Weyl fermionica resultara de implementar el
esquema de cuantizaciéon algebraica, en particular la construccion GNS, y en
este trabajo hemos seguido la ruta ofrecida en [3] que, aplicada al oscilador
de Fermi consiste en los siguientes pasos

. TS, o1al 151 .
1. Construir el operador exponencial W (@) := '(*' ¥ +4'%) ¢on parame-

tros u/ € Ry, j = 1,2.

2. Desarrollar en serie la expresion e/'Z T2y (), siendo ¥(z) € H,
y determinar la representacion de W (@) sobre H a partir de la repre-
sentacion de z' y Z2 sobre este mismo super espacio de Hilbert .

3. Luego definir la multiplicacion del algebra de Weyl fermionica a partir
de la composicion con operador W (¥), es decir, definir

W (@) W(@)| ¥(z) = W () [W(a)\p(x)].

4. Lainvolucién del dlgebra la obtenemos extendiendo la involucién definida
sobre H.

5. Para pasar a la mecanica polimérica fermiénica modificamos el super
espacio de Hilbert cambiando la delta de Dirac del producto interno
por una delta de Kronecker.

6. Representar /W(ﬁ) en el nuevo super espacio de Hilbert y verificar que
no puede obtenerse alguno de los operadores 77, j = 1,2. De esta ma-
nera, habremos construido una representacion singular que llamaremos
representacién polimérica.

7. Luego, proponer un operador que mimifique en cierto sentido, las
propiedades dindmicas del sistema y estudie su problema de autovalo-
res.

Pasemos entonces al primer paso definiendo las exponenciales

o~ —~

W (i) = W(ul,u?) = W@ +udh) (3.58)
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que serén consideradas como los generadores del dlgebra de Weyl. En esta
expresion, u?, j = 1,2 son cantidades reales anticonmutativas. El operador
definido en (3.58) emplea parametros reales anticonmutativos porque éstos
parametros emergen del espacio de fase de la teoria clasica [6] y en nuestro
caso, el espacio de fase es precisamente R2.

Una representacion de W en # puede obtenerse usando (3.31)-(3.32)
como mencionamos en el paso 2

=

h vV 2h
W(ut, u?)¥(z) = (1 + Zu1uQ> Yo+ —— (iul - uz) Uy +

2 2

10 2h
+ (1 - Zgulu2> U1+ \zﬁ (i +u?) Ty, (3.59)
| 12
— egulu? e@x(wlﬂ‘z) U (z + VR —u )) (3.60)

La expresion (3.60) puede ser entendida como la forma en la que los
operadores W acttan en ‘H, i. e. una multiplicacién por una fase y traslaciéon
similar al caso bosonico, y no solo como un expresion simplificada de (3.59).
De este modo (3.60) sugiere que el operador W no es cerrado en H porque

el argumento de la traslacion en la funcién super analitica = + @(wl —u?)
no es una cantidad real. Naturalmente podriamos estar tentados a desechar
la relacion (3.60) y quedarnos con (3.59) pero la notacion dada en (3.59)
es poco amistosa con la construcciéon polimérica ya que presupone que se
estd tomando un espacio de funciones super analiticas. Para pasar a una
representacion singular conviene una notacion como la de (3.60) pero que
esté bien comportada en H. Veremos méas adelante la soluciéon dada a esta
dificultad.

Definimos la multiplicacién por super ntmeros del dlgebra cuyos genera-
dores estan dados por (3.59) de la forma

|
IS
—~
=)
Y
E/i
S|
~—
O

(z - W(ﬁ)) U(z) : (3.61)

(W(ﬁ) : z) U(z) = W (@) (2 0) (2). (3.62)

La suma puede ser extendida de forma natural y una multiplicacién entre
generadores, que constituye el tercer paso, se introduce usando la ecuacién
(3.59). Esta toma la forma
2 2)/\

W (@)W (7) = ez («"v" )77 (7 4 ). (3.63)
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Notemos en (3.63) la fase formada con las etiquetas @ y ¥ lo cual es un
resultado similar al caso bosénico.

Con todos estos resultados, podemos definir la super algebra de Weyl
como el conjunto de elementos formados con las sumas finitas de las multi-
plicaciones finitas de los generadores de Weyl y super nimeros. Un elemento
arbitrario A tendré la forma

A\ = Z(]—I—21W(ﬁ1)z2+23W(ﬁz)Z4/W(ﬁ3)Z5+ZGW(ﬁ4>Z7W(ﬁ5)ZSW(Uﬁ)Zg+. ..

(3.64)

De la expresion (3.59) podemos recuperar la representacion (3.31) - (3.32)
como

o~

Mow) = 1 () e (3.65)

S = S

Pu() = (£Jiﬂmwmﬁm (3.66)

donde los operadores 8%1 y % son tratados como super nimeros actuando
en el argumento x. Con estas relaciones, uno puede asegurar que todos los
subconjuntos de la super algebra de Weyl formados con super nimeros sin
alma, seran isomorfos al subconjunto de la super dlgebra generada con las
(3.38) y formado con super ntumeros sin alma.

Ahora calculamos la accion de los generadores de la super algebra de
Weyl en un estado ket empleando la expresion (3.59) tomando la forma

V 2 1 : ih
2h(iu1 + u2)>6_@z(ml_“2) LeTut? (3.67)

W(u', u?)|a) = |z +

Es clara la relacion con la notacion dada en (3.60) y por supuesto, el
problema de que los operadores representados como en (3.60) se salen del
super espacio de Hilbert H sigue presente. Este resultado nos invita a con-
cluir que la relacion (3.60) es acertada y que en efecto, el generador W tiene
una representaciéon que no es cerrada en H. Antes de pasar a dar la solucién,
daremos una explicacion mas nitida al problema para lo cual escribimos el
argumento de W en términos de los operadores de creacién y aniquilacion

\/2271 (iu' —u?)a+ V2R (iu* +u?)al, (3.68)

i(u'3! +u?3?) = :

y notemos que los coeficientes en (3.68) son aquellos que aparecen en la fase
y en el coeficiente de traslacion en (3.60) y (3.67). Luego, recordemos que en

el caso bosénico, cuando los operadores de Weyl son construidos a partir de
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los operadores de posicién y momento, sus coeficientes implican por ejemplo
en la representacion de posicion, una fase y el desplazamiento respectivo de
los estados kets de posicién. De este modo, la interpretacién que damos a
los coeficientes iu! 4 u? es similar: corresponden a fase y desplazamientos
asociadas a los operadores de creacién y aniquilacion.

Dicho esto, una solucién natural seria pasar a un super espacio de Hilbert
basado en funciones super analiticas con argumento complejo anticonmuta-
tivo en vez de un argumento real anti conmutativo y con esto el desplaza-
miento por una cantidad compleja anticonmutativa estaria bien definido. En
este caso solo podemos conjeturar que este nuevo super espacio de Hilbert
permita una interpretacién de la representacion de las RCA en términos
de funciones holomoérficas. Desafortunadamente, esto requerird modificar la
representaciéon de las RCA y nos apartaria de nuestro proposito de seguir una
ruta lo més similar posible a la construccién dada en [3| para el caso bosonico.
La solucién que daremos entonces consiste en suponer que la definicién que
dimos al generador de Weyl en (3.58) es inadecuada, pero sin embargo nos
sirve para elegir la correcta. Esta, la correcta, resulta de tomar una redefini-
cion del generador W reemplazando u' — —iu!. Escribamos la expresiéon
(3.58) con esta modificacion y veamos como se modifican las construcciones
dadas anteriormente con el nuevo generador

o~ —~

Wb, u?) = W(—iut,u?) = g~ (W' T +ite?) (3.69)

Este es un generador diferente y por lo tanto dard lugar a una super
algebra diferente. Su representacion ahora pasa a ser

— h V2h
Wb, u?)U(z) = <1 + 2u1u2> Vo + —- (u' —u?) Uy | +
+x <1 u1u2> Uy + —— (u' +u?) Yy, (3.70)
_ e%uluZ .egx(ul—iﬂﬂ) ) \I/(.’L' + 7\/2271(U1 o u2))’ (371)
y su multiplicacién como super dlgebra toma la forma
W\(ul, u2))7\/\('u1, v?) = e_%(“lvl_“%Q)W(ul + ol u? 4+ 0?), (3.72)
siendo w’, v, j = 1,2 super ntmeros reales anticonmutativos. La repre-

sentacion de las RCA puede recuperarse usando (3.65) y (3.66) al reemplazar

en ellas u! — —iul.
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Finalmente, la accién en un estado ket estd ahora bien definida y toma
la forma

W)} = | + Jzﬁwl ) ) B (31g)
con lo cual tomaremos a los operadores W\(ul,qﬂ) como los generadores de
la super algebra de Weyl. A partir de éstos podemos construir la versién
fermiénica de los grupos unitarios uniparamétricos y de esta manera, el pa-
ralelismo con el caso bosénico serd mas nitido.

Definamos entonces los super nimeros

V2h

¢ = N (Ul + UQ) ; (3.74)
& = \/jh (u' —u?), (3.75)

los cuales estan relacionados con la traslacién y la fase multiplicativa en
(3.73). Con éstos la expresion (3.73) toma la forma

(L 1 2 1
W (5 €+

v los elementos de matriz toman la forma

@ <\/1271 (€ ). (e 52)) 2) = 8(a,w + € e 1€

(et - 52)> ) = |z + e ™ . 728 (3.76)

(3.77)
Luego, debemos recordar que en H, la funcién delta de Dirac es una
funcion super analitica §(z,2’) := x — 2’ [41], por lo tanto (3.77) es una

funcién super analitica en los parametros &' y €2, Este hecho es el que nos
permite recuperar las RCA a partir de la ‘diferenciacion’ por variables reales
anticonmutativas y serd, como veremos en la siguiente seccién, el aspecto
que tendremos en cuenta para construir la representacién polimérica.

La multiplicacién (3.73) escrita en términos de los nuevos parametros
definidos en (3.74, 3.75), toma la forma

/el 2 ¢l _ 2N\ __/en 12 1l 2
W(E ¢ ¢ £>W<§ +¢7 ¢ )
V2h T V2R Vah /2R
_ e%(€1£/2+£2€/1)w\ (51 + 24t _1_5/27 24t 5/2) |
V2h V2h
donde es inmediato ver que los elementos de la super algebra de la forma

- 2 2 N = 1 1
)4% (%, —%) =: V(£2), con ¢! = 0y aquellos de la forma W (\57271’ %) =:
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u (€1), con €2 = 0, definen dos grupos uniparamétricos con multiplicacién de
grupo en términos de la multiplicacién del algebra como

UEHUE") = UE +¢), (3.78)
VEW(E?) = V(E+¢7), (3.79)
mientras que la multiplicacién entre los elementos de ambos grupos es

UE)V(2) =€V () U (€Y (3.80)

Vemos entonces que la representacion de estos elementos u (§ 1), % ({2)
en un estado abstracto ket |x) sera de la forma

(EHz) = |z + &), (3.81)
(€?)|z) = |z)e™2, (3.82)

< )

haciendo evidente que u y V realizan traslaciones y multiplicaciones por fases
en R,. Unido a esto, de (3.70) podemos recuperar las RCA realizando

e

du(ig)l\ll()‘f:o = 2 = a0 (), (3.83)
()0 (2

(W(gdf)fl()ko =0, =a¥(z). (3.84)

De esta manera, este resultado nos permite considerar que los genera-
dores de estos grupos pueden ser asociados a los operadores de creacién y
aniquilaciéon de las RCA. Este hecho contrasta con la versién anédloga de sis-
temas bosonicos, cuyos generadores estan relacionados con las variables fun-
damentales del espacio de fase, es decir, la posiciéon y el momento candnico.

Hasta este punto, hemos aclarado algunos aspectos relacionados con la
naturaleza de los parametros involucrados en la construcciéon de la super al-
gebra de Weyl fermi()nigz\x. Para pasar a la construcciéon polimérica, recorde-
mos que la matriz (x|W(u!,u?)|2’), es una funcién super analitica en los
parametros u! y u?. Este hecho nos permite recuperar las RCA realizando
la diferenciacién super analitica por la izquierda sobre el elemento de matriz.
Este criterio lo emplearemos para construir la versién polimérica fermionica,
imponiendo que el super espacio de Hilbert (polimérico) sea aquel en el que la
diferenciacién super analitica no esté definida. De esta manera, no podremos
recuperar las RCA a partir de la super algebra de Weyl fermionica.

En este sentido, notemos que en el caso bosoénico, el espacio de Hilbert
polimérico admite una representaciéon singular del algebra de Weyl y que la
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naturaleza singular de la representaciéon de coordenadas de los generadores
de Weyl, esta relacionada con la topologia discreta del espacio de confi-
guracién, i. e., una medida contable en el espacio de Hilbert polimérico.
Este comportamiento de la representaciéon emerge entonces de la estructura
del producto interno del espacio de Hilbert polimérico de coordenadas que
emplea una funciéon delta de Kronecker: (z;|wy) = 04, 4,. En la siguiente
seccion, veremos que en el caso fermidnico, usaremos un criterio similar para
construir el super espacio de Hilbert polimérico fermiénico.

3.4 Cuantizacién polimérica

Tomemos un conjunto N' = {z;}, con j = 1...N, de N super nameros
zj € R,. Tomemos las combinaciones lineales de objetos abstractos |z; >,
de la forma

N
v) = Z |2,) T, (3.85)

donde los coeficientes ¥, son super niimeros W, ; € A arbitrarios. Sea F), el
espacio de todas estas combinaciones lineales, con conjuntos Ny coeficientes
W, arbitrarios. Tomemos dos elementos de |®),|¥) € F,, donde |®) =
Zj-w |2j) @, v |¥) esta dado como en (3.85). Definamos la aplicacién binaria
+: Fp X Fp = Fp; (|9),[¥)) — |®) + |¥), llamada suma, tal que

NUM

N M
D ) ay + ) ) By = Y |z) T (3.86)
J J J

donde N UM indica el nimero total de elementos del conjunto unién N'UM
y los coeficientes W) se determinan a partir de los coeficientes de |®) y [¥)

CcOomo
Uy, + @y, sl z; € NOM,
U =9 Yoy, sioz; € WUM)\WN, (3.87)
dy;, sioxje (NUM)\ M.

Posteriormente, definimos las aplicaciones: multiplicacién izquierda -7, y
multiplicacién derecha - como

L Do X Fp (2,|0) = 2, W) = > ) 2T, (3.88)
J

R oo X Fpi (2,[0) = 2 g [W) i= Y |a;) ¥z, (3.89)
J
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3.4. CUANTIZACION POLIMERICA

con lo cual hemos equipado a F, con una estructura de super espacio vec-
torial. Los super espacios de Hilbert no tienen producto interno aunque si
poseen una aplicacién biyectiva entre el super espacio vectorial y su dual que
hace las veces de producto interno [41]. Con nuestra construccion, el dual se
obtiene de manera formal como los objetos

N
(U] = Z U, (], (3.90)

siendo la suma y las multiplicaciones naturalmente extendidas a partir de
la suma y las multiplicaciones definidas sobre F,. Con esto, la aplicaciéon
biyectiva que usaremos para construir el super espacio de Hilbert es de la
forma

< zlr' >= 0y, (3.91)

donde 4, ./ es una delta de Kronecker con argumentos reales anticonmuta-
tivos. Sea entonces H,, el super espacio de Hilbert (polimérico) formado con
Jp unido a la suma, las multiplicaciones y la biyeccién definidas anterior-
mente, es decir, H, = (Fp,+, L, R, <,>). Ahora pasemos a implementar
una representacion de (3.69) en H,, similar a la dada en (3.73) para la cuan-
tizacién estdndar quedando en este caso como

W 2h
Wl a2y} = oy + Yo (! 4+ e Bttt

Los elementos de matriz obtenidos con (3.92) son de la forma

— V2h V3R 3
<:Uj\W(u1,u2)|xk> _ <SC]’£C]€ + T(ul + u2)>€_ 22f zp(ul—u?) eguluQ'
_ f@xk(ulfzﬂ) hoyly?
- 6x,7,xk+@(u1+u2)e ’ e o (3.93)

los cuales no son super analiticos y por lo tanto, no podemos diferenciar-
los para obtener las RAC. En otras palabras, la representacién de la super
algebra de Weyl en este super espacio de Hilbert no permite recuperar el
algebra generada por z', #2. Debido a que esto es un hecho distintivo en la
construccién polimérica bosoénica, lo empleamos en el caso fermiénico como
la caracteristica para considerar al espacio de Hilbert H,, y la representacion
(3.92) como la version fermiénica de la mecanica cuéntica polimérica.

Antes de pasar al analisis de la dinamica polimérica, es importante cono-
cer las propiedades de la transformada de Fourier sobre el super espacio
de Hilbert #H,. Esto serd util para resolver la ecuacién en diferencias que
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3.4. CUANTIZACION POLIMERICA

emerge en la ecuaciéon de autovalores estudiada en la siguiente seccién y que
es andloga a la ecuaciéon que emerge en la dindmica polimérica del oscilador
arménico bosénico.

Definamos una transformaciéon de Fourier formal en este super espacio
vectorial como

(k|z) = e, (3.94)

que es andloga a la empleada en (3.43) pero en este caso, z € R, con topologia
discreta mientras que k € R, con la topologia estandar. En caso de la cuan-
tizacion estandar, (3.43) permite definir el andlogo de la representacion de
momentos. En el caso polimérico, (3.94) no asocia a los estados poliméricos
un elemento del dual ya que deja de ser un isomorfismo y por lo tanto, no
conduce a la representaciéon de momentos. Sin embargo, a los nuevos estados
les llamaremos formalmente estados de momento solo por comodidad. De-
bido a que el nuevo parametro k es ‘continuo’ en R,, el nuevo super espacio
de Hilbert es super analitico si definimos que (3.94) actuando sobre (3.85)
conduce al super vector

U(k) = (k|¥) = Tg + k¥, (3.95)

siendo los coeficientes de la forma
. N . N
Up=> T, , Uy =—) a0, (3.96)
z; z;

La ecuacion (3.95) define un super vector del super espacio de Hilbert
que denotamos como 7:[p. En el caso de la construccion bosoénica el analogo
a 7:[p, que resulta de la transformada de Fourier, es el formado por el com-
pletamiento de Cauchy de las funciones casi periddicas. El equivalente a las
funciones casi periodicas en el caso fermiénico no se define via la transfor-
macion (3.94) ya que las combinaciones

U(k)y=> e ™y, (3.97)
J

conducen a funciones que tienen un periodo bien definido el cual puede
ser calculado contando el namero de puntos N en (3.85). Si N es par y
Nmod4 = 0, entonces el periodo t = TH;V xj donde 7 € R, es un super

nimero arbitrario o si N es par pero Nmod4 = 2, entonces t = i1 Hév z;.
En el caso de un nimero impar de puntos, cuando Nmod4 = 3 entonces
t = va zj y por dltimo, si Nmod4 = 1, entonces t = i7 [[; ;. Con este
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3.4. CUANTIZACION POLIMERICA

resultado es claro que la transformacion (3.94) no conduce al analogo fer-
mioénico de las funciones casi periddicas del sistema bosénico. Por ultimo
notemos que 7:[p tiene super dimensién 2, mientras que el super espacio de
Hilbert H,, formado con los kets |z;) donde z; € R, no tiene dimension
definida, en particular, seréd infinita.

Una consecuencia importante que resulta de la transformacién de Fourier
empleada y la super analiticidad de los estados en 7:[,), es que la proyeccion de
los operadores Z7 estara bien definida. Esto se obtiene a partir de calcular la
accion de los operadores de Weyl en 7:[p los cuales resultan estar representa-
dos analiticamente en términos de los parametros u', u?. Esto permite por lo
tanto obtener la accion de ' y Z2 por derivacién super analitica justo como
en la representacién estandar. Este resultado es importante en el calculo del
propagador del campo de Dirac.

Pasemos entonces en la siguiente seccién a analizar la dindmica del os-
cilador de Fermi descrita en este super espacio de Hilbert polimérico.

3.4.1 Dinamica

Para estudiar la dindmica del oscilador de Fermi en H, necesitamos definir
un operador hamiltoniano en términos de los generadores de Weyl, ya que los
operadores 7/ no estan definidos en H,. En el caso bosénico [3], el operador
que se propone es tal que en cierto limite, conduce al operador hamiltoniano
usual del oscilador arménico. Esto nos conduce a la primera dificultad en
el caso fermiénico ya que las variables impares reales (o las variables de
Grassmann en general [41]), no admiten procesos de limite en el sentido
del analisis funcional estidndar. La topologia del super espacio real impar
no permite implementar nociones como las del completamiento de Cauchy,
razoén por la cual requerimos de otra estrategia.
Tomemos entonces el operador
A, 1

(!, u?) = % 2 Wl u?) — W=, —u2)| . (3.98)

Si este operador se representa en el super espacio de Hilbert estandar H,
con los generadores de Weyl dados como (3.73), entonces éste satisface la
ecuacién de autovalores

Hy(u, u?)¥(z) = hu'u?EV(z), (3.99)
donde la A se introduce porque u/ tiene dimensiones de A~1/2. Combinando

(3.98) vy (3.99) la ecuacion estandar de Schrodinger puede ser obtenida como
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3.4. CUANTIZACION POLIMERICA

es decir, el operador flp representado en H conduce a la ecuacién de auto-
valores del oscilador de Fermi. Este es entonces el criterio empleado para
construir el operador hamiltoniano en el sistema fermiénico polimérico.

Tomemos ahora el super espacio de Hilbert polimérico H,, el operador
pr, la representacion (3.92) para los generadores de la super algebra de Weyl
y estudiemos la ecuacion (3.99).

La delta de Kronecker relacionada con la aplicacién biyectiva en H,
no nos permite tomar (3.100) como la ecuacién de autovalores, porque la
derivada por la izquierda no estd definida en H,, por esta razéon tomamos
(3.99) en lugar de (3.100).

Tomemos entonces un estado polimérico arbitrario junto con (3.73) para
escribir la ecuacion (3.99) la cual conduce, andlogamente al caso bosonico, a
una ecuacion en diferencias de la forma

e—\/gx(ul—uz \/gx(ul—u?) N _

)
quf*@(ulﬂ?) e o/ & (ul +u?)

) (1 B u1u2E> €%u1u2\1/m.

(3.101)

La forma de esta ecuacién implica que las soluciones pueden escribirse
como

h
Tap) =D lao + m\/g(u1 +u?)Tm e g, (3.102)

donde G,, puede pensarse como una especie de red Grassmanniana regu-
lar formada por super numeros reales anticonmutativos de la forma xg +

m\/g(ul + u?) para un dado punto zg € R, y m € Z.
Estrictamente hablando, el conjunto real impar se divide en subconjun-

tos etiquetados por zg tales que cada elemento del subconjunto pueda ser

obtenido como una suma zy + m\/é (u! + u?). Esta construccién implica

un orden parcial en cada subconjunto con lo cual emerge la nocién de red.
Proponemos entonces que el super espacio de Hilbert polimérico completo
(dindmico) puede ser descompuesto en una suma directa de los super espacios
de Hilbert poliméricos de cada red sobre xg

Hy = Bay HS™, (3.103)

andlogo a la construccién realizada en el caso bosénico del oscilador armoénico
polimérico.
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3.4. CUANTIZACION POLIMERICA

Escribamos (3.101) tomando (3.74) y (3.75) por simplicidad. Esto nos
deja con la relaciéon de recurrencia

e~ (@otmeNE? g (m=1) | (wo+m&)e? \p(m+1) _ 26(%—%)5152\1z%), (3.104)

zo zo

Ahora tomamos xg = 0 en (3.104) y aplicamos la transformada de Fourier
(3.94) quedando la ecuacion algebraica

fw . hw =
0= [2 — E] wlu?Wy — [2 + E] u'u? k. (3.105)

Notemos que (3.105) involucra el prefactor u'u? en su lado derecho y que

éste no puede desecharse debido a su caracter Grassmanniano. La solucién al
problema de autovalores (3.105) ha sido dada en [11]. Los correspondientes
autovalores son entonces

fw
E_ = -3 + au! + Bu? + yulu?,
hw a9 19
E, = —1—7 + au + pu” + FJuu’, (3.106)
donde o, 8,...,5 € A, son coeficientes cuyos valores deben ser obtenidos

por medio de alguna condicion fisica.

Cabe destacar que el cuerpo de estos autovalores coincide con el espectro
de energia del oscilador de Fermi estdndar, y que es notable que contenga
contribuciones tipo alma [41|. Este resultado se aparta de la linea comun
desarrollada para el tratamiento de modelos fisicos en el super espacio [41] ya
que los autovalores de operadores fisicos no deben tener alma por definicion.
A pesar de esto consideramos relevante explorar las consecuencias de nuestra
propuesta para investigar como se modifica el propagador de campo de Dirac
justificaindonos en el hecho de que eventualmente el cuerpo del campo de
Dirac polimérico puede coincidir con el estandar, quedando entonces por
estudiar las modificaciones poliméricas. Esto se estudiard en el siguiente
capitulo.

Adicionalmente, es importante senalar que el espectro (3.106) tiene forma
de desarrollo en serie de u', u? lo cual es analogo al caso del oscilador
armoénico polimérico el cual contiene modificaciones en potencias de los
parametros de la red [3, 7|. Esta similitud puede sugerir que el desarrollo en
serie obtenido es precisamente una caracteristica de los sistema poliméricos
en términos de los parametros de la red.

La expresion de los autoestados en el espacio de momentos es de la forma

(k|=) = ¥ (k) = 1 4+ kuu?C, (k|l+) == v (k) = wM?C* + k,
(3.107)
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donde C' € Ay, es otro coeficiente cuyo valor debera fijarse empleando cri-
terios fisicos. Estos autoestados forman una base ortonormal en 7:[p.

En el siguiente capitulo, reemplazaremos los operadores y estados asocia-
dos a la cuantizacién usual de los osciladores de Fermi que constituyen los
modos del campo de Dirac, por la versién polimérica de éstos. El campo de
Dirac resultante lo denominamos campo de Dirac polimérico. Finalmente,
calcularemos el propagador de este campo de Dirac polimérico en un espacio
tiempo plano para lo cual serd necesario conocer algunas de las funciones
de correlaciéon del sistema mecénico polimérico fermiénico. En particular
las amplitudes pp (0|75 (t) Z5(t')|0)pp, siendo [0)pr = @j_1|—); donde j
etiqueta cada uno de los osciladores de Fermi que describen el modo k del
campo de Dirac.

En este punto, pediremos que F_, F/, sean cantidades reales conmutati-
vas lo cual limita los pardmetros «, 3, ...,7. Las funciones de correlacion de
uno y dos puntos correspondientes son

u1u2 _(x iu1u2 *
(0] = YOO ey - YO (540
gy GETEOAL BB
(R (¢)]) = L (RO = e (3109)
gy GETEOAL BB
(R0 )]-) = L (CRRR) ) = . (3110)

Notemos que a diferencia de las amplitudes similares calculadas en la
cuantizacion estandar, las funciones de correlacion dadas en (3.108) son
no nulas y que en (3.109, 3.110) la exponencial recibe contribuciones de
alma. Estas diferencias en las amplitudes del modelo mecénico polimérico
fermiénico con respecto a sus similares en la cuantizacén estandar incidiran
en el calculo del propagador del campo de Dirac al reemplazar los osciladores
de Fermi por la versién polimérica de éstos.

Para estudiar esto, pasemos al siguiente capitulo donde trataremos la
cuantizaciéon polimérica del campo de Dirac.
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4. CAMPO DE DIRAC

“If you are receptive and humble,
mathematics will lead you by the hand.”
P. A. M. Dirac

En este capitulo describimos el modelo polimérico del campo de Dirac
usado para calcular el correspondiente propagador. Este contiene el propa-
gador usual pero ademas otras contribuciones propiamente poliméricas.

Esencialmente el modelo consiste en reemplazar la torre infinita de os-
ciladores de Fermi que conforman al campo de Dirac en espacio tiempo plano
por su correspondiente versién polimérica.

El capitulo aporta los pasos necesarios para ir desde los modos de Fourier
del campo de Dirac a los osciladores de Fermi, hasta llegar a los osciladores
de Fermi poliméricos insertados en los modos del campo y sus efectos en el
propagador del mismo.

4.1  Descomposicion en modos de Fourier

Para el analisis del campo de Dirac polimérico seguimos una ruta similar
a la empleada para el campo escalar real. Comencemos con la descripcion
canénica del campo de Dirac dando la accién real de éste como

Sy = /4 dz [;\1/7“(@\11) - %(aﬁ)wqf A (4.1)
R

donde ¥ es el campo de Dirac y ¥ = ¥4 es su conjugado de Dirac. v* son

las matrices de Dirac que satisfacen {y*, 7"} = 201454 y M es la masa del

campo.

Para realizar el anélisis hamiltoniano de (4.1) se aplica el método de
Dirac para teorias con constricciones [44]. El resultado final de este anélisis
conduce a considerar a ¥ y UT como las variables basicas para la descripcion
hamiltoniana del campo. El tinico corchete de Dirac no nulo es

00
{Wa(t,®), Wo(t. )} p = 00 69(F ~ ), (4.2
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el cual reemplaza al corchete de Poisson usual. En esta expresiéon ¥, con
a=1,...,4, son las componentes del espinor y por lo tanto (4.2) involucra
cuatro pares canonicos. El hamiltoniano correspondiente a (4.1) toma la
forma

Hy = / a3z [—;\w‘ (0;) + %(aﬁ)w + MU V|, (4.3)

Ahora que tenemos bajo control los aspectos principales de la teoria
clésica del campo de Dirac, estamos listos para proceder a la cuantizacién.
Recordemos que la cuantizacién canénica de campos fermiénicos requiere
no solo de promover los observables de Dirac a operadores sino ademas el
emplear anticonmutadores en lugar de conmutadores. Los corchetes de Dirac
(4.2) pueden entonces escribirse a nivel cuantico como

~

Wa(t, 2), WY, 7)| | = "0 (T =), (44)

El préximo paso consiste en el analisis de los modos de Fourier del campo
de Dirac. Para ello, descomponemos el campo de Dirac y su conjugado de
Dirac en modos de Fourier usando como espacio una caja de volumen V.
Esto conduce a las relaciones

ZE(@(}?( ) + o )( £))el ik-Z ~ ZE(@(R) (t) — i‘/l\fi{]);(t))e_ik'f

—

o(t, ) = % ok U, 1) = ak

V2v V2v

(4.5)
donde \T/ii) (t) v \T/ijl);(t) son operadores autoadjuntos asociados a la parte

real e imaginaria del modo k en la componente a del espinor de Dirac. Com-
binando (4.4) y (4.5) vemos que el 4lgebra de los modos resulta ser

{\Ill(l’%) (1), \I/l()? (t)} L= nooé(A)(B)(sab@;JQ,, (4.6)
donde (A) y (B) pueden tomar los valores (R) o (I) correspondientes a las
partes real o imaginaria de los modos del espinor. Notablemente, la presencia
de 6(4(B) en el lado derecho de (4.6) sugiere considerar a las partes real e
imaginarias como las variables béasicas para describir a un oscilador de Fermi
y entonces al campo de Dirac como una torre infinita de cuatro osciladores
de Fermi. M4s adelante probaremos este punto el cual se vera reforzado por
indicios adicionales.

Vimos en el capitulo anterior que el oscilador de Fermi se describe con
variables de Grassmann reales anticonmutativas. FEsto implicaba tomar una
variable real de Grassmann para describir el espacio de configuracién del
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4.1. DESCOMPOSICION EN MODOS DE FOURIER

super espacio de Hilbert en el que se realizaba la representacién estandar.
Motivados por esto y debido a la posibilidad de describir el sistema con
cuatro osciladores de Fermi, tomaremos cuatro variables de configuracion
candnicas reales anticonmutativas para los modos del campo de Dirac las
cuales denotaremos como 61, 62, 63 v 64. Luego definiremos un espacio de
Hilbert Hasp [46] en el que sus elementos seran desarrollados como

4 4 4
®(01,02,03,04) = ﬂ?o+z $a9a+z Zaptaby+ Z TabeOaOplc+ 1123401020304,
a=1 alb a(blc

(4.7)
con todos los coeficientes x perteneciendo a los nuumeros complejos ordi-
narios. La suma en este espacio es la extensiéon natural de los ntimeros
complejos en los coeficientes. La multiplicacién escalar empleada sera la
de los ntimeros complejos v de este modo tendremos un espacio vectorial
complejo de dimensiéon 16.

Luego, consideramos la aplicacién de involucién * de tal manera que ésta
sea consistente con la propiedad real anticonmutativa de las variables de
Grassmann. Por ejemplo, tomemos un vector 1(0) = g + 104601602, entonces
su involucion serd 1* = (vg)* + (¥4)* (6102)* = 10,0304 + 101020504 donde
6 es justo la conjugacién compleja. De este modo, el producto interno para
Harp toma la forma [46]

(BIF) = [ B, (48)

siendo dVp := dfy dfy df3 df, una medida Grassmanniana formal que satis-
face [dVp:=0, [ dVyb1020304 := 1. Esto permite definir una norma que es
expresada en términos de los mddulos de los coeficientes. Fn el ejemplo de
arriba, la norma del estado empleado es ||¢|| = /|v0|? + [4|>. Pese a lo
sofisticada que pueda parecer la involucién, ésta ha sido construida de esta
manera para ser consistente con el producto interno anterior (4.8) [46].

Ahora procedemos a establecer una representacion de los operadores
mecénico cuanticos asociados a las partes real e imaginaria de los modos
del campo en este espacio de Hilbert. Consideremos

~ 1 ~ 1
(R) _ - aL () — (_1\5; _ _— oL
O = A0, + o, T — (—1)% [Aea QAaQ} . (49)

. L : L .

siendo 9F = gT la derivada de Grassmann por la izquierda mientras que
a

A es un coeficiente complejo que se fija usando el cardcter autoadjunto de

los operadores asociados a ¥ y s = 0,1 es un parametro de fase. Las
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expresiones de la representacion del campo de Dirac y su complejo conjugado
serdn entonces de la forma

G, = BB G0

s 1 s1 9L \/I}ELS:O) = %
= AL )+ gy e 0k =1 i @0
o= B

I
s

s 1 s =
[1+(=1)°]a + oA [1-(-1)]0r = { Tie=D _ % (4.11)

Ahora vemos claramente que s = 0,1, codifica la eleccion de representar
el modo del campo ya sea derivativamente o por multiplicaciéon. También
es claro que cualquier operador bilineal en los campos, por ejemplo el ha-
miltoniano o el propagador, es independiente del valor de A. Dicho esto
tomaremos s = 0 y el pardmetro A, aunque puede dejarse arbitrario, lo
tomaremos igual a @

La representacion del hamiltoniano usando (4.10) y (4.11) es

=3
+
~
SN
o~
=
I
=
=l

)0a0F, (4.12)

— -

siendo Hgp (k) la matriz dada como
Hap () := (7°47kj + M~ )ap (4.13)

Como nuestro proposito es obtener el propagador del campo de Dirac en
términos de los modos de Fourier para luego reemplazarlos por su versién
polimérica, es evidente que necesitamos resolver el probema de autovalores
para (4.12) el cual escribimos como

—

Hop(k)0,0£0(0) = B (). (4.14)

Tal problema de autovalores es un célculo largo pero directo de algebra
lineal. Se inserta (4.7) en (4.14) para entonces identificar las potencias in-
dependientes de nlimeros anticonmutativos de Gragssmann. Esto produce un
sistema de 16 ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes complejos y es-
tructura de bloques. La solucién a este sistema conduce a que los autovalores
de energfa son

EE = {_2wE7 —CUE, O,WE, 2wE}7 w]%j = EQ + M2- (415)
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Los autovalores +2w; no son degenerados mientras que +wp y Ep = 0
lo son cuatro y seis veces respectivamente. Tales degeneraciones pueden
escribirse como {0,4,6,4,0} si mantenemos el orden como en (4.15). Es-
tas degeneraciones pueden interpretarse como sigue. Tomemos un sistema
mecédnico cuéntico de dos niveles de energia dados como ey = —w;/2 y
e1 = +wy/2 y definamos un sistema compuesto de cuatro de estos sistemas
mecanicos. El sistema compuesto tendra energias dadas por (4.15). Maés
ain, la degeneracion de cada nivel de energia del sistema compuesto estaréa

: 4
dada precisamente por ( " > donde n = 0,...,4 representa el niimero de

subsistemas en el nivel de excitacién con energia e;. Esto induce la idea que
hemos mencionado de que cada modo del campo de Dirac corresponde a cua-
tro sistemas fermidnicos de dos niveles que identificaremos con osciladores
de Fermi [41].

Regresemos entonces a la descripcién en modos de Fourier y recordemos
que para determinar el propagador necesitaremos algunos de los autoestados
de (4.14). Consideremos primeramente el menor autovalor de energia By =
—2wy. Este autovalor es no degenerado y por lo tanto tiene asociada una
sola autofuncion la cual se obtiene usando (4.14) con Ej = Ej ;- Denotemos

esta autofunciéon como \Il((]k) (0) la cual toma la forma (normalizada)

. M k. — ik k, — ws k, +wyp
\I/ék)(e) = 0102 — #9193 + 7%9194 + 7%9293 T
QwE 20‘)13 2&)]; QWE
ko + ik M
b g0, 2. (4.16)
2&)]; 20&1,;’

Obviamente el autovector correspondiente a E, » = +2w; puede obte-
nerse de (4.16) al hacer wy — —wyz. Con esto se obtiene entonces

k k
i M k, — ik k, +wsz k, — ws
Ui0) = 00+ 00y — g, - gy,
Wi Wg Wi wg

ky + ik M

= x2w~ Y0004 — 2w#9394. (4.17)
k k

Procedamos con el autovalor E1 P=—wpy recordemos que éste es cua-

tro veces degenerado con lo cual su autoespacio serd de dimensién cuatro.
Haciendo Ej; = E, ; en (4.14) y adoptando una base normalizada (no la
ortogonalizaciéon) tenemos que

%) k— k:3+ M

(
\1111(9)2— 01 + 0y —
\/ 2(/.)];]{;_ \/ 2(/.)];]{;_ \/ 2(/.)];]{;_

04, (4.18)
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4.1. DESCOMPOSICION EN MODOS DE FOURIER

@) M kT
Wiy(0) = \/7 \/7 \/794, (4.19)
\IJ 3 ——— 010503 — ——2——010504 + ————050304, 4: 20
\/ —2wiks \/ —2wiks \/ —2wiks
i M
TR 0) = 010005 — ——3 010304 — —————0,030,. (4.21)

" —2wiks \/ —2wiks \/ —2wiks

En estas relaciones definimos k% := k, + iky y k =k, £ wg. El primer
subindice en estos estados indica el nivel de energfa E1 e mlentras que el
segundo etiqueta los elementos de la base del autoespacio degenerado.

Ahora pasemos al caso del autovalor E2’ = 0 para el cual la ecuacién

(4.14) conduce a los siguientes elementos de la base

vl = 1, (4.22)
\IngQ)(a) = 0102 — 0304, (4.23)
o) = 9193+%0304, (4.24)
‘1152(9) = 9294—%, (4.25)
‘l’g@(e) = 01020304, (4.26)
v{6) = 2k (4.27)

Por dltimo tenemos que las autofunciones correspondientes al autovalor
E, = +wp se obtienen de (4.18)-(4.21) al hacer la sustitucion wp — —wy,
con la adecuada interpretacién de los subindices

vl () = 01 — 02 + 04, (4.28)
2(«}];‘]?3_ 2w,;k3_ 20)]2]6‘3_
i M ks kT
v (0) = By — ——3 5 — 0, (4.29)
2wEk3_ 2(,0,;]{3_ QQJEkS_
- k_ JF M
\I’gé(g) == 010203 + 3 01020, — 020304, (4.30)
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o M k’+ k‘+
W) = —— 010505 + — B 01050 + — 020504, (4.31)

\/ QwEk‘; \ /2wlgk:§“ \ /2w,;k§r

Recordemos que no adoptamos una base ortonormal en los autoespa-
cios degenerados y que ello puede realizarse empleando el método usual de
Gramm-Schmidt. No hemos hecho esto debido a que no es relevante para
nuestro calculo del propagador del campo de Dirac como veremos mas ade-
lante.

Pasemos ahora a demostrar explicitamente que cada modo de Fourier del
campo de Dirac corresponde a cuatro osciladores de Fermi.

4.1.1 Relacién entre modos de Fourier y osciladores de Fermi
Recordemos que el hamiltoniano para un oscilador de Fermi de frecuencia

wy; (ver el Capitulo 3) es

1
Hp = §WEXT 09X, (4.32)

siendo o9 la segunda matriz de Pauli y donde definimos el arreglo X como

X = ( Za) > : (4.33)

Z(2)

en el que Z(y), (o) denotan los operadores relacionados con las variables
fundamentales del oscilador de Fermi en cuestion. Con esta notacién, cuatro
osciladores de Fermi no interactuantes, denotados como X;,7 = 1,...,4,
pueden relacionarse con el siguiente hamiltoniano

%wgag 0 0 0 X1
1
H4F (Xl X2 X3 X4> 0 0 %WEO'Q 0 X3
0 0 0  jwpos X4
= XTn'X. (4.34)

siendo A/ un arreglo de 8x8 definido en la expresion. El punto es entonces
establecer la relacion entre el hamiltoniano de un dado modo k en (4.12) con
el hamiltoniano de cuatro osciladores de Fermi desacoplados dado en (4.34).
Para hacer esto es razonable reescribir (4.12) en la siguiente forma

Hy = > Hy, (4.35)
k
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4.1. DESCOMPOSICION EN MODOS DE FOURIER

donde
~ ~ ~ TR
He = ( BT GO >h< S0 > , (4.36)
con h un arreglo de 8x8 que toma la forma
sHAK)  §HS(E)
= 2 5 2 2, (4.37)
( “LHS(E) LHAG)

y H5(k), HA(k) son matrices simétricas y antisimétricas obtenidas de la
matriz H (k) de la ecuacion (4.13). Ahora proponemos la transformacion de

la forma
VR -1 .
(V‘I’ v > _. UX, (4.38)

tal que ‘A/, V1 actia sobre los espacios de Hilbert y U sobre las componentes
del arreglo X. En efecto, esta transformacién traduce la accién de los grados
de libertad en modos de Fourier a los grados de libertad en osciladores de
Fermi. Esto se hace evidente en particular al tomar un modo k v notar que
el correspondiente operador hamiltoniano adquiere la siguiente forma

_ _ _ T®
L = R)T nT
= (\II() ) )h<@<”>’

~

~ ~ T ~~ —~
o [ VBV N ~ o VEBY-L )
- v (ff@am—l R TSN A
~ T ~
_ 7 < 2) UThU< 2 )‘7, (4.39)

donde en la dltima igualdad hicimos uso de (4.38). Ahora pedimos que se
satisfaga

= UThU. (4.40)

Es importante senalar que al emplear las relaciones de anticonmutacién
(4.4) para ambos grados de libertad, R y XLQ, la forma de la matriz U
en (4.38) sera restringida a la de una matriz ortogonal: UTU = UUT = lIgys.
Finalmente tenemos entonces para el hamiltoniano

H, =9~ ( X X)W ( X ) VoV AT, (e4])
E 1 2 ) )
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donde Hyp esta dado por (4.34). Para obtener la forma explicita de la ma-
triz U podemos resolver directamente (4.40), sin embargo, simplificaremos
los célculos notando que las formas diagonales de h y h' coinciden. Luego
empleamos las transformaciones que realizan esta diagonalizacién y que de-
notamos como U, v Uy respectivamente, como sigue

U UU, YO U DU = (U U (U U (4.42)
U'U, diag(h) U, 'U = Uy diag(h') U, (4.43)

y luego, definiendo la matriz U, = U, WU, combinamos los términos en
(4.43) para obtener la siguiente condicién sobre U,

[U,,diag(h)] = 0. (4.44)

Entonces la transformaciéon unitaria U que relaciona los osciladores de
Fermi con la descripcién en modos de Fourier del campo de Dirac puede ser
expresada como

U=UUU", (4.45)

y la matriz unitaria U, estaréa restringida por la condicion (4.44) con lo cual
tomard una forma general dada como

Ux:<g g) (4.46)

donde u y v son dos matrices unitarias de 4 x 4. Para realizar (4.40) inser-
tamos

g (w0 w1 . 2w wlaxs + kyo? 0
N0 v ) T T 2 k) 0 wlayg — kyo?

(4.47)
De esta manera podemos resolver (4.45) para U, la cual podemos manejar
mejor en forma de bloques como

NORe)
U= (e e ). (1.4

y cada bloque 4 x 4 tiene la siguiente forma

58



e

4@

4.1.
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2(ikgkytwkz) Kk iky | 2kaky—2iwkz 2ikykz —2wky Ky M kg | 2ikykz—2wkyg
R R 2R w et
2v/2 2V2 2v/2 2v/2
2ikykz —2wks kg kg | 2ikykz—2wky ky | 2ikaky+2wks 2(kgky—iwkz) iz
wQ—kg T W ¢ 7+ w2—k§ 7+ w2—k5 k12/_w2 T w
2v/2 2V2 2V2 2V/2
1 2w? . _ 2w? )
M( ! WQ*k?%) ZM(l w?— 2) iMky Mky
2v/2w 2v2w ﬂ(uﬁ—kzi) ﬂ(k%—uﬁ)
1o _2w? ; __2w?
M, Mk, M( ' ) =)
V2(k2—w?) V2(w2—k2) 2v2w 2v2w
(4.49)
1o _2w? 20?2
M( ! ‘*’2*’“!2/> ZM(I “2*]“?2/) iMky MEy
22w 2v2w V2(k2—w?) V2(w2—k2)
1 202 - _ 202
Mk, Mk, v(-ggy) ()
V2(w2—k2) V2(k2—w?) 2v2w 2v2w
ky | 2(wkz—ikgky) 2k ky+2iwks ik, kg | 2wke+2ikykz M ky  2(whkgtikykz)
7+ w2—k§ uz—kg T o 7+ wz—k,z ¢ w w27k,§
22 22 2v2 o 22
kg | 2wke+2ikykz kg 2(wkatikykz) 2ikgpky—2wkz K, iky | 2(kzkytiwksz)
CRE w I KD 2R e CR =
2V2 2V2 2V2 2V/2
(4.50)
—q 3 Ky _ iky
2v/2 2,2@/5 2v/2w 22w
O _ | 5 i sh am
u' = 2V2w  2V2w 22 2v2 , (4.51)
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
A 0 0 0 0
u® = _ 3 Ry iky (4.52)
2v/2 2v/2 2V2w  2v/2w
ky _tky —i 3
2v2w 2v/2w 2v2 2v2

La transformacion U, unida a las relaciones (4.38)-(4.40) provee una
relacién entre cada modo de Fourier del campo de Dirac con cuatro os-
ciladores de Fermi. Un ejemplo explicito de esta transformacién estd dado
por (4.48) unido a la expresion para sus bloques 4x4 dados en (4.49 - 4.52).

Ahora regresamos a estudiar el propagador del campo de Dirac en la
descripcion de los modos de Fourier.
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4.2. PROPAGADOR CON MODOS DE FOURIER

4.2 Propagador con modos de Fourier

El anélisis del propagador del campo de Dirac presentado aqui seguira la
estrategia seguida para el campo escalar real dada en el capitulo anterior.
Comencemos dando la expresion para el propagador del campo de Dirac

0 0
para z° >z,

(0w ()W (z")|0),
—(0|T(z')¥(x)|0), para z° < z°,
(4.53)
donde T es el operador de ordenamiento temporal. El estado de vacio se
define de acuerdo a la descomposicién en modos desarrollada en la seccién

anterior, es decir

~

S(x,2") :=(0|T {\/I\l(x)g(g;’)} |0) = {

0) = JJlo)), (4.54)
i
o) = [avePe) i) (4.55)

con [0) := |01) ® |62) ® |03) @ |01) ¥y \I/(()k)(e) dado por (4.16) con energia
EO,E = —2w;. A primera vista puede ser preocupante considerar tal estado
de vacfo debido a la torre infinita de contribuciones de energia negativa.
Afortunadamente en este caso esto es una dificultad aparente ya que al igual
que en el tratamiento usual es posible redefinir consistentemente la energia
del nivel cero y la positividad del espectro del hamiltoniano queda asegurada.

Tomemos entonces 20 > 2’0 de aqui en adelante con lo cual el propagador
(4.53) queda

S eiFE ) g [@%R)(t) —i—z'\f/](;)(t)} [@(R)T(t/) - i@(f)T(t’)} 10)7°

2V £ g K
kK’
pi(k-T—K 7' (R SO\ Bt il (BT
= 2 oV <0‘62Hkt (\I’% )+ Z\IJ% )> ettt (\I/%,) +
ER
=i B") e o), (4.50)

habiendo usado en la segunda linea la descomposicién en modos del campo de
Dirac (4.5) y en la tercera se ha escrito la evolucion temporal en el esquema
de Heisenberg para los operadores correspondientes. El superindice T' se
emplea para denotar la transposicion de los espinores. Similarmente al caso
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4.2. PROPAGADOR CON MODOS DE FOURIER

del campo escalar real, calculamos la accion del altimo factor en (4.56) y
hacemos uso del vacio en términos de los modos (4.54) para llegar a

e 0) 1, = 0 e TR0) g = b e POR0(R) ) - (4.57)
Usando (4.57) en (4.56) tenemos
ik-(§—2")+iE, p(t—t)

2V k

”T) 10) 2y (4.58)

En este punto usamos (4.10) y (4.11) para expresar los modos del campo de
Dirac y su conjugado en el espacio de Grassmann. De esta manera obtenemos

S(x, ') Vzem )P0k 0|3 e it TR GE(0) . (4.59)
E

Note que é;g y 5%; deben considerarse como un arreglo de 4x1 y enten-

didos como los operadores de Grassmann asociados al modo k. Calculemos
primeramente el factor W\O} . Para este proposito notemos de (4.16) que
|0); contiene solo termlnos cuadraticos en las variables de Grassmann 6 y por
lo tanto la accion de 8% en éste conducird a un estado que contiene solamente
términos ctibicos. Este término ciibico seré expresado como una combiniLcién
de autoestados y solamente los cuatro autoestados W§ 5(6), \1171574(9), Wk 5(0)

y \Il§74(9), contienen términos cubicos en 6 (ver (4.18)-(4.31)). Podemos por
lo tanto escribir

0T AT 5] ~ n
0210); = AT|1,3); + BT [1,4); + CT3,3) + DT[3,4), (4.60)

con /T, e ,5, siendo arreglos de 4x1 que pueden determinarse usando el
producto interno. Sin embargo nos abstenemos de calcular el valor de estos
cuatro arreglos de coeficientes debido a que solo algunos de ellos seran nece-
sarios para el calculo del propagador. Mas adelante determinaremos cuales
son los requeridos y entonces procederemos a calcularlos. Insertamos ahora
(4.60) en (4.59) y luego consideramos los operadores de evoluciéon temporal
obteniendo

(k- (@—&") i g (t=t")

S(z.a) =2 7 RO01E o [(AT1,3) + BT 4y a0
i
ST ST 2(t=1)] 0
+ (C7[3,3); + D7[3,4))e” }7 . (4.61)
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El siguiente paso consiste en considerar en (4.61) la accion de 59LE sobre
los autoestados |1,3)7, [1,4), [3,3)5 v |3,4)); los cuales estan expresados en
términos de potencias de las variables de Grassmann. En lugar de hacer esto,
calculamos directamente las amplitudes de los estados mencionados, con el
vacio del modo, las cuales toman el valor

Aq (kg—iky) Az (ke —tky) Az (ke —iky) Ay(ke—iky)
w2 —2wik- 222wk 222wk 2022wk
Ax(kz—wy) Ag(kz—wy) Asz(kz—wp) Ag(kz—wp)
L AT _ 2_ o, 2 o, 2_o. . 2_ o .
E<0|00(E)|1’3>EA = \/QWE 2wk \/QwE 2wk \/20,1]3 2wk \/ng 2wk ,
0 0 0 0
A M AsM AsM AyM
\/Qw%wiEkz \/200]%7200]2]62 \/2w%72w,;kz \/20.)%720.11;‘]62
(4.62)
B1J\/[ BQM B3M B4M
\/Qw%—QwEkz \/Qw%—QwEkz \/Qw%—ngkz \/Qw%—QwEkz
0 0 0 0
E<O’89L(E)’17 4>EBT — 7Bl(k27wlz) 782(162701)}:) 7Bg(szw,;) 7B4(szwlz)
2w%—2w];k:z 2w%—2w,;kz Qw%—QwEkz 2w%—2w];kz
— By (kg+iky) —Bo (kg +iky) —B3(kz+iky) —By (kg +iky)
\/Qw%—ngkz \/2w§—2wgkz \/Zw%—QwEkz \/QMI%,—QQ)EICZ
(4.63)
L ~T L T
((01L 1 13.3),CT = (013 1 [3,4) DT = 0. (4.64)

Vemos entonces que los valores de las amplitudes que contienen c , D se
anulan, con lo cual el calculo de estos coeficientes no es requerido. Adicional-
mente la anulacién de tales amplitudes es necesaria ya que de lo contrario
producirian una violacién de la simentria de Lorentz, debido a que en las

exponenciales temporales aparecerian términos como E3,l€ — EO,E

lugar del valor usual de wz. Puede verse que solamente A y B requieren ser
determinadas (son no nulas) y éstas toman los valores

= 3“75 en

. AT10) -
_ #3167 100 (4.65)
E<1,3‘1,3>E ’

B k$+7/ky \/wk’_kz 0 M
V39 ok ks )

AT

4.66
2w2 — 2wk ’ ( )
k k™Z
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#(1,410%10);

BT = 2k % (4.67)
P(L 4L 4)r
wr — k, ky — ik
= 3 05 b s i (468)
202 — 2wk, V2R 202 — 2wk,
k k
Finalmente, al sustituir estos valores en (4.61) tenemos
1 N ) ; 4 1
AN i(k-d—k-&') —i(E z—E, p)t—t') _1
S(z,z") = VZ@ e LR Yok 2o X
k
M 0 (ketwp) (ko—iky)
" 0 M (kz +iky)  (wp — k)
(wp —kz)  (—Fkz +iky) M 0 ’
—(kz +iky)  (k —wp) 0 M
1 [(F-—k-) —iwp(t—t) L o
= VZSZ(k ko) g miwp (t t)%g(yowg—’%k—l-M),
k
1 —ik-(xz—12’ (k + M)
= - Z e~k (z—a’) ST (4.69)

k

Este es precisamente el propagador del campo de Dirac libre en un volu-
men finito V' [35]. Este calculo nos permite adquirir certeza en la validez del
meétodo de la descripcién en modos, ya que conduce a un resultado conocido
obtenido por una via distinta que la empleada en términos de los operadores
de creacién y aniquilaciéon. El siguiente paso, es realizar el mismo célculo
pero empleando la descripcién en términos de los cuatro osciladores de Fermi
por modo del campo de Dirac. Esto ofrecerd la expresion adecuada para
reemplazar la version polimérica de los osciladores de Fermi de forma anéloga
al célculo del propagador del campo escalar real polimérico.

4.3 Propagador con osciladores de Fermi

Ahora mostraremos como obtener el propagador del campo de Dirac libre a
partir de una torre de osciladores de Fermi. Comencemos con la expresion
del propagador definida en (4.53) y reescribamosla como

1

2V £
k

S(x,z") = " ATDL(t, )7, (4.70)

63



4.3. PROPAGADOR CON OSCILADORES DE FERMI

donde hemos definido la amplitud Dy(t,t’) como

1

Dy(t.t') 1= (0] (30 + i@ (1)) (T () + 07 (1)) [0)

. (4.71)

pe

Ahora tomamos (4.38) y (4.48) y las insertamos en (4.71), unido a la
relacion_entre los vacios en modos de Fourier y aquellos en osciladores de
Fermi, V|0);: = |0) r para obtener

De(t,t) = (O [ +iu®) X () + (@@ + i) Xa(t)] %

x [X;f(t')(um —u®

t|0)p(u™ — iu®)T
+(u® + dul )XT(#)]0) p(ult) — iu®)T +
+@® 4+ iu®) (0] X (O XT ()]0) p (u® — )T +
+(® + i) p (01 X () XF ()|0)p (u® — i) (472)

Es claro entonces que todo lo que necesitamos para calcular el propagador
son las funciones de correlacién de uno y dos puntos de cada oscilador de
Fermi como habiamos mencionado. FEstas funciones de correlacién fueron
dadas en el capitulo anterior. Escribamos por separado los valores de las
amplitudes dadas en (4.72) luego de insertar las expresiones de las funciones
de correlacion

FOIXIXT ()[0)r = F(0|Xa(H) X5 ()[0)F

1/ 1axo + o2 0 o—iw(t—t))
2 0 lowo + 09 ’
FOIX1(6) X3 (1)|0)p = £(0| Xa() XT ()|0)F = 0. (4.73)

Luego regresamos a Dy (t, t') e insertamos las relaciones (4.73) asi como
(4.49) a través de (4.52) en (4.72). Esto nos da como resultado final la
expresion

Wtk kg —iky M 0
1 k —|—’Lk‘ w—k: 0 M ) Y
R N — = z Y z iw(t—t")
Dpt.6) = 3 M 0 w—k, (kg —iky) | '
0 M —(ky +iky) w+k,

(4.74)

Esta es justo la matriz requerida para obtener el propagador usual del

campo de Dirac lo cual puede deducirse de comparar (4.74) luego de multi-
plicarla por la matriz 7° en la primera igualdad de (4.69).
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Este resultado nos permite tomar a (4.74) como la expresion que em-
plearemos para comparar la construccién polimérica la cual serd discutida
en la siguiente secci6n.

4.4 Propagador con osciladores de Fermi poliméricos

En esta seccion consideraremos a (4.70) como el punto de partida para definir
el propagador del campo de Dirac polimérico al reemplazar en (4.72) la
version polimeérica de las amplitudes de los osciladores de Fermi denotadas
como p(0|Z4(t) ZF(¥')|0)p, donde los indices j,k = 1,2,3,4 se refieren a
cada uno de los osciladores de Fermi, mientras que los indices a,b = 1,2
etiquetan sus componentes, es decir sus operadores fundamentales, por la
versién polimérica de éstas pp(0|75(t) Z5(t')|0)pr. Estas amplitudes ya
fueron calculadas en el capitulo anterior en la seccién polimérica. Tomemos
sus valores y sustituydmoslos en las amplitudes del campo de Dirac. Esto
nos conduce a las siguientes expresiones

pr(—I1X1XT (t)|=)pr = (M+Nfi+Pfo)e ™3 (4.75)
Pr(—1Xo()XT ()| —)pr = (M+ Nfs+ Pfy)e ™3 (4.76)

donde M, N y P son las matrices

L [ loxo + o9 0

M = - 4.77
2 ( 0 loxa +02 )’ (4.77)

o 1 loyo +09 O

v 3o Y, .
170 0

P = — 4.79
2 ( 0 loxo + 02 ) ’ (4.79)

mientras que las funciones f;, con ¢ = 1,2, 3,4 estdn definidas como
fi:= Aaiu} + Aﬁzu? + (Avy; — Aoy AB;) uzluf, (4.80)
y en éstas, las cantidades Aa;, AB; v A~; se definen como las diferencias
Aa; := &; — ay, AB; = B; — B, Ay = — i (4.81)
Las otras amplitudes relevantes en el calculo resultan ser nulas, es decir,

pr(—1X1 (X3 (t)| =) pr = pr(—|Xa()X] ()| =) pr = 0. (4.82)
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Reemplazamos estos resultados en (4.72) para obtener finalmente
4
DE(t, ) = Dp(t,t)+)_ Ajfie ™, (4.83)
j=1
en el cual las matrices A; toman la siguiente forma explicita

(wtk:) (Wt kswtiky (kotiky))  (wtk.)(whe—ikyk.) — M(wtk:) iMky (wtk.)

2(w3—wk§) 2(w3—wk,§) 2(w2—k§) 2(w3—wk§)
(kotiky) (w?thswtiky (ko tiky))  (wiky)(who—ikyks) M(kotiky) My (ky—iks)
A = 2(w3—wk§) 2(w3—wk5) Q(wz—k’g) 2(w3—wk§)
M (w2 +howiky (ko +iky)) Mwky—iMkyk. M2 iM2k,
2(w37wk5) 203 —2wk3 2w2 —2k2 2w3 —2wk?Z
0 0 0 0
(4.84)
(ko—iky)(Who—ikyks)  (ka—iky)(w?—kew—(ikatky)ky)  Mky(ikotky) M(ka—iky)
2(w3—wk:32;) 2(w3—wk§) 2(w3—wk§) (w2 k2)
(w—ks)(Who—ikyks)  (W—ka)(w?—kew—(thothyky) iMky(w—k:)  M(w—ks)
Ay = 2(w3—wk‘§) 2(w3—wk§) 2(w3—wk’§) (w2 kQ)
0 0
Muwk,—iMkyk- M (w?—kow—(iko+ky)ky ) M2k, M2
2w3 —2wk2 2(w3—wk§) 2w3 —2wk? 2w?—2k?
(4.85)
M2 M2k, M (w?—kzw+iky (kz+iky))  M(wkatikyks)
202 —2k2 203 —2wkZ 2(w37wk§) 2(w37wk§)
0 0 0 0
Az = M(w—ks)  iMky(w—ks) (w—kz2) (w2 —kzwiky (kz+iky))  (w—kz) (whotikykz)
2(w2—k§) 2(w3—wk§) 2(w3—wk§) 2(w3—wk§)
M(kotiky)  Mhy(ky—iks)  (katiky)(w?—kewtiky(kotiky))  (kotiky)(whotikyks)
Q(kg—uﬂ) 2(w3—wk§) 2(w3—wk§) 2(w3—wk§)
(4.86)
0 0 0 0
[ iM2k, M2  M(wkatikyks) M (w?+k.w—(iko+ky ) ky)
2w3 —2wk?Z 202 —2k2 2(w3_wk§) 2(w3—wk§)
Ay = _ Mky(ikatky)  M(ka—iky)  (ko—iky)(wke+ikyk:) _(kz—iky)(w2+k:zw—(ikz+ky)ky)
2(w3—wk§) (k:2—w2) 2(w3—wk’§) 2(w3—wk§)
iMky (wtk) M(wtks)  (wtks)(wka+ikyks) (wtkz) (W +kzw—(ikz+ky )y )
2(w3fwk§) (w2 k2)

2(w37wk§) 2(w37wk5)
(4.87)
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4.4. PROPAGADOR CON OSCILADORES DE FERMI POLIMERICOS

Esto completa el calculo de nuestro modelo de propagador del campo de
Dirac polimérico. Es importante destacar que el cuerpo de este propagador
coincide con el propagador estdndar calculado previamente en la seccién an-
terior (4.83) y que las modificaciones son términos de alma que dependen de
potencias de primer y segundo orden en los pardmetros reales anticonmuta-
tivos introducidos en nuestra cuantizacion (4.80) asi como en el espectro de
energia del oscilador de Fermi polimérico (3.106).

Vemos entonces que el campo de Dirac en su versién polimérica posee
un propagador modificado con correcciones Grassmannianas de alma. Fstas
correcciones resultan de la naturaleza singular de la representaciéon no super
analitica de los osciladores de Fermi poliméricos. A diferencia de las co-
rrecciones del campo escalar polimérico, las del campo de Dirac polimérico
no se “acoplan” con los vectores de onda de la descomposicién en modos y
por lo tanto, no permiten definir regimenes infrarrojo o ultravioleta. Esto
también impedird escribir el propagador del campo de Dirac polimérico a
partir del propagador del campo escalar polimérico, un hecho que contrasta
notablemente con los propagadores de los campos escalar real y de Dirac
libres cuantizados de la forma usual.

Llegado a este punto, discutiremos en el siguiente capitulo las consecuen-
cias de este resultado con mayor detalle y daremos nuestras conclusiones en
tal sentido.
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5. DISCUSION Y CONCLUSIONES.

“Lack of originality, everywhere, all over the world, from time immemorial,
has always been considered the foremost quality and the recommendation
of the active, efficient and practical man.”

The Idiot, F. M. Dostoyevski

Investigar los efectos de las singularidades del espacio - tiempo y el com-
portamiento a muy altas energias de los campos de materia son interrogantes
cuyas respuestas estan relacionadas con la estructura subyacente, probable-
mente cudntica, del espacio-tiempo. Con esta motivacién Hossain y colabo-
radores |7] investigaron una ruta distinta a la usual de la cuantizaciéon de los
modos de Fourier de un campo escalar real. La ruta mencionada consiste en
reemplazar los osciladores armoénicos cudnticos que constituyen los modos de
Fourier del campo escalar real, por la versiéon polimérica de los mismos.

El calculo del propagador del campo escala real conduce entonces a una
modificacion de éste pero que coincide con el propagador usual del campo
escalar real a bajas energias y se aparta del mismo a energias altas. Inspi-
rados por esta idea nos propusimos estudiar la versién similar de esta ruta
pero para otro campo de materia, en este caso, el campo de Dirac libre en
un espacio-tiempo plano. En el proceso de resolver esta tarea emergieron
no pocas preguntas que fuimos respondiendo a lo largo del trabajo y que
ofrecemos en esta tesis.

El primer paso consiste en reproducir los cédlculos del trabajo de Hos-
sain y sus colaboradores para el campo escalar real y a ello dedicamos el
Capitulo 2. Este comienza con la descomposiciéon en modos de Fourier del
campo escalar real (seccion 2.1) y luego con la separacion de sus modos en
sus partes real e imaginaria. Este paso es necesario ya que la ruta ofrecida
por Hossain et al. no emplea las soluciones clasicas de la teoria del campo
escalar, en particular su descripcién en términos de operadores de creacién
y aniquilacién, sino aquella que se basa en las variables canénicas empleadas
en la representacién de Schrédinger. En este paso realizamos un desarrollo
completo de tal descripcion escribiendo el hamiltoniano del campo escalar
real en términos de los modos de Fourier y obteniendo que el mismo no
queda en la forma de una suma de hamiltonianos de osciladores armoénicos



cudnticos, uno para cada vector de onda k. Sabiendo que esto iltimo es
posible puesto que sucede en la descomposicion en operadores de creacion y
aniquilacién, realizamos una rotacién en el espacio de las variables can6nicas
v ajustamos los pardmetros de la rotacién con lo cual pudimos escribir el
hamiltoniano del campo escalar real cudntico como una suma de hamiltonia-
nos de osciladores armonicos cuénticos para cada vector de onda. A partir
de este punto la identificacion de las variables cuanticas adecuadas, es decir,
aquellas que nos conducen al sistema dado por un conjunto infinito de os-
ciladores armonicos cuanticos, nos ofrece el arsenal de resultados disponibles
de la cuantizacién del oscilador armoénico cuéntico. Proponemos entonces
que el espacio de Hilbert para cada modo sea L?, y que el problema de
autovalores de los modos queda resuelto y asociado al problema de autova-
lores del oscilador arménico cuantico. Posteriormente pasamos a calcular el
propagador del campo escalar real libre (seccion 2.2) y verificamos que el
resultado coincide con el del propagador estandar calculado en términos de
operadores de creacion y aniquilacion |35].

El siguiente paso del trabajo de Hossain et. al. [7] requiere de la cons-
truccién polimérica del campo escalar real la cual se realiza reemplazando
los osciladores armoénicos cuanticos obtenidos en la descripcién anterior por
la, versién polimérica de los mismos. Esto nos conduce a exponer los aspec-
tos principales de la cuantizacién polimérica del oscilador arménico la cual
es brevemente expuesta en la seccién 2.3. Recordemos que este esquema de
cuantizacion (polimérica) emerge como resultado de explorar en modelos con
un namero finito de grados de libertad los efectos que tendria el esquema
de cuantizacion por lazos [3]. En este sentido, la cuantizaciéon polimérica
sirve como un laboratorio tedrico para investigar los efectos de las técnicas
desarrolladas para cuantizar la gravedad |3, 4, 6, 33, 34|. En el trabajo em-
pleamos esencialmente los autovalores de energia y los autoestados dados por
[7] como resultado de resolver la ecuacion de Mathieu. Dada la importancia
de ésta ecuacion dedicamos el Anexo A a exponer sus caracteristicas princi-
pales. Posteriormente, pasamos al célculo del propagador del campo escalar
polimérico (en la seccion 2.4), el cual como hemos mencionado resulta de
reemplazar los osciladores arménicos poliméricos en los modos del campo es-
calar real. Vemos que éste conduce al propagador conocido del campo escalar
real libre a bajas energfas y a modificaciones del mismo cuando las energfas
son altas. Estos resultados son precisamente los reportados por Hossain et.
al. en [7]. Siendo clara entonces la ruta a seguir pasamos a estudiar la
construccién polimérica del campo de Dirac, en particular de su propagador.

Es importante mencionar que en el caso del campo escalar, la descrip-
ciéon en modos permite que los parametros que caracterizan la cuantizacién
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polimérica, en particular aquellos que etiquetan los operadores de Weyl, es-
tan presentes en la construccién del operador hamiltoniano polimérico. Este
hecho permite definir un pardmetro que admite una interpretacién como
escala definido en (2.54) y con este parametro es que realizamos la distin-
cién entre los diferentes regimenes de energia con los cuales estudiamos el
propagador. En el caso del campo de Dirac, esto no sucede.

Debido a que en trabajos previos [10] propusimos una relacion entre los
osciladores de Fermi y los modos de Fourier del campo de Dirac, dedicamos
el capitulo 3 a estudiar el oscilador de Fermi y nuestra propuesta de la
versién polimérica del oscilador de Fermi. Esta ultima fue adelantada en
[11] pero en este trabajo mostramos aspectos adicionales de la construccion
como lo son el célculo de las funciones de correlacién tanto con la cuanti-
zacién estdndar como con la versiéon polimérica. El capitulo comienza con
la, descripcién de la teorfa clasica hamiltoniana del oscilador de Fermi en
la seccién 3.1. Las caracterfristicas asociadas al tratamiento clasico de sis-
temas Grassmannianos puede encontrarse en una variada colecciéon de refe-
rencias [41, 42, 44, 48| aunque esta seccion estéd consagrada exclusivamente
al tratamiento aplicado al oscilador de Fermi. Luego, dedicamos la sec-
cién 3.2 a estudiar la cuantizacion estidndar del oscilador de Fermi. FEn
esta seccion ofrecemos una eleccion diferente a la dada en [41] para cuan-
tizarlo y que estd més cercana a la ofrecida por [46]. La peculiaridad de
nuestro esquema es que ofrece un tratamiento analogo a la cuantizacién en
representacion de Schrodinger pero empleando un super espacio de Hilbert
(3.30). La ventaja de éste es que incorpora las multiplicaciones por los su-
per niameros y esto permite la construccién de la representacién de la super
algebra de Weyl fermiénica. Destaquemos que esta seccidon aporta ademas
los elementos con los cuales relacionamos la representaciéon de Fock con la de
Schrédinger para el oscilador de Fermi, con particular énfasis en la transfor-
mada de Fourier que relaciona los estados en ambas representaciones. Esta
transformada jugard un papel relevante en la cuantizacién polimérica. Pos-
teriormente pasamos a estudiar la representacién de la super algebra de Weyl
en la seccién 3.3. En esta seccién seguimos principalmente el camino ofre-
cido en [3] para construir el dlgebra de Weyl del oscilador armoénico a partir
de las variables fundamentales. Conociendo la representaciéon de éstas, estu-
diamos la representacion de su exponenciaciéon empleando parametros reales
anticonmutativos debido a que el espacio de fase (reducido) es precisamente
R2. A los operadores asi construidos los denominamos generadores de la
super algebra de Weyl. Sin embargo, la accién de éstos en el espacio de
Fock (espacio de kets) era inconsistente por lo cual redefinimos el tipo de
exponenciaciéon a tomar sustituyendo u! por iu'. Con este cambio la super
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algebra de Weyl resultante es consistente y ademés permite recuperar, por
diferenciacién super analitica, la representacion de los operadores fundamen-
tales 27. Ademés también permiten obtener los subgrupos uniparamétricos
en completa analogfa con la versiéon bosoénica del oscilador arménico. Ya con
la super dlgebra de Weyl definida pasamos a construir nuestra propuesta de
oscilador de Fermi polimérico. El super espacio de Hilbert polimérico se pro-
pone entonces en analogia a la construccién del espacio de Hilbert polimérico
en representaciéon de coordenadas del oscilador arménico bosénico. La re-
presentacién de la super algebra de Weyl deja de ser super analitica reem-
plazando la delta de Dirac Grassmanniana por una delta de Kronecker para
construir el producto interno en el super espacio de Hilbert polimérico. Todo
esto lo mostramos en en la seccién 3.4 donde ofrecemos la construccion del
super espacio de Hilbert polimérico H, de manera formal. Dejamos abierto
el construir la representacién polimérica a partir de la construccién GNS
[49] y verificar si coincide con la ofrecida por nosotros en [11] y en este tra-
bajo. Uno de los resultados importantes de nuestra construccién consiste
en que la transformada de Fourier, traida a nuestro sistema en analogia con
la, construccién bosoénica, deja de ser una biyeccién entre los super espacios
de Hilbert de coordenadas y su versiéon de momentos. Esto esté relacionado
con el hecho de que no contamos con el analogo al espacio de las funciones
casi periddicas en sistemas fermiénicos anticonmutativos. No obstante, esta
transformacién ofrece informacion sobre la forma del espectro de energia
polimérico el cual adquiere correcciones en potencias de los parametros que
caracterizan los generadores de Weyl que forman el hamiltoniano polimérico.
El otro aspecto relevante es que el super espacio de Hilbert al cual conduce
la transfomacion de Fourier es un espacio en el que los generadores resultan
ser super analiticos y esto permite recuperar los operadores fundamentales
27 El operador hamiltoniano que proponemos para estudiar la dinamica en
la subseccién 3.4.1 se construye también en analogia a la construccion del
operador hamiltoniano en la versién bosénica y ofrecemos como criterio adi-
cional el que éste operador conduzca a la ecuacién de autovalores adecuada
en la representacién sobre el super espacio de Hilbert usual. Ya teniendo los
elementos relacionados con la construccién polimérica fermiénica pasamos a
estudiar el campo de Dirac.

El capitulo 4 comienza con el anélisis de la teorfa clasica del campo
de Dirac. Este obedece una ecuacion de primer orden lo cual implica que
debamos aplicarle el formalismo de Dirac para teorias con constricciones y
aparte de esto, el manejo del campo de Dirac es similar al realizado para el
campo escalar real. Luego de realizar la separacion en partes real e imagi-
naria de los modos de Fourier del campo de Dirac, imponemos las relaciones
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de anticonmutacién canénicas. El espacio de Hilbert en el cual representa-
mos los modos resultara de introducir cuatro variables de Grassmann reales
anticonmutativas y es tomado esencialmente de [46]. Luego de tomar una
representacion para las relaciones de anticonmutaciéon de los modos, el pro-
blema de autovalores del hamiltoniano correspondiente queda expuesto y
conduce a los autovalores y las autofunciones dadas en (4.15) y (4.16) -
(4.31). Probamos posteriormente la relacion entre los modos de Fourier y
los osciladores de Fermi en la subseccién 4.1.1 proponiendo la existencia de
una transformacion U que luego especificamos en detalle en (4.48). Con
una expresion para la transformacién U bajo control estamos listos para
pasar a determinar el propagador del campo de Dirac en cada una de las
descripciones disponibles. Senalamos que la dependencia de los autoestados
en potencias de las variables de Grassmann juegan un papel importante para
facilitar el céalculo del propagador y éste ademads explota la descripcién en el
esquema de Heisenberg de los modos de Fourier del campo de Dirac. Recal-
camos una vez més que nuestro andlisis difiere del estandar al no emplear
una descripcién en términos de operadores de creacién y aniquilacién. Sin
embargo, ambos propagadores coinciden, tanto el obtenido en la descom-
posicion en modos (4.2), como en osciladores de Fermi, secciéon 4.3, con el
estandar [35].

Aprovechamos este punto para hacer el siguiente comentario relacionado
con el problema de los valores de energia negativa del espectro. Puede pen-
sarse que estos autovalores negativos conducen a problemas de inestabilidad
en el campo de Dirac pero esta dificultad es solo aparente ya que se resuelve
de la forma usual: redefiniendo el valor de la energia del vacio dando un
corrimiento a cero al valor minimo del espectro. También mencionamos que
la ruta seguida para cuantizar los campos poliméricamente, es la conocida
como primera cuantizacion (cuantizacion de los modos de Fourier). Esto
origina los problemas naturales de la teorfa cuantica de campos: divergen-
cias ultravioletas, interpretacion de particula (relacionado también con la
interpretacion de Stueckelberg-Feynmann), asi como el caracter reducible de
la representacion [50], entre otros. Sin embargo, es sabido que todos estos
problemas se resuelven sin mayores dificultades al pasar al esquema de se-
gunda cuantizacién en el caso de los campos libres usuales. En el caso de
los campos poliméricos, escalar y de Dirac, la segunda cuantizacién requiere
del anélisis de la teoria clasica de campos polimérica con la cual construir
el espacio de Hilbert del campo polimérico que luego permita construir el
espacio de Fock del campo polimérico.

Finalmente pasamos a calcular el propagador del campo de Dirac poli-
mérico empleando la relacion de éste con las funciones de correlacion de los
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osciladores de Fermi (4.72) y luego reemplazamos estas amplitudes por la ver-
sion polimérica de éstas dadas en (4.75). El resultado conduce al propagador
(4.83) que tiene como cuerpo el propagador usual previamente calculado. Sin
embargo recibe contribuciones de alma en analogia a lo que sucede con el
propagador del campo escalar real. En el caso fermioénico sin embargo éstas
son potencias en los parametros de la red real anticonmutativa.

Queda abierto el elucidar las posibles consecuencias de estas contribu-
ciones a nuestro modelo del propagador del campo de Dirac. Estas contribu-
ciones sugieren la necesidad de estudiar el efecto polimérico més alla del
campo libre y acoplarlo con otros campos de materia, por ejemplo, el campo
electromagnético. También es necesario estudiar los eventuales efectos de és-
tas en la microcausalidad del campo pues sabemos que en el caso del campo
escalar real polimérico, ésta deja de ser explicita [9]. Es de interés, tanto
para el campo escalar polimérico como para el campo de Dirac polimérico,
estudiar el sentido en que estos campos cudnticos son una representacion
del grupo de Lorentz (Poincaré). Esto implica que el espin de estos campos
cuénticos, no sea una cantidad definida a este nivel y por lo tanto, el nombre
de “campo escalar” y campo de Dirac, para las versiones poliméricas, sea una
denominacién formal.

Entre posibles estudios futuros, podria ser relevante implementar un es-
quema de renormalizacién similar al incorporado para el oscilador armoénico
polimérico [33]. Esperamos que en este esquema, los parametros que definen
la cuantizaciéon polimérica fermiénica y por tanto su espectro de energia
polimérica puedan ser intepretados como una escala de Grassmann que per-
mita recuperar en un cierto sentido de limite la cuantizacién estandar. En
este caso el cardcter de escala del pardmetro fermionico requiere de incorpo-
rar una topologia a los super niumeros distinta a la ofrecida por [41] y més
cercana a la dada en [51].

Por ultimo, debido a que trabajos recientes adoptan técnicas de integrales
de trayectoria para incorporar el esquema de espuma de espin en modelos
cosmologicos [52], seria de interés el estudiar la extension de tales esquemas al
campo de Dirac y asi enriquecer y complementar los métodos hamiltonianos
que hemos empleado en el presente trabajo.
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APENDICES



A. SOLUCION A LA ECUACION DE MATHIEU

La solucion detallada a la ecuacién de Mathieu se expone en [39] por lo
cual, en este apéndice, daremos un resumen sobre la misma. Para ello,
reescribamos la ecuacion de Mathieu (2.49) dada anteriormente como

U (u) + [a — 2q cos(2u)] ¥(u) = 0, (A1)

donde hemos definido a:=a y

Se propone entonces (siguiendo a [39]) que la solucién sea de la forma:

+o00
U(u) =Y [Aycos(nu) + By sin(nu)] . (A.3)

n=0

Notemos de (A.3) que la suma sobre los cosenos es una funcion par mien-
tras que la suma sobre los senos serd una funcion impar. Ambas funciones
tienen perfodos m y 27 si el indice n es impar o par respectivamente. A la
funcion par la denotamos como ce(u) mientras que la impar serd denotada
como se(u). Luego, al insertar (A.3) en A.1 tendremos que debe satisfacerse
la siguiente relacién

+o0
Z [(a —n?)Ap — q(Any2 + An_g)] cos(nu) +
n=—2
+o0
+ Z [((a = n*)By, — q(Bnta + By—2)] sin(nu) = 0, (A4)
n=-—1

siendo que A 4y = A 3=A 9=A 1 =B 3=B5=DB_1=0. Esta
ecuacion se resuelve agrupando los términos iguales en cos(nu) y sin(nu) y
luego anulando sus coeficientes. Esto conduce a las siguientes relaciones de



recurrencia entre los coeficientes. Para n par

aAp—qAs = 0, (A.5)
(a—4)As — q(As +24p) = 0, (A.6)
(a— nQ)An —q(Apyo+ An—2) = 0,n>2. (A7)
(a —4)By —q(Bs+ By) = 0, (A.8)
(a — nQ)Bn —q(Bpi2+Bp—2) = 0,n>2 (A.9)
mientras que para n impar
(@a—1)A; —q(A; +A3) = 0, (A.10)
(a—1)By —q(B3—B1) = 0, (A.11)

y adicionalmente a (A.10) y (A.11) se toman (A.7) y (A.9) para todos los
n > 1 impares. Las relaciones (A.5), (A.6) y (A.7) con n par, permiten
construir el polinomio caracteristico

2
Vo — i =0, (A.12)
Va — Vi1
4 Ve—Gg ™"
donde V,, := (a —n?)/qy G, := A,/A,_o. Estas definiciones de V,, y
G, son vilidas para cualquier valor de n. Las raices a este polinomio las
denotamos como aw,. Anédlogamente, las relaciones de recurrencia (A.10) y

(A.7) conducen al polinomio

1
Vi—1- =0, A3
' Vs . (A.19)

[ VA
5TV -Gy

y sus raices las denotamos como ao,4+1. (A.8) y (A.9) conducen a

1

Vo — —— ...
67 % -G1o

cuyas raices escribiremos como o, y finalmente (A.11) junto con (A.9) con-
ducen al polinomio
1
Vi+1- =0, (A.15)

3 1
Ve —>™1
5TV —Gg

que tendra raices Bop41.
Si g € R condicién que se cumple, entonces las raices satisfacen las si-
guientes propiedades:

76



1. Para un valor fijo de ¢ € R las raices (tanto las a;, como las 3, ) son
reales y diferentes. Y si ¢ # 0, entonces las raices estan ordenadas:
ap < P <o <Py <as...

2. Para ¢R la solucion (A.3) asociada a un valor dado de a,. o 3, tendra
r ceros en el intervalo 0 < u < 7.

3. Los polinomios (A.12) - (A.15) no comparten raices comunes para q #
0.

Algunos valores de estas raices son

2 4 6
q 7q 29q
fry _— _— ... A.l
20(9) 5 T 198 ~ 2304 (A.16)

2 3 4 5
@  q q l1q
_ N1 L T a ..

Bilg) = ai(~q) 975 T 61 136 36364

(A.17)

Las funciones (A.3) correspondientes a valores determinados de las raices
se denotan como ceq,. (u) para aquellas formadas con combinaciones de cosenos
e indices pares y cegr41(u) para las de indices impares. Analogamente, se
define se(u) para las construidas con combinaciones de senos. Algunas de
estas autofunciones son

1 q L[ 1 1
ceo(u, q) 7 [ 2cos( u) +q <32 cos(4u) 16> +
— ¢ (g cosl6u) — 5 cos(2u) ) + (A18)
¢" | 75z co8(6u) — 155 cos(2u )
B q o (cos(5u)  cos(3u) cosu
ce1(u,q) = cosu 3 cos(3u) + ¢ ( 192 o 198 +(A.19)

sin(5u) | sin(3u)  sinu

192 64 128

se1(u,q) =sinu — %sin(Su) + ¢ < > + .(A.20)

Por dltimo, para valores de ¢ >> 1 se tiene que los valores a satisfacen

2 3 4 2
an%/%+1%—2q+2wv@—if;w —U;;Q?U—5w tﬁi? )

(A.21)
siendo w = 2n + 1. La relacion (A.2) nos permite entonces vincular el limite
de ¢ >> 1 con el de g << 1. El limite de ¢ << 1 se relaciona con la
situacion en la que la escala [ dada a los operadores de Weyl se hace muy

pequena. Para obtener la energia en este limite, tomanos la relacion (2.48)

7



y despejamos la energia F. Luego sustituimos (A.21) tomando (A.2). Esto
nos conduce a la siguiente relacién

E 1 (2n+1)2+1 5
—=n4 - . A.22
o =nts 16 9+0(g%) (A.22)

De aqui vemos que el espectro de Schridinger se recupera cuando g = 0.
Para el caso en el que ¢ << 1 tendremos que
2 q° 4
ap & Bn = n —i—m—i-()(q )s (A.23)
lo cual conduce a una relacién en la energia

E gn? 1 _3
—="—+—40 A24

que se separa claramente del espectro de la representacion de Schrodinger.
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B. SUPER ESPACIO VECTORIAL, SUPERDUAL Y SUPER
ESPACIO DE HILBERT

B.1 Super espacio vectorial

Tomar las funciones super analiticas ¥ : R, — A, permite dar por sentado
que éstas serdn a lo sumo, lineales en la variable z. De esta manera, cualquier
funcién de F estard definida por dos super ndmeros de la forma

Obviamente, también pudimos definir U(z) = Wy + 2V pero es evidente
que esta ultima puede expresarse en la forma (B.1) escribiendo ¥(z) = ¥y +
z¥; = ¥y + Pz, donde 2P = 2% — z¥ para todo super nimero 2.

Debido a que queremos ver a F como un super espacio vectorial, debemos
definir primero una suma. Esta sera la suma de funciones punto a punto, es
decir, la aplicacion + : F x F — F; (¥(x), ®(x)) — (¥ + @)(z) donde

(U + D)(z) := (Vg + Do) + (V1 + Py)x. (B.2)

Noétese que la suma en los paréntesis de lado derecho, es la suma de
supernimeros. La suma de funciones definida asi satisface las condiciones
necesarias de asociatividad, distributividad, elemento neutro, etc, necesarias.
Enseguida debemos dar dos operaciones de multiplicacién por superntmeros.
Una por la izquierda y otra por la derecha. La multiplicacién por la izquierda
es una aplicacion asociativa y distributiva -, : Ao X F — F;(2,¥(x)) —
(z-¥)(x) tal que

(z-U)(z) = 2¥(z) = 2¥o + 2V 2. (B.3)
Esta aplicacién satisface las siguientes propiedades:

((r+8) - ¥)(
(a- (W + @)
((af) - ¥)(
(1-0)(x

z) = (a+8)Vo+ (a+B)¥iz = (a-¥)(z) + (- T)(z)
a(Vy+ Pg) + (V) + P1)z = (- ¥)(z) + (a- P)(x)
(a-(B-V))(x)

x

X

)
)
)
)



B.1. SUPER ESPACIO VECTORIAL

Para todo a, 8 € Ay y para todo ¥(x),®(z) € F. Andlogamente, la
multiplicacion por la derecha, es la aplicacion - : F X Ay — F; (V(2),2) —
(U - 2)(x) que actua como

(V- 2)(x) := Yoz + ¥y zz. (B.4)

Cabe aclarar que esta multiplicacion difiere de la multiplicacion por la
izquierda en el hecho de que no es punto a punto, i. e., ¥(z)z = oz + ¥ z2.
La necesidad de no elegir la multiplicacién que parecerd més natural radica
en que de hacerlo, la representacion de los generadores del algebra de Clifford
no serd, en el mejor de los casos, lineal. Esta multiplicacién por la derecha
satisface sin embargo, las propiedades necesarias

(U (a+8))(x) = Yola+pP)+¥i(a+B)z= (¥ a)(x)+ (V- 5)(x)
(T +®)ra)(x) = (Yo+ Do)+ (¥1+Pr)ax = (¥ o))+ (- a)(z)
(¥ (af))(@) = ((¥-a)f)(z)
(U-1)(x) = Y(x).

La peculiaridad de esta multiplicacién se hace evidente ante el hecho de
que la funciéon f(xz) = x es par al emplear las multiplicaciones dadas, pero,
si usamos la multiplicacién de los super nimeros, es claro que el valor de la
variable en la imagen, es impar!

La relacion entre ambas multiplicaciones es entonces

(a-T)-B)(x) = (- (- 0))(z) := (a¥P)(x) = a¥of + aV1Bz. (B.5)

La parte par e impar de un supervector ¥(x) se define como aquellos
supervectores U(x) y V(x) con los que se puede escribir ¥(x) = U(x)+V (x)
tales que:

(@ U)(x) = (U -a’)(z), (@ - V)(z) = =(V - a")(x). (B.6)

donde a” es un superntmero impar arbitrario. Es facil resolver estas ecua-
ciones para cualquier supervector W(z) = ¥ + Uiz, al escribir sus compo-
nentes en partes pares e impares de acuerdo a la multiplicacién por los super
nameros, i. e., Yo = ¥y + ¥y ¥y = ¥} + U}, Luego, tendremos

U(z) = ¥y + 297, V(z) =¥y + 2Py, (B.7)

! Se tiene en mente modificar algunas definiciones dadas por Bryce De Witt para evitar
este tipo de construcciones incomodas. Un candidato a ser modificado, es la definicién de
dual de un super espacio vectorial. Estimamos que esto podria eventualmente subsanar
estos inconvenientes.
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B.2. SUPER DUAL.

Es decir, en estas multiplicaciones por supernimeros, la parte par (im-
par) de un supervector, corresponde a la funcién formada con las partes par
(impar) de la componentes Wy y W;. De este modo la imagen de estas fun-
ciones sea U(z) o V(z) es un supernimero que en general no tiene paridad
definida en cambio la funcién si la tiene, dicho en otras palabras: la pari-
dad de una funcién viene dada exclusivamente, por la paridad de acuerdo
a los super nimeros de sus componentes. Por esta razon, es que la funcion
f(x) = z resulta una funcion par.

Finalmente, aunque la conjugacién compleja no juega un papel activo en
la construccién del super espacio de Hilbert, es ilustrativo darla a este nivel y
porque serd implementada en el espacio de funciones de prueba. En nuestro
caso, tomaremos la conjugacién con una accién igual a la conjugacién de
los superntiimeros pero actuando sélo sobre las componentes de la siguiente
forma

(T%)(z) == Ty + Ty (B.8)

Vemos que satisface las condiciones

((T)) ) = (To+ Vrz)" = Vo + U1z = Vg + U1z = U(x).
(U + @) (z) = (Wo+ @)+ (V1 + P1)x =Ty + V12 + Pg + P12
(UF)(z) + (2%)(x)
(z-0)(x) = (2¥g+2V12)" = Uz + U120 = (V" - 2)(2)
(U-2)*(z) = (Woz+ Piz2)" =2V + 2012 = (Z- U)(2)

Es claro ver que tiene que definirse sobre las componentes para que las
dos dltimas propiedades puedan ser satisfechas. Pasemos ahora a estudiar el
dual de una funcién super analitica.

B.2 Super Dual.

Como habiamos mencionado, requerimos de la definicién de super espacio
dual para poder construir el super espacio de Hilbert.

El dual de un super espacio vectorial, es el conjunto F* de aplicaciones
que denotamos como w : F — Ax; U(z) — w(V) tal que satisface las si-
guientes propiedades

wX+Y) = wX)+wl), (B.9)
wlaX) = aw(X). (B.10)

Para escribir la accion del dual, fijémonos en que los elementos de F son
ademads de funciones con caracter vectorial, una combinacion de las funciones
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B.2. SUPER DUAL.

e(z) =1y f(z) ==z, 1i. e, ¥Y(z) = Yoe(z) + V1 f(z). Las funciones e(x) y
f(x) constituyen una base de dimension finita del super espacio vectorial F.
Digamos que un elemento arbitrario del dual, denotado como w, al actuar
sobre estas funciones base nos conduce a los super ntimeros w(e) = wy y
w(f) = wi. Entonces, por la relacion (B.10) tendremos que la accién del
mismo elemento w, sobre una funcién arbitraria de F sera:

w(‘lf) = UYowg + Piws. (Bll)

Puede verse que las relaciones (B.9) y (B.10) quedan satisfechas al em-
plear (B.11) a la cual llamaremos producto interno.

Nuestro interés en una descripcion de funciones de onda, nos induce
a escribir el dual de las funciones/super vectores empleando integrales de
Berezin. Para lograr esto, tomamos los super niimeros w(e) = wo y w(f) = wy
y definimos la funcién super analitica w(z) := w!+awf. El conjunto de todas
estas funciones super analiticas que denotaremos como F’, es isomorfo a F
y lo llamamos ‘espacio de prueba’. Dicho isomorfismo estard dado como
I:F— F;U(z) LZy(z) := UF 4+ 208 siendo ¥(z) = ¥ + Uy

Uno puede extender la suma y las multiplicaciones de F sobre F’ usando
(B.11) quedando

(Zo +Ty)(@) = (W +m)+z(wy + ), (B.12)
(z-Z,)(x) = (2w1)P + x(2wo)?, (B.13)
(Z, - 2)(z) = (w12)? + x(wo2)?, (B.14)

(B.15)

pidiendo que en (B.13) y (B.14) se empleen las definiciones de multiplicacion
por la izquierda y por la derecha del dual dadas como

(z-w)(¥) :=w(¥-2), (w-2)(¥) :=w(V)z. (B.16)

Al hacer esto, podemos indentificar cada elemento del espacio de prueba
F’ con un elemento del dual F* y por ende, via Z con un elemento de F.
En otras palabras: estos tres super espacios vectoriales son isomorfos. Esto
altimo se pone de relieve cuando escribimos el producto interno en forma de
integral de Berezin

(V) = /\I/(:U)Iw(w)dx, (BAT)

para todo ¥(z) € F y todo Z,(x) € F'.
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B.3. SUPER ESPACIO DE HILBERT.

Otra forma de escribir (B.17) es modificando las funciones de prueba con
el fin de poner el isomorfimos ‘dentro’ de la integral de Berezin en forma de
un operador diferencial, es decir, como

—
w(x) (3: + dd>] dz. (B.18)

"y

w(T) = /\If(x)

En este caso, el espacio de prueba es simplemente F con las mismas
multiplicaciones y la misma operacién de suma. Es importil)nte senialar que el

corchete cuadrado, indica que el operador diferencial x+ % actiia solamente

sobre la funcion de onda w(x). Dicha accién toma la forma explicita:

o o
w(z) (ﬂs + d:p) =w(z) o+ w(x)@ =wozr + Wi =wl +zwh.  (B.19)

Esta tltima forma de escribir el producto interno dado en (B.18) sera la
notacién con la que trabajaremos por la comodidad de tener un espacio de
prueba con las mismas caracteristicas que nuestro espacio vectorial F. Dicho
esto, recalcamos que un elemento arbitrario de dual tendra la forma:

N
w(-) = /() [w(:p) (m + (fm)] dz, (B.20)

con la multiplicacién dada por (B.16) y la suma como

(W+n)() =w)+n() (B.21)

Con todo esto, ya estamos listos para definir el super espacio de Hilbert.
Pasemos a la siguiente seccién para mostrar esto.

B.3 Super Espacio de Hilbert.

El super espacio de Hilbert, se construye a partir de definir una biyeccion
entre el super espacio vectorial y su dual f : F — F*; U(z) — fy(-) con par-
ticularidades que veremos més adelante. El caracter de biyeccion se emplea
de manera inmediata escribiendo que se cumpla fy,'(-) = ¥(z). En nuestro
caso, la eleccién que hemos hecho es que esta biyeccion serd de la forma:

%
o) = /(-) () (2) (wf)] dz. (B.22)

x
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B.3. SUPER ESPACIO DE HILBERT.

siendo (V)* la conjugacion compleja definida anteriormente?. Veamos que
(B.22) satisface las condiciones que se pide para formar un super espacio de
Hilbert.

La primera de estas condiciones, es que f ‘preserve’ la paridad de los
super vectores. Esto quiere decir que si tomamos un super vector par (impar)
U € F, entonces fg es un super vector dual par (impar) respectivamente.
Para ilustrar lo anterior, calculemos la accién de fg como producto interno
sobre un elemento ® € F, este quedari

—

Fo(®) = /cp(gc) (%) () (90 + (i[})] do = §oTo + 1Ty, (B.23)

Separemos el super nimero resultante en su partes pares e impares. Ten-
dremos entonces que

fu(@) = ©oTg+ 1T = (B + F) (Vg + Tp) + (P} + @) (T] + Ty)
= [(P4To + PHTy) + (VY + BLTY)] + [(RGTo + DETg) +
+ (24T + 2V )] (B.24)

El primer corchete es un superntimero par y el segundo, uno impar. Si
U es par, entonces W5 y W) son nulos y esto coincide con las partes pares e
impares del dual fy de acuerdo a la definicién de parte par e impar de un
elemento del dual.

La siguiente propiedad es que se cumpla

(z-¥)(z) = (fo-2)(), (V+ ®)(2) = foia(-). (B.25)

Puede verse que la definicién de multiplicacién por la derecha sobre el
dual, conduce a (fo - 2)(-) = [fa ()% = (180 + (VT1]Z = (2T + ()20, =
f»w v la suma se demuestra facilmente.

La tercera propiedad pide que se cumpla

fu(®) = fa(¥), (B.26)

lo cual es evidentemente satisfecho. De hecho, la construccion que hemos
realizado, ha sido inspirada en esta expresién que encontramos en los trabajos
de Floreanini y Jackiw [46]. Notese que fy(¥) es siempre un supernimero
real.

2 Es importante destacar que esta conjugacion NO est4 definida sobre los elementos de
JF, sino sobre los del espacio de ‘prueba’ con los que se construyen los elementos del dual.
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La cuarta y ultima condicién que debe cumplir f es que el cuerpo de
fw () sea positivo si y solo si el cuerpo de ¥(z) es no nulo. El cuerpo de
U(z) es precisamente el cuerpo de sus componentes con lo cual, también esta
ultima condicién queda satisfecha por la biyeccién f que hemos elegido. De
esta manera, el super espacio de Hilbert seré el par (F, f).

Los elementos de F deberan escribirse como super vectores abstractos en
notacion de Bra haciendo la identificacion

U(x) »< VU] = / U(z)dr < x| (B.27)

En esta notacién de los elementos del dual, la multiplicacién y la suma
se extiende la la multiplicacién y la suma sobre las funciones de onda en el
argumento de la integral de Berezin.

Los elementos del dual, via la biyeccién f seran consecuentemente super
vectores abstractos en notacion de ‘Ket’ de la forma

T
(%) () (:c + d)] da (B.28)

T

f\p*—>|f\p>:/|x>

v la multiplicacién y la suma se extienden de la misma manera que en F.
De esta forma, la acciéon del dual sobre un vector en notaciéon de Bra-Kets
quedarad como

< B|fy >:= fo(D). (B.29)

Esta forma de actuar el dual parece bastante artificial pero si se observa
detenidamente, puede verse que sugiere que el dual ‘actda por la derecha
sobre los super vectores’. A diferencia de la notacién usual donde el dual
‘actuaba por la izquierda’.

Puede verse que el producto interno se recupera haciendo < z|z’ >=

2’ — x de modo que queda

| fy >= / O(x)de < z|- / 2" > | (") (") <x/+ E)] da’
/ @(x)da:/(x/ —x) [ (T*)(2)) <x' + E)] da’
/Cb(x)dx{/x’ (U*)(z") (:U’—FE)] da’ — /w

< B|fy >= / (z)da [ / (') — / xF(x’)d:v'],
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B.3. SUPER ESPACIO DE HILBERT.

con F(z') = [(\p*)(:p/) (x + E)] = Fy + R,

O(x [/x/Fodx'/:UFl x’dx'] ,

[ o

/<I> )da [Fp/x’dx'—xFl /x’dx’}

_ /<I> )z [F? — o Fy] = /cb(x) [deF? — dzz ]
J o
/

<(I)|f\1/ > =

O (z) [Fodz + Frazdx] = / O(z) [Fo + Fiz]dx

—
(U")(x) ( ddx>] dz

Es muy importante senalar que los calculos realizados dentro la integral
emplean la multiplicacién de los super ntimeros desde el momento en que
se escribe alguno de sus elementos en el desarrollo en componentes. Por
ejemplo, en la segunda linea, donde emerge la funcion ‘delta de Dirac’

b(x dx—/q>(x)

E”

Sz, o) =2 —x =< z|2’ >, (B.30)

debemos considerar lo siguiente. 1ro) Que esta funcién, al tener dos argu-
mentos, se puede interpretar como una funcion sobre x o sobre /. En el
primer caso, su componente ‘cero’ serd dg = x’ y su componente ‘uno’ seré
01 = —1. Si en cambio, la consideramos como una funcién de argumento x’,
entonces o = —x y 41 = 1. 2) Dentro de la integral, el producto é(x, ') F (')
6 G(z)0(z,z") NO supone en lo absoluto la multiplicacion definida sobre los
super espacios vectoriales. Es en cualquiera de los casos, la multiplicacién
de funciones definida punto a punto.
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