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1. Introduccion General.

Es sorprendente que en una enorme cantidad de estudios de procesos astrofisicos v
cosmologicos. el analisis de la validez local de la segunda lev de la termodinamica
es ignorado. Pocos son los casos en los que se halla un analisis satisfactoriamente
fundamentado de la produccion de entropia en el estudio de fluidos astrofisicos.
siendo que dicho andlisis es indispensable para garantizar la propuesta correcta
de relaciones constitutivas entre flujos v fuerzas termodinamicas. Mas aun. en el
estudio de la evolucion del Universo a gran escala. es indudable que existen nu-
merosas etapas en las cuales resulta ineludible la utilizacion de formalismos fuera
del equilibrio ... v sin embargo la inmensa mavoria de los libros de texto en el drea
muestran desarrollos termostdticos con produccion de entropia idéntica a cero.
desde instantes posteriores al Big-Bang. hasta nuestros dias. Aun la 1avor parte
de los formalismos relacionados con las teorias inflacionarias modernas no parecen
considerar de suficiente relevancia un calculo sistematico de la produccion de en-
tropia. Esto resulta paraddjico. puesto que los efectos disipativos caracteristicos
de los procesos irreversibles pueden traducirse en fases de expansion del Universo
aceleradas.

Las bases de este trabajo radican en las hipdtesis v los métodos de la ter-
modindamica de procesos irreversibles. Se examina el establecimiento de ecua-
ciones de transporte para el estudio de Huidos astrofisicos garantizandose una
produccion de entropia semidefinida positiva en todo lugar v a todo tiempo. Asi
mismo. se establecen relaciones dinamicas para las variables relevantes en cos-
mologia. supnestas en equilibrio local en un espacio-tiempo de 4 dimensiones. sin
necesidad de realizar mnguna hipotesis de velidez de proceso cuasiestdtico alguno.
Estas ideas levan a implicaciones cosmologicas muy interesantes en el caso de
geomietrias cerradas que aparentemente han sido establecidas por vez primera en
este trabajo.

Se desea que todo esquema fenomenologico vinculado con una teoria de trans-
porte deba ser fundamentable microscopicamente en términos de una teoria cinética
adecnada. En la literatura correspondiente a la teoria cinética relativista ex-
istente. no se utiliza explicitamente el concepto de velocidad cadtica (también
Hamada molecular o peculiar) bien conocida de la teoria cinética no relativista.
Este trabajo utiliza explicitamente este concepto. lo cual ha dado lugar a implica-
clones cosmologicas que el autor también considera relevantes, pues proporcionan
una evidencia de crecimiento del universo. con correceiones a la ley de Hubble.
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En los dias en que esta tesis se encontraba en revisién. evidencias observacionales
han conducido a la conclusion de que existe una aparente aceleracion del Uni-
verso a gran escala{3]. Si se emplean desarrollos cinéticos como el mostrado en el

apmxlo tercero de esta tesis. es posible que estas desviaciones a la lev de Hubble
puedan ser descritas v cuantificadas de manera aproximada. sin tener que recurrir
a sofisticadas teorias de particulas elementales.

Por dltimo. quien hava trabajado con la teoria general de la relatividad. debe
de haber quedado impresionado con la incorporacion de los efectos dinamicos grav-
itacionales al marco geomeétrico riemanniano inherente al formalismo. El concepto
de “fuerza externa” se reduce a una simple apariencia: en el esquema relativista.
lo que prevalece son los efectos de curvatura asociados a la presencia de fuentes.
Las ecuaciones de transporte fundamentadas en la termodinamica de procesos irre-
versibles. pueden establecerse de acuerdo a este marco de ideas. De esta manera se
desea visualizar los efectos de campos electromagnéticos en términos geométricos
analogos a los gravitacionales. Esta idea se remonta al lejano 1923, con los clasicos
trabajos de T. Kaluza'l'-{2.. Es satisfactorio que en este trabajo se han logrado
incorporar las ideas del espacio pentadimensional de las teorias de Kaluza-Klein
al marco de la termodinamica de procesos irreversibles. El resultado ha sido el es-
tablecimicnto de un sistema de ecnaciones de transporte para la materia cargada
en presencia de campos electromagnéticos en donde 1o se hace uso del concepto de
fuerza externa. Los efectos disipativos asociados los campos eléctricos se cuantifi-
can en base a las derivadas covariantes que aparecen en el formalismo. Asi mismo,
se abren mevas perspectivas de unir en forma clara campos aparentemente difer-
entes como lo son la termodindmica de procesos irreversibles v la teoria moderna
de los campos. Existen mas interrogantes que respuestas en esta tesis. pero el
autor considera que este trabajo constituve un paso necesario en la fisica. que por
razones de diversa mdole. se habia venido posponiendo.
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2. Establecimiento de las ecuaciones relativistas de Navier-
Stokes.

El esquema relativista de Meixner v Prigogine de la termodinamica fuera del equi-
librio [2i-[12! representa un formalismo directo capaz de establecer las ecuaciones
relativistas de transporte para un medio continuo. Recientemente. una general-
izacion relativista de este tipo de razonamiento ha sido desarrollada para fluidos
isotropicos no viscosos[1]. Las ecuaciones de transporte asi obtenidas dan lugar.
entre otros resultados. a una ecuacion de calor hiperbdlica, libre de problemas de
causalidad.

La viscosidad es la siguiente variable a introducir en el esquema. El formal-
ismo que se presenta en el presente capitulo admite la intoduccion de efectos de
viscosidad cortante y volumétrica en el tensor de esfuerzos mecdnico inicial. El
Hujo de calor aparece por vez primera unicamente al considerarse el balance de
energia total. Si se toma como punto de partida el hecho de que la divergencia
del teusor de estuerzos se anula. entonces necesariamente la componente temporal
de dicho balance corrspondera al flujo de energia mecdnica. En el esquema de
Meixner v Prigogine. como en toda la termodinamica, el calor no se considera
una forma de energla mecanica convencional.

L la primera parte de este capitulo se establecen las ecuaciones relativistas de
Navier-Stokes en base al esquema de Meixner v Prigogine. Especial énfasis se hace
en la produccion de entropia local que se obtiene en el esquema. Dicha variable
resulta de alto interés en el estudio de problemas cosmoldgicos, en donde el papel
de la segunda lev de la termodinamica aun no ha sido suficientemente clarificado.
Las ecuaciones de transporte obtenidas en el presente capitulo son aplicables a
un flnido relativista simple en nuna métrica estatica. Posteriormente se aplican las
misnias ideas pra analizar el comportamiento de los fluidos relativistas en métricas
dependientes del tiempo. utiles para modelar el comportamiento del Universo a
gran escala. En base a esto se mostrarda que es posible conciliar la idea de una
métrica homogénea e isotropica dependiente del tiempo. con una produccién de
entropia semidefinida positiva asociada a un flujo de calor debidamente construido.



2.1. Tensor de esfuerzos y ecuaciones de balance.

El punto de partida para el formalismo descrito en la introduccién es el tensor de
esfuerzos convencional [4.10]:

T = pey "0 = po) ¢ + %(;31 vheY + =W (2.1)

El término P—ﬁl #v¥ no fue utilizado en trabajos anteriores [1]. en los cuales se
partio del tensor propuesto por Einstein [3]. quien omite este término. Se ha
encontrado que el trabajo con ambos tensores lleva a ecuaciones de transporte
cousistentes con el limite no relativista conocido. Por otro lado, (2.1) puede
obtenerse a partir de desarrollos de teoria cinética como el mostrado en el capitulo
4 de esta tesis.

Los subindices en paréntesis indicaran en lo sucesivo que las magnitudes a
representar se estan midiendo en un sistema comovil al elemento de masa. En la
ecuacion (2.1) p,) es la densidad (escalar). p(, corresponde a la presién. y =
denota al tensor viscoso. El cuadrivector de velocidad. v* estd definido por la
ecuacion

"
v = dr (2.2)
dr
en donde la variable 7 representa al tiempo propio del elemento.

El tensor métrico ¢"” debe ser una solucion conocida de las ecuaciones de
campo de Eiustein. Por ejemplo. en espacios estaticos con simetria esférica, g"”
corresponde a la métrica de Schwarzschild :

] — M 0 0 0
PleAYAN
Guv = X - (1 G ) 0 0 (2.3)
0 0 —r2 0
0 0 0 —r%sin’@

Aquf. como es usual, G es la constante de gravitacion universal, Al es la masa
de la fuente del campo gravitacional. v ¢ es la velocidad de la luz. El manejo
algebraico de los objetos fundamentales de la teoria general de la relatividad se
muestra en el apéndice 1. A su vez. en dicho apéndice se utiliza el paquete con
capacidades simbolicas. Mathematica, para verificar directamente que la métrica
(2.3) corresponde a una solucién de las ecuaciones de Einstein.
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2.1.1. Ecuacién de continuidad
La ecuacién fundamental:

T =0 (2.4)

v la importante identidad correspondiente a la derivada total respecto del tiempo
propio:

d
2w 2.5
2~ (), (25)
llevan a la ecuacién de continuidad:
dp(o) v Plo) | S——
—ZT—- + p(U)U;V == C2 g‘w UMV - —CEU# ‘:{:/ (26)

en donde el punto y coma representa derivada covariante. La evaluacion detal-
lada de derivadas covariantes se ejemplifica en el apéndice dos. La operacién de
proyeccion v, T = 0 debe efectuarse para establecer la ecuacion (2.6).

2.1.2. Balance de fmpetu.

La combinacion de las ecuaciones (2.4-2.6) lleva a la ecuacién de balance del
impetu

p\dv* ot » P T
<p(0) + ?) F = —F Ua p(o) -+ p(o) - —+ EE V" Vo Sy (27)
Es facil ver que las ecuaciones (2.6-2.7) se reducen a sus contrapartes no relativis-
tas en el limite de velocidades bajas. es decir, depreciando todos los términos que

tienen a ¢ en el denominador se obtiene que,

.

do* k —k
/)(o)_d? =Py T =i (2.8)

que es la bien conocida ecuacién no relativista [12].



2.2. Balances de energias mecanica e interna.
2.2.1. Balance de energia mecanica.
El flujo de energia mecanica de obtiene a partir de la proyeccion sobre el espacio
de velocidades del tensor de esfuerzos (2.1):
ey = v (2.9)

Tomando la derivada covariante en la ecuacién (2.9), y usando la ecuaciéon
(2.4). es posible establecer una ecuacién que no es de conservacién para la energia
mecanica. a saber:

[';\[] w l"lill’le (210)

o bien, considerando la ecuacién (2.1} :

po) v 1 Ll 117
M = =5 0" Vuw — S0l (2.11)

donde. en estas ecuaciones, el flujo de energia mecanica estd definido como:

Jiar) = Po) A v¥ + v, =H (2.12)

Las ecuaciones (2.10-2.12) se reducen a sus contrapartes no relativistas(2] en los

limites v — 1. /¢oo — 1 y reduciendo las derivadas covariantes a derivadas
parciales simples.

2.2.2. Balance de energia interna.

Una expresion para la derivada total de la energia total respecto del tiempo propio
resulta de alto interés en el esquema de Meixner y Progogine. Para obtener la
expresion correspondiente. es necesario postular la expresion para la conservacién
de la energia total :

Jirep, =0 (2.13)

donde. por la analogia con la termodindmica irreversible no relativista, el flujo de
energia total, J["TE‘, consiste de tres tipos de término: el flujo de energia mecénica.,
el flujo de energia interna, y el flujo de calor:



Jirg) = Iy + Pio) Elint] (0)v” + JJg) (2.14)

Reemplazando directamente la ecuacién (2.14) en la ecuacién (2.13), y uti-
lizando las expresiones (2.6) v (2.10), el balance de energia interna puede escribirse
de la forma:

deint 0) Plo v 1 —r . .
p(()) "'[77:]—(_+e[int] (0) [_ C2) g” ’U#;V — g'{)u :{: = — J[VQ},V —p(o) gl‘ Up;u—'U,‘ :‘f.:/
(2.15)

Es ahora.en este punto, donde es posible establecer el balance de entropia y con
ello obtener una expresion para la produccion de entropia, variable fundamental
en la termodinamica de procesos irreversibles.

2.3. Balance relativista de entropia
2.3.1. Expresiéon genérica para el balance de entropia

El flujo de entropia total estd representado por el cuadrivector:

Jist) = poy St + Jigy (2.16)

donde el primer término de la ecuacion (2.16) representa una contribucion estric-
tamente convectiva.

El balance genérico de entropia adopta la forma:

J[ljg—r]:u =0 (217)

en donde la produccién de entropia o es una cantidad semidefinida positiva. El
reemplazo de la ecuacion (2.16) en la ecuacion (2.17). junto con el uso de las
expresiones (2.5) v (2.6). llevan a la siguiente expresion:

d s(0) Plo) [ v
Plo) —7 + S(0) -——C—2—g’ Vi = 3l =+ =0 (2.18)

La ecuacion (2.18) una ecuacion genérica de balance de entropia en términos de
una derivada total respecto del tiempo propio. Este tipo de expresion es necesaria
para utilizar la hipotesis de equilibrio local.
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2.4. Hipotesis de equilibrio local.

La hipotesis de equilibrio local corresponde a la suposicién de que la entropia
local es una funcional independiente del tiempo de la densidad y energia interna
locales:

S(0) = S(o) (P(o)- €lint] (o)) (2.19)
de forma tal que la derivada total de la entropia respecto del tiempo propio esta
dada por:

ds d 1\ dey
Sto) _ [ _ 21’(0) Po) N (int] (o) (2.20)
dr [)(O)e(o) dr 9(0) dr

En la ecuacion (2.20) se ha hecho uso de relaciones termostaticas bien conocidas,
las cuales permiten explicitar las derivadas parciales de la entropia local.

El reemplazo de las ecuaciones (2.6) v (2.15)en la ecuacién (2.20) lleva, después
de manipulaciones simples, a la expresidn:

ds e, D,y gy JYS.
() Do) inti (o) _ P9 , N T 7717 Q —
Plo)y —3r + <p(o)9(o) + S0 ) [ Cuw 2V =y + O v -

SO zZwe (2.21)

i -
o0, B0

La ecuacién (2.21) puede ahora compararse con la expresién para el balance
genérico de entropia (2.18). Dicha comparacion lleva a expresiones para:

e La produccion de entropia:

_ J{/Q]e(o):u E#U?,‘#;,,

o= - (2.22)
2
e(o) e(0)
e El cuadriflujo de entropia:
v
sy = @ 2.23
= (2.23)
4 o anti (o o) 9 b sq: e
El término (p( p)‘é(L) + < 9'( f ‘) [—Aﬁf Vpw — Uy :.f‘,j’] no aparece en los analisis

no relativistas. Obsérvese que ¢ >> v, por lo que el término se anula.
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Debido a la estructura de la ecuacidn (2.22), ahora es posible proponer ecua-
ciones constitutivas. Estas deberan imponer la condicién de que la produccién de
entropia sea semidefinida positiva, con ellas serd posible completar el sistema de
ecuaciones de transporte.

2.5. Ecuaciones constitutivas generalizadas
2.5.1. Produccién de entropia y pricipio de Curie

En este trabajo el tensor de viscosidad Z* se supone simétrico, de forma tal que
éste puede ser descompuesto de la forma:

-:/\u

—

(ll

vy T (M) = 2 4 zev (2.24)

en donde = representa a la parte sin traza del tensor de viscosidad, v = =

lTr { *“} es un cuarto de la traza de dicho tensor.

El gradiente de velocidades generalizado v, también puede ser descompuesto,
considerandose también una parte antisimétrica de dicho tensor:

e = 0leh + 20 4+ Tr( ) S (2.25)

v

donde los superinidices {s} v {a} corresponden. respectivamente, a las partes
simétricas v antisimétricas del tensor.

La produccion de entropia, ecuacion (2.22) puede ser reescrita usando las ex-
presiones (2.24) v (2.25). observandose que

= 1

= —=Molh = (2.26)

O O '
v habéndose hecho uso de que la doble contracciéon de un tensor simétrico con uno
antisimétrico es cero. Las descomposiciones mencionadas arriba resultan wtiles
para acoplar flujos y fuerzas termodindmicas del mismo orden tensorial (principio

de Curie) [2]. La expresion final para la produccién de entropia se lee:

JHO oy 1

_ [Q1M (o) {s} _
g=- Vol - 2, (2.27)
6(20) e(o) l
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2.6. Relaciones constitutivas lineales

La forma més simple de asegurar que la produccién de entropia (2.27) es semi-
definida positiva, es proponer relaciones constitutivas lineales:

e Para la conduccién de calor:

1% _A 1% 123
Jia = 7’ "By = —K 9O o)in (2.28)

e Para la viscosidad cortante:

s 1 va va
= = e gllﬁg { ) nguﬁg { } (229)
(o)

e Y para la viscosidad volumeétrica

Z=-£1 (2.30)

Todas las ecuaciones propuestas se reducen a sus contrapartes no relativistas
en los limites correspondientes.

2.7. Ecuaciones relativistas de Navier-Stokes de acuerdo al esquema de
Meixner

2.7.1. Ecuacién de movimiento

La generalizacion relativista de las ecuaciones de Navier-Stokes se obtiene medi-
ante la insercion de las ecuaciones (2.28) v (2.30) en la ecuacién de movimiento
(2.7). en la cual la divergencia del tensor de viscosidad ha adquirido la forma:

o My

(5 += M")v — (ng*gett)) —[(eva) o] (2.31)

El gradiente de la presion puede ser eliminado de la ecuacién (2.7) por medio de
la hipdtesis de equilibrio local usando la expresion,
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W o M o sk iy M
Ploy = Plo) T O = Ploy T O
() <3P(o) Oo) ) 09 (0) 6 @) Plo) ke, (o) ke(a) @)

(2.32)
donde kg, representa la compresibilidad isotérmica del elemento, y /5 corresponde
al coeficiente de expansiéon volumétrica. De esta forma, la generalizacion rela-
tivista de la ecuacion de Navier-Stokes es:

(o+ ) % = =00 | (st ) o + (i) 0] + | (b ) i + (=5 ) 08
(ol — () 7], - o[ i80) — (ev2)o+]

La ecuacion (2.33) es la ecuacion de movimiento buscada, en términos de las
variables p,). O ¥ v¥.

2.7.2. Ecuacion de calor.

La ecuacion de calor se encuentra utilizando la ecuacién de continuidad (2.6),
el balance de energia interna (2.15), y las ecuaciones constitutivas(2.28)-(2.30).
Usando de nuevo la hipotesis de equilibrio local, la energia interna se supone una
funcional independiente del tiempo de la densidad y la temperatura, de forma
que:

dp{m!] (o) _ (8 €lint| (0)) d[)(o) + <6e[i"t] (0)) .d_% (234)
dr Op )o. dr 000 /,, A

Las derivadas parciales en la ecuacion (2.34) corresponden a las variables medibles:

<____‘9e[i"fl “”) __ <——-H ) S0 , P (2.35)
, . .
Ipwe) e, kew ) Ploy Pl

0 €lint) (o))
im0\, (2.36)
(59w oy

de esta forma. por medio de la ecuacién (2.6) v las ecuaciones (2.35) y (2.36), la
ecuacion (2.34) se transforma en,
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d €{int) (o) B \Ow P ( Py 1 )
—————— — —— —_— .+_ —— —_-— u‘uv W - —_ — 0 + C
T dr ke.,) P Pl 2 9 Vuw = % S P Plo)Cp

(2.37)

Finalmente. el lado izquierdo de la ecuacién (2.37) puede reemplazarse por

la expresion (2.15) v reescribiendo los flujos termodinamicos en términos de las
relaciones constitutivas (2.28-2.30), la ecuacién final puede escribirse de la forma:

i3 9(O) Do) ( P(o) 1 d@(o)
() 8 ) (2 ey, Lz et 0222
[ ("'em) Moy Pl 2 9 Ve T 2 (1] —

(2.38)

donde:
I) ) 1 1 —_—uv v v -_—
R = € (o) [_—C(—?CL 9" uw — ?T# :—‘LJ B JiQ]:v = D) 8 v — v 2 (2.39)

Esta ultima expresion se puede reescribir utilizando las relaciones constitutivas
(2.28)-(2.30). halldndose que.

R = o { p:;’ g U + (l [(ng"*’g”" ), + (eon) &WH}(QAO)
+(x 9""9(());1;);” = Pio) 9" U — Vs {(7/ g ilt)) Lt (€v5) 6] :J

Esta ecuacion se reduce a una ecuacion previamente reportada, aplicable al
caso no viscoso {1]. Enfasis debe hacerse en que la ecuacién (2.38 ) no admite
propagacion de energia a velocidades mayores que la velocidad de la luz, ya que
el término (f{ g"”e(o);,,)‘u en (2.40) genera una ecuacion hiperbdlica para la tem-
peratura. ‘

2.8. Ideas Esenciales de la Termodinamica de Segundo Orden de Israel.

2.8.1. Leyes de Conservacion en la Termodinamica de Segundo Orden
de Israel.

Para contrastar las ideas expuestas en el presente capitulo con trabajo conocido
en el drea. se presentan las ideas fundamentales de la termodindmica relativista
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de segundo orden propuesta por Werner Israel alrededor de 1976 [6]. Después
de subravar los distintos problemas conceptuales que se presentan al intentar
definir una velocidad hidrodindmica para un elemento de volumen de fluido, Israel
propone distintas alternativas para el tensor de esfuerzos-energia, a los cuales
siempre se les exigira que satisfagan la ecuacion de conservacién (2.4) .

Dichas alternativas se fundamentan en el supuesto (utilizado por Israel) de que.
para sistemas fuera del equilibrio, no es posible asignar una velocidad hidrodinamica
unica para el elemento de fluido. Israel propone la existencia de dos velocidades
posibles para incorporar en el tensor de esfuerzos-energia:

a) Una velocidad paralela al flujo de particulas u/y.
b) Una velocidad paralela al eigenvector del tensor 7%, que se denominara u/s.

Se propone que la relacion entre ambos cuadrivectores de velocidad es, para
ligeras desviaciones del equilibrio[6]:

Ho_ M
Up = Uy +

—— ¢+ 0y (2.41)
pct+p

en donde p v p son la densidad v presion medidas en el sistema local, ¢" es el
cuadrivector de flujo de calor, v Oy representa términos especificados de segundo
orden en las desviaciones con respecto al equilibrio local.

Ahora bien. en el limite no relativista. es posible el definir una velocidad
hidrodinamica tnica. v no queda claro de la ecuacién (2.41) el cémo coinciden las
definiciones uy v e en el limite de bajas velocidades.

El tensor de esfuerzos-energia que utiliza Israel se ubica entonces en dos con-

textos:

e En el sistema de flujo de particulas (en ausencia de viscosidad y de esfuerzos
cortantes):

T = pus u‘}{, + pA(,’VJ + qC’U,BV + qguﬁ, (2.42)

3
3 % v
en donde AY = go? + 2oy,
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e En el sistema de energia:

T = pul up + pAY + ¢®uy + ¢°us, (2.43)
a .8
en donde AY = g*% + SESE

Es de hacerse notar que, en ambos casos, se involucra a variables termodindmicas
locales en la construccion inicial del tensor de esfuerzos-energia. Ello lleva nece-
sariamente a la inclusion del cuadrivector de calor en el balance energia mecdnica
e implica interpretaciones mecdnicas del flujo de calor.

2.8.2. La Hipotesis de Equilibrio Local y La Produccién de Entropia en
la Termodinamica de Segundo Orden de Israel.

Israel[6] explicita un par de ecuaciones en donde se hace ver, de acuerdo a los dos
posibles formalismos mencionados en la secciéon anterior. a la entropia local como
una funcional. independiente del tiempo, de la densidad y de la energia interna
locales:

Sg = Seq(pE.nE) (2.44)
SN = Seq(pr nN) (245)

En este contexto. Israel no sigue un procedimiento ortodoxo[12] en el cuél
se separen las formas mecdnicas v no mecanicas de energia para establecer las
ecuaciones de transporte. Esta alternativa se analizé va en esta tesis.

En lugar de ello. Israel propone:

a) Una ecuacion constitutiva para el flujo de calor en términos de la temper-
atura. T'. la aceleracion local v la derivada del flujo de calor. A saber:

) T _
0" = =R T A% (2 + iy + s (2.46)

en donde k corresponde a la conductividad térmica del sistema, y 8; es una
constante de proporcionalidad.



b) Un flujo de entropia dado por:
S* = uy Sy + Iy — Q% (2.47)
en donde @ representa contribuciones de segundo orden al flujo de entropia.

¢) Una produccion de entropia dada por

p _ @M
Wk T?

(2.48)

que se obtiene a partir las ecuaciones fenomenologicas (2.46) y del flujo de entropia
(2.47).

El formalismo de Israel conduce a un sistema de ecuaciones de transporte en
el cudl no aparecen problemas de causalidad en los fendmenos de transferencia de
calor v de transporte de masa. Este sistema es complejo y tiene la desventaja de
incluir parametros ajustables en la teoria.

El procedimiento ortodoxo [12] [2] [1] conlleva un orden y una logica diferentes,
v a juicio del autor de esta tesis. es mucho menos artificial .

2.9. Conclusiones del capftulo 2

Hasta este momento se ha establecido el conjunto de ecuaciones diferenciales par-
ciales de Navier-Stokes-Fourier en el contexto de la teoria general de la relativi-
dad, para un fluido simple modelado por el tensor (2.1). El procedimiento ha
sido directo v es practicamtente una calca del esquierna no relativista de Meixner-
Prigogine incluido en textos clasicos [2]-[12]. Es muy probable que la mayor virtud
de este formalisino sea que es capaz de establecer las forma explicitas del flujo y de
la produccion de entropia En contraste. Israel y otros autores [6]-[11], proponen
un cuadrlﬁmo de entropia del cual obtienen una expresién para la produccién de
entropia via la operacién de divergencia. En los trabajos que se acaban de men-
cionar. el principio de equilibrio local, no se utiliza en su forma mas amplia, esto
es. 1o se utiliza la ecuacion (2.21) para establecer la produccion de entropia, por
lo que es necesario aumentar el orden de los gradientes para generar ecuaciones
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de transporte hiperbdlicas. En una teoria relativista consistente, esto ciertamente
no debe ser necesario, aun en el régimen lineal.

Por otro lado, en importante observar que en la ecuacion (2.28) se estd suponiendo
que existe una componente temporal no nula del cuadriflujo de calor medido en el
sistema comdévil. Hay una razon de fondo para que esto asi sea. Es la presencia de
esta componente lo que garantiza causalidad en el régimen lineal. Por otro lado. el
hecho de que esta componente sea no nula en el sistema comovil resulta objetable
para algunos investigadores del area{11]. A mi juicio. la mejor manera de afrontar
esta cuestién consiste en revisar los fundamentos cinéticos de la teoria, para con
ello establecer una interpretacion objetiva del significado de esta variable. Esto
se hace en el capitulo 4 de este trabajo de tesis.

Por ultimo. es pertinente enfatizar que el desarrollo del esquema de Meixner
para Hujo viscoso va mas alla de un mero ejercicio matematico. Para un recuento
de aplicaciones del analisis de flujo flujo viscoso en astrofisica puede consultarse
el texto de Chandrasekhar{13]. en el cual. desgraciadamente, no existe analisis
formal alguno de la produccién de entropia local.
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3. Implicaciones cosmologicas del esquema relativista de
Meixner y Prigogine.

El estudio de las propiedades del Universo a gran escala es una de las actividades
més apasionantes de las Ciencias Fisicas. La forma més directa para estudiar
problemas tales como el tamano, el futuro y el pasado del universo consiste en
la obtencion v analisis de soluciones especiales de las ecuaciones de campo de
Einstein. De acuerdo a este tipo de razonamiento. el Universo puede modelarse
como un fluido homogéneo e isotrépico representado por un tensor de esfuerzos
adecuado. Al introducirse este tensor a las ecuaciones de campo y resolver el
sistema proponiendo una métrica dependiente del tiempo. es posible obtener la
denominada solucién Robertson-Walker-Friedmann (RWF') de las ecuaciones de
Einstein. La variable principal involucrada en este modelo es un radio dependiente
del tiempo que puede identificarse como el "radio del Universo”.

La consideracion de efectos disipativos en Universos homogéneos e isotrépicos
representa un problema importante en la COSIIlologfa moderna. Calculos de enorme
interés. tales como la densidad del Universo v la abundancia de materia obscura
pueden depender de la existencia de efectos disipativos. Tradicionalmente, la vis-
cosidad volumeétrica ha sido considerada como el tinico efecto disipativo en Univer-
sos RWF. El flujo de calor tiene que descartarse en estos modelos st es incluido en
el tensor de esfuerzos que aparece en las ecuaciones de campo de FEinstein. El es-
quemna relativista de Meixner v Prigogine[1] es un formalismo alternativo al tradi-
cional que permite introducir al flujo de calor en los modelos cosmolégicos RWF
de forma indirecta. En si. el esquema de Meixner y Prigogine de la TIL provee de
herramientas suficientes para realizar estudios serios de problemas cosmoldgicos,
va que contiene una produccion de entropfa global semidefinida positiva, donde
pueden aparecer efectos disipativos sin tener que restringirse exclusivamente a la
viscosidad volumétrica.

Este capitulo se dedica fundamentalmente a establecer las ecuaciones de campo
en métricas RWF introduciendo un flujo de calor por medio del esquema presen-
tado en el capitulo anterior. Posteriormente se discuten las implicaciones de las
ecuaciones obtenidas.
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3.1. La métrica de Robertson-Walker y sus implicaciones cosmolégicas.
El punto de partida aqui son las ecuaciones de campo de Einstein [3]

GoB = kT (3.1)

donde G°” es el tensor de Einstein. 727 es el tensor de esfuerzos y & es la constante
de acoplamiento entre ambos tensores.

El universo a gran escala se modela con el tensor de esfuerzos:
T = pr*? + -C%v“vﬁ —pg*® (3.2)
en donde:
e p es la densidad local del fluido medida en el sistema comdévil.
e 1 es la cuadrivelocidad local del fluido.
e p es la presion local del fluido medida en el sistema comavil.

¢ es la velocidad de la luz.

e ¢’ cs el tensor métrico escrito de forma contravariante.

La solucion propuesta. 1itil para incorporar en el modelo las propiedades de
isotropia y homogeneidad (corroboradas a gran escala) es [3]:

dr?

1 -2

ds? = *dt* — K* (ct) [( ) + r2d#* + r?sin® (9) dy? (3.3)
donde 7. 6. ¢ son las coordenadas esféricas usuales v K (ct) se identifica con el
radio del fluido (el Universo). A K2 (¢t) también se le conoce con factor de escala.

Si ahora se calcula el tensor de Einstein en términos de la métrica (3.3), se
generan dos ecuaciones de campo independientes, a saber:

dk (ct))? L BK ()
—d—(m—} + 2K (ct) ———= =0 (3.4)

L+ xK2%(ct) p+ { P
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. 2
dK (ct
3+3 ———~(——) =k pctK?(ct) (3.5)
d(ct)
Los detalles de este importante calculo se encuentran en practicamente en todos los
textos de relatividad general, pero una sintesis de ellos, elaborada con el paquete

Mathematica. se incluye en el apéndice 3.

3.2. Introduccién de efectos disipativos en la métrica de Robertson y
Walker en el esquema de Meixner y Prigogine.

Los efectos disipativos inherentes a la dindmica de los fluidos, pueden introducirse
al problema cosmolégico siguiendo las ideas inicialmente propuestas por Meixner
v Prigogine [2]. v descritas en el capitulo anterior. De acuerdo a esto, la derivada
total de la entropia local respecto del tiempo propio 7 puede escribirse como:

1s ds\ dp Os detin
AL AN L L e (3.6)
dr dp) dr 0 €int] dr
Ahora bien. en el esquema de Meixner v Prigogine es esencial reescribir la
ecuacion (3.6) en la forma de una ecnacion de balance del tipo:

Y —— (3.7)

en donde J[‘_'QVT1 representa un flujo de entropia total v ¢ corresponde a la pro-
duccion de entropia. que de acuerdo a la segunda ley de la termodindamica debe
ser semidefinida positiva. Es decir:

og>0 (3.8)

El formalismo descrito en el capitulo anterior permite proponer relaciones entre
flujos v fuerzas termodinamicas que satisfagan claramente la segunda ley de la
termodinadmica, sin que en el proceso se tengan que hacer hipétesis restrictivas

de idealidad del fluido que limiten a cero el valor posible de la produccién de
entropia.

Para obtener una ecuacién del tipo (3.7) a partir de (3.6) es necesario hallar
expresiones para las derivadas totales de la densidad y energia interna en base a
los respectivos balances. A ello se dedicaran las siguientes subsecciones.
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3.2.1. Derivada total de la densidad

Considérese la expresion

v, T =0 (3.9)

obtenida de multiplicar el tensor (3.2) por el tensor covariante de velocidad v, y
tomando en cuenta la ecuacién de Einstein (3.1). Una manipulacién algebraica
simple permite reescribir (3.9) en una forma sugestiva, a saber,

(@ T*),, = =T" vy (3.10)

La ecuacion (3.10) no es una ecuacion de conservacion. La divergencia del flujo
de energia mecdnica v, T*” no se anula, si no que es igual a la doble contraccién del
tensor de esfuerzos con el gradiente de velocidades (término de Raleigh relativista).
Si ahora se consideran: a) la forma explicita del tensor de esfuerzos (3.2), b)
La mérica de Robertson-Walker-Friedmann, ecuacién (3.3) y ¢) las componentes
espaciales de la velocidad nulas (sistema comovil), es posible escribir la ecuacién
de balance de masa. como.

dp  3dN (p
dt ~ K dt (cz +”> : (3.11)

Para llegar a esta ecuacion se ha hecho uso de los simbolos de Christoffel de
segunda especie. calculados en el apéndice 4 de la tesis.

3.2.2. Derivada total de la energia interna

Como va se ha dicho. el flujo de energia total se compone de tres términos: uno
para la energia mecanica. uno para la energia interna v uno para el flujo de calor,
de forma que:

Jir) = i+ Jiteg + Jig)

De la ecuacion (3.10) v de los métodos de las secciones 2.2.1 v 2.2.2 de esta tesis,
se tiene que la conservacion de la energia total lleva directamente a la expresién
de balance de energia interna:

deiny 3 dK P v 3pdK

T TR e (312
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3.2.3. Produccion de entropia

Ahora es posible regresar a las ecuaciones (3.6) y (3.7) puesto que ya se tienen
expresiones para las derivadas totales correspondientes.

La ecuacién (3.7) puede reescribirse, en términos de la derivada total respecto
del tiempo, de la forma:

p%; - %%%s +JY, =0 (3.13)
el término de divergencia en la ecuacién (3.13) no contiene términos convectivos.

Ahora bien, las derivadas totales en las ecuaciones (3.11-3.12) se pueden in-
troducir en la ecuacién (3.6) , lo cuél lleva después de manipulaciones algebraicas
simples a la expresion:

dS 3 diK P P e[mt] J[lb] _ J[lé?]e;u

Par T K dt @ <p6+ o) \e) T e - (3:14)

Al compararse las ecuaciones (3.13-3.14) se encuentra la produccidn de entropia:
']U ie;u

o= ——%5— (3.15)

v la entropia local:

 _ l)_ €lint]

s=5t g - (3.16)

Las ecuaciones (3.14-3.16)son la base de la teoria que aqui se presenta.

3.3. Ecuacion de calor en ausencia de viscosidad

Los resultados obtenidos en las secciones anteriores pueden utilizarse para estu-
diar la evolucion de la temperatrura respecto del tiempo propio, asi como otras
variables temodinamicas en métricas de Robertson v Walker. La ecuacién para
la temperatura puede obtenerse a partir de la dependencia de la energia interna
respecto de la temperatura v la densidad de masa,

€hnt] = €fint] (0, O) (3.17)



La derivada total de la energfa interna respecto del tiempo propio, de acuerdo a
la ecuacién (3.17), puede escribirse de la forma:

de[mt] [3 Q] P dp de
_ = 1
Pt Kke(o)> Tola (3.18)

en donde se ha hecho uso de las relaciones termodinamicas (2.35)-(2.36).

Por medio de la ecuacién (3.11) y las ecuaciones (2.35)-(2.36), la ecuacién
(3.18) adquiere la forma:

d €finy) B\YO p 3 dK (p ) doe
g (2 24 B (n2h (2 = 3.1
Pt [ (k‘e>p+p}< Kt \& P))TPog (3.19)

Con esta expresion es ya posible aplicar directamente los métodos de la seccién
2.7.2. de forma tal que es posible establecer la ecuacién de calor:

3\ p 3dK /p do
Ll BN haieh i (8 — =R 3.20
[ <A9> +p}< K & (c2+p>>+cpdt (3.20)
donde: 3 dic 3 di
ok P 9PAA
TR ar e TRl T R g (3.21)

esta tltima expresion se puede reescribir utilizando las relacién constitutiva (2.28),
hallandose que,

3 dKi p Y 3pdK
== -]—\—"Td—t_e{i"t]('—z - (K(] nem);u it 7<‘_dt— (322)

Debe hacerse énfasis en el hecho de que se ha utilizado la metodologia ex-
puesta en el capitulo 2. Una vez mds. la ecuacién de calor establecida no admite
propagacién de energia a velocidades mayores que la velocidad de la luz, ya que
el término (x "6}, genera una ecuacién hiperbélica para la temperatura.

En el caso de un Universo de Friedmann, p = 0, y la ecuacién (3.20) se reduce

a
3 3 diy de "
<k‘e(o,> © (FI) + oo =~ (kg70,),, (3.23)
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Es importante hacer notar que las ecuaciones (3.20-3.23) no tienen problemas
de causalidad aun en el caso de que el gradiente espacial de temperaturas sea
cero, dado que la cuarta componente del cuadrivector de calor no se anula {1]. El
cuadrivector de calor es de tipo temporal (timelike) para conductividades térmicas
positivas. De acuerdo a esto, la segunda ley de la termodindmica garantiza la
causalidad. Este hecho parece no haber sido apreciado por autores de trabajos en
este campo.

El comportamiento de la temperatura para universos cerrados y planos puede
estudiarse a partir de la ecuacion (3.20). Es importante resaltar que no existe
necesidad alguna de suponer proceso cuasiestatico alguno, ni ecuacion de estado
alguna, para establecer la ecuacién dada. Un enfriamiento rdpido se observa
durante el periodo de expansion, mientras que un incremento de la temperatura
es identificado durante la contraccién en un universo cerrado [5).

Si se supone una conductividad térmica diferente de cero, se observa un “amor-
tiguamiento” interesante en el comportamiento oscilatorio de la temperatura en
el caso de un universo cerrado. Este hecho se encuentra claramente ligado a que
la produccion de entropia se supone positiva en este caso. Una representacion
esquematica de estas ideas se muestra en las graficas correspondientes al apéndice
4 de este trabajo.

3.4. El esquema de Meixner con viscosidad, en ausencia de flujo de
calor: el factor de escala cosmoldgico.

La aplicacion de las hipdtesis v métodos mostrados en esta seccién pueden apli-
carse a modelos de Universo con disipacion viscosa, en ausencia de calor. Aunque
dicho problema ya ha sido trabajado con las ideas de la termodinamica extendida
en métricas mas generales[6] {7]. el esquema de Meixner constituye, a juicio del
autor. una alternativa conceptualmente mas simple y directa de andlisis. El tensor
de esfuerzos en este caso es:

T8 — p[o}l’al’ﬁ + EC%’}_UG»U@ ~ Do) gaﬁ + 7-gaﬁ (3.24)

en donde 7 corresponde a una viscosidad volumétrica cosmoldgica. Ahora bien,
el uso de la métrica (3.3) y la metodologia del esquema de Meizner llevan ala
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ecuacion para la evolucién para el factor de escala:

p

2

il Tk d @l|lmaa T

en donde 7 es una viscosidad volumétrica, y M es una constante de integracion de
las ecuaciones de campo. Las soluciones del sistema formado por las ecuaciones
(3.5-3.25) poseen la ventaja adicional de que la produccién de entropia siempre es
positiva en el modelo, y puede ser determinada de manera ortodoxa de acuerdo
al esquema de Meixner de la termodinamica irreversible lineal. Naturalmente, el
sistema se reduce a las ecuaciones convencionales para el caso 1 = 0.

3.5. Conclusiones del capitulo 3

En éste capftulo se ha mostrado que la existencia de una produccién de entropfa
semidefinida positiva es compatible con las propiedades fundamentales de los mod-
elos cosmoldgicos convencionales. El calor puede introducirse en la cosmologia
sin tener que prescindir de las hipétesis de homogeneidad e isotropia a gran es-
cala. incorporadas al tensor de esfuezos (3.2). De la misma manera, la evolucion
de la temperatura puede ser predicha sin tener que suponer la validez de ningin
proceso cuasistdtico. Es pertinente aqui enfatizar que el esquema relativista de
Meixner v Prigogine constituye un formalismo adecuado para abordar problemas
cosmologicos sin tener que imponer hipétesis demasiado restrictivas referentes a
los procesos termodinamicos inherentes a los diferentes modelos cosmolégicos [3].
Ademas. las ideas aqui mostradas permiten la inclusién de efectos viscosos sin que
éstos representen la tinica alternativa de disipacion en el Universo a gran escala.
El esquema de Meixner yPrigogine en modelos cosmoldgicos con viscosidad sera
reportado en el futuro.

En el capftulo aqui expuesto se han estudiado propiedades fuera del equilibrio
de la materia en el Universo a gran escala. La extension de este formalismo en
presencia de campos electromagnéticos se estudiara en el capitulo 9.
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4. Teoria cinética relativista para medios continuos dilui-
dos.

4.1. Introduccién

En sus rasgos esenciales. la teoria cinética relativista fue desarrollada mucho
tiempo desplies que su contraparte no relativista[l]. Haciéndo uso de la ecuacién
de Boltzmann de manera apropiada, dicha teoria fue bésicamente encaminada al
estudio de fendmenos de transporte relativistas y, de manera no ortodoxa, uti-
lizada para fundamentar microscépicamente a la termodindmica relativista fuera
del equilibrio. El término no ortodozo se utiliza en vista de que el ahora recono-
cido esquema unificado de la termodinamica de procesos irreversibles, formulado
por Meixner y Prigogine a finales de los cuarenta, [2] [3] y cuya forma final se
dio a principios de los sesenta|6], lleg6 mucho tiempo después que las ideas uti-
lizadas por los primeros trabajadores en el campo de la termodinédmica irreversible
relativista[8] [4]. De hecho, hasta donde es del conocimiento del autor, el primer
intento para reproducir el esquema de Meixner-Prigogine en el contexto de la
relatividad general. fue publicado hace sélo tres afios [5].

La diferencia principal entre las varias maneras de abordar la teoria de trans-
porte relativista estriba en la forma de introducir el cuadrifiujo de calor. En
trabajos previamente publicados[5], se ha puesto énfasis en el hecho de que el
calor no es una forma convencional de energia mecanica. Esta es la posicidon
que se ha tomado en los desarrollos de los dos capitulos anteriores. La energia
mecanica convencional no se conserva, de forma que el calor se introduce como
un recurso. una forma de energia alternativa que hace posible la conservacién de
la energia total[7]. Pero esto no es nuevo. es el contenido esencial de la primera
lev de la termodinamica.

En este capitulo se analiza la construccién del flujo de calor en la teoria cinética
relativista, utilizando explicitamente el concepto de velocidad cadtica. En este
contexto. el balance de energia se obtiene de la componente temporal del tensor
impetu-energifa. El limite newtoniano surge a partir de este formalismo, y las
primeras correciones relativistas son facilmente identificadas. Se analiza también
la construccion del tensor de esfuerzos a partir de este formalismo de forma que
es posible identificar las distintas contribuciones que lo integran, en analogia di-
recta con el desarrollo no relativista. Las ecuaciones fenomenolégicas de trans-
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porte pueden obtenerse a partir del tensor de esfuerzos siguiendo los métodos
convencionales de la teoria cinética . Asimismo, en este capitulo se muestra como
consecuencia importante de este formalismo, el hecho de que la tasa de expansion
en Universos RWF se modifica radicalmente para velocidades cadticas de orden
relativista.

La estructura de este capitulo se ha dividido de la siguiente manera: Primera-
mente se hace una revisiéon de la teoria cinética no relativista utilizando una
notacion matricial adecuada. Esto se hace con el objeto de establecer una ruta di-
recta para construir la teoria relativista correspondiente. Posteriormente se utiliza
la ecuacion de Boltzmann relativista (en su versién mads aceptada) para estable-
cer las ecuaciones de transporte. Las ltimas secciones se dedican a analizar las
consectuiencias cosmoldgicas del formalismo y a establecer conclusiones referentes
a esta manera de construir la teoria cinética relativista.

4.2. Teoria cinética no relativista: notacién matricial.

El punto de partida aqui es la bien conocida ecuacién de Bolzmann [2]- [3]

J J
af (J:dvtl ’t)-{-llkaf (g:L:: t):C(f.f,) (41)
donde f (x7,1v7.t) corresponde al nimero de particulas en el elemento dz?, dv’ de
un gas diluido en el tiempo t; u* es velocidad hidrodindmica del elemento, y C
corresponde al término colisional (los indices latinos correspondes a valores que
van del uno al tres). La funcién de Boltzmann f (x7.v7.t) nos permite definir el
promedio estadistico de una funcion dinamica ¢’ de la forma:

(o)) = LS00 B _ [uf (.00t
[ f(xd vit) d¥e n(x, t)

donde la densidad numérica n (77.t) esta definida como la integral de la funcién

de Boltzmann sobre todo el espacio de velocidades. La velocidad hidrodinamica

del sistema de particulas puede obtenerse a partir de la ecuacién (4.2) haciendo
v = 1/, siendo 17 la velocidad de una séla particula:

(4.2)

. 'k J o 3
i (0,1) = LAL G0
n(zi.t)
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A partir de la ecuacién (4.1) es posible obtener la ecuacién genérica de trans-
porte, conocida como ecuacién de Maxwell y Enskog, y tiene la forma[7]:

dnw) , 8 [n{v*v)
gt | oz

Lo que se quiere mostrar a continuacion es que. por medio de una formu-

lacién matricial adecuada, es posible reescribir los resultados usuales de la teoria

cinética no relativista, de una forma que serd muy facilmente reproducible en la

contraparte relativista. Para este fin, se escribiran las ecuaciones de transporte

en términos de promedios estadisticos de las velocidades cadticas ( velocidades

relativas de particulas individuales con respecto del centro de masas local), y se
definirdn: '

=0 (4.3)

~ La matriz galileana 4 x 4 A% en coordenadas cartesianas:

1 00O
g1 00
o
g0 01
— El cuadrivector de posicién para las particulas:
ct
o] Il
roo= 12 (45)
3

5 J . . ’ . . ,
donde 37 = - ¢ siendo la velocidad de la luz (los indices griegos correrdan del 0

al 3).

Las bien conocidas ecuaciones de transformnacion galileanas son:

ct ct

1 1 alF

T I+t

22 | T | 224+ (4.6)
3 P+t
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c c

vt k' + ¢

02 | T k2 +c 32 (4.7)
v3 k3 +cp®

donde k? = ¥’ representa al vector de velocidad relativa referido a ¢ 3?. En este
caso las k?'s corresponden a las velocidades cadticas.

Las ecuaciones (4.6-4.7) pueden ser exactamente reescritas por medio de la
matriz (4.4) como:

¢ = AR TV (4.8)
¥
v = AL KY (4.9)
en donde se ha definido
c
1
K" = :2
k3

obsérvese que la velocidad estd dada por v* = id%—, y K7 = v/ — ¢{# corresponde a
la velocidad cadtica mencionada antes. El promedio de las componentes espaciales
se anula. es decir ( A7) = 0. mientras que ( K°) = c.

Ahora es posible reemplazar v' = mv# en la ecuacién (4.3) para reescribir las
ecuaciones de transporte en términos de las velocidades cadticas, toda vez que se
utilice la matriz (4.9). Aqui m representa la masa de una particula individual, y
¥ puede adoptar la forma de cualquier invariante colisional. La ecuacién obtenida
por medio de las manipulaciones mencionadas es:

8 [pAg A} ( K+ K*))
ore

donde p = mn es la densidad de masa.

=0 (4.10)
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La ecuacion (4.10) contiene informacién bien conocida de la teoria cinética no
relativista, a saber:

Para A = 0, el balance de masa,o ecaucién de continuidad surge inmediata-
mente,

dp  0[pw] _
5t =0 (4.11)

mientras que para A = j, el balance de impetu toma la forma,

1 1 1
0lpw)  0lp wu)] _ 0l (VK] )
ot 0l o

donde el tensor p (K7K*) corresponde al tensor de esfuerzos fenomenoldgico, en
el caso de que no exista viscosidad. Mas aun, en el caso isotrépico, la ecuacién
(4.12) se reduce a la bien conocida ecuacién de Euler, previa identificacion del
ultimo término de la ecuacién (4.12) con el gradiente de presion, ya que en ese
caso:

p (K'K*) = pb* (4.13)
El balance de energia se obtiene por medio del reemplazo del invariante col-
isional v = %m 2 en la ecuacién (4.3). Sin embargo, dicha expresién para

es aparentemente ajena al cuadrivector definido en la ecuacién (4.5).En la sigu-
iente seccion se obtendra un balance de energia-masa apropiado, a partir de la
contraparte relativista del cuadrivector de velocidad definido en (4.5).

En la siguiente seccién se discutira la generalizacion relativista del formalismo
mostrado de una manera clara v directa. De la misma manera se establecera el
tensor fenomenologico de esfuerzos en el contexto relativista.

4.3. La ecuacion de Boltzmann relativista y los invariantes colisionales

Se desea ahora establecer la contraparte relativista del formalismo presentado en
la seccién antrerior. El punto de partida aqui es la version relativista més aceptada
de la ecuacion (4.1). que es[1]:

Nk (4.14)
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donde z* es el cuadrivector de posicién del elemento, v* esl la correspopnden-
tiente cuadrivelocidad, f (z#,v*) representa al numero de particulas en el ele-
mento definido por los intervalos (z*, a* + dz*) y (v*,v* + dv*). Finalmente, el
término colisional se denota por C (f, f /) y su estructura es andloga a la manejada
en la teoria no relativistall].

La derivada total respecto del tiempo propio en la ecuacion (4.14) se desarrolla
por medio de la expresion.

i _ .
= =v(f), (4.15)

A continuacion se presentan las definiciones necesarias para desarrollar el cdlculo
mencionado.

En la formulacién de la teoria cinética es importante establecer una densidasd
numeérica de particulas:

no(r) = [ f (a*.p)d' (4.16)

que representa el ntimero de particulas. por unidad de volumen, en el intervalo
(x*, 2* + dr*). Mas aun. es claro. a partir de la ecuacién (4.16) que la densidad
de masa propia esta dada por

Po (T#) = myn, () = mo/f (*, p*) d*v (4.17)

donde m, representa la densidad de masa en reposo de una particula individ-
ual. También, el promedio estadistico de cualquier funcién ¥ dependiente de la
velocidad esta dado por la expresion:

Ju (") f(xt ) dh

n, ()

(V) = (4.18)

4.3.1. Ecuacién de transporte genérica

La ecuaciéon de transporte se obtiene de multiplicar amnbos lados de la ecuacién
(4.14) por la funcién dependiente de la velocidad v (v¥) e integrando respecto del
elemento de volumnen. Este procedimiento lleva a la expresion:
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[ (2°) (v (v*))].,, = / C (f, f) o (") d (4.19)

donde el punto y coma representa derivada covariante. Cuando ¥ (v*) es un
invariante colisional, el miembo derecho se hace cero, por los pasos conducentes
al teorema H [1]. Cabe mencionar aqui que dicho teorema se obtiene de acuerdo
con los mismos pasos y condiciones que se imponen en el caso no relativista; es
por ello que aquf éstos se han omitido.

Se puede probar [1] que ¥ (v¥) = m,v” es el invariante colisional mas general
asociado a la ecuacién (4.19). Dado que la cuadrivelocidad v* incluye un factor v
desarrollable en serie de potencias en (3, combinaciones lineales de una constante,
la velocidad. v el cuadrado de la velocidad pueden identificarse con los invari-
antes colisionales que aparecen en el limite no relativista. En este contexto, la
ecuacion (4.19) nos permite escribir la ecuacion de balance mas general, en el caso
relativista, dada por,

[po (%) (W*0")],, =0 (4.20)

La ecuacion (4.20) es la ecuacién de transporte en el caso relativista y sera la base
de la discusién de los flujos de impetu y energia de acuerdo al formalismo de la
teoria cinética.

De aqui en adelante. sers de utilidad el uso del cuadrivector de velocidad
hidrodinamica:

v ) 4
Uty = (o) = LTt

g (4.21)

el cual se relaciona con el cuadrivector de velocidad uz) por medio de la relacién:

CYIH|

UI’YH
Ut = H] 4.22
7| w2y (4.22)

)

en donde se ha hecho uso de las relaciones conocidas de la teoria especial de la
relatividad:
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u v,

. u
F=p= —[(-f-{*] = | v’y (4.23)
u3'y[H} ‘
y
! (4.24)
YH] = .
L= By

El cuadrivector de velocidad cadtica (o peculiar) K se define como la velocidad
de una particula medida en el sistema comévil, de tal forma que de acuerdo a las
transformaciones de Lorentz:

v® = L K” (4.25)

Es conveniente subrayar que la velocidad hidrodindmica estd incluida en la matriz
de Lorentz de acuerdo con la relacién,

o _ ga UiH]pU )
b =0 + (V[H] - 1) —_“?H_)_ (4.26)
UU
Ly=10=- (4.27)

c

La ecuacion (4.25) es la contraparte relativista de la ecuacion (4.9), y representa
la expresion de la velocidad de las particulas en términos de la velocidad cadtica
y de la velocidad hidrodinamica U,

El cuadrivector de velocidad cadtica se relaciona con el trivector k? contenido
en la ecuacion (4.25) por medio de la expresion:

CYIK]
v kl'} K3
KA = " NI 4.28
kz,),m ( )
ik
donde
Y —————1 (4.29)
1K) = .
1= By
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Se sigue directamente de las ecuaciones (4.26) , (4.27) y (4.28) que en el limite
no relativista

(K™ =0 (4.30)

param = 1.2,3.

La introduccion de las velocidades cadtica e hidrodinamica en la ecuacién de
genérica de transporte (4.20) puede realizarse por medio del reemplazo de las
velocidades individuales en la mencionada ecuacién haciendo uso de las transfor-
maciones (4.25), de tal forma que:

[P0 (") L L, <Kﬂf(ﬁ>]w =0 (4.31)

En la ecuacion (4.31) el término en corchetes, puede ser identificado, en analogia
con la ecuacion (4.10), con el tensor de esfuezos-energia:

=M = p, (r") LE LY <K0Kﬁ> (4.32)

Aunque la expresion (4.32) resulta de dificil manejo.existen resultados muy impor-
tantes de interés fisico directamente derivables de ésta. Muchos de estos resultados
se pueden establecer de manera inmediata si se considera al tensor medido desde
el sistema comoévil.

Con el objeto de ilustrar estas ideas. se considerara el sistema masa-energia
medido desde el sistema comovil. el cual puede obtenerse por medio del reemplazo
directo de v*, haciendo p = 0 en la ecuacioén (4.31). La expresion asi obtenida
es:

PoLi L (K2K7)] =0 (4.33)

W

v el cuadriflujo de energia total en el modelo cinético se identifica como:

Jirey = paLiy Ly (K°K?) (4.34)

El significado y las implicaciones de la ecuacién (4.34) pueden analizarse de
acuerdo a las siguientes ideas: En la teoria cinética no relativista, la expresion
%p (k?) se identifica con la densidad de energia interna local, y el vector de flujo
de calor se asocia con la expresion:
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Jioy = —;—p<k2 k) (4.35)

Ahora bien, en el formalismo relativista, la densidad de energia interna, gener-
alizada se encuentra dada por la expresion:

Po €lint] = Po <[KO]2> (4.36)

que es el tinico término diferente de cero en el sistema comoévil cuando se hace
v = 0 ien la ecuacion (4.33). El flujo de calor generalizado se obtiene considerando
v =r (r=1,2,3) e identificando los términos independientes de 3 en la misma
ecuacion. La expresion obtenida de acuerdo a este procedimiento es:

iy = poc (K°K™) (4.37)

Las ecuaciones (4.36)-(4.37) pueden combinadarse para formar un sélo cuadrivec-
tor dado por:

Jioy = po (K°KY) (4.38)
Considerando los desarrollos en serie a primer orden en k] es posible realizar
. _ 0 . 1+ 3 CQ c i
las aproximaciones K" ~ cy K¥ ~ A ; el reemplazo directo de estas
22

aproximaciones en la ecuacion (4.38) genera el cuadrivector de calor aproximado:
062 + 4 1 k2
poc? (k + 35k)

La componente temporal en la ecuacion (4.39) dividida ente c representa la densi-
dad de energia interna usual con un término de energia en reposo que generalmente
es ignorado en la fisica no relativista. El primer término en las componentes es-
paciales se anula. puesto que el promedio de las velocidades caéticas es cero. El
segundo término en las componentes espaciales corresponde al flujo de calor no
relativista (4.39).

El hecho de que la componente temporal del cuadrifiujo de calor no se anule
impide que se presenten problemas de causalidad en la ecuacion de calor derivada
en esquemas fenomenoldgicos [5]. De la misima manera, dado que este cuadrivector
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satisface las transformaciones de Lorentz (4.26), las contribuciones al flujo de calor
espaciales se manifiestan en la componente temporal al pasar a distintos sistemas
de referencia. La interpretacion fisica de la ecuacién (4.38) es simple: el flujo de
energla cinética caético usual debe reemplazarse por el flujo de energia cinética
relativista

it = poc (K°K*) (4.40)

Este vector corresponde a un cuadrivector cuya componente temporal puede ser
interpretada como una densidad de energia interna local.

4.3.2. Las componentes espaciales del tensor de esfuerzos viscoso.

Las componente espaciales del tensor (4.32) que son independientes de la velocidad
hidrodinamica corresponden a la parte simétrica del tensor de esfuerzos conocida
en la fisica no relativista

™ =p <kikj> (4.41)

La diferencia es que ahora aparecen cuadrivelocidades en la construccion:
TV = p, <KiKJ‘> (4.42)

Resulta claro que el limite relativista de la ecuacién (4.28), corresponde a
Sl (4.43)

con lo que se satisface el limite no relativista. Una vez mas, aparecen correciones
debidas a la presencia de altas velocidades. Es importante insistir aquf que ex-
presiones simples de la forma (4.42) pueden obtenerse tinicamente al considerar
velocidades cadticas de manera explicita en el formalismo cinético.

4.3.3. Consecuencias en el contexto cosmoldgico

Hasta ahora. no han saltado a la vista implicaciones fisicas relevantes de este
formalismo. Considérense a continuacion las comoponentes no nulas de la compo-
nente puramente temporal del tensor de esfuerzos (medida en el sistema comovil).
Esta componente es directamente proporcional a la correspondiente componente

del tensor de Einstein, de forma que en un universo Robertson-Walker-Friedman
(RWF):
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T° = p, c? (4.44)
T} = p (sin suma) (4.45)

Si ahora se supone que en el formalismo no existe viscosidad y que el tensor de
esfuerzos es isotropico. la presién en la ecuacion (4.45 ) claramente estara dada
por:

E? = P <KJ~Kj> (sin suma) (4.46)

y el término de energia adquiere la forma:

=2 = po ([K) = poc® (ix)) (4.47)

La ecuacidon (4.47) debe estudiarse con atencién. Si las velocidades cadticas son
no relativistas (tal y como ocurre en algunas etapas de la evolucién del Universo
a gran escala).

[K°] — ¢? (4.48)

como puede comprobarse a partir de la ecuacion (4.29) , de forma que esta ex-
presion coincide con (4.44). Pero. en el caso de una expansién en la cudl las
particulas tengan velocidades relativistas, el factor

f= () (4.49)

adquiere ordenes de magnitud de importancia capaces de modificar las tasas de
expansion del Universo a gran escala.

Desde luego. esta modificacion parte del supuesto de la validez de la ecuacion
de Boltzmann para abordar problemas cosmolodgicos. Sin embargo. dado que
desviaciones respecto del equilibrio de un sistema pueden ser medidas en términos
de promedios de potencias de velocidades cadticas, y que dichas desviaciones
pueden provenir de procesos de intercambio de masa-energia. resulta razonable
considerar que las deviaciones respecto del equilibrio den lugar a correciones a
la densidad considerada en la ecuacion fundamental (4.44). La ecuacién (4.47)
proporciona una forma directa de estimar dichas correcciones. Calculos igual-
mente orientados. pero mas apegados a la realidad deben involucrar considera-

ciones cuanticas fuera del equilibrio[12]. Este tipo de problemas se abordaran en
el futuro.
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4.4. Conclusiones del capitulo 4

En este capitulo se ha mostrado que una generalizacion directa de las ecuaciones de
transporte no relativistas puede establecerse en el contexto relativista en base a la
consideracion de velocidades cadticas (4.25). En el formalismo relativista fueron
construidas explicitamente las correciones para la densidad de energia interna
y para el flujo de calor, esto en base al uso de cuadrivectores que involucran
el factor relativista correspondiente a la ecuacién (4.49). Correcciones similares
fueron establecidas en la construccién del tensor de esfuerzos viscoso.

Es importante subrayar que la mayor parte de los formalismos encaminados
a establecer una teoria cinética relativista no utilizan explicitamente el concepto
de velocidad cadtica[l]. En lugar de ello, se introducen definiciones de energia y
flujo de calor como punto de partida. dando lugar a teorias que buscan reproducir
los esquemas fenomenoldgicos introducidos por Eckart e Israel [8]-[9]. El enfoque
presentado en esta capftulo es consistente con el esquema, relativista de Meixner y
Prigogine. En teoria cinética, las ecuaciones de conservacion contienen expresiones
explicitas para el tensor de los esfuerzos y el flujo de calor. Aqu1 se ha mostrado
como ambos se generalizan al caso relativista con las ventajas ya senaladas. En
particular, el que el cuadrivector del flujo de calor tenga una componente no
nula garantiza la existencia de una ecuacion de Fourier que no viola causalidad
v ademas proporciona un mecanismo de disipacién con ¢ > 0 ain para medios
homogéneos e isotropicos. Esto no se ha logrado en versiones anteriores de una
teoria cinética relativista. e inclusive ha llevado a muchos autores a recurrir a
versiones extendidas de la termodinamica irreversible lineal [13] para resolver la
falla. Ademas. el tensor de los esfuerzos utilizado antes [5] surge de manera natural
del formalismo sin la necesidad de emplear argumentos un tanto heuristicos.

Por otra parte, el formalismo conduce también a una ecuacidn de balance de
entropia tal que. como en el caso no relativista, y por los argumentos conducentes
al teorema H. contiene una produccién de entropia no negativa para toda solucién
de la ecuacion de Boltzmann. Este es un resultado general poco apreciado por
los simpatizadores de estos esquemas. Sin embargo, el formalismo aqui descrito
so0lo muestra como extraer las ecuaciones de conservaciéon de manera muy gen-
eral. Si éste es o no completamente consistente con el esquema relativista de
Meixner v Prigogine dependera de la estructura de la funcién de distribucién,
correspondiente a la solucion de la ecuacién (4.14). De esta forma, se espera que
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al construirse una solucién aproximada a "primer orden” en los gradientes, se
generen ecuaciones constitutivas lineales. expresiones explicitas de los coeficientes
de transporte. v ecuaciones que exhiban el principio de equilibrio local. Todo
esto es trabajo aun por desarrollar. Por otro lado, el formalismo presentado en
este capitulo reproduce los resultados la teoria cinética no relativista de manera
directa.

El siguiente punto a trabajar en esta teoria es la construccién de expresiones
explicitas para los coeficientes de transporte inherentes a la teoria, ejemplo de
ello son la conductividad térmica y la viscosidad volumétrica. El método de
Chapman v Enskog parece adecuado para reescribir las ecuaciones constitutivas
de la termodinamica de procesos irreversible lineal en el contexto relativista. Estos
resultados conformardn la columna vertebral de futuros reportes.

En problemas cosmoldgicos. la ecuacion de Einstein requiere del conocimiento
de un tensor de esfuerzos. La componente puramente temporal de este tensor in-
cluye a la densidad medida en el sistema comévil (4.44). Esta componente parece
modificarse por un factor directamente relacionado con la presencia de veloci-
dades cadticas relativistas. Este resultado implica que las desviaciones respecto
del equilibrio muy probablemente modifiquen también las tasas de expansion del
Universo a gran escala. Con ello. se muestra que el uso de la fisica de procesos ir-
reversibles es capaz de aportar elementos de gran valor en el estudio de problemas
cosmologicos.
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5. El campo electromagnético en el esquema relativista de
Meixner y Prigogine.

La dindmica de los fluidos en presencia de campos electromagnéticos es un tema
de enorme interés en el estudio de problemas astrofisicos. Sin embargo, el analisis
de la produccién de entropia local suele ser ignorado o sobresimplificado, de forma
tal que elementos importantes de las ideas fisicas quedan obscurecidos en la mayor
parte de los formalismos tradicionales de la magnetohidrodindmica.

En este capitulo se presentan dos maneras de evaluar la produccién de en-
tropia para el caso de la dindmica de los fluidos en presencia de campos elec-
tromagnéticos. En primer término se exhibe el formalismo correspondiente en
términos de fuerzas externas. Esto es, los campos electromagnéticos se introducen
como agentes externos capaces de modificar el estado de movimiento de los ele-
mentos de masa cargados. Este tipo de aproximacién al problema puede hallarse
en el texto de de Groot y Mazur[2] aunque al parecer ha sido insuficientemente
valorado por los astrofisicos.

Por otro lado. siguiendo un espiritu relativista mucho mds puro, se muestra
que es posible reproducir las ideas mostradas en el capitulo segundo, para el caso
puramente gravitacional. con el objeto de establecer las ecuaciones de la magne-
tohidrodinamica sin hacer uso del concepto de fuerza externa. Los efectos ter-
modinamicos de los campos electromagnéticos pueden incorporarse en términos
de curvaturas asociadas a una métrica en un espacio matemdtico de cinco di-
mensiones. Si bien, las ideas de ampliar la métrica convencional para incorporar
efectos electromagnéticos se remonta a tiempos tan lejanos como 1921 [8], su apli-
cacion a la termodindmica de procesos irrevesibles en términos del esquema de

Meixner y Prigogine aparentemente tuvo que esperar hasta la elaboracion de este
trabajo.

[}
5.1. El uso de fuerzas inclusion de campos electromagnéticos en el es-
quema no relativista de Meixner y Prigogine.

Tal v como se comento en la introduccion, las ideas fundamentales que se van a
describir en esta seccioén se encuentran en el texto de de Groot y Mazur|[2], sin
embargo es pertinente incluir aqui una sintesis autocontenida de este formalismo.
Esto permitird contrastar con el trabajo habitual de la magnetohidrodindmica
orientada a la astrofisica. v con el formalismo relativista mas elegante y general
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que se discutira en una seccidon posterior.

5.1.1. Las ecuaciones convencionales de la magnetohidrodinamica.

En el caso de un fluido simple las ecuaciones de balance de masa e impetu son
respectivamente:

o ¢
0 20, o
¢ e,k Lk
0 (aptu ) N 0 (Puaur:— T ) _ gt 52)

en donde ffes la fuerza externa por unidad de volumen que actia sobre cada
elemento de volumen y 7¢¥ es el tensor de los esfuerzos. En toda esta subseccién
se manejan indices latinos que toman valores del 1 al 3.

Si la carga especifica del fluido es ¢/m . la densidad de carga eléctrica local
estara dada por

P = p (5.3)

m
Es claro que la ecuacién (5.1) es equivalente a la ecuacion convencional de con-
servacion de carga, pues al multiplicar dicha ecuacion por la carga especifica (que
es constante para el fluido simple), v considerar la expresion (5.3) se obtiene:

oo . 005
5t t o

en donde la densidad de corriente eléctrica esta dada por

=0 (5.4)

J[i_] = p{el U[. (55)

La ecuacion (5.2) se reduce a la ecuacion de movimiento de Lorentz para
medios continuos

d uf arts ¢ . t ko
p— _—ark+;p[15+sk,,u3] (5.6)

en donde la fuerza externa ha sido reemplazada por la fuerza de Lorentz. Los
vectores de campo eléctrico y magnético se han denotado, en forma respectiva,
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por E'y B. El simbolo de Levi-Civita ha sido empleado para expresar en términos
de indices al producto vectorial que aparece en la fuerza de Lorentz.

Es lamentable el hecho de que una buena parte de los desarrollos en as-
trofisica se detienen conceptualmente en este punto, limtadndose a integrar las
ecuaciones (5.1-5.6) con diversas formas del tensor de esfuerzos (y quizas incorpo-
rando sistemas multicomponentes), pero desacoplando la temperatura del prob-
lema suponiendo sistemas isotérmicos. Ademas, en este tipo de formalismos, la
produccion local de entropia simplemente se ignora. En las siguientes secciones
se aplican los métodos de la TIL de forma tal que en las ecuaciones resultantes de
la magnetohidrodinamica se mantenga una produccién de entropia semidefinida
positiva, de manera explicita, para todo punto del espacio y a todo tiempo.

5.1.2. Energia interna local con fuerzas externas

Al multiplicar ambos términos de la ecuacion (5.6) por el vector covariante de
velocidad, v haciendo uso de la ecuacién (5.1) se obtiene la ecuacién de balance
para la energia mecdnica total, esto es,

a (ipu?
(;pt ) + 681" (%quuk + ug T“) = +%pu.g [Ee + EinukB"] + g% Ttk
(5.7)
en donde se ve que la energia mecanica no se conserva. Mas atin, existe un término
disipativo ohmico, adicional al término de Rayleigh. El término correspondiente
al campo magnético se anula.

La energia mecdanica total satisface la ecuacién de balance:

d (Pel 1) 0 o
Imec k _ .9 ¢, & . kpn Ue ¢k
oy + 5% (‘][mec]) =t pue [E + e U B } + py (5.8)
donde. en ausencia de otras fuerzas externas.
1 2
P €lmec) = Epu (5.9)
1
Jimeq = 5pu%u* +ug 7 (5.10)
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%plq (ehnu*B") =0 (5.11)

puesto que la velocidad es perpendicular a la fuerza magnética. Instistimos, no
se ha incluido una energia potencial, dado que en el caso dinamico, los campos
eléctrico y magnético son no conservativos.

La energia total se conserva, de forma tal que, definiendo el vector de flujo de
energia total como la suma de los flujos de energia mecanica, energia interna y
calor, es valido escribir la ecuacién:

0 (P €{mec] T pe[,-nt]> 5 . .
k
ot 5k (Jned + S+ peng?*) =0 (512)

la cual, combinada con las ecuaciones (5.1) y (5.8) permite establecer la ecuacion
de balance para la energia interna:

dej) _ 0 Jig e 9o
= — —Up T " — — E 5.13
dt o x* Lk m P (5.13)
El tercer término del lado derecho de la ecuacion (5.13) no aparece en la ecuaciéon
usual para un fluido simple. Dicho término representa la potencia dispada por el

campo eléctrico.

5.1.3. Produccion de entropia y ecuaciones constitutivas en el formal-
ismo basado en fuerzas externas.

Utilizando la misma metodologia del capitulo 2. la entropia local se supone una
funcional independiente del tiempo de la densidad y energia interna, ecuaciones
(2.19-2.20). De esta manera, en ausencia de viscosidad,

ik =0 (5.14)

v la ecuacion de balance de entropia adquiere la forma:

ds (g Jig®:¢ _ JyeyE* -
pa;+(-§ [——'— o2 - o (0,10)
en donde la densidad de corriente eléctrica esta definida por
Jegy = -T% pug (5.16)
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La ecuacién (5.15) sugiere identificar sus términos componentes de la manera
siguiente,

e La produccién de entropia:

_ Jo®wk  JejeyEX

o= (5.17)
0, o
¢ El flujo de entropia
I
I = - (5.18)

De la ecuacion (5.17) se sugiere también que se pueden proponer las ecuaciones
constitutivas lineales:

e Para la conduccién de calor:

=\
Jg = gt Om =260, (5.19)
()

e Para la conduccién de corriente eléctrica:
-k

6(0)

k es la conductividad eléctrica del fluido simple v (5.20) es simplemente la ley de
Ohm.

Jk[EI} = 6k‘m Em ~ —k‘ékm Em (5.20)

Esta eleccidon. como las anteriores, garantiza que la produccién de entropia
es positiva si y solo si ambos coeficientes de transporte son positivos, lo cual
concuerda con el experimento.
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5.1.4. Las ecuaciones de la magnetohidrodinamica desde el punto de
vista de fuerzas externas.

El sistema de ecuaciones de Navier-Stokes-Fourier, en el régimen de la TIL se
obtiene mediante la insercién de las expresiones (5.19) y (5.20) en la ecuacién de
movimiento (5.6). El gradiente de la presion puede eliminarse de la ecuacién (5.6)
por medio de la contaparte no relativista de (2.32):

_ Op . Op . 1 . B ‘
ke _ [ 2P k4 (22} oF = <-—_> ko (——-) ok 5.21
g <0P>ep (39)p pke) " " \ke o2

De esta forma, la ecuacion de Navier-Stokes magnetohidrodindmica, en ausencia
de viscosidad es:

¢
dv _ _ KL> * 4+ (—ﬂ-) 9*} + L pEt — ket E*BP (5.22)
dt P k?e ) m

La ecuacion (5.22) es la ecuacion de movimiento buscada, en términos de las
variables densidad. temperatura v velocidad. El dltimo término de esta ecuacion
es proporcional al vector de Poyinting, bien conocido en la electrodinamica, y
que en este caso representa el flujo de impetu electromagnético que atraviesa al
elemento de volumen del fluido simple. De esta manera, el formalismo incorpora a
la ecuacién de balance una contribucién estrictamente radiativa que es consistente
con todas las leves de la termodinainica.

5.1.5. Ecuacion de calor.

La ecuacién de calor se encuentra utilizando la ecuacién de continuidad (5.2), el
balance de energia interna (5.13). y las ecuaciones constitutivas (5.19-5.20). La
energia interna se supone una funcional independiente del tiempo de la densidad
v la temperatura, de forma que se sostienen las ecuaciones (2.34-2.36). Ahora
bien. por medio la ecuacién (5.2) v las ecuaciones (2.35-2.36), la ecuacion (2.34)
adquiere, en el caso magnetohidrodinamico. la forma:

de{int} _ 3 k do
P = Kkem) O+ p] vy + PO (5.23)

Finalmente, el lado izquierdo de la ecuacién (5.23) puede reemplazarse por
la expresiéon (5.13). Reescribiendo los flujos termodindmicosen términos de las
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relaciones constitutivas (5.19-5.20), la ecuacién final, en el régimen de la TIL, y
en ausencia de viscosidad, puede escribirse de la forma siguiente,

2
[(—e—) 6] 'l’SC + pc,,%?— = 6km%'é(;_:i"l - kékm EmEk (524)
que es una ecuacion la cual, por deducirse no relativisticamente, posee proble-
mas de causalidad. En el limite no relativista, sin embargo, resulta una buena
aproximacién. El dltimo término del lado derecho de (5.24) es proporcional a la
densidad de energia del campo. Si no se emplea la relacién constitutiva de la TIL
(5.20). la ecuacion de calor tiene la forma més familiar

5} X o ,0°(X8) ¢ ‘
[(ke) 9} Uk TPy = 6 drkdrm —n—{pueE (5:25)

de forma que el iltimo término se identifica con la potencia disipada eléctricamente
en el elemento de volumen.

5.2. La magnetohidrodinamica desde el punto de vista de la curvatura.

5.2.1. La métrica de Kaluza Klein, las ecuaciones de campo, y las ecua-
ciones dinamicas.

La formulacion que se siguié en la seccion anterior presenta un par de dificultades
serias. a) La ecuacion (5.25) es parabdlica. por lo que admite velocidades de
propagacion de senales a velocidades mayores que la de la luz. Esto es inaceptable
en el contexto de la teoria de la relatividad. b) Si se pretende formular una
teoria en donde los campos electromagnético v gravitacional sean ambos parte de
un tensor métrico fundamental, la propuesta de fuerzas externas explicitada en
el 1ultimo término de la ecuacion (5.6) resulta insostenible. Ademés, la relacion
constitutiva (5.20). aunque ajena al razonamiento. sugiere que el fluido es 6hmico,
cosa que puede no estar de acuerdo con la realidad. Por otro lado, el uso de
relaciones constitutivas mas complicadas podria influir en la semipositividad de
la produccion de entropia.

Para eliminar estas objeciones. se presentan a continuacion las ideas principales
del trabajo cldsico de Th. Kaluza, en busqueda de un formalismo geométrico
capaz de unificar electromagnetismo y gravitacién. Kaluza [8] hizo notar que,
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tanto las ecuaciones de campo de Maxwell, como la ecuaciéon de movimiento de
una particula cargada eléctricamente son obtenibles al aplicar las ecuaciones de
la teoria general de la relatividad a la métrica de 5 x 5,

g 912 G13 g A
12 g2 923 Gaa Az

G = | 13 923 933 g3a As (5.26)
G1a g G3a1 Gas £
Al Ay Az £ gss

C
en donde las componentes del tensor métrico g,, con p,v corriendo de 1 al 4
forman parte de una solucién conocida de las ecuaciones de Einstein (la métrica
de Minkowski. la métrica de Schwarzschild, etc. ), y las componentes asociadas
a la nueva dimension corresponden al potencial magnético expresado en forma de
cuadrivector. En referencia al elemento de linea correspondiente al tensor (5.26)
se definen los cuadrivectores de posicion y velocidad|8], como,

ot

~
[N}

=

(5.27)

E Pt 3
4L

ey

s

=

(5.28)

o
Sa¥

jo

L m
Obsérvese que la quinta componente de este cuadrivector corresponde a la carga
especifica g/m. Esto es interesante, va que en cuatro dimensiones la componente
temporal en el sistema comovil es la velocidad de la luz y en 5 dimensiones, para
el caso de un electréon la componente es e/m: ambas son constantes universales.

Para clarificar estas ideas. considérese la métrica generalizada
-10 0 0 A

0 -10 0 A
=10 0 —10 A (5.29)
0 0 0 1 ¢
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Los simbolos de Christoffel asociados con ésta métrica, considerando la quinta
dimensién, permiten establecer la ecuacién aproximada (ver apéndice 6):

o 8
04" 94" _ pa (5.30)

2055 = oz  Hzx P

de forma tal que las componentes del tensor de Faraday:

0 B3 —B, %El
o '_B3 0 B1 —Eg
F5=|5" _B o fp (5.31)

c

1B, 1B, 1B 0

pueden identificarse como los simbolos de Cristoffel asociados a la métrica gener-
alizada. Ademas, la identidad

(Tha+ TR+ Thg) , = Tof + T3 + T3 (5.32)
corresponde a las ecuaciones de Maxwell sin fuentes:
Frefy pafd p phie =g (5.33)

Las dos ecuaciones de Maxwell restantes pueden obtenerse por medio de la ecuacién
de campo de Einstein introducida en la seccién 3.1 de la tesis (ecuacién (3.1)),
v considerando que el cuadrivector de densidad de corriente eléctrica esté rela-
cionado con las nuevas componentes del tensor de esfuerzos, esto es:

Sy =T =T (5.34)

Para finalizar esta subseccion, hay que hacer notar que la ecuacién de movimiento

de la geodésica
20 o d2tds_, (5.35)
ds? #ods ds '
se reduce, para cargas especificas pequefias, y efectos de dilatacién del tiempo
despreciables, a la ecuaciéon de movimiento de Lorentz para cargas puntuales:

d?r®

[Ef+ et u*B"] (5.36)



Para obtener (5.36) es necesario calcular los simbolos de Christoffel bajo la métrica
(5.29), lo cual se muestra en el apéndice 6 de esta tesis.

En todos sus calculos. Kaluza utiliza la condicidon cilindrica:

0
818
la cual se asocia con una simetria andloga a la que se presenta en el caso de
situaciones de independencia de la coordenada angular en el sistema cilindrico de
coordenadas, cuando existe simetria azimutal. Kaluza propone una simetria de
este tipo en el espacio de 5 dimensiones. Hay que resaltar que la justificacién

de la ecuacién (5.37) descansa en el hecho de que conduce en forma limpia a las
ecuaciones del campo electgromagnético.

=0 (5.37)

5.2.2. La magnetohidrodinamica en relatividad general. Implicaciones.

El punto a tratar ahora es la reconstruccion del esquema de Meixner y Prigogine
en el espacio-tiempo de 5 dimensiones correpondiente a la métrica (5.26). ;Qué
modificacion habria que hacer a las ecuaciones establecidas en el capitulo 2 de esta
tesis? La respuesta que parece mas correcta. a juicio del autor, es que formalmente
ninguna modificacion es necesaria. Basta utilizar las definiciones y aproximaciones
propuestas por Kaluza, y hacer correr los indices de las ecuaciones (2.1-2.22)
desde el 1 hasta el 5 para obtener la produccion de entropfa, incluyendo campos
electromagnéticos.

Para ilustrar esta idea desarrollamos la produccién de entropia (2.22) en el
espacio de 5 dimensiones y la comparamos con la expresion (5.17). De esta forma,
considerando la quinta componente del tensor métrico y la definicién de derivada
covariante. el 1ltimo término de la ecuacién (2.22) toma la forma,

=M., ZW Ovy, =

= + I, Vo
B0) Odzy " %8,

(5.38)

donde los simbolos de Christoffel no nulos estan determinados por la ecuacién
(5.30). De esta manera, la produccién de entropia es:

@B = v, =+

a —

ag = v, ——
) O 0y M O,

(5.39)
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Por ltimo, intentandose obtener una ecuacion constitutiva del tipo (5.20), se hace
notar que en ausencia de viscosidad y de campos magnéticos en tres dimensiones,
el iltimo término de la ecuacién (5.39) se reduce a

—44 —43

Ty —— (5.40)
B0 AT

OEy = _Fgcl Va
pero, de acuerdo con las ecuaciones (5.30)-(5.31), el iiltimo término de la expresion
(5.40) corresponde al producto escalar entre los vectores de velocidad y campo
eléctrico. De forma que, asignando,

1 1 ¢
=45 5
=P =—pr’=-p— 541
5PV = 5P (5.41)
se tiene que, .
=15 JeienE
) o L] [ o 5.42
45V S 2 ( )

Esto muestra claramente que la produccién de entropia obtenida mediante
el uso de fuerzas externas es un caso limite de un formalismo mas profundo,
fundamentado en la teorla general de la relatividad en el marco de un espacio-
tiempo de 5 dimensiones. Aunque la asignacion (5.41) puede parecer arbitraria,
la libertad que otorga al formalismo la inclusion de la nueva dimensién permite
interpretar a la relacion mencionada como una ecuacion constitutiva que relaciona
la nueva componente del tensor viscoso con la quinta componente del vector de
velocidad generalizado.

5.3. Conclusiones del capitulo 5.

En este capitulo se han discutido dos formalismos de los cuales se han establecido
las ecuaciones relativistas de Navier-Stokes-Fourier en presencia de campos elec-
tromagnéticos. garantizandose una produccién de entropi’a semidefinida positiva.
En ambos casos ha quedado claro que la hipdtesis de isotermicidad del fluido
por analizar resulta innecesaria si se sigue el esquema de Meixner y Prigogine.
También se ha mostrado que el espacio-tiempo de cinco dimensiones propuesto
por Kaluza[8]-[9] es completamente compatible con las hipdtesis y métodos de la
termodinamica de procesos irreversibles. De esta forma, se ha propuesto por vez
primera una construccién de la produccién de entropia, ecuacion (5.39) que incluye
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los efectos disipativos asociados a las interacciones electromagnéticas utilizando
las derivadas covariantes inherentes al espacio-tiempo pentadimensional.

Las ideas expuestas en este capitulo abren nuevas perspectivas en el estudio
de fluidos astrofisicos, las cuales pueden sintetizarse en las siguientes lineas:

e Generalizacion de la teoria cinética relativista expuesta en el capitulo 4 por
medio de una matriz de Lorentz pentadimensional adecuada. Esto consti-
tuye, a juicio del autor, un enfoque novedoso en el estudio de plasmas.

e Establecimiento de un formalismo anslogo al mostrado en el capitulo 3
aplicable a problemas cosmolégicos. Si bien cosmologias tipo Kaluza-Klein
han sido trabajadas desde hace 20 anos, el tratamiento de la segunda ley de
la termodindmica a nivel fenomenolégico ha sido hasta ahora ignorado.

e Aplicacién del esquema fenomenoldgico a problemas abiertos tales como la
abundancia de materia obscura en el Universo, involucrando efectos geométricos
de la presencia de campos y sistemas multicomponentes en donde los efectos
cuanticos resultan relevantes. Los resultados de este tipo de estudios pueden
modificar. en algunos aspectos. la forma en que actualmente se visualiza al
Universo.
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Apéndicel.nb 58

. Objetos matematicos basicos en la métrica
de Schwarzschild

En este apéndice se obtienen objetos matematicos de interés para esta tesis. Inicialmente se introduce el tensor métrico de forma explicita. de forma tal que
es posible aprovechar las capacidades simbélicas de Mathematica en el cdlculo de los simbolos de Christoffel, el tensor de Ricci, el escalar de

curvaturay el tensor de Einstein. Los procedimientos aqui incluidos son "caseros” y fueron elaborados por el autor de este trabajo.

1. introduccién del tensor fundamental en la métrica de Schwarzschild

a Tensor métrico covariante

geov|i_, J_] =03

2M
gcov[é, 4} 121 - ———3;
o2 xf13
1,1 !
cov 2 R e e ——————
9 [1, 1] 1= -. 26M ¥
c2 xf1)

gcovi{2, 2] := —x[l]z;
goov(3, 3] 1= - (x[1] 8in[x[2]]) 2,

Las componentes temporales se asocian con el indice 4.

s Tensor métrico contravariante

goon(i_, j_]1=0;

1
geon[d, 4] 1=

goeovid, 4}

1
goon{l, 1] :=

gcov|l, 1]
gcon([2, 2] 1= ———1-——,
geov(2, 2]

1
goon{3, 3] 1=

geov[3, 3]
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» Definicion del cuadrivector de posicién (coordenadas esféricas)

x = {r, th, phi, ct}

{r, th, phi, ct}

x[[4] :=ct;
x[1) s=ry

xf2] := th;
=f[3] := phi;

Il. Manejo de los simbolos de Christoffel en esta métrica

s Definicién de los simbolos de Christoffel de primera y segunda especie

1
Christoffelllk_, 1 _, i_] := — (61'[1]] gecov[i, k] +a,[kn gcov{i, 1] -6,,[1]] gcov(k, 1])
2

4
Christoffel2(di_ , k_, 1_1] := Z gcon{i, n] Christoffellfk, 1, n]}
n=1
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® Forma explicita de los simbolos de Christoffel de primera especie

Po[{c2 =8implify[Christoffell[i, 3, k]]) I£{c2 ==0, Null,

122

133

144

331

332

414

441

Print{i; J, x, "

cZgM
{-26M+c2 )2

-r

ftSin[th]z

GM
C2 X.'2

-r
r
-r? cos[th} Sin{th]

-rsin[th)?

~r2 cos{th] Sin[th]

rSin[th}?

2

r< Cos(th} Sin{th]

® Forma explicita de los simbolos de Christoffel de segunda especie

El primer valor corresponde al indice superior

", ©2], Print[i, ik, "
{4,1, 4,1}, (3,1, 4, 1}, {k, 1, 4, 1}]

"¢ €2]113,
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Do[{c6 = Simplify[Christoffel2{i, §, k]];
I£{c6 ==0, Null, Print{i, §, %X, * - ", c6],
Print[i, 3, k, " *, 611}, {4, 1, 4,1},
{3,1, 4,1}, {k, 1, &, 1}]

111 on
2GMr-c2 2
122 2eM
o2
2GM
133 [-1+ %5—=) rsinitn)?
[
144 GM(-2G6M.c?r)
C4I'3
1
212 -
r
1
221 -
r
233 -Cos[th] Sin[th]
1
313 -
r
323 Cot[th)
1
331 -
r
332 Cot[th]
GHM
414 ——
2GMr‘c2r2
G
441 "

2GMr-c2r2

H1. Definicién del tensor de Ricci

4 [
Riccil2(m_, q_) 1= Z ax[s'] Christoffel2(s, 'm, -q] - Z axl[q']] Christoffel2[s, ‘m, ‘8] +
s=1 s=1
As=] As=1

[
4

E Z Christoffel2[s, 'n, 's) Christoffel2(n, 'm, 'q] -
g=1

4
4

E Z Christoffel2([s, n, q] Christoffel2(n, m, 8]
s=1
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® Despliegue del tensor de Ricci

Do[{Ri = 8implify[Ricci2[i, 3]];

Print["R ", i, "{low} ", j, "{low} ", " ", RiJ;
Print(" "1}, {4, 1, 4}, {3, 1, 4})

R 1{low} 1{low} 0

R 1{low} 2{low} 0

R 1{low} 3{low} 0

R 1{low} 4{low} 0

R 2{low} 1{low) 0

R 2{low} 2{low) 0

R 2{low} 3{low} 0

R 2{low} 4{low} 0

R 3ilow} 1l{low} Q

R 3{lowj} 2{low) 0

R 3ilow}] 3{low} 0

R 3{low} 4{low) 0

R 4{low}! 1l{low)} 0

R 4{low} 2{low} 0
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R 4{low} 3{low) 0

R 4{low} 4{low} 0

Aqui se ha realizado, por medio del paquete, un cilculo que muestra que el tensor de Ricci se anula con esta métrica

V. Calculo del escalar de Curvatura

4

4
R= simpliiy[z Z gcon(a, n) Ricci2[a, n]]
a-1 n=1

Este resultado es conocido para las ecuaciones de campo con tensor de esfuerzos nulo

V. Célculo del tensor de Einstein

1
EinsCov[m_, n_] :=8Simplify[Ricci2[m, n}] - — Simplify[R) » gcov([m, n];
2

Do[Do[{Eins = Simplify[{EinsCov([i, j]]; If[Eins == 0, Null,
Print(i, "{low} ", j, "{low} ", " ", Eins],
Print["G¢ ", i, "{low} ", j, "{low} ", " ", Einsl]},
{1, 1, 4}], {3, 1, 4})

Esta instruccion no despliega salida alguna debido a que el tensor de Einstein se anula con el tensor métrico propuesto.



Calculo de derivadas covariantes.

Espacio de Minkowsky.
Coordenadas cilindricas.

Uso de coordenadas generalizadas, componentes tensoriales y componentes
fisicas.

Numerosas ecuaciones que aparecen en los capitulos 2 al 5 incluyen el uso de derivadas covariantes. Este cdlculo es
necesario calcular estos objetos matematicos en términos de métricas y sistemas coordenados especificos, .para que las
ecuaciones obienidas en estos capitulos puedan ser trabajadas de manera explicita. A continuacién se presenta un ejemplo
que muestra este tipo de célculo.

m Simbolos de Christoffel de segunda especie.

Clear[gup, gdown, coordinate, VvV, Vt]

1 Length(coordinate]
AffineConnection[i_, j_, k_] := -2— Z gup[i, m]

m=]

(acoordinltc[j] gd°"n [ﬂl, k] + aceordlnlt.[l] gdown [ml j ] - acocrdin-t-(-]l gdo"n[j ’ k] )

m Definicion de derivada covariante (x representa al tensor contravariante
de primer rango a derivar). La salida corresponde a las componentes
tensoriales.

Length{coordinate]
DCovariant(x_, i_, J_] 2= Occarasnacersy X[il + Z AffineConnection[i, b, j] x[b]
b=l

m Sistema de coordenadas (cilindrico)

coordinate = {r, theta, z, ct};
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m Componentes tensoriales de la velocidad (contravariante).

Vrir, theta, z, ct] Vth{r, theta, z, ct] vz [r, theta, z, ct]
V= ’ v ’

vV -gdown[1l, 1] v -gdown[2, 2] '\J—gdown[.‘!, 3]

Vet[r, theta, z, ct] }
H

v/ gdown[4, 4]

v[3]
vz ir, theta, z, ct!
v -gdown[3, 3]

m Coeficientes métricos (coordenadas cilindricas)

gdown{l, 1] = -1;
gdown[2, 2] = ~coordinate[1]*;
gdown[3, 3] = -1;
gdown[4, 4] = 1; ’
gdown[i_, j_] =0;
gup([l, 1] = -1;
1

gup(2, 2] = - "
coordinate[l]

gup(3, 3] = -1;
gup[‘l 4] =1
gupli_, j_] =0y

m Divergencia del tensor V (en términos de las componentes fisicas del
tensor original)

Leagth[coordinate)
DCovariant([V, m, m]

Bl
vr'r, theta, z, ct*
r
vth ©'%° 'r theta, z, ct’

Vr?

+vet'%® % e, theta, z, ct] +Vz%%1% 'r theta, z, ct] +

+Vr'19:0.9 1y theta, z, ct]

[Este es el resultado conocido para la divergencia en coordenadas esféricas, en el limite clasico].
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m Gradiente del vector V (en términos de las componentes fisicas del
tensor original). Se genera un tensor mixto de segundo rango.

Do[Do[Print[i, " up ", 3, " Down "};
Print[" *"]; Print[nablav([i_, j_] = Simplify[DCovariant([V, i, j1]1];
Print["#4RARARRRRRRRARARRARRRRDRRRARAERIRARRRARNARRRRRNRRRANINN];,
{j, 1, Length[coordinate]}],
{i, 1, Length[coordinate]}]

1 Up 1 Down
£
(1,0,0,0)
vr [r, theta, 2z, ct)
RERBBRRHAFRRBARAE A NR SRR ERA RIS AR AR SRRHAAAAAHAAA
1 Up 2 Down
*
r Vthi{r, theta, z, ct] (0,1,0,0)
(e )y + Vr [r, theta, z, ct]
2
Sqrt{r |
HHASHRRRRHHF AR R RRAA A AARBRR R RR R BRAA AR AR BRI R BR RS SAHHH
1 Up 3 Down
£
(0,0,1,0)
Vr [r, theta, 2, ct]
REBH IS BHREBARBRRERBR BB RIH BB ARG BRRH AR RAAAARAS AN AA
1 Up 4 Down
*
(0,0,0,1)
Vr {r, theta, z, ct]
BHARLRBRAERYEHREREIA AR AIRE SRR RBBERIH BRI ER AR SRR SRR AA
2 Up 1 Down
*
2 (1,0,0,0)
Sqgrt(r } Vth [r, theta, z, ct]

HEREREER AN AAAEEERRREFRRAAAIAARAAER AR ISR R AR R SR A AAA

2 Up 2 Down
~
(0,1,0,0)
Vr(r, theta, z, ct] vth [r, theta, z, ct]
___________________ 4 e ————————————— o e
r 2
sqrt(r }
bidadad st d g g dd gt s g e T
2 Up 3 Down
*
(0,0,1,0)
vth {r, theta, z, ct}
2
sqrtir |
biZad a2 ad e g oo bt s s d g s
2 Up 4 Down
*
(0,0,0,1)
Vth ‘{r, theta, 2z, ct)

sqrtfr )



67

Apéndice2.nb

HEHAFARS R ARRAR S HARE RIS AFAHARAH AR ARSI A RS
3 Up 1 Down
*
(1,0,0,0)
vz {r, theta, z, ct]}
FABHHRYRHARHRBRHAR AR RRAA BRSNS AR AR HHAR SR BRI AR NR A AAH
3 Up 2 Down
L]
(0,1,0,0)
Vz [r, theta, z, ct]
Padd g st s st aasss s idaiiges didedansdseicesd
3 Up 3 Down
*
(0,0,1,0)
vz {r, theta, 2z, ct}
HEAABRUABHAHARRBRE A IR BB RH AR AABEARRHA R AR R AR A EHA RSN AN
3 Up 4 Down
L]
(0,0,0,1)
vz fr, theta, z, ct]
HEHHABRRRARHRHRIR AR RS AR AR ARSI SRR AR AR AR AR AN S
4 Up 1 Down
*
(1,0,0,0)
Vet [r, theta, z, ct}
HEREAREH BRARBRAHB U BRH R AR YH AR RRRRERRR AR RS AR WA RS
4 Up 2 Down
L]
(0,1,0,0)
Vct [r, theta, 2z, ct}
RERRAHRY AR RE AR ERAR B AR R RHGRAARR SRR B RB A SRAR AR BRI AR IH
4 Up 3 Down
(0701110)
Vct [r, theta, 2z, ct]
FHBRAABRAARBHRRAB R HH RS BHRRHRRR SRR ERER R R RR YR IRRH R AR HR AR
4 Up 4 Down
L]
(0,0,0,1)
Vet [r, theta, 2z, ct]
REHRLHAAR YRR BB RIRRR AR ERAAVR IS HR IR BRI FR RS A B BRI ARSI

Simplify[DCovariant(v, 2, 4]]

vth'®%%! rr theta, z, ct!

vr?
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Apéndice tres

Calculos Correspondientes a la Métrica
Robertson-Walker-Friedman con e=1

“Universo cerrado”

En el capitulo 3 de esta tesis se utiliza la métrica Robertson-Walker-Friedman. En este apéndice se establecen las ecuaciones

de campo para esta métrica., siguiéndose la metodologia tradicional, es decir, se calculan los simbolos de Christoffel y se
construyen los tensores de Ricci y Einstein.

m Introduccion de los coeficientes métricos

m Cuadrivector de posicion

x = {r, nu, phi, ct}

(r, nu, phi, ct}

8 Tensor covariante

geov[i_, j_]1=0;

gcov[l, 1] :=-—-1——— Klect]?;
1-xJ13?

gcov([2, 2] 1= -x[1]? K[ct]?;

gcov[3, 3] 1= -x[1]? (8in[x[2]])? K[ct]?;

gcov(d, 4] 1= 1;
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s Tensor contravariante

geon[i_, j_]=0;

gecon(l, 1] := g_c;%ll-l—,_i]—;
1
gcon[2, 2] := mi
1
gconf3, 3] := m;
1
gcon[4, 4] := m;

m Simbolos de Christoffel de primera y segunda especie

1
Christoffell[i , k_, 1_] :=

_ —2- (O:puygcovii, k] + &;pygcov[i, 1] - O,ujgcov(k, 1])

4
Christoffel2[i_ , k_, 1_] := chon[i, n] Christoffell[n, k, 1]

B=xl

m Tensor de Ricci

4
Ricci2[m_, q_] := Z O:s3Christoffel2(s, m, q] -
sxl
-3 L3}

4 L 4
Z O, qa Christoffel2(s, m, 8] + E Z Christoffel2(s, n, 8] Christoffel2(n, m, q] -
s=l

ox]
bssl -t bsel
Awns)

4

4
E Z Christoffel2(s, n, q] Christoffel2(n, m, 8]
ool a=]

(-3 T3} aenl

m Despliegue de los objetos

® Simbolo de Christoffel de primera especie

Do
{c2 = simplify[{Christoffell[i, j, k]]; 1f[c2 == 0, Null, Print(j, k, =,", i, - ", e2];
Print([" "}, Print{“[", §, kK, ",", i, "1, " ", €2]; Print(" "1131,
{4, 1, 4,1}, {3, 1, 4, 1}, (k, 1, 4, 1}]
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[11,1] -%%

(18,1] K[c-t1] j('r[zct]

(22,1} rKfct}?

[33,1) rKict}?sin[nu}?

(a1,1] K[c_tl] f(’r[zct)

[12,2] -rK{ct)?

[(21,2] -rK[ct]?

(24,2} -r?K{ct] K [ct}

133,2] r?Cos[nu] K[ct]? Sin[nu)

(42,2 -r? K{ct] K [ct]

[13,3] -rK{ct]? sin[nu)?

(23,3} -r? Cos[nu] K[ct]? Sin[nu]
(31,3} -rK[ct)? Sin[nu]?

[32,3] -r? Cosnu] K(ct]? Sin[nu]
[34,3]) -r? K[ct] Sin[nu]? K’ [ct]

[43,3) -r?K{ct] sin{nu}? K [ect]
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Kfct] K [ct]

(11,4] 0

[22,4) r’ K(ct] K [ct]

[33,4) r?K[ct] Sin[nu]? K [ct]

m Simbolo de Christoffel de segunda especie, RWF, e=1

Do[{c6 = Simplify[Christoffel2[i, j, k]]; I£[c6 == 0, Rull, Print[i, §, k, "

", c6];
Print(* "], Print[i, "{upp} *, j, "{low} ", k, "{low} ", " ", c6]];
Print[" "1}, {4, 1, &4, 1}, {j, 1, &, 1},
{k, 1, &4, 1}]
r
1{upp} 1{low} 1{low} T
K [ct]
l{upp} 1l{low} 4{low) K_[CE}_
l{upp) 3/low} 3{low) r(-1-r?) Sin[nu)?
K [ct]
1{upp} 4{low] 1{low} Kiotl"

2{upp! l{low} 2{low)

LI
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2{upp} 2{low} 1l{low} %
t
2(upp) 2{low} 4(low} i[(;t]]
2{upp) 3{low) 3{low} -Cos[nu] Sin[nu}
2(upp} 4(low] 2{low} i{‘;:}]
1
3iupp) 1l{low} 3{low} T
3{uppt 2(low} 3{low} Cot{nu)
Coa 1
3iupp: 3ilow} 1l{low} <
3{upp! 3{low! 2{low} Cot[nu]
K [ct]

3{upp! 3{low| 4{low)
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3{upp} 4{low} 3{low}

4{upp} 1{low} 1{low}

4{upp) 2(low} 2{low)

4{upp} 3{low} 3{low)

& Tensor de Ricci

K [ct]
K{ct]

K(ct] K [ct]
1-r2

r’K[ct] K [ct]

r?K[ct] Sin[nu]? K [ct]

Do[{Ri = Simplify[Ricci2[i, 3]};
Print["R ", i, "{low} ", j, “{low} ", "

{3, 1, 4}]

R lilow} 1l{low}

R 1l/low! 2{low!

R 1{low}! 3{low!

R 1l{low} 4{low}

R 2{low} 1l{low}

R 2{low} 2{low)

22K [ct]?+K(ct) K [ct]
) -1-1?

r? (2+2K [ct}?.K[ct] K" [ct])

", Ri]; Print[" "1}, {4, 1, 4},
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R 2{low} 3{low} 0
R 2{low} 4{low} 0
R 3{low} 1{low} 0
R 3{low} 2{low} 4}
R 3{low} 3{low} r’sin(nu]? (2 + 2K [ct)? «K{ct] K" [ct])
R 3{low} 4{low} 0
R 4{low} 1{low} 0
R 4{low} 2{low} 0
R 4/{low} 3{low} 0

R 4{low} 4(low!

m Escalar de Curvatura

s 4
R= siuplify[Zchon[a, n] Ricci2(a, n]]
a=]

a=]l

6 (1+K ct 2+Kict! K" lct)
K ct'?

® Tensor de Einstein

1
EinsCov(m_, n_] := Simplify[Ricci2[m, n]] - ;—Simplify[k]gcov[m, nj;
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Do[Do[{Eins = 8implify[EinsCov[i, j]];

If[(Eins == 0, Null, Print{i, "{low} ", §, "{low} =, " ", Eins],
Print["G ", i, "{low} ", j, "{low} ", " ", Eins]}}, {4, 1, 4&4}),
{3, 1, 4}]

+ K’ 2, ”
G 1{low} 1{low} 1 +K' [ct] 2K[ct] K" [ct]

-1+12
G 2{low} 2{low} -r2 (1+K [ct]?+2K[ct] K" [ct])
G 3{low} 3{low} -r?sin(nu]? (1 +K' [ct]?+2K[ct] K" [ct])

3(1+K[ct]?)

G 4{low} 4{low) Kict]?

m Ecuaciones de campo

» Componente 00
eql := Simplify[EinsCov[4, 4] == kappa (Ro[ct] ¢?)]

eql

3(1+Kict!? 2 C
—————— == c* kappaRojct

K ot ? PP et
Ssimplify{Einscov(4, 4] K[ct])? == kappa (Ro[ct] c? K{ct]?)]

3+3Kjct ?==c? kappaKict!?Rojct]

s Componente 11

eq2 := Simplify[EinsCov(1l, 1] == -kappaPo[ct] gcov[l, 1])]
eq2

1:-kappaKct'?Po'ct! +K 'ct'?+2Kct’ K ict’

o == 0

a Componente 22

eql := Simplify[EinsCov[2, 2] == ~-kappa Po[ct] gcov[2, 2])
eq3

-r? (1 +kappaKict!’Pojct] +K ict]?+2K ct} K jct]) == 0
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s Componente 33
eg4 := Simplify[EinsCov[3, 3] == ~kappaPo[ct] K(ct] gcov([3, 3]]

eg4d

-r?sSinfnu)? (1 +kappaKlct]®Po[ct] +K [ct]?+2K(ct] K" [ct]) == 0
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Evolucién de la temperatura en el esquema relativista de
Meixner-Prigogine en la métrica Friedman-Robertson Walker

Las gréficas presentadas en este apéndice son esquemiticas debido a que el valor exacto de los coeficientes de transporte se

deconoce. Sin embargo, las propiedades cualitativas de estas gréficas coinciden con propiedades del Universo a gran

escala.

m Geometria cerrada. Presion y conductividad térmica nulas.

#m Evolucion del factor de escala

Las ecuaciones (3-4-3.5) del texto pueden integrarse inmediatamente para el caso p=0 (Universo de Friedman). Las
soluciones, escritas en forma paramétrica, son bien conocidas y corresponden, salvo un factor constante, a las siguientes
expresiones:
t[Tu_] = Tu-~8in[Tu)
Tu - Sin'Tu’
K[Tu_] =1 -Cos[Tu]

1-Cos 'Tu!

"Tu" corresponde al llamado <<tiempo universal>> y K es ¢l factor de escala. La grifica correspondiente a estas
ecuaciones se muestra a continuacion:

graf2 = ParametricPlot{{t[Tu]}, K[Tu}}, {Tu, 0, 4 7w}, PlotRange - {0, 2},
AxesLabel » {"t", "K"}, Ticks - None]

- Graphics -
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a Evolucion de la temperatura

La resolucion de la ecuacidn (3.23), haciendo cero presion y conductividad térmica, utilizando al tiempo universal como
variable independiente, conduce a:

T[T\l_] = —————i-—————
(1 -cos[Tu])’®

1
(1-Cos[Tu)’

Esta funcion estd determinada salvo un factor constante asociado a Ia capacidad calorifica y al
proceso de integracion.

La grifica paramétrica correspondiente a la expresion obtenida esta dada por:

grafl = ParametricPlot{{t[Tu], T[Tu]}, {Tu, O, 4 7}, PlotRange » {0, 3},
AxesLabel » {"t", "T"}, Ticks - None]

- Graphics =

a Interpretacion de la grafica para la evolucion de la temperatura:

Observemos el siguiente arreglo grafico de ia evolucion del factor de escala y Ja temperatura.
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Show([GraphicsArray[{{graf2}, {grafl}}]]

- GraphicsArray -

Es claro que, cualitativamente, existe un enfriamiento en la fase expansiva del Universo cerrado. Por otro lado, un
incremento de la temperatura atribuible al decremento del factor de escala es observado a partir del inicio de la fase de
contraccion. Por dltimo, la singularidades correspondientes a K=0 corresponden a indeterminaciones en la temperatura.

m Comportamiento cualitativo de la temperatura con presion nulay
transferencia de calor no nuia .

m Solucion de la ecuacién diferencial

A continuacidn se integra numéricamente la ecuacion ( 3.23) del texto con p=0 y conductividad unitaria. Se utiliza al
i scalado como variable in ndiente.

sistemalO = {K[Tu] Th"[Tu] - K'[Tu] Th' [Tu] + K[Tu)? Th'[Tu] + 3 K{Tu] K’ [Tu] Th[Tu] == 0,
Th{0.001] == 1000000000000, Th' [0.001] == -0.1)
3 (l1-Cos!Tu}) SiniTu! Th{Tu] + (1 -Cos{Tu')? Th' [Tu; -
Sin{Tu} Th'{Tul + (1 -Cos{Tu}) Th"{Tu} == 0, Th[0.001] == 1000000000000,

Th'f0.001} == -0.1}

Aunque en el sistema propuesto la condicién de frontera sobre la derivada es arbitraria, el signo es completamente
compatible con el hecho de que en una expansién en un espacio homogéneo e isotropico, existe un enfriamiento.

A continuacion se resuelve numéricamente la ecuacion diferencial.
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solxl = NDSolve[sistemalO, Th[Tu], {Tu, 0.001, 1.99 n}]

{{Th[Tu] - InterpolatingFunction{{0.001, 6.251769380643689), .83507187554605 10"},
-(3.477335927732879 10,

m Graficas e interpretacion de las soluciones

® Grifica de la temperatura en términos del "tiempo universal”

grafl = Plot[Th[Tu] /. solxl, {Tu, 0.001, 1.99 x}, Ticks -+ None, AxesLabel - {"t", "T"},
Axes +» {None, True}, PlotRange —» All)

- Graphics «

El incremento de la temperatura posterior al inicio de la contraccion es mayor que en el caso de transferencia de calor nula.
Esto se asocia a la positividad de la produccion de entropia.

s Grafica paramétrica en funcion del tiempo propio

graf = ParametricPlot[{t[Tu], Th({Tu] /. solx1{1]}, {Tu, 0.001, 1.99 x},
PlotRange - All, AxesLabel -+ {"t", "T"}, Axes » {None, True}, Ticks - None]

- Graphics -
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Por iltimo, al generarse la grifica en términos del tiempo propio, se observa una evolucion de la temperatura bastante
interesante. Primeramente se da un enfriamiento veloz hasta generarse una temperatura minima, tras lo cual se da un
aumento gradual de esta variable. Esto es compatible con la positividad de la produccion de entropia . Obsérvese que se
genera una indeterminacion ai acercarnos al momento del "big crunch”, lo cual parece bastante razonable.

Debe enfatizarse el hecho de que la aplicacion del esquema de Meixner en cosmologia estd en sus inicios. Mds adn, por lo
menos hasta donde es conocimiento del autor, sdlo este trabajo de tesis y la referencia [5] incluida en el capitulo 3 de la
misma hacen uso de este esquema en el estudio de problemas cosmolégicos . El hecho de que los resultados obtenidos en
este apéndice sean prometedores parece abrir nuevas perspectivas referentes al uso de la termodindmica de procesos

irreversibles en cosmologia.
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Apéndice 5

Forma explicita del flujo de energia en la teoria cinética
relativista

Uso de velocidades caoticas

En este apéndice se muestran célculos que constituyen el desarrollo expresiones (4.32-4.33), que son la base de la teoria
cinética relativista descrita en el capitulo 4 de esta tesis. La metodologia consiste en introducir la matriz de Lorentz general,
ecuaciones (4.26-4.27) y realizar los productos y derivadas iindicados en las ecuaciones (4.32-4.33). Los términos

obtenidos permiten establecer la forma explicita del flujo de energia correspondiente a la teoria expuesta en el mencionado
capitulo.

®m Matriz de Lorentz con velocidad constante orientada
arbitrariamente

m Vector de velocidad hidrodinamica

B =181, B2, p3)
(81, p2, g3

a Matriz de Lorentz con velocidad constante y direccion arbitraria

(y-11(B1 1) (y-1ip1 82 {(y=1(81 £3)
1+ =—%5 Y] A v A1
(y-11(f2 B1H 1 (y-h{(g2 f2) (y=1)( 52 B3)
+ ¥ B2
L= BB 88 Ap // MatrixForm
ty=-11(B3 A1) (y=-1)(43 B2) {ty-11(83 3)
Y, I 1+ =—25 7 B3
y 81 y B2 y B3 ¥
B12(-1+y) BlB2i-1+y) B1B3i-1+p
1+ AT gl pal B2+ 2230 B1Z+32% < 53T Bly
182i-1+y) 2(-1+y) (=1+3)
Aty 1+ gk gy B2y
1831-1+9) EZ:E"“Z’ gz(-l*z’
TR B2 g2 33 1+ BIZ+ 522+ 43 B3y
Bly B2y B3y Y
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» Componentes de la matriz de transformacién

-1 (181
Lr[l,1]=1+ (_7_)_(_[9_ﬁ__);
B-B
-1 (p1
Lr[l’ 2] - _L)_(B__Ez_);
B.B
-1)(B1 83
L1, 3= ZZDB1AD
B.B
Lr[1, 4] = ¥ B1;
-1 1
Lrg2, 1) = Y- DE2ED
B-B
L2, 2)= 14 ZZDP2ED
B-B
-1
Lriz, 3= X - D25
B.B
Lr[2, 4] =y 82;
-1
Lr[3, 1] = (_7___)(_‘221_).;
B.B
-1
Lr(3, 2= - D32
B.8
-1 3
Lr[3,.3]=1+ iy__)ﬁf_l;
B.B
Lr[3, 4] =y B3;
Lr[4, 1] = ¥ B1;
Lr[4, 2) = ¥ B2;
Lr{4, 3] = y 83:
Lr(4, 4] =y;

M Velocidades caéticas (uso de la transformacién de Lorentz)

» Definicion del cuadrivector de posiciéon

x = {x1, x2, x3, ct)

{x1, x2, x3, ct}
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m Definicion del cuadrivector de velocidad caédtica

k(1] := k1;
k[2) := k2;
k(3] := k3;
k(4] := k4;
k[5] := k5;

m Transformacion de Lorentz para las velocidades

4
via_] = Z Lrf{a, m] k{m];
m=1

Do[Print["Componente ", a," ", v[a], " sssses "], {a, 1, 4}]

k3 B1B3(-1+7)

12¢-1 k2 g1 A2 (-1
Componente 1 k1{1+ Bl"(-1+y) ]+ BLB2(-1+7y)

P12+ p2P + 37

512"’/322‘*,832 *

ﬁ12 " ﬁ22 " 332 +kd Bly exnrex

k362 83(-1+7)

Componente 2 k2[1+ B2 (-1+7y) ] k181 82(-1+7v)

‘312 + 3«22 +532

Componente 3 k3[1 +

B12 + 22 + 832 ’

. k28283 (-1+7y)

ﬂ12 +ﬂ22 N ﬁ32 +k4ﬂ2y aRRREE

B3Z(-1+y) k1B183(-1+7)
-+
Bl2 ‘*B22 +B32 ﬂ12 +B22 +ﬁ32

Componente4 k4y+kl1Bly+k2B2y+k3 83y sesees

m Obtencion del flujo de energia

a Tensor de esfuerzos

T{a_, b_}:= Rovia]vib)

Con esta definicién, y las ecuaciones de transformacién, el tensor de esfuerzos queda en

términos de las velocidades cadticas.

FTERY -y e e

A continuacién se analizan algunas componentes del tensor obtenido.
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= Densidad de energia

Deint = Expand[T{4, 4]}

k4’ Roy? + 2k1k4 RoBly? + k1’ Ro B1% 42 + 2k2k4 Ro f2 9% + 2k1 k2 Ro 81 A2+* + k22 Ro 822 2 +
2k3k4 Ro B3 y* + 2k1 k3 Ro 81 83 y% + 2k2k3 Ro 82 83 ? + k3? Ro 3% ?

Obsérvese que solo el primer término es independiente de S con y=1, lo cual permite escribir la ecuacién (4.36) de la tesis.

= Flujo de energia por componente

Do[Print[" Componente ", k, " ", Expand[T[4, k]}, " »#+ "], [k, 1, 3}]
klk4Rop1%y k12Ro 813y
1 kik4Roy+k1?Roply+klk2Ro k1k3Ro B3y - - -

Componente k y+kl Bly+ B2y+ B3y P12+ 52 + 532 pii+ B2+ B2

k2k4Ro 152y 2kl k2Rop1% B2y _ k2% Ro S1 822y _k3k4Rop183y 2k1k3Ro 812 83y _

B1Z+p2t+p3t  p1Pep2tepdt pIE4 R4 g3t 17+ p2P4p32  BIZ+ 2%+ 37

2k2k3RoB1 8283y k3ZRop183%y 9 9 3 2

- k4 k1 k4 Ro g1
T g g FTE +k4?Ro 12 + k1 k4 Ro 81242 + k2k4 Ro A1 8212 +
2 2 3 k4 2 2 2
K3ka Ro B1 5342 + kl(k4Roﬂl ¥? . k12 Ro 813 42 . k2k4 Ro 81 82y +2k1k2RoBl B2y .
ﬂlz +ﬂ22+ﬁ32 B12+ﬂ22 “‘ﬂ32 B12+ﬁ22+ﬁ32 Bl2+322+ﬂ32
k22 Ro 81 B22 y2 . k3 k4 Ro 1 83 y2 . 2k1 k3 Ro 812 342 . 2k2k3 Ro 51 82 B3 2 . k32 Ro 81 532 42
PI2+p22+ B3t P24 f27 437 1P+ g2% 4 B3 B1% + g2 + p3? 1%+ p2? + 32

"

2 2
Componente2  k2kdRoy+kl1k2RoBly+k2? Rof2y + k2 k3 Ro g3y — LK4R0A1A2y k1I"Ropl®p2y
ﬂ12+B22 +l332 ﬁ12+ﬁ22+ﬁ32

k2k4Ro 2?7y 2k1k2Ropl 822y k22 Ro 2% y k3k4Rop283y 2klk3RoB15283y

BIZ+p2ie p32  BII+pR e BIR4pRepF  PI2.fRA P BIZ+p2R +p3

2k2k3Ro 2283y k3’Rog2g3%y 2 9
S g 5T +k4° Rof2y? +k1k4Ro 81 82+% +k2k4 Ro 8222 +
2 2 2 2 2.2 2 .2
K3ka Ro 52 8352 « k1 k4 Ro Bl g2+ . K®Ropi? g2yt | k2k4Ro‘B2 >, 2k1k2RopB1p2%y N
ﬁ12+.822 4532 ﬂ12+B22+ﬁ32 ﬂ12+ﬁ22+ﬁ32 ﬁ12+ﬁ22+ﬂ32
k22 Ro 823 42 . k3 k4 Ro 82 83 y? . 2k1k3Ro 1 82 532 . 2k2k3Ro 822 83y2 k32 Ro 82 83242
Y+ 2% v p32 - 1%+ B2° 4 B3 B1% + p2° + f3* PITepr g3t T p2R+ 3

o
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klk4Rop183y k1?Ropl1?g3y
B12+ 22+ g32 P12+ 22 + p32
k2k4Rop283y 2k1k2Rop18283y k22RopB2283y k3k4Rop32y 2kl1k3Ropl1832%y

Componente 3 k3k4Roy+klk3RoB1y+k2k3Ro 82y +k3?Ro B3y -

ﬂ12+522+ﬁ32 ﬁ12+ﬁ22+ﬂ32 ﬂ12+,322+ﬂ32 512+ﬁ'22+ﬁ32 - ﬂ12+ﬂ22 +'332
2;“;:‘3};‘2’2‘?22’7 - ﬂi‘fil;;fiaﬂ;z +k4?Ro f37* + k1 k4 Ro 81 537* + k2k4 Ro B2 3% +

k1k4 Ro 81 83 y2 . k12 Ro B1? B3 2 . k2k4 Ro 82 832 . 2k1k2Ro B1 B2 832 .
B12 + p22 + g3? B1? + p2% + B3? B12 + §22 + 32 B12 4+ 822 4 g3?

k22 Ro 822 B3 y2 . k3 k4 Ro 832 ? . 2k1k3 Ro 81 83252 . 2k2 k3 Ro 52 32 2 . k3% Ro 3% 42
B12+ﬁ22 +ﬁ32 ﬁ12+ﬁ22 4_'332 ,812*/?22 +,332 ﬁlz +ﬂ22+ﬁ32 ﬂ12+B22+ﬂ32

L E1)

k3k4Roﬁ3272+

Una vez mds, sdlo los primeros términos de cada componente son independientes de S, de forma que haciendo y=1, se
obtiene

la ecuacion (4.37) de 1a tesis.



