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2. Establecimiento de las ecuaciones  relativistas de Navier- 
Stokes. 



2.1. Tensor de esfuerzos y ecuaciones  de balance. 

El plmto  de  partida  para el formalismo descrito en la introducción es  el  t,ensor de 
esfuerzos convencional [4.10]: 

El térnlino 9 ?I+’ no fue utilizado en trabajos anteriores [l]. en los cuales se 
partii, del teusor  propuesto por Einstein [3]. quien omite  este  término. Se ha 
encontrado  que el trabajo con ambos tensores lleva a ecuaciones de  t,ransport,e 
consistcntes con  el limite no relativista conocido. Por otro lado. (2.1) puede 
ohtcnerse a partir  de desarrollos de teoria  cinética corno el nlostzado en el capitula 
4 de esta tesis. 

Los  subindices en paréntesis indicarlin en l o  sucesivo que l a s  magllitudes a 
reprcselltar st’ están midiendo en un sistema comóvil al elemento de masa. En la 
ccuacicill (2.1 ) p ( o )  es  la densidad  (escalar). p(o) corresponde a la presión, y ZP’” 
deuota al tensor viscoso. El cuadrivector  de velocidad. ZIP está definido por la 
ccllacich 

(2 .2)  

Y,, 1 ,  = 



2. l.  l. Ecuación  de continuidad 

La ecuación fundamental: 

Tr=O (2.4) 

y la importante identidad correspondient,e a  la  derivada total respecto  del tiempo 
propio: 

d 
dr 
- = vw o ; ”  

llelwl a la ecuación de continuidad: 

c11 donde el punt,o y coma  representa derivada covariante. La evaluacion detal- 
lacla de derivadas covariantes se ejemplifica en el apéndice dos.  La  operación  de 
proyección v,,TY = O debe efectuarse para establecer la ecuación (2.6). 

2.1.2. Balance  de frnpetu. 

La conhinacih de l a s  ecuaciones (2.4-2.6) lleva a la ecuación de balance  del 
i l l l p t ’ t l l  

Es fácil  ver que l a s  ecuaciones (2.6-2.7) se reducen a sus contrapartes  no relativis- 
tns cn el límite de velocidades bajas. es decir. depreciando  todos los términos que 
timen a c2 en el denominador se obtiene que, . 

d7Jk Z k e  
/)(o)-- = Pi!, - -;E d r  

qlle es l a  bien conocida ecuación no relativista [12]. 
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2.2. Balances de energías mecánica e interna. 

2.2. l .  Balance de energía mecánica. 

El  flujo de energía mecánica de obtiene  a  partir de la  proyección sobre el espacio 
tie velocidades del tensor de esfuerzos (2.1): 

J b f I  = VfiTLiU 

Tornando la derivada covariante en la ecuación 
(2.4). es posible establecer una ecuación que no es de 
mecánica. a saber: 

Jbf] :” = P’p;VTp” 

o bien, corlsiderando la ecuación (2.1) : 

(2.9) 

(2.9), y usando  la ecuación 
conservación para la energía 

(2.10) 

donde. cn estas ecuaciones, el flujo de energla mecánica está definido como: 

(2.12) 

Las ecuaciones (2.10-2.12) se reducen a sus contrapartes no relativistas[2] en los 
límites 3 - 1. 6 - 1 y reduciendo Ins derivadas covariantes a derivadas 
parciales simples. 

2.2.2. Balance de energía interna. 

Una exprcsi6n para la  derivada total de la energía total respecto del tiempo propio 
resulta dt alto interés en el esquema (le hleixner y Progogine. Para obtener  la 
(..upresitin correspolldieute. es  necesario postular la expresión para  la conservació11 
( l e  la energía total : 

J b E ] : u  = 0 (2.13) 

do11de. por la analogía col1 la tertrlodinámica irreversible no relativista, el flnjo de 
cuergía total. JkE,, consiste de  tres  tipos  de término: el flujo de  energía mecánica. 
el flujo de energía interna, y el  flujo de calor: 

9 



Jb,] = Jkf ]  + P(0) eIint1 (O)UU + Jr"Q] (2.14) 
Reemplazando directamenbe la ecuación (2.14) en la ecuación (2.13), y uti- 

lizando las expresiones (2.6) y (2.10), el balance de energía interna puede escribirse 
de la  forma: 

(2.15) 
Es a lmaen  este  punto,  donde es posible establecer el balance  de  entropía y con 
ello obt.euer una expresión para  la producción de  entropia, variable fundamental 
en la termodinámica  de procesos irreversibles. 

2.3. Balance  relativista de entropía 

2.3.1. Expresión genérica para el balance de entropía 

El flujo (le ent,ropía tot,al está  representado por el cuadrivector: 

J L T )  = P(0) q 0 p u  + Jr"s] (2.16) 

tioncle e l  primer término  de la ecuación (2.16)  representa una contribución estric- 
tamente convectiva. 

El balance genérico de  entropía  adopta la forma: 

*J!&-]:u = 0 (2.17) 
en donde la producción de  ent,ropía (T es una cantidad semidefinida positiva. El 
reemplazo tie In ecuncióu  (2.1G)  en  la ecuación (2.17).  junto con  el uso de l a s  
exprcbsiollcs (2.5) y (2.6). llevan a la siguiente expresión: 

(2.18) 

La ecllacih (2.18)  una ecuacióI1 genérica de balance de  entropía  en  términos  de 
una derivada  total respecto del tiempo propio. Este t,ipo de expresión es necesaria 
para utilizar la hipótesis de equilibrio local. 



2.4. Hipotesis de equilibrio local. 

La hipotesis de equilibrio local corresponde a la suposición de  que  la  entropía 
local es una funcional independiente del tiempo  de la densidad y energía interna 
locales: 

(2.20) 

En la ecuación (2.20) se ha hecho  uso de relaciones termostáticas bien conocidas, 
las cuales permiten  explicitar l a s  derivadas parciales de la entropía local. 

El reenlplazo de l a s  ecuaciones (2.6) y (2.15)en la ecuación (2.20) lleva, después 
(k 1rl;lIliI)ulaciolles simples, a la expresión: 

L a  cwación  (2.21) puede ahora compararse con la expresión para el balance 
gen6rico de entropía  (2.18). Dicha comparación lleva a expresiones para: 

o La producción de entropía: 

0 El cuadriflujo de  entropía: 

(2.22) 

(2.23) 
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Debido a la  estructura  de la ecuación (2.22),  ahora es posible proponer ecua- 
ciones constitutivas.  Éstas  deberán  imponer la condición de que  la  producción de 
entropía sea semidefinida positiva, con ellas será posible completar el sistema  de 
ecuaciones de  transport,e. 

2.5. Ecuaciones  constitutivas generalizadas 

2.5.1.  Producción de entropía y pricipio de Curie 

En este trabajo el tensor de viscosidad ZX” se supone  simétrico, de forma tal que 
éste plwde ser  descompuesto de la forma: 

(2.24) 

ell do~ltle SA” representa a la parte sin traza del tensor de viscosidad, y 3 E 
L T ~  ‘1 {z’il} es un cuarto  de la traza  de dicho tensor. 

cousitlerándose también  una part,e antisimétrica de dicho  tensor: 

- 

El grndiente de velocidades generalizado Y , ~ : ~ ,  también puede ser descompuest,o. 

(2.25) 

donde los superinidices { S }  y {a}  corresponden,  respectivamente. a las partes 
sinl4trica.s y antisimétricas del tensor. 

L a  prod1lcciórl de entropía. ecuación (2.22) puede ser reescrita  usando l a s  ex- 
presiones (2.21) y (2.25). observ;indose que 

(2.26) 

y 1lal)hdose hecho  so de que la doble contracción de un tensor  simétrico con uno 
ant~isi1116t  rico es cero. Las dcscolrlposiciotles mencionadas arriba  resultan  útiles 
para a(-oplar fllljos y fuerzas termodinámicas del  mismo orden tensorial  (principio 
tie Curie) 12;. La expresión final para la producción de  entropía  se lee: 

(2.27) 
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2.6. Relaciones constitutivas lineales 

La  forma más simple de asegurar  que la producción de  entropía  (2.27) es sexni- 
defixlida positiva, es proponer relaciones constitutivas lineales: 

o Para la conducción de calor: 

o Para la viscosidad cortante: 

(2.28) 

(2.29) 

o Y para la  viscosidad volunlétrica 

5. = -< 11; (2.30) 

Teclas las ecuaciones propuestas st  reducen a sus contrapartes no relativistas 
e11 los límites correspondientes. 

2.7. Ecuaciones  relativistas de  Navier-Stokes de acuerdo al esquema  de 
Meixner 

2.7.1. Ecuación de movimiento 

La gexleralizatción relativista de l a s  ccuaciones de Navier-Stokes se obtiene Inedi- 
ante la inserciin tie l a s  ecuaciolles (2.28) y (2.30) en la ecuación de movimiento 
(2.7). en la cual la divergencia del tensor de viscosidad ha adquirido la forma: 

(2.31) 

El gradiellte de la presión puede ser elinlinacto de la ecuación (2.7) por medio de 
la hipótesis de equilibrio local usamlo la expresión, 
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(2.32) 
donde Â @,,, representa la compresibilidad isotérmica del elemento, y ,O corresponde 
al coeficiente de expansión volurnétrica. De esta forma, la generalización rela- 
tivista de la ecuación de Navier-Stokes  es: 

(2.33) 
La ecuación (2.33) es la ecuación de movimiento buscada, en términos  de l a s  

variables p t 0 ) .  El,,, y ? ! p .  

2.7.2. Ecuación de calor. 

La ecuaci611 de calor se  encuentra  utilizando la ecuación de continuidad (2.6), 
cl balance de energía  interna (2.15), y las ecuaciones constitutivas(2.28)-(2.30). 
lTsando (le nuevo la hipótesis de equilibrio local, la energía interna se  supone  una 
funcional independiente del tiempo  de la densidad y la temperatura,  de  forma 
q11r: 

(2.36) 

cie esta fortua, por medio de la ecuación (2.6) y las ecuaciones (2.35) y (2.36),  la 
ecwtcitin (2.34) se transforma en, 
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Esta idtillla expresión se puede reescribir utilizando l a s  relaciones constitutivas 
(2.28)-(2.30). hallándose que. 

2.8. Ideas Esenciales de la Termodinámica  de  Segundo  Orden de Israel. 

2.8.1. Leyes de Conservación en la Termodinámica  de  Segundo  Orden 
de Israel. 

Para contrastar 1% ideas expuestas el1  el presellt,e capitulo con trabajo conocido 
C'II c l  h a .  sc present,atn las ideas fundamentales  de la t.ermodinAmica relativista 
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de segundo  orden  propuesta por Werner Israel alrededor de 1976 [6]. Después 
de subrayar los distint,os problemas conceptuales que se  presentan  al intentar 
definir una velocidad hidrodinámica para un elemento de volumen de fluido, Israel 
propone  distintas  alternativas  para el tensor de esfuerzos-energía, a los cuales 
siempre se les exigirá que satisfagan la ecuación de conservación (2.4) . 

Dichas alternativas se fundamentan  en el sup11est.o (utilizado  por  Israel)  de  que. 
para sistemas  fuera del equilibrio, no es  posible asignar una velocidad hidrodinámica 
línica para el elemento de fluido.  Israel propone la existencia de dos velocidades 
posibles para incorporar  en el tensor de esfuerzos-energía: 

a)  t i n a  velocidad paralela al flujo de  partículas u;. 

b )  Una velocidad paralela al eigenvector  del  t,ensor Tab. que  se  denominará u:. 

Se propone que la relación entre  ambos  cuadrivectores de velocidad es,  para 
ligeras dcwiaciones del equilibrio[6]: 

(2.41) 

e11 do~ltlc> p y p son la densidad y presiórl medidas en  el sistema  local, q p  es  el 
ulatlrivcctor  de flujo de calor. y O2 representa  t~érminos especificados de segundo 
ordtw c w  las desviaciones con respecto al equilibrio local. 

Allora bien. en el línlite 110 relativista. es  posible  el  definir una velocidad 
lliclrotlitl;i~~~ica ímica. y 110 queda claro de la ecuación (2.41) el cómo coinciden las 
cicfiuiciolles ti;, y n; en el línlite de ba ja s  velocidades. 

O E11 el sistelna de flujo de partículas  (en  ausencia de viscosidad y de esfuerzos 
cortantes): 

Tad = p 21;- U: + p A$ + qoILpv’  0 4  + q US (2.42) 
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o En el sistema  de energía: 

(2.43) 

Es de hacerse not.ar que, en ambos casos, se involucra a variables termodinámicas 
locales en la construcción inicial del tensor de esfuerzos-energía. Ello lleva  nece- 
sariamente  a la inclusión del cuadrivector de calor en el balance energía meccinica 
e  implica  interpretaciones  mecánicas del flujo de calor. 

2.8.2. La Hipótesis de Equilibrio Local y La Producción de Entropía en 
la Termodinámica de Segundo  Orden de Israel. 

Israel[G] explicita un par  de ecuaciones en donde se hace ver, de  acuerdo a los dos 
posibles fonllalismos mencionados en  la  sección anterior,  a  la  entropía local como 
una funcional. independiente del tiempo,  de la densidad y de  la  energía  interna 
locales: 

S E  = s e p (  PE 7LE) (2.44) 

s.V = S e q ( P N 7  nN) (2.45) 

E11 este context,o. Israel no sigue 1111 procedimiento ortodoxo[l2] en el cuál 
SP separen las fornlas mecánicas y no mecánicas de energía para establecer  las 
calaciones  de  transporte.  Esta  alternativa se analizó ya en esta  tesis, 

En lugar de ello. Israel propone: 

a )  U 1 1 a  ecuación constitutiva  para el  flujo de calor en términos de la temper- 
atura. T. la aceleración local y la derivada del Aujo de  calor. A saber: 

(2.46) 

en dontie 6 corresponde a la conductividad térmica del sistema, y ,!$ es una 
constante de proporcionalidad. 
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b) U11 flujo de  entropía  dado por: 

= U N  SN 4- T - &L q; (2.4’7) 

en  donde Q:kr representa contribuciones de segundo  orden al flujo de  entropía. 

c) Una producción de  entropía  dada por 

(2.48) 

q1le se obtiene a partir l a s  ecuaciones fenomenológicas (2.46) y del Aujo de  entropía 
(2.4’7). 

El fornlalisnlo de Israel conduce a un sistema  de ecuaciones de  transporte  en 
e l  cud  110 aparecen problemas de  causalidad  en los  fenómenos de transferencia de 
calor y de  transporte  de masa. Este  sistema es complejo y tiene  la  desventaja  de 
incluir partimetros  ajustables en la teoría. 

El procetlimiento ortodoxo [12j  [2] [lj conlleva 1111 orden y una lógica difereutes, 
y a jllirio dt4 autor de esta tesis. es nlncho menos artificial . 

2.9. Conclusiones del capkulo 2 

Has ta  este wonmito se ha estahlecido el conjunto de ecuaciones diferenciales par- 
ciales c k  Navier-Stokes-Follrier en el contexto  de la teoria general de la  relativi- 
tiad, para 1111 fluido simple motlelado por el tensor (2.1), El procedimiento ha 
sido clirerto y es prácticalnt.erlte una calca del esquema no relativista  de Meixner- 
Prigogilw incluido ell textos clAsicos [2]-[12]. Es ~ n u y  probable  que la nlavor virtud 
ctc este formalismo  sea  que es capaz de establecer l a s  forma  explkit,as del  flujo y de 
l a  protlncción de entropia.  En  contraste. Israel y otros  autores [6]-[ll], proponen 
1111 clladrifllljo de  entroph del cual obtienen una expresión para  la producción de 
entro& via la operación de divergencia. En los trabajos  que se acaban  de men- 
cioI1ar.  el principio de equilibrio local, no se utiliza en  su forma más amplia,  esto 

110 se tltiliza la ecuación (2.21) para establecer la producción de  entropía, por 
lo quc es wcesario aumentar el orden de los gradientes para generar ecuaciones 
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de  transporte hiperbólicas. En una teoria  relativista  consistente,  esto  ciertamente 
no debe ser necesario. aún en  el  régimen lineal. 

Por otro lado, en inlportante observar que en la ecuación (2.28) se está suponiendo 
que existe  una  componente  temporal 110 nula del cuadriflujo de calor medido en el 
sistema comóvil. Hay una razón de fondo para  que  esto así sea. Es la presencia de 
e& component,e lo que garantiza causalidad en el régimen lineal. Por otro lado. el 
hecho de que  esta componente sea no nula en  el sistema comóvil resulta  objetable 
para algunos investigadores del área[ll]. A mi juicio. la mejor manera de  afrontar 
esta cuestión consiste en revisar los fundamentos cinéticos de la  teoria,  para con 
ello establecer una interpretación  objetiva del significado de esta variable. Esto 
se hace en el capit,ulo 4 de  este  trabajo de tesis. 

Por illtirno. es pertinente  enfatizar  que el desarrollo del esquema de hileixner 
para flujo  viscoso  va más allá de u11 mero ejercicio mat,emático. Para un  recuento 
de aplicaciones del  anAlisis de flujo flujo viscoso en astrofkica puede consultarse 
el testo de Chandrasekharjl31. en el cual.  desgraciadamente, no existe aniilisis 
formal alguno de la prodwción de exltropia local. 
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3. Implicaciones  cosmológicas del esquema relativista de 
Meixner y Prigogine. 

El estudio  de las propiedades del Universo a gran escala es una de l a s  actividades 
~ n á s  apasionantes  de las Ciencias Fkicas. La forma ~x-k directa  para  estudiar 
problenlas  tales como el tamaño. el futuro y el pasado del universo consiste en 
la obtención v análisis de soluciones  especiales de las ecuaciones de  campo  de 
Einstein. De acuerdo a este tipo  de razonamiento. el  Universo puede  modelarse 
conlo 1111 fluido  homogéneo e isotrópico representado por un tensor de esfuerzos 
adecnado. Al introducirse  este tensor a las ecuaciones de  campo y resolver el 
sistenla  proponiendo una métrica  dependiente del tiempo.  es posible obtener la 
dellomillada solución Robertson-Walker-Friedrnann (RM'F) de las ecuaciones de 
Eirlstein. La variable principal involucrada en  este modelo es  un  radio  dependiente 
del tiempo  que puede identificarse como el "radio del Universo". 

L a  consideración de efectos disipativos en  Universos  homogéneos e isotrópicos 
representa 1111 problema irnportallt,e en la cosmologk  moderna. Cálculos de enorme 
interk. tales como la densidad del  Universo y la abundancia  de  materia  obscura 
pueden depender de la existencia de efectos disipativos.  Tradicionalmente, la vis- 
ctosiclad volm~dtr ica  ha sido  considerada como el  Único efecto disipativo  en Univer- 
sos RLVF. El flujo de calor tiene que descartarse  en est,os modelos si es incluido en 
('1 te~jsor  de  esfuerzos que aparece e71 Ins ecuaciones  de  campo  de  Einstein. El es- 
quc111a relativista de LIeixner y Prigogine[l] es 1111 forrnalisnlo alternat,ivo  al  tradi- 
cional C ~ I W  permite  introducir al flujo de calor en los rnodelos  cosmológicos RWF 
cle forma illdirecta. En si. el esquema de hieixner y Prigogine de la TIL provee de 
1~crr:micmta.s suficientes para realizar estudios serios de problemas cosnlológicos, 
ya q 1 1 t '  cont  icuc una producción de  entropia global senlidefinida positiva,  donde 
p 1 1 c d c w  aparccer efectos disipativos s i n  tener que restringirse exclusivaulente a la 
viscosithd volumdtrica. 

Este capit 1110 sc dedica f~lllda~rle~ltalnle~lte a establecer la.; ecuaciones de  campo 
e11 w6triccas RLII-F iutroducicnclo 1111 fllljo de calor por  nledio  del esquema presen- 
tado e11 e1 capítulo  anterior.  Posteriormente  se  discuten las implicaciones de las 
ecuaciones obtenidas. 
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3.1. La métrica de Robertson-Walker y sus implicaciones cosmológicas. 

El punto  de  partida  aqui son las ecnaciones de  campo  de Einstein [3] 

G d  = K. Tu3 ( 3 4  

d o ~ ~ l e  Gni' es  el tensor de Einstein. Tuo es  el tensor de esfuerzos y K es  la  constante 
de acoplamiento entre ambos tensores. 

El universo a gran escala se modela con  el tensor de esfuerzos: 

o p es la densidad local  del  fluido medida en el sistema comóvil 

0 ? * "  es la cuadrivelocidad local  del  fluido. 

o p es la presión  local  del  fluido medida en el sistema comóvil. 

o L' es la velocidad de la luz. 

La solucih propuesta. \it.il para incorporar en el modelo las  propiedades de 
isotropia y llo~l~ogc~lciclad (corroboradas a gran escala)  es [3]: 

(is2 = c 2 2  dt  - I<2 (d) [ (-) (ir' + r2dH2 + r 2  sin2 (O) dp2] 
1 - 7.2 

d1i ( c t )  d2K ( c t )  

d ( ~ t ) ~  
1 + K K 2 ( d ) I ) +  = o  
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Los detalles de este importante cálculo se encuentran en prácticamente  en  todos los 
text>os de relatividad general. pero una sintesis de ellos, elaborada con  el paquete 
M a t h c m t r t 1 . m .  se incluye en el apéudice 3. 

3.2. Introducción de efectos disipativos  en  la métrica de Robertson y 
Walker en  el esquema de Meixner y Prigogine. 

Los efect.os disipativos inllerent,es a la dinámica de los  fluidos, pueden  introducirse 
al problema cosnlológico siguiendo las ideas inicialmente propuestas  por Meixner 
y Prigogine [2]. y descritas en el capítulo  ant,erior. De acuerdo a esto, la derivada 
total de la  entropía local respecto del tiempo propio T puede escribirse como: 

Para ot)tener una ecuación del tipo (3.7) a partir  de (3.6) es necesario hallar 
expresioues para l a s  derivadas  totales de la densidad y energía interna en base a 
los respectivos t)alances. A ello se dedicarán las siguientes subsecciones. 
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3.2.1. Derivada total de  la densidad 

Considérese la expresión 

VPTt” = o 
ohtenitla  de nlultiplicar el tensor (3.2) por el tensor covariante de velocidad up y 
tomando en cuenta  la ecuación de Einstein (3.1). Una manipulación algebraica 
simple permite reescribir (3.9) en una forma sugestiva, a saber, 

(Z:PTy;V = -T%o;;, (3.10) 

La ecuación (3.10) no es una ecuación de conservación. La divergencia del flujo 
de energía mecánica u P P U  no se anula, si  no que es igual a la doble contracción del 
tensor de esfuerzos con el gradiente  de velocidades (término  de Raleigh relativista). 
Si allora se consideran: a)  la forma explícita del tensor de esfuerzos (3.2),  b) 
La &rica  de Robertson-Walker-Friednmm, ecuación (3.3) y c) las componentes 
espaciales dc la velocidad nulas (sistema  comóvil), es posible escribir la ecuación 
dc bu~lnncc de ~nusa. conlo. 

(3.11) 

Para  llegar a esta ecuacih se ha hecho uso de los sinbolos de Christofiel  de 
segullda especie. calculados en  el apéndice 4 de la tesis. 

3.2.2. Derivada total de la energía  interna 

Como ya sf’ ha dicho. el flujo de energía total se conlpone de t,res términos:  uno 
para la energía nlec6nica. uno para la energía interna y uno para el flujo de calor, 
dc forma que: 

De la ecuaci6n (3.10) y de los rnétodos de las secciones 2.2.1 y 2.2.2 de esta tesis, 
se  tiene  que la conservación de  la energía total lleva directamente a la expresión 
dc balance de energía interna: 

(3.12) 
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3.2.3. Producción de entropía 

Ahora es posible regresar a las ecuaciones (3.6) y (3.7) puesto que ya se tienen 
expresiones para las derivadas t,otales correspondientes. 

La ecuación (3.7) puede reescribirse, en términos de la derivada total respecto 
del tiempo.  de l a  fornla: 

(3.13) 

el término  de divergencia en  la ecuación (3.13) no contiene t-érminos convectivos. 
Ahora bien. l a s  derivadas  totales en l a s  ecuaciones (3.11-3.12) se pueden in- 

troducir en la ecuación (3.6) ? lo cuál lleva después de manipulaciones algebraicas 
simples a la expresión: 

Al compararse l a s  ecuaciones (3.13-3.14) se encuentra la producción de entropih: 

y la cntropia local: 

(3.15) 

(3.16) 

Las ecnaciones (3.14-3.16)son la base de la teoria que  aqui se presenta. 

3.3. Ecuación de calor en ausencia de viscosidad 

Los resdt.ados obtenidos en l a s  secciones allteriores pueden utilizarse para  estu- 
diar la evolución de la tenlperatrura respecto del tiempo propio, as[ conlo otras 
variables temodinámicas en métricas de Robertson y LValker. La ecuación para 
la tenqm-atura puede obtenerse  a partir de la dependencia de la  energia  interna 
respecto de la temperatura y la densidad de masa. 

25 



La derivada total  de la energia interna  respecto del tiempo  propio, de acuerdo a 
la ecuación (3.17) puede escribirse de la forma: 

(3.18) 

en  donde se ha hecho uso de las relaciones termodinámicas  (2.35)-(2.36). 

(3.18) adquiere  la  forma: 
Por Irledio de la ecuación (3.11) y l a s  ecuaciones (2.35)-(2.36), la ecuación 

Con esta expresión es ya posible aplicar directamente los métodos de  la sección 
2.7.2. de forma  tal  que  es posible establecer la ecuación de calor: 

de 
(3.20) 

donde: 

(3.21) 

esta ílltirrla expresión se puede reescribir utilizando las relación constitutiva  (2.28), 
llnll6ndosc que. 

(3.22) 

Delx hacerse énfasis  en  el  hecho de  que se ha  utilizado la metodologia ex- 
puesta tn el capitulo 2. U ~ l a  vez 1ná.s. la ecuación de calor establecida no admite 
propagación t ie energia a velocidades mayores que la velocidad de  la luz, ya que 
cl t h l i t l o  ( K gv71@;q);v genera una ecuacih hiperbóiica para la temperatura. 

En c l  caso de un Universo de FriedIrlaml, p = 0, y la ecuación (3.20) se reduce 
a 

(3.23) 



Es importante hacer notar  que las ecuaciones (3.20-3.23) no  tienen  problemas 
de causalidad aún en el caso de  que el gradiente espacial de temperaturas  sea 
cero, dado que la cuarta componente del cuadrivector  de calor no se anula [l]. El 
cuadrivector de calor es de  tipo  temporal  (timelike) para conductividades  térmicas 
positivas. De acuerdo  a  esto, la segunda ley de  la  termodinámica  garantiza la 
causalidad. Este hecho parece no haber sido apreciado por autores  de  trabajos  en 
este  campo. 

El comportamiento  de  la temperatura  para universos cerrados y planos puede 
estudiarse a partir  de la ecuación (3.20). Es importante  resaltar  que  no existe 
necesidad alguna de suponer proceso cuasiestático  alguno, ni ecuación de  estado 
alguua.  para establecer la ecuación dada. Un enfriamiento rápido se observa 
durant,e el periodo de expansión,  mientras  que un incremento  de  la temperatura 
es identificado durante la cont,racción en un universo cerrado [5]. 

Si se supone una  conductividad térmica diferente de cero, se observa un “amor- 
tiguanliento”  interesante en el comportamiento oscilatorio de la temperatura en 
el caso de un  universo cerrado.  Este hecho se encuentra  claramente ligado a que 
la producción de  entropia se supone positiva en este caso. Una  representación 
esquemática  de  estas ideas se muestra en l a s  gráficas correspondientes al apéndice 
1 de este trabajo. 

3.4. El esquema de Meixner con  viscosidad, en ausencia de flujo de 
calor: el factor de escala cosmológico. 

La aplicación de las hipótesis y métodos mostrados en esta sección pueden apli- 
carst’ a modelos de Universo  con disipación viscosa, en ausencia de calor. Aunque 
dicho problema ya ha sido trabajado con las ideas de  la  termodinámica  extendida 
ell nldtricns más generales[6] [7], el esquema  de Meixner constituye, a juicio del 
autor.  una  alternativa  conceptualmente más simple y directa  de análisis. El  tensor 
dc esfuerzos en este caso es: 

(3.24) 

ell donde 7 corresponde a una viscosidad volumétrica cosmológica. Ahora bien. 
el uso de la métrica (3.3) y la metodologla del esquema de Meixner llevan ala 
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ecuación para  la evolución para el factor de escala: 

en  donde 77 es una viscosidad volurnétrica, y if es una  constante  de  integración  de 
las ecuaciones de  campo. Las soluciones  del sistema  formado  por  las ecuaciones 
(3.5-3.25) poseen la  ventaja adicional de  que la producción de  entropia  siempre es 
positiva  en el modelo, y puede ser determinada  de  manera  ortodoxa  de  acuerdo 
al esquerrla de Meixner de la termodinámica irreversible lineal. Naturalmente,  el 
sistema  se  reduce a las ecuaciones convencionales para el  caso 7 = O. 

3.5. Conclusiones del capitulo 3 

EN ilstc capitlllo se ha  ~nostrado  que la existencia de  una producción de  entropia 
selrlidefillida  positi\la  es compatible con las propiedades fundamentales de los mod- 
elos cosrllolitgicos  convencionales. El calor puede introducirse en  la cosmologia 
sin tener  que prescindir de las hipótesis de homogeneidad e isotropia a gran es- 
cala.  incorporadas al tensor de esfuezos (3.2). De la misma manera, la evolución 
de la terr,yeratura puede ser pTedicha sin tener que suponer la validez de ningun 
proceso cuaszstdtico. Es pertinente  aqui  enfatizar  que el esquema  relativista  de 
AIeixnrr y Prigogine constituye un formalismo adecuado para  abordar problemas 
cosnlol6gicos  sin tener  que imponer hipótesis demasiado  restrictivas referentes a 
los  procesos terrnodinánlicos idlerentes a los diferentes modelos  cosmológicos [3].  
Aden1á.s. l a s  itleas a q d  mostradas  permiten la inclusión de efectos  viscosos sin  que 
dstos representen la iínica alternativa  de disipación en el  Universo a gran escala. 
El esquema de hIeixner yPrigogine en modelos  cosmológicos con viscosidad será 
rcyortaclo en el futuro. 

E11 ~1 capitulo  aqui expuest.0 se han  estudiado  propiedades  fuera  del  equilibrio 
de la materia en el  Universo a gran  escala. La  extensión de  este formalismo en 
presencia tie campos  electromagnéticos se estudiará en  el capitulo 5. 
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4. Teoría cinética  relativista para medios continuos dilui- 
dos. 

4.1. Introducción 

En  sus rasgos esenciales. la  teoria cinética relativista fue desarrollada  mucho 
tienlpo despúes que su contraparte no relativista[l]. Haciéndo uso de la ecuación 
de Boltzrnann de  manera  apropiada, dicha teoria fue básicamente encaminada al 
estudio  de fenómenos de  transporte relativistas y, de  manera no ortodoxa,  uti- 
lizada para  fundamentar microscópicamente a la termodinámica  relativista  fuera 
del equilibrio. El término no ortodozo se utiliza en  vista  de  que el ahora recono- 
cido esquema unificado de la  termodinámica de procesos irreversibles, formulado 
por hleixner y Prigogine a finales de los cuarenta, [2] [3] y cuya forma final se 
dio  a principios de los sesenta[6], llegó mucho tiempo después que las  ideas  uti- 
lizadas por los primeros trabajadores  en el campo de la termodinámica irreversible 
relativistal8] [dl. De hecho, hasta donde es  del conocimiento del autor, el primer 
illtellto para reproducir el esquema  de hleixner-Prigogine en el contexto  de  la 
relatividad  general. fue publicado hace sólo tres  años [5]. 

La diferencia principal entre l a s  varias maneras de  abordar  la  teoría  de  trans- 
porte  relativista  estriba en la forma de  introducir el cuadriflujo de calor. En 
t r ah jos  previamente  publicados[5], se ha puesto énfasis en el hecho de que el 
calor no es una forma convencional de energía mecánica. Esta es la posición 
q 1 1 e  se ha tomado en los desarrollos de los dos capítulos anteriores.  La  energía 
mníllica convencional no se conserva, de forma que el calor se introduce  como 
1111 rccI1rso. una forma de energía altemativa que hace posible la conservación de 
la energía total[’?]. Pero  esto no es nuevo. es el contenido esencial de  la  primera 

( l e  la termodinámica. 

En este  capítulo se analiza la construcción del  flujo de calor en la  teoría  cinética 
relativista, utilizando eqlicitamente el  concepto  de  velocidad  cadtica. En  este 
contexto. el balance  de energía se obtiene de la componente temporal  del  tensor 
irnpetu-energía. El límite newtoniano surge a partir  de  este formalismo, y las 
primeras correciones relativistas son fácilmente identificadas. Se analiza  también 
la construcción del tensor de esfuerzos a partir de  este formalismo de forma  que 
es posiMe identificar las distintas contribuciones que lo integran,  en  analogía di- 
recta cot1 el desarrollo no relativista. Las ecuaciones fenomenológicas de  trans- 
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porte pueden obtenerse a partir del tensor de esfuerzos siguiendo los métodos 
convencionales de  la  teoría cinética . Asimismo, en este  capítulo se muestra como 
consecuencia importante  de  este formalismo, el hecho de  que la  tasa de expansión, 
en, Universos RWF se  modifica  radicalmente  para  velocidades  cadticas  de  orden 
nhtivista. 

La estructura de  este  capítulo se ha dividido de la siguiente manera: Prixnera- 
mente se hace una revisión de  la  teoría cinética no relativista  utilizando una 
notación matricial  adecuada. Esto se hace con  el objeto  de establecer una  ruta di- 
recta  para  construir  la  teoría  relativista  correspondiente.  Posteriormente se utiliza 
la ecuación de  Boltzmann  relativista  (en su versión más aceptada)  para estable- 
cer las ecuaciones de  transporte. Las últimas secciones se dedican a analizar las 
consecuencias cosmológicas del formalisnlo y a establecer conclusiones referentes 
a esta Inanera de construir  la  teoría cinética relativista. 

4.2. Teoría cinética no relativista: notación matricial. 

El punto  de  partida aquí es la bien conocida ecuación de Bolzmann (21- [3] 

donde f ( S ] ,  t~-l ,  t )  corresponde al nGmero de  partículas  en el elemento dxj, dvj de 
1111 gas diluido en el tiempo t :  uk es velocidad hidrodinámica del elemento, y C 
corresponde al término colisional (los indices latinos correspondes a valores que 
van del 11110 al tres). La función de Boltzrnann f (rj, d .  t )  nos permite definir el 
pronlcdio estadístico  de  una función dinámica 2j! de la forma: 

d o d e  la densidad numérica n (.J. t )  está definida como la integral de la función 
de Boltznlaml sobre  todo el espacio de velocidades. La velocidad hidrodinámica 
del sistema tie partículas puede obtenerse  a  partir  de la ecuación (4.2) haciendo 
u ’  = 7 J .  sicndo 1.13 la velocidad de 111la s61a partícula: 
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A partir  de la ecuación (4.1) es  posible obtener  la ecuación genérica de  trans- 
porte, conocida como ecuación de hhxwell y Enskog, y tiene la forma[7]: 

a (n, ?b) a [. ( dl)] 
at a xk + = o  

Lo que se quiere mostrar a continuación es que. por medio de  una formu- 
lación rnatricial adecuada, es posible reescribir los resultados usuales de  la teoría 
cinética no relativista,  de  una forma que  será muy fácilmente reproducible  en  la 
contraparte  relativista. Para este fin, se escribirán l a s  ecuaciones de  transporte 
en t,érrninos de promedios estadísticos  de las velocidades  caóticas ( velocidades 
relat,ivas de  partículas individuales con respecto del centro de masas local), y se 
definirán: 

- La matriz galileanu 4 x 4 AE.en coordenadas  cartesianas: 

B ' 1 0 0  
p 2 0 1 0  A: = (4.4) 

- El cuacirivector de posicióll para las partículas: 

clonclc l3-1 = $. siendo la  velocidad de la luz (los indices griegos correrán del O 
a l  3 ) .  

Las hien conocidas ecuaciones de transformación galileanas son: 
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Y 

donde kJ = üj representa al vector de velocidad relativa referido a cp j .  En este 
caso l a s  kj ’s  corresponden a las velocidades caóticas. 

Las ecuaciones (4.6-4.7) pueden ser exactamente reescritas por medio de la 
matriz (4.4) como: 

* 

J’ 

en donde se ha definido 

olxérvese que la  velocidad está  dada por 7 P  = LW y h’ j  = d- cpj corresponde a 
la  velocidad caótica rnencionada antes. El promedio de l a s  componentes espaciales 
se anula. es decir ( I<-1) = O. mientras  que ( KO) = c. 

d t  ’ 

Ahora es posible reemplazar 7p = m 71@ en la ecuación (4.3) para reescribir las 
ecuaciones de transporte en términos de l a s  velocidades caóticas, toda vez que se 
utilice la matriz (4.9). Aquí nz representa la masa  de  una  partícula  individual, y 
qjq pllede adoptar la forma de cualquier invariante colisional. La ecuación obtenida 
por medio de las xrlanipulaciones  Irlerlcionadas es: 

(4.10) a X0 
d011de p = m n es la densidad de ma5a. 
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La ecuación (4.10) contiene información bien conocida de la teoría  cinética no 

Para X = O,  el balance de  masa,o ecaución de continuidad  surge  inmediata- 
relativista,  a  saber: 

mente. 

6 P  6 b j l  

at a .j -+  = o 
mientras que  para X = j :  el balance de  írnpetu toma  la forma, 

(4.11) 

(4.12) 

donde el tensor p ( K j K ' )  corresponde al tensor de esfuerzos fenomenológico, en 
el caso de que no exista viscosidad. ilk aún, en  el caso isotrópico, la ecuación 
(4.12) se reduce a  la bien conocida ecuación de  Euler, previa identificación del 
illtino térnlino de la ecuación (4.12) con  el gradiente  de presión, ya que en ese 
caso: 

El Imlance de energía se obtiene por  medio  del reemplazo del invariante col- 
isional t ' = 1v2  erl la ecuación (4.3). Sin embargo, dicha expresión para @ 
es aparentexnente ajena al cuadrivector definido en la ecuación (4.5).En  la sigu- 
iente secci6n se obtendrá u11 balance de energía-masa apropiado,  a  partir  de  la 
contraparte relativista del cuadrivector de velocidad definido en (4.5). 

En la siguiente sección se discutirá la generalización relativista del formalismo 
mostrado  dc  una Illanera clara y directa. De la misma Inanera se establecerá el 
tensor fcnonlenológico de esfuerzos e11 el context.0 relativista. 

1 

4.3. La ecuación de Boltzmann  relativista y los invariantes  colisionales 

Se desea ahora  establecer la contraparte  relativista del formalismo presentado en 
la sección antrerior. El punto de partida  aqui es la  versión relativista más aceptada 
de la ecuación (4.1). que es[l]: 
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donde x p  es  el cuadrivector de posición  del elemento. I+’ es1 la correspopnden- 
tiente cuadrivelocidad, f ( x p ,  v p )  representa al número  de partkulas en el  ele- 
mento definido por los intervalos ( F .  XI + dzp) y (zjp! up + dvp). Finalmente, el 
término colisional se denota por C (f, f ’) y su estructura es análoga  a la manejada 
en  la t,eoría no relativista[ 11. 

La derivada total respecto del tiempo propio en la ecuación (4.14) se desarrolla 
por medio de la expresión. 

(4.15) 

A continuación se presentan l a s  definiciones necesarias para desarrollar el cálculo 
xnenciollado. 

En la fornlulación de la teoria  cinética es importante establecer una densidasd 
nunlérica de  particulas: 

no ( X I 1 )  = J f (+Y) d41’ (4.16) 

clue represcrita el número de particulas. por unidad de volumen, en el intervalo 
( P .  + dxp). hfás alin. es claro. a partir de la ecuación (4.16) que  la densidad 
de masa propia está  dada por 

po = (x-/‘) = m, f (xp,p”) d4v (4.17) 

tloncte 7t10 representa la densidad de nlasa en reposo de  una partkula individ- 
ual. También, el promedio estadistico  de cualquier función .11, dependiente de  la 
velocidad est,á dado por la expresión: 

J 

4.3.1. Ecuación de transporte genérica 

(4.18) 

La ecuación de  transporte se obtiene de multiplicar amnbos lados de la ecuación 
(4.14) por la función dependiente  de la velocidad q’l ( u ” )  e  integrando  respecto  del 
elemento de volumen. Este procedirniento lleva a la expresión: 
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1% (xU) (u”$ ( 7 f 9 1 ; ”  = J c (f, fl) $ (21’) d4u (4.19) 

donde el punto  y  coma  representa derivada covariante. Cuando $ (u” )  es un 
invariante colisional, el miembo derecho se hace cero, por los pasos conducentes 
al teorema H [l]. Cabe mencionar aqui  que dicho teorema se obtiene de acuerdo 
con los mismos pasos y condiciones que  se  imponen en el caso no relativista; es 
por ello que aqui éstos se han  omitido. 

Se puede  probar [l] que $1 (u’) = mou” es  el invariante colisional más general 
asociado a la ecuación (4.19). Dado  que  la cuadrivelocidad ‘uv incluye un  factor y 
desarrollable en serie de potencias en 4, combinaciones lineales de  una  constante, 
la velocidad. y el cuadrado  de  la velocidad pueden identificarse con los invari- 
antes colisionales que aparecen en el limite no relativista.  En  este  contexto,  la 
ecuación (4.19) nos permite escribir la ecuación de balance más  general,  en el caso 
relativista,  dada por, 

[Po (xU) ( 7 J p 2 q I ; p  = 0 (4.20) 

La ecuacióll (4.20) es la ecuación de transporte en  el caso relativista y será  la base 
(IC la discusión de los flujos de impetu y energia de  acuerdo al formalismo de la 
teoria  cinética. 

De aqui en adelante.  será  de  utilidad el  uso del cuadrivector de velocidad 
hitlrodinrinlica: 

(4.21) 

01 cm1 se relaciona con  el cuadrivector de velocidad U[H] por medio de  la relación: 

(4.22) 

en  donde se ha hecho uso de las relaciones conocidas de la teoria especial de la 
rclatividad: 
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Y 

(4.23) 

(4.24) 

El cuadmvector  de  velocidad  cadtica (o peculiar) K v  se  define  como la velocidad 
de  una particula medida  en  el sistema comóvil. de tal forma que de acuerdo a l a s  
t,ransforrrlaciones  de Lorentz: 

Es comrenient,e subrayar que la velocidad hidrodinámica está incluida en la matriz 
de  Lorent,z  de acuerdo con la relación, 

(4.26) 

(4.27) 

La ecuacih (4.25) es la contraparte relativista de la ecuación (4.9), y representa 
la expresiill de la velocidad de l a s  particulas en términos de la velocidad caótica 
y de la velocidad hidrodinámica U!{), 

El cuadrivector de velocidad caótica se relaciona con  el trivector kJ contenido 
en I R  ecuación (4.25) por medio  de la expresión: 

do11de 

(4.28) 
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Se sigue directamente  de las ecuaciones (4.26) , (4.27) y (4.28) que  en el limite 
no relat,ivista 

(K”) = 0 (4.30) 

para m = 1.2,3. 
La introducción de las velocidades caótica e hidrodinámica  en la ecuación de 

genérica de  transporte  (4.20) puede realizarse por medio del reemplazo de las 
velocidades individuales  en  la  mencionada ecuación haciendo uso de las  transfor- 
maciones (4.25), de tal forma que: 

(4.31) 

En la ecuación (4.31) el término  en corchetes. puede ser identificado, en analogia 
con la ecuación (4.10). con  el tensor de esfuezos-energ&: 

- zp” = po (x”) LE L i  (Ir‘” KO) (4.32) 

Aunque la expresión (4.32)  resulta de difilcil manejo.existen resultados  muy  impor- 
tantes  de interés fisico directamente derivables de  ésta. Muchos de  estos  resultados 
se pueden establecer de  manera  inmediat.a si se considera al tensor  medido  desde 
el sistema comóvil. 

Con t:l objeto dc ilustrar  estas ideaq. se considerará el sistema  masa-energia 
rrledido desde el sistema conlóvil. el cual puede obtenerse por medio del reemplazo 
directo  de v p ,  hacierldo p = O en la ecuación (3.31). La expresión ad obtenida 
es: 

(4.33) 

y el cund7ijh1jo de eneqih. total erl  el modelo cinético se identifica como: 

J ; ~ ~  = o o ~ ; ~ ;  ( I P K ~ )  (4.34) 

El significado y l a s  implicaciones de la ecuación (4.34)  pueden  analizarse de 
acuerdo a las siguielltes ideas: En la teoria  cinética no relativista, la expresión 
I p  2 (k2) se identifica co11 la densidad de energia interna local, y el vector de flujo 
de calor se asocia con la expresión: 
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(4.35) 

Ahora  bien, en el fornlalismo relativista, la densidad de energia interna gener- 
alizada se encuentra  dada por la expresión: 

Po  e[*nt] = Po ( [KO]') (4.36) 

que  es el  Único término  diferente de cero en el sistema comóvil cuando  se hace 
v = O ien la ecuación (4.33). El flujo de calor generalizado se  obtiene  considerando 
11 = T (T = l. 2.3) e identificando los términos  independientes de fl en  la misma 
ecuación. La expresión obtenida  de acuerdo a este  procedimiento es: 

J ~ Q ,  = p,c ( K O K + )  (4.37) 

Las ecuaciones (4.36)-(4.37) pueden combinadarse para formar  un sólo cuadrivec- 
tor  dado por: 

JL! = po ( l i " l i " )  (4.38) 

Considerando los desarrollos en serie a primer orden  en ylK] es posible realizar 

las aproxinlaciones IP  c y IíL' - [ 1: 1 21 ] ; el reemplazo directo  de  estas 

aproxinlaciorles en la ecuación (4.38) genera el cuadrivector de calor aproximado: 

(4.39) 

La componente  temporal en  la ecuación (4.39) dividida ente c representa la densi- 
dad  de energia  interna usual con u n  término de energia en reposo que  generalmente 
es ignorado en la f;sica 110 relativista. El primer término  en l a s  componentes es- 
paciales se  anula.  puesto  que el  prornedio de las velocidades caóticas  es cero. El 
segmdo término en las componentes espaciales corresponde al flujo de calor no 
relativista  (4.35). 

El hecho de  que la componente  temporal del cuadriflujo de calor no  se  anule 
irnpidc que se presenten proble1nas de causalidad en la ecuación de calor derivada 
en  esqlwnas fenomenológicos [S]. De la misma mauera,  dado  que  este  cuadrivector 
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satisface las transformaciones de Lorentz (4.26), las contribuciones al flujo de calor 
espaciales se manifiestan en la componente  temporal al pasar a distintos  sistemas 
de referencia. La interpretación fkica  de  la ecuación (4.38)  es simple: el  flujo de 
energia  cinética  caótico usual debe reemplazarse por el  flujo de energia  cinética 
relativish 

JL,,,l = poc (KOK") (4.40) 

Este vector corresponde a un cuadrivector  cuya  componente  temporal  puede  ser 
interpretada como una densidad de energia interna local. 

4.3.2. Las componentes espaciales  del tensor de  esfuerzos viscoso. 

Las componente espaciales del tensor (4.32)  que so11 independientes de  la velocidad 
hidrodi~lri~nica corresponden a la parte simétrica del tensor de esfuerzos conocida 
en la f;sica 110 relativista . .  

7 ' 3  = p ( k ' k j )  (4.41) 

La diferencia es que ahora aparecen cuadrivelocidades en la construcción: 

'=ZJ 'u 
I -  (4.43) 

co11 l o  que st' satisface el limite 110 relativista. Una vez más,  aparecen correciones 
debidas a la presencia de altas velocidades. Es importante insistir agui que ex- 
presiones sirnples de la forma (4.42) pueden obtenerse  únicamente al considerar 
velocidacies caóticas de manera explicita en  el formalismo cinético. 

4.3.3. Consecuencias en  el contexto cosmológico 

Hasta  ahora. no han saltado a la vista implicaciones fkicas relevantes de  este 
forlnalisnlo. Considérense a continuación las comoponentes no nulas de la compo- 
nente  puramente  temporal del tensor de esfuerzos (medida en  el sistema  comóvil). 
Esta cornporlente es directamente proporcional a la correspondiente  componente 
del tensor de Einstein. de forma que  en un universo Robertson-Walker-Friedman 
( RLI'F ) : 
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T," = pv c2 

qJ = y (sin suma) 

(4.44) 

(4.45) 

Si ahora se supone que en  el formalismo no existe viscosidad y que el tensor de 
esfuerzos es isotrópico. la presión  en  la  ecuación (4.45 ) claramente estará  dada 
por: 

y el término de energia adquiere la forma: 

(4.47) 

La ecuación (4.47) debe  estudiarse con atención. Si las velocidades caóticas son 
no relativist,as (tal y como ocurre en algunas etapas de  la evolución del Universo 
a gran  escala). 

(4.48) 

como puede comprobarse a partir  de la ecuación (4.29) , de forma que  esta ex- 
presión coincide con (4.44). Pero. en  el caso de  una expansión en la cuál las 
particultus tengan velocidades relativistas. el factor 

!K"]2 - c 2 

f = (?[IC,) 
\ (4.49) 

adquiere cjrdenes de  magnitud  de  inlporta~lcia capaces  de  modificar  las  tasas  de 
exparwio'n del Chiverso a gran esculu. 

Desde luego. esta nlodificación parte del supuesto  de la validez de la ecuación 
de Bolt  zmaIln para abordar problemas cosmológicos. Sin embargo. dado que 
desviaciones respecto clcl equilibrio de 1111 sistema pueden ser medidas en términos 
dc)  prolllcdios tic potencias ctc velocidades caóticas. y qne  dichas desviaciones 
pwctcn provenir de procesos de interc*ambio de masa-energia. resulta  razonable 
consitlerar que l a s  deviaciones respecto del equilibrio den lugar a correciones a 
la densidad  considerada en la ecuacibll fundanlental (4.44). La ecuación (4.47) 
proporciona una forma directa  de est irnar dichas correcciones. Cálculos igual- 
mente  orientados. pero ~ n á s  apegados a la realidad deben involucrar considera- 
ciones cuánticas fuera del equilibrioll2j.  Este  tipo de problemas se abordarán en 
el futuro. 



4.4. Conclusiones  del capitulo 4 

En este  capitulo se ha mostrado  que  una generalización directa de las ecuaciones de 
transp0rt.e no relativistas puede establecerse en el contexto  relativista  en base a la 
consideración de velocidades caóticas (4.25). En el formalismo relativista fueron 
construidas  explkitamente las correciones para la  densidad de energia interna 
y para el  flujo de calor,  esto  en base al uso de cuadrivectores que involucran 
el factor  relativista correspondiente a la ecuación (4 .49) .  Correcciones similares 
fueron establecidas en la construcción del tensor de esfuerzos  viscoso. 

Es importante subrayar  que la mayor parte de los formalismos encaminados 
a establecer  una t,eoria cinética relativista no utilizan explkitamente el concepto 
de velocidad caótica[l]. En lugar de ello, se introducen definiciones de energia y 
fltljo de calor como punto  de  partida.  dando lugar a teorias que buscan  reproducir 
los esquenlas fenomenológicos introducidos por Eckart e Israel [8]-[9]. El enfoque 
presentado en esta  capitulo es consistente con  el esquema  relativista de Meixner y 
Prigogiue. En t,eoria cinética, las ecuaciones de conservación contienen expresiones 
exp1;cita.s para el t'ensor de los  esfuerzos y el flujo de calor. Aqui  se ha mostrado 
conw ambos se generalizan al caso relativista con las  ventajas  ya  señaladas.  En 
pnrticular. el que el cuadrivector del flujo de calor tenga  una  componente no 
n d a  garant,iza la existencia de  una ecuación de Fourier que no viola causalidad 
y admlis proporciona un rnecanisnlo de disipación con + O aún  para medios 
ho111ogd11eos e isotrópicos. Esto no se ha logrado en  versiones anteriores de  una 
toorkt ciuktica relativista.  e inclusive ha llevado a muchos autores a recurrir  a 
vwsiones cxtendidas  de la termodinámica irreversible lineal (131 para resolver la 
falla. Adcrná.5. el tensor de los esfuerzos utilizado antes [5] surge de manera  natural 
del for~r~alisnlo sin la necesidad de emplear argumentos un tanto  heurkticos. 

Por otra parte, el formalismo conduce también  a una ecuación de balance de 
cntropia tal que. como en el caso no relativista. y por los argumentos  conducentes 
al tcorema H. contiene una producción de entropia no negativa para  toda solución 
tlc la ecuación de  Boltzmann.  Este es un resultado general poco apreciado por 
los simpatizadores  de estos esquemas. Sin embargo, el formalismo aquí  descrito 
sdo nl1lestra como ext.raer las ecuaciones de conservación de manera muy gen- 
crnl. Si éste es o no completamente consistaente con  el esquema  relativista  de 
AIeixner y Prigogirle dependerá  de la estructura de  la función de  distribución, 
corres[>ondient.e a la solución de la ecuación (4 .14) .  De esta  forma, se espera  que 



al construirse una solución aproximada  a  "primer orden" en los gradientes. se 
generen ecuaciones constitutivas lineales. expresiones explícitas de los coeficientes 
de  transporte. v ecuaciones que exhiban el principio de equilibrio local. Todo 
esto es trabajo  aún por  desarrollar. Por otro lado, el formalismo presentado en 
este  capítulo  reproduce los resultados la  teoría cinética no relativista  de  manera 
directa. 

El siguiente  punto a trabajar en esta teoria es la construcción de expresiones 
explicitas para los  coeficientes de  transporte  inherentes  a  la  teorla, ejemplo de 
ello son la conductividad  térmica y la  viscosidad volumétrica. El método  de 
Chapman y Enskog parece adecuado para reescribir las ecuaciones constitutivas 
de la termodinámica  de procesos irreversible lineal en el contexto  relativista.  Estos 
resultados conforrnarán la  columna  vertebral  de  futuros  reportes. 

En problemas cosmológicos.  la ecuación de Einstein requiere del conocimiento 
de un temor de esfuerzos. La componente puramente temporal de  este  tensor in- 
cluye a la densidad  medida en  el sistema comóvil (4.44). Esta  componente parece 
rnodificarse por 1111 factor directamente relacionado con  la presencia de veloci- 
dades caóticas  relativistas.  Este  resultado implica que las desviaciones respecto 
del equilitxio muy probablemente modifiquen también las tasas de expansión del 
Universo a gran  escala. Con ello, se muestra  que el uso de la  fisica de procesos ir- 
reversitlles es capaz  de aportar elementos de  gran valor en el estudio  de  problemas 
cosrnológicos. 
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5. El campo  electromagnético en el esquema relativista de 
Meixner y Prigogine. 

La dinámica de los  fluidos en presencia de  campos electromagnéticos es un  tema 
de enorxne interés  en el estudio de problemas astrofísicos. Sin embargo, el análisis 
de la producción de  entropía local suele ser ignorado o sobresimplificado, de forma 
tal que elementos importantes  de las ideas físicas quedan obscurecidos en  la mayor 
parte  de los formalismos tradicionales de  la  magnetohidrodinámica. 

En  este  capítulo se presentan dos maneras de evaluar la producción de en- 
tropia  para el caso de la  dinámica  de los  fluidos en presencia de  campos elec- 
tromagnét.icos. En primer término se exhibe el formalismo correspondiente  en 
t,Crrninos de fuerzas externas.  Esto  es, los campos electromagnéticos se introducen 
como agentes  externos capaces de modificar  el estado  de movimiento de los  ele- 
lnentos de masa  cargados.  Este  tipo de aproximación al problema puede hallarse 
en el texto  de de  Groot y h4azur[2] aunque al parecer ha sido insuficientemente 
valorado por los astrofísicos. 

Por otro lado. siguiendo un espíritu  relativista mucho más  puro, se muestra 
que es posible reproducir las ideas mostradas en  el capítulo  segundo, para el caso 
puramente gravitacional. con  el objeto  de establecer l a s  ecuaciones de  la magne- 
tohidrodill~Inica sin hacer uso del concepto de fuerza externa. Los efectos ter- 
nlodinAsxlicos de los campos electronlagnéticos pueden incorporarse  en  términos 
de curvaturas  asociadas a una métrica en un espacio  matemútico de cinco di-  
mcnsioms. Si bien, las ideas de aulpliar la  nlétrica convencional para incorporar 
efectos electromagnéticos se remonta  a  tiempos tan lejanos como 1921 [8], su apli- 
cación a la termodinámica  de procesos irrevesibles en  términos  del  esquema de 
Aleixllw y Prigogine aparenternerlte tuvo  que  esperar hasta la elaboración de este 
trabajo. 

I 

5.1. El uso de fuerzas  inclusión de  campos  electromagnéticos en el  es- 
quema no relativista de Meixner y Prigogine. 

Tal y ~01110 se comentó  en  la  introducción, las ideas fundamentales  que se van a 
describir en esta sección se encuentran en  el texto  de  de Groot y Mazur[2], sin 
enhnrgo es pertinente incluir aquí una síntesis autocontenida  de  este formalismo. 
Esto  permitirá  contrastar con  el trabajo  habitual de  la  magnetohidrodinámica 
orientada a la astrofísica. y con el formalismo relativista más elegante y general 
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que se discutirá  en  una sección posterior. 

5.1. l. Las ecuaciones convencionales de la magnetohidrodinámica. 

En el caso de un  fluido simple l a s  ecuaciones de balance de  masa e ímpetu son 
respectivamente: 

a p  d ( P U ' )  -+  = o  at a X( 

a ( p u t )  a (pup U k  + T t k )  

at  a Xk + = f' 

en donde f'es la fuerza externa por unidad de volunlen que  actúa sobre  cada 
elenlento de volumen y T~~ es  el tensor de los esfuerzos. En toda  esta subsección 
se manejan indices latinos que toman valores  del 1 al 3. 

Si la  carga específica del fluido es g/m . la densidad de carga  eléctrica local 
estar6  dada por 

9 
Pi.! = - P 

711 
(5.3) 

Es claro que la ecuación (5.1) es equivalente a la ecuación convencional de con- 
servación de  carga, pues al nlultiplicar dicha ecuación por la  carga específica (que 
es constante para el fluido simple), y considerar la expresión (5.3)  se  obtiene: 

en donde la densidad  de  corriente eléctrica está  dada por 

(5.5) 

La ecuación (5.2) se reduce a la ecuación de nlovirniento de Lorentz para 
medios continuos 

d u p  a T E k  

=-- 
+ - p [ E ' +  9 € : , , u  k n  B ] 

a x k  m 
en donde la fuerza externa ha sido reemplazada por la fuerza de Lorentz. Los 
vectores de campo eléctrico y magni'tico se han denohdo, en forma respectiva, 



por E y B. El símbolo de Levi-Civita ha sido empleado para expresar  en  términos 
de indices al producto vectorial que  aparece en la fuerza de Lorentz. 

Es lamentable el  hecho de  que  una  buena parte de los desarrollos en as- 
trofísica se detienen conceptualmente en  este  punto, limtándose  a  integrar  las 
ecuaciones (5.1-5.6) con diversas formas del tensor de esfuerzos (y quizás incorpo- 
rancio sistemas  multicomponentes), pero desacoplando la temperatura del prob- 
lema suponiendo  sistemas isotérmicos. Además, en este  tipo  de formalismos, la 
producción local de  entropía simplemente se ignora. En las siguientes secciones 
se  aplican los métodos  de  la  TIL  de forma tal que en l a s  ecuaciones resultantes  de 
la rnagnetohidrodinámica se mantenga  una producción de  entropía semidefinida 
positiva,  de manera explícita, para  todo  punto del espacio y a todo  tiempo. 

5.1.2. Energía interna local con fuerzas externas 

Al multiplicar ambos términos de la ecuación (5.6) por el vector covariante de 
velocidad, y haciendo uso de la ecuación (5.1) se obtiene la ecuación de balance 
para la energía mecánica tot,al,  esto  es, 

ell donde se ve que la energía mecánica no se conserva. M& aún, existe  un  término 
disipat,ivo ohmico, adicional al término  de Rayleigh. El  término  correspondiente 
al campo magnético se anula. 

La  energia mecánica total satisface la ecuación de balance: 

doride. en ausencia de  otras fuerzas externas. 

Jkeci = -PU U + u e r  2 k  e k  

2 (5.10) 
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- 4 put (E:,, t t k ~ n )  = O (5.11) m 
puesto que la velocidad es perpendicular a la fuerza magnética.  Instistimos, no 
se ha incluido una energia potencial, dado que en  el caso dinámico, los campos 
eléctrico y magnético son no conservativos. 

La energia total se conserva, de forma tal que, definiendo el vector de flujo de 
energía total como la suma  de los flujos de energía mecánica, energía interna y 
calor, es válido escribir la ecuación: 

la cual, combinada con l a s  ecuaciones (5.1) y (5.8)  permite establecer la ecuación 
de tmlance para la energia interna: 

(5.13) 

El tercer  término  del lado derecho de  la ecuación (5.13)  no  aparece en la ecuación 
usual para 1111 fluido simple. Dicho término  representa la potencia  dispada por el 
ca1npo el6ctrico. 

5.1.3. Producción de entropia y ecuaciones constitutivas en el formal- 
ismo basado en  fuerzas externas. 

Utilizando la misma metodologia del capitulo 2, la  entropia local se  supone  una 
funcional independiente del tiempo de la densidad y energia interna, ecuaciones 
(2.19-2.20). De esta  manera. e71 ausencia  de viscosidad. 

p == 0 (5.14) 

y la  ec1lación de balance de entropia  adquiere la forma: 

en donde la densidad de  corriente eléctrica está definida por 

(5.15) 

(5.16) 
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La ecuación (5.15) sugiere identificar sus términos  componentes de  la  manera 
siguiente, 

0 La producción de  entropía: 

:1 flujo de  entropía 
Jb1 Jb, = -g 

(5.17) 

(5.18) 

De la ecuación (5.17) se sugiere también que se pueden proponer las ecuaciones 
constitutivas lineales: 

0 Para la conducción de calor: 

. I  

0 Para la conducción de  corriente eléctrica: 

(5.19) 

(5.20) 

Esta elección. corno las anteriores,  garantiza  que la producción de  entropía 
es positiva si y s6lo si ambos coeficieutes de transporte son positivos, lo cual 
collcllcrda con  el experimento. 
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5.1.4. Las ecuaciones de  la magnetohidrodinámica desde  el punto  de 
vista de fuerzas externas. 

El  sistema  de ecuaciones de Navier-Stokes-Fourier, en el régimen de  la  TIL se 
obtiene  mediante la inserción de las expresiones (5.19) y (5.20) en  la ecuación de 
movimiento (5.6). El gradiente de la presión puede eliminarse de la ecuación (5.6) 
por medio de  la  contaparte no  relativista de (2.32): 

De esta forma, la ecuación de Navier-Stokes magnetohidrodinámica, en ausencia 
de viscosidad es: 

d 71' 
p z  = - [(A) p;k + (/-) CYk] + pEe  - Ic&.,EkBn (5.22) 

La ecuación (5.22) es la ecuación de movimient,o buscada,  en  términos  de las 
variables densidad.  temperatura y velocidad. El último  término de  esta ecuación 
es proporcional al vector de Poyinting. bien conocido en  la  electrodinámica, y 
que el1 este caso representa el flujo de  ímpetu  electromagnético que  atraviesa  al 
elemellto de volumen  del  fluido simple. De esta manera! el formalismo incorpora a 
la ecwwión de balance una contribuciórl estrictamente  radiativa  que  es  consistente 
con todas las leves de la termodinimica. 

5.1.5. Ecuación de calor. 

La ecuacibn de calor se encuentra  utilizando la ecuación de continuidad (5.2), el 
balance de energía  interna (5.13). y l a s  ecua.ciones constitutivas (5.19-5.20). La 
energía  interna  se  supone una funcional independiente del tiempo de la densidad 
y la temperatura,  de forma que  se sostienen l a s  ecuaciones (2.342.36).  Ahora 
bien. por medio la ecuación (5.2) y l a s  ecuaciones (2.35-2.36), la ecuación (2.34) 
adquiere.  en el caso  magnetohidrodinálnico, la forma: 

(5.23) 

Finalmente, el lado izquierdo de la ecuación (5.23) puede  reemplazarse  por 
la expresión (5.13). Reescribieudo los flujos termodinámicosen  términos de las 
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relaciones constitutivas (5.19-5.20), la ecuación final, en el régimen de  la TIL, y 
en  ausencia  de viscosidad, puede escribirse de  la forma siguiente, 

que es  una ecuación la cual, por deducirse no relativisticamente, posee proble- 
mas de causalidad. En el limite no relativista, sin embargo,  resulta una  buena 
aproximación.  El  último  término del lado derecho de (5.24) es proporcional a la 
densidad  de  energia  del  campo. Si no se emplea la  relación constitutiva de la  TIL 
(5 .20) .  la ecuación de calor tiene la forma más familiar 

d 2  ( W  9 
a x k 3 x m  m 

- - pUeEe (5.25) 

de forma que el idtimo  término se identifica con la  potencia  disipada  eléctricamente 
en el element,o de volumen. 

5.2. La magnetohidrodinámica  desde  el  punto  de vista de la curvatura. 

5.2.1.  La  métrica de Kaluza Klein, las ecuaciones de campo, y l a s  ecua- 
ciones dinámicas. 

La forlrlulación que se siguió en la sección anterior  presenta  un  par de dificultades 
serias. a )  La  ecuación (5.25) es parabólica. por lo que  admite velocidades de 
propagación de señales a velocidades mavores que  la  de  la luz. Esto es inaceptable 
en el context,o de la teoria de la relatividad. b) Si se pretende formular una 
teork e11 dorlde los campos electromagnético y gravitacional sean  ambos  parte  de 
1111 teusor  métrico  fundamental, la propuesta  de fuerzas externas  explicitada  en 
el d t i r l l o  t,érrnino de la ecuación (5.6) resulta insostenible. Además, la relación 
constitutiva (5.20). aunqne  ajena al razonamiento. sugiere que el fluido es óhmico, 
cosa qlw puede no estar de acuerdo col1 la realidad. Por otro  lado, el uso de 
relaciones corlstitutivas  más cornplicadas podría influir en la  semipositividad  de 
la producción de entropía. 

Para eliminar estas objeciones. se presentan a continuación las ideas principales 
del trabajo clásico de Th. Kaluza. en búsqueda de un formalismo geométrico 
capaz de unificar electromagnetismo y gravitación. Kaluza [8] hizo notar  que, 
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tanto las ecuaciones de  campo  de Maxwell, como la ecuación de movimient,o de 
una  particula  cargada eléctricamente son obtenibles al aplicar  las ecuaciones de 
la teoria general de la  relatividad  a  la  métrica  de 5 x 5, 

(5.26) 

en  donde las componentes del tensor métrico gClw con y,  u corriendo de 1 al 4 
forman parte de una solución conocida de las ecuaciones de Einstein (la métrica 
de Minkowski. la métrica de Schwarzschild, etc. ), y l a s  componentes  asociadas 
a la nueva dimensión corresponden  al  potencial  magnético expwado en forma de 
cuadn'vector. En referencia al elemento de linea correspondiente al tensor  (5.26) 
se definen los cuadrivectores de posición y velocidad[8]. como, 

(5.27) 

(5.28) 

Observese que la quinta componente de este  cuadrivector corresponde a  la  carga 
especifica q / m .  Esto es interesante, ya que en cuatro dimensiones la componente 
t,enlporal e11 el sistema comóvil  es  la  velocidad de  la luz y en 5 dimensiones, para 
el caso de un electrón la componente es e/m: ambas son constantes  universales. 

Para clarificar estas ideas. considérese la métrica generalizada 

"1 O O O A l -  
O -1 O O A 2  

17PV = O O -1 O A 3  

o O o 1 :  
- Al -42 A3 : 0 , 

(5.29) 
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Los simbolos de Christoffel asociados con ésta  métrica, considerando la  quinta 
dimensión,  permiten establecer la ecuación aproximada (ver apéndice 6): 

d A "   d A o  
a XQ 

2r;5 = m - - - - Fp" 

de forma tal que las componentes del tensor de Faraday: 

pueden identificarse como los simbolos de Cristoffel asociados a la  métrica gener- 
alizada.  Además, la identidad 

(5.32) 

corresponde  a las ecuaciones de Maxwell sin fuentes: 

La..; dos ecuaciones de hlaxwell restantes pueden obtenerse por medio de  la ecuación 
dc campo  de Einstein introducida en la  sección 3.1 de la tesis (ecuación (3.1)),  
y considerando  que el cuadrivector  de densidad de corriente  eléctrica está rela- 
cionado con l a s  nuevas componentes del tensor de esfuerzos, esto es: 

Para finalizar est.a subsección, hay que hacer notar  que la ecuación de movimiento 
de la geodésica 

d2xQ dxp  dx" 
ds2 p' ds ds 
-++Q----= O (5.35) 

se reduce, para cargas especificas pequeñas, y efectos de  dilatación del tiempo 
despreciables, a la ecuación de movimiento de Lorentz para cargas  puntuales: 

#XQ 

dt2 m 
-" - ' [EP+ E : , u ~ B ~ ]  (5.36) 

(5.30) 

(5.31) 
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Para obtener  (5.36) es necesario calcular los símbolos de Christoffel bajo la métrica 
(5.29). lo cual se muestra en el apéndice 6 de  esta tesis. 

En t.odos sus cálculos. Kaluza utiliza la condición  cillndrica: 

a 
a x5 
" - 0  (5.37) 

la cual se asocia con una simetría análoga a la que se presenta en el caso de 
situaciones  de independencia de  la  coordenada angular en el sistema cilíndrico de 
coordenadas, cuando existe simetría  azimutal. Kaluza propone una  simetría  de 
este  tipo en el espacio de  5 dimensiones. Hay que resaltar  que la justificación 
de la ecuación (5.37) descansa en  el  hecho de que conduce en forma limpia a las 
ecuaciones del campo electgromagnético. 

5.2.2. La magnetohidrodinámica  en relatividad general. Implicaciones. 

El punto a tratar ahora es la reconstrucción del esquema  de Meixner y Prigogine 
en el espacio-tiempo de 5 dimerlsiones correpondiente a la métrica (5.26). ¿Qué 
modificación habria que hacer a las ecuaciones establecidas en el capitulo 2 de  esta 
tesis? La  respuesta que parece más  correcta, a juicio del autor, es que fonnalmente 
n,inguna rnodzficacion es  necesaria. Basta utilizar las definiciones y aproximaciones 
propuesta por Kaluza, y hacer correr los indices de  las ecuaciones (2.1-2.22) 
desde el 1 hasta el 5  para  obtener la producción de  entropia, incluyendo campos 
clcctronlaglléticos. 

Para ilustrar  esta idea desarrollamos la producción de  entropia  (2.22) en el 
espacio de 5 dirnensiones y la compararnos con  la expresih (5.17). De esta forma, 
considerando  la  quinta con1ponent.e del tensor métrico y la definición de derivada 
covariante. el  illtixno término  de la  ecuación (2.22)  toma  la  forma, 

(5.38) 

donde los símbolos de Christoffel no nulos están  determinados por la ecuación 
(5.30). De esta  manera, la producción de entropia es: 

(5.39) 
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Por  último,  intentándose  obtener  una ecuación constitutiva  del  tipo (5.20), se hace 
notar  que en ausencia  de viscosidad y de  campos magnéticos en  tres dimensiones, 
el último  término  de  la ecuación (5.39) se reduce a 

‘244 =45 

(5.40) 

pero, de acuerdo con l a s  ecuaciones (5.30)-(5.31), el último  término  de  la expresión 
(5.40) corresponde  al  producto escalar entre los vectores de velocidad y  campo 
eléctrico. De forma que, asignando, 

se tiene que. 

1 
2 2 m  

=45 - 1 q  
I-” -ptr5 -p- (5.41) 

(5.42) 

Esto  muestra  claramente  que  la producción de  entropia  obtenida  mediante 
el uso de fuerzas externas es un caso limite  de  un formalismo más  profundo, 
fundamentado en  la  teoria general de la relatividad en el marco de  un espacio- 
tiempo de 5 dimensiones. Aunque la asignación (5.41) puede parecer arbitraria, 
la libertad que otorga al formalismo la inclusión de la nueva dimensión permite 
interpretar a la relación mencionada como una ecuación constitutiva  que relaciona 
la n u c w  componente del tensor viscoso  con  la quinta  componente  del vector de 
velocidad generalizado. 

5.3. Conclusiones  del capitulo 5. 

En este  capitulo  se han discutido dos formalismos de los cuales se han establecido 
las ectlaciones relativistas  de Navier-Stokes-Fourier en presencia de  campos elec- 
tromagnéticos. garantizrilldose una producción de  entropia semidefinida positiva. 
En arllbos casos ha quedado  claro  que la hipótesis de isotermicidad del fluido 
por analizar  result,a innecesaria si  se sigue el esquema  de Meixner y Prigogine. 
Tanlbién se ha  mostrado que el espacietiempo de cinco dimensiones propuesto 
por Iialuza[8]-[9] es completamente  compatible con l a s  hipótesis y  métodos  de  la 
ternlotlinámica de procesos irreversibles. De esta forma, se ha propuesto  por vez 
prirnera una construcción de la producción de  entropia, ecuación (5.39)  que incluye 
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los efectos disipativos asociados a las interacciones electromagnéticas  utilizando 
las  derivadas covariantes inherentes al espacio-tiempo pentadimensional. 

Las ideas expuestas en este  capitulo  abren nuevas perspectivas en el estudio 
de fluidos astrofkicos,  las cuales pueden sintetizarse en las siguientes lineas: 

o Generalización de  la  teoria cinética relativista  expuesta  en el capitulo 4 por 
medio de  una  matriz de Lorentz pentadimensional  adecuada. Esto consti- 
tuye. a juicio del autor, un enfoque novedoso en el estudio  de  plasmas. 

o Establecimiento  de un formalismo análogo al mostrado en el capitulo 3 
aplicable a problemas cosmológicos.  Si bien cosmologias tipo Kaluza-Klein 
han  sido trabajadas desde hace 20 años, el tratamiento  de  la  segunda ley de 
la termodinámica  a nivel  fenomenológico ha sido hasta  ahora  ignorado. 

o Aplicación del esquema fenomenológico a problemas abiertos  tales  como la 
abundancia  de  materia obscura en  el  Universo, involucrando efectos geométricos 
de la presencia de  campos y sistemas multicomponentes en  donde los efectos 
cucinticos resultan relevantes. Los resultados de  este tipo  de estudios pueden 
xnodificar. en algunos aspectos. la forma en que  actualmente se visualiza al 
Universo. 
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Apéndicel. nb 58 

m Objetos matemáticos  básicos en la métrica 
de Schwarzschild 

En este  apéndice se obtienen objetos matemáticos de interés  para  esta  tesis. Inicialmente se introduce el tensor métrico de forma explícita, de forma tal que 

es posible aprovechar  las  capacidades simbólicas de Mathematica en el cálculo de los símbolos de Christoffel, el tensor  de Ricci, el escalar  de 

curvatura y el  tensor  de Einstein. Los procedimientos aquí incluidos son  “caseros” y fueron elaborados por el autor de este trabajo. 

I .  Introducción  del  tensor  fundamental  en la métrlca  de  Schwarzschild 

m Tensor  metric0  covariantc 

las  componentes  temporales se asocian con el índice 4. 

m Tensor mitr ico contravariante 
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Definición del  cuadriveclor  de posici6n  (coordenadas  esf6ricas) 

(r, th, p h i ,  ct) 

11. Manejo  de los símbolos de Christoffel  en esta m6trica 

m Definici6n  de los símbolos  de Christoffel  de  primera y segunda especie 

4 
ChristoffelZ(i-, k-, 1-1 := gcon[i, u] Christoffell[k, 1, n] 

n=l 
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Forma  explícita  de los símbolos de  Christoffel  de  primera especie 

1 1 1  
.2 G M  

( - 2 G M + c 2  r) 2 

122 -r 

133 -r Sin[th] 

144 - G M  
c* r2 

212 -r 

221 r 

233  .r2  Cos[th]  Sin[th] 

313  -rSin[thJ2 

323  -r2  Cos[th]  Sin[th] 

331  rSin[thI2 

332  r2  Cos[thj  Sin[th] 

414 G M  
c2 .2 

Forma  explícita de los símbolos de  Christoffel  de segunda especie 

El primer valor conexponde al índice superior 
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1 1 1  

1 2 2  

1 3 3  

1 4 4  

2 1 2  

2 2 1  

2 3 3  

3 1 3  

3 2 3  

3 3 1  

3 3 2  

4 1 4  

4 4 1  

G M  

2 G M r  - c 2   r 2  

2 G M  _ _ ~  
c 2  

1 - 1  + --\ r S i n [ t h J 2  
2 G M  
c 2  r 1 

G M  / - 2 G M + c 2  r) 
c 4   r 3  

- 1 
r 

. .. 
1 
r 

- C o s [ t h ]   S i n [ t h ]  

" 

1 
r 

C o t  [ t h ]  

1 
r 

C o t  [ t h ]  

- . - - GM 
2 G H r  + c 2  r 2  

"_ "" __ G M  

2 G M r + c 2 r 2  

111.  Definlción del tensor de Rtcci 
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m Despliegue del tensor de Ricci 

R l(1ow)  l(1ow) 

R l(1ow)  2(low) 

R l(1owl  3(low) 

R l(1ow)  4(low) 

R Zflow) l(1ow) 

R 2(low)  2(low) 

R 2jlow)  3ílow) 

R Zllow)  4ilow) 

R 3(lowj  l(low} 

R 3ilow)  2ilow) 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

R 3ilowI 3ilow) O 

R 3ilow)  I(l0wj O 

R 4(lowl  l(10w) O 

R 4ilow)  Z(l0w) O 
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R Qjlow] 3(low) O 

Aquí se ha realizado, por  medio del paquete, un cálculo que muestra que  el  tensor de Ricci se anula con esta métrica 

IV. Cálculo del escalar de Curvatura 

O 

Este resultado es conocido para las ecuaciones de campo  con tensor de esfuems nulo 

V. Cdlculo  del tensor de Einstein 

Esta instrucci6n no despliega salida alguna debido a  que  el  tensor  de  Einstein se anula con el  tensor métrico propuesto. 



Cálculo de derivadas  covariantes. 

Espacio  de Minkowsky. 
Coordenadas  cilíndricas. 

Uso de coordenadas generalizadas, componentes tensoriales y componentes 
físicas. 

Numerosas ecuaciones que aparecen en los capítulos 2 al 5 incluyen el uso de derivadas covariantes. Este cálculo es 
necesario calcular estos objetos matemáticos en términos de  métricas y sistemas coordenados específicos, .para que las 
ecuaciones obtenidas en estos capítulos puedan ser trabajadas de  manera explícita. A continuación se presenta un ejemplo 
que  muestra este tipo de cálculo. 

I Símbolos de Christoffel de  segunda  especie. 

Clear[gup,  gdown,  coordinate, V, Vt] 

m Definición de derivada covariante ( x  representa  al  tensor contravariante 
de primer rango a  derivar).  La  salida  corresponde  a las componentes 
tensoriales. 

Lenptb[coordin#to] 

DCovariant[x-, i-, j-] := 6000rai..t.fllx([i~ + c AffineCoanectioa[i, b ,  j]  xtb] 
b-1 

m Sistema de coordenadas  (cilíndrico) 

coordinate = {r, theta, z ,  ct}; 
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I Componentes tensoriales de la velocidad (contravariante). 

V := { V r [ r ,   t h e t a ,  Z ,  ct] V t h [ r ,   t h e t a ,  e ,  ct] V z [ r ,   t h e t a ,  e ,  c t ]  

q - g d o # n [ l ,  11 q-gdown[2,   21  3/-gdorm[3,  31 
r r r 

V c t   [ r ,   t h e t a ,  e ,  ct]  

d g d o w n   [ 4 ,  41 
1; 

v u311 

Vzjr, the ta ,  z ,  c t ]  
<gZownr3, 3 1  

I Coeficientes métricos (coordenadas cilíndricas) 

gdown[ l ,  11 L - 1 ;  

gdown[2,  21 = - c o o r d i n a t e [ l ] ’ ;  

g d 0 ~ ~ [ 3 ,  31 = - 1 ;  

gdown[4,  41 = 1 ;  

gdown[i- ,  j-] = O ;  

g u p [ l ,  11 = - 1 ;  

g u ~ [ 2 r  21 = -  
1 

c o o r d i n a t e n l ] ’  
; 

g u p [ 3 ,  31 = -:l; 
g u p [ 4 ,  41 = 1 1  

g u p r i - ,  j - I  = o !  

L..pth[coorain.t.] 

D C o v a r i a n t [ V ,  m, m ]  
..I 

[Este es el resultado  conocido para la divergencia  en  coordenadas  esféricas.  en el límite clásico]. 
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I Gradiente del vector V (en  términos de las componentes físicas del 
tensor original). Se  genera un tensor  mixto  de  segundo rango. 

Do[Do[Print[i, " Up ", j, " Down  "1) 
Print [ "  *"I; Print[nablaV[i-, j-] rSimplify[DCovariant[V, i, j]]]; 
~rint["##~#######################################################"];, 
{ j , 1, Length  [coordinate] }] , 

{i, 1, Lcngth[coordinatc] } ]  

1 UP 1 D o w n  

(1,0,0,0) 
V r  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
1 UP 2 D o w n  

[ r ,   t h e t a ,  z ,  c t ]  

t 

r V t h [ r ,   t h e t a ,  z ,  c t ]  ( 0 , 1 , 0 , 0 )  
-(""""""""""") + V I   ( r ,   t h e t a ,  z ,  c t ]  

2 
SqrtIr  I 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
1 UP 3 D o w n  

(0,0,1,0) 
V r  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
1 UP 4 D o w n  

[r, t h e t a ,  z ,  c t ]  

t 

( 0 , 0 , 0 , 1 )  
V r  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
2 U P  1 D o w n  

[r, t h e t a ,  z ,  c t ]  

2 (1#0,0,0) 
S q r t [  r ] V t h  [r, t h e t a ,  z ,  c t ]  

2 
""""""""""""""""""" 

r 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
2 UP 2 D o w n  

(0,1,0,0) 
V r [ r ,   t h e t a ,  z ,  c t ]   V t h  [ r ,  t h e t a ,  2 ,  c t ]  """"_""""" + """""_""""""""" 

r 2 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
2 UP 3 D o w n  

S q r t l r  1 

t 

(0,0.1,0) 
V t h  Ir, t h e t a ,  z ,  c t ]  """"-"""""""""" 

2 
S q r t [ r  1 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
2 UP 4 D o w n  

t 

V t h  
(0,0,0,1) 

'[r, t h e t a ,  z ,  c t ]  """""""""_""""" 
2 

Sqrt[r 1 
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
3 UP 1 Down 

t 

(1,0,0,0) 
vz 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
3 UP 2 Down 

[r, theta, z, ct] 

(0'1,0,0) 
vz Ir, theta, z, ct] 
##############~####################-# 
3 UP 3 Down 

t 

(0,0.1.0) 
vz 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
3 UP 4 Down 

Ir, theta, z, ct] 

(0,0,0,1) 
vz [r, theta, z, ct] 
# # # # # # # # # # # ~ # ~ # # # # # # # # # # # # # # # # # # # ~ # # ~ # #  
4 UP 1 Down 

t 

( 1 , 0 , 0 , 0 )  
vc  t 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
4 UP 2 Down 

[x-, theta, z, ct] 

( 0 , 1 , 0 , 0 )  
vc t [r, theta, z, ct] 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
4 ue 3 Down 

(0,0,1,0) 
vc t 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
4 Ue 4 Down 

Ir, theta, z ,  ct] 

(0,0.0,1) 
vc  t [ r ,  theta, z, ct] 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Simplify[DCovariant[V, 2 ,  4 1 1  

" t h ' O . O . O . l  Ir, theta, z ,  c t :  
&T 
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Apéndice tres 

Cálculos  Correspondientes a la Métrica 
Robertson-Walker-Friedman con e=l  

“Universo  cerrado“ 

En  el  capítulo 3 de  esta  tesis  se  utiliza  la mktrica Robertson-Walker-Friedman.  En  este  apkndice  se  establecen l a s  ecuaciones 
de campo  para  esta metrica., siguikndose  la  metodología  tradicional,  es decir, se calculan los símbolos de  Christoffel y se 
construyen los tensores  de Ricci y Einstein. 

Introducción de los coeficientes métricos 

Cuadrivector  de  posición 

x = (r, nu, phi,  ct) 

ir, nu, phi, ct: 

I Tensor  covariante 

gcov[l, 11 := - K[ctl’; 
1 

1 - Xll]’ 
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m Símbolos de Christoffel de  primera y segunda  especie 

Christoffel2[i-, k-,  1-1 I =  igcon[i, n]  Christoffell[n, k, 11 
n.1 

I Tensor de Ricci 

Ricci2[m-, e] := dxI.lChristoffe12[s, m, q] - 2 
A . . l  
..I 

2 dxIq1Christoffe12[s, m, S] + ' 2 ChristoffelZ[s, n, S]  Christaffel2[nr m, q] - 
s.1 

A s.1 
..l 

A n.1 A 

9, 2 Christoffe12[sr n, q]  ChristoffelZ[n, m, S] 

m Despliegue de los objetos 

Símbolo de  Christoffel  de  primera  especie 

DO [ 
= Simplify[Christoffell[i, j, k]]; If[c2 = = O ,  Null, Print[j, k, -,", ir " r  ~ 2 1 1  

Print [ "  "1 ,  Print["[", j, k, ",", ir -I", ", cZl; Print(" "lllr 
1, 4 ,  11, I j r  1, 4, 11, Ikr 1, 4 ,  111 
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rK[ctI2 
(-1 +r2)2 

K[ct] K’[ct] 
-1 + r2 

rK[ctI2 

K [ct] K‘ [ct) 
- 1  + r2 

- r  K[ctI2 

-rK[ctI2 

- r 2  K[ct] K’[ct] 

r2 Cos[nu] K[ctI2 Sin[nu] 

- r2 K[ct]  K’[ct] 

- r K[ct12  Sin[nuj2 

- r 2  Cos[nu] K[ctI2  Sin[nu] 

-r2 Cos[nu]  K[ctI2  Sin[nu] 

. r2  K[ct] Sin[nuI2  K‘[ct) 

-r2 K[ct]  Sin[nuI2  K‘[ct] 
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[11,4] __- K  [ct] K' [ct] 
1 -r2 

[22,4] r2 K[ct] K'[ct] 

[33,4] r2 K[ct]  Sin[n~]~K'[ct] 

Símbolo de Christoffel  de  segunda  especie, RWF, e = l  

l(upp]  Illow\  4110~) K' [ct] 
K [ctl 

2(uppl  l(l0W)  2(low) - 1 
r 
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Z(upp) 2(10w)  l(l0w) 
1 
r 
- 

Z(upp)  2(low) 4(low) 

Z(upp) 4(low) Z ( l o w )  
K' [ ct] 
K [ C t j  

3lupp)  lilow)  3jlow) 1 
r 
- 

3iuppi 2ilow)  3llow)  Cotjnu! 

3lUppf 3;lOWi 1ilOW) " 

1 
r 

3luppl 3{low!  Z(l0w)  Cot [ n u ]  
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3{upp)  4(1ow)  3(1ow) K'[ctl 
K [ctl 

4(upp)  l{low)  l{low) K  [ct] K' [ct] 
1 - r2 

4(upp)  Z(l0w)  Z(l0W)  r2 K[ct] K'[ct] 

4/upp)  3110~)  3jlow)  r2 K [ct] Sin[nu] K' [ct] 

Tensor de Ricci 

Do[(Ri=Simplify[Ricci2[i, j ] ] ;  

Print["R ", i, "{low} ", j ,  "{low) ", " ", Ri] ; Print [ " I ) ,  {i, 1 ,  4 1 ,  

w 1, 4 1 1  

R lilowl lllow) 2 + 2 K'[CtI2 + K[ct] K'[ct] 
- 1  + r2 

R ltlow! 2(low\ O 

R lilow:  3ilow) O 

R l{low)  4(low) O 
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R 2(10w)  3(low) O 

R 2(low)  4(low) O 

R 3(10W) l(l0W) O 

R 3{lOW) 2ilOW) O 

R 3{low] 3{low) r2Sin[nuI2 ( 2 + 2 K ' [ ~ t ] ~ + K [ c t ] K " [ c t ] )  

R 3ilow) 4(low) O 

R 4(low) l{lOw) O 

R 4 1 1 0 ~ )  2i10w) O 

R 4Clowi 3110~) O 

Escalar  de  Curvatura 

R P S i m p l i l y [ ~ , ~ g c o n [ a ,  n] RicciZ[a, n ] ]  - m.1 
..I 

Tensor  de  Einstein 

EinsCov[r-, n-] t.= Simplify[RicciZ[m, n]] - -Simplify[R]gcov[m, n]; 
1 

2 
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- 

Do[Do[{Eins =Simplify[EinsCov[i, j]]r 
If[Eine == O, Null, Print[i, "{low) ", j, "{low} ",  ", Sine], 
Print["C ", i, "{low} ", j, "{low) " t  Einsll), {ir 1 ,  &)I, 

(1, 1, 411 

G l(1ow) l(10w) 

G 2(low)  2(low) 

G 3(low)  3(low) 

G 4(low)  4(low) 

m Ecuaciones de 

1 + K' [ct] + 2  K[ct] K" [ct] 
- 1  t r* 

-r2 ( 1  +K'[ct]'+ 2K(ct]  K"[ct]) 

-r2Sin(nuJ2 ( 1  + K ' [ ~ t ] ~ + 2 K [ c t ]  K"(ct)) 

3 ( 1  a K'[ctI2) 
K[ctI2 

campo 

m Componente O0 

eql :=  Simplify[CinsCov[4, 41 ==kappa (Ro[ct] c') J 

eql 

3 (1 +K'[ct)2) 
Klct;' 

= =  c2  kappaRoict: 

Simplify[dinsCov[4, 41  K[ct]' ==kappa (Ro[ct] c'  K[ct]')] 

3 + 3K';ct'' =I  c2 kappaKIcti2 Roíct: 

m Componente 1 1  

eq2 :=Simplify[EinsCov[l, 11 == -kappaPo[ct] gcov[l, 111 

1 + kappaK'ct'2  PoIct]  +K"ct12 + 2 K'ct' K'jct' 
- 1  + rl 

" 
" o 

Componente 22 

-43 := Simplify[EinsCov[Z, 21 == -kappaPo[ct] gcovI2, 21 J 

eq3 

- r2  (1+kappaKict]2Po[ct]  +K'ict:*+2x:ct]K.[Ct]) = = O  
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Componente 33 

aq4 :=Simplify[EineCov[3, 31 == -kappaPo[ct] R[ct] gcov[3, 311 

aq4 

-r2Sin[nuI2 (1+kappaK[ctI3Po[ct]  +K’[~t]~+2K[ct]K”[ct]) = = O  
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Evolución  de la temperatura en el esquema relativista de 
Meixner-Prigogine en la métrica  Friedman-Robertson Walker 

Las gráficas presentadas en este apéndice s o n  esquemáticas debido a que el valor exacto de los coeficientes de transporte se 
deconoce. Sin embargo, las propiedades cualitativas de estas gráficas coinciden con propiedades del Universo a gran 
escala. 

I Geometría cerrada. Presión y conductividad térmica nulas. 

m Evolución del  factor  de  escala 

Las ecuaciones (3-4-3.5) del texto pueden integrarse inmediatamente  para el caso p=O (Universo de Friedman). Las 
soluciones, escritas en forma paramétrica, son  bien conocidas y corresponden, salvo un factor constante, a las siguientes 
expresiones: 

t [Tu-] = Tu - S i n [ T u ]  

Tu - Sin 'Tu: 

R [TU-]  = 1 - COS [TU] 
1 - COS 'TU' 

"Tu" corresponde al llamado <<tiempo universal>> y K es el factor de escala. La gráfica correspondiente a estas 
ecuaciones se muestra a continuación: 

- Graphics - 
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w Evolución de la temperatura 

La resolución de  la ecuación (3.23), haciendo cero presión y conductividad térmica, utilizando al tiempo universal como 
variable independiente, conduce a: 

T [TU-] = 
1 

(1 -Cos[Tu])' 

( 1  -Cos[Tu])' 

Esta función está determinada salvo un factor constante asociado a la capacidad calorífica y al 
proceso de integracibn. 

La gráfica paramétrica correspondiente a la expresión obtenida está  dada  por: 

grsfl =ParametricPlot[{t[Tu], T[Tu]), {TU, o ,  r n ) ,  PlotRange4 {o, 3 1 ,  
AxcsLabc1-r  {"t", "T"}, Ticks+Nonc] 

T 

I t 
- Graphics - 

Interpretación  de la gráfica  para la evolución  de la temperatura: 

Observemos el siguiente arreglo gráfico de  la  evolución  del factor de escala y la temperatura. 
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Show[GraphicsArray[{{graf2), {grafl}}]] 

K 

T 

-GraphicsArray- 

Es claro que, cualitativamente, existe un  enfriamiento en la fase expansiva del Universo cerrado. Por  otro lado, un  
incremento de la temperatura atribuible al decremento del  factor  de escala es observado a partir del inicio de la fase de 
contracci6n. Por  último, la singularidades correspondientes a K=O corresponden a indeterminaciones en la temperatura. 

I Comportamiento  cualitativo  de la temperatura  con  presión  nula y 
transferencia  de  calor  no  nula . 

m Solución de la  ecuación  diferencial 

A continuacicín se integra numéricamente la ecuación ( 3.23) del texto con p=O y conductividad unitaria. Se utiliza  al 
IlernDo escalado como variable indeoendiente. 

Aunque en el sistema propuesto la condición de frontera sobre la derivada es arbitraria, el signo es completamente 
compatible con  el hecho de  que en una expansión en u n  espacio homogéneo e isotrópico, existe un  enfriamiento. 

A continuacibn se resuelve  numéricamente la ecuación diferencial. 
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601x1 = NDSolve[sistemalO, Th[Tu], {TU, 0 . 0 0 1 ,  1.99 X } ]  

{ {Th[Tu] -+ InterpolatingFunctioni j0.001, 6.251769380643689), .E3507187554605 lo1', 
- (3.477335927732879 10") , 

m Gráficas  e  interpretación  de  las  soluciones 

m Gráfica  de la temperatura  en  términos  del  "tiempo  universal" 

grafl = Plot[Th[Tu] / .  ~01x1, (Tu, 0.001, 1 . 9 9 ~ ) ~  Ticks+None,  AxesLabel-r {"t", "T"), 
Axes -r {None, True) , PlotRange -r All] 

T 

- Graphics - 
El incremento de la temperatura posterior al inicio de la contracción es mayor  que  en  el caso de transferencia de calor nula. 
Esto se asocia a la positividad  de la producción  de entropía. 

m Gráfica  paramétrica  en  función del tiempo  propio 

graf = ParametricPlot({t[Tu], Th[Tu] /. molx1[1J), {TU, 0.001, l.gg~}, 
PlotRange -b All,  AxesLabel -r { "t", "T"}, Axes -b {None, True) , Ticks -r None] 

T 

- Graphics - 
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Por Último,  al generarse la gráfica en términos  del  tiempo  propio,  se observa una evolución  de la temperatura bastante 
interesante. Primeramente se da un enfriamiento veloz hasta generarse una temperatura  minima, tras lo cual se da un 
aumento gradual de  esta variable. Esto es compatible con la positividad  de  la  producción de entropía . Obsérvese que se 
genera una indeterminación al acercarnos al momento del "big crunch", lo  cual  parece  bastante razonable. 

Debe enfatizarse el hecho de que la aplicación del esquema  de  Meixner en cosmología está en sus inicios. Más aún, p o r  lo 
menos hasta donde es conocimiento del autor, sólo este trabajo de tesis y la referencia 15) incluida en  el capítulo 3 de la 
misma  hacen  uso de este esquema en  el estudio de  problemas cosmológicos . El hecho  de  que  los resultados obtenidos en 
este apéndice sean prometedores parece abrir nuevas perspectivas referentes al uso  de la termodinámica de procesos 
irreversibles en cosmología. 
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Apéndice 5 

Forma  explícita  del flujo de  energía  en la teoría  cinética 
relativista 

Uso de velocidades  caóticas 

En este apéndice  se  muestran cálculos que  constituyen el desarrollo  expresiones (4.32-4.33), que  son  la  base  de  la  teoría 
cinética  relativista  descrita en el  capítulo 4 de esta  tesis. La metodología consiste en introducir  la  matriz  de  Lorentz general, 
ecuaciones (4.26-4.27) y realizar los productos y derivadas  iindicados en las  ecuaciones (4.32-4.33). Los términos 
obtenidos  permiten establecer la forma explícita del flujo de energía  correspondiente a la  teoría  expuesta  en el  mencionado 
capitulo. 

Matriz de  Lorentz con velocidad constante  orientada 
arbitrariamente 

Vector  de velocidad hidrodinámica 

Matriz de  Lorentz  con velocidad constante y dirección  arbitraria 

// MatrixForm 

I 
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I Componentes de  la  matriz  de  transformación 

Velocidades caóticas (uso de  la  transformación  de  Lorentz) 

I Definicibn del cuadrivector  de posición 

x = 1x1. x2. x3, ct) 

1x1, x2, x3, c t )  
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Definición  del cuadrivector  de velocidad caótica 

k[l] := kl;  
k[2] := k2; 
k[3] := k3; 
k[4] := k4; 
k[6] := k6; 

II Transformación de Lorentz para  las velocidades 
4 

v[a J = Lr[a, m]  k[m]; 
m = l  

Do[Print["Componente *. a, 'I 'I, v[a], " ++++++ "1, (a, 1, 4)] 

Componente 3 k 3 [ 1 +  

Componente4 k 4 y + k l B l y + k 2 @ y + k 3 8 3 y * * * * * *  

I Obtención del flujo de energía 

m Tensor  de esfuerzos 

Tia-. b-]:= R o v I a J   v b ]  

+ + k 4 / ? 3 y  ****** 

Con esta definición, y las ecuaciones de transformación, el tensor de esfuerzos queda  en 
términos  de las velocidades caóticas. 
A continuación se analizan  algunas componentes  del tensor obtenido. 
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Densidad de  energía 

Deint = Expand[T[4,4]] 

k 4 2 R o ~ + 2 k l k 4 R o ~ l ~ + k 1 2 R o ~ 1 2 ~ + 2 k 2 k 4 R o ~ ~ + 2 k l k 2 R o ~ l ~ ~ + k 2 2 R o ~ 2 ~ +  
2 k 3 k 4 R o / ? 3 y 2 + 2 k l k 3 R o p l j 3 3 ~ + 2 k 2 k 3 R o f l p 3 ~ + k 3 2 R o ~ 3 2 ~  

Obsérvese que sólo el  primer término  es independiente de /3 c o n  y=l, lo cual  permite escribir la ecuación (4.36) de la tesis. 

Flujo de energía por componente 

Componente1 k l k 4 R o y + k 1 2 R o , 9 1 y + k l k 2 R o f l y + k l k 3 R o p 3 y -  k l k 4 ~ o p 1 ~ ~  k 1 2 ~ p 1 3 y  
8 1 2  + p 2 2  + p32 p12 + p 2 2  + p32 

- 

2k2k3Rop1f183y k32Rop1p32y +k42Rop1y2+klk4Rop12?+k2k4Rop1p2y2+ 
p12 + p22 + p32 812 + p 2 2  + 832 

k22Rop1/322y2  k3k4Ropl/33?  2klk3Rop12/33? , 2k2k3Rop1@b3y2  k32Roplp32y2 
pl'+p22 +p3' ' p12 + f l 2 + p 3 2  /312+@2 +p32 812 + p 2 2  + 832 + 8 1 2  + p22 + p32 

.** 

k3k4Rop2b3y2+ k l k 4 R o p l f l y 2  k12Roj312p2y2  k2k4Rof12y2 + 2klk2Rop1f12y2 
p12 + f12 .t 83' ' 81' + f12 + m2 ' D l 2  + p22 + p32 p12 + pZ2 + p32 + 

..* 
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k2k4Ro,%?@y 2klk2Ropl ,%?p3y k22R0822p3y k 3 k 4 R o m 2 y  2 k l k 3 F t 0 p l p 3 ~ y  
81' + /32' + 83' 81' + + p3' /312 + m2 + p32 D l 2  + p2 + m2 p12 + m2 + p 3 2  

- - - 

2k2k3R082832y k32R0833y +k42Rop3?+klk4RoB1f ly2+k2k4R082p3y2+  
8 1 2  + 8 2 2  + 83' 812 + 8 2 2  + 832 

k3 k4 Rom2 y2 + k l k 4 R o p l p 3 ?  , kl2RopI2p3?  k2k4Ro,%?p3? + 2klk2Rop1@p3y2  
p12 + 82' + 83' @Iz + P2 + 832 ' p12 + m2 + /332 P l2  + p2 + p32 + 

k22Rop22p3y2  k3k4RoB2y2  2klk3Rop1f12y2 , + 

/312+p22+p32 ' p12+,%?2+/332 ' p12+p22+/332 p12 + p 2 2  + 832 812 + p 2 2  + p32 
**. 


