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CAPITULO 1

Introduccion

" Those who fall in love with practice without science are like a sailor who enters a ship

without helm or compass and who never can be certain whither he is going.”
Leonardo Da Vinci

" What is good education? Giving systematically opportunity to the student to discover
things by himself.”

Condensed from H. Spencer

Durante las ltimas décadas, la teoria de la informacién se ha convertido en una de
las metodologias mas importantes en muchas de las ciencias puras y aplicadas. Desde el
formidable trabajo de Shannon [1], la teoria de la informacién ha encontrado aplicaciones
en Fisica, Quimica, Ingenierfa y muchos otros campos [2]. También ha sido aplicada a
la quimica cuantica donde la cantidad mas importante que se necesita conocer es la en-
tropia informacional. El uso de la definicién de entropias informacionales permite obtener
entropias en el espacio de posicién y de momentos. Recientemente, se han realizado nu-
merosos estudios acerca de las caracteristicas y comportamientos de estas cantidades en
sistemas atémicos [3, 4, 5, 6.

También ha habido un creciente interés en la aplicacion de las entropias informacionales

a problemas fundamentales de mecanica cuantica, entre ellas, a las relaciones de incer-



tidumbre [7, 8] y al problema de la correlacién electrénica [9].

Desde el surgimiento de la teoria cuantica, las relaciones de incertidumbre han sido de
gran importancia, y dentro de ellas, la mas relevante es la relacién de incertidumbre de
Heisenberg [10] y su generalizacién por Robertson [11], resultado conocido como principio
de incertidumbre y que frecuentemente se interpreta como una relacién vinculada a la
precision de la medicién. Muchos autores prefieren considerar este principio como una
relacién que implica una incertidumbre intrinseca en la descripcién del espacio fase en
sistemas cudnticos. En la literatura existen numerosas justificaciones para querer obtener
principios de incertidumbre més generales [12]. Uno de estos casos es el uso de cantidades
informacionales [13, 14] en versiones mas adecuadas de relaciones de incertidumbre [8, 15]
que no presentan las limitaciones de la relaciéon de Heisenberg. La primera versién de una
relacién de incertidumbre usando cantidades informacionales (entropias usando funciones
de onda) fue obtenida por Bialynicki [7] y posteriormente fue reformulada por Gadre et
al. [16] usando la definicién de entropia informacional basada en las densidades de carga
y de momentos (también llamadas en el presente trabajo como densidades de 1-electrén

en el espacio de posicién y de momentos).

Desde las primeras aplicaciones de la mecénica cuantica al estudio de sistemas de mas
de un electron, la correlaciéon electrénica ha sido uno de los temas de mayor interés. Hasta
hace no muchos anos, su estudio en quimica cuantica era abordado esencialmente bajo el
punto de vista formal y metodoldgico, quedando restringidas las aplicaciones a sistemas
pequenos. Sin embargo, el notable desarrollo en las computadoras y su abaratamiento
ha permitido que estas aplicaciones pasen a ser instrumentos usuales en el cédlculo de
propiedades atémicas y moleculares. La imposibilidad hasta el presente de disenar un
tratamiento matematico que nos permita obtener la solucion exacta del problema de N
electrones interactuantes ( N > 2), no nos permite disponer de la funcién de onda exacta.
Todos los efectos que se observan de la transicién del nivel de Hartree-Fock al “exacto”
son referidos por el nombre de correlacién y se manifiestan de forma muy acentuada en
muchas propiedades, tales como: energia, valores esperados de operadores de uno y dos

cuerpos, espectros de excitacion, distancias de equilibrio, etc. La correlacién electronica,



por definicion, se acostumbra a medir en términos de una de estas propiedades: la energia
de correlacion [17]. Debido a las limitaciones para encontrar una funcién de onda exacta
y un método eficiente, han surgido diferentes desarrollos como es el caso de la teoria de los
funcionales de la densidad, donde tratan de encontrar un funcional exacto para la energia
de correlacién. Gell-Mann y Brueckner [9] lograron vincular el problema de correlacién
electronica con la teoria de la informacién al obtener una expresién para la energia de
correlacién como funcién de la entropia de Shannon dentro de la aproximacion del gas
de electrones denso. Este trabajo es uno de los primeros funcionales para la energia de

correlacion dentro de la teoria de los funcionales de la densidad.

En la literatura existen otras medidas de correlacién [18, 19] que no provienen de
operadores mecanico cuanticos pero si nos brindan, desde un punto de vista estadistico,
una cantidad de gran ayuda para estudios de diversos sistemas. En los trabajos recientes
de Ziesche [18, 20, 21] podemos notar la gran importancia de estas cantidades llamadas
medidas cinematicas de correlacion por estar vinculadas directamente con la funcién de
onda y no con el hamiltoniano (o como mencionamos anteriormente con un operador
especifico). También podemos mencionar la conjetura de Collins [22] que establece una
relacion entre la entropia discreta de los nimeros de ocupacién de la densidad de 1-electréon
(entropia de Jaynes o de correlacién) con la energia de correlacién. Vinculado a esta con-
jetura, en un trabajo reciente realizado por Smith et al. [23] se encontré que la entropia
de Jaynes esta monoténicamente relacionada con la energia de correlacion definida dentro
de la teoria de los funcionales de la densidad. Ademés, debemos mencionar que no sola-
mente la entropia de Jaynes es considerada una medida cinematica de correlacion, sino
también el coeficiente de correlacién estadistico introducido por Kutzelnigg et al. [19], y
la medida de idempotencia introducida por Lowdin [24]. La medida de idempotencia para
la matriz de 1-electron ha sido muy analizada por estar relacionada directamente con la

normalizacién del hueco de correlacién [18].

El desarrollo de otras medidas de correlacion en forma local ha tenido importancia
dentro de estos estudios. Sin duda alguna, el trabajo de Yasuda [25] es de gran interés al

vincular el desarrollo de la ecuaciéon de Schrédinger contraida con una aproximacion local



del funcional de energia de correlacion.

Estos intentos de vincular las entropias, tanto en su forma discreta (entropia de Jaynes)
como continua (entropia de Shannon) con problemas de correlacion electrénica y de in-
certidumbre, estan muy lejos de haber llegado a su fin, por el contrario, existen pocos
trabajos donde se estudian estas conexiones de forma sistemédtica. Gran parte de nue-
stro trabajo estd enmarcado en estudiar, no solamente las entropias informacionales, sino
ademds, lograr una conexién tedrica de estas cantidades informacionales con problemas
relevantes dentro de la fisica atémica y molecular como son, por ejemplo, la correlacién
electrénica y problemas de incertidumbres. Por esta razon, para el desarrollo de la tesis

nos propusimos los siguientes objetivos:

Objetivos generales:

1. Estudiar cantidades informacionales discretas y continuas en sistemas atémicos.

2. Relacionar las entropias informacionales con la energia de correlacion y relaciones de

incertidumbre en sistemas atémicos.

Objetivos particulares:

1. Estudiar las dependencias de la entropia de Shannon en el espacio de posicién, S,, y
en el espacio de momentos, Sy, con respecto a la carga nuclear, Z, para los atomos

hidrogenoides en sus estados basales y excitados.

2. Analizar la dependencia con respecto a la carga nuclear de las entropias de Shannon y
en particular la suma de las entropias del espacio de posicién y de momentos, S;, para
la serie isoelectrénica del helio usando un modelo para la funcién de onda, calculos
de HF y de interaccion de configuraciones. Generalizar el anélisis de entropias a

diferentes series isoelectronicas.

3. Usar un modelo analitico con restricciones de cuspide y asintoticas para la densi-

dad de carga en el estudio de la entropia total para diferentes series isoelectrénicas



y atomos neutros. Comparar su comportamiento con calculos numéricos y encon-
trar una expresion analitica para la entropia total en términos de (1/Z) en series

isoelectronicas.

. Analizar numéricamente la relacién existente entre la energia de correlacién y las

entropias para series isoelectronicas y atomos neutros.

. Introducir y analizar las cantidades entropicas de orden superior en sistemas atéomicos,

en particular, la entropia informacional de 2-electrones .

. Obtener relaciones de incertidumbre que contengan las diagonales de las matrices
de densidad de érdenes superiores independiente del espin, principalmente la de 2-
electrones y verificar numéricamente dichas relaciones usando la aproximacion de
Hartree-Fock para la matriz de densidad reducida de 2-electrones independiente del

espin.

. Obtener una interpretacion de las entropias totales en el espacio de fase y analizar

su relacion con las entropias usando las funciones de Wigner.

. Estudiar las relaciones existentes entre las entropias informacionales de 1- y 2- elec-

trones y verificarlas numéricamente.

. Estudiar y comparar el comportamiento local de diferentes medidas cinematicas de
correlacién para varias series isoelectronicas y analizar sus contribuciones por or-

bitales.
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CAPITULO 2

Teoria de la informacion

La teoria de la informacion es una disciplina probabilistica que establece conceptos impor-
tantes para el analisis de funciones de distribucién. Su relacién con la entropia aparecio
por vez primera con el trabajo de Boltzmann [26] donde se relaciona la informacién de un
sistema fisico con el nimero de posibles estados del sistema, demostrando que el incre-
mento en la entropia significa pérdida de informacién. En 1948 Shannon [1] publicé “A
Mathematical Theory of Communication”, un trabajo en donde establece las bases para
lo que posteriormente se llamé Teoria de la Informacién. Esta teoria se usé primeramente
en estudios de circuitos de comunicacion [1, 2] y desde entonces tuvo un gran impacto en
diversos campos de investigacién [27].

La teoria de la informacién surge de forma natural dentro de la mecanica cudntica
debido a su caracter probabilistico. Esta teoria proporciona herramientas béasicas para la
asignacion de probabilidades a diferentes eventos.

Aunque la aplicacion de la teoria de la informacién en quimica y fisica es atin limitada,
en los ultimos anos ha habido un creciente interés por esta teoria dentro de las disciplinas
antes mencionadas. La teoria de la informacién introduce la entropia informacional, la
cual representa una medida de la informacién contenida en un sistema. Ademas, existen
casos en los cuales esta teoria nos permite estimar las propiedades y comportamientos de
un sistema fisico del que se tiene informacién limitada. Dentro de la quimica cuéntica,

el objetivo de los investigadores que utilizan la teoria de la informacion es caracterizar la

10



naturaleza de la informacién contenida en los sistema atémicos y moleculares.

En este Capitulo, presentamos los fundamentos y definiciones basicas de la teoria de
la informacion, asi como sus aplicaciones. Centramos nuestra atenciéon principalmente
en los avances que se han realizado en la aplicacion de la teoria de la informacion en

distribuciones electrénicas de atomos.

2.1 Definiciones

La informacién y la incertidumbre son términos que describen cualquier proceso que
seleccione uno o mas eventos (estados, objetos, etc) de un conjunto de posibles even-
tos. Supongamos que tenemos una fuente que puede producir 3 simbolos, A, B, 6 C.
Cuando estamos esperando el simbolo se tiene incertidumbre respecto a que simbolo se
producird. Una vez que el simbolo aparece y que podemos verlo, la incertidumbre dis-
minuye y podemos afirmar que hemos recibido alguna informacién. Esto nos demuestra
que al recibir informacién existe una disminucién en la incertidumbre. ;Coémo debemos
medir la informacién? La forma més simple fue la usada por Shannon [1] donde propuso
algunos axiomas para la medida de incertidumbre (o informacién).

Si suponemos que tenemos un conjunto de posibles eventos (1,2...,n) cuyas proba-
bilidades son (p1,p2, ..., pn) la medida de informaciéon H(p1,pa, ..., pn) debe cumplir las
siguientes condiciones:

-Hlp1, p2, ..., pn) alcanza el maximo cuando la distribucion es uniforme: p; = 1/n V i.

-Hlp1, p2, ..., pn) es una funcién continua de los valores de p;.

-H|p1, p2, ..., pn) debe ser independiente de la agrupacién de las probabilidades de los
eventos individuales en subconjuntos.

A partir de estos axiomas Shannon [1] llegé a la expresién:

H=—k) pjlnp;, (2.1)

j=1

donde k es una constante arbitraria positiva y se cumple que >_; p; = 1. En el presente
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trabajo consideramos k = 1.

Analizando H podemos notar que nunca es negativa [1], H > 0. Ademds, se cumple
que H = 0 si tenemos la certeza de que el evento k£ ocurre, entonces pr, = 1y p; = 0,
Vi # k y en consecuencias, H se anula.

La definicién axiomética de H justifica el siguiente planteamiento: H es una medida
cuantitativa de la cantidad de incertidumbre asociada con la distribuciéon de probabili-
dades p.

Analizando la ecuacion 2.1, se puede observar una gran similitud matematica de la
funcion H con la definicién estadistica de la entropia. Esto ha dado lugar a que se le
nombre entropia informacional. Para analizar esta similitud con la definicién de entropia
termodinamica veremos como se relacionan estas cantidades. No es dificil demostrar que

H{p| es equivalente a la definicién de entropia termodinamica:
S(E)=InN(E), (2.2)

donde N(F) es el nimero de microestados accesibles como funcién de la energia F y

se asume que los microestados de igual energia son iguales, entonces la probabilidad de

1

M E),V 1. Si sustituimos esta expresion para las

que el mismo estado ¢ ocurra es p; =
probabilidades en la ecuacion 2.1, vemos que obtenemos inmediatamente la expresion de
la ecuacién 2.2.

Ahora mencionaremos otra propiedad de la definiciéon de entropia. Cuando realizamos
cualquier operacion sobre la probabilidad p; como p; = 37, a;;p; donde 3, a;; = >2; a5 = 1
y todas las a;; > 0, siempre H crecera.

También se acostumbra a usar otra definicién para entropias, la distancia de Kullback-

Leibler o entropia relativa entre 2 probabilidades p(z) y ¢(x) y se define como:

Drr(p,q) =) p(x)In %, (2.3)

y satisface que siempre Dk (p,q) > 0 con la igualdad si y sélo si p = ¢, donde g(z) es

12



la probabilidad de referencia. Esta ecuacion no es estrictamente una distancia porque
Dkr(p,q) # Dkr(q,p) entonces para obtener una expresién que cumpla con la condicién

anterior se define la divergencia como:

J(p,q) = Dkr(p,q) + Dx1(q:p) = ;(p(ﬂf) —a@) IS (2.4)
donde J(p, q) si cumple con todas las propiedades para ser una distancia excepto la de-
sigualdad triangular y por esta tltima razén es que tampoco en la literatura se le denomina
estrictamente como una distancia.

Dentro del estudio de entropias de distribuciones discretas se pueden encontrar diferen-
tes definiciones. Si suponemos que existen 2 eventos, z y y, y que p(z, y) es la probabilidad

de ocurrencia en conjunto de x y y, la entropia de los eventos en conjunto es:

Hp(z,y)] = =>_ plx,y) Inp(z, y). (2.5)

z,y

La entropia conjunta es una medida de la incertidumbre asociada con la distribucién

conjunta p(x,y). Si definimos

Hpi(z)] = =Y plx,y)In)_ p(z,y), (2.6)
Hlpa(y) = =Y plz,y)Ind_ p(z,y), (2.7)

donde pi(x) = X, p(z,y) vy p2(y) = X, p(x,y). Entonces la densidad H [p(z,y)] cumple
con la propiedad llamada subaditividad [1, 28, 29]:

Hip(x,y)] < Hpr(x)] + Hpa(y)]; (2.8)

y se logra la igualdad solamente cuando son eventos independientes, es decir, p(z,y) =
p1(2)p2(y). La incertidumbre de un evento conjunto es menor o igual que la suma de las
incertidumbres individuales.

Existe otra definicién llamada entropia mutua definida como:

13



Z,
Hlp f] = Sote)n | HE 29
donde f(z,y) = p1(x)p2(y). También se acostumbra definir la entropia relativa de forma
equivalente. Después de alguna manipulaciéon obtenemos que: H"[p, f] = H[p:i(x)] +
Hpa(y)] — Hlp(x,y)] y usando la ecuacién 2.8 podemos notar que la cantidad H" [p(x, y)]
siempre serd positiva. La relacién anterior también nos muestra por qué H'[p(x,y)] se
llama informacién mutua entre 2 variables.

La ecuacién anterior puede ser generalizada si se define la entropia relativa [13] para 2

eventos x y y como:

H'[p,g] = = p(z,y)In lggg;] , (2.10)

donde la ecuacién 2.9 es un caso particular para g(x,y) = p1(z)p2(y).

Se han propuesto en la literatura muchas medidas de entropias informacionales no so-
lamente para probabilidades discretas sino también para continuas. La méas ampliamente
usada es la entropia de Shannon y su definicién para una distribucién continua con una

densidad de probabilidad p(z) en el intervalo [a, b] es:

Hlp(@)] =~ [ pla) mp(z)ds. (2.11)

donde se cumple que [’ p(z)dz = 1. A diferencia del caso discreto, H[p(x)] no siempre es
positiva, donde p(x) no es una probabilidad sino una densidad de probabilidad y puede
ser mayor que 1. Sin embargo mantiene su utilidad como medida de incertidumbre.

Otra propiedad interesante de la entropia es la operacién de promedio del tipo p'(y) =
[ a(z,y)p(x)dx con las condiciones [ a(z,y)dx = [a(x,y)dy = 1,a(z,y) > 0, que produce
una entropia con la distribucién promediada p’(y) que es igual o mayor que aquella de la
distribucién original p(x).

La pregunta ahora seria j podemos obtener la definiciéon de una variable continua desde

14



la definicién de la variable discreta? Para responder esta pregunta intentaremos pasar de
la definicién de entropia discreta a continua. Para esto la densidad de probabilidad f(z)
puede ser dividida en pequenas secciones de ancho A. Discretizamos x formando las
variables X# definida como X%=z;, si iA < 2 < (1 + 1)A, donde X2 se refiere a la
variable discreta que puede tomar los valores de x;. La probabilidad de X* = x; se

obtiene simplemente integrando la densidad de probabilidad sobre el intervalo apropiado:

pxe =a)=p=— [ (2.12)

Usando el teorema del valor medio podemos establecer que siempre dentro del intervalo

[i\, (i + 1)A] existe un z; tal que: f(z;,)A = fi(gl—l)A

f(z)dx y obtenemos que p;, =
f(z;)A. Si ahora en la definicién de entropia discreta sustituimos la expresion anterior y

reagrupamos obtenemos:
H=-=> f(z)nf(z;) A —InA, (2.13)

donde usamos la normalizacién de f(x). Como podemos notar, si el ancho de las secciones
tienden a cero, el primer término es la definicién de la ecuacién 2.11, pero el segundo
término tiende a infinito lo cual refleja que la incertidumbre es infinita en un sistema con
un numero infinito de variables. Esto nos demuestra que la entropia de distribuciones
continuas no es igual al caso discreto en el limite cuando el ancho de las secciones tiende
a cero. Si el término que diverge se elimina de la ecuacién anterior obtenemos la entropia
para el caso continuo.

También se puede demostrar que la forma de la entropia de Shannon (ver ecuacién 2.11)
no es invariante ante transformaciones de coordenadas, por lo tanto, depende del sistema
de coordenadas utilizado. Este problema fue primeramente solucionado por Jaynes [2]
quien introdujo una funcién de referencia dando lugar a la entropia relativa. Algunos
autores recomiendan usar las entropias relativas debido a que no presentan el problema

de divergencia analizado anteriormente y tampoco el de invarianza ante transformaciones
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de coordenadas. La definicién de entropia relativa para distribuciones continuas es:

S[fr, fo] = / fi(z)In ;:Egdx (2.14)

Usando la propiedad de convexidad, Kullback [13] planted el siguiente teorema:
Teorema: S|fi, fo] es positiva, es decir S[f1, fo] > 0, con la igualdad si y solo si
fi(z) = fa(x).
La prueba de este teorema se encuentra en el libro de Kullback [13].

La entropia conjunta usando distribuciones continuas es:

Hlp(e,y)] = = [ [ (e, ) np(e, y)dedy, (2.15)

y se puede interpretar como una medida de la incertidumbre asociada con la distribucion

conjunta p(x,y), mientras que:

Hipr(a)) = = [ pla,y) o ( [ pla,y)dy ) dody, (216)
Hipo(v)) = = [ o) In ([ ol )dr ) dyda, (217)

donde pi(x) = [p(x,y)dy y p2(y) = [p(x,y)dx. La densidad H|[p(x,y)] cumple con la

propiedad de subaditividad [1, 28, 29] de forma similar a las distribuciones discretas:

Hip(x, y)] < Hpr(x)] + Hpa(y)]; (2.18)

y la igualdad se satisface solamente cuando los eventos son independientes, es decir,
p(z,y) = p1(x)p2(y). La incertidumbre de un evento conjunto es menor o igual que la
suma de las incertidumbres individuales.

Una medida de la relacion entre z y y es la definicién de entropia relativa mutua para

distribuciones continuas:
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//p z,y)1 )p (>y>dxdy, (2.19)
donde f(z,y) = p1(x)p2(y). En la definicién de S[p, f] podemos notar que esta cantidad
es una entropia relativa, por tanto, usando el teorema analizado anteriormente, se obtiene
que S[p, f] es positiva y cero cuando p(z,y) = p1(x)p2(y). Después de alguna manipu-
lacién obtenemos que: S[p, f| = Hpi(z)] + Hp2(y)] — H[p(z,y)] y usando la ecuacién
2.18 también se puede notar que la cantidad Slp, f] siempre serd positiva. La ecuacién
anterior también nos muestra porqué S|p, f] se llama informacién mutua.

Si consideramos que la distribucién para p(z,y) es del tipo normal bivariada como:

1 72 y y?
= - = _9 z
plz,y) %m@u—wwﬁmlzu—w(ﬁ ooy 02)|’

Y

(2.20)

donde o, y o, son las desviaciones estdndar y p es el coeficiente de correlacién. Las

densidades normales marginales son:

= exp | —— |,
D2 (y> \/%O-y p 0_;
(2.21)
encontramos que:
fl=[ [veym x” L)y — (1 ), (2:22)
(z)p2(y) 2

donde se nota que S|p, f] es una funcién solamente del coeficiente de correlacién p y
varfa de 0 a oo mientras que |p| varia desde 0 a 1. Ademds, si consideramos un sistema

débilmente correlacionado donde |p| < 1, obtenemos que S|p, f] = p?/2.
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Otra cantidad importante dentro de la teoria de la informacion es la divergencia, que

se relaciona a la entropia relativa como:

Jlp. f1 = Slp, fl+ SIS, 7]
= [ [@e) - @) 02Dy,

p1(z)pa2(y)
(2.23)

Si usamos la forma de la densidad normal bivariada obtenemos que:

2

m, (2.24)

J [ f ] =
donde Jp, f] solo depende del coeficiente de correlacién y varia de 0 hasta oo, mientras
que |p| lo hace de 0 a 1.

Este sencillo ejemplo nos demuestra que esta medida informacional de la relacién entre
x 'y y estd vinculada directamente con la definicién estadistica del coeficiente de correlacion

entre estas variables.

2.2 Aplicaciones

En los 1ltimos anos se han realizado importantes contribuciones en las aplicaciones de la
teoria de la informacién a la Quimica y Fisica.

Los conceptos antes descritos nos permiten aplicar la teoria informacional en sistemas
atémicos. En este caso se puede hablar de informacién de la estructura atémica o mas
precisamente, entropia de la distribucién de probabilidad de los electrones en sistemas
atémicos.

En mecénica cuantica la entropia de Shannon en el espacio de posicién se define como:

S, = —/p(r) In p(r)dr, (2.25)
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donde p(r) es la densidad de carga. La entropia de Shannon en el espacio de momentos

se define de manera similar:

Sp = — /W(p) In7(p)dp, (2.26)

donde 7(p) es la densidad de momentos y ambas densidades 7(p)y p(r) estan normalizadas
al nimero de electrones del sistema, N. Las entropias de Shannon en el espacio de posicién
y de momentos han sido usadas para investigar la calidad de la funciones de base [3],
como medida de la correlacién electrénica [4] y para considerar los cambios geométricos
[5]. Ademas, representan una medida de la deslocalizacién o la falta de estructura de la
distribucién bajo analisis.

Gadre [16] ha calculado S, y S; para dtomos neutros dentro de la teorfa de Thomas-
Fermi, obteniendo que S; = S, + S es una funcién de ZInZ y Z.

Existe otra cantidad informacional llamada entropia de Jaynes [2] definida como:
Sy ==Tr[y(r,r') Iny(r,r')], (2.27)
que puede ser expresada usando los autovalores de y(r,r’) como
Sy = —Zni Inn,;, (2.28)

donde los n; son los nimeros de ocupacién de los orbitales naturales de espin, como se
trata en el Capitulo 4. Es importante notar que la entropia de Jaynes es igual para las
representaciones de posicién y de momentos (los nimeros de ocupacién son iguales en
ambos espacios).

Muchas de las aplicaciones de la teoria de la informacién se basan en el principio de
maxima entropia que, en el caso de las entropias de Shannon, puede enunciarse de la
siguiente manera: “Si existe mas de una distribucién de probabilidad que satisfaga las

restricciones impuestas por la teorfa (cualquiera), la distribucién correcta es la que maxi-
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miza a la entropia S”. Este criterio fue establecido por Jaynes [2] y se aplica a sistemas
donde se tiene informacion limitada.

Una de las aplicaciones mas importantes de este principio se encuentra en el analisis
de densidades electronicas para la difraccion de rayos X. Su uso predominante en crista-
lografia se basa en la extraccién de la densidad de carga electrénica 6ptima a partir de
los datos de difraccién [30, 31].

Sears et al. [32], utilizaron el principio de maxima entropia para analizar los datos
obtenidos a partir de perfiles de Compton usando los momentos simples y dobles de
la densidad como restricciones. Los perfiles de Compton reconstruidos de esta forma
concuerdan razonablemente bien con sus contrapartes tedricas o experimentales. También
examinaron la conexién entre el funcional de la energia cinética y las entropias de Shannon
dentro del formalismo de la teoria de los funcionales de la densidad.

Recientemente se introdujo el concepto de informacién no aditiva [33], el cual se usa
para describir ciertas clases de sistemas fisicos, como son los vinculados a interacciones

de largo alcance, estructuras fractales, etc.
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CAPITULO 3

Teoria de los funcionales de la

densidad

7 It has frequently been pointed out that a conventional many-electron wave function tells

us more than we need to know ...

C. A. Coulson.

3.1 Teorema de Hohenberg y Kohn

Consideremos un hamiltoniano no relativista de N electrones en presencia de un potencial
externo local v:

N
H=T+ Ve + Y 0() =T+ V.. + U, (3.1)

donde T es el operador de energia cinética y V.. es el operador de repulsién electrénica.
En el espacio de posicion, v es un operador escalar de una particula, mientras que la
evaluacion del valor esperado de T , < T >, requiere del conocimiento de la matriz de
densidad de una particula. Cuando se especifica el nimero de electrones N se pueden
obtener las formas de < T > y < Ve > y describen a todos sus sistemas con la misma
cantidad N de electrones, mientras que < U > es especifico de un sistema en particular,

es decir, el potencial externo es diferente para cada sistema considerado. Esta invarianza
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de los operadores < T> y < V.. > en el hamiltoniano es la base para el concepto de los
funcionales universales.

Hohenberg y Kohn [34] probaron que, salvo por una constante aditiva, v es un funcional
de pas(r), la densidad electrénica del estado basal para el sistema de interés, de tal forma
que pgs(r) determina las propiedades del estado basal del sistema de N-electrones. Asi,

se puede definir un funcional F'[p] como:

Flpl = (ol T+ Vee [) , (3.2)

donde 1, es la funcién de onda del estado basal del sistema de N-electrones y con den-
sidad del estado basal igual a p(r). Ademads v, es la autofuncién del estado basal del
hamiltoniano que proviene del potencial externo fijado por la densidad, p(r). Este fun-
cional es universal en el sentido de que es vélido para toda p que sea v-representable, es
decir, para toda p asociada con el estado basal de algin v. El teorema variacional de

Hohenberg-Kohn plantea que el funcional

Enxcle] = [ dro(o)p(r) + Flp), (3.3)

tiene su minimo en Fgg (la energia del estado basal), cuando p = pgs.
Levy [35] extiende el funcional universal de Hohenberg y Kohn a densidades N-representables

CcOomo:

Q[p] = minwp—w <wp| T + ‘7ee |¢p> ) (34)

donde la minimizacién de Q[p] se realiza sobre el conjunto de todas las funciones anti-
simétricas 1, que producen una p dada y provee el valor esperado minimo de T + V..
Q|p] es vélido para cualquier densidad p que sea N-representable. Adema&s el nimero de
términos en los operadores de energia cinética y de repulsién electrénica quedan definidos

una vez que
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N:/ﬁ@mr (3.5)

estd especificado, entonces @[p| es un funcional universal. Ademds, usando el teorema

variacional para las funciones de onda, Levy demostré que

Bilp) = [ v{®)p(x)dr + Qo] (3.6)

genera un limite superior a la energia del estado basal y ademas Fp[pcs] = Egs. Adi-
cionalmente, el funcional de Levy permite obtener ¢ del estado basal a partir de la den-
sidad correspondiente.

Para el espacio de momentos también se puede establecer el teorema de Hohenberg
y Kohn [36]. Se puede notar que en el espacio de momentos los operadores de energia
cinética y del potencial externo intercambian sus papeles, es decir, T se convierte en un
operador escalar (multiplicativo) de l-electrén y la evaluacién de < U > requiere de la
matriz de densidad del espacio de momentos. Asi, se puede definir un funcional variacional

de m(p), la densidad de momentos, como:

Glr] = miny, (Vx| U+ Vee [¢r) (3.7)

donde G[r] busca sobre todas las funciones ¢, de N coordenadas de momentos que llevan
a m(p) y se obtiene el minimo del valor esperado de U + V... En una manera completa-
mente andloga a las pruebas dadas por Levy [35] para Ep[p], se puede mostrar que para

densidades m(p) N-representables se obtiene que:

/T@W@MP+Qﬂ2E@, (3.8)
donde Fgg es la energia del estado basal en el campo externo v, y con la igualdad solamente

para el caso en el que se utilice la densidad mgs(p) en la parte izquierda de la ecuacién

anterior. Sin embargo, debe notarse que G[r] no es un funcional universal ya que se
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requiere del conocimiento de v. Esto limita algunas de las potencialidades del teorema de
Hohenberg y Kohn en el espacio de momentos y del funcional de Levy, debido a que un

funcional diferente G[r] debe ser estudiado para cada sistema fisico.

3.2 Esquema de Kohn-Sham

Kohn y Sham [37] presentaron un método practico que puede construirse a partir de los
funcionales de la densidad de Hohenberg y Kohn. La idea es asociar el sistema fisico de
N-electrones interactuantes con un sistema modelo de N-electrones no interactuantes, es
decir, mapear el problema de N-electrones interactuantes a un sistema de N-electrones
no interactuantes (conocidas como particulas de Kohn-Sham), los cuales se mueven en
un potencial efectivo Vkg. La conexion entre los dos sistemas radica en que tengan
exactamente la misma densidad del estado basal. Vg debe reproducir la densidad del
estado basal del sistema. La energia electronica dentro del esquema de Kohn-Sham se

escribe como

Exslpl = Lol + B + Buc + [ dro(r)p(r). (3.9)

En esta expresion, Epy es la energia debida a la interaccion coulémbica clasica de la
densidad de carga y v = V,,;. La energia cinética de las particulas no interactuantes,
T[p], v la densidad de carga p se escriben en términos de las autofunciones del sistema
no interactuante, {¢;}, tal que Ti[p] = 5= 3= (¢ p*|¢i). Todas las demds interacciones
se incluyen en E,., el funcional de intercambio y de correlacién.

La minimizacién de la energia electronica con respecto a los orbitales de Kohn-Sham,

{¢i}, conduce a las ecuaciones de Kohn-Sham:

@Ewﬂwam+mm+WﬁQmm=mw» (3.10)

2m

donde el potencial V. esta dado por
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Vie = (3.11)

y Vi es

Vi (r) = /d ’|r - r/| (3.12)
que corresponde con el potencial electrostatico de los electrones asociado a la densidad de
carga p(r). Las ecuaciones de Kohn-Sham son la base de muchas de las aplicaciones de
la teorfa de los funcionales de la densidad (DFT).

Esta metodologia nos permite realizar calculos basados en DFT, pero debido a que no
existe una forma explicita del funcional de intercambio y correlacion, F,., el problema a
resolver se enfoca en desarrollar nuevas formas aproximadas para estos funcionales. La
forma mas cominmente usada para estos funcionales por su simplicidad es la llamada

aproximacién local de la densidad (LDA). En este formalismo se escribe que:

Bro [ drp(r)es(p(r)) (3.13)

donde €, es la energia de intercambio y correlacion por particula del gas de electrones ho-
mogéneo con densidad p. La funcion e, puede dividirse en contribuciones de intercambio

y de correlacion:

€xe(p) = €x(p) + ec(p), (3.14)

donde la parte de intercambio es el funcional de Dirac

ex(p) = —Cup(r)'/?, (3.15)

1/3
donde C, % (—) / . Para la parte de correlaciéon podemos encontrar la aproximacion de

la densidad de espin local (LSD) que mejora la aproximacén local de la densidad (LDA)
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al incluir el efecto del espin y se expresa como

EESP = [ dr plx)e(py (x), py(x). (3.16)

pero debido a sus deficiencias se necesité de correcciones a esta aproximacién. Para
obtener formas funcionales mas exactas para la parte de correlacién veremos dos de las
aproximaciones mas conocidas que se usan en la literatura y que corrigen la aproximacion
de la densidad de espin local (LSD). Estas son: la correccién de autointeraccion (SIC)
analizada por Perdew et al. [38] y la obtenida por Stoll [39] conocida como la aproximacién
de espines antiparalelos(anti ||). El argumento de Perdew radica en que existe una auto
interaccion orbital falsa que provoca la sobreestimacion de la energia de correlacion, lo

cual puede expresarse como

EJC = EMPpi,p)] = Y EXP[pag, 0], (3.17)

c
[e7e)

donde la ELSP es la aproximacién més simple de la energfa de correlacién de un sistema
de muchos electrones, llamada la aproximacién de la densidad de espin local (LSD). Stoll
ha planteado que la aproximacién LSD exagera la correlacién entre electrones de espines
paralelos en dtomos y moléculas pequenas, donde la correlacion de largo alcance presente
en el gas de electrones no ocurre. Ademas, propuso usar la aproximacién LSD solamente

para la correlacién de espines antiparalelos como
B = E5P[pr, pi] = EXPlpy, 0] = B2P[py, 0]. (3.18)

Perdew et al. [40] utilizaron los resultados de Ceperley y Alder [41] para obtener expre-

siones para la energfa de correlacién del gas de electrones €(py, p;) como

e(p/2,p/2) = 0.03111n 7, — 0.048 + 0.0034r, In 7, — 0.01167, (3.19)
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e(p,0) = 0.01555In 7, — 0.0269 + 0.0013r, Inrg — 0.00487, (3.20)

donde las 2 primeras constantes reproducen el limite de una densidad altamente densa,
mientras que las dos ultimas constantes se encontraron ajustando a r; =1y 5. Perdew
obtuvo valores de energia de correlaciéon muy cercanos a los experimentales mejorando la
aproximacién LSD. Usé un modelo sencillo, donde p(r) = N 2726_226”, y Z €s una carga
nuclear efectiva, ademés considerd que pi(r) = p;(r) = p(r)/2 y reemplazé cada densidad
orbital pa,(r) por una densidad promedio p(r)/N.

Si usamos el primer término de las ecuaciones 3.19 y 3.20 se puede notar que al sustituir
la definicién de r; para un gas de electrones en términos de la densidad (p = (4773 /3)7!) y
considerando que p depende de r y posteriormente integramos por dr podemos encontrar
una relacién directa de estos resultados con las medidas entrépicas definidas en el Capitulo
anterior y este vinculo nos permite establecer una relacién directa entre la teoria de los
funcionales de la densidad y las medidas entrépicas que analizaremos en el desarrollo de

la tesis.
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CAPITULO 4

Densidades electronicas

"Matter occupies space and is made up of atoms. Hence atoms occupy real space and
should be defined in real space.”

R. F. Bader and T. T. Nguyen-Dang (1981)

4.1 Matrices de densidad reducidas

El problema de muchos cuerpos dentro de la Fisica y, en particular, en la Mecanica
Cuantica no tiene una solucién exacta. Esta complejidad ha llevado a la bisqueda de una
manera mas sencilla de obtener la solucién de un sistema de N particulas, ¥ (r1s1, ..., 'nSN),
que no implique la obtencién de una solucién 4N dimensional. La manera més adecuada
para disminuir la complejidad para encontrar las soluciones del problema es trabajar con
las matrices de densidades reducidas y no con las funciones de onda. Esta forma de reducir
el sistema en estudio, se realiza mediante la teoria de las matrices de densidad reducidas,
que nos brinda un formalismo adecuado para pasar de una funcién de 4N dimensiones a
una con menos variables. Esta reduccion es posible debido a que desde el punto de vista
operacional hay demasiada informacion en la funcién de onda 4N dimensional. La re-
duccion es posible debido a la indistinguibilidad de los electrones y a que el hamiltoniano
solo contiene interacciones de 2 cuerpos.

Las matrices de densidad reducida de orden k (k-electrones) fueron introducidas por
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Léwdin [24] y se definen como:

Do, ki1, k) = (g)/\If(l,...,k,...,N)\IJ*(l’,Q’,...,k’,...,N)kor1...dN, (4.1)

donde ¥(1,2, ..., N) es la funcién de onda de N particulas, los indices denotan una combi-
nacién de coordenadas de espin y de espacio de un electréon particular y (]Z ) es el coeficiente

binomial. En particular, la matriz de densidad reducida de 1-electrén se expresa como
:N/\IJ(LQ,...,N) (1,2, ..., N)d2...dN, (4.2)

El conocimiento de esta matriz es suficiente para determinar todas las propiedades aso-
ciadas con operadores monoelectronicos.

La matriz de densidad reducida de 2-electrones (segundo orden) tiene la forma
(1,212 ( )/qf V1,2, ..., N)d3...dN, (4.3)

y estd relacionada con la matriz de 1-electrén mediante una reduccion de variables,

(15 1) _1/r121’ (4.4)

Con las definiciones anteriores la expresion de energia proveniente del hamiltoniano de la
ecuacion 3.1, <H >, puede expresarse en términos de la matriz de densidad reducida de

2-electrones como:
E[[(1,2;1,2)] = / [Ho[1,2]T(1,2;17,2)] (1 — 1)5(2 — 2))d1d1'd2d2’,  (4.5)
donde H,[1,2] = ( VIt ’0(7’1)) + é (en unidades atémicas).

La matriz de densidad de 1-electrén puede desarrollarse en un conjunto ortonormal de

funciones {¢;}
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V(L 1) =3 i (1) (1), (4.6)

Usando las autofunciones del operador correspondiente a la matriz de 1- electrén (or-

bitales naturales) la expresién anterior toma la forma diagonal,
V(117 =D mya (D5 (1), (4.7)
J

donde los 1; son los orbitales naturales de espin y n; son los nimeros de ocupacion. Las
matrices de densidad de 1-electrén (primer orden) tienen niimeros de ocupacién que suman
a Ny estén en el intervalo [0,1] para que cumplan con la propiedad de N representabilidad
[24]. Ademds, dentro del modelo de particulas independientes (aproximacién de Hartree-
Fock) los nimeros de ocupacién son cero o uno. Una excelente revisién sobre el tema
puede ser encontrada en la monografia [42] acerca de las Matrices de Densidad y la
Teoria de los Funcionales de la Densidad. La matriz de densidad reducida de k-electrones
independiente del espin puede ser definida en términos de la matriz de densidad reducida

de k-electrén, en particular para k = 1,

y(r:r) = /7(1; 1) a1ze, ds1, (4.8)

donde s; es la coordenada de espin del electrén 1, mientras que r se refiere a las coorde-
nadas espaciales. Si desarrollamos la matriz de densidad de 1-electrén en sus componentes

de espin usando la ecuacién 4.7 podemos obtener que

() = 3 GG ) + D nd (0)x () = ; x5 (o)), (4.9)

Jea Jjes

donde x? son los orbitales naturales con componente de espin s, donde s es a o 3. Para

estados singuletes (capa cerrada), donde X5 = X? , obtenemos que
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N/2

r') = ; vixs (0)X5(r'), (4.10)

donde los v; = 2n; son los niumeros de ocupacién y estdn en el rango [0,2] y x; son los
orbitales naturales.
La densidad de carga (cantidad accesible experimentalmente) es la parte diagonal de

la ecuacién anterior,
p(r) =~(r,1) =3 vl (r)l (4.11)
J

Debido a que desde la matriz de densidad reducida de 1-electrén independiente del espin
se puede obtener la densidad de carga (ver ecuacién 4.11) entonces se puede construir la
teoria de los funcionales de las matrices de densidad (ver seccién 3.1) usando y(r,r’). Las
ventajas de usar esta teoria con respecto a la teoria de los funcionales de la densidad son
que se conoce de forma exacta la expresion de la energia cinética como un funcional de la
matriz de densidad reducida de 1-electron y solamente se introduce la aproximacién en la
construccién del funcional de la energia de repulsion electron-electron.

Recientemente, muchos trabajos se han enfocado en usar el funcional exacto (ver
ecuacién 4.12) con la diagonal de la matriz de densidad reducida de 2-electrones aprox-
imada y no en la forma usual, donde se desarrollan funcionales de la energia en forma
aproximada (ver Capitulo 3). Es decir, usando la ecuacién 4.5, sustituyendo la ecuacién
4.4 y considerando que el hamiltoniano es independiente del espin se obtiene que:

F(P17F2)

4.12
Ea— (4.12)

E = /drv(r r,r) /drdr r')[V2y(r, v’ —|—/dr1d )

donde la energia es un funcional de la matriz de densidad reducida de 1-electrén indepen-
diente del espin, v(r,r’), y la diagonal de la matriz de densidad reducida de 2-electrones
independiente del espin, I'(ry,r2). Si deseamos obtener una forma funcional para la en-

ergia en términos solamente de v, es necesario expresar I' en funcion de . Esta expresion
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no es en forma exacta y se debe recurrir a una aproximacién. En la literatura se han
propuesto varias reconstrucciones de la matriz de densidad I'[] [43, 44, 45, 46, 47].
La forma més sencilla de reconstruir la matriz de densidad reducida de 2-electrones es

usar la aproximacion de Hartree-Fock,

['(12,12) = 1/2[v(1,1)y(2,2") — ~(1, 2")~v(2,1")], (4.13)

y en términos de los orbitales naturales de espin se expresa como

r(1'2,12) annﬂﬂz (1)0;(2 anﬂ/}z (2)w;(2)w3(1). (4.14)
Si integramos la expresién anterior para 1 = 1" y 2 = 2/ obtenemos que,

Soommns  S..n? N? n2
T(12.12)d1d2 = =% U o B T S o B
[raz12) . o R

(4.15)

y como sabemos I'(12, 12) debe normalizar al nimero de pares de electrones en el sistema,

N(N-1

es decir, —

, entonces se obtiene la condicion:

N=> nj, (4.16)

que sélo se cumple para el caso de sistemas no interactuante donde los nimeros de ocu-
pacion son cero o uno. Es decir, si consideramos un sistema de electrones interactuantes
donde los niimeros de ocupacién varian entre cero y uno, la expresion anterior viola la
normalizacion. Entonces para preservar la normalizacion se puede usar el procedimiento
de Céanyi y Arias [45, 46] donde se expresa la matriz de densidad reducida de 2-electrones

como

r'(1'2,12) anﬂ/}z (1)2;(2 anﬂ/}z (2)w;(2)w5(1)

—izmu - ni>¢nj<1 — )15 (28 (2w (1),

(4.17)
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donde hemos usado una de las reconstrucciones para I'[y] que es conocida como la aprox-

imacion de Hartree-Fock corregida. En este caso,

Xigning  uni  Yimi(l—n)

2 2 2
N2 Sun? o Yini(l—ny) B N(N —-1)
22 2 - 2

/r(12, 12)d1d2 =

(4.18)

y en consecuencia, se satisface la normalizacién.

4.2 Densidad de carga

La importancia de la densidad de carga desde el punto de vista tedrico es que se puede
comparar con la medicién experimental que se puede obtener, por ejemplo, de la dis-
persién de rayos X o de electrones [48, 49, 50, 51]|. La densidad de carga es la propiedad
fundamental que se mide en el experimento de dispersion coherente de rayos X, como es
comunmente empleado en la determinacién de la estructura cristalina. El factor de forma
de la dispersion coherente de rayos X se puede expresar en términos de la densidad de

carga p(r) como:

F(k = Kol) = [ px) explik — ko)rldr. (4.19)

Experimentalmente se mide la proporcién de la intensidad de radiacién del rayo dispersado
con respecto al rayo incidente con longitud de onda A en funcién del angulo dispersado.
Tal medida es proporcional a |f|?. Asi, desde la medida de la intensidad del rayo X
dispersado, se puede obtener el factor de forma de la dispersién y por la transformada
inversa de Fourier, la densidad de carga.

Usando la definicién original de la matriz de densidad reducida de 1-electrén se obtiene:

p(r) = N/\IJ(1,2, o N)YUH(L,2, ..., N)ds1d2...dN. (4.20)
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donde p(r) representa N veces la probabilidad de encontrar un electrén en dr a una

distancia r del origen. El promedio esférico de la densida de carga se define como:

p(r) = o [ p(e)dc. (4.21)

donde €, es el dangulo sélido y la distribucién radial se define como D(r) = 4wr?p(r).

La densidad de carga presenta muchas propiedades de interés, solamente se presentaran
algunas de relevancia para nuestro trabajo, como son la condicion de cispide en el nicleo
para sistemas atémicos, el comportamiento asintético y la monotonicidad. Como sabemos
el hamiltoniano de cualquier sistema atémico presenta singularidades, una se encuentra
en el origen (nicleo) y es responsable de la condicién de cispide electrén -nicleo. La
matriz de densidad reducida independiente del espin en cualquier posicién nuclear (por

simplicidad denotado por r=0) se comporta como [52]:

v(r,v') = (0,0)[1 — Z(r +7') + Z%r" + ... (4.22)

Su forma diagonal promediada esféricamente es la densidad de carga y conduce a la

condicién de cuspide electron-nucleo:
p(r — 0) = p(0)[1 — 2Zr] + O(r?), (4.23)
la cual fue deducida por Kato [53] que en su forma tradicional se expresa como:

o

Otra de las propiedades de la densidad que podemos analizar es su comportamiento

=27 (4.24)
r=0

asintético. Esta propiedad ha sido discutida por muchos autores [54, 55]. El resultado de
estos estudios ha mostrado que la densidad de carga a distancias suficientemente grandes
de todos los nicleos (para sistemas atémicos contamos solamente con un nicleo) decae

exponencialmente de acuerdo a:
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p ~ exp[—2(21,)"?7r], (4.25)

donde I; es el primer potencial de ionizacién del sistema (para un andlisis mas detallado
del desarrollo asintético de la densidad ver apéndice B). Ademds, la densidad de carga
electrénica en el estado basal se comporta como una funcién monoténicamente decreciente
de r y aunque no existen pruebas matematicas formales, se han realizando muchos estudios
en este tema [55]. Por el contrario, la propiedad de convexidad no es una propiedad general
para todos los dtomos en su estado basal [56] y se ha mostrado en diferentes trabajos que

esta propiedad es independiente del tipo de célculo.

4.3 Densidad de momentos

Los estudios de la densidad de carga en el espacio de posiciones no nos brindan toda la
informacion necesaria para interpretar la estructura de atomos y moléculas, por ejemplo,
existen muchas propiedades, en particular podemos mencionar a la energia cinética, que
no se pueden obtener desde la densidad de carga en el espacio de posicién y se necesita de
un anélisis complementario de la densidad de carga en el espacio de momentos [50, 57].
Es importante resaltar, como se mencion6 anteriormente, que para obtener una determi-
nacién experimental de la densidad de carga se usa comunmente la dispersion coherente
de rayos X. El tratar de usar la dispersion incoherente para obtener esta cantidad de
forma experimental resulta una funcién muy complicada de la densidad de carga, no asi
con la dispersién coherente que puede ser obtenida como se explicé en la seccion anterior.
Para obtener experimentalmente la densidad de momentos es necesario usar la dispersion
incoherente de rayos X, debido al efecto Compton (variacién de las longitudes de ondas
de los rayos X al ser dispersados por una sustancia) y al efecto Doppler (variacién de
la frecuencia de la onda reflejada debido al movimiento de los electrones). Es impor-
tante mencionar que existen otras técnicas experimentales para obtener la distribucion

de momentos, como la dispersiéon de Compton de rayos «y [58], la dispersion de electrones
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a altas energias [50], la aniquilacién positrénica [59] y la llamada espectroscopia (e, 2e)
[60] que permite obtener distribuciones orbitales. Este andlisis de la dispersién incoher-
ente nos permite obtener de forma experimental la distribucién de momentos y puede ser
comparada con las predicciones tedricas. Esto se logra con el estudio de la forma de la
lineas de Compton modificadas (perfil de Compton) dentro de la aproximacién de impulso
[61, 62]. Desde los primeros trabajos de Duncanson y Coulson [63, 64, 65] se han obtenido
medidas experimentales muy exactas de los perfiles de Compton [57, 66].

A partir de la funcién de onda del estado basal en el espacio de posicién se puede
obtener la funcién de onda del estado basal en el espacio de momentos, las cuales estan

relacionadas a través de la transformada de Fourier de 3N dimensiones:

V(1. Ny) = (27r)_3N/2/dr1.../drNe_ipl'rl...e_ipN'rN\If(l, LN, (4.26)

Con esta funcién de onda se pueden obtener las matrices de densidad reducidas, en par-

ticular,
Y(1p; 1)) = N/\mp,zp, N U (1), 2y, .., Ny a2 AN, (4.27)

La ecuacion 4.26 permite relacionar a las matrices de densidad reducidas a través de la

transformada de Fourier de 6N dimensiones. Por ejemplo:

Y(1p;1,) = (27) /dr/dr’ i by (1 1), (4.28)

La matriz de densidad reducida de 1-electron independiente del espin en el espacio de

momentos es:

/ Y(1p; 1) dsi. (4.29)
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Como en el espacio de posiciones, 7(p, p’) puede desarrollarse en sus componentes de

espin,
N
(P, p') =D nixi(p)x;*(p). (4.30)
j=1

donde x; (p) son los orbitales naturales con componente de espin s en el espacio de mo-
mentos, donde s es a 0 5.

Es importante resaltar que si se realiza una transformacién de Fourier de esta expansion
en el espacio de posiciones, se puede obtener una ecuacién donde los niimeros de ocupacion

son iguales en ambos espacios y se obtienen los orbitales xx(p) como:

X&(p) = (27r)_3/2/e_ip'r)<k(r)dr, (4.31)

donde la evaluacion de la transformada de Fourier de los orbitales naturales se realiza en
su manera estandar [62].

La densidad de momentos es la parte diagonal de la matriz de densidad reducida de
1-electréon independiente del espin en el espacio de momentos y usando la ecuacién 4.30

para estados singuletes (capa cerrada) obtenemos:

N/2

m(p) = > vklxa(p)|? (4.32)

k=1
El promedio esférico de la densidad de momentos se define como:

) = - [ 7Py, (4.33)

y la distribucién de momentos radial es I(p) = 47p*7(p).
La densidad de carga p(r) y de momentos m(p) son las diagonales de la matriz de
densidad reducida de 1-electrén independiente del espin en las respectivas representaciones

y no pueden ser convertidas usando la transformada de Fourier 6N-dimensional. Es decir,
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p(r,r') y m(p,p’) son completamente equivalentes, aunque p(r) y 7(p) no lo son. De
hecho, formalmente p(r) estd determinada por las regiones diagonales y no diagonales de
7(p,p’) y viceversa. En principio, 7(p) podria ser expresado como un funcional tinico de
p(r) usando el teorema de Hohenberg y Kohn [34]. Sin embargo, una pregunta abierta es
si, de forma inversa, p(r) (o cualquier otro observable) es un funcional tinico de 7 (p).

La densidad de momentos también presenta muchas propiedades de gran interés para
los estudiosos de la teoria atémica y molecular. Entre ellas podemos encontrar la ex-

pansién asintética de 7(p) (cuando p — 00), que puede ser expresada como [48, 67, 68, 69]:

7(p) = Bsp™® + Buop™"* + Biap 2+ O(p™). (4.34)

donde:

Bs = —(2/7) lzz (dZY))rO - (dZS‘))uJ , (4.35)

y h(u) es el promedio esférico de la proyeccién intracular de la densidad de pares de
electrones (esta cantidad esta relacionada con la condicién de cuspide electrén-electron).
Para sistemas hidrogenoides la ecuacion 4.34 solamente contiene el primer término y
no aparece la proyecciéon intracular de la densidad de pares de electrones de la ecuacion

4.35 y se obtiene que:

7(p) = —(2/7) lQZ (‘@—@)rol p S (4.36)

Esta ecuacion establece que la densidad de momentos en su estado basal debe decaer
asintéticamente como p~8. Ademés es importante resaltar que el comportamiento asintético
de la densidad de momentos depende de la densidad de carga en el origen, de su condicién
de cuspide. También es importante mencionar el comportamiento de la densidad de mo-
mentos a pequenos valores de p. Entonces 7(p) puede ser expresada en una expansion de

MacLaurin de la siguiente manera [48, 70]:
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3|

(p) =7(0) + 7 (0)p* /2 + 7"V (0)p* /4! + O(p°), (4.37)

donde la densidad de momentos en p = 0 tiene un valor constante para cada atomo de
forma similar a la densidad de carga. Ademads, se han realizado estudios [71] dentro de
la naturaleza de la no monotonicidad de la densidad de momentos para ciertos atomos y
para iones positivos, lo cual ha conducido a estudios de cantidades relacionadas, como la

funcién de distribucién radial de momentos [72] y su Laplaciano [73].
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CAPITULO 5

Medidas entropicas y energia de

correlacion

5.1 Energia de correlacion

La correlacién electronica es un fenémeno fisico que esta vinculado con la interaccién inter-
electrénica y que tiene influencia en la dindmica de un sistema de N electrones sometidos
a un potencial externo. Por tanto se trata de una propiedad colectiva que, para un hamil-
toniano donde el mayor orden de interaccién es 2, dependera del nimero de pares de
electrones. La aplicaciones de la mecanica cudntica a sistemas de muchos cuerpos ha
mostrado que existe un gran interés en la correlacién electrénica. Pero la dificultad para
disenar un tratamiento matemaéatico que nos permita obtener de forma exacta una solucién
para la ecuacion de Schrodinger de sistemas de 2 o mas electrones hace imposible obtener
la funcion de onda exacta.

Dado que toda la informacion sobre un sistema cuantico estd implicita en la solucién
de la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, la energia, por ser el observable
asociado con el hamiltoniano, fue usado como una de las primeras medidas para evaluar el
defecto de correlacion en una solucién aproximada. Por esta razén, una de las definiciones
de correlacién es la de Lowdin [17], que plantea que para un cierto estado respecto a un

hamiltoniano especifico la energia de correlacién es la diferencia entre el autovalor exacto
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del hamiltoniano y su valor en la aproximaciéon de Hartree Fock:

Ec = Eea}acta - EHF (51)

Aunque la energia de correlacién es muy pequena comparada con la energia total, en la
fisica atémica y molecular se trabaja con pequenas diferencias de energias como aquellas
entre estados electrénicos o entre diferentes geometrias y estas diferencias estan afectadas
por la energia de correlacién. Ademas de la propuesta de Lowdin, existen otras formas de
poder obtener una medida de correlacion. En los anos 50 inicia el tratamiento de modelos
de correlacién electrénica, por ejemplo, la relacién dada por Gell-Mann y Brueckner [9, 74]
para un gas de electrones altamente denso que sera analizada en la proxima seccion.
También existen trabajos en los cuales han tratado de obtener mejores relaciones de

energia de correlacién considerando la polarizacién de espin [75].

5.2 Relacién entre la entropia de Shannon y la energia de corre-

lacion.

La relacion entre la energia de correlacién y la entropia de Shannon se puede obtener
usando el trabajo de Gell-Mann y Brueckner [9] o de forma similar usando las ecuaciones
analizadas anteriormente (ver ecuaciones desde la 3.17 hasta la 3.20 en el Capitulo 3)
dentro de la Teoria de los Funcionales de la Densidad. Si consideramos solamente los 2
primeros términos en este desarrollo, se puede obtener el mismo resultado que March et
al. [76] obtuvieron usando las ecuaciones de Gell-Mann y Brueckner [9] para un gas de

electrones altamente denso, es decir:
ESB — A / p(r)In p(r) + BN, (5.2)

donde N es el nimero de electrones del sistema en consideracién y las constantes A y B

son 0.01036 y —0.0628, respectivamente. Segun este trabajo, la correlacion electrénica
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estd relacionada con la entropia informacional y con una simple sustituciéon se puede

obtener que:
EYP = AS, + BN. (5.3)

Como se puede apreciar, dentro de esta aproximacion existe una relacion directa entre la
entropia de Shannon en el espacio de posicion y la energia de correlacion de Gell-Mann
Brueckner.

En la teoria de funcionales de la densidad se han realizado intentos para usar esta
cantidad dentro de la aproximacion local, pero debido a que esta expresion es valida solo
para un gas de electrones altamente denso, no siempre proporciona valores adecuados de
energia de correlacion. Por esta razén, en el presente trabajo se incluyen las correcciones

analizadas anteriormente en el Capitulo 3 con el objetivo de obtener mejores resultados.

5.3 Entropia de correlacion y la medida de idempotencia.

5.3.1 Conjetura de Collins

En la literatura podemos encontrar la llamada conjetura de Collins [22] que establece
una relacién entre la entropia discreta de los nimeros de ocupacién con la energia de

correlacién como:

E.= k(z n; lnn;), (5.4)

donde £ es una constante. La entropia de Jaynes es una medida de cuan lejos nos en-
contramos de la aproximacion de Hartree-Fock, es decir, cuén lejos estamos de que los
numeros de ocupacién sean 0 6 1. Esta es una de las justificaciones en las que se basa
la conjetura anterior. En la literatura podemos encontrar trabajos en los que se obtienen
comprobaciones numéricas de esta relacion [20, 21]. Ziesche ha trabajado con esta medida

y la ha llamado entropia de correlacién [21], interpretandola como una medida de cor-
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relacién cinematica debido a que esta vinculada directamente con la matriz de densidad
de 1-electrén y no con los valores energéticos. Ademds, se han estudiado relaciones entre
la entropia de Jaynes y la entropia de Shannon [77].

Smith et al. [23] encontraron que:

dE,
dSy A=1

> 0, (5.5)

en donde A es la constante de acoplamiento usada en la definicién de energia de correlacion
dentro de la Teoria de los Funcionales de la Densidad. La ecuacién anterior establece
que existe una relacion mondtona decreciente entre la entropia de Jaynes y la energia
de correlacién en un sistema interactuante. Esta relacién constituye una variante a la
conjetura de Collins, pero esta vez, tiene una demostracion formal aunque solamente los
relaciona de forma monoténicamente decreciente.

Existe otra forma de vincular a la energia de correlacion con la entropia de Jaynes la

cual sera analizada en la préxima seccién.

5.3.2 Desarrollo en cimulos: conexion entre la medida de idempotencia y la

entropia de correlaciéon

El desarrollo en cimulos es un método que permite vincular la medida de idempotencia,
la entropia de correlaciéon y la correlacion electrénica.
La relacién de los cumulos «,, con los valores (3,, desde el punto de vista estadistico,

se pueden definir desde la expresion

6220:1 oz’ _ 1+ Z ﬁn.flj'n’ (56)
n=1
y se obtiene que
ar = B
Qg = 52 - 512
as = fPs— 300 + 206 (5.7)
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La relacién de los cimulos (u) para las matrices de densidad reducida también se puede

obtener desde una forma similar a la ecuacién 5.6 usando funciones auxiliares o

I[o] = eul, (5.8)
donde
I o o?
I'[o] :1+28:§a F8:1+ﬂF1+EF2+..., (5.9)
y
B I o o? 510
U[O’]—ZQU Us—ﬂul—l-a’lﬁg—l—..., ( . )

donde las I" son las matrices de densidad reducida y u son los cimulos. Ademds o(z, x’) =

n(z)n(x’) y nt(x) y n(z’) son los campos de Grassmann los cuales anticonmutan como:

(), n)]y =0, [n"(x),n" (@] =0, [n7(x), n(a")]4 =0 (5.11)

Considerando las definiciones anteriores y que la forma explicita que toman las relaciones

de la ecuacion 5.10 son de la forma

o*uy = (n7n)%uy = /dldl’d2d2'77+(1)77(1')77+(2)77(2’)u2(1, 2;1',2) (5.12)

825
on(1)on*(1)on(2)on*(2)...on(s")ont (s

entonces aplicando las derivadas ) sobre las relaciones de la

ecuacion 5.8 para s = 1 y 2 obtenemos que:

(LT = w(11)
['(1,2,1,2) = wi(1310u1(2;2) — ur(251)ua(1;2) — ua(1,2;17,2).
(5.13)

Usando la diagonal de la matriz de densidad reducida de 2- electrones obtenemos:

L(152) = p(1)p(2) — |7(1,2)]* — u2(1,2), (5.14)
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donde p(1)p(2) esté vinculado con el término de Hartree y |v(1,2)|* = v(1,2)v(2,1) con
el término de intercambio. El término us(1,2) contiene la informacién de la correlacién
y se le llama hueco de correlacién. Debemos comentar que en la literatura también se
acostumbra llamar hueco de correlacién al término us(ri2) definido como [ dRus (R, r12)
donde R = (r1 +r2)/2 y rio =11 — 1o,

Integrando la ecuacién 5.14 se obtiene

2<N> = N?’-N
2

_ /d1d2p(1)p(2) —/dld2(!’y(1,2)]2+u2(1,2)).
(5.15)

De la ecuacién anterior podemos obtener que:

/d1d2(]fy(1, 2)[2 + us(1,2)) = N. (5.16)

Si usamos el desarrollo espectral de la matriz de densidad de 1-electrén (expansién en

orbitales naturales) podemos llegar desde la ecuacién anterior a:

/d1d2u2(1,2) - N- /d1d2(]7(1,2)]2)
= N=> ni=)> (n,—nj) :Zni(l—ni), (5.17)

i
donde el tdltimo término es la medida de idempotencia usada por Lowdin y coincide con
la normalizacién del hueco de correlacién [18].

Ahora veremos como esta medida de idempotencia se relaciona con la entropia de

Jaynes usando una medida generalizada de orden k. Si se define

CF =3"(n; — nf), (5.18)

entonces:
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dC*
k=1 i

Como hemos analizado, la medida de idempotencia es la normalizacion del hueco de
correlacién y esté relacionada directamente con la entropia de Jaynes. Esto nos brinda la
posibilidad de poder interpretar a la entropia de Jaynes como una medida de correlacion
y no solamente usar la conjetura de Collins como tnico argumento.

Recientemente, Yasuda [25] obtuvo una relacién para la energia de correlacién usando

la ecuacién de Schrodinger contraida que se expresa como:

E . =— Z Gilni(1 — n;)], (5.20)

donde, si usamos a G; como una constante igual a la unidad y a a = 1/2, obtenemos
la medida de idempotencia. Yasuda usé los valores de o = 1/4 y de G; = (1/4)p'/3, y

obtuvo que la dependencia local es de la forma:

e (r) m —mr?p P (r) Do [na(1 = ni)] 2 |0i(r) (5.21)

(2
donde ¢;(r) son los orbitales naturales. Yasuda verificé que su expresién funciona bien
pero con ciertas limitaciones. A pesar de esto, sin duda, el trabajo de Yasuda [25] con-
stituye uno de las més importantes realizados recientemente donde vincula una solucion
aproximada para la ecuacién de Schrodinger contraida con una aproximacion local del

funcional de energia de correlacion.
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CAPITULO 6

Relaciones de incertidumbre

7 Oh! The little more, and how much it is! And the little less, and what worlds away!’

Robert Browning

6.1 Relaciones de incertidumbre de Heisenberg

Desde el principio de la teoria cuantica, las relaciones de incertidumbre han sido de gran
relevancia. La mds importante es la relacién de incertidumbre de Heisenberg [10] y su
generalizacién por Robertson [11], dando como resultado el principio de incertidumbre
que constituye uno de los principios fundamentales en mecanica cudntica, y se expresa

COmo:

A, B
oA, ) (B.y) > AP =]

(6.1)

para cualquier observable A, B y cualquier estado ¢, donde la desviacién estandar o (X, 1)
de un observable X en el estado ¢ estd definido por o(X, )2 = (|X?|) — (|X]|)*. Para el
caso de los observables de posicién x y momento p, se obtiene que o(z,v%)o(ps,¥) > h/2,
donde [z, p,] = ih. Esta relacién describe la limitacién de preparar objetos microscépicos
pero no tiene una relevancia directa sobre la limitacion de la precision de los equipos de

medicién. La relacion que incluye este analisis es la siguiente: Para medir un observable
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A, usando cualquier aparato A, la relacion:

|<¥[[A4, B¢ >|
2 )

(A, A)e(B, ¢, A) > (6.2)
se cumple para cualquier estado 1 y cualquier observable B, donde €(A, 1, A) significa el
ruido de la medicién A en el estado 1) usando el aparato A y €(B, 1, A) es la perturbacién
de B en el estado ¢ causado por el aparato A. Heisenberg obtuvo que el producto del
ruido en una medicion de posicién y la perturbacion en el momento causada por esta
medicién no puede ser menor que h/2. La relacién anterior en la literatura se le conoce
como la relacion de incertidumbre ruido-perturbacién de Heisenberg. Frecuentemente
este principio se interpreta como una relacion vinculada a la precisién de la medicion, y
también se puede considerar como una relaciéon que implica una incertidumbre intrinseca
en cualquier descripcién del espacio de fase en sistemas cudnticos.

Partiendo de estos trabajos vinculados a principios fundamentales de la mecéanica
cuantica, se han logrado avances en la aplicacion de las desigualdades matematicas en
fisica tedrica y aplicada. El trabajo de Lieb es uno de estos ejemplos [78], donde analizé
“la estabilidad de la materia” mediante algunas desigualdades como la de Sobolev, Holder

y las desigualdades de Young [79)].

6.2 Relaciones de incertidumbre informacionales

En la literatura se pueden encontrar muchas razones que justifican el interés por obtener
una generalizacién de los principios de incertidumbre [12]. Entre ellas podemos mencionar
una muy importante: limite inferior fijo, es decir, que no dependa del estado del sistema.
Para ejemplificar este caso podemos comentar que la relacion de Heisenberg para x y p,
cumple con esta condicién pero no asi su generalizacién que depende del estado [ >.
Ademsés, en muchos casos puede ser que < ©|[A, B]|) >= 0 incluso cuando [A, B] # 0y
en este caso el principio de incertidumbre de Heisenberg no provee ningin limite inferior

sobre el producto de las incertidumbres.
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El uso de las entropias informacionales [13, 14] no presenta esta deficiencia y es uno
de los métodos mas comunes para obtener versiones mas adecuadas para las relaciones
de incertidumbre, es decir, desigualdades que contengan cantidades informacionales [8,
15]. En este contexto, Bialynicki-Birula y Mycielski(BBM) [7] dedujeron una relacién
de incertidumbre similar a la desigualdad de Sobolev logaritmica [80], en términos de

entropias informacionales de posicién y de momento:

Sy + 85 = —(In|@(r)]*) — (In|®(p)[*) = n(1 + Inm), (6.3)
donde ®(r)y ®(p) son las funciones de onda en el espacio de posicién y de momento
n-dimensionales, respectivamente. La ecuacién anterior puede interpretarse como una
relacién de incertidumbre informacional, donde la suma de ambas entropias (la incer-
tidumbre total en posicién y momento) no puede disminuir mas alld del valor dado por
la ecuacién 6.3. Esto significa que cuando un sistema se localiza mas en el espacio de
posicién, la entropia informacional y la incertidumbre en el espacio de posicién disminu-
yen, el sistema se vuelve mas deslocalizado en el espacio de momentos, es decir, la entropia
informacional y la incertidumbre en el espacio de posicién aumentan. No obstante, si el
sistema se vuelve méas deslocalizado en el espacio de posicién, esto no implica ninguna
restriccién respecto al espacio de momentos y viceversa. Este efecto es debido a que la
ecuacién 6.3 representa una cota inferior. Este comportamiento también se observa en la
relacién de Heisenberg. También se debe mencionar que la igualdad en la ecuacién 6.3 se
alcanza solamente para funciones de onda de tipo Gaussiano.

Gadre et al. [15] transformaron la relacién de Bialinicki-Birula [7], usando la densidad
electrénica en el espacio de posicién y de momentos (ver Apéndice C) para obtener una
version mas general del principio de incertidumbre de Heisenberg, en cualquier sistema

cuantico de muchos electrones:

S;=S5,+5:>3N(1+1Inm) —2NInN, (6.4)
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donde a S; se le denomina entropia total. Si analizamos esta ecuacion, podemos considerar
que la entropia total puede usarse para proporcionar una medida informacional balanceada
al tomar en cuenta las entropias de Shannon en ambos espacios. Ademas, se conoce que
S,y Sy dependen de la unidad de longitud que se use para medir p(r)y 7(p), a diferencia
de la entropia total, S, la cual es invariante a escalamientos uniformes de coordenadas.
También Bialynicki-Birula [8] derivé una relacién de incertidumbre entre la suma de
entropias informacionales, S, + Sx, v el producto de las desviaciones estandares en el

espacio de posicion y de momento:

S, 4+ 5. >1-In2—In ["2"1’] . (6.5)

Yanes et al. [81] demostraron que la solucién analitica para la entropia total en el &tomo
de hidrégeno D-dimensional, siempre es mayor que en el caso del oscilador arménico D-
dimensional. Esto verific que la entropia total de un potencial de tipo coulémbico nunca
satura la desigualdad de BBM, la cual es una solucién de un potencial de tipo oscilador.

Recientemente, se han realizado estudios donde se obtienen resultados analiticos [82]
para S,, Sz y S; usando la densidad asintética y de cispide. Ademads, puede deducirse
una relacion interesante entre la entropia total, S;, y la energia de correlacion para series
isoelectrénicas. Estos estudios constituyen parte del desarrollo del presente trabajo.

Mazziotti y Erdahl presentaron condiciones de N-representabilidad para la matriz de
densidad reducida de 2-electrones que incluyen las relaciones de incertidumbre para todos
los operadores con interaccién de pares [83].

Dado que Gadre obtuvo una relacién de incertidumbre (vea ecuacién 6.4) usando la di-
agonal de la matriz de densidad reducida de 1-electrén seria natural obtener una extension
de las relaciones de incertidumbre a matrices de densidad reducidas de orden superior,
es decir, a matrices de densidad reducida de 2- electrones. Por esta razon, en el presente
trabajo se exploré una medida de incertidumbre informacional que usa la matrices de
densidad reducidas de 2- electrones.

Como mencionamos en la introduccion, las relaciones de incertidumbre en el desarrollo
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cuantico han sido de gran importancia. Ademas, es conocido que muchos autores prefieren
considerar este principio como una relacion que implica una incertidumbre intrinseca en
la descripcion del espacio fase en sistemas cudnticos. Por esta razon, un estudio de
las relaciones de incertidumbre siempre nos lleva a analizar funciones de distribucién
en el espacio fase. En la teoria cudntica no existe una expresion simple y unica para la
densidad de probabilidades en el espacio fase. No obstante, muchos autores [84] han estado
interesados en el espacio fase cudntico (el caso méas simple es la funcién de distribucién de
Wigner) a pesar de sus limitaciones. Realmente esta funcién de distribucién no puede ser
interpretada como la probabilidad simultdnea para las coordenadas y momento debido
al principio de incertidumbre (ademéds, para la funcién de distribuciéon de Wigner se
pueden obtener valores negativos). Estas limitaciones hacen que algunos autores le llamen
densidad de cuasiprobabilidades. No obstante, las limitaciones antes mencionadas no
impiden su uso como funciones auxiliares que obedecen ciertas relaciones importantes.

La funcién de distribucién de Wigner de 1-electrén se define como [84]:

1 1 1

W(r,p) = )7 /exp(—ipq)v(H 54T — 5a)dq, (6.6)

y las funciones marginales son las densidades correspondientes en cada espacio:

p(r) = [ W(r, p)dp, (6.7)
x(p) = / W (r, p)dr. (6.8)

También podemos definir la funcion de Wigner de k-electrones como funcién de la matriz

de densidad reducida de k-electrones independiente del espin (ver ecuacién 4.1):

51



7=1

We(r1, ..., Tx; P15 .-, Px) = ﬁ/exp {—iZ(pj.qj)]

)dql...qu,
(6.9)

x Tp(ry+ Tk + T e Tk

q1 dk q1 Yk
2

Las funciones marginales de la funcién de Wigner de k-electrones serian las diagonales
de las matrices de densidad reducida de k-electrones independiente del espin en el espacio
de posicion y de momentos.

En nuestro trabajo se usé la relacién de incertidumbre informacional para obtener una
densidad de cuasiprobabilidad en el espacio de fase que ofreciera un valor no negativo, y
ademds que fuera més sencilla. Nagy y Parr [85] realizaron un andlisis de la densidad de
cuasiprobabilidades en el espacio de fase para estudiar la entropia informacional como una
medida de la calidad de la funcién de onda electrénica aproximada, ademas de usar como
prueba una forma para la densidad de cuasiprobabilidades en el espacio de fase similar a

la nuestra.
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Parte 11

RESULTADOS Y DISCUSION
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CAPITULO 7

Significado fisico de la entropia total

en sistemas atomicos

Gadre et al. [15] han notado algunas propiedades interesantes de las entropias totales,
Sy =S, + Sz, para los dtomos a nivel de Hartree-Fock: (i) S; logra un valor minimo para
el estado basal y (ii) S; es invariante al escalamiento mientras las entropias individuales
no lo son. En sistemas atémicos y moleculares el valor numérico de S; se incrementa
con la inclusién de la correlacion electrénica en la funcién de onda [6]. S; también se
ha estudiado como una medida de la calidad de la base usada [4, 15]. Ademds, se ha
mostrado [15] que se mantiene la tendencia si S, aumenta entonces S, disminuye, pero en
el caso de atomos neutros no lo hace en forma simétrica como ocurre en el caso de series
isoelectrénicas [6, 86, 87]. También se debe comentar que Gadre et al. [15] notaron una
dependencia periédica de S; en atomos neutros. En el presente trabajo, la dependencia

periddica se analiz6 més profundamente.

7.1 Sistemas de uno y dos electrones

En el desarrollo de la presente investigacion, el andlisis de la entropia total comenzo con el
ejemplo mas simple de un sistema no correlacionado, es decir, los atomos hidrogenoides.

Se usaron las funciones de ondas del estado basal de los 4tomos hidrogenoides 1 (r) o< e =47
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y se obtuvo la correspondiente funciéon de onda en el espacio de momentos a través de

la transformada de Dirac-Fourier ¢ (p) o =. Durante todo el trabajo se emplearon

1
(Z24p?)

unidades atémicas. Para estos sistemas S, y S en funcién del nimero atémico Z son:

™

S,=3—1n (Z_) , @

1
S, =In(322%7%) — 30 (7.2)

Al sumar las ecuaciones 7.1 y 7.2, hay una cancelacién de la dependencia en Z de S; y
se obtiene el valor constante 6.5665. De esta forma, S; no es una funcién del nimero
atémico en sistemas atomicos de un electron debido a que la funcién de onda modelo
hidrogenoide se puede escalar como " = Zr y como se mencioné en los antecedentes, la
entropia total es invariante ante un escalamiento de esta forma, por lo tanto la entropia
total no tiene dependencia en Z. Este comportamiento también se observa para los estados
excitados. Una vez obtenidos estos valores, se estudio la serie isoelectrénica del helio para
determinar si la dependencia en Z de .S; esta presente cuando se incluyen las interacciones
electrénicas.

Por simplicidad, analizamos funciones de onda que corresponden al estado singulete.
Considerando la serie del helio sin las interacciones electrénicas (Ve.=0), es decir el campo
puramente coulémbico (BCF), se obtuvo que la densidad electrénica es similar a la de los
dtomos hidrogenoides (pBSF = 2p;,) v que la entropfa total es constante (ver Fig. 7.1)
debido al escalamiento analizado anteriormente. El mismo resultado se obtuvo usando
funciones de ondas con apantallamiento. Posteriormente, se usaron funciones de onda

mas flexibles en el estado basal [88]:

U(ry,ry) = Cn(e Ze 272 4 g2 21r2) (7.3)

donde Cy es la constante de normalizacion y Z; y Z; son parametros variacionales cal-

culados para la serie isoelectronica (ver Apéndice A). La energia obtenida para el estado

55



basal del 4tomo de helio fue igual a la reportada por Hylleraas [89] para el mismo tipo de
funciéon. En este modelo, las correlaciones electronicas son las responsables de que Z; y
Z5y sean diferentes. Es importante comentar que cuando la interaccién interelectrénica se
incluyey Z — oo, entonces Z; — Zy — Z y la entropia total tiende a un valor constante

igual que el atomo BCF correspondiente.

En la Fig. 7.1 se puede observar S; vs Z para la serie isoelectrénica del helio usando
la ecuacién 7.3 y sin interaccién interelectrénica (BCF). Cuando la interaccién inter-
electrénica fue incluida, se obtuvo S; sumando las entropias individuales, las cuales fueron
calculadas numéricamente integrando las expresiones para las densidades promediadas
esféricamente en los espacios respectivos [ver ecuacion 2.25]. En esta figura si analizamos
los puntos que incluyen la interaccién electronica se obtiene un comportamiento funcional
decreciente del tipo (1/Z") y se diferencia sustancialmente de la forma que tienen los
puntos que no incluyen interaccién electréonica. Al ajustar la entropia total a una funcién
de este tipo obtuvimos que n es igual a 1.47, y el coeficiente de correlacién fue de 0.99.
Ademss, el comportamiento obtenido fue similar al de los resultados de CI y célculos de
HF [90]. Se debe mencionar que si al hamiltoniano para la serie isoelectrénica del helio no
se le incluye la interaccion interelectronica, esto implica que la funcién de la ecuacién 7.3
tiene Z; igual a Z,, entonces la funcién se puede escalar como ' = Zr y como se mencion6
anteriormente, la entropia total es invariante ante un escalamiento de esta forma, por lo
tanto la entropia total no tiene dependencia en Z, correspondiendo con lo visto de forma

numérica.

Se obtuvieron resultados para 4 series isoelectrénicas presentadas en la Tabla 7.1. Los
valores de n fueron obtenidos por un ajuste de datos a una funcién del tipo (1/2™) con
el criterio de que el coeficiente de correlacién sea mayor que 0.99. Es importante resaltar
que n es sensible al nivel de célculo y ademas este valor se incrementa con el aumento del

nimero de electrones (mds correlacién electrénica).
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HF Cl

Series isoelectrénicas  n R? n R?
He 1.18 0.9991 1.48 0.9990
Li 1.50 0.9991 1.68 0.9991
Be 1.80 0.9979 2.70 0.9978
Ne 2.80 0.9997 3.10 0.9997

Tabla 7.1: Valores de n obtenidos a través de un ajuste de la entropia total a una funcién del tipo
A(1/Z™) + B para diferentes series isoelectrénicas. Las bases usadas fueron del tipo slater, He(base de

Clementi y Roetti), Be(8s6p6d3{3g) v Ne(6s7p3d2flg).

10.56
10.54
10.52
10.5 |
10.48
10.46
10.44
10.42
104 |-
10.38 -
10.36 -
10.34 1 1 1 1 1 1

Figura 7.1: Las entropias totales, S, para la serie isoelectrénica del He, sin interaccién interelectrénica

(¢) v con interaccién interelectrénica (+) usando la funcién parametrizada 7.3.
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7.2 Modelo asintotico y de ciispide de la densidad

Recientemente, se utilizaron densidades modelo con restricciones asintoticas y de cispides
para obtener expresiones simples para la entropia de Shannon en el espacio de posicién
(Sg=vm SeusP) y en el espacio de momentos (Sg*™,S¢**P), como funciones de la energfa
de ionizacién, I;, y el nimero atémico, Z. La entropia en el espacio de posiciéon con
restricciones asintdticas, Sg*¥™, y la entropia en el espacio de momentos con restricciones
de cuspide, S| se analizaron por ser efectivas en el andlisis cualitativo para explicar
el comportamiento de las entropias como funcién de 7 [91]. Ademas, se mostré que la
desigualdad para la entropia total en la ecuacién 6.4 se cumple para (i) Sg**P+Sg*P, (i)
Sgsvm L Sasvm y (idi) Sg¥m+S¢P | demostrando que estos modelos no violan el principio de
incertidumbre. Se esperaria semejante resultado para (i) y (i7) donde las funciones de onda
de un electron que corresponden a las densidades restringidas en los espacios respectivos
estdn relacionadas por la transformada de Dirac-Fourier, mientras el resultado para (ii7)
es menos obvio ya que no existe esta relaciéon directa entre las funciones de onda usando la
transformada de Dirac-Fourier. Para las series isoelectrénicas solamente existe la relacion
directa cuando usamos la forma asintotica de la densidad y Z tiende a infinito, entonces la
primera energia de ionizacién del sistema tiende a la energia de ionizacion hidrogenoide.
En (i), la dependencia en Z se cancela y en (ii) la dependencia en la energia de ionizacién
también se cancela, por tanto en ambos casos la entropia total es un valor constante y no
presenta ninguna dependencia de Z.

Para obtener la dependencia en Z para la entropia total, se considerd (iii), es decir,
modelamos el comportamiento asintético de las densidades en los respectivos espacios.
Siguiendo el procedimiento analizado en el trabajo de Sagar et al. [91] y considerando
el comportamiento asintotico en el espacio de posicion de la densidad e incorporando el

modelo hidrogenoide obtuvimos:

asym 6—2(211)1/27’ (74>

Y

P

donde I; es la primera energia de ionizacién del sistema. Usando este modelo de la
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densidad y su normalizacion al nimero de electrones, se obtuvo que:

3 23/2N
Sy =—-NInl; — Nln ( + 3N. (7.5)
2 s

En el espacio de momentos como se ha comentado anteriormente, el comportamiento
asintético es dominado por el efecto de cispide en el espacio de posicion. Anadiendo
la contraccion de cuspide a la densidad modelo a través de su parametro exponencial y

relajando las caracteristicas asintdticas se obtiene:

pcusp o 6_2ZT. (76)

Si tomamos la funcién de onda como la raiz cuadrada de la ecuacién 7.6, podemos obtener
su representacion en el espacio de momentos por la transformada de Fourier cuya densidad

es:

8 YA

72 (22 + p2)t 7-1)

m(p) o

y cuando se sustituye la ecuacién anterior en la definicién de entropia de Shannon en el

espacio de momentos se obtiene la siguiente expresion:

3272 10
S;usp:?)Nan—i—Nln( 7T>

N )~ ?N . (7.8)

Con el fin de verificar que nuestras ecuaciones muestran un comportamiento adecuado
con los resultados de calculos en cada espacio, se analizaron dos series isoelectronicas, la
serie del helio usando la funcién de onda modelo de la ecuacion 7.3 y la serie isoelectronica
del litio (N=3) con resultados de cdlculos de interaccién de configuraciones (CISD/6-
311G). Para la serie del litio se usé la base 6-311G tomada del analisis realizado en la
tesis doctoral de J. C. Ramirez [93].

En la tabla 7.2 se presentan los pardmetros de S, y S, para la serie isoelectrénica

del helio (N = 2) usando la ecuacién 7.5 para el espacio de posicién S, = a;Inl; + by
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He

ax b1 as by R?
S, -3 4.8237 -2.7818 4.1065 0.9996
Sy 6 34574 6.3007 2.4684 0.9996

Tabla 7.2: Valores de los pardmetros para S, y Sy de acuerdo a la ecuaciones 7.5 y 7.8 respectivamente

para las series isoelectrénica del helio.

y la ecuacion 7.8 para el espacio de momentos S; = a1InZ + b;. Ademas en la tabla
se incluyeron los ajustes por minimos cuadrados para S, = azIn(ly) + by y para S, =
asIn(ly) + by donde 2 < Z < 29. Como se puede notar, los valores de la pendientes
para los ajustes son similares tanto para S, como para S, sin embargo, los valores de las
intersecciones no son muy cercanos. En las Figuras 7.2 y 7.3 se graficaron .S, y S; usando
la funcién de onda de prueba de la ecuacion 7.3 y se pudo observar su dependencia con
respecto a — In(/y) y In Z respectivamente. Los valores de la primera energia de ionizacién

fueron tomados de la referencia [92].

En la tabla 7.3 se presentan los pardmetros de S, y S, para la serie isoelectrénica
del litio (N = 3) usando la ecuacién 7.5 para el espacio de posicién S, = a;Inly + by
y la ecuacion 7.8 para el espacio de momentos S; = a1IlnZ + b;. Ademads en la tabla
se incluyeron los ajustes por minimos cuadrados para S, = asIn(ly) + by y para S, =
asIn(ly) + by donde 3 < Z < 29. Como se puede notar, de forma similar a la serie
ieoelectronica del He, los valores de la pendientes para los ajustes son similares tanto
para S, como para Sy, sin embargo, los valores de las intersecciones no son muy cercanos.

En la Figura 7.4 y 7.5 se observaron las dependencias de S, y Sy respecto a —1In(Iy) y
In Z respectivamente con célculos de interaccién de configuraciones (CISD/6-311G) .

Se debe comentar que el modelo asintético y de cuspide de la densidad es usado como
una medida cualitativa para la descripcion de las entropias, es decir, su forma funcional,
pero no se espera que se obtengan valores numéricos similares sino que la relacién sea

lineal.
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Figura 7.2: Valores de las entropias informacionales S, usando la funcién de onda de prueba de la ecuacién

7.3 como funcién de —In(I;) para la serie isoelectrénica del helio.

25 | -

15

10 -

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
InZ

Figura 7.3: Valores de las entropias informacionales S usando la funcién de onda de prueba de la ecuacién

7.3 como funcién de In Z para la serie isoelectrénica del helio.
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Li

ax b1 as ba R?
S, -4.5 6.0191 -3.9432 2.7696 0.9963
Sy 9 39697 9.8772 -1.3339 0.9987

Tabla 7.3: Valores de los pardmetros para S, y Sr de acuerdo a la ecuaciones 7.5 y 7.8 respectivamente

para las series isoelectrénica del litio.

-10 -

-5 -4 -3 -2 1 0 1 2

—Inl,

Figura 7.4: Valores de las entropias informacionales S, usando calculos de interaccién de configuraciones
(CISD/6-311G) como funcién de —In(Iy) para la serie isoelectrénica del litio. Los valores de la primera

energia de ionizacién fueron tomados de la referencia [92].
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Figura 7.5: Valores de las entropias informacionales S, usando calculos de interacciéon de configuraciones

(CISD/6-311G) como funcién de In Z para la serie isoelectrénica del litio.

El analisis realizado para las dos series isoelectronica nos permite decir que el modelo
puede ser usado de forma cualitativa para predecir el comportamiento de las entropias
en diferentes series isoelectrénicas. En los calculos se comprobd que si se consideran
solamente los elementos de la serie isoelectrénica para valores grandes de Z, se tiende
a reproducir mejor los valores nimericos del modelo, es decir, que el modelo funciona

cuantitativamente mejor para valores grandes de Z.

Ahora se puede obtener la entropia total, S}, para este modelo como:

(7.9)

273 N
St :SgSym_i_Sfrusp = —gNlnIrd—i—Nln [3 n ] — g,

N2

donde I es la energfa de la ionizacién relativa definida como I /I y I (= Z%/2) es la
energia de ionizacién del atomo hidrogenoide. Esta ecuacién es interesante ya que expresa
la entropia total como una funcién de la energia de la ionizacion, del nimero atémico y

del numero de electrones.
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La cantidad In[I"¢] puede ser considerada como una medida de correlacién electrénica
debido a que representa una diferencia logaritmica entre la energia de ionizacién de un
atomo hidrogenoide, y el valor experimental que corresponde al sistema correlacionado.
Este andlisis es factible debido a que usamos una densidad normalizada al nimero de
electrones del sistema. En el caso de un sistema que (In[I"] — 0), se obtiene que
la entropia total es sélo una funcion de N. Asi, para el caso de atomos hidrogenoides la

entropia total en la ecuacion 7.9 tiende a valores constantes como se mostro anteriormente.

Posteriormente, se aplicé el modelo analizado en la ecuacion 7.9 a la serie isoelectrénica

del helio:

Sy = —31In[I"] + 10.360. (7.10)

Fisicamente, para una serie isoelectrénica la correlacion electrénica tiende a cero cuando
Z — oo. La entropia total calculada tiende a un valor constante cuando Z — oo. Sin
embargo, si se define una medida de correlacién como S¢ = S; — SZ7°° donde SZ~>° =
10.360, entonces tendremos la misma forma de una energia de correlacién relativa [21]
(note que esta medida es diferente a la cominmente usada, que considera la diferencia
con respecto al nivel de HF). De esta forma se obtuvo més evidencia de que la dependencia
en 7Z de la entropia total para la serie isoelectrénica del helio se relaciona a la inclusion

de la correlacion electronica.

Para mostrar lo anterior, en la Figura 7.6 se graficd la nueva medida de correlacion,
S¢ contra el valor absoluto de la energia de correlacién exacta, E., [94] para la serie
isoelectronica del helio. Los valores de I requeridos para calcular Sy fueron tomados
de [92]. Se pudo notar que el comportamiento de las dos cantidades es similar como se

observa en la grafica.

En nuestro andlisis, la energfa de ionizacion es un factor importante en Sg*¥™ y en S;.
Para obtener una solucién analitica en términos de 1/Z para la entropia total, como se
analizé en los resultados numéricos, se usé el desarrollo en 1/Z de la energia no relativista

del estado basal (ver Apéndice D) [89, 95, 96]:
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Figura 7.6: La medida de correlacién S§ contra el valor absoluto de la energia de correlacién exacta, E.,

para la serie isoelectrénica del helio usando el modelo de la ecuacién 7.10.

E(Z,N) = Z%[z(N) + (%) el (N) + ot (%) en(N) + ... (7.11)

Para la energfa de ionizacién se usé la definicién I; = E(N — 1) — E(N) y de la ecuacién

(7.11) se obtuvo que:
L(Z,N)=2*Y e (N)Z™", (7.12)
n=0

donde los coeficientes €/, son €, (N — 1) — &, (V).

Sustituyendo la ecuacién 7.12 en la ecuacién 7.9, considerando la region de grandes
valores de Z y usando la expansiéon de MacLaurin para In(1 — ) (donde x son los otros
términos de la expansion de la ecuacién 7.12) se obtuvo una expresién para la entropia

total en las series isoelectrénicas:
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[e.] B/(n>
St ~ A+BZ m,

n=0

(7.13)

donde B es (—3/2)N y Ay B'(n) son constantes que dependen analiticamente de los
parametros de la ecuacion 7.9 y 7.12. Estos términos se pueden obtener ajustando la
ecuacion 7.13 a valores calculados de entropia total en cualquier serie isoelectrénica. Por
esta razon, la ecuaciéon se puede generalizar para cualquier serie isoelectrénica sin perder
generalidad. Aunque el presente resultado proviene de un modelo cualitativo (ecuacién
7.9) nos interesa determinar si se puede generalizar a un intervalo mayor del nimero
atomico, debido a que es el primer modelo analitico para la entropia total reportada en

la literatura como una funcién de Z y N.

La expansién analitica anterior para la entropia total (ver ecuacién 7.13) puede ayudar
a entender las evidencias numéricas de que la entropia total se comporta como una funcién
del tipo (1/Z2™). Si hacemos un ajuste por minimos cuadrados de las entropias totales en
la ecuaciéon 7.13 con valores obtenidos mediante calculos de CI y considerando solamente
dos términos en la suma, nos conduce a coeficientes de correlacién mayores que 0.99 para
todas las series isoelectronicas estudiadas, ver la Tabla 7.4. Para este andlisis se usaron
7 puntos para cada serie isoelectrénica. Como se observa, los coeficientes de correlacién
tienden a disminuir desde la serie isoelectronica del He al Ne debido a que segin la
expansion el nimero de términos usado en la Tabla 7.4 no es suficiente para obtener una
descripcion correcta a medida que aumenta el niimero de electrones. Si comparamos para
cada serie isoelectronica los valores de a y b podemos comentar que uno de estos siempre
es muy grande comparado con el otro, esto nos indica que siempre en la expansion existe
una potencia en (1/Z) que es dominante sobre la otra y a la vez justifica el porque las
entropias totales pueden ser representadas por funcién del tipo (1/Z™). Si se incluyen
mas términos en la expresion usada en la Tabla 7.4 para el ajuste por minimos cuadrados

se puede notar que el coeficiente de correlacion tiende a uno.

Al analizar el modelo en atomos neutros (N = Z) y usando la ecuacién 7.9, se obtiene:
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Series Isoelectronicas a b C R

He 0.0856 0.2878  10.3644 0.9999
Li 0.3160 2.3846  16.1467 0.9996
Be -1.1542 8.9122  20.1766 0.9984
Ne -98.2344  837.9538 40.5624 0.9987

Tabla 7.4: Pardmetros del ajuste para las entropias totales en varias series isoelectrénicas (N=2,3,4, y

10) usando la funcién (a(1/2) + b(1/Z)? + c¢). Para cada serie isoelectrénica se usaron 7 puntos.

3
Sy = —§Zln[17‘el] — 27 n[Z] + 6.56657, (7.14)

donde para Z = 1 se recupera el valor exacto de 6.5665 del d&tomo de hidrégeno. En la
Fig. 7.7, se presenta la entropia total como funcién de Z para los dtomos neutros, desde
H hasta Kr, con cédlculos del modelo y usando céalculos de interaccion de configuraciones
(con excitaciones simples y dobles) con un conjunto de base gausiana (6-311G). Se observé
que el modelo propuesto presenta el mismo comportamiento cualitativo que los valores ab-
initio pero cuantitativamente los valores del modelo son 4 veces mayores que los calculados
y esta diferencia se puede entender si sabemos que en el modelo usado no existe una
relacién directa entre las funciones de onda en el espacio de posicién y de momentos usando
la transformada de Dirac-Fourier. Se puede notar que este modelo, con su dependencia
explicita en I; v Z, es capaz de reproducir el comportamiento periddico presente en Sy,
especialmente el comportamiento alrededor de los gases nobles. Ademéds, podemos definir
una medida de correlacién relativa, pero ahora para dtomos neutros, como S = Sy — SH
donde SH = —2Z1n[Z] +6.5665Z que corresponde con la entropfa total correspondiente a
la densidad hidrogenoide, la cual estd normalizada al nimero de electrones. Sustituyendo
en la ecuacién 7.14 llegamos a que SE = —%Zln[[”l]. En la Figura 7.8 se grafic6 a S¢
contra F, para atomos neutros, desde el He hasta el Ar. Se pudo observar que no existe

una relacion obvia entre las dos cantidades; sin embargo, se not6 que la relacion estd mas
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Figura 7.7: S; para dtomos neutros, del H al Kr, obtenidos de célculos ab-initio (S§*¢,<) y del modelo

con restricciones asintéticas y de ciispide (ecuacién 7.14) (SM, +).

vinculada con una capa en particular y que existe un salto del He al Li y del Ne al Na, es
decir, que S; siente el cambio de capas més que E.. Si comparamos con la Figura 7.6, se
puede ver que el uso de S; como medida de correlacién para las series isoelectrénicas es

més adecuada que el uso de S¢ para dtomos neutros.

Gadre et al. [16] calcularon las entropias informacionales para los dtomos de Thomas-
Fermi obteniendose un prototipo para los sistemas atémicos, proponiendo que las en-
tropias informacionales para sistemas atémicos, S,, S; y S¢ pueden representarse por la
expresién S = N(a + bln N), donde a y b pueden ajustarse y son diferentes para cada
entropia. En este trabajo se propuso otro prototipo para las entropias informacionales de
sistemas atomicos usando las expresiones para S;**P, SiU™ y Sy de las ecuaciones (7.5,
7.8, 7.9). En nuestro caso, la expresién propuesta para S tiene la misma forma que
la usada por Gadre, mientras que las expresiones para S; y S, son diferentes y tienen la

siguiente forma:
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Figura 7.8: La medida de correlacion, Stc , contra el valor absoluto de la energfa de correlacién, E.(a.u),

para atomos neutros desde el He hasta el Ar.

Sy =N(mInl; +m;InN +¢), (7.15)

donde k=t 6 p. Lo novedoso de nuestra propuesta comparada con la de Gadre, es la
inclusion del término con la dependencia en la energia de ionizacion, pudiendo incorporar
el comportamiento periddico observado. Ajustando los valores de las entropias para los
atomos neutros (1 < Z < 36) obtenidos de célculos tipo CISD (ver Tabla 7.5) mediante
la ecuacién 7.15, se obtienen coeficientes de correlacién para S, y S; cercanos a uno, indi-
cando que nuestro modelo describe adecuadamente el comportamiento de estas entropias.
Pero para el caso de S; no se obtiene un valor del coeficiente de correlaciéon muy cercano
a uno.

También es interesante comparar el prototipo propuesto con el obtenido por la aproxi-
macién de Thomas-Fermi reportado por Gadre [16]. De esta manera, se probé el modelo
propuesto en el limite asintotico de valores grandes del nimero de electrones. Para este

objetivo fue necesario considerar la forma asintética de los coeficientes e, (N), en la ex-
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m my c R
S, -0.4235 -1.7676 3.8526 0.9909
Sx -b 0.7380 2.2180 0.9680
S; -0.2158 -0.9966 6.2086 0.9953

Tabla 7.5: Valores de los parametros y del coeficiente de correlacién R, que resulta del ajuste lineal de S,,,
de S; y de S; ala funcién tipo S = N(mIn(I1) + my In(N) + ¢) para los dtomos neutros (1 < Z < 36).

b Note que este valor no esta incluido debido a que la ecuacién 7.8 no presenta dependencia en In(1y).

presién para la energia de ionizacién (ecuacién 7.12). Asi, In(/;) ~ 2.333In(Z) + k, donde
k es una constante que depende de la solucion del problema de Thomas-Fermi. Al sustituir
esta ultima expresién en la ecuacién 7.14, se obtienen las formas de las entropias infor-
macionales propuestas por Gadre. Nuestros prototipos son consistentes con el modelo de

Thomas-Fermi para valores grandes de N.
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CAPITULO 8

Estudio de la relacion entre medidas
entropicas y la correlacion

electronica

8.1 Relaciéon de Gell-Mann-Brueckner y correcciones

Como se menciond en la introduccién, la energia de correlacién de Gell-Mann y Brueckner
(ESP = AS, + BN) puede relacionarse con la entropfa en el espacio de posicién S,. En
el desarrollo de este trabajo esta relacién fue analizada e interpretada. S, fue calculada
usando el método de interacciones de configuraciones (C1SD/6—311G) (Z = 1—36) y los
valores de la energia de correlacién fueron tomados del libro de L. Szasz [97], (ver Fig. 8.1)
donde la energia de correlacion experimental se define como la energia total experimental
(suma de las energias de ionizacién experimentales con signo negativo) menos la energia
de Hartree-Fock.

En la Fig. 8.1 se pudo notar una forma funcional muy parecida entre los dos con-
juntos de valores de correlacién electrénica. Es decir, se observd en las dos curvas la
periodicidad de las dos capas visibles. Los comportamientos son similares pero existe una
sobrestimaciéon de la correlacion electrénica en los valores de la energia de correlacion

de Gell-Mann y Brueckner. Un andlisis similar fue realizado por Grassi et al. [76],
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Figura 8.1: Valores de las energias de correlacién en unidades atémicas para dtomos neutros, usando S,

(+) vy los valores experimentales (<).

considerando dependencias de la energia de correlacion con respecto a Z pero usando la
entropia en el espacio de posicion como la obtenida dentro de la aproximacién de Thomas-
Fermi. El comportamiento de la energia de correlacién (G-B) en la Fig. 8.1 presenta una
dependencia muy parecida a la establecida por March [98] pero ambas en forma sobresti-
mada. La deficiencia del método usado para predecir la energia de correlacién se debe a
que proviene de un desarrollo del gas de electrones ligeramente no-homogéneo. Ademss,
como se ha analizado en la teoria de los funcionales de la densidad, este desarrollo se
encuentra dentro de la teoria local de la TFD y es necesario incluir los gradientes de la
densidad de carga para obtener una mejor aproximacion. Ademds, nuestro tratamiento
no toma en cuenta el efecto de polarizacién de espin, otra consideracién necesaria si se de-
sea obtener valores relativamente buenos de energia de correlacion. Un estudio adecuado
sobre este analisis dentro de la teoria de los funcionales de la densidad esta en el libro de
Parr [99]. Considerando las correcciones SIC (ecuacién 3.17) y anti|| (ecuacién 3.18) se

puede redefinir la energia de correlacion de Gell-Mann Brueckner. Con este objetivo se
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usaron los 2 primeros términos de las expresiones de la energia de correlacion por particula
en las ecuaciones (3.19) y (3.20) (aproximacién de un gas de electrones altamente denso)

y se obtuvo que:

EGBGIO) — A'S 1 B'N, (8.1)

ECGB(anti) _ A/Sp +B//N, (82)

donde A" =0.00518, B’ = —(0.02852 + 0.00518In N) y B” = —0.03207. Como se aprecia
en las ecuaciones anteriores, los coeficientes del primer término quedan divididos entre 2
comparado con A, pero en el caso del segundo coeficiente, para la aproximacion SIC se
obtiene una dependencia en N, no asi para el caso de la aproximacién anti ||. Ambos
valores de energia de correlacién son iguales (0.04321) para N = 2. Los valores de
la energia de correlacion se acercan bastante a los valores experimentales usando estas
correcciones en atomos neutros como se muestra en la Fig. 8.2.

Este andlisis también se puede extender a series isoelectrénicas. Consideremos por
simplicidad el caso de la serie de helio (N = 2). Si sustituimos la definicién de entropia
total S¢ = S, + Sr en la ecuacién 8.2 y considerando a S; en la forma asintética del
espacio de momentos (ajustada a valores de cdlculos de CI como S, = 6.55451n Z+2.0484)

entonces se puede obtener la siguiente relacion entre la energia de correlacion y Sy:

EGBlant) — A'G, _0.003391n Z — 0.07475, (8.3)

donde se puede notar que la dependencia en 7Z de ECGB(“””) es de tipo —1In Z como ya se
ha demostrado dentro de la aproximacién LSD [39]. Este comportamiento no coincide
con el que se conoce de E. ya que este tiende a un valor constante cuando crece la carga
nuclear en la serie isoelectronica.

Si comparamos la expansion de S; en la ecuacion 7.13 con la proveniente de E,. vemos
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que tienen el mismo tipo de desarrollo. En particular, para la serie del He, si ajustamos

con 3 parametros y 9 puntos podemos obtener que

1 1
= 10.3617 + 0.103626 = + 0.2621 — 4
S = 10.3617 +0.103626 +0.2621 (8.4)
F. = —0.04669 + 0.01008— — 0.00150— (8.5)
L= —0. . ~ 0. oot .

Estas ecuaciones nos demuestran que ambas cantidades tienden a un valor constante
cuando la carga nuclear aumenta en la serie isoelectronica. Ademas, tienen el mismo
signo en el coeficiente del segundo término (1/7). Los valores de los coeficientes para la
entropia total difieren de aquellos reportados anteriormente en la Tabla (7.4) debido a que
se usaron diferentes cantidades de puntos en el ajuste. Los desarrollos de 1/Z para S; y

E. fueron usados como una guia para examinar la conexion entre la energia de correlacion
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Figura 8.3: Valor absoluto de la energia de correlacién exacta, E.(a.u), contra S;, la entropia total

obtenida de calculos de interaccién de configuraciones, para la serie isoelectrénica del helio.

y la entropia total. En la Figura 8.3 se presentan los valores de las energias de correlacion
exactas de la serie isoelectrénica del helio [94] contra la entropia total obtenida de calculos
de CI. Se noté una comportamiento lineal, con desviaciones en el extremo derecho de la
grafica.

También seria interesante analizar la forma de obtener nuevas medidas de correlacién
considerando distancias informacionales entre densidades de Hartree-Fock y de inter-
accion de configuraciones que podrian ayudar a un mejor entendimiento de la correlacion
electrénica.

Parte de estos resultados y los que se presentaron en el capitulo anterior, han sido

publicados recientemente [82].
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CAPITULO 9

Entropias informacionales de
densidades de 1- y 2- electrones.
Relaciones de incertidumbre en

sistemas atomicos

9.1 Analisis de la medida informacional de incertidumbre usan-

do la densidad de carga

En este capitulo analizaremos primeramente la entropia total S; proveniente de las en-
tropias de las densidades de carga en el espacio de posicién y de momentos y su limite
inferior dada por la ecuacién 6.4. Este limite inferior para la entropia total usando la
relacién de Gadre et al. (S; > 3N(1+Inm)— 2N In N) implica que S; puede ser negativa
para N > 25. Como se puede notar en la figura 7.7 para el caso de atomos neutros no se
han obtenido valores negativos de S;. Sin embargo, el prototipo usado por Gadre para S;
que proviene de la aproximacion de Thomas-Fermi ajustado por minimos cuadrados para
atomos neutros que tiene la forma S; ~ N(6.257 — 0.9331n N) [16] predice valores nega-

tivos al tener un méaximo para N = 301 y un cero para N ~ 818. Ademas, si usaramos un
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célculo més exacto como es el caso de CISD (interaccion de configuracién con excitaciones
simples y dobles) con un conjunto de base Gausiana 6-311G para adtomos neutros desde
el H hasta el Kr, se obtiene el mismo resultado donde S; ~ N(6.352 — 0.962In N) y el
maximo se alcanza para N =~ 270 y el cero para N =~ 734 cercanos a los obtenidos por
Gadre. Como se observa en ambos casos los valores de los maximos y los ceros estan en
regiones muy alejadas de los elementos que existen actualmente en la tabla periédica. En-
tonces los parametros de los ajustes en ambos casos verifican lo que obtuvimos de forma
numérica donde los valores de S; para atomos neutros son positivos. Esto se cumple para
los atomos neutros de la tabla periddica pero todavia esta presente la posibilidad de que
aparezcan valores negativos para especies méas alla de los elementos de la tabla periddica
y para moléculas. Entonces si S; puede ser negativa podria traer problemas al interpretar
esta cantidad como medida de informacion. Entonces es importante obtener un desarrollo
donde estas cantidades sean siempre positivas y en esto nos enfocaremos en el siguiente
parrafo.

Con el propdsito de obtener cantidades positivas fue necesario transformar la ecuacién

6.4 y después de algunas simplificaciones (ver Apéndice C) se obtuvo que:

0<3(1+1In7) < Sy/N + 55 /N < S + S = St (9.1)

donde S} y S} son las entropfas informacionales que usan las densidades de 1-electrén
en el espacio de posicién y de momento (la parte diagonal de las matrices de densidad
reducida de 1-electron independiente del espin o como la hemos llamado en capitulos
anteriores: densidad de carga y de momentos) normalizados a la unidad p“(r) = p(r)/N.
La ventaja de usar p"(r) y 7%(p) en lugar de p(r) y 7(p) es que las entropias totales S}
siempre son positivas a diferencia de S; donde pueden alcanzar valores negativos debido
al término —2N In N en la ecuacién 6.4. Ademéds ha sido mostrado para el espacio de
posicién que p*(r) puede ser usada como la variable principal para determinar el valor de
cualquier observable para sistemas coulémbicos finitos [100].

Al reescribir la ecuacion anterior en términos de una tnica entropia informacional se
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obtuvo que:

0< 57 == [ p"(x)"(p) Infp" (r) " (p)]drdp, (9.2)

donde la correspondiente densidad de 1-electrén para esta entropia es una cuasiprobabili-
dad en el espacio fase y se define como p*(r)7"(p). Ademads, p*(r)y 7*(p) son cantidades
positivas y p"(r)7*(p) mantiene la misma condicién. Sin embargo, en el caso de las densi-
dades individuales p“(r) y 7%(p) pueden tener contribuciones negativas a sus respectivas
entropias. Analizando la ecuacién 9.2 si consideramos que el integrando sea positivo esto
implica que 0 < p*(r)m"(p) < 1.

Otro detalle importante en el desarrollo del trabajo fue explorar alguna relaciéon entre
la densidad definida en la ecuacién 9.2 y la funcién de Wigner de 1-electrén dada en la

ecuacion 6.6. La correspondiente entropia de Wigner de 1-electrén se definié como:

Sy = —/W(r,p) In W (r, p)drdp. (9.3)

Es importante mencionar que la entropia de Wigner de 1-electréon puede no estar bien
definida debido a que la funcién de Wigner puede ser negativa en algunas regiones del
espacio [84].

Para continuar el estudio se necesitaron usar las definiciones dadas anteriormente para
las densidades conjuntas de distribuciones continuas (ver ecuacién 2.15) y su propiedad
de subaditividad, ecuacion 2.18, [28, 29]. Usando la ecuacién 2.18 y si se considera x como
ry y como p y que todas las densidades de 1-electron estan normalizadas a la unidad se

puede obtener que:
Sw <5, + 57 (9.4)

Asi vemos que la entropia de la distribucién p*(r)7*(p) forma un limite superior para la

entropia de Wigner de 1-electron.
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9.2 Entropias informacionales de 2-electrones

En esta parte del trabajo, se generalizé el estudio de entropias a la densidad de 2-electrones
(la parte diagonal de las matrices de densidad reducida de 2-electrones independiente del
espin) debido a que el orden mds importante de interaccién en el Hamiltoniano dentro
de la fisica atémica y molecular es dos. Las entropias informacionales (Shannon) de

2-electrones se definieron como:

SF = —/F(I‘l’ I'Q) ln F(rl, r2>dr1dr27 (95>

Sn = _/H(p17p2) InTI(p1, p2)dprdps, (9:6)

donde I'(ry,rs) y I1(p1, p2) son las densidades de 2- electrones en el espacio de posicién y
de momentos. Se usé la convencién de que ambas densidades, I1(p1, p2) y I'(r1, r2), estdn
normalizadas a (];f ), el nimero de pares de electrones en el sistema. En lo que sigue se

usaron cantidades independiente del espin.

Como primer paso fue interesante analizar las semejanzas y diferencias entre las en-
tropias informacionales de 1- y 2- electrones. En la Figura 9.1 se presentan los valores
de S,, Sr and S; contra el nimero atémico [15] mientras que en la Figura 9.2 graficamos
Sr, Su v St = Sr + Sn contra el nimero atémico para atomos neutros desde el He
al Kr. Todas las densidades de 1- y 2- electrones fueron calculadas usando funciones
de onda Hartree-Fock de Clementi y Roetti [101]. Las expresiones para la matriz de
densidad reducida de 2-electrones independiente del espin, dentro de la aproximacion de
Hartree-Fock, dependen de 477 (r',r),vy(r',r), 77?(p’, p) y 7(p’, p), las matrices de densi-
dad reducida de 1-electron independiente del espin total y sus componentes, donde o= «

o . En el espacio de posicién esta expresion es [94]:
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D(riry, rirs) = 1/2[y(r], r1)y(rh ra) — Y 777 (r], r2)y77 (rh, r1)] (9.7)

o=a,
y en el espacio de momentos es:
(pyph, Pip2) = 1/2[m(p1, p1)7(Ph, P2) — D 77 (P, P2)7”” (Do, P1)]. (9.8)
o=a,3

El primer término en cada una de las ecuaciones anteriores corresponde al término de
Coulomb (Hartree) mientras que el segundo es el término de intercambio (Fock). Las cor-
respondientes entropias de 1- y 2- electrones fueron calculadas usando el promedio esférico
de la diagonal de las matrices de densidad reducida de 1- y 2-electrones independiente
del espin y la integracién nimerica de 1- y 2- dimensiones. 7(p1, p2) vy 777 (p1, p2) fueron
calculados usando la transformada de Dirac-Fourier de los orbitales de Hartree-Fock.

Se observd que existe un comportamiento similar entre las cantidades de 1- y 2- elec-
trones. Sin embargo, existen diferencias. La estructura periddica estd més enfatizada en
S, que en Sp. Ademds, la razén de disminucién de Sr es mayor que la de S, para valores
grandes de Z. S, y S; muestran un comportamiento que es mas lineal, comparado con St
y St, las cuales tienen una mayor curvatura.

Para la serie isoelectronica del He fueron analizadas las entropias de 2- electrones .
Por simplicidad, se estudiaron funciones de onda que corresponden al estado singulete y
se usaron funciones de onda en el estado basal que permiten utilizar diferentes orbitales

para cada electrén [88],

U(ry,ry) = Cy(e Ze 2272 4 g P2mp= 212 (9.9)

donde Cy es la constante de normalizacion y Z; y Z; son parametros variacionales cal-
culados para la serie isoelectronica (ver Apéndice A). La energia obtenida para el estado
basal del 4tomo de helio fue igual a la reportada por Hylleraas [89] para el mismo tipo de
funcién. En este modelo, las interacciones interelectronicas son las responsables de que

71y Zs sean diferentes. La funcion de onda del espacio de momentos se obtuvo aplicando
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la transformada de Dirac-Fourier a la ecuacién 9.9. Este tipo de funciones fueron usadas

anteriormente para el caso de las densidades de 1-electron.

En la Figura 9.3 se observan los valores de las entropias de 2- electrones a medida que
aumenta la carga nuclear. St disminuye mientras que St se incrementa con la carga nu-
clear. Para la serie isoelectrénica conocemos que los efectos de correlacién deben disminuir
a medida que aumenta la carga nuclear y en la figura anterior notamos que la entropia
total tiende a un valor constante de forma similar al comportamiento de las entropias

totales de 1-electrén [82].

Se examinaron los efectos de correlacion electronica comparando las entropias de 2-
electrones calculada con la funcién de onda correlacionada con aquellas obtenidas con
los célculos de Hartree-Fock (sin considerar los efectos de base). En la Figura 9.4 se
muestra la entropia total para ambos casos. Se observd que la entropia total en el caso
correlacionado es mayor que en el de Hartree-Fock. Las diferencias entre las dos parece

decrecer cuando Z se incrementa de acuerdo a que criterio que los efectos de correlacion
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Figura 9.4: Entropias totales de 2- electrones St correlacionado (+) y a nivel de Hartree-Fock (<) contra

la carga nuclear para algunos elementos de la serie isoelectrénica del helio.

disminuyen cuando aumenta la carga nuclear.

Para la serie isoelectrénica del helio Sp = Sy y Sp = Sj. Si usamos los valores
calculados de St de la Figura 9.3 podemos observar que estos valores son siempre mayores
que el limite inferior que corresponde a 12.868 (n==6) (ver ecuacién 6.3).

Para sistemas de mas de dos electrones se obtuvo una expresion de la relacion de
incertidumbre para el caso de densidad de 2- electrones donde se considerd que la densidad
estd normalizada a la unidad I'(ry, ry) = I'(ry, I'Q)/(];[) Seguimos la forma del desarrollo
usado para la densidad de 1-electrén (ver Apéndice C) en la Tesis de Sears [32]. Ademas,
usamos la definicién de entropia relativa [13] dada en el Apéndice C y su propiedad de
ser no-negativa (ver ecuacion C.2).

Primero se definié la entropia informacional de N- electrones la cual corresponde a la

entropia usando la funcién de onda en el espacio de posicion de N-electrones, W,

qu = —/\112(1‘1, ..,I‘N) In \112(1‘1, ...,I‘N)dl‘ldrg...dI‘N. (910)

83



La entropia informacional de 2- electrones usando densidades normalizadas a la unidad

(normalizacién de Coleman) en el espacio de posicién se definié como:
Sp = —/F“(rl,rg)lnF“(rl,rg)drldrg. (9.11)

Usando la indistinguibilidad de los electrones se obtuvo,

—/\IJZ(rl,...,rN) InI™(ry, ro)dridrs...dry = —/\IJZ(rl,...,rN) InI™(rs, rq)dridrs...dry,
(9.12)

y para un numero par de electrones ,

N
<§> SF = — / \I’(I‘l, ceny I‘N) In (F“(rl, rg)F“(rg, I'4)...FU(I‘N_1, I'N)) dI‘ldI‘Q...dI‘N.
(9.13)

Considerando la diferencia entre las ecuaciones 9.13 y 9.10 y usando la ecuacion C.2 se

obtuvo:

\1’2(1‘1, ey I‘N)
(I‘l, I'Q)...FU(I‘N_l, I'N)

(%) St — Sy = /\112(1'1, . Txn)In T dridrs...dry > 0. (9.14)

Asi, (§)S¢ > Sy. El mismo procedimiento se puede realizar en el espacio de momentos
y nos lleva a (5)S% > S;.

Sumando estas 2 relaciones y usando la ecuacién 6.3 se obtuvo:
N u u
E(SF +S11) > Sy + Sz > 3N(1 +1In7) (9.15)

o equivalentemente

0<6(1+Inm) < S¥+ G4 = S5%, (9.16)
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donde obtuvimos un limite inferior para la entropia total (la suma de las entropias de
2-electrones de posicién y de momentos normalizadas a la unidad) para un ndmero par
de electrones.

Se pudo notar que S¥ es siempre positivo y que esta relacién es una generalizacion de la
relacién de incertidumbre [ecuacién 6.3] a la densidad de 2-electrones. La interpretacion
fisica es similar a la dada para el caso de la densidad de 1-electron, es decir, cuando la
densidad de 2- electrones esta mas localizada en el espacio de posicion le corresponde una
densidad de 2-electrones mas difusa en el espacio de momentos, donde se debe obedecer
el limite inferior.

La relacion entre la entropia informacional de 2- electrones normalizada a la unidad y

. N
la normalizada a (2) es:

St = ot +In <N> (9.17)

(2) \2

Para la densidad de 2- electrones normalizada a (N

2) la ecuacion 9.16 puede reescribirse

CcOomao:

5F+5H26@)(1“11@_2(];)111(];) (9.18)

para un numero par de electrones. Aunque esta relacién se cumple solamente para un
numero par de electrones, seria interesante determinar si ésta puede ser generalizada a
cualquier atomo neutro.

En la Figura 9.5, se presenta la curva de la entropia total de 2- electrones (St = Sr+Sn)
y su limite inferior contra Z para los atomos neutros, desde el He hasta el Kr. Se observé en
la Fig.9.5 que el limite inferior no sélo se cumple para aquellos &tomos con un nimero par
de electrones sino ademés para aquellos con un nimero impar de electrones. Esto sugiere
que el limite inferior podria generalizarse y usarse como una medida de incertidumbre
para las densidades de 2- electrones independientemente de la restriccion del niimero par

de electrones. De forma similar al caso de 1-electrén, se puede reescribir el limite en la
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Figura 9.5: Entropias totales de 2- electrones S = Sp+Sp (<) y su limite inferior(+) contra Z para

4atomos neutros, desde el He hasta el Kr.

ecuacién (9.16) como una distribucién de fase de cuasiprobabilidades de 2- electrones:

0<Sp=-— /Fu(r17r2)ﬂu(p17p2) In[I™(r1, r2)I1"(p1, P2)]dridradpi dps, (9.19)

donde I'(ry, ro)I1*(p1, p2) es la densidad cuasiprobabilistica de 2-electrones en el espacio
de fase. Si analizamos la ecuacién anterior y consideramos que el integrando sea positivo
esto implica que 0 < T™(ry, ro)I1%(p1, p2) < 1.

De manera similar al desarrollo usado para la funcion de Wigner de 1-electrén, se
puede analizar la relacion entre la densidad definida anteriomente en la ecuacién 9.19 y la
funciéon de Wigner de 2- electrones dada en la ecuacién 6.9 para k = 2. La correspondiente

entropia de Wigner de 2- electrones se definié como:

SW2 = — / W2(I'1, rs; pi1, p2) In Wg(rl, rs; Pi1, p2)dr1dr2dp1dp2‘ (920>
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Aqui se debe mencionar que la entropia de Wigner de 2- electrones puede no estar bien
definida debido a que la funcion de Wigner de 2 -electrones podria ser negativa en algunas
regiones del espacio [84] (este argumento no estd demostrado en la literatura para la
funcion de Wigner de 2-electrones pero se espera que tenga regiones negativas de forma
similar a la funcién de Wigner de 1-electrén). Después, usamos las definiciones dadas
anteriormente de densidades conjuntas de distribuciones continuas (ver ecuacién 2.15) y
su propiedad de subaditividad (ecuacién 2.18) [28, 29]. Usando la ecuacién 2.18 y si se
considera a x como (r1,r2) y a y como (p1,p2) ¥y que todas las densidades de 2- electrones

estan normalizadas a la unidad se pudo obtener que:

Sh < S+ S (9.21)

Asi vemos que la entropia de la distribucién I'(rqr2)I1*(p1p2) forma un limite superior

para la entropia de Wigner de 2- electrones.

También si reescribimos la desigualdad BBM [ecuacion 6.3] en términos de una densi-

dad del espacio de fase de N-electrones se obtiene:

Sy + S5 = — / T2 (eM) T2 (pN) In[T2 (V) B2 (p™)]dr N dp?, (9.22)

donde W2(rN)¥2(p") es la densidad del espacio de fase de N- electrones y r¥ = ry.ry---ry,
pY = p1.p2---pn. Parala densidad del espacio de fase de N- electrones también se puede
definir una funcién de Wigner de N-electrones, pero debido a que siempre trabajamos con
funciones reducidas solamente estamos interesados en las funciones de Wigner de 1- y

2-electrones .
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9.3 Relaciéon entre las entropias informacionales de 1- y 2- elec-

trones

Al usar la propiedad de subaditividad dada en la ecuacion 2.18 y aplicarla a las densidades

de 1- y 2- electrones en el espacio de posicion se obtuvo que:

SH(1,2) < SU(1) + S%(2) = 2.5%(1), (9.23)

donde S7(1) es igual a S7(2) debido a la indistinguibilidad de electrones. Una relacién

similar se obtiene para el espacio de momentos y sumando llegamos a:

7 =St + St <2(5) + Sy) = 285¢. (9.24)

Se puede notar que al sustituir la ecuacién 9.16 en la ecuacién anterior se recupero la
relacién de incertidumbre de la ecuacion 9.1, mostrando que esta ultima expresion esta
de acuerdo con la relacion de incertidumbre reportada para las densidades de 1-electron.
En la ecuacién 9.24 se cumple la igualdad para el caso en que soélo se incluye el término
coulémbico (término de Hartree), es decir, no se incluyen los términos de intercambio ni
correlacién. Se verificd que este limite se obedece para dtomos neutros usando los valores
numericos de las Figuras 9.1 y 9.2 y con la normalizacién apropiada. Este andlisis se
muestra en la Fig. 9.6 desde el Li hasta el Ne usando la aproximacion de Hartree-Fock.
No se incluye mas atomos en la gréafica porque la diferencia es muy pequena para ser
notada. El hecho que el limite inferior que corresponde solamente al término de Hartree
se alcance rdpidamente, sugiere que los efectos de Hartree (es decir los efectos cldsicos en
la densidad de 2- electrones) dominan los efectos de intercambio. Ademads, se incluye en
la Fig. 9.7 un estudio para la serie isoelectronica del helio usando la ecuaciéon 9.9 donde
se observa que también se obedece la desigualdad anterior (ecuacién 9.24). Es importante
mencionar que cuando Z — oo en la ecuacion 9.9, entonces Z; — Zy — Z y S} = 25}

Los resultados presentados en este capitulo fueron publicados en la referencia [102].
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Figura 9.7: Entropias totales de 2- electrones S¥ (<) y su limite superior, 25} (+) contra la carga nuclear

para la serie isoelectrénica del helio.
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CAPITULO 10

Definicion y estudio de medidas de

correlacion locales

10.1 Definicion de la entropia informacional local y su relacién

con la medida de idempotencia local.

En la actualidad el desarrollo de distintas medidas de correlacion locales han tenido rele-
vante importancia dentro de los estudios de correlacion electrénica [25, 18]. En especial el
trabajo de Yasuda [25] que vincula el desarrollo de la ecuacién de Schrédinger contraida
con una aproximacién local del funcional de energia de correlacién dentro de la teoria de
los funcionales de las matrices de densidad. En este capitulo se definieron y estudiaron

varias medidas de correlacion locales y se analizaron las conexiones entre estas.

Para el desarrollo de este trabajo usamos definiciones locales de diferentes variables.

El concepto de variable local se puede definir como:

K = /k(r)dr — /k(r)dr, (10.1)

donde k(r) es la densidad de la cantidad K y k es la densidad promediada esféricamente

y se define como:
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k(r) = 47r7F(r) — (r) = ﬁ [ dsk(r) (10.2)

Si queremos definir una cantidad local desde una cantidad global podriamos siempre
sumar una funcién f(r) tal que su integracién sea cero, por tanto siempre existiria una
ambiguedad en la definicién de la cantidad local, es decir, no es tnica, por tanto tiene un
problema de unicidad.

Cuando K = E. tenemos que k(r) = e.(r) es la densidad de energia de correlacién
promediada esféricamente. Si deseamos obtener un funcional para la energia de cor-
relacion mejorado se necesita trabajar con la densidad de energia de correlacion promedi-
ada esféricamente exacta. Pero es evidente que no hay una tnica definicion de e. debido
al problema de unicidad comentado anteriormente.

Para obtener la definicion de la medida de idempotencia de forma local usamos la
ecuacion 5.17 analizada en los antecedentes que expresa la normalizacién del hueco de

coulomb, donde se obtuvo que:

/d1d2u2(1,2) =S (n; — n2). (10.3)

i
Pero de esta relacion no se puede obtener una forma tnica para la medida local de idem-
potencia. Es decir, aparece el problema de unicidad vinculado a las definiciones de can-
tidades locales a partir de cantidades globales. Entonces para evitar tener este tipo de
problemas al definir la medida de idempotencia local (hueco de correlacién local) si solo
conocemos que su normalizacién es la medida de idempotencia (cantidad global), usamos
el trabajo de CSanyi y Arias [45, 46] donde proponen una forma reconstruida para la
matriz de densidad de 2-electrones en funcion del desarrollo espectral de la matriz de
densidad reducida de 1-electrén (ver ecuacién 4.17). Usando la expresién de la ecuacién
4.17 se puede verificar facilmente que su normalizacion corresponde con el nimero de
pares de electrones del sistema. De esta expresion se separé la expresion para el hueco de

correlaciéon o cumulo como:
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=3 /na(1 = nma)y/ns (1= ny)a(1)7 (2)e(2)05 (1),
| (10.4)

Haciendo uso de la propiedad de ortonormalidad de los orbitales naturales se procedio

a calcular la medida de idempotencial local:

ua(r1) 247”’%/61?“247?";@2(7“177“2 —47”’12 Xz (r1)x;" (), (10.5)

donde @y(r1, 72) es el promedio esférico sobre las dos coordenadas independientes del espin

del cumulo de la ecuacién 10.4. La expresion de orden k se definié como:

7"1 —47”’12 Xz (r1)x;5(r1). (10.6)

De forma similar a la relaciéon de la medida de idempotencia con la entropia de Jaynes de

forma global (ver ecuacién 5.19), ahora obtenemos localmente que:

(dujér))“ = 55(r) = —4mr® 3 ma I (0 (7). (10.7)

Como se nota en los resultados anteriores ya contamos con una definicién local de me-
dida de idempotencia y de entropia de Jaynes. Estas cantidades en sus expresiones en
forma global, como se explico en los antecedentes, tienen gran importancia en estudios de

correlacion.

Con el propoésito de verificar el comportamiento local de estas cantidades, se estudiaron

las series isoelectréonicas del He, Be y Ne.
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Figura 10.1: Valores de D(r) y de s,(r) para el 4tomo de He.

10.2 Estudio de las entropias informacionales locales. Com-
paracion con la medida de idempotencia local y la energia

de correlacién local.

Primero se analizo la serie isoelectronica del He. En las Figuras 10.1, 10.2 y 10.3 se
observan 3 elementos de esta serie isoelectronica. Como se aprecia en estas figuras, los
maximos de las dos curvas s;j(r) y D(r) se encuentran en la misma region del espacio. En
el caso del He aparece un hombro después del méximo de s;(r) que tiende a desaparecer
al aumentar la carga nuclear en la serie isoelectronica. Ademas, el valor del méximo de
s;(r) tiende a disminuir a medida que aumenta la carga nuclear mientras que el valor
del maximo de D(r) aumenta. Si incluyéramos mas elementos de la serie isolectrénica las

curvas seran muy semejantes.
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Figura 10.3: Valores de D(r) y de s;(r) para el Bet2.
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Figura 10.4: Valores de D(r) y de s,(r) para el 4tomo de Be.

Para el caso de la serie isoelectrénica del Be usamos una base 8s6p6d3f3g. En las
Figuras 10.4, 10.5 y 10.6 se observan 3 elementos de la serie del Be. En estas figuras
podemos notar que el maximo de s;(r) se encuentra en la misma regién que el segundo
méximo de D(r) y se puede entender debido a que los nimeros de ocupacién son més
diferentes de cero y de uno en esta region. Ademas, la parte en forma de hombro que tiene
la curva de s;(r) en la primera capa tiende a eliminarse a medida que aumenta la carga
nuclear, lo que refleja el hecho que los nimeros de ocupacion en esta regién tienden muy
rapidamente a cero y uno a medida que aumenta la carga nuclear en la serie isoelectrénica.
Ademas, a diferencia de la serie isoelectrénica del helio, en este caso el méximo de s;(r)
tiende a aumentar a medida que aumenta la carga nuclear. Este resultado se puede
interpretar como consecuencia en la diferencia del tipo de correlacion que presentan los

sistemas de 4 electrones con respecto a los de 2 electrones.

Posteriormente, nos interesamos en saber de que orbitales naturales provenian las may-
ores contribuciones a las entropias informacionales locales. Con este objetivo se graficaron

en la Figura 10.7 las contribuciones mds relevantes por orbitales, s¢ (r), de la entropia de
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Jaynes local, s;(r), para el atomo de Be, definido como

s2(r) = —dmrin; lnn x5 (r)x ;= (r). (10.8)

Como se observa en la figura la contribucién mas importante proviene del primer orbital
natural tipo p (p2) que corresponde con un orbital virtual de Hartree-Fock. Pero también
tiene contribuciones importantes de los orbitales naturales 2s y del segundo orbital natural
tipo p (p3). Una de las razones para explicar porque aparece la contribucién del orbital
natural p2 como la méas importante a la entropia de Jaynes local es la naturaleza no
dindmica de la correlacion presente en el Be. En sistemas de cuatro electrones aparece el
problema de degeneracién de los orbitales 2s y 2p que nos imposibilita poder describir el
estado basal del sistema de forma adecuada con un solo determinante, este problema se
le conoce como correlacion no dindamica al estar relacionada con la funcién de onda que
se utiliza y no con el hamiltoniano. En estos sistema de cuatro electrones a medida que
aumenta la carga nuclear en la serie isoelectrénica los niimeros de ocupacion no tienden
exactamente a cero y uno como en sistema no degenerados.

Ademsés, en la Figura 10.8 se graficaron la medida de idempotencia local, u(r) y la
entropia de Jaynes local, s;(r), donde se nota que ambas curvas tienen comportamiento
similares en la regién de valencia y tienden a cero cerca al nucleo. Para el caso de la
medida de idempotencia local tambien nos interesa saber de que orbitales provienen las
mayores contribuciones y asi se puede comparar con el caso de la entropia de Jaynes local.
Las contribuciones por orbitales naturales de la medida de idempotencial local, u°(r), para
el 4tomo de Be se observan en la Figura 10.9 (se incluyeron solamente las contribuciones

més importantes) definido como

u(r) = dmri(n; — nf)x; (r)x;* (r)- (10.9)

Como se observa en la figura las contribuciones mas importantes provienen de forma
muy similar de los orbitales naturales p2 y 2s que corresponde con un orbital ocupado

y virtual de Hartree-Fock. También aparece una pequena contribucién del orbital 1s.
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Figura 10.7: Valores de entropia de Jaynes local por orbital, 87 (r), para el d4tomo de Be.

Una de las razones para poder explicar porque aparece la contribucién de los orbitales p2
y 2s como las mas importantes y con contribuciones muy similares es la naturaleza no
dindmica de la correlacién presente en el Be como se analizé anteriormente para el caso

de las contribuciones por orbitales s%(r).
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Figura 10.9: Valores de la medida de idempotencia por orbital, u°(r), para el 4tomo de Be.
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Figura 10.10: Valores de D(r) y de s;(r) para el d4tomo de Ne.

Para el caso de la serie isoelectronica del Ne usamos una base 6s7p3d2flg. En las
Figuras 10.10, 10.11 y 10.12 se observan 3 elementos de la serie del Ne. Como se puede
apreciar, el segundo méximo de D(r) se encuentra en la misma regién que el méximo de
s;(r) y la parte en forma de hombro en la curva de s;(r) en la region de valencia tiende

a eliminarse a medida que aumenta la carga nuclear.

En la Figura 10.13 se graficaron las contribuciones més relevantes por orbitales, s? (r),
de la entropia de Jaynes local, s;(r), para el atomo de Ne de acuerdo a la ecuacién 10.8.
Como se observa en la figura las contribuciones mas importantes provienen del segundo
orbital natural tipo p (p3) y del primer orbital natural tipo d (d3 que corresponden con
orbitales virtuales de Hartree-Fock. Pero también tiene contribuciones importantes de
los orbitales naturales 2p y s3. Una de las razones para poder explicar porque aparece
la contribucién de los orbitales p3 y d3 esta vinculado a la definicion de entropia de
Jaynes donde la velocidad de decaimiento de esta expresion en funcion de los niimeros de
ocupacién son diferentes cerca de cero y de uno, dando un mayor peso cuando los nimeros

de ocupacion estan cerca de cero.
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Figura 10.11: Valores de D(r) y de s;(r) para el 4tomo de Na*?.
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Figura 10.12: Valores de D(r) y de s;(r) para el 4tomo de Mg™2.
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Figura 10.13: Valores de entropia de Jaynes local por orbital, 87 (r), para el 4tomo de Ne.

Ademés, en la Figura 10.14 se graficaron la medida de idempotencia local, u(r) y la
entropia de Jaynes local, s;(r), donde se nota que ambas curvas tienen comportamientos
similares en la regién de valencia y tienden a cero cerca al nicleo. En la Figura 10.15 se
graficaron las contribuciones mas importantes por orbitales de la medida de idempotencial
local, u°(r), para el dtomo de Ne de acuerdo a la ecuacién 10.9. Como se observa en la
figura la contribucién mas importante proviene del primer orbital natural tipo p (2p) que
corresponde con un orbital ocupado. También aparecen otras contribuciones importantes
como son la de los orbitales naturales p3, d3 y 2s. En este caso si esta claro el porque
tiene una gran contribucion del orbital 2p, primero porque es ocupado y ademaés debido
a la naturaleza dinamica de la correlacién presente en el Ne. La correlacion dinmica esta
relacionada directamente con el hamiltoniano del sistema y los niimeros de ocupacién en la
serie isoelectrénica cuando aumenta la carga nuclear tienden a cero y uno comportandose
de forma diferente a la serie isoelectrénica del Be.  También podemos comparar las
densidades de energfa de correlacién provenientes del funcional de Yasuda (DMFT), e}

(ver ecuacién 5.21) con el de Vosko (DFT), e/ definido en la referencia [103] como
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Figura 10.14: Valores de la medida de idempotencia, u(r), y de la entropia de Jaynes local, s;(r), para

el 4&tomo de Ne.
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Figura 10.15: Valores de la medida de idempotencia por orbital, u°(r), para el dtomo de Ne.
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Figura 10.16: Valores de la densidad de energia de correlacién usando el funcional de Yasuda y el de

Vosko y la densidad radial de carga D(r) para el 4tomo de Ne.

_Xb(?o) (m (z—mo)* | 2(b+ 2$0)tcm_12xci_ b) } (10.10)

donde x = r!/2 X (z) = 22 +bx+c, Q = (4c—b*)/%, A = 0.0621814, 2 = —0.409286, b =
13.0720, ¢ = 42.7198 y como se menciond anteriormente %mﬁ = %. En la Figura 10.16 se
graficaron estas dos curvas y la D(r). De donde podemos concluir que los comportamientos
de €Y, e vy D(r) son similares y difieren de los comportamientos de la entropia local

de Jaynes y de la medida local de idempotencia por tener grandes contribuciones cerca al

nucleo.
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Para analizar de que regiones provienen las contribuciones mas importantes a la en-

tropia de Jaynes, usamos la cantidad s;(r) como

si(r) = /Or s;(r")dr'. (10.11)

Esta cantidad tiene la propiedad que s;(r) = %2 y que dsgl'—ff) = %1. En la Figura 10.17

se observa que para el Ne, las contribuciones mas importantes comienzan en 0.3 donde
existe un cambio de pendiente que coincide donde se encuentra el minimo de la distribucion
radial de carga. De forma similar, para el Be (Figura 10.18) podemos notar que estas
contribuciones comienzan aproximadamente en 1.0, coincidiendo también con el minimo
de la distribucién radial de carga como Politzer y Parr establecieron [104]. Estos minimos
son buenas representaciones para distinguir entre las regiones de valencia y del “core”.
Para el Ne podemos observar un punto de inflexién alrededor de 0.5, mateméaticamente
esto significa que % = 0 y por la relacién antes vista esto corresponde a dsgl'—ff) =0,
es decir, donde la funcién s;(r) es un méaximo, si verificamos en la figura 10.10 podemos
observar que existe un maximo en esa region. Para el caso del Be ocurre de forma similar.

Estos resultados comprueban que las contribuciones mas importantes para la entropia
de Jaynes provienen de la regién de valencia tanto en la serie isoelectronica del Be como

en la del Ne, es decir la entropia de correlacion local describe solamente la correlaciéon de

la capa de valencia.
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Figura 10.18: Valores de s;(r) para el 4&tomo de Be.
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CAPITULO 11

Conclusiones

En el presente trabajo se logré un vinculo entre cantidades entrépicas y cantidades fisicas
de relevante importancia en la actualidad como es el problema de correlacién electrénica
y de incertidumbre en sistemas atomicos. Con el fin de entender con mayor claridad
los resultados obtenidos en el trabajo, presentamos una serie de conclusiones de forma

desglosada:

1. Se verific6 que para atomos hidrogenoides, en sus estados basales y excitados, las
dependencias de S, y S; con respecto a Z se cancelan al calcular la entropia total

(St - Sp + Sﬂ—)

2. Para la serie isoelectronica del helio se verificd, usando un modelo sencillo, que la
dependencia en 7Z de S; es debido a la interaccién entre electrones. También se
comprobd este resultado a nivel de correlacion cero (HF) con resultados altamente

correlacionados (CI).

3. Se ha proporcionado evidencia de que usando una expresién analitica para las densi-
dades con restricciones de cispide y asintéticas, para la entropia total, esta cantidad
puede ser considerada como una medida de correlacion electrénica para series iso-
electrénicas. Esto se logré al obtener una relacién para la entropia total en términos
de una diferencia logaritmica entre la primera energia de ionizacién experimental y

la energia de la ionizacién del &tomo hidrogenoide correspondiente.
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10.

11.

. Se obtuvo una expresién analitica de la entropfa total en términos de (1/Z) para

grandes valores de Z en series isoelectrénicas usando el desarrollo en 1/Z para la

energia total no relativista.

. Se comprobd numéricamente que la dependencia en Z de la entropia informacional

total para sistemas de méas de un electrén tiene una forma del tipo (1/2)", donde n
depende del método usado en cada serie isoelectronica y para distintas series depende
del nimero de electrones y que este desarrollo esta vinculado directamente a la

expansién de 1/Z de la entropia total.

. Se presentd una expresion para la entropia total en atomos neutros, dependiente de

la energia de ionizacién y del nimero atémico, que reproduce el comportamiento

periddico de esta cantidad.

Al utilizar el modelo con restricciones de ctispide y asintoticas para la entropia total,
los resultados concuerdan de forma cualitativa con aquéllos obtenidos por calculos

de CI y HF.

. En el limite de valores grandes de N, el prototipo atémico propuesto para S; en el

presente trabajo, es similar al de Thomas-Fermi reportado por Gadre [16].

. Se analizdé numéricamente la relacién existente entre la energia de correlacion y las

medidas de correlacion informaticas para series isoelectrénicas y atomos neutros,
demostrandose que estas medidas proporcionan una buena aproximacion para la co-

rrelacion electronica incluida en el sistema.

Basado en la energia de correlaciéon de Gell-Mann-Brueckner, que nos brinda una
conexién entre la entropia informacional y la correlacion electronica, se obtuvo una
descripcion cualitativa para los valores experimentales de la energia de correlacion.
Ademsds se obtuvieron valores cuantitativamente adecuados al usar las correcciones

SIC y anti||.

Se demostré que existen relaciones de incertidumbre que contienen las densidades de

2- electrones, las cuales pueden ser verificadas numericamente y se puede generalizar
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a densidades de k- electrones.

12. Se demostrd que existen vinculos entre la entropia total con la entropia que proviene

de la funcién de Wigner en el espacio de fase.

13. Se mostr6é que la entropia de correlacién local (entropia local de Jaynes) es més
sensible a la correlacién de la capa de valencia, a diferencia de las densidades de la
energia de correlacién que provienen de los funcionales de Yasuda y VWN;, los cuales
tienen contribuciones de todas las regiones. Ademas, se mostrd que la entropia de
correlacién local tiene un comportamiento similar a la distribucion radial de carga

en la regién de valencia.

14. La medida de idempotencia local tiene un comportamiento similar a la entropia de

correlacién local y ambas tienen mayor contribucion en la region de valencia.

15. En las series isoelectrénicas del He y Ne, cuando crece la carga nuclear, la entropia
de correlacién (entropia de Jaynes) y la medida de idempotencia tienden a cero a
medida que aumenta la carga nuclear, mientras que la energia de correlaciéon tiende

a un valor finito.

16. Usando s;(r) se pudo encontrar el radio r,, para el cual las contribuciones a la
entropia de Jaynes local no son despreciables. Este radio corresponde a la regién
donde D(r) es un minimo. Este minimo, también, ha sido usado por Politzer y Parr

[104] para separar el a&tomo en regiones del “core” y de valencia.

Con estas conclusiones podemos comentar que en el presente trabajo se estudiaron las
entropias informacionales en su forma discreta y continua, para sistemas atomicos y se
analizaron sus vinculos con cantidades importantes en Quimica Cuantica como la energia

de correlacion y las relaciones de incertidumbre en sistemas atémicos.
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Perspectivas futuras

. Estudiar la entropia total para moléculas pequenas, en particular, moléculas diato-
micas homonucleares planteando un modelo asintéico y de cuspide adecuado. Este
tipo de modelo nos permitiria encontrar las dependencias de la entropia en funcién

de los parametros del sistema.

. Estudiar las entropias de 2-electrones usando las formas correlacionadas de recons-
truccion para las densidades de 2-electrones en funcién de los orbitales naturales y los

numeros de ocupacién y compararlo con los resultados provenientes de Hartree-Fock.

. Generalizar las relaciones de incertidumbre a densidades de k- electrones para estu-

diar problemas mas complejos.

. Calcular funciones de distribuciones de cuasiprobabilidades, en particular, la funciéon

de Wigner y comparar sus valores con las desigualdades propuestas.

. Aplicar el estudio entrépico al dtomo de Hooke que constituye un sistema adecuado

para estudiar problemas de correlacion.
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Apéndice A

Expresiones analiticas para la serie

isoelectronica del helio.

Para el andlisis de la serie isoelectrénica del helio se usé la funcién de onda modelo:
U(ry, ) = C}V/Z(Zl, Zy) (e A1mem22r2 4 om 2o A (A.1)

donde la constante de normalizacién Cn(Z1, Zy) es:

1

47 327 .
47T((2zlzg)3 + (Zl+Zg)6>

Cn(Zy,Zy) = (A.2)

A partir de la ecuacién A.1 podemos obtener la densidad de carga en el espacio de

posicion:

A3
Z T Y atay (4.3)

2me~24m Qre2%m 3oe~(ZitZa)n
p(r1) = Cn(Z1, Z2) (
y usando la transformada de Dirac-Fourier en la ecuacién A.1 podemos obtener la
funcién de onda en el espacio de momentos y posteriormente podemos calcular la densidad

en el espacio de momentos:

(py) = Cor(Zy, Zo) uZi T
pl - M 17 2 32(212+p%>4223

7T222 i WleQ
32(Z3 +pi)* 27 2(Z% + pR)*(Z3 + p)H(Ze + Z1)% )
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donde la constante de normalizacién para el espacio de momentos Cy(Zy, Zs) es:

1

Cu(Zy, Zs) = (A.5)

2 1
27T3((32)(21Z2)3 + 8(Zl+Z2)6>

Usando la funcién de onda A.1 podemos obtener el valor esperado del hamiltoniano

que corresponde con la energia:

7T2

E(Zh ZQ) = CN(Zh 22)2323
142

Ex, (A.6)

donde Ey es:

BI3ZIZE + Z2)

Eny=(Z3+ Z3) = 22(Zy + Z) —

(Zl + Z2>6
437373 B7373(27
(Z1 + Zs) (Z1+ 2s)
B+ R%)  (Z+2) | WAL (A7)

(Z1 + Z5)3 (Z1+ 22)*  (Z1+ Zy)°
Si minimizamos la expresién de la energia con respecto a Z; y Zs podemos obtener

estos valores para todos los elementos de la serie isolectrénica del He (ver Tabla A.1).
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Tabla A.1: Valores de Z; y Z> optimizados usando la expresién de la energia:

7 A Zs A Z Zo

2 11885  2.1832 16 14.2763 17.0987
3 2.0790  3.2949 17 15.2327 18.1423
4 29847  4.3897 18 16.1904 19.1846
5 3.9013 5.4734 19 17.1492 20.2258
6 4.8257  6.5491 20 18.1091 21.2659
7  5.7561  7.6187 21 19.0700 22.3050
8 6.6914  8.6835 22 20.0318 23.3432
9 7.6306 9.7443 23 20.9945 24.3805
10 85731 10.8018 24 21.9580 25.4170
11 9.5184 11.8565 25 22.9222  26.4528
12 10.4661 12.9088 26 23.8871 27.4878
13 11.4160 13.9589 27 24.8528 28.5222
14 12.3678 15.0072 28 25.8190 29.5560
15 13.3213 16.0537 29 26.7859 30.5891

30 27.7533 31.6217
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Apéndice B
Analisis de la densidad asintotica.

Existen varios estudios en el espacio de posicion donde se analiza el desarrollo asintotico
de la densidad de carga. Entre ellos estan los realizados por M. Hoffmann-Ostenhof and
T. Hoffmann-Ostenhof [55] y por Katriel and Davidson [54]. Dentro de estos estudios el

comportamiento asintético de p(r) a grandes valores de r tiene la forma:

p(r) ~ Ar?P exp(—2ar), (B.1)

donde 3 depende de la carga nuclear Z y del nimero de electrones N, « estd relacionado

al primer potencial de ionizacion I;:

Z—N+1
p=

a = (20)Y2 (B.2)

Existe en la literatura un andlisis obtenido por Almbladh y von Barth [105] donde

encuentran un expresion de la forma:

p(r) ~ A(1 + % + 7% + ) exp(—2ar), (B.3)

en este caso, los coeficientes tienen dependencias muy complejas (a,b,... dependen de la

polarizabilidad y de términos angulares entre otras dependencias) que para un fin practico
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es dificil trabajar con este tipo de expansion. Por esta razon, en nuestro desarrollo se uso la
expresiéon obtenida por M. Hoffmann-Ostenhof and T. Hoffmann-Ostenhof (ver ecuacién
B.1) sin prefactor.

En el presente trabajo se uso el andlisis asintético de la densidad como un modelo
para todo el espacio. Esto implica que estd densidad modelo debe cumplir con cier-
tas propiedades para la densidad, primero debe normalizar al nimero de electrones del
sistema, que se puede imponer con una constante de normalizacién adecuada. La otra
propiedad debe ser la monotonicidad. Aunque no existe una demostracion analitica para
confirmar que la densidad debe ser monoténicamente decreciente en todo el espacio, si
se han realizado muchos estudios numéricos donde se verifica esta afirmacién [55]. Si se
usa la forma asintética obtenida por Hoffmann-Ostenhof et al. (monétona decreciente se
puede obtener que:

P (r) = r?P exp(—2ar)(—2a + ?), (B.4)

la condicién de monotonicidad, p’ < 0), cumple con esta propiedad de forma condicional,
cuando (—2a + %) < 0. Como sabemos, [; es siempre positiva y si # < 0 entonces
la densidad es monodtona en todo el espacio, pero en atomos neutros donde 3 = i —1
esta condicién implica que I; > 1/2 la cual se cumple solamente para los dtomos H, He,
N, O, F, Ne, Ar y Kr. Para el resto de los dtomos neutros, I; < 1/2, este modelo de
densidad asintética serfa no mondtona. Ahora examinaremos esta condicién considerando
una relacion con r, donde la monotonicidad requiere que:
p

5P B.5
r>Z (5.5)

y si # < 0, la condiciéon se cumple siempre y serd monétona en todo r. Si 3 > 0 la
densidad sera mondtona solamente a partir de cierto » dado. pero no seria mondétona en
todo el espacio como debe cumplir una densidad modelo.

En el trabajo de Morrell et al. [54], se utiliza un anélisis mucho més sencillo y obtienen
una forma asintética para la densidad. Este analisis esta contenido en el desarrollo de M.

Hoffmann-Ostenhof and T. Hoffmann-Ostenhof (ver ecuacién B.1) pero sin el prefactor

115



r?8. De acuerdo a nuestro andlisis, si queremos usar una densidad modelo que cumpla
con las propiedades examinadas anteriormente, se debe usar la siguiente expresién [54]

que no presenta problemas con la monotonicidad:

p(r) ~ Aexp(—2ar). (B.6)

Si usdramos la forma asintética de la densidad obtenida por von Barth et al. [105] para

un analisis de monotonicidad, se obtendria que:

P (r) = r?P exp(—2ar)(—2a + %(ﬁ —ar)) + O(T%) < 0. (B.7)

Como se observa, la monotonicidad depende del valor de a y § y esto complicaria el
analisis.

Para el caso de series isoelectrénicas, se puede usar la forma de la ecuacion B.1 pero
se debe analizar cada miembro de la serie de forma particular para verificar que la forma
asintotica de la densidad usando el factor preexponencial no afecte la monotonicidad. Por
esta razén, se podria usar la forma simplificada de Morrell como una aproximacion de la
ecuacion B.1 para Z suficientemente grande, es decir, se puede reescribir la forma de la
densidad como:

((Irel)1/2_1>

p(r) ~r exp(—2ar), (B.8)

donde I" se define en el texto del trabajo y tiende a 1 para valores grandes de Z, llevando
el término preexponencial a r° = 1. Entonces, considerando grandes valores de Z el primer
término de la expresién anterior se podria omitir sin perder generalidad (al menos para
grandes valores de 7Z) y llegarfamos a la expresién de Morrell. Esta expresion es usada en
el desarrollo de la tesis para obtener formas analiticas para las entropias tanto en series

isoelectrénicas como para atomos neutros.
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Apéndice C

Demostracion de la relacion de
incertidumbre informacional para las

densidades de 1-electron

Dentro de la teoria de la informacién, se acostumbra a usar un concepto maés general
de entropia que se define como entropia relativa [13] dada en la ecuacién 2.14. Para las
densidades de probabilidades p(r)y f(r) normalizadas a la unidad la ecuacién 2.14 se

puede reescribir como:

S(p, f) = / p(r) In %dr. (C.1)

La entropia relativa se considera una medida de la desviacién de la densidad p(r) con
respecto a la densidad de referencia f(r) y tiene la propiedad de que es no-negativa (ver

teorema después de la ecuacion 2.14) [13], es decir,
S, f) = 0. (C.2)

En todo el desarrollo, se usaron densidades de 1-electron normalizadas a la unidad. Se

defini6 la entropia informacional de orden N que corresponde a la entropia que usa las
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funciones de ondas:
/ W2(1, .., N) InW(L, .., N)drdrs...dry. (C.3)
Por la definicion de p, la entropia informacional de 1-electréon puede escribirse como
= —N/\If2 N)1Inp“(ry)dridrs...dry, (C.4)
y por la indistinguibilidad de los electrones se puede escribir:

/\IIZ N)Inp"(ry)dridrs...dry = /\IIZ o N)Inp"(ry)dridrs...dry, (C.5)

y encontramos que:

- / U(1,..., N)In(p(ry)p"(rs)...p"(rn)) dridry...dry.

Tomando la diferencia y usando la ecuacién C.2 tenemos:

w2(1, ., N)
pe(ry)...p"(rN)

S — Sy = /xp?(L N)In drydrs...dry > 0. (C.6)

Hemos obtenido que S, > Sy y cuando realizamos el mismo procedimiento para la entropia

informacional de 1-electrén en el espacio de momentos, S, > S’g, encontramos la ecuacion

que queremos demostrar:
S48, > Sy + S5 >3N(1 +Inm), (C.7)
obteniéndose un limite inferior para la suma de las entropias informacionales de 1-electrén

en el espacio de posicién y momentos. Este resultado fue publicado por Gadre et al. [15]

con las densidades normalizadas al numero de electrones del sistema.
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Es importante mencionar que la relacion de la ecuacién C.2 se llama la desigualdad
fundamental de la teoria de la informacién. Esta relacién puede ser usada para comprender
las consecuencias que puede traer el uso de densidades promediadas esféricamente (usadas
por facilitar los calculos) donde el costo se refleja en un aumento en la incertidumbre del
sistema, es decir un aumento de la entropia. Para analizar este comentario se uso la
ecuaciéon C.2 con densidades normalizadas a la unidad y se consideré que p(r) = p(r) y
f(r) = p(r), donde p(r) es el promedio esférico de la densidad de carga y se obtuvo:

p(r)

S(p,p) = /p(r) In %dr > 0. (C.8)

De esta ecuacion se puede deducir que:

donde S5 es la entropia usando el promedio esférico de la densidad de 1-electrén. La
relacién anterior verifica la afirmacién dada en el parrafo previo. Gadre et al. [15] y Ho et
al. [3] han mostrado numéricamente este resultado. Si en la ecuacién C.8 intercambiamos

para obtener S(p, p) la relacién que se obtiene no es igual a la obtenida en la ecuacién

C.9.
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Apéndice D
Desarrollo 1/Z para la energia total

La teoria convencional del desarrollo en 1/Z comienza con la ecuacién de Schrodinger
no-relativista para muchos electrones. Dentro del método general de la teoria de pertur-
baciones de Rayleigh-Schrodinger, si se considera la nueva variable p; = Zr; es posible
usar la repulsién interelectrénica como una perturbacién y 1/Z como un pardmetro per-

turbativo [107, 108]. Entonces, el hamiltoniano toma la forma:

_ no= 1 1 =
H=2" Y hi)+ =Y. —| =Z°H. (D.1)
i=1 Z i<y Pij
Analizando la energia podemos considerar que:
L= 1 1 ,
Sh(i)+=> — | =EY, (D.2)
i=1 735 pij

donde la suma es por todos los electrones en el dtomo, E(z) es el hamiltoniano del atomo
hidrogenoide y el autovalor es E' = E/Z? | donde E es el autovalor de la ecuacién de
Schrédinger. El inverso de la carga nuclear 1/Z parece ser el pardmetro perturbativo
natural y la teoria perturbativa proporciona la funcién de onda y las energias para toda
la serie isoelectrénica de dtomos (iones) con el mismo N, pero diferente Z. Usando el
desarrollo de la energia del estado basal no relativista E(Z, N) para un ion atémico con

carga nuclear Z y N electrones se obtiene [76, 109]:
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E(N,Z) = 72 (D.3)

i&“j(N)Z_j

El desarrollo en 1/Z se puede usar para realizar calculos de estructura atémica y hacer
predicciones cuantitativas de algunas propiedades [76, 110]. Para relacionar la ecuacién
general del desarrollo D.3 y la teoria de los funcionales de la densidad [111] de Thomas-
Fermi, March y White [112] notaron que para obtener la energia no relativista de Thomas-
Fermi desde la ecuacion general del desarrollo, el comportamiento asintético de los coefi-

cientes ¢; para grandes nimeros de electrones N debe tomar la forma [113]:

gj(N) ~ A;NTT/3, (D.4)

Este resultado fue confirmado por Tal y Levy [114] donde obtuvieron valores numéricos
para A1— A4 . Plindov y Dmitrieva [115] obtuvieron una expresién analitica cerrada para
Al 'y A2. A; fue determinado con una buena aproximacién en el limite de grandes j por

:3+a

Senatore y March [116] como la forma A/j*T* | donde a = 1/3 y obtuvieron una buena

aproximacién para A . Entonces la ecuacién D.3 puede ser obtenida para grandes valores

de N dentro de la teoria de Thomas -Fermi como:

Er(Z,N) = 273 o(N/2), (D.5)

donde f,(z) depende de la solucién numérica de la ecuacién no lineal de Thomas -Fermi
para iones atémicos. Este resultado fue dado para atomos neutros por Milne y para iones
atémicos positivos por Hulthen [113]. Si usamos la expansién natural para ¢; [111] escrita

CcOomo:

gj(N) = A;NTT3 4 BiNT 4+ C;NI~V3 4 (D.6)

ademds consideramos €;(N)/Z7 y sumamos sobre j formalmente llegamos a la siguiente

ecuacion:

Erpp(Z,N) = Z"3fo(N/Z) + Z*f,(N/Z) + Z°/3 f3(N)Z) + ... (D.7)
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Aunque la validez de la ecuacion anterior no ha sido estrictamente probada, no se conocen
evidencias que demuestren lo contrario. Los términos de esta ecuacion han sido interpre-
tados fisicamente. Para dtomos neutros N = Z [117], Scott obtuvo el segundo término
al incluir la correccion de frontera debido a la rapida variacién de la densidad cerca del
nicleo, el tercer término fue visto como la energia de intercambio de Dirac-Slater [118].
Entonces dentro de esta aproximacién para atomos neutros (N = Z) la ecuacién D.3 tiene

la forma:

E(Z,7Z) = —0.7687Z"3 + 0.52% — 0.226Z°/3. (D.8)

También, algunos autores han usado desarrollos en Z para estudiar otras cantidades, un
ejemplo es la energia de correlacién. March y Wind [98] obtuvieron un resultado aproxi-
mado donde la energia de correlaciéon de dtomos neutros es aproximadamente proporcional
a Z, mientras que Kais y colaboradores usando la teoria del escalamiento dimensional ob-
tuvieron una dependencia de Z*/3 a grandes valores de Z [119]. Desafortunadamente
la expresion general del desarrollo de carga es completamente no-relativista y los iones
mas pesados de interés estan dominados por efectos relativistas. Ademas no es posible
hacer una reduccién relativista muy limpia desde esta expansién. Los coeficientes de la
expansion de la ecuacién D.3 ahora dependen de Za donde « es la constante de estructura
fina. Sin embargo, es posible hacer algunas conjeturas fisicamente razonables de la ma-
nera en cémo los efectos relativistas modifican la prediccion de la teoria de la expansién
de carga [120, 121].

Unos de los primeros trabajos en el desarrollo de este método fue realizado por Hylleraas
[122] donde se obtuvo por primera vez una expresién de la energia total y de la energia
de ionizacién en un desarrollo en 1/Z para la serie isoelectrénica del helio. La expresién

para la energia de ionizacion toma la forma:

1 5 1 1
I==-(2?-27+0.31488 — 0.01752— + 0. 4—). D.
2( 1 + 88 0075Z+0005822 (D.9)

Usando la ecuacién anterior podemos obtener valores de energia de ionizaciéon muy cer-

canos a los experimentales para esta serie isoelectréonica. También se realizaron muchos
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otros trabajos usando este desarrollo aplicados a otros sistemas atémicos [95]. Estas ex-
pansiones para la energia de ionizacién son muy utiles en nuestro trabajo, ya que las
cantidades informacionales, dentro del modelo que usamos, son funciones de la energia de

ionizacion.
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