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Introduccion

Una de las preguntas clésicas en la teoria de modelos aplicada al dlgebra es ; cudn-
do una clase de modelos es axiomatizable (o finitamente axiomatizable)? es decir,
(podemos caracterizar, por ejemplo una clase de médulos como aquellos médulos
que satisfacen un conjunto de axiomas expresados en un lenguaje de primer orden?

En esta tesis se pretende efectuar esta investigacién en ciertas clases de médu-
los: planos, proyectivos e inyectivos, pero principalmente recopilar los resultados
fundamentales que nos permiten establecer que ciertas clases de estructuras son axio-
matizables y ejemplificar su uso para algunas clases de médulos. Se espera que esto
facilite la tarea de axiomatizar estas clases de médulos poco estudiadas hasta ahora.

Nuestra herramienta bdsica serd el uso de productos directos, ultraproductos y/o
equivalencia elemental.

También recurrimos al Teorema de Baur-Monk sobre reduccién de cuantifi-
cadores en la teoria de médulos, y al Teorema de Keisler-Shelah que relaciona los
conceptos de equivalencia elemental e isomorfismo.

Encontramos condiciones necesarias y suficientes para que ciertas clases de mo-
dulos sean finitamente axiomatizables, por ejemplo que el anillo que actia sobre ¢l
grupo sea artiniano o netheriano,etc. En ocasiones, estas condiciones se expresan
mediante propiedades de los funtores Tor y Ext.

Una figura importante de la tesis es el capitulo dedicado al Teorema de Keisler-
Shelah, donde se presenta una demostracion sin utilizar la hipétesis generalizada del
continuo, debida a Shelah.

Para poder trabajar con las clases de médulos mencionadas presentamos las
definiciones y propiedades bdsicas de las mismas y diversas caracterizaciones. Al
final aparece una amplia bibliografia que involucra diversas fuentes fundamentales
para nuestra investigacion.



2 INTRODUCCION

La tesis est4 estructurada de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se dan las
definiciones de los médulos, junto con algunas propiedades que son de gran utilidad
en el desarrollo del trabajo. También se proporcionan definiciones y resultados de
teorfa de modelos, algunos de gran importancia como el Teorema de compacidad y
el Teorema de Los.

En el Capitulo 2 se demuestra el teorema de Keisler-Shelah sin suponer la hipSte-
sis generalizada del continuo.

En el siguiente capitulo se muestra la equivalencia elemental entre la suma y el
producto de médulos y el importante Teorema de Baur-Monk para lo que requerimos
un tratamiento preliminar de ultrafiltros.

En el Capitulo 4 se muestran equivalencias entre diferentes clases de médulos,
asi como relaciones entre ser axiomatizable y el anillo sobre el que estd definido el
modulo.

En el Capitulo 5, se hace un andlisis similar al Capitulo 4, pero ahora para las
clases finitamente axiomatizables. En este capitulo se define la dimensién de Krull y
la dimensién dual de Krull, que miden qué tanto se aparta un médulo de ser artiniano
o noetheriano, respectivamente.

En esta tesis se considera a R como un anillo asociativo fijo con identidad; de
lo contrario se dird explicitamente. Por un médulo se entenderd un médulo izquierdo.

Trabajaremos en un lenguaje de primer orden, en donde las Gnicas constantes
16gicas son el simbolo de igualdad =, una constante llamada cero 0, y los siguientes
simbolos de funcién : una funcién binaria f y para cada r € R una 1-funcién g,. Se
escribe = + y en lugar de f(z,y) y r - z en lugar de g.(z); de acuerdo a la defini-
cion anterior el lenguaje representa a la estructura de los R-médulos izquierdos por lo
cual lo llamaremos el lenguaje de los R-médulos (izquierdos) y se denotard por L(R).

En esta tesis presentamos resultados que se encuentran dispersos en la literatura,
a Jos cuales se les da orden y una estructura para una mejor comprension. Ademas en
esta tesis es fundamental la teorfa de modelos. Como se apreciar4, esta herramienta
nos permite obtener una comprension muy profunda de los conceptos involucrados.
En el mismo sentido podemos referirnos a los ultraproductos que se destacan como
un aparato imprescindible para el algebrista.




CAPITULO 1
Preliminares

En esta tesis se considera a R como un anillo asociativo fijo con identidad; de
lo contrario se dird explicitamente. Por un médulo se entender4 un médulo izquierdo.

Trabajaremos en un lenguaje de primer orden, en donde las dnicas constantes
l6gicas son el simbolo de igualdad =, una constante llamada cero 0, y los siguientes
simbolos de funcién : una funcién binaria f y para cada r € R una 1-funcién g,. Se
escribe z + y en lugar de f(z,y) y r - z en lugar de g.(z); de acuerdo a la defini-
ci6n anterior el lenguaje representa a la estructura de los R-médulos izquierdos por 1o
cual lo llamaremos el lenguaje de los R-mddulos (izquierdos) y se denotara por L(R).

A continuacién se mencionardn algunas definiciones y resultados bdsicos sobre
la teoria de modelos.

1. Definiciones preliminares

Definicion 1. Si ¢y, ..., @, son férmulas, entonces denotamos

n n
Nei=orA . Aeny Voi=o1 V...V,

i=1 i=1

Definicién 2. Sea @ un conjunto de L(R)-férmulas, entonces denotamos

Modppye) = {«A : Aes unaL-estructuray 2% = @}

Definicién 3. Sea S un conjunto no vacio. Un filtro sobre S es una coleccién F
de subconjuntos de S que cumple las siguientes condiciones :

(D-SeFybg¢F

2)- SiX,Y € Fentonces XNY € F.

3)-SiXeFyXCY CSentoncesY € F.

Definicién 4. Sea G un conjunto no vacio. Decimos que G tiene la propiedad de
la intersecci6n finita (pi f) si para todo subconjunto finito H de G, N1 H # 0.

Lema 5. Sea G # 0 una coleccién de subconjuntos de S tal que G tiene la pif.
Entonces hay un filtro F sobre S tal que G C F.

3



4 1. PRELIMINARES

Demostracién. Sea F la coleccién de subconjuntos X de S con la propiedad de
que hay un subconjunto finito de G, digamos { X1, ..., Xa}otalque XhN...NX, C
X. Obviamente S € F; ademds, § ¢ F pues G tiene la pif. Para la segunda
condicién tomemos X, Y tales que para algunos conjuntos X1, ..., Xp, Y1,..., ¥ €
Gsetene X1N...NX, CXy¥in...nY, CY;entonces X;N...NX,NY1 N
...NY,, C XNnY,yporlotanto X NY € F. Latercera condicién en la definicién
de filtro es clara. Asi que F es un filtro.

O

Definicién 6. Un filtro & sobre S es un ultrafiltro siparacada X C 5, X € U o
S — X € U, que es equivalente a decir que U es un filtro C-maximal.

Teorema 7. (Tarski). Sea S un conjunto no vacio. Todo filtro sobre S puede
extenderse a un ultrafiltro.

Demostracién. Sean Fy un filtro sobre S y P el conjunto de todos los filtros F
sobre S tales que Fy C F. Considere el orden parcial C en P. Claramente P no es
vacio y siC es una cadena en P, entonces {JC es un filtro sobre S, de manera que U C
es una cota superior de C que pertenece a P. El Lema de Zorn asegura que existe un
elemento maximal I/ en P y U es un ultrafiltro por la definicién anterior. O

Definicién 8. Sea {A; | ¢ € /} una familia de conjuntos; definimos ¢! producto
directo de {4; | i € I}, denotado [];c; A;, como €l siguiente conjunto de funciones:

Iler Ai = {a: I = Ui Ai | ad) € Ai}.

Ahora ya estamos en condiciones de definir el producto directo de una familia
de L(R)-estructuras.

Definicién 9. Sea {%; | ¢ € I} una familia de R-m6dulos. Definimos el producto
directo [];c; & como el siguiente R-médulo B :

(1).- El universo de ‘B es universo(B) = [1;c; universo(2;).

(2).- Paralaconstante 0,0% : I — ;s universo(2;) y cumple con 0B (i) = 0%.

(3).- Paracada simbolo de funcién binario y cada pareja (ag, a;) € (universo(B))2,

F2(aq,a1) = bsiys6losib(i) = fA(ag(i), a1(%)).
(4).- Paracada simbolo de funcién unariog,, r € Ryparatodoa € universo(B),
9. 2(a) = bsiy s6losi b(i) = g™(a(i)).

Nuestra intencién ahora es definir el ultraproducto de una familia de L(R)-

estructuras.

Definici6én 10. Sean {%; | ¢ € I} una familia de L(R)-estructuras, B = [[;c; 2,
¢(@) una L(R)-férmula con @ una n-ada de elementos de universo(B). Definimos
el valor booleano de (&), denotado || ¢(&) ||, como:

I w(@) lI={i € I'| % = o(@(@)}-

Tenemos las siguientes propiedades del valor booleano.




1. DEFINICIONES PRELIMINARES S

Proposicién 11. Sean ¢(Z) y ¥(Z) dos L(R)-férmulas y @ una n-ada de elementos
de [I;er 2. Entonces

(D) |I~p(@) = I\ [fp(@ll.
()= llp(@) A (@)l = lle(@l N[l (@)]l-
3)- llp(@) v $(@)] = lle(@] U lln(@)]].

(4).- Paratoda (n—1)-ada de elementos de [T;c; 2 y toda b € [T;c; 2, se cumple
le(5, )1l € 1320(z, 3|
(5).- Existe b € [T;c; i tal que ||o(b, 3)|| = ||3ze(z, B)|}.

Demostracion. Las afirmaciones (1) a (4) son consecuencia directa de la defini-
cién. Vamos a demostrar (5), para lo cual basta mostrar que hay un & € [];c; 2 tal
que {je(d, @)| 2 {|Fzp(z, d)|l.

Paracadat € ||3zp(z, @)|| existe ¢; tal que A; = ¢(c;, @(%)). Mediante el axioma
de eleccién tomamos un elemento b € [T;c; 2, tal que si ¢ € ||Fzp(z, @)||, se cumple
b(3) = ci; ysij € I'\ ||3ze(z,d)l], b(j) es cualquier elemento de ;.

Seai € ||3zp(z, @), esdecir, A = Izp(z, d(7)). Porlaeleccidn de b(7) tenemos
A; = @(b(1), @(4)). Por lo tanto, ¢ € ||p(b, &)]|-

a

La construccién de un ultraproducto se hace mediante una relacién de equiva-
lencia que se define a continuacidn.

Definicién 12. Sean I un conjunto no vacio y F un filtro sobre I. Definimos
la relacién de equivalencia ~ sobre universo([T;c; %) como a ~ b si y sélo si
le=0blle F

La clase de equivalencia de a, médulo un filtro F se denota como a/F.
Mediante la relacion de equivalencia definida y el producto directo de R-mddulos,
se introduce una nueva estructura.

Definicién 13. Sean {%; | 1 € I} una familia de R-médulos, F un filtro y
B = [Tic; %. Definimos el producto reducido [T;c; 2i/F como la siguiente estruc-
tura

(1).- universo(i) = {a/F | a € universo(*B)}.

(2).- Para el simbolo de constante 0, 0% = 0%/ F.

(3).- Paracadasfmbolo de funcién binario f y cadapareja (ag, a1) € universo(il)?,

fu(ao/}-) al/ﬂ =f%(a'07 0,1)/.7'-.
(4).- Para cada simbolo de funcién unario g, y para todo a € universo(il),
9:*(a/F) = g:>(a)/ F.

Si U es un ultrafiltro entonces la estructura [];c; %i/U es el ultraproducto de
{%; | i € I} médulo U.

Si tenemos %; = A para toda i € I, entonces [],c; %A/ F es la potencia reducida
de 2 o la ultrapotencia si F es un ultrafiltro.



6 1. PRELIMINARES

Un ejemplo m4s en donde existe una estructura y en donde podemos definir una
relacién es en los hiperreales, y se hace de la siguiente manera:

Definicién 14. Sean N el conjunto de los nimeros naturales y 7 un ultrafiltro
libre de N. Considera a R" con la siguiente relacién de equivalencia:

(Zn) ~ (yn) siz, = yn Vn € A € nconestarelacién y R" se tiene lo siguiente:
R"/ ~= hiperreales.

Definicién 15. Una clase de L(R)-estructuras C es cerrada respecto a ultrapro-
ductos si todo ultraproducto, [;c; /U, de una familia de L(R)-estructuras &; € C
pertenece a C. ’

Definicién 16. Sean ® un conjunto de férmulas y ¢ una férmula
® |= o significa que para toda L(R)-estructura 2,

si 2 = @ entonces A = .

Si @ k& ¢, decimos que ® implica 16gicamente a ¢ o también. que  es conse-
cuencia légica de ®.

Mediante ®F se denota al conjunto de todas las consecuencias l6gicas de ®, es
decir,
®F = {p | p es LR)-férmulay ® k= ¢}, la cerradura deductiva de ® ( en L(R)).
Un conjunto & de enunciados es deductivamente cerrado si F = @.

Definicién 17. Una L(R)-teorfa T es un conjunto de L(R)-enunciados consistente
y deductivamente cerrado. La cardinalidad se define como la cardinalidad de L(R)
y lo denotamos |T|.

Definicién 18. Sea € una clase de L(R)-estructuras, la L(R)-teoria de C o la teorfa
de € es el conjunto Teo(C) de todos los L(R)-enunciados que son ciertos en todas las
estructuras de C, es decir:

Teo(C)= {¢ | v es L(R)-férmula y para toda L(R)-estructura A € A, A |= ¢}

2. Resultados basicos en teoria de modelos

En esta seccién presentamos algunos resultados fundamentales de la teoria de
modelos que utilizamos con frecuencia.

Teorema 19 (Los). Sean {%; | i € I } una familia de L(R)-estructuras, U un ul-
trafiltro sobre I y @ una n-ada de elementos del universo([l;c; %; /U). Entonces




2. RESULTADOS BASICOS EN TEOR{A DE MODELOS 7
Mier /U k= 9(@/U) si y s6lo si (@) € U

Demostracién. Sea i = [];, 2 /U. La prueba es por induccién sobre la cons-
truccidén de las férmulas. Sea B = [[;; 2.

(1)  es una férmula atémica.
o o =1t; = Iy, cOnty y ty términos.

U= (= ta)a/U) & tla/U] = tfla/u
& t2[d@)/U = t2[a@)/U (porel Lema 11)
& 17(a) ~ 7 (a)
& [|t(a) = (@) € U.

e ¢ = R(ty,...,t,). Es andlogo al caso anterior.
(2) Paso inductivo.
* =Y.

U= pla/u] & U pla/u]

& |[v@)| ¢ U (por hipétesis de induccién)
s I\ ||y@)|elU (pues Y es ultrafiltro)
& ||-y@)) e (por la Proposicién 11)
< [le(@)]l e u.

e p=YAx.

U= pla/u] & U = yla/u] y U = x(a/U]
< |l9@)l| eUyl|x(@)) €ed  (por hipétesis de induccidn)

< @l nlix@l eu (pues U es filtro)
< lWAx)@)| el (por la Proposici6n 11)
& llo(@) e U.

o ¢ = 3zy(z, 7).
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U pla/U] & U = (bj/U,d/U)  paraalguna b € universo(]] %)

i€l
& lp((,a)| el para alguna b € universo(J] %)
il
& ||3zy(z, @)l e U (por la Proposicién 11)

& llp@l e U.
g

Teorema 20 (Compacidad). Sea M un conjunto de L(R)-enunciados. Entonces
M tiene un modelo si y s6lo si todo subconjunto finito de M tiene un modelo.

Demostracién. =) Como M tiene un modelo 4, entonces A es modeio de
cualquier subconjunto de M, en particular, A es modelo de cualquier subconjun-
to finito de M.

<=) Supongamos que todo subconjunto finito N C M tiene un modelo, digamos
Ay. Sea] = {N C M | N es finito}. Vamos a construir un ultrafiltro U/ tal que
para toda ¢ € M se cumpla [];c; %:;/U = ; de esta manera el ultraproducto serd
modelo de todo M. Utilizando el teorema de Los, basta construir un ultrafiltro ¢/ tal
que:

llell = {N € I | Ay & ¢} pertenezca ald.

Observe que {N | ¢ € N} C |l¢|| puesto que si ¢ € N, entonces Ay = . Asi
que basta construir un ultrafiltro que contenga los conjuntos @ = {N | ¢ € N}, y
para esto tltimo, por el Lema 5 y el Teorema 7, basta demostrar que esta colec-
cion tiene la pif. Pero esto es inmediato, puesto que si ¢, ..., @, € M entonces

{@1’-"’¢m}€¢ln---n¢m- O

Definicién 21. Una clase C de R-m6dulos es elemental o finitamente axiomatiza-
ble si existe o tal que C =Mody(r)(¢). Una clase C de L-estructuras es A-elemental
o axiomatizable si existe un conjunto de enunciados @ tal que C = Mod (r) (D).

Definicién 22. Las L(R)-estructuras 2 y B, son elementalmente equivalentes,
2 = B, si A y B satisfacen los mismos L(R)-enunciados.

Definicién 23. Una clase C de L(R)-estructuras es elementalmente cerrada st
cualquier L(R)-estructura elementaimente equivalente a otra L(R)-estructura en C
estd en C. En simbolos: & € C y 2 = B implican *B € C.

La siguiente proposicion presenta los resultados mds importantes para probar si
una clase de estructuras es axiomatizable (finitamente axiomatizable) o no.

Proposicién 24. Sea C una clase arbitraria de L(R)-estructuras. Entonces:




®

(ii)

(i)
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C es axiomatizable si y s6lo si C es cerrada respecto a la formacién de
ultraproductos y es elementalmente cerrada.

C es finitamente axiomatizable si y s6lo si tanto C como el complemento de
C (es decir, la coleccién de estructuras que no pertenecen a C) son cerradas
respecto a la formacidn de ultraproductos y son elementalmente cerradas.

Una clase C es finitamente axiomatizable si y s6lo si C es axiomatizable y la
coleccidn de estructuras que no estdn en C es cerrada respecto a la formacion
de ultraproductos.

Demostracién. (i) =) Puesto que C es axiomatizable existe un conjunto $

(ii)

de enunciados tal que C = Mod(®). Sean A € C y B = A; debemos probar
que B € C. Como A € C, se deduce que 2 = ® y ademds, puesto que A y
‘B son elementalmente equivalentes, B |= ®, de aqui que B € C.

Ahora se demostrard que C es cerrada respecto a ultraproductos. Por el
teoremade Los, sifl; = @esciertoparatodat € I, entonces [T;c; /U = .
Por lo tanto, [T;c; Ui/U estd en C y toda clase axiomatizable es cerrada res-
pecto a ultraproductos.

<) Sea T el conjunto de todos los L(R)-enunciados que son vilidos en
i1 para toda il € C; por definicién T es deductivamente cerrado y, ya que
todo ¢ € T tiene modelo, se concluye que T es consistente. Por lo tanto, T
es una L(R)-teoria y cualquier i € C es modelode T, es decir C C Mod (T).

Para la contencién Mod(T) C C, sean B € Mod(T), X el conjunto de
todos los enunciados ciertos en B e I = Fin(X), el conjunto de subconjuntos
finitos de X. Para cada i = {¢1,...¢n} € I, existe i € C que es modelo
de 7, pues en caso contrario el enunciado —~(p; A ... A @,) perteneceria a
T y seria falso en 8. Para cada i € I escogemos un modelo de 7, digamos
e

Sea U un ultrafiltro libre en /. Andlogamente a la prueba del Teorema
20, podemos construir un ultraproducto [I;c; $4/U que es modelo de X.
Dado que C es cerrado respecto a ultraproductos, [T;c; /U € C. Por la
construccién de ¥, todo modelo de X es elementalmente equivalente a ‘B,
asf que [J;e; /U = B y como C es cerrado bajo equivalencia elemental,
implica que B € C, de lo cual se concluye que € = Mod(T), por lo tanto C,
es axiomatizable.

=) Como C es finitamente axiomatizable, C es axiomatizable. Por (i), C es
cerrada respecto a 1a formacion de ultraproductos y elementalmente cerrada.
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Ahora se demostrard que el complemento de C es cerrado respecto a la for-
maci6n de ultraproductos. Si2 € C, entonces 2 k= ¢. Si {B,}ier pertenece
al complemento de C, B; = —~p paratodai € Iy [l;c; B;/U | —p por el
teorema de L.os; en consecuencia, la ultrapotencia estd en el complemento
deC.

Para demostrar que el complemento de C es elementaimente cerrado,
tomemos € una estructura en el complementode C y © = Centonces € ¥ ¢
y por ser € y D elementalmente equivalentes, se obtiene que D ¥ ¢, lo que
implica que D est4 en el complemento de C.

<) C y su complemento, C*, son cerrados respecto a la formacién de
ultraproductos y elementalmente cerrados; se mostrara que C es finitamente
axiomatizable. Por (i) se concluye que tanto C como C* son axiomatizables;
por lo tanto, existen ¢ y ¥, conjuntos de enunciados tales que C = Mod(®)
y C*= Mod(¥).

Si C no fuera finitamente axiomatizable, para cada subconjunto finito
&' de ® existirfa una estructura % con 2 = &' pero A ¥ & de aqui A ¢ C,
en consecuencia, 2 € C*, es decir, A |= ¥. Por lo anterior se cumple
que cualquier subconjunto finito de ® U ¥ tiene modelo y por el teorema
de compacidad ® U ¥ tiene un modelo, llamémoslo B. Se observa que
B = ®yB E U, esto quiere decir que B € C NC*, una contradiccién.
En resumen, C debe ser finitamente axiomatizable.

=) Como C es finitamente axiomatizable, es axiomatizable y por (i) se
concluye que el complemento de C es cerrada respecto a la formacién de
ultraproductos.

<) Si C es axiomatizable, por (i) C es cerrada respecto a la formacién

de ultraproductos y elementalmente cerrada; ademas, por hip6tesis se tiene

que el complemento de C también lo es, entonces por (ii) se obtiene que C
es finitamente axiomatizable.

O

3. Definiciones y resultados en médulos.

En esta seccién se definen los médulos sobre los cuales vamos a trabajar, después
se enuncian algunas propiedades que serdn de gran utilidad en lo sucesivo.

Definicién 25. Un médulo E es inyectivo si para cualquier homomorfismo de
moédulos i : A — E 'y cualquier monomorfismo a : A — B existe un homomorfis-
mo [i : B — E, tal que i = u es decir, el siguiente diagrama conmuta:
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E
15 A
0 —~ A—(5— B
Proposicién 26. (i) Si{E; | ¢ € I} es una familia de médulos, [J;¢; E; s

inyectivo si y sélo si E; es inyectivo para todo i € I.

(11) Todo sumando directo D de un R-mdédulo inyectivo E, es inyectivo.

(iii) Cualquier R-médulo es un subméduto de un médulo inyectivo.

(iv) Un R-mddulo M es inyectivo si y sélo si M es un sumando directo de todo
modulo del cual es un submddulo.

Demostracién. (i) =) Sean [I;¢; E; inyectivo, & : A — B monomorfismo
y ¢ : A — E;, un homomorfismo.

A—2 .p

%

| g

E;

U K =m7Y
[1E;

Ty

E;

Con 7; la proyeccion [1 E; — E; y n; la inclusion. Para 7;¢, por ser [1;¢; E;
inyectivo, existe v : B — [ E; con 70 = va.

Se define x como k = m;y donde ¢ = ka, por lo que se cumple

o = lgp = (mm)e = mi(me) = m(ye) = (7)o = sa.
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<) Sean o : A — B monomorfismo y ¢ : A — [] E; un homomorfis-
mo.

Para 7;¢p, para cada ¢ € I, existe k; con 7 = K;a, asi que definimos

k : B = T] E; un homomorfismo, con k; = ;K

De
TP = KiQ@ ¥ K = K
deducimos que

TP = MKQ,
por lo que

Y = Ka.
(i) Sea E = D & F, con E inyectivo, considere el siguiente diagrama

A
D——E
f g
0 A—s—B

donde A y p son la inclusién y proyeccién, respectivamente. Como E es
inyectivo, existe un homomorfismo ¢ : B — E con ga = Af. Se define
h: B — E como h = pg. Entonces

ha =pga=pAf=f
porque pA = 1p, porlo que D es inyectivo.
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(iii) Para cualquier R-mddulo M, M C D donde D es algiin grupo abeliano
divisible.
El homomorfismo ! : M — Homz(R, D) definido porm — I, : R = D,
donde l,,(a) = ma € M C D es un R-monomorfismo:
lnin = lm +1a m,n € M; a,r € R;
{im *r}{a) = lu(ra) = m(ra) = {ln, }(a);
e =l x7;,  lp(l) =ml=m.
Estoes M = {l, | m € M} C Homz(R, D) es un R-submédulo.

(iv) =) Dado M C N con M un R-mdédulo inyectivo, la funcién identidad
1y ¢+ M — M se extiende a un homomorfismo p : N — M tal que
pJ = 1, donde j : M — N es el homomorfismo inclusién. Se concluye
que N = M & T para algiin submédulo T de N.

M—L—N
1as P
M

<=) Por (iii), existe un R-mddulo inyectivo E tal que M C E. Por hipGtesis
E = M @ T para algiin submédulo T de E. Como todo sumando directo
de un R-médulo inyectivo es inyectivo, M es inyectivo.

d

Teorema 27. Todo médulo inyectivo £ es divisible.

Demostracién. Seanm € E yry € R no divisor de cero, se define f : Rrg — £
por f(rre) = rm; f estd bien definida porque 7¢ no es divisor de cero. Como E es
inyectivo, existe un homomorfismo g : R — E que extiende a f. En particular

m = f(ro) = g(ro) = rog(l),
esto es m es divisible por rg. O

Definicién 28. Un R-méduio A es libre si es isomorfo a una suma de copias de
R. Si Ra; 2 Ry A = @, Ra;, entonces el conjunto {a; | 7 € I} es llamado una
base de A.

Dada la base {a; | i € I}, cada a € A tiene expresién tinica como

o= ria,
donde r; € Ry casi todo 7; = 0 es decir para un mimero finito.

Definicién 29. Un R-médulo P es proyectivo si para cualquier homomorfismo
entre R-médulos i : P — C y para cualquier epimorfismo 3 : B — C, existe un
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homomorfismo fi : P — B tal que Sf = u, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

P
Iz K
B B C 0
Proposicién 30. (1) Si 8 : B — P es un epimorfismo, con P proyectivo

entonces B = ker(f) @ P’ donde P’ = P
(ii) Si{P; | i € I} esunafamilia de R-médulos, entonces ;¢ P; es proyectivo
si y sélo si P; es proyectivo para todo ¢ € 1.

Demostracion. (i) Considere el siguiente diagrama
P
Y 1p
B B P — 0

Dado que P es proyectivo, existe un homomorfismo v : P — B con
B~y = lp, entonces <y es un monomorfismo, y P es un sumando de B, es
decir, B = ker(8) & P'.

(ii) =) Considere el siguiente diagrama donde 7; es proyeccién y 7); es inclusién
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B —F C
Por ser @ P, proyectivo, existe v tal que %m; = 7.
Se define A =+, por lo que se cumple

¥ = Ylp = ymm; = (Ym)m = (By)m = B(ym) = BA.

<=) Considere el siguiente diagrama

B 3 C
Por hipétesis, existe A; tal que ¥m; = B,.
Sea A tal que A; = An;; se cumple ¢ = 8, yaque de ¥ = BAy A = A
se sigue que ¥n; = BAn;, de donde se concluye ¥ = SA.
a

Teorema 31. Todo R-médulo libre F' es proyectivo.

Demostracién. Sean X C F una base de F, 4 : F — B un homomorfismo, y
a : A — B un epimorfismo.
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Se debe encontrar [ tal que el siguiente diagrama conmute

B -~ 0

Para cada z € X, por ser o epimorfismo, existe ¢ € A tal que a(a) = u(z), es
decir, u(z) € B, donde B es la imagen de A respecto a a, utilizando el axioma de
eleccion, se define i(z) = a.

Cada f € F tiene la forma

f=ziri+ ...+ 2a7y

para n elementos diferentes z; € X,y 0 # r; € R. Los elementos q; € A se
seleccionan de tal forma que i(z;) = a;.
Se define

ﬁf = (ﬂ(.’El))T] + ...+ ([z(.'zn))rn =T+ ...+ 0pTy.

En consecuencia, se cumple i = p.
It es homomorfismo: sean

f’-=.’131'f'1+...+$n1"ﬂ

y
g=y181+ ...+ YnSp
con
a(fy=air +...+aymy
y

B(g) = bi1sy+ ...+ bnsn
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entonces

B(f +9) = B(zim1 + 151 + .. + TnTn + YnSn)
=T+ Tl Y1S1 F - -+ YnSn)
= BEUr1 -+ B(Za)7Ta + B(y1)s1 + -+ B{Yn)Sn)
=aiT 4+ ...+ QpTp + 0181 + ...+ by,
= B(f) + B(g)-
con lo que se concluye la demostracidn.
a

Observacién 32. Todos los médulos libres son proyectivos, pero no todos los
proyectivos son libres.

Ejemplo 33. Sea R = Z/6Z entonces R = Z/2Z & Z/3Z, se obtiene que Z/2Z
es proyectivo pero Z/2Z no es libre.

4. Producto tensorial

Definicién 34. Sea R un anillo asociativo con 1.
Si A es un R-médulo derecho, B un R-médulo izquierdo, y G un grupo abeliano
aditivo, entonces una funcion R-biaditiva es una funcidén

f:AXxB—-G
tal que para cualesquieraa,a’ € A, b,b' € B, yr € R,
() f(a+d,b) = f(a,b) + f(d',b);
(i) f(a,b+¥) = f(a,b) + f(a,¥);
(1) f(ar,b) = f(a,rb).
Definicién 35. El producto tensorial de A y B, es un grupo abeliano, A®g By
una funcién R-biaditiva A, con la siguiente "propiedad universal”:

AxB h A®rB

f f

G

Para cualquier grupo abeliano G y toda funcién R-biaditiva f : A X B — G,
existe un tinico homomorfismo f’ que hace conmutar el diagrama.

Teorema 36. Cualesquiera dos productos tensoriales de A y B son isomorfos.
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Demostracién. Suponga que existen un segundo grupo X y una funcién R-
biaditiva k : A x B — X que resuelve el problema de la propiedad universal.
Existe un diagrama

AxB —I o A@yB

hl

donde k' y k' son homomorfismos tales que
Kh=k y Hhk=h

Existe un segundo diagrama

AxB —b—~A@pB

A@gB

en este punto se puede escoger entre la identidad o h'k' (para A'k'h = h'k = h);
1 = R'k'. Con un argumento similar se muestra que k'h’ = 1x, mostrando que k' es
un isomorfismo entre A @ g By X.

O

Teorema 37. El producto tensorial de un R-mdédulo derecho 4 y un R-médulo
izquierdo B existe.

Demostracién. Sea F' un grupo abeliano libre con base A x B, es decir F es el
grupo de las combinaciones lineales de todas las parejas (a, b). Se define a S como
el subgrupo de F' generado por todos los elementos de las siguientes tres formas:

(a+d',b) - (a,b) — (d',b), (a,b+b)—~(a,b)— (a,¥), (ar,b)— (a,rb).

Definimos A ® g B = F/S. Si denotamos la clase lateral (a,b) + S por a ® b,
entonces es facil verificar que h : A x B — A ®g B definido por (a,b) - a®bes
R-biaditiva.
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Suponga que G es un grupo abeliano, y que tenemos el siguiente diagrama

AxB —h . Ag.B

G

donde f es R-biaditiva. Dado que F es libre con base A x B, existe un inico
homomorfismo ¢ : F — G con ¢((a,b)) = f{a,b), Es més, f siendo R-biaditiva
implica S C ker(yp); se sigue que ¢ induce un homomorfismo f' : F/S — G con
' (a,0)+S = ¢((a,b)) = fla,b),estoes f' : a®b — f(a,b),dedonde f'h = f.

0

Teorema 38. Sean f : A — A’ un R-homomorfismo de R-mddulos derechos
y ¢ : B — B’ un R-homomorfismo de R-médulos izquierdos. Existe un dnico
homomorfismo A @z B - A’ ®r B’ cona ® b — f(a) ® g(b).

Demostracién. La funcién A x B — A’ ® g B’ definida por (a, b) = f(a) ® g(b)
es claramente R-biaditiva; y para probar la unicidad basta utilizar la universalidad.
0

Definicién 39. El homomorfismo A ® g B — A’ ® B’ que asocia ¢ ® b con
fa ® gb es denotado

f®g

Teorema 40. Suponga que A 4, A" &5 A" son R-homomorfismos de R-médulos

derechos y que B % B’ %, B" son R-homomorfismos de R-médulos izquierdos.
Entonces

(®fg®f)=4g9®fFf.
Demostracién. Se prueba utilizando el Teorema 38. O
Definicién 41. Un R-médulo izquierdo B es plano si para cualquier monomor-

fismo de R-médulos derechos f : N — M, se deduce que

f®1:N®B—>M®B, n®br f(n)®b

es un monomorfismo.

Teorema 42. Toda imagen isomorfa de un médulo plano es plano.
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Demostracién. Sean M un médulo plano izquierdoy ¢ : M — N un isomorfis-
mo. Entonces el siguiente diagrama conmuta:

1
AgpM—28M _ BonM
148 15®@¢
A®r N —T— BeeN

Como 14 ® ¢ y 15 ® @ son isomorfismos, & ® 1y es un monomorfismo si y sélo
si @ ® 17 es un monomorfismo.
O

Proposicién 43. Para R-médulos izquierdos M;, i € I, @jer M; es plano si'y
sélo si para toda ¢ € I, M; es plano.

Demostracién. Los elementos de @ M; se denotan como (m;) donde solamente
un ndmero finito de m; son diferentes de cero. Sea & : A — B un monomorfismo.
El diagrama

1.
A Q@r (@ M;) 289l B Qg (® M;)
B(AQr M;) m)@(B Qr M;)

es conmutativo:; los homomorfismos verticales son los isomorfismos
a® (m;) — (a @ my);

de lo anterior se sigue que o ® @ 1y, es un monomorfismo si y sélo si (¢ ® 1ar) es
un monomorfismo, si y s610 si & ® 1y, s un monomorfismo para todo ¢ € I, por lo
que la propiedad se satisface.

a




CAPITULO 2
Teorema de Keisler-Shelah

En este capitulo presentamos una demostracion del Teorema de Keisler-Shelah,
resultado que es una de las pocas herramientas que establecen una relacién fuerte
entre equivalencia elemental e isomorfia, pues la equivalencia elemental es mds débil
que isomorfia. La demostracion que presentamos, debida a Shelah, es un conjunto
de "trucos" combinatorios para poder generar el ultrafiltro en la direccién no trivial
del teorema.

1. Resultados auxiliares

Definicién 44. Sean A y k cardinales infinitos, x4 €l menor cardinal « tal que
A% > A, F' el conjunto de funciones f:A — p 'y G el conjunto de funciones g : A —
B(g), donde B(g) es un cardinal menor que p. Sea D un filtro sobre A, (F, G, D) es
K-consistente si y s6lo si 1o siguiente se cumple:
(1) D estd generado por un subconjunto £ C D de cardinalidad a lo sumo x.
E es cerrado respecto a intersecciones finitas y cualquier elemento de D es
un supraconjunto de alguin elemento en E.
(i1) Dado un cardinal 8 < u, existen dos S3-sucesiones, una de funciones dis-
tintas en F, {f, | p < B}, y la otra de ordinales, {0, | p < B}, menores
que u, y dos funciones f € F'y g € G, tales que el conjunto

{£ <A fo(§) =g, paratodop < By f(£) = g(§)}

y D generan un filtro no trivial es decir, el filtro no contiene a @ sobre A.
Observacion 45. u < A

Demostracién. Para probarlo supongamos que no es cierto, es decir u > A,
entonces por un lado se tiene que A* = 2¥ > 4 > Ay por otro se tiene que
A = 22 > ), pero esto no puede suceder ya que p es el cardinal minimo que cumple
con la condicién. a

Observacién 46. u es un cardinal regular, es decir, cf(y) = u.
Demostracion. Sea = Tecep(u) e cOn 0 < pg < ppara & < cf(p), enton-

ces se cumple que M\ = /\E€<°f<#> = [le<crqu) A¥¢; ya que p es el menor con la
propiedad de que A* > ), se concluye A* = A, para £ < cf(u); de aqui se deduce
que M = X7®) pero como A < A < Ay < ef (i) y puesto que cf (u) < p
siempre ocurre, concluimos que u = cf(u). O

21
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Lema 47. Bxiste una familia F' de 2* funciones de A a u tal que (F,0, {\}) es
pi-consistente.

Demostracién. Sea:
H={(ASh)|AC)I|Al <pusSCPot(A),|S|<u h:5— p}

por la definicién de y, |H| = ), y enumeramos H = {(A¢, S¢, he) : € < A}. Para
B C )\ y& < Xsedefine:

_ h(BﬂA{), SiBﬂAE€S§
fB(f)‘{ 0, si BN Ag ¢ Se.
Finalmente, sea F' = {fg | B C A} si B # C, sin perder generalidad, existe b € B
con b ¢ C; por lo tanto, he(B N Ag) # he(C N Ag) 1o que implica que fp # fc.
Sean 8 < u, {B, | p < B} subconjuntos distintos de A y {o, | p < S} una sucesién
de ordinales menores que .
Se mostraré que el conjunto

{&¢< | f,(§) =0, Vp < B}
es no vacio.
Sea A un conjunto de cardinalidad menor que p tal que B, N A # B, N A para
todo p, o' < B, p# ¢
Sean S ={B,NA|p< B}y h(AN B,) = o,; entonces (A, S, h) € H por lo
que (A, S, h) = (Ag, Se, he) para algiin £ < X entonces

[8,(§) = he(B,N A¢) = h(B,N A) = 0, paratoda p < f3.
Por lo tanto, (F,0,{\}) es u-consistente. O

Lema 48. () Si (F,G, D) es k-consistente y k < 7y entonces (F, G, D) es
~y-consistente.
(i) Suponga que (F¢, Gg, D¢) es k-consistente para cualquier { < 6 y que
Fe D F,, Ge € Gy, D¢ C Dy, donde £ < ny K¢ < &; entonces
(N Fe, U Ge, U De)
£<é &<y <y

€s K-consistente.
(ii1) Si (F, G, D) es k-consistente y F' C F, G’ C G entonces (F',G', D) es
K-consistente.

Demostracién. Inmediata de la definicién de A-consistente, (Definicién 44).
Note que en (ii) Ug<, D¢ es un filtro pues los D, forman una cadena de filros. [

Lema 49. Sea G un conjunto de funciones de A a los cardinales menores que u
tal que i + |G| < k. Suponga que (F, @, D) es k-consistente, entonces existe un
F' C Falque|F\ F'|<ky(F',G,D)es s-consistente.
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Demostracién. Dado que |G| < «, basta probar, por el Lema 48, que:

(1)  para cualquier elemento g € G, existe un subconjunto F, C F tal que
|Fyl < ky (F — Fy4,{g}, D) es s-consistente.

De (1) se sigue que el conjunto F' = F' \ U, F, s el conjunto que requerimos.
Por lo tanto, se demostrard (1).

Sea g € G y suponga que (1) no se cumple para g, entonces

_ (2) para cualquier subconjunto F C F de cardinalidad a lo sumo x, (F \
F,{g}, D) no es k-consistente.
Por recursion se definen los conjuntos Fy, FE, £ < k™, tales que (utilizando (2))

Fy=F,

F¢ es un subconjunto de F de cardinalidad a lo sumo « tal que (F; \ F¢, {g}, D) no
es k-consistente;

Feyy = F\ Fe

Fy = Ng<y Fe sim es un ordinal limite, n < x7.
Ademas, dado que 1 < &, si analizamos el significado de que (F, {g}, D) no sea
k-consistente, podemos tener la seguridad de que, para cada £ < ™, existen un
cardinal B¢ < u, una sucesién de ordinales {05 | p < f¢}, menor que 4 y una
sucesién de funciones distintas {f§ € F¢ | p < B¢} tales que el conjunto:

Ae={v < X| f¢,(v) = ¢%, paratodo p < B¢ y f4(v) = g(v)}

es inconsistente con D.

Recordemos que D esti generado por un conjunto £ de cardinalidad a lo sumo
K.
Dado que cada A es inconsistente con D, se deduce que:

Para cada £ < s, existe un X € E tal que Ac N X = 0.

Si |E| < &, existen un conjunto X € E y ™ ordinales £ tales que A, N X = 0.
Dado que p < x, supongamos, sin perder generalidad, que para todo £ < k7,
Be=B<puyAnX=0.

Sea v < u un cardinal tal que g : A — ; se observa que v < «*. Considere
las funciones {f§ | £ < v}, o < B, {f* | £ < v}; y los ordinales {05 | £ < ~}.
Ahora se ordenan todas las funciones y los ordinales mediante el cardinal 5 +v < p.
Puesto que (F, §, D) es s-consistente, el conjunto

A={v <[ f() = of pamatodo & <7, p < ,yfé(v) = £ VE <7}

es k-consistente con D. En particular, AN X # 0. Seav € AN X; se cumple
que ¥ ¢ A para todo £ < k¥, en consecuencia, A N X = @ pero para algin
€ < v, g(v) = & cuando v € A¢. Esto es una contradiccién, por lo tanto, (1) se ha
demostrado.

)
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Lema 50. (i) Suponga que (F, @, D) es k-consistente y A C A. Entonces
existe F! C F, con |F \ F'| < u, tal que (¥',0,D") o (F',0,D") es k-
consistente, donde D’ es el filtro generado por D U {A} y D" es el filtro
generado por D U {\\ A}

(ii) Suponga que (F,@,D) es k-consistente, p < Ky A¢ C Apara § < A
Entonces existen F' C F y un filwo D' D D tales que |F \ F'| < &,
(F',0,D') es s-consistente y para todo & < &, A¢ € D' o (A\ 4¢) € D'

Demostracién. (i) Primero se observa que D' y D" son generados por un
subconjunto de cardinalidad a lo sumo k, pero esto se cumple ya que como
(F,8, D) es k-consistente, D es un filtro sobre X generado por E C D
con |E| < k 'y al unirlo con {A} o {)\ A} se cumple la condicién men-
cionada. Suponga que (F,0, D) no es s-consistente, entonces existen un
cardinal 8 < p y distintas funciones {f, | p < B y ordinales {0, | p < 8}
tales que el conjunto B = {§ < A | f,(&) = 0, para todo p < S} es incon-
sistente con [, por lo que existe un conjunto X € Econ BN X NA=0.

Sea F' = F\ {f, | p < B}, ahora se demostrard que (F',0, D") es
K-consistente.

Dados ' < py lassucesiones {f, | p < 8’} y {0, | p < B}, considere
el conjunto

B'= {6 < )| f}(€) = o} paratodo p < B}.

Dado que (F, @, D) es k-consistente, el conjunto B N B’ es consistente
con D. Sea Y cualquier conjunto en E; se tieneque BNB' NY NX # ¢,
pues BNXNA=0porloque BNYN(A\A) # @ estoes, B es
consistente con D”.

(ii) Como se tiene la misma hipétesis de (i), existen F' C F, y un filoro D’
generado por DU {A} o por DU {A\ A}, esdecir, D' O Dy, por lo tanto,
<k AceDo(A\A)eD.

O

Lema 51. Suponga lo siguiente:

e 2 es un modelo con |A4| < u, y (F, 0, D) es k-consistente.

e Sean o, férmulas, £ < k. El conjunto {¢, : £ < K} es cerrado respecto a
conjunciones. Escribimos a cada ¢, como ¢¢(z,y); para cada £ < k, sea
a® : A — A una funcién de X sobre A.

e Paracada & < «,

{v <22 | (3n)pe(z, af(v))} € D.

Entonces existena : A — A, F' C F,D' D Dlesque |[F\ F'| < &, (F',0,D")
es x~-consistente y para todo £ < k,

{v <A %k eela(v), e (v))} € D',
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Demostracién. Sean |A| = a'y {a¢ | £ < a} una enumeracién de A. Definimos
las funciones g¢ : A — a para £ < k como sigue:
Paracadav < A

ge(v) = min {7 | % &= gelay, a(v))}, sia, existe
¢ 0, en otro caso.

Sea G = {g¢ | £ < &}. Note que 2+ |G| < «. Por el Lema 49 existe F' C F tal
que |F\ F| < xky (F,G, D) es k-consistente.
Sea f una funcién en F'; definaa : A = A como sigue:

a(v) = asey, Siflr)<a
gy,  €n otro caso.

Para cada £ < «, definimos

Be = {v < A | %= gela(v), a* () }-

Sea D el filtro generado por D y {B; | £ < x}. Note que D estd generado por
un subconjunto de cardinalidad a lo sumo k.

Sea F' = F'\ {f}, ahora se mostrar4 que la conclusién del lema se cumple para
F', D'y a, es decir, que (F',0, D') es k-consistente. Sean 3 < u, las sucesiones

{folo<Bty{o,lp<B}y
B ={v < B8] f,(v) = 0, para cualquier p < S}.

Si B fuera inconsistente con [, existirian X € D y algin B, £ < & tal que
Ahora considere la funcién f € F junto con la sucesién {f, | p < 8} y la funcién
ge € G. Dado que (¥, G, D) es s-consistente, el conjunto

B={v <Al folv) =0,Yp < By f(v) = ge(v)}
es consistente con D.
Recuerde la definicion de g¢ y de Bg; podemos concluir que B C BN B¢ y dado
que BN X # @, se sigue BN B: N X # 9, una contradiccién que se logra al suponer
que B es inconsistente con D’. Por lo tanto, B es consistente con D’. O

2. Teorema de Keisler-Shelah

Un resultado fundamental en la teorfa de R-mdédulos es que 1a equivalencia ele-
mental y la isomorfia son equivalentes. Una demostracion de este resultado se debe
a Keisler usando la HGC. Posteriormente Shelah obtuvo el resultado prescindiendo
de esta hipétesis. Damos esta dltima por considerarla més elegante.

Cabe recordar que la equivalencia elemental es mis débil que la isomorfia como
se muestra en el siguiente ejemplo
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Ejemplo 52. Sea A una estructura numerable,(en realidad puede ser de cualquier
cardinalidad infinita), si se toma la ultrapotencia A®, donde k > Wy, por el Teorema
de Los, esta ultrapotencia es elementalmente equivalente a A, pues satisfacen los
mismos enunciados, pero no pueden ser isomorfas, pues para serlo deberfan tener
la misma cardinalidad, una tiene cardinalidad X y la otra Ro" y por la teoria de
conjuntos Rg" > Rp

Uno de los problemas que se encuentra al tratar de axiomatizar una clase de
mdédulos es que al recurrir a la Proposicién 24 se parte de que dos médulos son
elementalmente equivalentes, pero no se cuenta con un conjunto de axiomas o f6r-
mulas que se puedan utilizar. En este sentido, es de fundamental importancia el
Teorema de Keisler-Shelah pues se traduce la condicién original en la isomorfia de
los ultraproductos.

Teorema 53 (Keisler - Shelah). Dos R-m6dulos 9t y 91 son elementalmente
equivalentes si y s6lo si existe un conjunto I y un ultrafiltro & en I tal que las
ultrapotencias M! /U y N /U son R-mbédulos isomorfos.

Demostracién. <) Sea ¢ un enunciado tal que 9 = ¢; debemos probar que
N & ¢. ComoM = ¢, IN! /U = . Al ser las ultrapotencias isomorfas, se concluye
que N /U k= ; asf que por el Teorema de Los, M = .

=) Sean 2 y B modelos elementalmente equivalentes. Supongamos que g y
A son cardinales tales que 4 es el menor con \* > Ay |A| y |B| menores que u.
Se tiene que 214! < X4l = ); ahora se construirdn, por recursién sobre ordinales
p < 2, un ultrafiltro D sobre ) y un isomorfismo entre las ultrapotencias [Ip 2% y

IIp 8.

Iniciamos con |Fy| = 2* y Dy = {A}. El Lema 47 nos permite concluir que
(¥, 0, Dy) es u-consistente; por la Observacién 45 de la Definicién 44, p < Ay uti-
lizando el Lema 48(i) se obtiene que ( Fy, 0, Dy) es A-consistente. Se pueden construir
una sucesién decreciente {F, | p < 2*} y una sucesién creciente {D, | p < 2*} que
satisfagan las siguientes condiciones:

(1)

|Fo ~ F,| < A+ |pl, para |F,| = 2
(F,,0,D,) es (A + |p|)-consistente;
Fy=Np<n Fps Dy = Upcn Dy para i un ordinal limite.

Cualquier subconjunto de X esté en algin D, 6 est4 en el complemento de algin
D, p<2*asi que D={J p<2» D, es el ultrafiltro que buscdbamos (otra vez, D es
un ultrafiltro pues los D, forman una cadena C-creciente).

También necesitamos construir dos sucesiones de elementos a, : A — Ay
by : A — B ales que {a, | p < 2*} y {b, | p < 2*} sean todos los elementos de A*
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y B*, respectivamente, y para cada £ < 2* las siguientes condiciones se satisfagan:

(2) para cualquier férmula@(z1, . . . £,) y cnalquier conjunto de elementos a,,, . . . , a,,
con p; < &, uno de los siguientes casos ocurre:

{V <A l Q[}: [am(y);""apn(u)]} € DE

On

{v < A A E-fay@),...,a, (V)]} € De;

(3) para cualquier férmula¢(z1, . . . 7,,) y cualquier conjunto de elementos a,,, . . ., @,
Y bpys ..y bp, coOn p; < & se cumple:

n

{v <M %= (2, (), -, 0, ()]} € D
siy sélo si

{v <X B EDbyv),....b, (V)]} € De.

Mediante los Lemas S0(i) y 48 se concluye que se satisfacen todos los requen-
mientos de (1). Si las condiciones (2) y (3) se satisfacen para todo £ < 77 < oA para
algiin ordinal limite 7, entonces se cumple automaticamente para 7.

Como necesitamos que se satisfagan (1)-(3) cuando £ = ¢ + 1, tomemos a, en
A*, y encontramos b,.

Sea a, el primer elemento de A* que no estd en la lista < a,, p < o >, necesi-
tamos encontrar F, 1, Dy41 ¥ b, tales que se cumplan los requerimentos de (1) a (3).

Para cada férmula o{(z, 1, . . ., Yn) ¥ cualesquier ordinales py, .. ., pn < g, con-
sidere el conjunto X como:

X(@sp15---,pn) = {v <A | A | plas(V)ap (v) - .- 0, (V)]}-
Existen A + |o| de estos conjuntos X.

Dado que (F,, 0, D,) es (A + |o|)-consistente, por el Lema 50(ii) encontramos
F' C F,,D' D> D, tales que |F,\ F'| < A+|o},y (F",0, D') es (A+|o|)-consistente.
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Cada X (¢, p1, - .. p,) estd en D' 6 su complemento estd en D'

Sea I el conjunto de todas las formulas ¢(z, a,,,- .., a,,) tal que el conjunto
correspondiente

X(pyp1,---,p2) €D".

Note que si p(z,a,,,...,0,,) ¢ ', entonces —p(z,a,,,...,a,,}) € I'. Porlo
tanto, para cada ¢(z,a,,,...,a,,) € [, el conjunto ¥ definido como

Y(p,prs-- -y 00) = {v < A | A |= (3z)p(z,0p, - .. 0p,)} €D
Observe que existen a lo més (A+|o|) conjuntos Y. Elconjunto Z (¢, p1,. .., on),
donde ¢(z,a,, ...a,,) € I', definido como

Z(@,p1r-- ) = v < A | B = (32)0(, by, ... by)} € D,

La razén de esto es que si

Z(Sﬂ,pl,---,pn) ¢ D,

entonces
Z(o,p,-- -y Pn) & Dy, y usando (3),

Y(e,p1,---,0n) & Dy
Por (2),

(/\\Y((p,plsapn)) GDU cD.
Esto contradice que D’ es un filtro no trivial. Aplicando el Lema 51 se ob-
tienen b, : A = B, Foyy C F'y Dyyqy O D' tales que |F'\ Fpuq] < X +
lo}, (Fo41,0,Dos1) es (A + |o|)-consistente y para cada ¢(z,a,, ...a,, ) € T,

{v <A B E ol(bs (¥)8p, (¥) . . by (¥))} € Dpyy
Ya que tenemos F,;,, D,, y by, lo primero de todo es que por nuestra eleccién
de IV, D, satisface (2).

Para mostrar (3), note que si (2, a,,, - - -, a,,) € I', entonces (3) se satisface para
LY Gy 8pyy- -y, Sip(T,8p,...,8,,) ¢ T, entonces ~p(z,a,,,...,a, ) €T,
por lo que (3) se cumple para ~p(a,, Gy, - - - , Gy, ). Con lo que la induccién se com-

pleta.
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Sea D = U,«or Dy, asi que D es un ultrafiltro sobre A. Por lo tanto, la funcién
las]p — [b,]p es el isomorfismo requirido de [T A en [T B.
a






CAPITULO 3
Equivalencia elemental

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades de médulos desde el punto
de vista de la teoria de modelos.

La figura destacada del capitulo es el Teorema de Baur-Monk que permite encon-
trar, bajo ciertas circunstancias, férmulas sin cuantificadores universales equivalentes
a una L(R)-férmula dada.

1. Definiciones

Definicién 54. Una L(R)-férmula primitiva positiva pp— frmula es una férmula
de la forma

m n
3T, B 05T = D by, (1 <i<t)
=1 k=1

donde m, n, t €N, ayj, bix €ER Y y4,..., yn son variables libres.

Dos L(R)-férmulas ©(y1,---,Yn) ¥ ¥(¥1,--.,Yn), CON ¥1,. .., Y, variables li-
bres, son equivalentes con respecto a un R-médulo M dado, si para cualquier
my,. .., My € M setiene: o(my, ..., my,)esvilidaen M siysélosiy(my,...,my)
es validaen M.

Definicién 55. Sea ¢ una L(R)-férmula primitiva positiva con exactamente una
variable libre y:

n
3zy,...,Tn Za,-jmj:: iy 1<i1<t.
=1

Donde a;;, b,' € R.
El conjunto ¢(M) de M definido por

o(M)={ye M| M |=olyl}
es un subgrupo aditivo de M lo cual es ficil de comprobar. El grupo (M) es llamado
subgrupo definible primitivo positivo o subgrupo finitamente definible de M.
Definicién 56. Si ¢ y % son dos pp — frmulas con una variable libre, se dice
que ¢ estd contenida en 3 (¢ C ) si las ecuaciones lineales que aparecen en la
31
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definicién de 1) forman un subsistema de las ecuaciones lineales que aparecen en la
definici6én de ¢

Definicién 57. Una combinacién booleana es una combinacién finita de pp —
frmulas con respecto a los conectivos 16gicos V, A, -

2. Resultados auxiliares

Lema 58. Sea M; con ¢ € I, una familia de R-médulos y ¢ una pp — frmula
con una variable libre, entonces:

gi) O(Ilier Mi) = Tlier o(M).
(1) p(@ie1Mi) = Bies p(Mi).
(1i1) @(TTier Mi/U) = Tlier ¢(M;) /U para cada ultrafiltro U sobre 1.

Demostracién. (i) ©) Siy € o(Ilicr Mi), por definicibn y € [lic; Ms y
¢ly] es vélida en M; para toda ¢ € I, de aqui que y € (M;) para toda
i € 1. Entonces y € [L;c; 0(y).
D) Siy € Tlier o(M;), y € o(M;) paratoda i € I, de donde @[y] es
vélida en M; para toda ¢ € I; en consecuencia ¢{y] es vilida en [T;c; M;,
es decir, y € ¢([Tier Ms).

(i) C) Supongamos que y € ¢(@Dier M:); entonces y € B M; y p[y] es
vélida en @ M;, 1o que implica que ¢[y] es valida en M; paratodai € I, es
decir, y € p(M;) para toda i € I. Por lo tanto, y € @;c; M;.

2) Siy € @i p(M;) entonces y € ¢(M;) para toda i € I, es decir,
o[y] es vdlida en M; para toda ¢ € I. Por consiguiente @[y] es vélida en

Bicr M.
(iii)
y € o([I Mi/0),
i€l

siy sélo si

II M:/U = oly),
siy s6lo si

{Jel|MiEolyl} €U,

si y sélo si

{jellyepM)}el,
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si y sélo si

[T e(M) /U E oly),

siy solo si

y € [{e(M:)/u.
O

En el resto de la seccion nuestro objetivo es demostrar el Teorema de Baur-Monk
por lo que requerimos ciertos preliminares.

Lema 59 (Principio de Sylvester). Sean Ag, A4,,..., Ak, subconjuntos de un
conjunto dado, suponga que Ay es finito. Entonces 49 C U:-‘:l Aj; siy sélo si

> (=14 n () 4 =0

A i€a
donde A recorre todos los subconjuntos de {1,2, ..., k}.

Demostracién. Se prueba por induccién empezando por el caso no trivial & = 2,
donde

IAO N (A1 U Az)l = |Ao ﬂA1| + |Ao ﬂAz' + IAQ ﬂAl N AQI
d

Lema 60. Si {K; | 1 < j < m} es una familia finita de subgrupos, (tal vez
repetidos), todos de indice infinito en el grupo abeliano G, entonces
m
U@ +E) S G
j=1
para cualesquiera elementos b; € G, 1 < j < m.

Demostracién. Sea r el nimero de subgrupos distintos entre los K ;, procedemos
por induccién sobre 7.

Si 7 = 1 se cumple de manera inmediata.

Supongamos que se cumple cuando el mimero de subgrupos distintos es menor
que 7. Sir > 1, suponga G = Uicjcm(bj + Kj), K = Kjparal < j < s,y
K # Kjparas < j <n.

Dado que [G : K| = oo, una clase lateral b + K debe estar contenida en
G — Uigjcs (b + K). De aqui, b+ K C Uscj<m (b5 + Kj) ¥, por lo tanto, K C
Us<icm (b5 — b+ Kj),y G = Ur¢j<s (b5 + K5)UU,<j<m (85 + K;) es launidn fini-
ta de clases laterales con respecto a r — 1 distintos subgrupos de los K, s < 7 < n.
Por la hipdtesis de induccién, se da una contradiccidn.

a
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Lema 61. Sean Hy,...,H, Ky, ..., K, subgrupos de un grupo abeliano G, tal
que [G: H) <ooparal < i<, y[G: K;] =ocoparal < j < m. Siexisten
clases laterales a; + H;, 1 <i <1, yb; + K;,1 < 7 < mtales que

G= U (a,-+H,~)U U (bj‘*‘Kj),

1<l 1<j<m
entonces G = UlSiSI (Oq + H,)

Demostracién. Dado que Hy, Hy, ..., H; son de indice finito en G, también lo
es HyNHyN...NHy, y ademés Uy <ic (a; + H;) esla union finita de clases laterales
dCHlanﬂ...nH;.

Es suficiente probar que Hy = Hy = ... = Hi. SilUiqiq (6 + Hi) & G existe
una clase lateral a + H; contenida en UlsJSm (b; + K;), por lo que es la union finita
de clases laterales con respecto a los subgrupos de indice infinito en G, lo cual es

imposible por el Lema 60.
O

Proposicién 62. Sean Hy, Hy,. .., H, subgrupos de un grupo abeliano G. Si
para algunos elementos g, g1, . .., g € G se cumple

go+ Hp C U (g: + Hy),

y |Ho/(Ho N H;)| es infinito para ¢ > k, entonces

k
g0+ Ho C | (g + Hy).
i=1
Demostracioén. La inclusi6n go + Ho € Ur<i<a (: + H;) es equivalente a la in-
clusion Hy C Us<icn (9 — go + (Hi N Hy)).

Para cada ¢ existe un elemento g; para el cual

-+(H;nHo)=(gg—go+H£)ﬂHng0= U (g, HﬂHa))

1<in

Dado que [Hy : (H; N Hy)] es infinito para ¢ > k, el Lema 60 implica que
Hy = Ur<ick (8 + (HiNHy)) y Hy € Uycick (9: — 90 + H;), donde go + Ho C

Ur<ick (9: + H).
O
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3. Teorema de Baur-Monk

Teorema 63 (Baur-Monk). Para cualquier R-médulo M, toda L(R)-férmula ¢
es equivalente a una combinacién booleana de pp — frmulas. Esta combinacién
booleana puede escogerse de tal forma que solamente dependa de o y de los indices [
Y(M) : (M) ] donde @ y % recorren todas las parejas de pp— frmulas con g C .

Demostracién. Iniciamos con algunas observaciones.

Sea(z, Y1, Ym» 41, - - -, 2p) unapp— frmulacon variables libresz, y1, . . ., Ym, 21, - - -

Escribimos ¢ como una conjuncién finita de férmulas

m 4
Fz1,..00 2 (rim+2bg,~yj+zcitzt),1 <t<s,

Jj=1 {=1

donde las r, b, y ¢ son elementos de R.

Para cualquier m-ada (a,, .. ., a,,) de elementos en el médulo M se define

o(M;ay,...,an) ={z € M| ¢(z,a1,...,8m, 21,...,2,) es vilidaen M }.

Claramente ¢(M;0,...,0) es un subgrupo finitamente definible de M y para
cualquier m-ada (ay, . . ., am), el conjunto ¢(M; a1, ..., am) es vacio o s una clase
lateral de M con respecto a o(M;0,...,0).

Ahora, sea M un R-médulo fijo y considere cualquier formula ¢, de la forma

(Quv1)(Q2v2) - . . (@ntn)¥

donde cada @; es un cuantificador universal o existencial y 1 no contiene cuantifi-
cadores.

Se probard el enunciado del teorema mediante induccion en el nimero de cuan-
tificadores.

Una férmula sin cuantificadores es claramente una combinacién booleana de
pp — frmulas. Para el paso inductivo se tiene que probar:

Sea ¥(z,1,--.,Ym) una férmula con z,y,...,ym variables libres, (y algu-
nas variables sin especificar en el alcance de los cuantificadores), y supongamos
que ¥{(z, 4, ---,Ym) €S equivalente a una combinacién booleana de pp-férmulas;
entonces (Qz)¥(z, ¥1,- - -, Ym)) €s equivalente a una combinacion booleana de pp-
férmulas, donde @ denota V o 3.

Por la equivalencia que existe en los cuantificadores con la negacion, basta con-
siderar ) = V.
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Una conjuncién de pp-férmulas es de nuevo una pp-férmula, por lo que es sufi-
ciente considerar el caso donde ¥ = ¥(z, y1, . - ., Ym) tiene la forma

e 0 wVer V...V,

y cada ; es una pp-férmula con z, ¥, . . . , Yy, cOmo variables libres (incluyendo el
caso donde ¢, es una tautologia). Dado que (Vz)—@o(Z, y1, - - - , Um) €S la negacién
de una pp-férmula, se supone que 9 tiene la forma ¢y — @1 V ... V @,. Entonces
tenemos que mostrar que la férmula

Vz (QDO(:E;yh v fym) — V (pi(x:yla sy ym))

=1

es equivalente a una combinacién booleana de pp-férmulas.

Sea H; el subgrupo finitamente definible ¢;(M;0,...,0), 1 < i < n, y elijamos
una enumeracion tal que [Hy : (HoNH;)] esfinitoparal <i < ky [Hy : (HoNH;))
es infinito para k < j < n.

Para una m-ada (a,, . . ., an,) de elementos en M la férmula

vz ((po(z,al,...,am) -\ cp,-(.'z,al,...,am))

i=1

se satisface en M solamente cuando la inclusién

SDO(M;a'h"')a’m)gU()Di(M;aly"';a‘m) (0)

i=1
se cumple.

Para cualquier 7, 0 < ¢ < n, el conjunto ¢;(M;a,,...,a,) €s vacio o es una
clase lateral con respecto a H;, por lo que () expresa la inclusién de una clase
lateral en la unién de clases laterales, algunas de las cuales pueden ser vacias. Por la
Proposicién 62, () es equivalente a

k
wo(M;ay,...,am) C |J wi(M;ay,. .., am). (00)

=1

Aplicando €l principio de Sylvester (Lema 59) con los conjuntos

A4-=go(M;al,...,am)/Hoﬂ...ﬂHk, ].S'LSIC,

que son vacios o clases laterales de M/HyN...NHj conrespectoa H;/HyoN. . .NHy,
la inclusién (O<) se puede reescribir como




3. TEOREMA DE BAUR-MONK 37

k
A C A (000)

=1
Para cualquier subconjunto A de {1,...,k}, se escribe Ax = Njen Ai. Porel
principio de Sylvester, la inclusién (00¢) es equivalente a la férmula

S (=D)*[Ag N Aa] = 0. (0000)
A

Aqui Ay N Aa es vacia o consiste de Na clases laterales con respecto a Hy N
..N H, donde

NA = [(HQ ﬂHA) : (Ho n...N Hk)]
Por 1o tanto, (¢0QQ) se puede escribir como

S (-1)AINg =0,
A

donde A recorre la familia A (ay,...,am) que consiste en los subconjuntos de
{1,...,k} enlos cuales Ag N Ap # 0.
En consecuencia, la férmula

Vz (%(m, Vi nnrYm) = \n/ oi(z, yl,---,ym)) (#)

=1

es equivalente a

> (-)PINa =0,
AEN(yl :---a!ln)

donde N(y1, - - -, ¥n) denota los subconjuntos A de {1,..., k} para los cuales

Ta(y1,-- - Ym) : 32 (sc)o(x, Y- Um) A N @iz, .-, ym))
i€A
se cumple en M.
Abhora se exhibird una combinacién booleana de pp-férmulas equivalente (en M)
a la férmula (¢).

Considere el conjunto potencia P de {1,...,k} y el sistema (finito) S de los
subconjuntos N de P para los cuales

3 (-1)Ny=0.
AeN

Se observa que la férmula (#) es vdlida en M si y s6lo si el conjunto
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{A €P|7alyr,-. - ¥n) es vdlidaen M}
estden S.

Para cualquier subconjunto N de P le asociamos la conjuncién

wn@, . Um) = N Talyn o Um) A A Ay Ym)
AeN Ag¢N

donde A recorre todos los subconjuntos de {1, ..., k}. La disyuncién

T(yly'“:ym) = V TN(yli"‘)ym)
Nes

es una combinacién booleana de pp-férmulas. Se afirma que 7(y1, . . ., Ym) €S equi-
valente (en M) a la férmula (4).

Para cualquier m-ada (yy, - . ., Ym) de elementos en M, la férmula 7(yy, .. . , Ym)
se satisface en M siy s6lo si Tar(¥1,- .-, Ym) Se satisface en M, para al menos un
N en 8. Esto, sin embargo, es equivalente a la validez de 7a(y1,...,Ym) para
los conjuntos A C {1,...,k} que estdn contenidos en algin A, lo cual es igual a
N(y1,---,Ym)- Esto muestra que 7 y la férmula (4) son equivalentes en M. Note
que T solamente depende de los indices AMa. Esto completa la prueba.

a

Teorema 64 (Baur-Monk, Garavaglia). Dos R-médulos M y N son elemental-
mente equivalentes si y s6lo si

[H(M) - (M) = [$(N) : o(N) ]

se cumple para cualquier pareja de férmulas primitivas positivas con una variable
libre, y ¢ C 9.

Demostracién. =) Sea o un L(R)-enunciado. Por el Teorema 63 existe una
combinacién booleana de enunciados primitivos positivos equivalentes a ¢ en M
y N. Dado que los enunciados primitivos positivos son siempre verdaderos, o es
védlido en M si y s6lo si es vélido en N.

<=} Sea ¢ un L(R)-enunciado tal que M k= ¢; se sigue que [Y(M) : o(M)] es
modelo de ¢, pero por ser elementalmente equivalente a [/(N) : ¢(N)] entonces
también es modelo de ¢ y se concluye que N = .

O
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4. Suma y producto

Teorema 65 (Sabbagh). Sea M;, ¢ € I una familia de R-mdédulos. Entonces
Dicr M; = [lies M.

Demostracién. Por el Teorema de Baur-Monk 63, para cualquier férmula y para
todo M;, la férmula es equivalente a una combinacién booleana de férmulas primi-
tivas positivas, y se tiene [¢(M;) : ¢(M;)], entonces

[W(@M;) : p(®M;)] al igual que [Y(ITM;) : (11 M;)]

por lo que

W(@M) : p(@M;)] = [w([] M:) : p(J] M:)].

Por el Teorema 64 (Baur-Monk, Garavaglia), se cumple que

P M, =[] M.

€] el






CAPITULO 4

Moédulos planos, proyectivos e inyectivos

En este capitulo se encuentran condiciones sobre los anillos R para que la clase
que forman los R-moédulos sea axiomatizable (finitamente axiomatizable).

1. Definiciones

Definicién 66. Un R-mdédulo derecho A es finitamente presentado si existe una
sucesion exacta

0>K—->F—->A—=0,

donde £ es un R-mddulo libre finitamente generado y K es un R-mdédulo finitamente
generado.

Definicién 67. Sea Ry C R, C ... R; € R;y; C ..., una cadena ascendente de
ideales de un anillo R; se dice que la cadena termina o se estaciona si existe £ € N
tal que M, = M, paratodan > k.

Un anillo R satisface la condicién de cadena ascendente (CCA), si se estaciona
cualquier cadena ascendente de ideales de R.

Definicién 68. Un anillo R satisface la condicion de maximalidad st cualquier
familia no vacia de ideales de R, tiene un elemento C-mdximo.

Proposicién 69. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(1) Cualquier ideal izquierdo de R es finitamente generado.
(ii) R satisface la condicion de cadena ascendente.
(iti1) R satisface la condicién de maximalidad.

Demostracion. (iii) = (ii) Suponga que A satisface la condicion de maximalidad
y considere la siguiente cadena ascendente

KiCKy,CK3;C...

de ideales de R. Entonces entre los K; existe un elemento maximo; sea K,, tal
elemento maximo, entonces K,, = K,, cuando n > m, y la cadena termina.

(ii) = (iii) Suponga que existe una coleccién no vacia §2 de ideales de R sin
elemento maximo. Considere el elemento K; de 2. Como K, no es el maximo
entonces existe K, en Q talque K7 C K5, como K no es el mdximo existe K3 tal que
K, C Kj;. Sise continua en esta forma, se genera una cadena infinita estrictamente

41
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creciente de ideales de R y no satisface la condicién de cadena ascendente, que es
una contradiccion.

(iii) = (i) Sea 2 la coleccién de todos 1os ideales de R finitamente generados, que
no es vacia porque al menos el ideal cero est4 en ella; por hipétesis €2 tiene elemento
méximo sea Ky, por ser finito generado existen k1, . .., ky, tales que generan a K,
suponga que Ky # K, K un ideal de R, entonces existe k € K \ K. Pero entonces
ki,...,kn, k son generadores de KoU < k >, que estd en 2 y lo contiene Ky, de
aqui Ko = K,y K es finito generado.

(1) = (ii) Considere la cadena ascendente

KiCK,CKzC...
de ideales de R. Sea K = U2, K;. Entonces K es un ideal de R y es finitamente
generado, sean {k, ..., k.} sus generadores, donde cada k; estd en uno de los K;.

Entoncesexisteunmtalque ks, ..., k. estdnen K,;entalcaso K = K, y K,, = K,
cuando n > m, es decir, 1a cadena se estaciona.
O

Definicién 70. Un anillo R se llama noetheriano izquierdo si alguna de las si-
guientes condiciones equivalentes se satisface :
(1) Cualquier ideal izquierdo de R es finitamente generado.
(i1) R satisface la condicién de cadena ascendente.
(iil) R satisface la condicién de maximalidad.

Definicién 71. Sea Ry D R; O ... R; 2 R;;; D ..., unacadena descendente de
ideales de un anillo R, se dice que la cadena termina o se estaciona si existe k € N
talque M, = M Vn > k.

Un anillo R satisface la condicién de cadena descendente (CCD), si cualquier
cadena descendente de ideales se estaciona.

Definicién 72. Un anillo R satisface la condicién de minimalidad si cualquier
familia no vacia de ideales de R tiene un elemento C-minimo.
Proposicién 73. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) R satisface 1a condicién de cadena descendente.
(i1) R satisface la condicién de minimalidad.
Demostracién. La demostracién es similar a la de 1a Proposicién 69. O
Definicién 74. Un anillo R se llama artiniano izquierdo si alguna de las siguientes
condiciones equivalentes se satisface :

(1) R satisface la condicién de cadena descendente.
(11) R satisface la condicién de minimalidad.

Definicién 75. Una sucesién de médulos A 5> B % C es exacta, si [ m(f) =
ker(g). Si existe un homomorfismo de 0 — A entonces f es monomorfismo.
Si existe un homomorfismo de C' — 0 entonces g es epimorfismo.
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2. Equivalenc¢ia en moédulos

Dado que los médulos planos y proyectivos sobre cualquier anillo son cerrados
respecto a formacién de sumas directas y los mddulos inyectivos sobre cualquier
anillo son cerrados respecto a formacién de productos directos, se concluye que
si los mdédulos planos, proyectivos e inyectivos forman una clase elementalmente
cerrada, entonces el producto directo de mdédulos planos, proyectivos y la suma
directa de inyectivos, son planos, proyectivos € inyectivos, respectivamente.

El reciproco de los resultados se demostrard en esta seccion.

Teorema 76. Si B un R-mdédulo derecho es plano e I es un ideal izquierdo,
entonces el homomorfismo B ® p I — BI dado por & ® ¢ — & es un isomorfismo.

Demostracién. BI = {Xb;i; : b; € B, i; € I} es un subgrupo de B. Enla
composicién B&g I — B®g R — B, el segundo término es isomorfo a B, entonces
el segundo homomorfismo es isomorfismo, por 1o que la composicién tiene imagen
BI y es monomorfismo, es decir es isomorfismo. a

Lema 77. Sean F' un médulo planoy 0 - K — F 2, B — 0 una sucesién
exacta de R-médulos derechos. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) B es plano.
(it) K N FI = K1 para cualquier ideal izquierdo /.
(ii) K N FI = K1 para cualquier ideal izquierdo / finitamente generado.

Demostracién. En condiciones (ii) y (iii), note que KI C K N FI. Antes de
hacer la demostracién de las implicaciones se hard una discusion.

Realizando el producto tensorial de un ideal / con la sucesién dada, se obtiene:

KRI-FRI™ Bl 0.

Identificamos F' ® I con F'I mediante el isomorfismo f ® i — fi; esto identifica a
Im(K® 1 — F ®1I)con KI. Se obtiene el isomorfismo

v:FI/KI 3 B®I

dadopor fi+ KI — 8f ®1.
Por otro lado

BI = {X(Bf;)i;: f; € F, i; € I} porque 3 es epimorfismo
= {B(Zfyi5)} = B(FI).

Por el primer Teorema de isomorfismo, se obtiene

§:BI=p(FI)— FI/FINK
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dadoporbi — fi+FINK,donde Bf = b. Juntando los homomorfismos obtenemos
la composicién o :

FI/KI % B®I5 FI/FINK,

donde 6 : b ® i — bi. Explicitamente, ¢ : fi + Ki — fi+ FI N K. Como
KI C FINK, o esun isomorfismo si y sélo si KI = FIN K. Es mis, dados los
isomorfismos v v d, o es isomorfismo si y s6lo si 6 lo es.

(i) = (i) Si B es plano, entonces por el Teorema 76, 8 es isomorfismo, lo que
implica que o es un isomorfismoy K1 = FIN K.

(i1) = (iii) Inmediato.

(iii) = (1) Si KI = FI N K para todo ideal finitamente generado I, entonces 6
es un isomorfismo, por lo que B es plano.
a

Lema 78. SeaRun anilloy 0 - K — F — A — 0 una sucesion exacta de
R-médulos derechos, donde F es libre con base {z, | @ < A}.
Siu =140 + ...+ Zq,a, €s un elemento de F', se define I, como el ideal en R
generado por a; ... a,. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) A es plano.
(i) Siu € K, entoncesu € K1,,.

Demostracién. (i) = (ii) Si A es plano y u € K, entonces por ¢l Lema 77,
ve KNFI, =KI,.

(ii) = (i) Sea [ un ideal izquierdo de R y u € K N FI, entonces I, C I y para
u € KI, C KI. Lo anteror es verdadero para todo u € K N FI y de esto se sigue
porel Lema 77, que K N FI = K. Por lo tanto, A es plano. ]

Lema 79. SeaRunanilloy 0 - K — F — A — ( una sucesién exacta
de R-moédulos derechos, donde F es libre, entonces los siguientes enunciados son
equivalentes: '

(i) A es plano.
(ii) Dado cualquier u € K, existe un homomorfismo § : F — K tal que
f(u) = u.
(iii) Dado cualquier conjunto de elementos de K,{u,, .. ., u,}, existe un homo-
morfismo 8 : F' — K tal que f(u;) = u; paral < i < n.

Demostracion. (i) = (ii) Sea u € K. Defina I, como sigue: si

U= Tp,81F ...+ Ta,Gr,
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(donde {z, | @ < A} esunabase de F), [, = Ra; +. ..+ Ra,. Ademis, como A es
plano, del Lema 78 se tiene que v € K1, yparau = va1 + ... + ¥a, cOny; € K,
se define el homomorfismo § : F' — K parai = 1,...,r como:

v Sla=q;
0(za) = { 0 sia#a;.

Por la construccién de 8 se cumple que #(u) = u.

(i) = () Dado u = z4,81 + ... + T4.ar en K, sea § : F — K un morfismo tal
que 8(u) = u. Entonces u = 6(z4,)ay + ...+ 8(z4, Jar y uestden KI,,. Del Lema
78 se concluye que A es plano.

(ii) = (ii) Sea uy,...,un € K.

Sin = 1, entonces la existencia de # se sigue de (ii), procediendo por induccién
sobre n.
Supongamos que » > 1y (i) es vélido para £ < n. Sea d,, : F' — K un homomor-
fismo tal que 8, (uy,) = uy; ademds, sea v; = u; — O,(u;) parai =1,...,n —1; por
hipétesis de induccién existe un homomorfismo 8’ : F — K tal que #'(v;) = v; para
todoz=1,...,n—1.

Se define el homomorfismo  : F — K como:

B=1-(1-6)1-8,).

y se cumple 8(u;) = u;.
En efecto,
g =1-(1-6,-0'+66,)
=0,+68 —-66, ’
y de
Vi = Uy — Bn(u,-)
se obtiene que
v = 60 (w;) = 0 (wg) — 00, (us).

Ademas, de
en(ui) =U;p— Y
concluimos
B(u;) = 6, (u;) + 8'(us) — 0'6,(u;)
=6, (u,) + v;
=U; — Vi + U
= U;.

(iii) = (ii) Como #(u;) = u; para todo u; € K entonces §(u) = u para todo
u € K.
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Lema 80. Sea R un anillo y A un R-médulo derecho, entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

(i) A es plano.

(i) Si a3 A + ... + aA, = O donde ax € Ay Ax € R entonces exis-
ten by,...,bp, € Ay {px} C R 1 <1< m1 <k < r,tales que
ar = Loy bithik Y 2k=1 BikAe = 0

j < s, exis-

<

(i) Si Yp.;akx; = 0, donde ax € Ay M\ € R, i s
r, tales que

ten by,...,bp € Ay {m} C R 1< i< nyl<
ak=21=1 hu"lkka:l uikAk]—O

i <
k

Demostracién. (i) = (iii). Sean f : F — A un epimorfismo, donde F' es
un R-médulo derecho libre y K = ker(f); se escogen z1,...,2, en F tales que
f(zk) = ax yel conjuntode los uj = 37, Zx ey, 1 < 7 < s Entonces

flu) = i arAx; =0

k=1

y como A es plano, por el Lema 79 existe un homomorfismo 8 : F — K tal que
9(?14) = Uy.

Ahora escribimos zx — 8(zx) = Y, zifik, donde z;, ..., z, son parte de una
base de F'; formamos el conjunto de los elementos b; = f(z;), de donde

ar = f(zk) = far — 0(zx)) Mx; = Z bitsik-

=1

En resumen,
n n
0=u;— 6( u,) = E {zi — 6( xk)})\kj Z (Z Z:F‘zlc)’\kj ZZ,'(Z ﬂ"ik)\kj)’
k=1 3=1 =1 k=1
y como 10s 2,, ..., z, son parte de la base de F', se cumple que
T
> tirdk; = 0.

k=1

(i1) = (ii). Sea j = m para alglin m y sea Ay = Ay, Con esto se obtiene lo
requerido.
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(ii) = (i). Sea f : F — A un epimorfismo, donde ¥ es un R-mddulo libre con
base {z4}; ademds, sea K = ker(f) y suponga que u = Zq, A1 + ... + Zq, A, estd
en K.

Siag = f(z,, ) entonces a1 Ay + ... + a A = 0.
Por hipGtesis existen by, ..., b, en Ay {pix} € R, 1 < n,k < r, tales que

ok = by Y pikre =0,

=1 k=1

En consecuencia, z; € F'y f(z;) = b;. Definimos un homomorfismo 8 : F' — F
como

11
0(Tay) = Tay — 9 zittix para k <7

i=1

6(z,) = 0 para a # o; paratodo i = 1,...r.

f0(zq,)) = ax - ibiﬂik =0

=1

8(F) C K.

En conclusién, se tiene que:

9(u) =Uu-—- zr: (i Z,',U.,'k))\k =Uu - iz,—(zr: ,Uik/\k) =1U

k=1 =1 i=1 k=1
y por el Lema 79 deducimos que A es plano.

3. Deﬁniéiones sobre ultrafiltros

Definicién 81. Sea P un ultrafiltro sobre &. La norma de P es’

I|Pl| = min{|A]| : A € P}.
Es claro que 1 < ||P|| < o para todo ultrafiltro P sobre c.
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Definicién 82. Sean k y « cardinales y P un ultrafiltro sobre a, entonces P es
k-uniforme si | P|| > «.

Un ultrafiltro a-uniforme sobre a es uniforme.

Definicién 83. Sean « y & cardinales y F C Pot(a). Entonces .F tene la
propiedad de interseccién finita x-uniforme si

o F#£0.
e |Ni<n Ak} 2 £ donde n < w.
o Ac € Fparak < n.
Si F C Pot(a) y F tiene la propiedad de la interseccién finita a-uniforme,
entonces se dice que F tiene la propiedad de la interseccién finita uniforme.
F tiene la propiedad de la interseccion finita si y s6lo si F tiene la propiedad de
la interseccion finita 1-uniforme.

4. Médulos planos

Al considerar un R-médulo izquierdo A y una coleccién {B,} de R-médulos
derechos, para cada A, el homomorfismo proyeccién [] B, — B, induce un homo-
morfismo ([ B,) ®r A — B, ®g A y estos homomorfismos inducen al homomor-
fismo ([T B,) ®r A — [1(B,®gr A), el cual vamos a referir como el homomorfismo
natural

Un caso especial de esta situacion es cuando todos los médulos B, son copias
de un médulo fijo B, en este caso a [] B, lo identificamos con el conjunto BX de
todas las funciones del conjunto de indices X sobre B.

En el caso B = Rpg, identificamos a2 B ®z A con A, donde el homomorfismo
natural (RX) ® g A — A%, con ¢, el homomorfismo natural definido como (p(t ®
a))y = t,a.

Proposici6n 84. Para todo R-médulo izquierdo A, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) A es finitamente generado.
(ii) El homomorfismo natural (T] B,,) ®r A — [I(B, ®r A) es inyectivo para
toda coleccién {B.,} de R-médulos derechos.

(iii) El homomorfismonatural (R*)®zA — AX esinyectivo para todo conjunto
de indices X.

Demostracién. (i) = (ii) Sean a4, . . ., a, generadores de A. Cualquier elemento
cz € [1(B, ®g A), escribimos z, = b1, ® a1 + ... + bpy ® @, para cada v, donde
B;, € B,,1 < i < n} y son los componentes de un elemento de b; € [] B,, con lo
anterior, el elemento b; ® 21 + ... b, ® a, en ([1 B,) ®r A va a z por medio del
homomorfismo natural.
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(i1) = (111) Inmediato.

(iii) = (i) Definimos ¢t € AX definiendo ¢, = a para todo a € X. Utilizando
(iii) existe un elemento wy ® @y + ...+ w, ® ay, en (RX) @g A el cual va a t bajo
el homomorfismo natural. Observe que w1, ® a1 + ... + Wn, @ @y = a4 para toda

a € A, concluimos que ay, ..., a, generan a A.
a

Proposicion 85. Para todo R-médulo izquierdo A, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) A es finitamente presentado.
(ii) El homomorfismo natural (T[] By ®r A — [1(By ®r A) es biyectivo para
toda coleccién { B, } de R-médulos.
(iii) Elhomomorfismo natural (R¥)®rA — AX esbiyectivo para todo conjunto
de indices X.

Demostracién. (i) = (ii) Existe una sucesion exacta
0 K—>F—>A-0

de R-médulos izquierdos con F libre finitamente generado y K sélo finitamente
generado, construimos un diagrama con renglones exactos como sigue:

(I1B,) ®r K— ([1B,) ®: F— ([1B,) ®r 4 0
f 9 h
(B, ®r K)— [1(By ®r F) — [1(B, ®r A) 0

ya que F' es un sumando directo de copias de R se concluye que g es una biyeccién,
por la Proposicién 84, f es un homomorfismo inyectivo, del diagrama y lo anterior
se concluye que h es biyectivo.

(ii) = (111) Inmediato.

(iii) = (1) Por la Proposicién 84, A es finitamente generado, existe una sucesion
exacta corta

0~~K—-F—-4—-0

de R-md6dulos izguierdos, con F' un médulo libre finitamente generado. Dado un
conjunto X, construimos un diagrama conmutativo con renglones exactos:
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(RXY®r K — (RX)@rF — (R*)®r A 0
f g h
0 KX FX — AX —

se sigue que g es una biyeccion . Como A es un homomorfismo biyectivo por (iii), se
concluye que f esinyectivo. Enresumen, la Proposicién 84 dice que K es finitamente
generado cuando A es finitamente presentado.

O

Definicién 86. Un anillo R es coherente izquierdo si todo ideal izquierdo de R
finitamente generado es finitamente presentado.

Teorema 87. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) El producto directo de R-médulos derechos planos es plano.
(ii) Para todo conjunto X, R¥ es un médulo plano.
(iii) R es coherente derecho.

Demostracién. (i) = (ii) Inmediato.

(11) = (iii) Sea I un ideal izquierdo finitamente generado de R. Dado un conjunto
X, se deduce de (ii), que el homomorfismo (RX) ®r I — RX es inyectivo, de lo
cual (RX)®gI — IX esinyectivo. Mediante las Proposiciones 84 y 85, se concluye
que I es finitamente presentado.

(iii) = (i) Sea {B,} una coleccién de R-médulos derechos planos, por medio
de (iii), todo ideal izquierdo I de R finitamente generado es finitamente presentado,
entonces por la Proposicién 85, el homomorfismonatural (I] B,)®rI — [1(B,®r)
es biyectivo. Dado que cada B, es plano, todos los homomorfismos B, ®z I — B,
son inyectivos; entonces el homomorfismo (] B,) ® g I — [] B, debe ser inyectivo,
se sigue que el homomorfismo (I] B,) ®r K — [] B, es inyectivo para todo ideal
izquierdo K, se concluye que [] B, es plano.

a

Teorema 88. Sea C la clase de médulos planos, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
(@) C es axiomatizable.
(ii) C es elementalmente cerrada.
(iii) Cualquier ultrapotencia de un R-médulo izquierdo R es plana.
(iv) R es coherente derecho.

Demostracion. (1) = (i1) Por 1a Proposicién 24(i) se cﬁmple la implicacién.

(ii) = (iii) Sean M un R-médulo, I un conjunto de indices y & un ultrafiltro,
entonces la ultrapotencia es plana, pues [ M’ /U = M y por (ii).
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(iv) = (i) F denota el conjunto de sucesiones S no vacias finitas de elementos
de R. Se define, para todo elemento S = {Ay,. .., A.) de F, un enunciado g tal que
un médulo A es plano si y s6lo si A es modelo del conjunto {¢s | S € F}.

Sea fs el homomorfismo de R-mddulos derechos de R" sobre R definido por:

fS(Vh .. .,I/,.) = ZAiVir
=1

por la definicién de coherente derecho, ker(fs) admite, como R-médulo derecho,
un subconjunto generador finito; sea ps = {p1, . .., P} tal subconjunto donde cada
pi es una r-ada (p;1, . . ., Pir)-

@s es el enunciado:

k=1 k=1 i=1

Va, ...Va, Z/\kak=0=>3y1...3ym /\ (ak=2p—iky,~)}

Si A es modelo del conjunto {¢s | S € F'} entonces por el Lema 80, A es plano.

Reciprocamente, supongamos que A es plano y S = (Ay,..., A;) un elemento
de F. Ademds, \1a; + . ..+ Aqa, = 0 unarelacién lineal entre elementos a, .. ., a,
de A. Porel Lema 80 existen by,...b, € Ay {ua} C R 1<i<n; 1<k<r,
tales que ax = L&, pirb; ¥ Sh; Aepix = 0. Para cada ¢ la r-ada (i1, - - -, fhir)
estd en ker(fs). Por lo tanto, es una combinacién de elementos de ps. Para cada
i, &1, --.,&m son elementos de R tales que:

m m
(ity - iir) = 3 pi&ii = 3 (Pj1s -~ - Pir )i
=1 i=1

Se sigue que

o = z": (i pjk&j)bi = (ipjki&jbi).

=1 ‘j=1 =1 j=1
Entonces
m n
A (2 =3 pinys) cons = 3 &b
k=1 =1 i=1

y A es un modelo de ¢g.
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(iii) = (iv) Sea f un homomorfismo de médulos derechos de R sobre R, donde
T €S UN entero positivo; se observa que existen Ai, ..., A. € R tales que

,
V(vr,..., 1) ER, fln,...,00) = D Niti.
i=1
Supongamos que el ker(f) no es finitamente generado y exhibiremos una ultrapo-
tencia de R que no es plana.

Sean {ug | 8 < v} un subconjunto generador de cardinalidad infinita ~y del
R-médulo derecho ker(f) tal que pg no es combinaci6n lineal de elementos de
{t# | 7 < B} y D un ultrafiltro uniforme sobre +.

Consideremos la ultrapotencia R"/D. Cada ug es una r-ada (pg,, . . -, 45, )-

Se denota con ay al elemento () de R? y con @, suimagen canénicaen R”/D,
1<k<r.

La relacién lineal \;a; + ... + A&, = 0 se satisface.
Ahora supongamos que R”/D es plano y usando ¢l Lema 80 derivaremos una
contradiccion.

Sean by,...,b, E R'/Dy {ts} CR 1<i<n, 1 <k<r,talesque

n
Eak = ZAkﬂ:k = 0.

$=1

Para cada ¢, el elemento p} = {p | 1 £ k < r} estd en el Ker(f). Entonces
existe un ordinal ¢ < <y tal que cada u; es una combinacién lineal de elementos de

{us | B < o}.

Para cada ¢ sean ;g elementos de R, todos ellos cero excepto una cantidad finita
tal que
(y"ila""#‘;f-) = E (“ﬁl)"')’-"ﬂr)&ﬂ; 1 < i __<_7’l

B<o

Porotra parte, como @y = Yor; pixbi, existen T € Dyelementosb; = (bg;) € R
(1 £ i < n) tales que para cada &k

n
B €T = pgi = _ pixhsni-

=1

Se sigue que
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B €T = pgi =2 (3 norbis)bsi = 3 war(D_ Eigbpri),

i=1 S<o B<o i=1

g el= Hp = (/‘ﬂ'l’ o bgr) = Z uﬁ(zfiﬂbﬂli)'

B<o i=1

Como D es uniforme, T contiene un ordinal @ > o. Un procedimiento igual
muestra que i, €S una combinacion lineal de elementos de {us | 8 < o}, locuales
una contradiccidn.

O

5. Médulos proyectivos

Definicién 89. Un anillo R es perfecto izquierdo si todo R-médulo plano es
proyectivo.

Teorema 90. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(i) Todo producto directo de R-médulos proyectivos es proyectivo.
(ii) R! es proyectivo para todo conjunto I.
(1i1) R es perfecto izquierdo y coherente derecho.

Demostracion. (i) = (ii). Basta observar que R es un R-médulo proyectivo.
(it) = (ii1). Por la definicién 86, R es coherente derecho.
(iii) = (i). Si A es cualquier producto directo de R-mddulos proyectivos izquier-
dos, entonces A también es un producto de R-médulos planos izquierdos; por ser
coherente derecho, A es plano y como R es perfecto izquierdo, A es proyectivo. [

Lema 91. Todo ultraproducto de médulos inyectivos es inyectivo si y s6lo si toda
ultrapotencia de un médulo inyectivo es inyectiva.

Demostracién. Supongamos que todo ultrapotencia de un médulo inyectivo es
inyectivo. Sea P = [J;¢; P;/D un uitraproducto de una familia {P; : ¢ € I} de
mdédulos inyectivos.'Se mostrard que P es inyectivo.

Q denota el producto directo [I;c; P;; por la Proposicién 26, () es inyectivo y
por hipétesis, Q7 /D es inyectivo. Probaremos que P es sumando directo de QY/D
definiendo los homomorfismos f : Q//D — P, §: P — Q/Dtalesque fo g =
identidad en P. Sea f el homomorfismo: QY — @ = [1;c; P: inducido por la familia
de homomorfismos f; = p;0¢q; : Q1 — P;donde g; : Q" — @, p; : @ — P; son las
proyecciones canénicas.
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Sea g €l homomorfismo : @ — @' inducido por la familia de homomorfismos
gi = jiop; : Q@ — @Q donde j; : F; — @ es lainclusién canénica. Entonces fo g =
identidad en @, por lo anterior

piofog=fiog=piogog=piogi=piojiopi=pi

para toda ¢ € I. Se observa que f y g inducen a f v g en los ultraproductos, que es
1o que buscibamos.
O

Observacién 92. Con la demostracién anterior se ha mostrado 1a siguiente afir-
macién més general: ‘todo ultraproducto de una familia de médulos es un sumando
directo de una ultrapotencia del producto de esta familia. La misma prueba muestra
que tal ultraproducto es también un sumando directo de una ultrapotencia de la suma
directa de la familia.

Teorema 93. Sea C la clase de R-médulos proyectivos. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(i) C es axiomatizable.
(i1) C es elementalmente cerrada.
(iii) R es perfecto izquierdo y coherente derecho.

Demostracion. (i) = (ii). Por la Proposicién 24(1) se cumple la implicacién.

(1) = (1ii). Si C es axiomatizable entonces, como todo producto de médulos
proyectivos es proyectivo, se sigue que C es cerrada respecto a formacién de pro-
ductos arbitrarios; en vista de lo anterior (Teorema 90), R es perfecto izquierdo y
coherente derecho.

(i) = (i). SiR es perfecto izquierdo y coherente derecho, por definicién de
perfecto izquierdo y el Teorema 88, C coincide con la clase de médulos planos, asi
que C es axiomatizable.

(it) = (i). Por hipétesis C es elementaimente cerrada y comoC es cerrada respecto

a la formaci6n de ultrapotencias, por el Lema 91, C es cerrada respecto a la formacién
de ultraproductos y, por la Proposicién 24, C es axiomatizable.

]

6. Mobdulos inyectivos

Definicién 94. Si R es un anillo con 1 y M un médulo izquierdo, entonces un
sistema es un conjunto de ecuaciones en una variable z, todas de 1a forma A\;z = q;
donde \; € Rya; € M
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Definicién 95. Para elementos my, ..., m; en el R-médulo izquierdo M y ele-
mentos a,, ..., a; en R, el sistema de ecuaciones
Q1T =Mq,.-.,4T =My

es consistente si ,
> rm; =0
=1

siempre que

t
> riai =0

=1
Teorema 96. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Los médulos inyectivos forman una clase axiomatizable.
(i1) Cualquier ultraproducto de médulos inyectivos es inyectivo.
(iii) Para cualquier entero positivo n, R satisface la siguiente propiedad:
El micleo de cualquier homomorfismo de R™ sobre R es finitamente gene-
rado.

Demostracion. (i) => (ii) De la proposicién 24 se tiene que axiomatizable impli-
ca cerrada respecto a formacién de ultraproductos, entonces todo ultraproducto de
mddulos inyectivos s inyectivo.

(i1 = (ii1) Sea n un entero positivo y f un homomorfismo de R™ sobre R, se observa
que existen A;,... A, € Rtales que

Y(p, ..., ) € R Flpr, -y a) = Y piks.
=1

Supongamos que ker(f) no es finitamente generado; se debe encontrar un ultra-
producto de moédulos inyectivos que no sea inyectivo.

Si 3 denota el menor cardinal tal que existe un subconjunto {a, : 7 < B} gene-
rador de ker(f) de cardinalidad 8, § es infinito y si {a. : 7 < ) es el submdduio
del ker(f) generado por {a, : T < v} se tiene que

(1) (Vv < BYEV < B)aw ¢ (ar)ren

Para cada v < 3, el modulo cociente B™/{a-)r<, se encaja en un médulo in-
yectivo E,,, esto porque todo médulo se encaja en un médulo inyectivo. Sea D un
ultrafiltro uniforme sobre 3.

Afirmacién: el ultraproducto [, E, /D no es inyectivo.
En efecto, para cada i entre 1 y n sea e; el elemento de R™ cuya ¢-€sima componente
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es 1 y todas las demads son 0.

Para cada v menor que 3 seane; , laimagen de e; respecto al homomorfismo canénico
de R" en R"/{a,)-<» ¥ & la clase de equivalencia médulo D de (e;,),«s. Entonces
basta demostrar que el sistema de ecuaciones

{dz=¢:1<i<n}

es consistente pero no tiene solucién en [, .5 F,/D.

El sistema es consistente: por la Definicién 95 y el Teorema 96 es suficiente
mostrar que para cada (u, - .., tin) € ker(f) se cumple 37, pié; = 0.

Es més, nos podemos restringir al caso donde (u.,. .., 4y) €S un elemento a,
del submédulo generado por {a, : 7 < B}. Pero en este caso YL pie; s s la
imagen de a, respecto al homomorfismo canénico de R® sobre R*/(a, : 7 < V'),
para cada ¥’ < 8. Se sigue que para cada ¥’ mayor que v y menor que S, el ele-
mento y o, tie;, es igual a cero. Dado que {¢// | v < v/ < B} € D (porque D es
uniforme), se tiene Y7, pi€ = 0.

El sistema no tiene soluciénen ], .4 E, /D: supongamos que existe un elemento
(85)w<p en I1,<p Ey, cuya imagen respecto al homomorfismo canénico de [],,. s B,
sobre [1, .5 Ev/D es solucién del sistema. En este caso existird un indice v < § tal
que \;s, = €;, paratoda i entre 1 y n.

Se sigue que para cada elemento a,» = (g, .. ., il ) del submédulo generado por

a.: 7 < B},secumpleque Y-, ple, =006a, € {Giay)r< Jocual contradice (1).
p 1 { 2a N}

(iii) = (1) F} denota el conjunto (finito) de sucesiones no vacias p, de elementos
de R de longitud menor que k.

Definiremos para cualquier elemento p = {Ay, ..., A;} de Fi un enunciado ¢, de
primer orden tal que el médulo M es inyectivo si y sélo si M es modelo del conjunto
{¢o| p € Fi}.

Sean § = {M\z =a; : 1 < i < n}unsistematal que p(6) = py J = J, es el
nucleo del homomorfismo f de R™ sobre R definido por:

f(ula-- )un) = Eﬂ‘zAz
=1

B = B, = {b; : 1 < j < m} denota a un subconjunto finito generador de J.
Si b; = (f1,- - -, Bn) €l sistema & es consistente si y s6lo si

7\ (i pi i = 0).

F=1 i=1
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Si ¢, es el enunciado:

m

Val...an[/\(i;q.ja,--:O) ——>3:r:(/n\ /\¢$=ai)],

=t i=1 =1

M es inyectivo si y s6lo si M es un modelo del conjunto {¢, | p € Fi}.
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CAPITULO 5

Clases finitamente axiomatizables

En este capitulo se consideran anillos para los cuales los R-médulos inyectivos,
proyectivos y planos forman una clase finitamente axiomatizable, lo cual es uno de
los objetivos del presente trabajo, las condiciones que se piden sobre los anillos son:
finitamente presentado, artiniano, netheriano,etc.

Se define la dimensién de Krull para trabajar en ideales de un anillo y se hace
mencion a las consecuencias y aplicaciones del concepto. En este capitulo se con-
sidererd a a como un ideal del anillo R.

1. Médulos inyectivos

Definicién 97. Un R-médulo M es a-inyectivo si Ezth(R/a,M) = 0. Un
R-médulo derecho N es a-plano si Torf(N, R/a) =0

Para el ideal a = 3°%_, Ra; se ve que M es a-inyectivo si y s6lo si cualquier
sistema consistente de ecuaciones,
Q1T =My,...,0T = My, (*)
donde m,, ..., m; € M tiene una solucién z en M.

Cuando a es finitamente presentado, la consistencia de (*) puede expresarse
mediante un enunciado de primer orden en L(R).

Proposicién 98. Si a es un ideal izquierdo de R finitamente presentado, entonces
los R-médulos a-inyectivos forman una clase finitamente axiomatizable. Es més, si
a es n-presentado entonces los R-médulos M para los cuales Exzth(R/a, M) = 0
forman una clase finitamente axiomatizable.

2. Mé6dulos planos

Proposicién 99. Si a es un ideal izquierdo de R finitamente presentado, entonces
los R-médulos derechos a-planos forman una clase finitamente axiomatizable. Es
mis, si aes n-presentado los R-médulos derechos N paraloscuales Tor (N, R/a) =
0 forman una clase finitamente axiomatizable.

Definicién 100. Para cualquier R-médulo izquierdo M, el dual

M* = Homz(M,Q/Z)
59
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es un R-médulo derecho, donde Q/Z denota el grupo aditivo de los niimeros racionales
modulo los enteros.
De manera similar se define para R-m6dulos derechos.

Teorema 101. Sea M un R-médulo izquierdo, N un R-mdédulo derecho y a un
ideal izquierdo de R. Entonces:
(1) N es a-plano si y sélo si N* es a-inyectivo.
(i1) Cuando o es finitamente presentado, entonces M es a-inyectivo si y sélo si
M?* es a-plano.

Demostracifn. (i) Se sigue del 1somorfismo natural

Homp(R/a,N*) = (N ®g (R/a))".
(i1) La hipdtesis de que a es finitamente presentado implica que existe un iso-
morfismo natural

M* ®g R/a = (Homg(R/a, M))*.
D

Definicién 102. Un R-médulo (izquierdo) M es FP-inyectivo (0 absolutamente
puro) si ExtL(F, M) = 0 para cualquier R-médulo (izquierdo) F finitamente pre-
sentado.

Teorema 103. Para cualquier anillo R las siguientes condiciones son equivalentes

(1) Los R-médulos izquierdos FP-inyectivos forman una clase finitamente axio-
matizable.
(i) Los R-médulos derechos planos forman una clase finitamente axiomatiza-
ble.

Demostracién. (i) = (ii) Como (i) implica que R es coherente izquierdo (un
anillo es coherente izquierdo si cualquier ultrapotencia de cualquier médulo izquier-
do inyectivo es FP-inyectivo), por la Proposicién 98, para cualquier ideal izquierdo
finitamente generado a de R, los R-médulos a-inyectivos son finitamente axiomati-
zables. De lo anterior, para todo a fijo, 1a a-inyectividad es una propiedad de primer
orden en el lenguaje L(R). Un R-médulo izquierdo M es FP-inyectivo si y s6lo si es
a-inyectivo para todo ideal izquierdo a finitamente generado.

Como los moédulos FP-inyectivos por hip6tesis forman una clase finitamente
axiomatizable se deduce que existen ideales izquierdos a,, ..., g, tales que un R-
moédulo izquierdo M es FP-inyectivo si éste es a;-inyectivopara 1 < ¢ < n. Entonces
para todo R-mddulo derecho N, del Teorema 101, se deduce que:

N es plano si y s6lo si N* es FP-inyectivo, si y s6lo si N* es a;-inyectivo para
1£i<n,siysblosi Nesa;-planoparal <: < n.
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Por Ia Proposicion 99, los R-médulos derechos planos forman una clase finita-
mente axiomatizable.
(ii) = (i) La demostracién es similar a la anterior.
O

Definicién 104. Sea M un R-médulo derecho. La dimensién de Krull de M, se
denota por K-dim M, se define por recursién como sigue:

e K-dimM = —-1siM =0;
e K-dim M = a si K-dim M £ a y para toda cadena descendente

M=MD>DM>...OM,D...
de submédulos de M, existe un indice r tal que si n > 7, entonces
K — dim(Mn/Mps1) < |

Si no existe un ordinal « tal que K-dim M = a, se dice que M no tiene dimensién
de Krull.

La dimensién de un anillo R, K-dim R, se define como la dimension de Krull del
R-médulo derecho R.

Definicién 105. La dimensién dual de Krull, denotada por dim-K M, se obtiene
considerando cadenas ascendentes en vez de descendentes; K-dim M = 0 si y sélo
. si M es un médulo artiniano; en efecto, ya que por ser un médulo artiniano la cadena
descendente se estaciona y el cociente M,,/M,,; = 0. tenemos que, dim-K=0siy
s6lo si M es un médulo noetheriano, en forma similar a médulo artiniano.

Definicién 106. Sea R un anillo noetheriano izquierdo. Un ideal izquierdo P de
R es critico si P # Ry la dimensién de Krull K — dim(R/A) < K — dim(R/P)
para todo ideal izquierdo A 2 P.

Definicién 107. Un médulo A es indivisible o inescindible si su descomposicién
en suma directa A = A; & A,, implica que A; =00 Ay =0.

Definicién 108. Un mdédulo A, diferente de cero, es un médulo simpie o irre-
ducible, si sus dnicos submédulos son 0 y A. Lo que es equivalente a que A es un
médulo derecho (izquierdo) simple si y s6lo si A =2 R/M para algin ideal maximal
derecho (izquierdo) M de R.

Definicién 109. Una extensién esencial de un médulo M es un médulo F que
contiene a M tal que cualquier submdédulo no cero de E intersectaa M. En simbolos
siSCMyS+#0,entonces SN M # 0.

SiM g E, se dice que E es una extensién esencial propia de M.

Definicién 110. Una extension esencial E de M es extension esencial mixima
absoluta, si cualquier extensién P de M, con E C P, no es esencial.
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Definicién 111. Un médulo N es una extensién inyectiva minima de un médulo
M,siM C N, Nesinyectivoy si M C K C N, entonces K no es inyectivo.

Lema 112. Sea M C E, con F diferente de 0 cualesquier R-médulos. Suponga
que T C E es un submédulo maximal con respecto a M N'T = 0. Entonces (M @
T)/T C E/T esuna extension esencial.

Demostracién. Supongaque0 # K/T C E/T, T C K, escualquier submédulo
no cero. Se mostrard que [(M + T)/T]|N(K/T) # 0. Suponga que [(M +T)/T| N
(K/T) = 0. Entonces K N (M + T) = T, de aqui
KNMCEKNM+T)=TyKnNM C Mseconcluyeque KNM CTNM =0.
Pero entonces T C K. T # K y K N M = 0 contradice la maximalidad de T, por
lo que se concluye que (M & T)/T C E/T es esencial. O

Proposicién 113. Todo R-médulo no cero M, es inyectivo si y s6lo si M no tiene
extensiones esenciales propias.

Demostracién. =) Sea M C V un R-m6dulo inyectivo, con V esencial. Enton-
ces V = M @ T por la Proposicién 26. Se tiene M NT = 0, M C V esencial exige
que 7 =0asique M = V.

<) Ahora suponga que M no tiene extensiones esenciales propias. Sea M C F
donde FE es cualquier médulo inyectivo que contiene a un submédulo M. Sea T un
submédulo de £ méximo con respectoa M NT = 0. Entonces M = (M & T)/T C
E/T es esencial por el Lema 112. Como M no tiene extensiones esenciales propias,
(MeT)/T = E/T,o M&T = E.Estoes, M es un sumando directo del R-médulo
inyectivo £ y entonces M es inyectivo.

O

Teorema 114. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) E es una extension esencial m4xima absoluta de M.
(ii) F es una extension esencial de M y E es inyectivo.
(iii) F es una extension inyectiva minima de M.

Demostracién. (i) = (ii) Sea M C N, N una extensién esencial m4xima abso-
luta de M. Por la Proposicién 113, N es inyectivo y, por hip6tesis, M C N es una
extension esencial.

(ii) = (iii) Suponga que E es un submédulo inyectivoen M C E C N. Como
E esinyectivoy E C N, se sigue que N = E @ E’ para algtn submédulo E' C N
por la Proposicién 26. Dadoque M C E® E esesencialy MNE =0, E =0y
E = N, se concluye que N es una extension inyectiva minima de M.

(iii) => (1) Sea M C N una extensién minima de médulos tal que N es inyectivo.
Usando el Lema de Zorn se elige N' submédulo de N con M € N, una extensién
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esencial mdxima de M en N, entonces N es inyectivo, pero como N es minimo,
N' = N. Se concluye que N' = N es una extensién esencial maxima absoluta de
M.

O

Definicién 115. Un médulo E es una envoltura inyectiva de M, si alguna de las
siguientes condiciones equivalentes se satisface

(1) E es una extension esencial mixima absoluta de M.
(i1) FE es una extension esencial de M y E es inyectivo.
(iii) F es una extension inyectiva minima de M.

La envoltura inyectiva de M se denota como E(M).
Definicién 116. Dosideales criticos Py P’ sonasociadossi E(R/P) = E(R/P").

Teorema 117. Paratodo R-méduloizquierdo finitamente generado sobre un anillo
R noetheriano izquierdo existe una cadena

M=M,DOM, 1:D...OM;=0
tal que M;/M;_, = R/P, para ciertos ideales criticos P, 1 < i< n

Teorema 118. Sea R un anillo noetheriano izquierdo en el cual existen solamente
un nimero finito de clases isomorfas de R-modulos izquierdos inyectivos indivisi-
bles. Entonces los R-médulos izquierdos inyectivos forman una clase finitamente
axiomatizable, lo mismo se cumple para R-médulos planos derechos.

pi

Demostracién. Por el Teorema 103 es suficiente probar el enunciado respecto a
los R-mddulos inyectivos.

Dado que existe sélo un nimero finito de R-mdédulos inyectivos indivisibles, de
la definicién de la dimensién de Krull via la localizacién de subcategorias, se tiene
t tal que la dimensién (izquierda) de Krull de R es un mimero finito n, donde n < ¢.

Sea P, 1 < ¢ < t ideales izquierdos criticos tal que E(R/P;), 1 < i < t,
representan las clases de isomorfismo de los R-médulos inyectivos indivisibles. En
vista de la Proposicién 98 es suficiente mostrar que un R-médulo izquierdo M es
inyectivo st

Exth(R/P,M)=0 para 1<i<t y 1<j<n+1,
esto es, basta mostrar que Exth(A, M) = 0 para todo R-médulo A finitamente ge-
nerado siempre que M satisfaga las condiciones anteriores.
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Esto se hace probando por induccién sobre s, (0 < s < n) los siguientes enun-
ciados:

(T,) : Ezt}(A, M) = 0 para cualquier R-m6dulo A finitamente generado de
dimensiénde Krull < 5,y5, 1 <j<n-s+ 1

El caso s = 0 se sigue inmediatamente del teorema 117

Se observa que los ideales de dimensién de Krull igual a 0 son precisamente los
ideales izquierdos méximos y dos ideales izquierdos méximos L y L, son asociados
siys6losi R/L, & R/L,.

Supongamos que es cierto para s — 1 y demostremos para s.

Supongamos que (Tp), (T1), . . ., (T,-1) se cumple. Para obtener (), por el Teo-
rema 117, basta mostrar que Ezth(R/P,M) = 0,1 < i < n — s+ 1 para cualquier
ideal critico P con K — dimR/P = s.

P es asociado a uno de los ideales criticos P, 1 < i < t, sea P/ = P,
Como E(R/P) = E(R/P') existen ideales Ly L' talesque L 2 P, L' 2 P'y
L/P = L' /P, ademés, como Py P’ soncriticos se tiene que K —dim(R/L) < s-1
y K — dim(R/L') < s — 1, y por hip6tesis de induccién se cumple que

)

Ezth(R/L,M) = Exth(R/L',M) =0 para 1<j<n—s+2.

Usando los morfismos de conexién para los funtores E'zt en las sucesiénes exac-
tas

0—-L/P>R/P->R/L>0
y
‘ 0—-L/P - R/PP—-R/L' -0
se obtiene
Ezth(L/P,M) = Exth,(R/P,M) 1<j<n-s+1
y

Ezth(L'/P',M) = Exth(R/P'\M) 1<j<n-—s+1
se tiene
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Ezth(R/P,M) = Exth(R/P',\M) 1<j<n—s+1,
pues L/P = L'/ P'. Si este procedimiento se repite sobre los ideales P;, 1 <1 < ¢,
se obtiene que:

Exth(R/P,M) = Oparal < j < n — s+ 1, con lo cual se termina la de-
mostracion.
c






Conclusiones

Mediante los resultados de la tesis se verifica que en la mayoria de los casos de-
mostrar que una cierta clase de médulos es axiomatizable requiere de alglin método
indirecto, es decir, mostrar cerradura respecto a ultraproductos, cerradura elemental,
o derivar el resultado como una solucién de otro. Es rara la ocasion en que se puede
exhibir los axiomas.

El teorema de Keisler-Shelah es de las pocas herramientas con que contamos
para probar que dos estructuras son elementalmente equivalentes, nos proporciona
un método indirecto para demostrario.

Ademds, probamos los siguientes resultados principales:

La clase de los R-mddulos es axiomatizable si y sélo si R es perfecto izquierdo
y coherente derecho.

La clase de los R-médulos inyectivos es axiomatizable si y s6lo si el ndcleo de
un homomorfismo de R™ en R es finitamente generado.

Los R-mdédulos a-inyectivos son finitamente axiomatizables si R es finitamente
presentado.

Los R-mdédulos izquierdos FP-inyectivos forman una clase finitamente axioma-
tizable si y sélo si los R-médulos derechos planos son A-elementales
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Apéndice A

Cdlculo de predicados de primer orden

e Lenguaje formal. Un lenguaje consiste de letras, reglas para combinar las
letras y formar palabras significativas y finalmente una interpretacién a esas
palabras significativas. El lenguaje se denota como L.

Dentro de las letras del lenguaje estdn las siguientes:
— Una cantidad numerable de simbolos de variables: X, Xo,...;
— simbolos de constantes ¢i, k € K;
— simbolos de relacién, R;, i € K,
— simbolo de igualdad: =;
— simbolos de funcién, Fj, j € K;
— el simbolo de negacion —, y el simbolo de disyuncién A;
— el simbolo existencial 3; y
— paréntesis ( ) y corchetes [ |.
e Cadena es una sucesion finita de letras del lenguaje.
o Términos son todas aquellas cadenas de la siguiente forma:
— simbolos de variable: X;;
— todos los simbolos de constante cg; y
— todaslas palabras Fj(t,, .. .,t,)donde ¢y, . . ., t, sontérminos definidos
previamente y F}; es un simbolo de funcién.
e Férmulas atémicas son todas las palabras de la siguiente forma:
— t =t para cada pareja de términos;
- Ri(ts,--.,tn), donde ty,...,t, son términos y R; es un simbolo de
relacién.
e Foérmula son todas las férmula atémicas y todas las palabras de la siguiente
forma:
- =] es una férmula si @ lo es;
— @1 A @9 es una férmula si ¢ y @9 son férmulas; y
- (3X:)|p] es férmula, si ¢ es férmula.

Las férmulas se denotardn con las letras griegas ¢ y ¢.

e Variable libre, es aquella variable que en una férmula estd fuera del alcance
de algiin cuantificador.
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e Enunciado es una férmula sin vaniables libres.

Estructuras
o Una estructura para el lenguaje £ es un sistema

A=< A;R F,ec>,
donde A es un conjunto no vacio, llamado el dominio de 2, R es un conjunto
de relaciones en A, F es un conjunto de funciones también en A y & es un
conjunto de elementos de A, llamados constante.

Modelos

e Una teoria en un lenguaje de primer orden £, es el conjunto de enunciados
T de L.

e Un Modelo es una estructura 2 para £ donde todo enunciado T de L se
satisface en 2.

e II es un conjunto de axiomas para la teoria T formada por todos los enun-
ciados del lenguaje £ si II es una teorfa de £ y de IT de deducen todos los
enunciados de T'.

e Una teoria es axiomatizable si existe un conjunto de axiomas para la teorfa;
es finitamente axiomatizable si el conjunto de axiomas es finito.

e Un conjunto de enunciados es consistente si no se puede deducir una con-
tradiccién o, lo que es equivalente, si ese conjunto de enunciados tiene
modelo.




Apéndice B

Cardinales regulares y singulares

Teorema 119. Si a es un conjunto de cardinales entonces

sup(a) = Ja

es un cardinal.

¢ Comoejemplos de cardinales sucesores, k£, tenemos los siguientes 1, 2, 3, . . .,
también lo son Ry, R, y R3. De hecho, un cardinal infinito es un cardinal
sucesor si y solo si es de la forma R, para algin ordinal a; lo que es lo
mismo, un cardinal infinito R, es un cardinal sucesor si y s6lo si el indice
~ es un ordinal sucesor.

e Un cardinal limite es aquel cardinal que no es sucesor. Algunos cardinales
limites son 0, Rg, R, Nytw) Nww. Cualquier cardinal no numerable R, es
un cardinal limite si y s6lo si el indice v es un ordinal limite o cero.

Definicién 120. e Un conjunto z C « es cofinal en & si sup(z) = &.
e cf(x) = min{|z|: z C k y z es cofinal en «} es la cofinalidad de .
e xesregularsicf(k) = &.
e x es singular si cf(k) < &.

ejemplos:
e w = Nq es regular.
e N, esregular
Propiedades:
e Si Beslimite y 8 < Ng, entonces Ng es singular.
e Si R es un cardinal infinito, entonces existe un subconjunto £ C & cofinal
en « e isomorfo a cf(x)
e Si & es un cardinal infinito, ¢f (k) es un cardinal regular.
e Si & es un cardinal infinito, entonces & < |x/(®)],
e Para cualquier cardinal «,

2% = |Pot(k)|.
Teorema 121. Sean s, A cardinales, A infinito, £ < A. Entonces
A _ o)
k' = 2%

/A
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Si k es un cardinal infinito. Entonces
(k7Y =2"
Teoria elemental de conjuntos.

e Lema de Zorn(LLZ): En cualquier conjunto parcialmente ordenado, con la
propiedad de que cualquier subconjunto suyo linealmente ordenado (una
cadena) tiene una cota superior, existe un elemento maximo.

e La Hip6tesis del continuo (HC) afirma que 2% = W;.

e Hipdtesis generalizada del continuo (HGC): Para todo ordinal e, se cample
2Ra = Ra-}.l-




Apéndice C

Axiomas y resultados de los mimeros hiperreales.

e Un niimero ¢ se dice que es infinitamente pequefio o infinitesimal si —a <
€ < a para cualquier nimero real positivo a.

¢ El dnico nimero real que es infinitesimal es el cero.

e Los niimeros hiperreales contienen a todos los ndmeros reales y también a
los infinitesimales que no son cero, el conjunto de los mimeros hiperreales
es denotado por R*, a los nimeros hiperreales también se les conoce como
ndmeros no estandares.

e Los infinitesimales en R* son de tres formas: positivos, negativos y el
nimero real cero.

e Los simbolos Az, Ay...y las letras griegas € y § son usadas para infinite-
simales.

e si ¢ y b son mimeros hiperreales y su diferencia a — b es infinitesimal,
diremos que ¢ es infinitamente cercano a b.

Ejemplo
Si Az es infinitesimal entonces x4 + Az es infinitamente cercano a xq.
o Si € es un infinitesimal positivo, entonces
— —e es un infinitesimal negativo.
- % es un ndmero positivo infinito, s mayor que cualquier nimero real.
— =% es un ndmero negativo infinito, es decir es un nimero menor que
cualquier nimero real.
e Los hiperreales que no son nimeros infinitos son llamados nimeros finitos.

Observacién 122, Cada nimero real r, introduce una coleccion de hiper-
reales infinitamente cercanos a r, estos nimeros hiperreales son todos fini-
tos.

Los hiperreales infinitamente cercanos a cero son llamados infinitesi-
males.

Axiomas de los hiperreales

(i) Axioma de cerradura.
e Todo nimero real es un nimero hiperrereal. Si a y b son ndmeros
hiperreales también lo son a + b, ab,ya — b.
Si @ es un ndmero hiperreal y a # 0, 2 es un nimero hiperreal.
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e Lasleyes conmutativa, asociativa,identidad, inversos y destributiva son
validas también para los nimeros hiperreales.
(ii) Axiomas de orden
Las leyes transitiva, tricotom{a, suma y producto se cumplen para todo
hiperreal.
Para todo ndmero hiperreal a > 0 y todo entero positivo n, existe un
ntimero hiperreal b > 0 tal que " = a.

Definicién 123. Un nimero hiperreal b es:
o Infinitesimal positivo si b es positivo pero menor que cualquier niimero
real positivo.
o Infinitesimal negativo si b es negativo pero mayor que todo nimero real
negativo.
o Infinitesimal si b es infinitesimal positivo, infinitesimal negativo o cero.

Observacién 124. Por definicién, cero es un infinitesimal, es més, no
existe otro nimero real que sea infinitesimal, es decir, si 7 € Ry es infini-
tesimal, entonces 7 = 0.

(iii) Axioma de] infinitesimal
Existe un mimero hiperreal infinitesimal positivo.

Definicién 125. Un niimero hiperreal b es:

o Finito si b esté entre dos niimeros reales.
e Infinito positivo si b es mayor que cualquier nimero real.
¢ Infinito negativo si b es menor que cualquier nimero real.

Observacién 126. Todo nimero real es finito.
Cualquier infinitesimal es finito.

Teorema 127 (Reglas para los nimeros infinitesimales finitos e infini-
tos). Suponga que €, 4 son infinitesimales, b, ¢ son nimeros hiperreales los
cuales son finitos pero no infinitesimales y H, K son nimeros hiperreales
infinitos:

(a) Negativos:
e —¢ es infinitesimal.
e —} es finito pero no infinitesimal.
e —H es infinito.
(b) Reciprocos
e Sie#0, 1 es infinito.
e < es finito pero no infinitesimal
e + es infinitesimal.
(¢) Sumas
® ¢+ ¢ es infinitesimal.
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e b+ ¢ es finito pero no infinitesimal.
e b+ c es finito (posiblemente infinitesimal).
e H + ey H + b son infinitos.
(d) Productos
e § - €y b- e son infinitesimales.
e b - ¢ es finito pero no infinitesimal.
e H-by H - K son infinitos.
(e) Raices
e Sie > 0, {/ees infinitesimal.
e Sib >0, ¥/bes finito pero no infinitesimal
e SiH >0, ¥/H es finito
(f) Cocientes
e £, £, L son infinitesimales.
e 2 ¢s finito pero no infinitesimal.
o 2, B H son infinitos, cuando € # 0.
(g) Nétese que se pueden dar las siguientes combinaciones:
e £, el cociente de dos infinitesimales.
e £ el cociente de dos nimeros infinitos.
e He, el producto de un nimero infinito y un infinitesimal.
e H + K, la suma de dos mimeros infinitos.
En cada uno de los casos anteriores puede ser infinitesimal, finito pero
no infinitesimal, o infinito, dependiendo de como son ¢, §, H K, por
esta razon son {lamados formas indeterminadas.

"Teorema 128. e Cualquier nimero hiperreal entre 2 infinitesimales
es infinitesimal.

¢ Todo nimero hiperreal entre 2 nimeros hiperreales finitos es finito.

e Cualquier nimero hiperreal que es mayor que algun ndmero infinito
positivo es infinito positivo.

e Cualquier nimero hiperreal que es menor que algin nimero infinito
negativo es infinito negativo.

Definicién 129. Dos ntimeros hiperreales b y ¢ son infinitamente cer-
canos uno con el otro, en simbolos & = ¢, si su diferencia b — ¢ es infinites-
imal.

Observacién 130. Si b y ¢ son reales y b es infinitamente cercano a c,
entonces b = c.

Teorema 131. Sean a, by ¢ nimeros hiperreales
e a=a.
e Sia = b, entonces b = a.
e Sia= byb=c, entonces a = c.
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(iv) Axioma de la parte estandar.
Todo nimero hiperreal finito es infinitamente cercano a exactamente un
numero real.

Definicién 132. Sea b un nimero hiperreal finito. La parte estdndar de
b, denotado por st(b), es el ndmero real al cual b es infinitamente cercano.
Los niimeros hiperreales infinitos no tienen parte estdndar.

Observacién 133. Sea b un niimero hiperreal finito.
e st(b) es un niimero real.
e b= st(b) + € para algiin infinitesimal €.
e Si besreal, entonces b = st(b).

Teorema 134. Sean ¢ y b niimeros hiperreales finitos. Entonces:
(a) st(—a) = —st(a).
(b) st(a + b) = st(a) + st(b).
(c) st(a — b) = st(a) — st(b).
(d) st(ab) = st(a)st(d).
(e) Si st(b) # 0, entonces st(§) = gﬁ(g)l
() st(a™) = (st(a))".
(g) Sia > 0, entonces st({/a) = {/st(a).
(h) Sia < b, entonces st(a) < st(b).

Funciones

La funcién hiperreal de una variable es un conjunto F' de parejas orde-
nadas de nimeros hiperreales tales que para todo mimero hiperreal a,

(a) Existe exactamente un nimero hiperreal b tal que (a,b) estd en F, 6
(b) No existe b tal que (a,b) estden F.

En el primer caso se escribe b = F'(a) y en el segundo caso se dice que

F(a) es indefinido.
(v) Axioma de funcién.

Para toda funcién real f, de una o més variables, existe su correspondien-
te funcién hiperreal f* del mismo nimero de variables llamada 1a extensién
natural de f.

(vi) Axioma de solucion.
Si dos sistemas de férmulas tienen exactamente las mismas soluciones
reales, entonces tienen exactamente las mismas soluciones hiperreales.
Consecuencias del axioma de solucién.
e Siresunnimeroreal y f(r) estd definido, entonces f*(r) = f(r).
e Si r es un nimero real y f(r) estaindefinido, entonces f*(r) estd in-
definido.
¢ Siuna funciénreal f estd dada por una regla de la forma f(z) = T(z),
donde T'(z) es un término que involucra a z, entonces la extensién
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natural f* estd dada por la misma regla, aplicada a los nimeros hiper-
reales.

De manera similar los enunciados son vdlidos para las funciones de
dos o mds variables.
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