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Introducción 

Una  de las  preguntas  clásicas  en la teoría  de  modelos  aplicada al Algebra es ¿ c u b  
do  una clase de  modelos  es  axiomatizable (o finitamente  axiomatizable)?  es  decir, 
¿podemos  caracterizar,  por  ejemplo  una clase de  módulos  como  aquellos  módulos 
que  satisfacen un conjunto  de  axiomas  expresados  en un lenguaje  de primer orden? 

En  esta  tesis  se  pretende  efectuar  esta  investigación  en  ciertas clases de  módu- 
los: planos,  proyectivos  e  inyectivos,  pero  principalmente  recopilar los resultados 
fundamentales  que  nos  permiten  establecer  que  ciertas  clases  de  estructuras son axio- 
matizables y ejemplificar su uso  para algunas clases de  módulos. Se espera  que  esto 
facilite  la  tarea  de  axiomatizar  estas  clases  de  módulos  poco  estudiadas  hasta  ahora. 

Nuestra  herramienta  basica sed el uso  de  productos  directos,  ultraproductos y/o 
equivalencia  elemental. 

También  recurrimos al Teorema  de  Baur-Monk  sobre  reducción  de  cuantifi- 
cadores  en la  teoría de  módulos, y al Teorema  de  Keisler-Shelah  que  relaciona  los 
conceptos  de  equivalencia  elemental e isomorfismo. 

Encontramos  condiciones  necesarias y suficientes  para  que  ciertas  clases de  mó- 
dulos  sean  finitamente  axiomatizables,  por  ejemplo  que  el  anillo  que  actúa  sobre el 
grupo sea artiniano o netheriano,etc. En ocasiones,  estas  condiciones  se  expresan 
mediante  propiedades  de los funtores Tor y Ext. 

Una figura  importante  de la  tesis es el  capítulo  dedicado al Teorema  de  Keisler- 
Shelah, donde  se  presenta  una  demostración  sin  utilizar  la  hipótesis  generalizada  del 
continuo,  debida a  Shelah. 

Para poder  trabajar  con  las  clases  de  módulos  mencionadas  presentamos l a s  
definiciones y propiedades  basicas  de l a s  mismas y diversas  caracterizaciones.  Al 
final aparece  una  amplia  bibliografía  que  involucra  diversas  fuentes  fundamentales 
para  nuestra  investigación. 

1 



2 INTRODUCCI6N 

La  tesis  est&  estructurada  de la siguiente  manera:  en  el  Capítulo 1 se  dan las 
debciones de los m6dulos, junto con  algunas  propiedades  que  son de g~an utilidad 
en  el desarrollo del  trabajo.  También  se  proporcionan  definiciones y resultados de 
teoria de modelos,  algunos  de  gran  importancia  como  el  Teorema de compacidad y 
el  Teorema de Los. 

En  el  Capítulo 2 se demuestra el  teorema  de  Keisler-Shelah  sin  suponer la hip6te- 
sis  generalizada  del  continuo. 

En el  siguiente  capítulo  se  muestra  la  equivalencia  elemental  entre la suma y el 
producto de m6dulos y el  importante  Teorema  de  Baur-Monk  para lo que  requerimos 
un tratamiento  preliminar de ultrafiltros. 

En  el  Capítulo 4 se muestran  equivalencias  entre  diferentes  clases  de  m6dulos, 
así como relaciones  entre  ser  axiomatizable y el anillo  sobre  el  que  est6  definido  el 
m6dulo. 

En  el  Capítulo 5, se hace un anasis similar al Capítulo 4, pero ahora para las 
clases  finitamente  axiomatizables.  En  este  capítulo  se  define la dimensib de  Krull y 
la dimensi6n  dual de Krull, que  miden quC tanto  se  aparta un m6dulo  de  ser  artiniano 
o noetheriano,  respectivamente. 

En esta  tesis  se  considera  a R como un anillo asociativo fijo con  identidad; de 
lo contrario se did explícitamente.  Por un m6dulo  se entended un m6dulo  izquierdo. 

Trabajaremos en  un lenguaje de  primer  orden, en donde  las  únicas  constantes 
lógicas  son el símbolo  de  igualdad =, una  constante  llamada  cero O, y los siguientes 
símbolos  de  funci6n : una funci6n  binaria f y para  cada r E R una 1-funci6n gr. Se 
escribe x + y en lugar  de f (2, y) y r - x en  lugar  de gr (2); de acuerdo  a  la  defini- 
ción  anterior el lenguaje  representa  a la estructura  de los R-m6dulos  izquierdos  por lo 
cual lo llamaremos  el  lenguaje de los R-m6dulos  (izquierdos) y se denotará  por L(R). 

En  esta  tesis  presentamos  resultados  que  se  encuentran  dispersos en la literatura, 
a los cuales se les da  orden y una  estructura para una  mejor  comprensibn.  Además en 
esta tesis es  fundamental la teoria  de  modelos.  Como se apreciar&,  esta  herramienta 
nos permite obtener una  comprensidn  muy  profunda de los conceptos  involucrados, 
En el mismo sentido  podemos  referimos  a los ultraproductos  que se destacan como 
un aparato  imprescindible  para  el  algebrista. 



CAPhULO 1 

Preliminares 

En  esta  tesis se considera  a R como un anillo asociativo  fijo  con  identidad; de 
lo contrario  se  dirá  explícitamente.  Por un  módulo se entenderá un módulo  izquierdo. 

Trabajaremos  en un  lenguaje  de  primer  orden,  en  donde las únicas  constantes 
ldgicas  son  el  símbolo  de  igualdad =, una constante  llamada cero O, y los siguientes 
símbolos de  funci6n : una función  binaria f y para  cada r E R una  1-función gr. Se 
escribe x + y en  lugar de f (x, y) y T x en lugar  de gr(z); de acuerdo  a la defini- 
ción  anterior  el  lenguaje  representa  a la estructura  de los R-módulos  izquierdos por lo 
cual lo llamaremos el lenguaje de los R-módulos  (izquierdos) y se denotará por L(R). 

A continuación  se mencionadn algunas  definiciones y resultados bBsicos  sobre 
la teoría  de  modelos. 

1. Definiciones  preliminares 

Definición 1. Si cp1, . . . , y+., son  fórmulas,  entonces  denotamos 
n n 

A ~ P ~ = ' P I A . - . A Y + ~  y V V ~ = C ~ ~ V . . . V C ~ ,  
a= 1 i=l 

Definición 2. Sea CP un conjunto de L(R)-f6rmulas,  entonces  denotamos 

MOdL(R)(Q) = {% : % es una  L-estructura y % + a). 
Definición 3. Sea S un conjunto no  vacío. Un filtro  sobre S es  una  colección 3 

de  subconjuntos de S que  cumple las siguientes  condiciones : 
(l).- S E 3 y  0 $! F. 
(2).- Si X ,  Y E 3 entonces X n Y E 3. 
(3)" S i X E F y X X Y Y S e n t o n c e s Y E F .  

Definición 4. Sea G un conjunto no vacio.  Decimos que G tiene la propiedad  de 
la  intersección  finita ( p i f )  si para todo  subconjunto  finito H de G, f l  H # 8. 

Lema 5. Sea G # 0 una  colección  de  subconjuntos de S tal que G tiene  la  pif. 
Entonces hay un filtro 3 sobre S tal que G 3. 

3 



4 1. PRELIMNARES 

Demostración.  Sea 3 la colección  de  subconjuntos X de S con  la  propiedad  de 
que  hay un subconjunto  finito de G, digamos {XI, . . . Xn}, tal  que X1 n . . . n Xn C 
X. Obviamente S E 3; adeds ,  8 6 3 pues G tiene la pif.  Para  la  segunda 
condición  tomemos x, Y tales  que  para dgunos conjuntos XI, . . . x,, Yi, . . . , Ym E 
GsetieneX1n ... nX, c x y Y l n  ... nYm EY;entoncesXln ... n X n n Y l n  
. . . n Y, c X n Y ,  y por lo tanto X n Y E 3. La  tercera  condición  en  la definición 
de  filtro es clara. AsÍ que 3 es un filtro. 

D 

Definición 6. Un filtro U sobre S es un ultrafiltro si para cada X C S, X E U o 
S - X E U, que  es  equivalente  a  decir  que U es un filtro  E-maximal. 

Teorema 7 .  (Tarski).  Sea S un conjunto  no  vacío. Todo filtro  sobre S puede 
extenderse  a un  ultrafiltro. 

Demostraci6n. Sean 30 un filtro  sobre S y P el  conjunto de todos los filtros F 
sobre S tales que 30 C 3. Considere  el  orden  parcial 2 en P. Claramente P no es 
vacío y si C es una cadena  en P, entonces U C es un filtro  sobre S, de manera  que U C 
es  una  cota  superior  de C que pertenece  a P. El Lema de Zom asegura  que  existe un 
elemento maximal U en P y U es un ultrafiltro  por  la  definición anterior. 

Definición  8.  Sea (Ai I i E I} una  familia  de  conjuntos;  definimos el producto 
directo de (A,  I i E I}, denotado nwr A,, como el siguiente  conjunto de funciones: 
ni,, A, = { U  : I + Uier A; I a(i)  E Ai}. 

Ahora ya estamos en condiciones  de  definir el  producto  directo de una  familia 
de  L(R)-estructuras. 

Definición 9. Sea { rZr, I i E I} una familia  de  R-m6dulos.  Definimos  el  producto 

(l).- El  universo  de % es universo(%) = ni,, universo@,). 
Q).- Para  la  constante O, 0% : I + uiEr universo(&) y cumple con 0% (i)  = oQi. 
(3).-  Paracadasímbolodefunci6nbinarioycadapareja (ao, al) E (universo(B))2, 

(4).- Paracadasímbolodefunción unariog,, r E Rypara  todoa E universo(%), 

directo niEr rZr, como el siguiente  R-módulo B : 

fB(ao, al) = b si y s610 si b(i) = f'i((ao(i), al(i)). 

gr"(a) = b si y sólo si b(i)  = g$(a(i)). 

Nuestra  intención  ahora  es  definir  el  ultraproducto de una familia de L(R)- 
estructuras. 

Definición 10. Sean (Iu, I i E I} una  familia  de  L(R)-estructuras, % = ni,, !&, 
(p(7i) una  L(R)-fórmula  con a" una  n-ada de elementos de universo( 93). Definimos 
el valor  booleano de cp(Z), denotado 11 (p(ü) 11, como: 

I I  II= ( i  E I I % t= cP(W)- 
Tenemos  las  siguientes  propiedades  del  valor  booleano. 
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Proposición 11. Sean p(5) y $(5) dos L(R)-fórmulas y ü una  n-ada  de  elementos 
de nicr &. Entonces 

Demostración. Las afirmaciones (1) a (4) son  consecuencia directa de la  defini- 
ción. Vamos a  demostrar (5), para  lo  cual  basta  mostrar  que hay un b E ITiEr !& tal  

Para cada i E (13z(~(z, ü)I/ existe q tal que U, y(&, ü(i)). Mediante el axioma 
de elección tomamos un elemento b E ni,l U, tal que si i E 113z(~(z, ü)11, se  cumple 
b( i )  = q ;  y si j E I \ ll3zp(z, ü)ll, b ( j )  es cualquier elemento de %,. 

Seai E 113zcp(z, ü)Il,esdecir,M, ,!= 3z(p(z, ü(i)).Porlaeleccióndeb(i) tenemos 

o 
L a  construcción de un ultraproducto se hace  mediante  una  relación  de  equiva- 

que llvl(b, .'>I1 2 l13zrP(z, .'N 

& /= p(b(i), Ü(2)). POT 10 tanto, i E ll(P(b, Ü)]I. 

lencia que se define  a  continuación. 

Definición 12. Sean I un conjunto no  vacío y 3 un filtro  sobre I. Definimos 
la relación de equivalencia  sobre universo(nie1 !&) como a - b si y sólo si 
11 a = b 3 

L a  clase de equivalencia de a, módulo un filtro 3 se  denota  como a / 3 .  
Mediante larelación de  equivalencia  definida y el  producto directo de R-módulos, 

Definición 13. Sean (24, I i E I }  una familia de R-módulos, 3 un filtro y 

se introduce una  nueva estructura. 

B = niel &. Definimos  el  producto  reducido niel !&/3 como  la  siguiente  estruc- 
turau: 

(I).- universo(U) = { u / 3  I a E uiverso(B)}. 
(2).- Para el símbolo de constante O, @ = 02)/F. 
(3).- Paracadasímbolodefunción binario f ycadapareja (ao, al) E universo(U)2, 

(4).- Para cada símbolo  de  función  unario gr y para  todo a E universo(U), 

Si U es un ultrafiltro  entonces  la  estructura niel %,/U es el ultraproducto de 

Si tenemos %., = 21 para  toda i E I ,  entonces %/3 es  la  potencia  reducida 

fU(.oIT, u1/n =fB(ao, a d P .  

gr'(a/F) = gr"(a)/F. 

{!& ] i E I} módulo U. 

de rz1 o la  ultrapotencia si 3 es un ultrafiltro. 



6 1. PFu?LIMINREs 

Un ejemplo m6s  en donde  existe  una  estructura y en donde  podemos  definir  una 
relaci6n es en los hiperreales, y se  hace  de  la siguiente  manera: 

Definici6n 14. Sean N el  conjunto  de los números  naturales y 7 un ultrafiltro 
libre de N. Considera  a R" con la siguiente  relaci6n  de  equivalencia: 

(x,) - (y,) si x, = yn Vn E A E 7 con  esta  relaci6n y R" se  tiene l o  siguiente: 
Rn/ N= hiperreales. 

Definici6n 15. Una  clase  de L(R)-esmcturas C es cerrada  respecto a ultrapro- 
ductos si todo  ultraproducto, n,,l &/U, de una familia  de  L(R)-estructuras 2, E C 
pertenece a C. 

Definici6n 16. Sean @ un conjunto  de f6mulas y cp una f6rmula 
@ cp significa que para  toda  L(R)-estructura Iu, 

si fl( t= @ entonces Iu /= cp. 

Si cp, decimos  que Q, implica  lógicamente  a cp o tambih que cp es  conse- 

Mediante @k se denota al conjunto de todas las consecuencias  16gicas  de 'P, es 

cuencia  16gica  de a. 

decir, 
@k = {cp 1 cp es  L(R)-f6rmula y @ p}, la  cerradura  deductiva  de <P ( en L(R)). 

Un conjunto Q, de  enunciados  es  deductivamente  cerrado si @k = @. 
Definici6n 17. Una  L(R)-teoría T es un conjunto de Le)-enunciados consistente 

y deductivamente  cerrado.  La  cardinalidad se define como la  cardinalidad de L(R) 
y lo denotamos ]TI. 

Definici6n 18. Sea C una clase  de  L(R)-estructuras, la L(R)-tmría de C o la teona 
de C es el  conjunto  Teo(C) de todos  los  L(R)-enunciados  que  son  ciertos en todas  las 
estructuras  de C. es decir 

Teo(C)= (p I cp es  L(R)-f6rmula y para toda  L(R)-estructura A E a, A 'p cp} 

2. Resultados  bhsicos  en  teona  de  modelos 

En esta  secci6n  presentamos  algunos  resultados  fundamentales  de la teoría  de 

Teorema 19 (Los). Sean {S 1 i E I } una  familia  de  L(R)-estructuras, U un ul- 
modelos  que  utilizamos  con  frecuencia. 

trafiltro sobre I y ü una  n-ada  de  elementos  del universo( ITiEI 2l.JZ.4). Entonces 



2. RESULTADOS BÁSKOS EN TEOKA DE MODELOS 

niel %/U + cp(ü/U) si y sólo si llq(ü)\\ E U 
7 

Demostración.  Sea U =  ni,[ &/U. La  prueba es por  inducción sobre la cons- 
trucción de l a s  fórmulas.  Sea 93 = niel %. 

(1) cp es una  fórmula  atómica. 
o cp = tl = t 2 ,  con tl y t2 términos. 

o cp = R(tl, . . . , tn). Es análogo  al  caso  anterior. 

e cpr+. 
(2) Paso inductivo. 

(pues U es ultrafiltro) 
(por  la  Proposición  11) 

(por hipótesis de inducción) 
(pues U es filtro) 

(por  la  Proposición 11) 



8 1. PRELIMINARES 

Teorema 20 (Compacidad). Sea M un conjunto de L(R)-enunciados.  Entonces 
M tiene un modelo si y s610 si todo  subconjunto  finito de M tiene un modelo. 

Demostraci6n. =%) Como M tiene un modelo A, entonces A es  modelo  de 
cualquier  subconjunto de M, en particular, A es  modelo de cualquier  subconjun- 
to finito de M. 

-e) Supongamos que todo  subconjunto  finito N C M tiene un  modelo,  digamos 
%N. Sea I = { N  c M I N es finito}.  Vamos a  construir un ultrafiltro U tal que 
para  toda cp E M se cumpla &GI &/U + c p ;  de esta  manera  el  ultraproducto sed 
modelo  de  todo M. Utilizando  el  teorema  de Los, basta  construir un ultrafiltro U tal 
que: 

I I c p I I  = {N E I I 2h + cp} pertenezca aU.  
Observe  que {N 1 cp E N} E IIcpII puesto  que  si cp E N ,  entonces %N /= cp. Así 

que  basta  construir un ultrafiltro  que  contenga  los  conjuntos p = { N  I cp E N } ,  y 
para esto últirno, por el  Lema 5 y el  Teorema 7, basta  demostrar  que  esta  colec- 
cion  tiene la pif. Pero esto  es  inmediato,  puesto  que  si cpl, . . . , prn E M entonces 
(Pl, - * - 7 Pin} E Pl n - * n Pm. o 

Definici6n 2 l. Una  clase C de  R-m6dulos es elemental o finitamente  axiomatiza- 
ble si existe cp tal  que C = M o c i ~ ( ~ )  (cp). Una  clase C de  L-estructuras es A-elemental 
o axiomatizable  si  existe un conjunto  de  enunciados  tal  que C = MoCIL(R) (a). 

Definici6n 22. Las L(R)-estructuras ?2i y 23, son  elementalmente  equivalentes, 
U 23, si 2í y B satisfacen  los  mismos Le)-enunciados. 

Definici6n 23. Una clase C de  L(R)-estructuras es elementalmente  cerrada si 
cualquier  L(R)-estructura  elementalmente  equivalente  a otra L(R)-estructura en C 
está en C. En símbolos: 2í E C y rtl E B implican 23 E C. 

L a  siguiente  proposici6n  presenta los resultados &S importantes  para  probar si 
una clase  de  estructuras  es  axiomatizable  (finitamente  axiomatizable) o no. 

Proposici6n 24. Sea C una  clase  arbitraria de L(R)-estructuras.  Entonces: 
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(i) C es  axiomatizable  si y sólo  si C es  cerrada  respecto  a  la  formación  de 
ultraproductos y es elementalmente  cerrada. 

(ii) C es  finitamente  axiomatizable  si y sólo  si  tanto C como el complemento de 
C (es  decir,  la  colección  de  estructuras  que  no  pertenecen  a C) son cerradas 
respecto  a  la  formación de ultraproductos y son  elementalmente  cerradas. 

(iii) Una  clase C es finitamente  axiomatizable  si y sólo si C es axiomatizable y la 
colección de estructuras  que no están  en C es cerrada  respecto  a  la  formación 
de  ultraproductos. 

Demostración.  (i) +) Puesto  que C es  axiomatizable  existe  un  conjunto @ 
de  enunciados tal que C = Mad(@). Sean 24 E C y 23 24; debemos  probar 
que 23 E C. Como Q E C, se  deduce  que M k @ y ademh, puesto  que % y 
93 son  elementalmente  equivalentes, B 'F @, de aquí  que 23 E C. 

Ahora se  demostrará  que C es  cerrada  respecto  a  ultraproductos.  Por  el 
teoremadeEos,siL1, I= cpesciertoparatodai E I,entoncesflierU/U k cp. 
Por  lo  tanto, niel &/U est5  en C y toda  clase  axiomatizable es cerrada  res- 
pecto  a  ultraproductos. 

e) Sea T el conjunto  de  todos los L(R)-enunciados  que  son  válidos en 
U para toda U E C; por  definición T es  deductivamente  cerrado y, ya que 
todo cp E T tiene  modelo, se concluye  que T es consistente.  Por lo  tanto, T 
es  una L(R)-teoría y cualquier U E C es  modelo de T, es decir C C_ Mod (T). 

Para  la  contención  Mod(T) 2 C, sean 23 E Mod(T), C el  conjunto  de 
todos los  enunciados  ciertos en B e I = Fin(C), el  conjunto  de  subconjuntos 
finitos  de C. Para  cada i = {cpl, . . .y,) E I, existe U, E C que es modelo 
de i, pues  en  caso  contrario  el  enunciado l(cpl A . . . A cp,) pertenecería  a 
T y sena falso en B. Para  cada i E I escogemos un modelo  de i ,  digamos 

Sea U un ultrafiltro  libre en I. Antílogamente  a  la  prueba  del  Teorema 
20, podemos  construir un ultraproducto njEf &/U que es modelo  de C. 
Dado  que C es cerrado  respecto  a  ultraproductos, &/U E C. Por  la 
construcción  de E, todo  modelo  de C es  elementalmente  equivalente a B, 
así que &/U B y como C es cerrado  bajo  equivalencia  elemental, 
implica  que 93 E C, de  lo  cual  se  concluye  que C = Mod(T),  por lo tanto C ,  
es  axiomatizable. 

u, E c. 

(ii) +) Como C es  finitamente  axiomatizable, C es  axiomatizable.  Por (i), C es 
cerrada  respecto  a  la  formación de  ultraproductos y elementalmente  cerrada. 
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Ahora  se  demostrar6  que  el  complemento de C es cerrado  respecto  a  la for- 
macidn  de  ultraproductos. Si % E C, entonces % b cp. Si { !23i},E~ pertenece 
al  complemento de C, !Bi /= lcp para  toda a E I y !&/U lcp por  el 
teorema  de t o s ;  en  consecuencia,  la  ultrapotencia esa en  el complemento 
de C. 

Para demostrar que el  complemento de C es elementalmente  cerrado, 
tomemos C una estructura en el  complemento de C y !O C entonces fZ F cp 
y por  ser C y 9 elementalmente  equivalentes, se obtiene  que 9 F p, lo que 
implica  que 9 est6  en  el  complemento de C. 

e) C y su complemento, C*, son cenados respecto  a la formación  de 
ultraproductos y elementalmente  cerrados; se mostrar6  que C es  finitamente 
axiomatizable. Por (i) se concluye que tanto C como C* son  axiomatizables; 
por lo tanto,  existen @ y \E, conjuntos de enunciados  tales  que C = Mod(@) 
y C*= Mod(@). 

Si C no  fuera  finitamente  axiomatizable,  para  cada  subconjunto  finito 
@' de @ existiría  una  estructura B con ?2l @' pero 2f Y CP de aqui U $ C, 
en  consecuencia, 0 E C*, es  decir, U 9. Por lo anterior se cumple 
que  cualquier  subconjunto  finito  de U \E tiene modelo y por  el  teorema 
de compacidad @ U tiene un modelo, llam6moslo 23. Se observa  que 
23 I= y 23 \E, esto quiere  decir  que 93 E C rl C*, una contradiccih. 
En  resumen, C debe ser finitamente  axiomatizable. 

(iii) +) Como C es  finitamente  axiomatizable, es axiomatizable y por (ii) se 
concluye  que  el  complemento de C es  cerrada  respecto  a  la fonnaci6n de 
ultraproductos. 

+=) Si C es axiomatizable, por (i) C es  cerrada  respecto  a la formaci6n 
de ultraproductos y elementalmente  cerrada; adeds ,  por  hip6tesis  se  tiene 
que  el  complemento de C tambih  lo es,  entonces  por (ii) se obtiene que C 
es  finitamente  axiomatizable. 

O 

3. Definiciones y resultados en módulos. 

En esta secci6n se definen los m6dulos  sobre los cuales vamos  a  trabajar,  despues 
se  enuncian  algunas  propiedades  que serh de  gran  utilidad  en lo sucesivo. 

Definici6n 25. Un  m6dulo E es inyectivo  si para cualquier  homomorfismo de 
m6dulos p : A + E y cualquier  monomorfismo cr : A + B existe un homomorfis- 
mo p : B -+ E, tal que = p es  decir,  el  siguiente  diagrama conmuta: 
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Proposición 26. (i) Si (E* I i E I} es  una  familia  de  módulos, niEZ Ei es 
inyectivo si y sólo  si E* es  inyectivo  para  todo i E I. 

(ii) Todo  sumando  directo D de un R-módulo  inyectivo E,  es  inyectivo. 
(iii)  Cualquier  R-módulo  es un submódulo  de un módulo  inyectivo. 
(iv) Un R-módulo M es inyectivo  si y sólo si M es un sumando  directo  de todo 

módulo  del  cual es un submódulo. 

Demostración. (i) +) Sean niel Ei inyectivo, o : A 3 B monomorfismo 
y cp : A + Ei, un  homomorfismo. 

= 7rjy 

Con la proyección n Ei + Ei y qi la inclusión. Para qi(p, por ser niEZ Ei 
inyectivo,  existe y : B + n Ei con qip = ya. 

Se define K como /c = .rriy donde cp = m ,  por lo que se cumple 
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+) Sean LY : A -+ B monomorfismo y cp : A -+ n Ei un homomorfis- 

Para r iy ,  para cada i E I ,  existe IC* con 7ricp = IC@, así que definimos 
IC : B + n E, un homomorfismo,  con IC, = T ~ K  

mo. 

O 

P X 'E 

f! I) 
____) A T B  

donde X y p son la inclusi6n y proyecci6n,  respectivamente.  Como E es 
inyectivo,  existe un  homomorfismo g : B + E con ga = X f .  Se define 
h : B + E como h = pg. Entonces 

hQ=pgcY=pXf = f 
porque pX = 10, por l o  que D es inyectivo. 
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(iii)  Para  cualquier  R-módulo M, M E D donde D es  algún  grupo  abelian0 
divisible. 
El homomorfismo I : M -+ HomZ(R, D) definido  por m H Zm : R -+ D, 
donde Z,(a) = mu E M C D es un  R-monomorfismo: 
Em+* = 1, + In m,n E M ;  a ,r  E R; 
(2, * r ) (a )  = Im(ra) =  TU) = {Zm,)(a); 
La, = b, * r; 1,(1) = m1 = m. 
Esto  es M (1, I m E M} C H m z ( R , D )  es un R-submódulo. 

(iv) =$-) Dado M N con M un R-módulo  inyectivo,  la  función  identidad 
1h.I : M -+ M se extiende  a un homomorfismo p : N -+ M tal que 
pj = l ~ ,  donde j : M += N es el  homomorfismo  inclusión. Se concluye 
que N = M 63 T para  algún  submódulo T de N.  

e) Por  (iii),  existe un R-módulo  inyectivo E tal que M c E. Por  hipótesis 
E = M G3 T para algún  submódulo T de E. Como todo  sumando  directo 
de un R-módulo  inyectivo  es  inyectivo, M es  inyectivo. 

o 
Teorema 27'. Todo  módulo  inyectivo E es  divisible. 

Demostración.  Sean m E E y TO E R no divisor  de  cero, se define f : Rro + E 
por ~ ( T T O )  = rm; f esth  bien  definida  porque TO no es divisor  de  cero.  Como E es 
inyectivo,  existe  un homomorfismo g : R -+ E que extiende  a f .  En particular 

m = f ( r o )  = g(ra) = rog(1), 
esto es m es divisible  por TO. o 

Definición 28. Un R-módulo A es libre  si es isomorfo a  una  suma de copias  de 
R. Si Ra, S R y A = Ru,, entonces el conjunto {u, I i E I} es  llamado  una 
base  de A. 

Dada  la  base (ai 1 i E I}, cada a E A tiene  expresión  única  como 

a = C r i G ,  
donde ~i E R y casi  todo ri = O es decir  para un número  finito. 

Definición 29. Un R-módulo P es  proyectivo  si  para  cualquier  homomorfismo 
entre  R-módulos p : P -+ C y para  cualquier  epimorfismo ,i3 : B -+ C,  existe un 
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homomorfismo p : P + B tal que ,@ = p, es  decir,  el siguiente diagrama  conmuta: 

Proposición 30. (i) Si /3 : B + P es un epimorfismo,  con P proyectivo 

(ii) Si {Pi I i E I} es una familia de  R-m6dulos,  entonces eiE1 Pi es proyectivo 
entonces B = ker(P) 63 P’ donde P’ S P 

si y s610 si Pi es proyectivo  para  todo i E 1. 

Demostración. (i) Considere el siguiente  diagrama 

Dado que P es  proyectivo, existe un homomorfismo y : P + B con 
By = lp, entonces y es un monomorfismo, y P es un sumando  de B, es 
decir, B = ker (8) @ I ” .  

(ii) +) Considere  el siguiente diagrama  donde 7ri es proyecci6n y 7; es inclusión 
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BTC 
Por  ser @ Pi proyectivo,  existe y tal  que $Ti = Pr 
Se  define X = yqi, por  lo  que se cumple 

1cI = $1Pi = $%Va = ($%)Vi = (P7)rli = P(7Vi) = PA. 
-e)  Considere  el  siguiente  diagrama 

Por  hipótesis,  existe X i  tal que $q, = PA,. 
Sea X tal que Xi  = Xqi; se  cumple $ = DX, ya que  de $qi = @Xi y Xi  = Xqi 
se  sigue  que = BXq,, de  donde  se  concluye $ = PA. 

0 
Teorema 3 l. Todo  R-módulo  libre F es  proyectivo. 

Demostración.  Sean X C F una  base  de F, p : F + B un homomorfismo, y 
CY : A -+ B un epimorfismo. 
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Se debe  encontrar p tal  que  el  siguiente diagama conmute 

Para cada x E X,  por  ser Q epimorfismo,  existe a E A tal que CY(U) = p(z), es 
decir, p(z) E B, donde B es la imagen  de A respecto  a CY, utilizando  el  axioma  de 
elecci6n, se define p(z) = a. 

Cada f E F tiene la forma 

para n elementos  diferentes z, E X ,  y O # r, E R. Los elementos a, E A se 
seleccionan  de  tal  forma  que p ( q )  = ai. 

Se define 

En consecuencia,  se  cumple pa = p. 
ji es homomorfismo:  sean 

f = x1r1+ . . . + xnrn 

Y 

con 

Y 
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entonces 

~ ( f  + 9) = P ( X I ~ I  + YISI + * * + xnrn + ynsn) 

= p ( q r 1 . .  . + znrn + 7~1sl+ . . . + ynsn) 

= F(XI)TI. + F(zn)Tn + P ( Y I ) S ~  + . * + P(yn)Sn) 

= alrl f . .  . + anrn + blsl+ . . . + bnsn 

= P ( f >  + Fb). 
con l o  que se concluye la  demostración. 

E! 

Observación 32. Todos los módulos  libres son proyectivos,  pero no todos los 
proyectivos  son libres. 

Ejemplo 33. Sea R = 2 / 6 2  entonces R = 2/22@ 2/32, se obtiene  que 2 / 2 2  
es  proyectivo  pero 2 / 2 2  no es  libre. 

4. Producto  tensorial 

Definición 34. Sea  R un anillo  asociativo  con 1. 
Si A es un R-módulo  derecho, B un R-módulo  izquierdo, y G un grupo abeliano 

aditivo,  entonces  una  función  R-biaditiva es una función 

f : A x B + G  
tal  que para cualesquiera a, a' E A, b, b' E B, y T E R, 

(i) f ( a  + a', b) = f ( a ,  b) + f ( d  b); 
(ii) f ( a ,  b + b') = f ( a ,  b) + f ( a ,  U);  
(iii) f (a r ,  b) = f ( a ,  rb). 
Definición 35. El  producto  tensorial  de A y B, es un grupo abeliano, A C ~ R  B y 

una  función  R-biaditiva h, con  la siguiente  "propiedad  universal": 

17 

B 

G 
Para  cualquier grupo abeliano G y toda  función  R-biaditiva f : A x B + G, 

existe un  Único homomorfismo f' que  hace  conmutar  el  diagrama. 

Teorema 36. Cualesquiera  dos  productos  tensoriales de A y B son isomorfos. 
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Demostracih. Suponga  que  existen un segundo  grupo X y una  función R- 
biaditiva IC : A x B + X que  resuelve el problema de la propiedad  universal. 
Existe un  diagrama 

donde k' y h' son homomorfismos tales que 

k'h = k y h'k = h. 

Existe un segundo  diagrama 

Teorema 37. El  producto  tensorial  de un R-módulo  derecho A y un R-m6dulo 
izquierdo B existe. 

Demostración. Sea F un grupo  abelian0 libre con  base A x B, es decir F es el 
grupo de las combinaciones  lineales  de  todas las parejas (u, b). Se  define a S como 
el subgrupo de F generado  por  todos  los  elementos  de las siguientes  tres  formas: 

(a + a',b) - (a, b) - (u', b), (u, b +  b') - (a,b) - (a, b'), (UT, b) - (u, ~ b ) .  

Definimos A @R B = &'/S. Si denotamos la  clase.  lateral (a, b) + S por u 8 b, 
entonces es fhcil  verificar  que h : A x B -+ A @R B definido  por (a, b) + a 8 b es 
R-biaditiva. 
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Suponga  que G es un grupo abeliano, y que tenemos el siguiente diagrama 
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A x B - A A R B  h 
\ / 

G 

donde f es R-biaditiva.  Dado que F es libre con  base A x B ,  existe un Único 
homomorfismo q : F -+ G con cp( (a, b)) = f (a, b), Es m& f siendo R-biaditiva 
implica S c ker(cp); se sigue que cp induce un homomorfismo f' : F/S -+ G con 
f ' : ( a , b )+S~cp( (a , b ) )= f ( a , b ) , e s t o e s f ' : a@b+f (a , b ) ,d edonde f 'h=  f .  

n 
U 

Teorema  38.  Sean f : A + A' un R-homomorfismo  de  R-módulos derechos 
y g : B -+ B' un R-homomorfismo  de  R-módulos  izquierdos. Existe un  Único 
homomorfismo A @R B 3 A' @pR B' con a @ b + f ( a )  @ g(b). 

Demostración.  La función A x B + A' @R B' definida  por (a, b) + f (a) @g(  b) 

o 
es claramente  R-biaditiva; y para probar la  unicidad  basta  utilizar  la  universalidad. 

Definición  39. El homomorfismo A @R B + A' @R B' que asocia a @ b con 
f a  €3 gb es denotado 

f @!? 

Teorema 40. Suponga que A A' f; A" son  R-homomorfismos de R-módulos 
derechos y que B 3 B' 5 B" son  R-homomorfismos de R-módulos izquierdos. 
Entonces 

(9' @ f'N9 @ f) = 9'9 €3 f'f - 
Demostración. Se prueba  utilizando  el  Teorema  38. o 
Definici6n 41. Un R-módulo izquierdo B es plano si para  cualquier  monomor- 

fismo de R-módulos derechos f : N -+ M, se deduce  que 

f @ l : N @ B + M @ B ,  n @ b b f ( n ) @ b  

es un monomorfismo. 

Teorema 42. Toda imagen isomorfa de un módulo plano es plano. 
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Demostración.  Sean M un módulo  plano  izquierdo y cp : !M + N un  isomorfis- 
mo. Entonces  el  siguiente  diagrama  conmuta: 

1.4 €34 
Como l A  €3 cp y lB €3 cp son  isomorfismos, CY @I 1 N es un monomoríismo s i  y sólo 

O 
s i  a €3 1 M  es un monomorfismo. 

Proposición 43. Para  R-módulos  izquierdos Mi, i E I, LWi es plano si y 
sólo si para  toda i E I, Mi es plano. 

Demostraci6n. Los elementos  de $ Mi se  denotan  como (mi) donde  solamente 

El  diagrama 
un número  finito  de mi son  diferentes  de  cero.  Sea a : A + B un monomoríismo. 

es conmutativo;  los  homomorfismos  verticales son los isomorfismos 

de lo anterior  se  sigue  que Q! €3 8) 1~~ es un monomorfismo si y sólo s i  (a €3 1 M) es 
un monomorfismo, si y sólo si CY €3 1~~ es un monomorfismo  para  todo i E I, por lo 
que la propiedad se satisface. 



CAPÍTULO 2 

Teorema de Keisler-Shelah 

En este  capítulo  presentamos  una  demostración del  Teorema  de  Keisler-Shelah, 
resultado  que  es  una de las pocas  herramientas  que  establecen  una  relación  fuerte 
entre  equivalencia  elemental  e  isomorfía,  pues  la  equivalencia  elemental es mris  dkbil 
que  isomorfía. La demostración  que  presentamos,  debida  a  Shelah,  es un conjunto 
de “trucos” combinatorios  para  poder  generar el ultrafiltro  en  la  dirección no trivial 
del  teorema. 

l. Resultados  auxiliares 

Definición 44. Sean X y K cardinales infinitos, p el  menor  cardinal LY tal que 
Xa  > X, F el  conjunto  de  funciones f :X + p y G el conjunto  de  funciones g : X + 
P ( g ) ,  donde p ( g )  es un cardinal menor que p. Sea D un  filtro  sobre X, (F, G, O) es 
&-consistente  si y sólo  si lo siguiente se cumple: 

(i) D est6  generado  por un subconjunto E D de  cardinalidad a lo sumo K. 

E es  cerrado  respecto  a  intersecciones finitas y cualquier  elemento  de D es 
un supraconjunto  de algún elemento  en E. 

(ii) Dado un cardinal ,B < p, existen  dos  ,O-sucesiones,  una  de  funciones  dis- 
tintas  en F, { f p  1 p < p},  y la o m  de  ordinales, {op I p < ,B}, menores 
que p, y dos  funciones f E F y g E G, tales que el  conjunto 

{t < X I f P ( 0  = f f p  Para  todo P < P Y f ( S )  = g(SH 
y D generan un filtro no trivial es decir,  el  filtro no contiene  a 8 sobre X. 

Observación 45. p 5 X 
Demostración. Para probarlo  supongamos  que no es  cierto,  es  decir p > X, 

entonces  por un lado  se  tiene  que X” = 2p > p > X y por otro  se  tiene  que 
X’ = 2’ > X, pero  esto no puede  suceder ya que p es  el  cardinal m’nimo que  cumple 
con la condición. El 

Observación 46. p es un cardinal  regular, es decir, cf(p) = p. 

Demostraci6n.  Sea p = ‘&cf(p) pc con O < pc < p para < c f ( p ) ,  enton- 
ces  se  cumple  que Xp = X c Q<=~(P) ’E = &,,,(,, Apt ; ya que p es  el  menor  con  la 
propiedad  de  que A’’ > X, se  concluye X” = X, para < c f ( p ) ;  de aquí se  deduce 
que XP = ~ c f h ) ,  pero como X < P < ~ ~ f ( p ) ,  p < cf(p) y puesto  que c f ( p )  < p 
siempre  ocurre,  concluimos  que p = cf (p). a 

21 
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Lema 47. Existe una  familia F de 2' funciones de X a p tal que (F,  O, {X}) es 
p-consistente. 

Demostracibn. Sea: 
H = {(A, S, h) I A c X, JAJ < p, S c Pot(A), JSl < p, h : S + p}: 

por la definici6n  de p, JH] = X, y enumeramos H = { ( A t ,  St, ht) : [ < X}. Para 
B C X, y [ < X se  define: 

f B ( f )  = { o, ht(B n At), si B n At E St 
si B n A, # St. 

Finalmente, sea F = { fB I B c X) si B # C; sin  perder  generalidad,  existe b E B 
con b 4 C; por lo tanto, hE ( B  n At) # hE (C n At) lo que  implica  que f~ # f c. 
Sean p < ,u, {B, I p < ,B} subconjuntos  distintos  de A y { crp I p < ,B) una sucesión 
de ordinales  menores  que p. 

Se  mostrar6  que  el  conjunto 

< x I f B , ( f )  = up vp p} 
es no  vacío. 

todo p, p' < P, p # p'. 

que (A, S, h) = (AS, St, ht) para  algún 5 < X entonces 

Sea A un conjunto  de  cardinalidad  menor  que p tal  que B, n A # Bd n A para 

Sean S = {B, n A 1 p < p }  y h(A n Bp) = ap; entonces (A, S, h) E H por lo 

f B p ( J )  = hS(Bp n At) = h(B, n A)  = O, para toda p < p. 
Por lo  tanto, (F,  O, (X}) es p-consistente. o 
Lema 48. (i) Si (F ,  G, D) es  n-consistente y K < y entonces (F,  G, O) es 

(ii) Suponga que (FE, G,, Dt) es  n-consistente  para  cualquier [ < 6 y que 
y-consistente. 

FE 2 F,,, GE 2 G,,, D, C D,,, donde < 7 y tq < K ;  entonces 

cn F~~ u G € ,  u Q) 
t<a S<? €<T 

es  n-consistente. 

n-consistente. 
(iii) Si (F, G, D) es  n-consistente y F' c F, G' C G entonces (F', G', D) es 

Demostracibn.  Inmediata  de  la  definici6n  de  X-consistente,  (Definicibn 44). 
Note  que en (ii) U,<r DE es un filtro pues los Dt forman una  cadena  de  filtros. O 

Lema 49. Sea G un conjunto  de  funciones  de X a los cardinales  menores  que p 
tal que p + IGl 5 n.  Suponga  que (F ,  0, D) es  K-consistente,  entonces  existe  un 
F" C F tal que IF \ F'I 5 K y (F', G, D) es  Kconsistente. 
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Demostración.  Dado  que IGI 5 K ,  basta  probar,  por  el  Lema 48, que: 
(1) para  cualquier  elemento g E G, existe un subconjunto Fs c F tal que 

De (1) se  sigue  que  el  conjunto F' = F \ UgEG Fg es el conjunto  que  requerimos. 

Sea g E G y suponga  que (1) no se cumple  para g, entonces 

I Fg I 5 K y (F - Fg , {g}, D) es  Kc-consistente. 

Por lo tanto, se demostrará (1). 

(2) para  cualquier  subconjunto C F de  cardinalidad a lo sumo K ,  ( F  \ 

Por  recursi6n  se  definen los conjuntos FE, FEY 6 < K+, tales  que  (utilizando (2)) 

es un subconjunto  de Fc de cardinalidad  a lo sumo IC tal  que (Ft \ Fe, { g ) ,  D) no 

F,  {g}, D) no es  K-consistente. 

Fo = F; 

es  +consistente; 

F,, = (75.,q Fs si 71 es un ordinal  limite, 7 < IC+. 

Ademas,  dado  que p 5 K, si analizamos  el  significado  de  que (FE, { g ) ,  D) no sea 
K-consistente,  podemos  tener  la  seguridad  de  que,  para  cada c < K+, existen un 
cardinal /3, < 1-1, una  sucesión  de  ordinales {u$ I p < pt}, menor  que p y una 
sucesión  de  funciones  distintas {f: E I p < PC} tales  que  el  conjunto: 

A, = { v  < X I f* ,(v) = a f p  para  todo p < & y f e (v )  = g(v ) }  

F<+l = F{ \ 

es  inconsistente  con D. 
Recordemos  que D est6  generado  por un conjunto E de  cardinalidad  a lo sumo 

K .  

Dado  que  cada A, es inconsistente  con D, se  deduce  que: 

Para  cada E < K+, existe un X, E E tal  que A, r l  X <  = 8. 
Si /El K ,  existen un conjunto X E E y IC+ ordinales < tales que A, n X = 8. 

Dado  que p 5 K ,  supongamos, sin perder  generalidad,  que  para  todo 6 < K + ,  

& = B < p y A ~ , n X = 0 .  
Sea y < p un cardinal  tal  que g : X + y; se observa  que y < )E+. Considere 

las  funciones { f$ I 6 < y), p < p, {f, I < < y); y los ordinales {o: I E < y). 
Ahora  se  ordenan  todas l a s  funciones y los ordinales  mediante  el  cardinal p + y < p. 
Puesto  que (F,  0, D) es  K-consistente,  el  conjunto 
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Lema 50. (i) Suponga  que (F, 0, D) es Ic-consistente y A C X. Entonces 
existe F' c F, con IF \ F'( < p, tal  que (F', O, O') o (F', O, o") es IC- 

consistente,  donde D' es el  filtro  generado  por D U (A} y D" es el filtro 
generado  por D U (X  \ A}. 

(ii) Suponga  que (F, 0, D) es  K-consistente, p 5 K y At C X para E < X. 
Entonces  existen F' c F y un filtro D' 3 D tales que IF \ F'/ 5 IC, 
(F', O, O') es  n-consistente y para  todo t < IC, At E D' o (A \ At) E Dr. 

Demostración. (i) Primero  se  observa  que D' y D" son  generados  por un 
subconjunto  de  cardinalidad  a lo sumo K ,  pero esto se cumple ya que como 
(F, 8, D) es K-consistente, D es un filtro  sobre X generado  por E C D 
con IBI 5 IC y al  unirlo  con (A} o { A  \ A} se  cumple la condici6n  men- 
cionada.  Suponga  que (F, O ,  D')  no es  K-consistente,  entonces  existen un 
cardinal B < p y distintas  funciones { f p  I p < /3 y ordinales {op 1 p < p} 
tales  que  el  conjunto B = {E < X I fp(c) = op para  todo p < 8) es incon- 
sistente  con Dl, por 10 que  existe un conjunto X E E con B n X n A = 0. 

Sea F' = F \ { f p  I p < P}, ahora se demostrad que (F', O, D") es 
&-consistente. 

Dados ,B' < ,u y las  sucesiones {fi I p < B'} y {u; 1 p < p'}, considere 
el  conjunto 

B' = {e < X 1 $(E) = O; para todo p < P}. 
Dado  que (F, 8, D) es ecomistente, el  conjunto B rl B' es consistente 

con D. Sea Y cualquier  conjunto en E; se tiene  que B n B' n Y n X # 0, 
pues B n X n A = 0; por lo que B' n Y n (X \ A) # 8, esto  es, B' es 
consistente  con D". 

(ii) Como se  tiene  la  misma  hip6tesis de (i),  existen F' C F ,  y un filtro D' 
generado  por D U (A} o por D U (X \ A), es decir, D' 3 D y, por lo tanto, 

o 
[<Ic ,AI   ED'o(X\A<)  ED'.  

Lema 5 1. Suponga  lo  siguiente: 
o .a es un modelo  con IAI < p, y (F, 8, D) es &-consistente. 
o Sean pc fórmulas, 5 < IC. El  conjunto {qE : ( < K }  es  cerrado  respecto a 

conjunciones.  Escribimos  a  cada pt como cpc(rc, y); para  cada E < K ,  sea 
at : X 4 A una  función  de X sobre A. 

o Para  cada ( < K ,  

{v < A I I= ( W c p c ( ~ , ( - m ) }  E D. 
Entonces  existen a : A + A, F' C F, D' 3 D tales  que IF\  F'I 5 IC, (F', O ,  0') 

es  K-consistente y para  todo ( < n, 

( v  < x I a I= cpc(a(4 ,aW))  E D'. 
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Demostración.  Sean ]Al = Q y {at I [ < a} una  enumeración  de A. Definimos 
las funciones gt : X -+ Q para [ < K como  sigue: 
Para  cada Y < A 

Sea G-= (95 1 < _< IC}. Note  que p + ]GI 5 K .  Por  el  Lema 49 existe P c F tal 

Sea f una función  en F ;  defina a : X -+ A como  sigue: 
que ( F  \ FI < IC y ( F ,  G, D) es IC-consistente. 

a(v) = { a f ( u ) ,  si f ( v )  < cy 
ao, en otro caso. 

Para  cada f < 6, definimos 

B, = < A I '21 /= cp,(a(4,aC(4)}. 

Sea D' el  filtro  generado  por D y {B, I f < IC}. Note  que D' está  generado  por 
un subconjunto de cardinalidad  a lo sumo K .  

Sea F' = F \ {f}, ahora se mostrará  que la conclusión  del  lema se cumple  para 
F', D' y a, es  decir,  que (F', O, D') es %-consistente.  Sean ,B < p ,  l a s  sucesiones 

B = { v < ,B I fp(v)  = up para  cualquier p < P}. 
{ f P  I P < PI Y {UP I P < PI7 Y 

Si B fuera  inconsistente  con D', existirían X E D y algún BE, 5 < K t a l  que 

Ahora  considere  la  función f E F junto con la  sucesión { f p  1 p < P} y la función 
gt E G. Dado  que (F,  G, 0) es rc-consistente,  el conjunto 

B n X n B , = 0 .  

B = < x I f p ( 4  = a p b  < P Y f(4 = g & 4  
es  consistente  con D. 

Recuerde la definición de gc y de B,; podemos  concluir  que B C B f l  BE y dado 
que B n X # 8, se  sigue B n B, n X # 0, una  contradicción  que  se  logra  al  suponer 
que B es  inconsistente  con D'. Por lo tanto, B es consistente  con D'. o 

2. Teorema  de  Keisler-Shelah 

Un resultado  fundamental en la  teoría  de  R-módulos  es  que  la  equivalencia  ele- 
mental y la  isomorfia son equivalentes.  Una  demostración  de este resultado  se  debe 
a Keisler  usando la HGC. Posteriormente  Shelah  obtuvo  el  resultado  prescindiendo 
de  esta  hipótesis. Damos esta última por  considerarla m& elegante. 

Cabe  recordar  que la equivalencia  elemental es d s  dCbil que  la  isomorfia como 
se  muestra  en  el  siguiente  ejemplo 
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Ejemplo 52. Sea A una  estructura  numerable,(en  realidad  puede  ser de cualquier 
cardinalidad  infinita), si se toma la ultrapotencia A6, donde K > NO, por  el  Teorema 
de tos, esta  ultrapotencia es elementalmente  equivalente  a A, pues  satisfacen  los 
mismos  enunciados,  pero  no  pueden  ser  isomorfas,  pues  para  serlo  deberían  tener 
la misma  cardinalidad, una  tiene  cardinalidad No y la otra No" y por  la  teoría  de 
conjuntos No" > No 

Uno  de los problemas  que  se  encuentra  al  tratar  de  axiomatizar  una  clase  de 
módulos  es  que  al recurrir a  la  Proposición 24 se  parte  de  que  dos  m6dulos  son 
elementalmente  equivalentes,  pero no se cuenta  con un conjunto de axiomas o fór- 
mulas  que  se puedan utilizar. En este sentido,  es de fundamental  importancia  el 
Teorema  de  Kejsler-Shelah  pues  se  traduce la condición  original  en  la  isomorfia de 
los  ultraproductos. 

Teorema 53 (Keisler - Shelah).  Dos  R-módulos fm y !Yl son  elementalmente 
equivalentes s i  y sólo si existe un conjunto I y un ultrafiltro U en I tal  que  las 
ultrapotencias fmf/U y %'/U son  R-módulos  isomorfos. 

Demostración. e) Sea p un enunciado  tal  que !Dl cp; debemos  probar  que 
% p. Como fm k cp, 9X'/U k p. Al ser  las  ultrapotencias  isomorfas, se concluye 
que %'/U /= cp; asi que por  el  Teorema  de Los, % p. 

+) Sean U y 93 modelos  elementalmente  equivalentes.  Supongamos  que p y 
X son cardinales tales que p es el  menor  con Xp > X y lAl y IBI menores  que p. 
Se  tiene  que 2IAl 5 AIAI = X; ahora se construidn, por  recursi6n  sobre  ordinales 
p < 2', un ultrafiltro D sobre X y un isomorfismo  entre  las  ultrapotencias n, U y 
n D  S- 

Iniciamos con IF01 = 2x y Do = { X}. EI Lema 47 nos  permite  concluir  que 
(Po! O, Do) es ,u-consistente;  por  la  Observación 45 de  la  Definición 44, p I: X y uti- 
lizando  el Lema 48(i)  se  obtiene  que ( Fo, O, DO) es  X-consistente. Se pueden  construir 
una  sucesión  decreciente { F, I p < 2') y una sucesión  creciente { D, I p < 2') que 
satisfagan  las  siguientes  condiciones: 

(1) 

IF0  - F p l  5 X + ]PI, para l Fp l  = 2x; 
(F,, O, D,) es (X + Ipl)-consistente; 

FT = np<T F,, D, = U,<, D, para 7 un ordinal  límite. 

Cualquier  subconjunto  de X est6  en  algún D, ó est¿% en el  complemento de algún 
D,, p < 2', así que D = U,<z~ D, es el  ultrafiltro  que  buscAbamos (otra vez, D es 
un ultrafiltro  pues los D, forman una  cadena  C-creciente). 

También necesitamos  construir dos sucesiones  de  elementos u, : X + A y 
b, : X -+ B tales  que (a, I p < 2') y {b, I p < 2') sean  todos  los  elementos  de AX 
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y BX, respectivamente, y para  cada c < 2X las  siguientes  condiciones se satisfagan: 

(2)paracualquierfórmulacp(a:l, . . .a:,) ycualquierconjuntodeelementosa,,, . . ,upn 
con p, < t, uno de los siguientes  casos  ocurre: 

6 

(3) para  cualquier  fórmula ~ ( $ 1 ,  . . . x,) y cualquier  conjunto  de  elementos u,,, . . . , uPn 
y b,, , . . . , b, con pi < E se  cumple: 

Mediante  los  Lemas 50(i) y 48 se  concluye  que se satisfacen  todos los requeri- 
mientos  de (1). Si las condiciones (2) y (3) se satisfacen  para todo < r] < 2‘ para 
algún ordinal  límite r], entonces se cumple  automáticamente  para q. 

Como  necesitamos  que  se  satisfagan (1)-(3) cuando < = u + 1, tomemos a, en 
AX, y encontramos b,. 

Sea a, el primer  elemento  de AX que no estA en la lista < u,,  p < ci >, necesi- 
tamos encontrar F,+l, Dlr+l y b, tales  que  se  cumplan los requerimentos de (1) a (3). 

Para  cada  fórmula cp(z, yl, . . . , y,J y cualesquier  ordinales p1, . . . , pn < a, con- 
sidere  el  conjunto X como: 

X(% p z ,  * * , pn) = ( v  < x I M /= (P[U,(Y)UPl (Y) . . . UPn (Y)]). 
Existen X + 1 0 1  de  estos  conjuntos X. 

Dado  que (F,, O, O,) es (X + la))-consistente, por  el  Lema 50(ii) encontramos 
F‘ c F,, Dl 3 D, talesque IF,\F‘I 5 X+lcil, y ( F ,  O, 0’) es (Af1a))consistente. 



28 2. TEOREMA DE KEISLER-SHELAH 

Cada X(cp, p 1 ,  . . . pn) est4  en Di 6 su  complemento  est6 en D'. 

Sea l? el  conjunto de todas las fórmulas p(z, a,], . . . ,u , , )  tal que  el  conjunto 
correspondiente 

X(CP, ~ r ,  - - ,  Pn) E D'. 
Note que sj p(s, aB,. . . , a,=) 4 r, entonces -p(z, u,,, . . . , a,,) E F. Por  lo 

tanto,  para  cada p(z, apl, . . . , a,,) E I?, el  conjunto Y definido  como 

La  razón  de  esto  es  que si 

(X \ Y(Y ,  PI, - y Pn)) E Dr c D'. 
Esto  contradice  que D' es un filtro no trivial. Aplicando  el Lema 51 se ob- 

tienen b, : X -+ B, &+, c F' y D,+, 3 Di tales  que IF' \ Fu+l I < X + 
1 0 1 ,  (F,+I, O, D,,+l) es (X + Icl)consistente y para  cada p(z, u,, . . . a,) E r, 

1' < X I I= ~~((b(~)',l(v> 'pn(v>>) E Dk+l* 
Ya que  tenemos F,+l, y bu, lo primero de todo  es  que  por  nuestra  elección 

de D', D,+1 satisface (2). 
Paramostrar(3), note  que  si p(z, apl , . . . , ah) E I?, entonces (3) se  satisface  para 

9 y a,, a,],. . . , a,,. Si p(z, upl, . . . , u,,) 4 I?, entonces +z, urn >. . . ,a,) E I?, 

por lo que (3) se cumple  para lv(ua, upl , . . . , a,,). Con lo que la inducción se com- 
pleta. 
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Sea D = UP<p D,, así que D es un ultrafiltro sobre X. Por lo  tanto, la función 

U 
[uplo I+ [bplD es el isomorfismo requirido de n, 121 en n, B. 





CAPhULO 3 

Equivalencia elemental 

En este  capítulo  estudiaremos  algunas  propiedades  de  módulos  desde el  punto 
de  vista de la  teoría de modelos. 

La  figura  destacada  del  capítulo  es  el  Teorema  de  Baur-Monk  que  permite  encon- 
trar, bajo  ciertas  circunstancias,  fórmulas  sin  cuantificadores  universales  equivalentes 
a una  L(R)-fórmula  dada. 

l. Definiciones 

Definición 54. Una  L(R)-f6rmula  primitiva  positiva pp- f rmula es una f6rmula 
de la  forma 

m n 

j=1 k=1 

donde m, n, t E N, ai,, bik E R y 7~1, . . . , son  variables  libres. 
DOS L(R)-fórmulas (~(31,. . . , yn) y 4c,(3~1, . . . , yn), con 31, . . , variables li- 

bres,  son  equivalentes  con  respecto  a un R-módulo M dado,  si  para  cualquier 
ml, .  .. ,m, E Msetiene: cp(m1,. ..,m,)esválidaenMsiysólosi$(ml,. . . ,mn) 
es válida  en M. 

Definición 55. Sea cp una L(R)-fórmula  primitiva  positiva  con  exactamente  una 
variable  libre y: 

n 

321,. . . ,x, aij2j = bjy 1 5 i 5 t. 
j=1 

Donde aij, bi E R. 
El conjunto p(M) de M definido  por 

c p ( W  = (Y 6 M I M l= cpIY7) 
es  un  subgrupo  aditivo de M lo cual es fhcil de comprobar. El grupo p( M) es llamado 
subgrupo  definible  primitivo  positivo o subgrupo  finitamente  definible de M. 

Definición 56. Si cp y 1c, son dos pp - f rmudas con una  variable  libre,  se  dice 
que p est4 contenida en II, (p C_ q5) si las ecuaciones  lineales  que  aparecen en la 

31 
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definición  de $ forman un subsistema  de las ecuaciones  lineales  que  aparecen en la 
definici6n  de p 

Definici6n 57. Una  combinacibn  booleana  es  una  combinaci6n  finita de pp - 
f rmulas con respecto a los conectivos  l6gicos V, A, 1 

2. Resultados  auxiliares 

Lema 58. Sea M; con i E I ,  una  familia  de  R-m6dulos y cp una pp - f rmda 
con  una  variable  libre,  entonces: 

(ii) E) Supongamos  que y E p(e iE1  Mi); entonces y E $iEI Mi y p[y] es 
vaida en @ Mi, lo que implica  que 9[y] es vAlida en Mi para toda i E I, es 
decir, y E v(Mi) para  toda i E I. Por lo tanto, y E Mi. 

>) Si y E eiEI cp(Mi) entonces y E p(Mi) para toda i E I, es decir, 
cp[y] es vaida en Mi para  toda i E I. Por consiguiente cp[y] es v a d a  en 
&I Mi. 

(iii) 

si y s610 si 
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si y sólo si 

33 

En el  resto  de  la  sección  nuestro  objetivo es demostrar  el  Teorema  de  Baur-Monk 
por  lo  que  requerimos  ciertos  preliminares. 

Lema 59 (Principio  de  Sylvester).  Sean Ao, Al,. . . , Ak, subconjuntos  de un 
conjunto  dado,  suponga  que A0 es  finito.  Entonces A0 S A, si y sólo si 

Demostración. Se prueba  por  inducción  empezando  por  el  caso no trivial ]E = 2, 
donde 

Lema 60. Si {Kj I 1 5 j 5 m} es  una familia  finita  de  subgrupos,  (tal  vez 
repetidos),  todos  de  índice  infinito  en  el  grupo  abelian0 G, entonces 

para  cualesquiera  elementos bj E G, 1 5 j <, m. 
Demostración.  Sea T el número  de  subgrupos  distintos  entre los K j ,  procedemos 

por  inducción  sobre T .  

Si T = 1 se  cumple  de  manera  inmediata. 
Supongamos que se cumple  cuando  el  número de subgrupos  distintos  es  menor 

que T. Si T > 1, suponga G = U135m(bj + Kj),  K = Kj para 1 5 j 5 S, y 
K # K j p a r a s < j < n .  

Dado  que [G : K]  = m, una clase  lateral b + K debe  estar  contenida en 
G - U l l j j s  (bj + K) .  De  aquí, b + K Us<j<m (bj + K j )  y, por lo tanto, K 2 
Us<jsm (b, - b + Kj),  y G = U l g s s  (bj + Kj) ÜU,~~, (bj + Kj)  es  la  unión  fini- 
ta de  clases  laterales  con  respecto  a T - 1 distintos subgrupos de los Kj ,  s < j 5 n. 
Por  la  hipótesis  de  inducción, se da  una  contradicción. 

Cl 
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G = U (ai +Hi) U U (bj +K,), 
l<iSl l < j l m  

entonces G = UlliSr (a, + Hi). 
Dernostracih. Dado  que HI, Hz,. , . , Hl son de  índice  finito en G, tambikn lo 

es Hz n Hz n . . . Hi, y ademh UlCicl (Q + Hi) es la union  finita  de  clases  laterales 
d e H l n H 2 n  ... nHl. 

" 

Es suficiente  probar  que HI = Hz = . . . = Hl. Si UlSill (ai + Hi) G existe 
una clase  lateral a + HI contenida en Ul<j<m (bj + Kj), por 10 que es la union  finita 
de clases  laterales  con  respecto a los subfipos de  índice  infinito  en G, lo  cual es 
imposible por el Lema 60. 

0 

Proposicih 62. Sean NO, HI,. . . , H, subgrupos  de un grupo  abetiano G. Si 
para algunos elementos go,  91, . . . , gn E G se  cumple 

n 

90 + Ho c u (Si + H.) 1 3  

i=l 

Y IHo/(Ho n H;)I es infinito para i > IC, entonces 

Para  cada i existe un elemento ai para  el  cual 
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3. Teorema  de  Baur-Monk 

Teorema 63 (Baur-Monk).  Para  cualquier  R-módulo M, toda  L(R)-fórmula o 
es equivalente a una  combinación  booleana  de pp - frmulas. Esta combinaci6n 
booleana  puede escogerse de tal forma que solamente dependa  de u y de los  indices [ 
$(M)  : cp( Ad) ] donde cp y 1c, recorren  todas l a s  parejas de pp - f r m u l ~ s  con cp $J. 

Demostración. Iniciamos con algunas  observaciones. 
Sea q(x ,  gl . . . , gm, z1 . . . , z,,) unapp- f r m d a  con variables  libres 5, yl, . . . , Y,, 21, . . . , +. 
Escribimos cp como  una  conjunción  finita de fómulas 

m 

321, . . . , zp (Ti. + biigj + Glzl) , 1 5 i 5 S, 
j= 1 

donde  las T ,  b, y c son elementos de R. 

Para cualquier m-ada (al, . . . , am) de elementos en el módulo M se define 

cp(M; al,  . . . , am) = (x E M 1 p(z, al, . . . , a,, 21, . . . , zp) es válida  en M}. 

Claramente cp(M; O , .  . . , O) es un subgrupo  finitamente  definible de M y para 
cualquier m-ada (al , . . . , a,), el conjunto p(M; al,  . . . , a,) es vacío o es una  clase 
lateral de M con respecto a cp(M; O , .  . . , O ) .  

Ahora,  sea M un R-módulo  fijo y considere cualquier formula cp, de la  forma 

(QIw)(Qzw) - (&nun)$ 

donde cada Qi es un cuantificador  universal o existencia1 y $ no contiene cuantifi- 
cadores. 

Se probará el enunciado del teorema  mediante  inducción  en  el  número de cuan- 
tificadores. 

Una fórmula sin  cuantificadores es claramente una combinación  booleana  de 
pp - f rmulas. Para el paso  inductivo se tiene  que  probar: 

Sea $(x, gl, . . . , gm) una fórmula  con x, y1, . . . , ym variables  libres, (y algu- 
nas  variables  sin  especificar en ei alcance de los cuantificadores), y supongamos 
que $(x, gl, . . . , gm) es equivalente  a una combinación  booleana de pp-fórmulas; 
entonces (Q2)@(x, gl, . . . , gm)) es equivalente  a una combinación  booleana de pp- 
fórmulas, donde Q denota V o 3. 

Por la equivalencia que existe en los cuantificadores  con la negación,  basta  con- 
siderar Q = V. 
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Una  conjunción  de  pp-fórmulas es de nuevo  una  pp-fórmula,  por lo  que  es  sufi- 
ciente  considerar  el  caso  donde $ = $(x, yl, . . . , y,,,) tiene la forma 

T O  0 TO V 91 V - . V (Pn, 

y Cada p, es  una  pp-fórmula  con x, yl, . . . , y ,  como  variables  libres  (incluyendo  el 
caso  donde po es  una tautología).  Dado  que (Vx)-.po(x, yl, . . . , gm) es la negación 
de  una  pp-fórmula,  se  supone  que $ tiene la forma po + p1 v . . . v pn. Entonces 
tenemos  que mostrar que la fórmula 

( vx Cpo(z,?A,. . . ,?I,) + i=l v V l ( ~ , Y l ,  - .  . , Y,)) 
n 

es  equivalente a una  combinación  booleana  de  pp-f6rmulas. 

Para  una  m-ada (al, . . . , am) de elementos en M la fórmula 

( vx cpo(x, al,. ' , a m )  -b v Cpi(Z, al,. - - 7 a,)) 
n 

i=l 

se  satisface en M solamente  cuando  la  inclusión 

se  cumple. 

Para  cualquier i ,  O 5 i 5 n, el  conjunto p,(M; al, . . . , a,) es  vacío o es una 
clase  lateral  con  respecto  a H,, por l o  que (O) expresa la inclusión  de  una  clase 
lateral en la  unión de clases  laterales,  algunas  de las cuales  pueden  ser  vacías.  Por  la 
Proposición 62, (O) es  equivalente  a 

k 
cpo(M; al, * * - , em) c u %(M; al, * e ,  am). (00) 

i=l 

Aplicando  el  principio de Sylvester (Lema 59) con los conjuntos 

= p(M; al,. . . ,&)/NO n . . . n Hk, 1 5 2 5 k ,  
que  son  vacíos o clases  laterales  de M/Ho n . . . nHk con  respecto  a Hi/ HO n . . . n& 
la  inclusidn (00) se  puede  reescribir  como 
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k 
AOGUA. (000) 

i=l 

Para  cualquier  subconjunto A de { 1, . . . , k}, se escribe AA = fkcA 4. Por  el 
principio  de  Sylvester,  la  inclusi6n (000) es  equivalente a  la f6rmula 

( - l ) l A l l &  n AA1 = O. (0000) 
A 

Aquí A 0  n A A  es vacía o consiste de N A  clases  laterales  con  respecto  a Ho n 
. . . fl Hk, donde 

(-1)IA'NA = o, 
A 

donde A recorre la familia N ( a ,  , . . . , am) que  consiste  en  los  subconjuntos  de 
(1, .  . . , k }  en los  cuales n AA # 8. 

En consecuencia, la f6rmda 

es  equivalente a 

( - l ) '* 'NA = o, 
A W V l  s... %VI4 

donde N(yl ,  . . . , gn) denota  los  subconjuntos A de { 1, . . . , k }  para los cuales 

TA(y1, - - &a) : 33: pO(z ( m,. . . , vm) A A qi(z, y1, - - , yrn)) 
iEA 

se  cumple  en M. 

a la f6rmula (+) . 
Ahora se e x h i m  una  combinaci6n  booleana  de ppf6rmulas equivalente  (en M) 

Considere  el  conjunto  potencia P de (1, .  . . , k }  y el  sistema  (finito) S de  los 
subconjuntos N de P para los  cuales 

( - 1 ) W v A  = o. 
A M  

Se observa  que la f6rmula (4) es vada en M si y s610 si  el  conjunto 
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{A E P I ~ ~ ( 3 1 , .  . . , yn) es vaida en M} 

esta en S. 

Para cualquier  subconjunto Af de P le asociamos la conjunci6n 

es  una  combinaci6n  booleana  de ppf6mulas. Se afirma  que r(y1,  . . . , ym) es equi- 
valente  (en M) a la fórmula (+). 

Para cualquier  m-ada (yl, . . . , gm) de  elementos  en M, la f6mula ~ ( 3 1 ,  . . . , Ym) 

se satisface en M si y s610 si ~~(91,. . . , gm) se  satisface en M, para al menos un 
n/ en S. Esto, sin embargo,  es  equivalente a la validez  de TA(yl, . . . , y,.,,) para 
los  conjuntos A C { 1, . . . , k} que  es&  contenidos  en algún n/, lo cual  es igual a 
hT(yl, . . . , gm). Esto muestra que r y la fórmula (+) son  equivalentes  en M. Note 
que r solamente  depende  de  los  indices J&. Esto  completa  la  prueba. 

cl 

Teorema 64 (Baur-Monk,  Garavaglia). Dos R-m6dulos M y N son  elemental- 
mente  equivalentes si y s6Io si 

r V W )  : d W 1  E c $(N) : c p ( Y  1 
se  cumple  para  cualquier  pareja  de  f6rmulas  primitivas  positivas  con  una  variable 
libre, y cp E $. 

Demostraci6n. +) Sea [T un L(R)-enunciado.  Por el Teorema 63 existe una 
combinaci6n  booleana de  enunciados  primitivos  positivos  equivalentes a [T en M 
y N. Dado  que los enunciados  primitivos  positivos  son  siempre  verdaderos, [T es 
vado en M si y s610  si  es vado en N .  

+=) Sea cp un L(R)-enunciado tal que M cp; se sigue  que [~(M) : cp(M)] es 
modelo  de cp, pero por ser  elementalmente  equivalente a [$(N) : cp(N)] entonces 
tambiCn es modelo  de cp y se concluye  que N cp, 

O 
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4. Suma y producto 

Teorema 65 (Sabbagh).  Sea M , ,  i E I una familia  de  R-módulos.  Entonces 
M I&,I lui- 

Demostración. Por el  Teorema  de  Baur-Monk 63, para  cualquier  fósmula y para 
todo Mi, la fórmula  es  equivalente a una combinación  booleana de f6rmulas  primi- 
tivas  positivas, y se tiene [$(Mi) : cp(Mi)], entonces 

[$(@Mi) : ~p(eM)] al igual que [$(nW) : V(IJ Mi)] 

pos lo que 

Pos el  Teorema 64 (Baur-Monk,  Gasavaglia), se cumple  que 

iE I iE I 
U 





CAPÍTULO 4 

Módulos  planos,  proyectivos e inyectivos 

En este  capítulo  se  encuentran  condiciones  sobre los anillos R para que  la  clase 
que forman los R-módulos  sea  axiomatizable  (finitamente  axiomatizable). 

l. Definiciones 

Definición 66. Un  R-módulo  derecho A es  finitamente  presentado si existe  una 
sucesión  exacta 

O+K-+F"+A"+O, 
donde F es un  R-módulo  libre  finitamente  generado y K es un R-módulo  finitamente 
generado. 

Definición 67. Sea Rl c R2 , . . R, R,+l 2 . . ., una  cadena  ascendente  de 
ideales  de un anillo R; se  dice  que  la  cadena  termina o se  estaciona si existe k E N 
tal que M, = Mk para  toda n 2 k. 

Un anillo R satisface  la  condición  de  cadena  ascendente (CCA), si se  estaciona 
cualquier  cadena  ascendente  de  ideales  de R. 

Definición 68. Un anillo R satisface la condición de maximalidad si cualquier 
familia no vacía  de  ideales  de R, tiene un elemento C-máximo. 

Proposición 69. Las condiciones  siguientes  son  equivalentes: 
(i) Cualquier  ideal  izquierdo de R es  finitamente  generado. 

(ii) R satisface  la  condición  de  cadena  ascendente. 
(iii) R satisface  la  condición  de  maximalidad. 

Demostración. (iii) =+ (ii) Suponga  que R satisface la condición  de  maximalidad 
y considere la siguiente  cadena  ascendente 

de  ideales  de R. Entonces  entre  los Ki existe un elemento míj-ximo;  sea Km tal 
elemento  máximo,  entonces K, = Km cuando n >_ m, y la  cadena  termina. 

(ii) + (iii) Suponga  que  existe  una  colección no vacía R de  ideales de R sin 
elemento  máximo.  Considere  el  elemento Kt de Q. Como K1 no es el  máximo 
entonces  existe K2 en R tal que Kl c K2, como K2 no es el máximo  existe K3 tal que 
KZ C K3. Si se continua en esta  forma, se genera  una  cadena  infinita  esmctamente 

41 
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creciente de  ideales  de R y no  satisface  la  condición de cadena  ascendente,  que es 
una contradicci6n. 

(iii) 3 (i) Sea SZ la colección de todos los ideales  de R finitamente  generados,  que 
no es vacía  porque al menos  el  ideal  cero está en ella;  por  hip6tesis  tiene  elemento 
mhximo sea KO, por ser  finito  generado  existen k l ,  . . . , k,  tales  que  generan a KO, 
suponga  que KO # K ,  K un ideal  de R, entonces  existe k E K \ KO. Pero  entonces 
kl, . . . , k,, k son  generadores  de KoU < k >, que  est4 en R y lo contiene KO, de 
aquí KO = K ,  y K es  finito  generado. 

(i) + (ii) Considere la cadena  ascendente 
K1 K2 E K3 c .  .. 

de ideales  de R. Sea K = Ug1 Ki. Entonces K es un ideal de R y es finitamente 
generado,  sean { k l ,  . . . , k,} sus generadores,  donde  cada kj  est4  en  uno  de los Ki. 
Entoncesexisteunmtalquekl, ..., Ic,esthenK,;entalcasoK= K,yK, = Km 
cuando n 2 m, es  decir,  la  cadena  se  estaciona. 

O 
Definici6n 70. Un anillo R se llama  noetheriano  izquierdo  si  alguna  de  las si- 

guientes  condiciones  equivalentes  se  satisface : 
(i) Cualquier  ideal  izquierdo  de R es  finitamente  generado. 
(ii) R satisface la condición  de  cadena  ascendente. 
(iii) R satisface la condici6n de maximalidad. 
Definici6n 7 1. Sea R1 2 R2 2 . . . R. 2 2 . . ., una  cadena  descendente  de 

ideales de un anillo R, se dice que  la  cadena  termina o se estaciona si existe k E N 
tal que M, = Mk Y n 2 k.  

Un  anillo R satisface la condici6n de cadena  descendente (CCD), si cualquier 
cadena  descendente  de  ideales  se  estaciona. 

Definici6n 72. Un anillo R satisface la condici6n  de  minimalidad  si  cualquier 

Proposición 73. Las siguientes  condiciones  son  equivalentes: 
familia no vacía  de  ideales de R tiene un elemento :-mínimo. 

(i) R satisface la condición  de  cadena  descendente. 
(ii) R satisface la condici6n de  minimalidad. 

Demostración.  La  demostraci6n  es  sirnilar  a  la de la  Proposici6n 69. O 
Definici6n 74. Un anillo R se llama  artiniano  izquierdo  si  alguna  de  las  siguientes 

condiciones  equivalentes se satisface : 
(i) R satisface la condición de cadena  descendente. 

(ii) R satisface  la  condici6n  de  minimalidad. 

Definición 75. Una  sucesión  de  módulos A f, B 3 C es  exacta,  si Im(f)  = 

Si  existe un homomorfismo de C + O entonces g es epimorfismo. 
ker (g). Si existe un homomorfismo  de O + A entonces f es monomorfismo. 
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2. Equivalencia  en  módulos 

Dado  que los módulos  planos y proyectivos  sobre  cualquier  anillo  son  cerrados 
respecto  a  formación  de  sumas  directas y los  módulos  inyectivos  sobre  cualquier 
anillo son  cerrados  respecto  a  formación de  productos  directos, se concluye  que 
si los módulos  planos,  proyectivos  e  inyectivos forman una clase  elementalmente 
cerrada,  entonces el producto  directo  de módulos planos,  proyectivos y la suma 
directa de inyectivos,  son planos, proyectivos  e  inyectivos,  respectivamente. 

El reciproco de los resultados se demostrará  en  esta  sección. 

Teorema 76. Si B un R-módulo  derecho es plano  e I es un ideal  izquierdo, 
entonces  el  homomorfismo B Q ~ R  I + B I  dado por b 8 i I+ bi es un isomorfismo. 

Demostración. B I  = {Cbjij : bi E B, i j  E I} es un subgrupo  de B. En  la 
composición B @R I + B R -h B, el segundo  término es isomorfo  a B, entonces 
el  segundo  homomorfismo  es  isomorfismo, por lo que la composición  tiene  imagen 
BI y es monomorfismo,  es  decir  es  isomorfismo. CI 

Lema 77. Sean F un módulo  plano y O -+ K -+ F + B -+ O una  sucesión B 

exacta  de  R-módulos  derechos. Las siguientes  condiciones  son  equivalentes: 
(i) B es  plano. 

(ii) K rl F I  = K I  para cualquier  ideal  izquierdo I. 
(iii) K n F I  = K I  para  cualquier  ideal  izquierdo I finitamente  generado. 

Demostración. En condiciones (ii) y (iii),  note  que K I  C K n FI.  Antes  de 
hacer  la  demostración de las implicaciones  se hará una  discusión. 

Realizando el producto  tensorial de un ideal I con la sucesión  dada,  se  obtiene: 

KBI+FCU%’BW-+O.  

Identificamos F @ I con F I  mediante  el  isomorfismo f 8 i H- fi; esto idenaca a 
Im(K Q9 I + F Q9 I) con K I .  Se  obtiene  el  isomorfismo 

- y : F I / K I < B @ I  

dado  por f i  + K I  I+ Sf 8 i. 
Por otro lado 

BI = ( C ( p f j ) i j  : f j  E F, ij  E I} porque p es  epimorfismo 

= ( P ( V j j ) )  = P(FI). 

Por  el  primer  Teorema  de  isomorfismo,  se  obtiene 

S : BI = ~ ( F I )  -+ F I / F I  n K 
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dado  por bi c) fi+ F I n K ,  donde /3f = b. Juntando los homomorfismos  obtenemos 
la composici6n cr : 

F I I K I  4 B B I 3 F I / F I  n K ,  
donde B : b @ i I+ bi. Explícitamente, a : f i  + Ki I+ fi + F I  n K .  Como 
K I  E F I  n K ,  o es un  isomorfismo  si y s6l0 si KI  = FI n K .  Es  más,  dados los 
isomorfismos y y 6, a es isomorfismo  si y s6l0 si 6 lo es. 

(i) + (ii) Si B es plano, entonces  por  el  Teorema 76, 8 es isomorfismo, l o  que 
implica  que u es un isomorfismo y K I  = FI  n K.  

(ii) + (iii) Inmediato. 

(iii) + (i) Si K I  = F I  n K para  todo  ideal  finitamente  generado I, entonces 8 
es un isomorfismo, por lo  que B es  plano. 

O 

Lema 78. Sea R un anillo y O + K 3 F + A + O una  sucesión  exacta  de 
R-m6dulos  derechos,  donde F es  libre  con  base (x, 1 Q < X}. 
Si u = x,, al + . . . + x,, a, es un elemento de F ,  se  define I, como el  ideal  en R 
generado por al . . . a,. Entonces  los  siguientes  enunciados  son  equivalentes: 

(i) A es  plano. 
(ii) Si u E K ,  entonces u E KI,. 

Demostración. (i) + (ii) Si A es  plano y u E K ,  entonces por el Lema 77, 
u E K n FI, = KI,. 

(3) + (i) Sea I un ideal  izquierdo de R y u E K f l  FI, entonces I,, 2 I y para 
u E KI,  E K I .  La anteror  es  verdadero  para  todo u E K n FI y de  esto se sigue 
por el  Lema 77, que K n FI = K I .  Por lo tanto, A es plano. O 

Lema 79. Sea R un anillo y O -+ K -+ F -+ A -+ O una  sucesión  exacta 
de  R-m6dulos  derechos,  donde F es libre,  entonces los siguientes  enunciados son 
equivalentes: 

(i) A es plano. 
(ii) Dado  cualquier u E K ,  existe un homomorfismo B : F -+ K tal  que 

(iii) Dado cualquier  conjunto  de  elementos  de K,(ul, . . . , un}, existe un homo- 
6(u) = 21. 

morfismo 8 : F + K tal que 6(ui) = ui para 1 < i < n. 
Demostración. (i) + (3) Sea u f K .  Defina I, como sigue: si 

u = x,,al + . . . -k x,,a,, 
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(donde {za ] Q! < X} es  una  base de F), I, = Ral + . . . + Ra,. Además,  como A es 
plano, del  Lema 7 8  se  tiene  que u E KI, y para u = vlal + . . . + v,cr, con vi E K ,  
se  define el homomorfismo 6 : F + K para i = 1, . . . , T como: 

8(zQ) = { vi si a = ai 
O si Q! # ai. 

Por la construcción de 6 se cumple  que e(u) = u. 

(ii) + (i) Dado u = z,,ul + . . . + zQ,ur en K, sea 6 : F -+ K un morfismo tal 
que $(u) = u. Entonces u = 6(za1)u1 f .  . . + O(zav)& y u est4 en KI,. Del Lema 
7 8  se  concluye  que A es plano. 

(ii) + (iii)  Sea u1, . . . , % E K. 
Si n = 1, entonces la existencia  de 8 se sigue  de (ii), procediendo  por  inducción 

sobre n. 
Supongamos que n > 1 y (iii) es válido para k < n. Sea 6, : F + K un homomor- 
fismo tal que e,(%) = %; además,  sea 'u* = ui - &,(u,) para i = 1,. . . , n - 1; por 
hipótesis de inducción  existe un homomorfismo 6' : F -+ K taJ que e'(vi) = v, para 
t odo i= l ,  ..., n-l. 

Se  define  el  homomorfismo 6 : F + K como: 

6 = 1 - (1 - e')(l - &). 

y se  cumple 8(ui) = ui. 
En efecto, 

6 = 1 - (1 - 6, - 6' + 6'6n) 
= 6, + 6' - 6'6, 

Y de 

se obtiene  que 

Además,  de 

= U* - $,(U*) 

vi = e'(%) = eyu,) - e'en(%). 

4 ( U i )  = ui - v; 
concluimos 

$(U*) = S n ( ~ i )  + B'(u~) - 0'6,(.~1,) 
= e,(ui) + vi 
= U; - Vi + Vi 
= ua. 

(iii) + (ii) Como $(u,) = u, para todo E K entonces O(u) = u para todo 
u E K. O 
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Lema 80. Sea R un anillo y A un R-mc)dulo derecho,  entonces los siguientes 
enunciados  son  equivalentes: 

(i) A es  plano. 

f(%) = a k X k j  = o 

y como A es plano, por el Lema 79 existe un homomorfismo 6 : F 4 K tal que 
6(ua) = u;. 

Ahora escribimos zk - 8(zk) = zipik, donde zl,. . . , z, son parte de una 
base de F ;  formamos el  conjunto  de los elementos bi = f(z,), de donde 

n 

a k  = f ( z k )  = f ( 2 k  - e ( z k ) ) A k j  = b&k. 
i=l 

En  resumen, 
n n n  n n 

y como los z l ,  . . . , zn son  parte de la  base de F ,  se cumple que 
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(ii) + (i).  Sea f : F ”+ A un  epimorfismo,  donde F es un R-módulo  libre con 
base {X,); adeds ,  sea K = k e r ( f )  y suponga  que u = z,,X~ + . . . + zar& esta 
en K. 

En  consecuencia, zi E F y f ( z i )  = bi. Definimos un homomorfismo 0 : F -+ F 
como 

n 

e(x,,) = xak - . w i k  para k I r 
i=l 

Y 
@(E,) = O para a # para todo i = 1,. . . r. 

Y 
8(F) C_ K. 

En conclusión,  se  tiene  que: 

r n  n r 

y por  el Lema 79  deducimos  que A es  plano. 

3. Definiciones  sobre ultrafiltros 

Definición 8 l. Sea P un ultrafiltro sobre a. La  norma de P es 
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Definición 82. Sean tc y cy cardinales y P un ultrafiltro  sobre a, entonces P es 
Ic-uniforme  si llPll 2 K. 

Un ultrafiltro a-uniforme sobre a es uniforme. 

Definici6n 83. Sean Q y IC cardinales y F C Pot(&). Entonces F tiene  la 
propiedad  de  intersección finita Ic-uniforme  si 

3#0. 
0 I nkCn Akl 2 donde n < w. 
o A k E 3 p a r a k L n .  

Si 3 C Pot(cy) y 3 tiene la propiedad  de la intersecci6n  finita  cy-uniforme, 

3 tiene  la  propiedad  de la interseccih finita si y s610 si 3 tiene la  propiedad  de 
entonces  se  dice que 3 tiene la propiedad  de la interseccidn  finita  uniforme. 

la intersección  finita  1-uniforme. 

4. M6dulos  planos 

Al considerar un R-m6dulo  izquierdo A y una colección (B,} de  R-módulos 
derechos,  para  cada X, el homomorfismo  proyección n B, + Bx induce un homo- 
morfismo (n B,) @R A -+ Bx @R A y estos  homomorfismos  inducen al homomor- 
fismo (u B7) @R A -+ n( B, @IR A), el cual  vamos a referir como el  homomorfismo 
natural 

Un caso especial  de  esta  situacidn  es  cuando  todos los módulos B, son  copias 
de un m6dulo fijo B, en este  caso  a lJB, lo identificamos  con  el  conjunto BX de 
todas l a s  funciones  del  conjunto de indices X sobre B. 

En  el caso B = RR, identificamos a B @R A con A, donde  el  homomorfismo 
natural (RX) @R A -+ A X ,  con p, el homomorfismo  natural  definido  como (cp(t @ 

Proposicidn 84. Para  todo  R-m6dulo  izquierdo A, l a s  siguientes  condiciones son 

a)), = t,a. 

equivalentes: 
(i) A es  finitamente  generado. 

(ii) El homomorfismo  natural (n B,) @R A + n(B, @R A) es  inyectivo  para 

(iíi) El homomorfismo  natural ( R x )  BRA -+ AX es inyectivo  para  todo  conjunto 
toda  colecci6n {B,} de  R-m6dulos  derechos. 

de  indices X. 
Demostración. (i) + (ii)  Sean al, . . . ) a, generadores de A. Cualquier  elemento 

cx E n(B, 6 3 ~  A), escribimos Z, = bl, 63 al + . . . + bnr 63 an para  cada y, donde 
B, E By, 1 5 i _< n} y son los componentes de un elemento  de bi E n B,, con l o  
anterior, el elemento bl 123 al + . . . b,  8 a, en (n B,) @IR A va  a z por medio  del 
homomorfismo  natural. 
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(ii) + (iii) Inmediato. 
(iii) + (i) Definimos t E AX definiendo ta = a para  todo a E X .  Utilizando 

(iii) existe un elemento w1@ al + . . . + wn @ an en ( R X )  @R A el  cual va a t bajo 
el  homomorfismo  natural.  Observe  que wla @ al + . . . + w, 63 a,, = a para  toda 
Q E A, concluimos  que al,. . . , an generan a A. 

o 
Proposición 85. Para  todo  R-módulo  izquierdo A, las siguientes  condiciones  son 

equivalentes: 
(i) A es  finitamente  presentado. 

(ii) El homomorfismo  natural (n B7 @R A += n(B, @R A) es biyectivo para 

(iii) El homomorfismo  natural (RX)@RA -+ AX es  biyectivo para todo  conjunto 
toda  colección (B7)  de  R-módulos. 

de  indices X. 

Demostración. (i) =+ (ii) Existe una sucesión  exacta 

de  R-módulos  izquierdos  con F libre  finitamente  generado y K sólo  finitamente 
generado,  construimos un diagrama  con  renglones  exactos  como  sigue: 

Ig i" 
ya que F es un sumando  directo  de  copias  de R se  concluye  que g es una  biyección, 
por la Proposición 84, f es un homomorfismo  inyectivo,  del  diagrama y lo anterior 
se concluye  que h es biyectivo. 

(ii) + (iii)  Inmediato. 
(iii) + (i) Por la Proposición 84, A es  finitamente  generado,  existe  una  sucesión 

exacta  corta 
O - + K + F + A + O  

de  R-módulos  izquierdos,  con F un módulo libre finitamente  generado.  Dado un 
conjunto X ,  construirnos un diagrama  conmutativo  con  renglones  exactos: 
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I' lg I" 
O * Kx - BX * AX - 0  

se  sigue  que g es una biyecci6n . Como h es un homomorfismo  biyectivo  por (iii), se 
concluye que f es  inyectivo. En resumen, la Proposici6n 84 dice que K es finitamente 
generado  cuando A es finitamente  presentado. 

Definici6n 86. Un anillo R es coherente  izquierdo  si  todo  ideal  izquierdo  de R 
finitamente  generado es finitamente  presentado. 

Teorema 87. Las siguientes  condiciones  son  equivalentes: 
(i) El producto  directo  de  R-m6dulos  derechos  planos es plano. 

(ii) Para todo  conjunto X ,  RX es un m6dulo  plano. 
(iii) R es  coherente  derecho. 
Demostraci6n. (i) =+ (ii) Inmediato. 
(ii) + (iii) Sea I un ideal  izquierdo  finitamente  generado  de R. Dado un conjunto 

X ,  se deduce  de (ii), que el homomorfismo (RX)  @R I + RX es  inyectivo, de lo 
cual (Rx) @R I + I x  es  inyectivo.  Mediante  las  Proposiciones 84 y 85, se concluye 
que I es  finitamente  presentado. 

(iii) + (i) Sea {B,) una colecci6n de R-módulos  derechos  planos, por medio 
de (iii), todo  ideal  izquierdo I de R finitamente  generado es finitamente  presentado, 
entoncesporlaProposici6n85, elhomomorfismonatural (nB,)@xI + ~ ( B , @ R I )  
es  biyectivo.  Dado que cada B, es plano,  todos  los  homomofismos B, @R I + B, 
son inyectivos;  entonces el homomorfismo (n B,) @R I 4 n Br debe  ser  inyectivo, 
se  sigue  que el homomorfismo (n B,) 6 9 ~  K 3 n B, es  inyectivo  para  todo  ideal 
izquierdo K ,  se concluye  que n Br es  plano. 

U 
Teorema 88. Sea C la clase de  módulos  planos,  las  siguientes  afirmaciones  son 

equivalentes: 
(i) C es  axiomatizable. 

(ii) C es  elementalmente cerrada 
(iii) Cualquier  ultrapotencia  de un R-m6dulo  izquierdo R es  plana. 
(iv) R es  coherente  derecho. 

Demostraci6n. (i) 3 (ii) Por la Proposicidn  24(i)  se  cumple  la  implicaci6n. 

(ii) =S (iii) Sean M un R-mbdulo, I un conjunto  de  indices y U un ultrafiltro, 
entonces la ultrapotencia  es  plana,  pues n M'/U M y por  (ii). 



4. MÓDULOS PLANOS 51 

(iv) 3 ( i )  F denota  el  conjunto  de  sucesiones S no  vacías  finitas  de  elementos 
de R. Se define, para todo  elemento S = (X,, . . . , S) de F, un enunciado cps tal que 
un módulo A es  plano  si y sólo si A es  modelo  del  conjunto (9s 1 S E F). 

Sea fs el  homomorfismo  de  R-módulos  derechos  de R' sobre R definido  por: 

por la definición  de  coherente  derecho, ker(fs) admite,  como  R-m6dulo  derecho, 
un subconjunto  generador  finito;  sea ps = (p1 . . . , pm) tal subconjunto  donde  cada 
pi es una r-ada (pil, . . . , pi,>. 

cps es el enunciado: 

Si A es modelo  del  conjunto {ps I S E F) entonces  por  el  Lema 80, A es plano. 

Recíprocamente,  supongamos  que A es  plano y S = (AI, . . . , X,} un elemento 
de F.  Además, Alal + . . . + X , 4  = O una relaci6n  lineal  entre  elementos al, . . . , a, 
de A. Por el Lema 80 existen bl ,  . . . bn E A y {pa) C R, 1 5 i 5 n; 1 5 k 5 r, 
tales que a k  = CZ1 ,!.&bi y x;=, A k k k  = O. Para  cada i la  r-ada ( ~ 1 , .  . . , kr) 
estií  en ker(fs). Por Io tanto, es una  combinación  de  elementos  de ps. Para cada 
i, &I7 . . . , &m son elementos  de R tales que: 

m m 

j = l  j = 1  

Se sigue  que 

Entonces 

m n 

y A es un modelo  de 9s. 
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(iii) e- (iv) Sea f un homomorfismo  de  m6dulos  derechos  de I-?? sobre R, donde 
T es un entero positivo; se observa  que  existen A l ,  . . . , & E R tales que 

r 
V(y ,  - - - 7 vr) E .X, f ( ~ 1 ,  - , vr) = x~v*. 

i=l 

Supongamos  que  el ker ( f )  no es finitamente  generado y exhibiremos  una  ultrap+ 
tencia  de R que no es plana. 

Sean {pp I ,6 < y) un subconjunto  generador  de  cardinalidad infinita 7 del 
R-módulo  derecho ker( f) tal que pp no es combinaci6n  lineal de  elementos  de 
(p.,, I 7 < ,i?) y D un ultrafiltro  uniforme  sobre 7.  

Consideremos la ultrapotencia Rr/D. Cada pp es una  r-ada (pp, , . . . , ppr). 

Se denota  con uk al  elemento (ppk) de R' y con ¿ik su imagen  can6nica en R r /  D, 
1 L k L r .  

La relación lineal Alü1 + - . . + XrG = O se  satisface. 
Ahora supongamos  que R7/D es  plano y usando el  Lema 80 derivaremos  una 

contradicci6n. 

i=l 

Para  cada i, el  elemento pi = {pik I 1 5 k 5 T }  esd  en el Ker (f). Entonces 
existe un ordinal o < y tal  que  cada pi es una combinación lineal de  elementos  de 

Para cada i sean t i p  elementos  de R, todos ellos cero  excepto una  cantidad  finita 
{ l l a  I B < 4 -  
tal que 

(&Y - - - >&y) = (PPI,  * 9 ppr)tis; 1 S i L n. 
B- 

Se sigue  que 
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Como D es  uniforme, T contiene un ordinal a! 2 o. Un  procedimiento  igual 
muestra  que pa es una combinación  lineal  de  elementos  de {pp I @ < a), lo cual es 
una  contradicción. 

5. Módulos  proyectivos 

Definición 89. Un anillo R es perfecto  izquierdo  si  todo R-m6ddo plano  es 
proyectivo. 

Teorema 90. Las condiciones  siguientes  son  equivalentes: 
(i) Todo  producto  directo  de  R-rn6dulos  proyectivos  es  proyectivo. 
(ii) R‘ es  proyectivo  para  todo  conjunto I. 
(iii) R  es  perfecto  izquierdo y coherente  derecho. 

Demostración. (i) + (ii). Basta observar  que R es un R-módulo  proyectivo. 
(ii) zs (iii). Por  la  definición 86, R es  coherente  derecho. 
(iii) + (i). Si A es  cualquier  producto  directo  de  R-módulos  proyectivos  izquier- 
dos,  entonces A también es un producto  de  R-módulos  planos  izquierdos;  por  ser 
coherente  derecho, A es plano y como R es  perfecto  izquierdo, A es  proyectivo. 0 

Lema 91. Todo  ultraproducto  de m6ddos  inyectivos  es  inyectivo  si y sólo si  toda 
ultrapotencia  de un módulo  inyectivo  es  inyectiva. 

Demostración.  Supongamos  que  todo  ultrapotencia  de un m6dulo  inyectivo es 
inyectivo. Sea P = TI[iEr Pi/D un ultraproducto  de  una  familia {Pi : i E I) de 
módulos  inyectivos.’Se mostrar6 que P es  inyectivo. 

Q denota el producto  directo niel Pi; por la Proposici6n 26, Q es  inyectivo y 
por  hipótesis, Qz/D es  inyectivo.  Probaremos  que P es  sumando  directo  de Q‘/D 
definiendo los homomorfismos f : Q‘/D + P, j : P -+ &‘/O tales  que f o j = 
identidad  en P. Sea f el  homomorfismo: Qz -+ Q = Pi inducido  por la familia 
de homomorfismos f i  = pi o qj : Qz + Pi donde qi : Q’ + Q, pi : Q -+ Pi son  las 
proyecciones  canónicas. 
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Observacidn  92.  Con  la  demostración  anterior  se ha mostrado la siguiente a&- 
maci6n  m&  general:  .todo  ultraproducto  de  una  familia  de  m6dulos es un sumando 
directo  de  una  ultrapotencia  del  producto  de  esta  familia. La misma prueba  muestra 
que tal ultraproducto es tambikn un sumando  directo  de  una  ultrapotencia  de la suma 
directa  de  la  familia. 

Teorema 93. Sea C la clase de R-mMulos  proyectivos. Las siguientes  afirma- 
ciones son equivalentes: 

(i) C es  axiomatizable. 
(ii) C es  elementalmente  cerrada. 

(iii) R es  perfecto  izquierdo y coherente  derecho. 

DemostraciBn. (i) 3 (ii). Por  la  Proposición 24(i) se  cumple la implicaci6n. 

(i) =+ (iii).  Si C es  axiomatizable  entonces,  como  todo  producto  de  m6dulos 
proyectivos  es  proyectivo, se sigue  que C es  cerrada  respecto a formacibn  de  pro- 
ductos  arbitrarios;  en  vista  de lo anterior  (Teorema 90), R es  perfecto  izquierdo y 
coherente  derecho. 

(iii) + (i). Si R es  perfecto  izquierdo y coherente  derecho,  por  definici6n de 
perfecto  izquierdo y el  Teorema 88, C coincide  con  la clase de  m6dulos  planos, así 
que C es  axiomatizable. 

(ii) + (i). Por hip6tesis C es elementalmente  cerrada y como C es  cerrada  respecto 
a  la  formaci6n  de  ultrapotencias, por el 3” 9 1, C es cerrada  respecto  a la formación 
de  ultraproductos y, por la Proposición 24, C es  axiomatizable. 

O 

6. Mbddos  inyectivos 

Definici6n 94. Si R es un anillo  con 1 y M un m6dulo  izquierdo,  entonces un 
sistema es un conjunto  de  ecuaciones  en  una  variable x, todas  de la forma Xix = ai 
donde Xi  E R y ai E M 
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Definición 95. Para  elementos ml, . . . , m en el  R-módulo  izquierdo M y ele- 
mentos al ,  . . . , en R, el  sistema  de  ecuaciones 

ulx = ml,. . .,%x = m 

es  consistente  si 
t 

siempre  que 
i= I 

t 

i=l 

Teorema 96. Las  siguientes  condiciones  son  equivalentes: 
(i) Los módulos  inyectivos forman una clase axiomatizable. 
(ii)  Cualquier  ultraproducto  de  módulos  inyectivos es inyectivo. 
(iii) Para  cualquier  entero  positivo n, R satisface la siguiente  propiedad: 

El núcleo de cualquier  homomorfismo de Rn sobre R es finitamente  gene- 
rado. 

Demostración. (i) + (ii) De la  proposici6n 24 se  tiene que axiomatizable  impli- 
ca  cerrada  respecto  a  formación  de  ultraproductos,  entonces  todo  ultraproducto de 
módulos  inyectivos  es  inyectivo. 

(ii) + (iii) Sea n un entero  positivo y f un homomorfismo  de R" sobre R, se  observa 
que  existen XI,. . . X, E R tales  que 

i= 1 

Supongamos que ker( f )  no es  finitamente  generado; se debe  encontrar un ultra- 
producto  de  módulos  inyectivos  que no sea  inyectivo. 

Si ,8 denota el menor  cardinal tal que  existe un subconjunto {aT : T < 8) gene- 
rador  de ker(f) de  cardinalidad @, ,9 es infinito y si (u, : T < v} es el  submódulo 
del ker(f) generado  por {a, : T < v} se  tiene  que 

(1) (vu < p)(gv' < @)a,' (aT)7<P' 

Para  cada v c p, el  módulo  cociente P/ (U, )~<~ se encaja  en un  módulo  in- 
yectivo E,, esto  porque  todo  módulo  se  encaja  en  un  módulo  inyectivo. Sea D un 
ultrafiltro  uniforme  sobre p. 

Afirmación:  el  ultraproducto lL<a E,/D no es inyectivo. 
En efecto,  para cada i entre 1 y n sea e* el  elemento  de R" cuya  i-ésima  componente 
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es 1 y todas  las d e d s  son O. 

Para cada u menor  que p sean e,, la  imagen  de ei respecto  al  homomorfismo  can6nico 
de R” en R”/(a,),,, y E, la clase  de  equivalencia  módulo D de (ei,,).<8. Entonces 
basta  demostrar  que  el  sistema  de  ecuaciones 

{&x = : 1 5 i 5 n} 

es  consistente  pero no  tiene  soluci6n  en nu..@ &/D. 
El sistema  es  consistente:  por  la  Definici6n 95 y el  Teorema 96 es suficiente 

mostrar  que para cada (PI,.  . . , pn) E Icer(f) se  cumple piei = O. 

Es miis,  nos podemos  restringir al caso  donde (PI,.  . . , pn) es un elemento a, 
del  subm6dulo  generado  por {a, : r < /?}. Pero en este caso X;!’=, pie+ es la 
imagen  de a, respecto al homomorfismo  can6nico  de Rn sobre R”/(a, : r < u ’ } ,  
para cada v’ < ,¿l. Se sigue que  para  cada v’ mayor  que Y y menor  que p, el ele- 
mento piei,d es  igual  a  cero.  Dado  que (u‘ I u < v’ < 8) E D (porque D es 
uniforme),  se  tiene Cy=’=, p& = O. 

El sistema  no  tiene  soluci6n  en n,<g E,/D: supongamos que existe un elemento 
(s , ) ,<~ en f lu<@ E,, cuya  imagen  respecto  al  homomorfismo  canónico de nuca E, 
sobre L < b  E,/D es soluci6n  del  sistema.  En  este caso existir6 un índice U < p tal 
que Xis, = e*,,, para  toda i entre 1 y n. 

Se  sigue  que  para  cada  elemento ad = (pi, . . . , ph) del  subm6dulo  generado  por 
{a, : 7 < B}, se  cumple  que E:==, &e*,, = O 6 ad E (atau),<, lo cual  contradice (1). 

(iii) 3 (i) Fk denota  el  conjunto (finito) de  sucesiones  no  vacías p, de  elementos 
de R de longitud  menor  que k. 
Definiremos para cualquier  elemento p = (Al, . . . , X,} de Fk un enunciado pp de 
primer  orden tal que el  mddulo M es  inyectivo si y sólo si M es  modelo  del  conjunto 

Sean 6 = { A J  = 4 : 1 5 i 5 n} un sistema tal que p(6) = p y J = J, es  el 
{‘FP I P E Fkh 

nucleo  del  homomorfismo f de R” sobre R definido  por: 
n 

f ( p l t . . . , h ) = C p i A i .  
i=l 

B = B, = (bj : 1 5 j 5 m} denota a un  subconjunto  finito  generador  de J. 
Si bj = ( p l j ,  . . . , pnd) el sistema b es consistente si y s610 si 

m n  
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Si pP es el enunciado: 

57 

M es inyectivo si y sólo s i  M es un modelo  del conjunto ((pp I p E Fk}. 
n 
U 





cAPm0 5 

Clases finitamente axiomatizables 

En este  capítulo  se  consideran anillos para los cuales  los  R-módulos  inyectivos, 
proyectivos y planos forman una clase finitamente  axiomatizable, lo cual  es uno de 
los objetivos del  presente  trabajo, l a s  condiciones  que se piden  sobre los anillos son: 
finitamente  presentado, artiniano, netherian0,etc. 

Se define la dimensión  de Krull para  trabajar  en  ideales  de un anillo y se hace 
mención a  las  consecuencias y aplicaciones  del  concepto. En este  capítulo  se  con- 
sidered a a como un ideal  del anillo R. 

l. M6dulos  inyectivos 

Definici6n 97. Un R-m6dulo M es  a-inyectivo  si Exti(R/a, M) = O. Un 
R-módulo  derecho N es a-plano si Tm?(N, R/a)  = O 

Para el ideal a = CL=, Ra, se ve  que M es  a-inyectivo  si y sólo si cualquier 
sistema  consistente  de  ecuaciones, 

ulx = ml, . . , &x = m, (*> 

donde ml, , . . , m E M tiene una  solución x en M. 

mediante un enunciado  de  primer  orden  en L(R). 
Cuando a es  finitamente  presentado, la consistencia de (*) puede  expresarse 

Proposición 98. Si a es un ideal  izquierdo  de R finitamente  presentado,  entonces 
los  R-módulos  a-inyectivos forman una clase finitamente  axiomatizable. Es más,  si 
a es n-presentado  entonces los R-m6dulos M para los cuales Ezt$(R/a, M )  = O 
forman una clase finitamente  axiomatizable. 

2. M6dulos  planos 

Proposición 99. Si a es un ideal  izquierdo  de R finitamente  presentado,  entonces 
los R-rn6dulos  derechos a-planos forman una clase finitamente  axiomatizable. Es 
más, si a es n-presentado los R-m6dulos  derechos N paralos cuales Tort (N, R/a)  = 
O forman  una clase finitamente  axiomatizable. 

Definición 100. Para cualquier  R-módulo  izquierdo M, el  dual 

M* = H m z ( M , Q / Z )  
59 



es un R-m6dulo  derecho,  donde  denota  el  grupo  aditivo  de los números racionales 
m6dulo los enteros. 

De manera similar se define  para  R-m6dulos  derechos. 

Teorema 101. Sea M un R-m6dulo  izquierdo, N un R-m6dulo  derecho y a un 
ideal  izquierdo  de R. Entonces: 

(i) N es  a-piano  si y s610  si N* es  a-inyectivo. 
(ii) Cuando a es  finitamente  presentado,  entonces M es a-inyectivo si y s610 si 

M* es a-plano. 

Demostraci6n. (i) Se sigue  del  isomorfismo  natural 

Hm~(&!/a ,  N*) (N @R (R/U))*. 
(ii) LA hip6tesis  de  que a es  finitamente  presentado  implica  que  existe un iso- 

morfismo  natural 

M* @R R/a (HomR(B/a, M))*. 
D 

Definici6n 102. Un R-m6dulo  (izquierdo) M es  FP-inyectivo (o absolutamente 
puro) si Extk(F, M) = O para cualquier  R-m6dulo  (izquierdo) F finitamente  pre- 
sentado. 

Teorema 103. Para cualquier anillo R las  siguientes  condiciones  son  equivalentes 
(i) Los R-módulos  izquierdos  FP-inyectivos  forman  una clase finitamente axio- 

(ii) Los R-rn6dulos  derechos  planos forman una clase finitamente  axiomatiza- 
matizable. 

ble. 

Demostraci6n. (i) + (ii) Como (i) implica  que R es  coherente  izquierdo (un 
anillo es  coherente  izquierdo  si  cualquier  ultrapotencia  de  cualquier  módulo  izquier- 
do inyectivo  es  FP-inyectivo),  por la Proposici6n 98, para  cualquier  ideal  izquierdo 
finitamente  generado a de R, los  R-m6dulos  a-inyectivos son finitamente  axiomati- 
zables.  De l o  anterior, para todo a fijo, la  a-inyectividad es una  propiedad  de  primer 
arden  en el lenguaje L(R). Un R-m6dulo  izquierdo M es FP-inyectivo  si y s6l0 si  es 
a-inyectivo para todo  ideal  izquierdo a finitamente  generado. 

Como los m6dulos  FP-inyectivos  por  hipbtesis forman una clase  finitamente 
axiomatizable se deduce  que  existen  ideales  izquierdos al, . . . , a, tales que un R- 
m6dulo izquierdo M es FP-inyectivo si este  es  ai-inyectivo para 1 5 i 5 n. Entonces 
para  todo  R-rn6dulo  derecho N, del  Teorema 101, se  deduce  que: 

N es plano si y s610 si N* es  FP-inyectivo, si y s610 si N* es  q-inyectivo para 
1 5 i 5 n, si y s610 si N es %-plano  para 1 5 i 5 n. 
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Por la  Proposición 99, los R-módulos  derechos  planos  forman  una clase finita- 

(ii) + (i) La  demostración  es similar a la  anterior. 
mente  axiomatizable. 

O 

Definición 1 0 4 .  Sea M un R-módulo  derecho. La dimensión de Krull de M, se 
denota  por  K-dim M, se  define  por  recursión  como  sigue: 

o K-dimM=-ls iM=O;  
o K-dim M = a! si K-dim M f (Y y para toda  cadena  descendente 

M = M ~ > M ~ > . . . > M ~ I . . .  

de  submódulos  de M, existe un índice T tal que  si n 2 T, entonces 

K - dim(M,/Mn+l) < Q! 

Si no existe un ordinal (Y tal que  K-dim M = a, se dice  que M no tiene  dimensión 

La dimensión  de un anillo R, K-dim R, se  define  como la dimensión  de Krull del 
de &-dl. 

R-módulo  derecho R. 
Definición 105. La dimensión  dual  de Krull, denotada  por dim-K M, se  obtiene 

considerando  cadenas  ascendentes  en  vez  de  descendentes;  K-dim M = O si y sólo 
. si M es un módulo  artiniano;  en  efecto,  ya  que  por  ser un módulo  artiniano la cadena 

descendente  se  estaciona y el  cociente  M,/Mn+l = O. tenemos  que,  dim-K= O si y 
sólo si  M es un módulo  noetheriano,  en forma similar  a  módulo  artiniano. 

Definición 106. Sea R un anillo  noetheriano  izquierdo. Un ideal  izquierdo P de 
R es  critico si P # R y la dimensión  de Krull K - dirn(R/A) < K - dirn(R/P) 
para  todo  ideal  izquierdo A 2 P. 

Definición 107. Un  módulo A es indivisible o inescindible  si su descomposición 
en  suma  directa A = Al @ Az, implica  que Al = O o A2 = O. 

Definición  108. Un módulo A, diferente  de cero, es un módulo  simple o irre- 
ducible, si sus únicos  submódulos  son O y A. Lo que es  equivalente a que A es un 
módulo  derecho  (izquierdo)  simple  si y sólo  si A "= RIM para algún ideal  maximal 
derecho  (izquierdo) M de R. 

Definición 109. Una  extensión  esencial  de un m6dulo M es un módulo E que 
contiene  a M tal que  cualquier  submódulo  no  cero  de E intersecta a M. En símbolos 
siSCMyS#O,entoncesSnM#O. 

Si M 5 E, se  dice  que E es  una  extensión  esencial  propia  de M. 

Definición 110. Una  extensión  esencial E de M es extensión  esencial  máxima 
absoluta, si cualquier  extensi611 P de M, con E C P, no es  esencial. 



Definición 11 1. Un  módulo N es una  extensión  inyectiva mínima de un módulo 
M, si M E N,  N es  inyectivo y si M E K C N ,  entonces K no es  inyectivo. 

Lema 112. Sea M C E, con E diferente de O cualesquier R-m6dulos. Suponga 
que T E es un submódulo maximal con  respecto  a M f l  T = O. Entonces (M @ 
T)/T C E/T es una  extensi6n  esencial. 

Demostraci6n.  Supongaque O # KIT C E/T, T S K, escualquier submódulo 
no cero. Se mos-  que [(M + T ) / q  n (KIT) # O. Suponga  que [(M + T)/T] n 
(KIT) = O. Entonces K n (M + T) = T, de aquí 
K n M  Kn(M+T)  = T y K n M  C MseconcluyequeKnM c TnM = O. 
Pero  entonces T S K. T # K y K n M = O contradice la maximalidad  de T, por 
lo que se concluye  que (M @ T)/T G E/T es  esencial. U 

Proposición 1 13. Todo R-m6dulo  no  cero M, es  inyectivo si y ~610 si M no tiene 

Dernostraci6n. 3) Sea M E V un R-módulo  inyectivo,  con V esencial.  Enton- 
ces V = M @ T por la Proposición 26. Se tiene M n T = O, M E V esencial  exige 
queT=OasíqueM=V. 

extensiones  esenciales  propias. 

(5) Ahora suponga  que M no tiene  extensiones  esenciales  propias. Sea M c E 
donde E es  cualquier  módulo  inyectivo  que  contiene  a un submódulo M. Sea T un 
submódulo  de E mAximo  con  respecto  a M f l  T = O. Entonces M (M @ T)/T c 
E/T es esencial  por  el  Lema 112. Como M no  tiene  extensiones  esenciales  propias, 
(M @T)/T = E/T, o M @ T = E. Esto  es, M es un sumando  directo  del  R-m6dulo 
inyectivo E y entonces M es  inyectivo. 

U 

Teorema 114. Las siguientes  afirmaciones  son  equivalentes: 
(i) E es una  extensión  esencial dxima absoluta  de M. 
(ii) E es UM extensión  esencial  de M y E es  inyectivo. 
(iii) E es  una  extensión  inyectiva mínima de M. 
Demostraci6n. (i) =+ (ii) Sea A4 E N ,  N una extensión  esencial  maxima  abso- 

luta  de M. Por la Proposición 113, N es  inyectivo  y,  por hiphsis, M E N es  una 
extensión  esencial. 

(5) + (iii) Suponga  que E es un subm6dulo  inyectivo  en M C E 2 N. Como 
E es  inyectivo y E 5 N, se sigue  que N = E @ E' para algún subm6dulo E' N 
por la Proposición 26. Dado que M C E @E' es esencial y M n E' = O, E' = O y 
E = N, se concluye  que N es una  extensión  inyectiva  mínima  de M. 

(iii) + (i) Sea M c N una  extensión minima de módulos tal que N es  inyectivo. 
Usando  el Lema de Zom se elige N' subm6dulo  de N con M N' , una  extensidn 
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esencial  máxima  de M en N, entonces N' es  inyectivo, pero  como N es mínimo, 
N' = N. Se concluye  que N' = N es  una  extensión  esencial  máxima  absoluta  de 
M. 

o 
Definición 115. Un  módulo E es una  envoltura  inyectiva  de M, si alguna  de  las 

siguientes  condiciones  equivalentes  se  satisface 
(i) E es una  extensión  esencial  máxima  absoluta  de M. 

(ii) E es una  extensión  esencial  de M y E es inyectivo. 
(iii) E es una  extensión  inyectiva m'nima de M. 
L a  envoltura  inyectiva  de M se  denota  como E(M). 
Definición 1 16. Dos  ideales  críticos P y P' son  asociados  si E(R/P)  g E(R/P')  . 

Teorema 1 17. Para todo  R-módulo  izquierdo  finitamente  generado  sobre un anillo 
R noetheriano  izquierdo  existe  una  cadena 

M = M n > M ' - l >  ... I M ~ = O  
tal que Mi/M.-l Z R/P, para ciertos  ideales  críticos Pi, 1 5 i 5 n 

Teorema 1 18. Sea R un anillo noetheriano  izquierdo  en  el  cual  existen  solamente 
un número  finito  de clases  isomorfas  de  R-modulos  izquierdos  inyectivos  indivisi- 
bles.  Entonces  los  R-módulos  izquierdos  inyectivos  forman  una clase finitamente 
axiomatizable, lo mismo  se  cumple  para  R-módulos  planos  derechos. 

Pi 
Demostración.  POT  eí  Teorema 103 es  suficiente  probar  el  enunciado  respecto a 

los  R-módulos  inyectivos. 

Dado  que existe sólo un número  finito  de  R-módulos  inyectivos  indivisibles,  de 
la definición  de la dimensión  de  Krull  via la localización de  subcategorias,  se  tiene 
t tal que la dimensión  (izquierda)  de  Krull  de R es un número  finito n, donde n 5 t. 

Sea P,, 1 5 i 5 t ideales  izquierdos críticos tal que E(R/Pi), 1 5 i 5 t, 
representan  las clases de  isomorfismo  de los R-módulos  inyectivos  indivisibles.  En 
vista de la  Proposición 98 es  suficiente  mostrar  que un R-módulo  izquierdo M es 
inyectivo si 

E X & ( B / E , M ) = O  para l ~ a ~ t  y l < j < r s + l ,  
esto  es,  basta  mostrar  que Eztk(A, M) = O para todo  R-módulo A finitamente  ge- 
nerado  siempre  que M satisfaga  las  condiciones  anteriores. 



Esto se hace probando  por induccidn sobre S, (O 5 S 5 n) los  siguientes  enun- 
ciados: 

(TB) : Ezt',(A, M) = O para cualquier R-m6ddo A finitamente  generado  de 
dimensi6ndeKrullss,yj, l < j _ < n - s + l .  

El caso S = O se  sigue  inmediatamente  del  teorema 117 

Se observa  que  los  ideales  de  dimensi6n  de Krull igual a O son  precisamente los 
ideales  izquierdos maximos y dos  ideales  izquierdos m6ximos L1 y Lz son asociados 
si y s610 si R/L1 % R/&. 

Supongamos  que  es  cierto para S - 1 y demostremos para s. 

Supongamos  que (TO), (TI), . . . , (T'-I) se cumple. Para obtener (Ts), por el Teo- 
rema 117, basta  mostrar  que EdR(R/P, M) = O, 1 5 i 5 n - S + 1 para cualquier 
ideal critico P con K - &mR/ P = s. 

P es  asociado  a  uno  de  los  ideales críticos Pi, 1 5 i 5 t ,  sea E" = Pi,,. 
Como E(R/P) =N E(R/P') existen  ideales L y Lf tales que L $ P, L/ 2 P f  y 
LIP E L'/P'; ademfis,  como P y P' son críticos se tiene  que K- d m (  R/L) 2 S - 1 
y K - dim(R/L') 5 S - 1, y por  hip6tesis  de  inducci6n  se  cumple  que 

E ~ ~ ~ , ( R / L , M )  = EZ&(R/L', M) = O para 1 5 j 5 n - S + 2. 

Usando los morfismos de conexi6n  para los funtores Ezt en  las  sucesi6nes  exac- 
tas 

O+L/P+R/P+R/L-+O 
Y 

O + L'/P + R/P' + R/L' + O 
se  obtiene 
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E d i ( R / P ,  M) = O para 1 5 j 5 n - S + 1, con lo  cual se termina l a  de- 
mostración. 

U 





Conclusiones 

Mediante  los  resultados  de  la  tesis se verifica  que  en la mayona de los casos  de- 
mostrar  que  una  cierta  clase  de  módulos  es  axiomatizable  requiere de algún método 
indirecto, es decir,  mostrar  cerradura  respecto a ultraproductos,  cerradura  elemental, 
o derivar  el  resultado como una  solución  de otro. Es rara la ocasión en que  se  puede 
exhibir los axiomas. 

El  teorema  de  Keisler-Shelah es de  las  pocas  herramientas  con  que  contamos 
para  probar  que  dos  estructuras son elementalmente  equivalentes, nos proporciona 
un mktodo  indirecto  para  demostrarlo. 

Además,  probamos los siguientes  resultados  principales: 

La  clase de  los  R-módulos es axiomatizable si y sólo si R es  perfecto  izquierdo 
y coherente  derecho. 

La clase  de  los  R-módulos  inyectivos es axiomatizable  si y sólo si el  núcleo  de 
un homomorfismo  de R" en R es  finitamente  generado. 

Los R-módulos a-inyectivos son finitamente  axiomatizables si R es  finitamente 
presentado. 

Los R-módulos  izquierdos  FP-inyectivos forman una clase  finitamente  axioma- 
tizable si y sólo  si los R-m6dulos  derechos  planos son A-elementales 
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Apéndice A 

C¿ílculo  de  predicados  de  primer  orden 

o Lenguaje  formal. Un lenguaje  consiste  de  letras,  reglas  para  combinar  las 
letras y formar palabras  significativas y finalmente  una  interpretación  a  esas 
palabras  significativas. El lenguaje  se  denota  como L. 

Dentro  de las letras  del  lenguaje  estan las siguientes: 
- Una  cantidad  numerable  de  símbolos  de  variables: X1 , Xz, . . . ; 
- símbolos  de  constantes ck, k E K; 
- símbolos  de  relación, &, i E K ;  
- símbolo  de  igualdad: =; 
- símbolos  de  función, Fj, j E K ;  
- el  símbolo  de  negacion 1, y el símbolo  de  disyunción A; 
- el símbolo existencia1 3; y 
- paréntesis ( ) y corchetes [ 1. 

o Cadena es una  sucesión finita de l e m  del  lenguaje. 
o Términos son  todas  aquellas  cadenas  de la siguiente  forma: 

- símbolos  de  variable: X,;  
- todos  los  símbolos  de  constante c k ;  y 
- todas  las  palabras Fj (tl , . . . , tn) donde tl , . . . , t, son thninos definidos 

previamente y F’ es un símbolo de  función. 
o Fórmulas  atómicas  son  todas las palabras  de  la  siguiente forma: 

- t = t‘ para  cada  pareja  de  términos; 
- R,(tl, . . . , t,), donde tl , . . . , t, son  t6rminos y h?, es un símbolo  de 

o Fórmula  son  todas  las  fórmula  at6micas y todas  las  palabras  de la siguiente 
relación. 

forma: 
- ~ [ c p ]  es una  f6rmula  si cp lo es; 
- cpl A cpz es una  fórmula  si cpl y cp2 son  fórmulas; y 
- (Hi) [cp] es  f6rmula,  si cp es  f6rmula. 

Las f6rmula.s se d e n o t a  con l a s  letras  griegas cp y 4. 

e Variable  libre,  es  aquella  variable  que en  una  fórmula est6 fuera del  alcance 
de algún cuantificador. 
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o Enunciado  es una f6rmula sin variables  libres. 

Estructuras 
o Una  estructura  para  el  lenguaje C es un sistema 

a=< 4 R , F , E  >, 
donde A es un conjunto  no  vacío,  llamado  el  dominio  de %, ii es un conjunto 
de relaciones en A, P es un conjunto  de  funciones  tambiCn  en A y e es un 
conjunto  de  elementos  de A, llamados  constante. 

Modelos 
o Una  teoría  en un lenguaje de primer orden C, es el conjunto  de  enunciados 
T de t. 

o Un Modelo  es  una  estructura % para L donde  todo  enunciado T de L se 
satisface en 

o I3 es un conjunto  de axiomas para  la  teoría T formada  por  todos los enun- 
ciados  del  lenguaje C si I3 es una  teoría  de L y de Il de  deducen  todos los 
enunciados  de T. 

o Una  teoría es  axiomatizable  si  existe un conjunto  de  axiomas  para la teoría; 
es  finitamente  axiomatizable  si el conjunto  de  axiomas  es  finito. 

o Un  conjunto  de  enunciados  es  consistente si no se puede  deducir  una con- 
tradicci6n o, lo que  es  equivalente,  si  ese  conjunto  de  enunciados  tiene 
modelo. 



Apéndice B 

Cardinales  regulares y singulares 

Teorema 119. Si o es un conjunto  de  cardinales  entonces 

su&) = u. 
es un cardinal. 

o Como  ejemplos  de  cardinales  sucesores, IC+, tenemos los siguientes 1,2,3,  . . ., 
también  lo  son HI, N2 y NS. De  hecho, un cardinal  infinito es un cardinal 
sucesor  si y sólo  si  es de la forma N,+1 para algún ordinal a; lo que  es  lo 
mismo, un cardinal  infinito N, es un cardinal  sucesor  si y sólo si el índice 
7 es un ordinal  sucesor. 

o Un cardinal límite es aquel  cardinal  que  no  es  sucesor.  Algunos  cardinales 
límites son O, No, N,, Nwu. Cualquier  cardinal  no  numerable N, es 
un cardinal límite si y sólo si el  índice 7 es un ordinal  límite o cero. 

Definición 120. o Un  conjunto 2 C K es cofind en K si sup(z) = K. 

e c f ( ~ )  = min{ 1x1 : 5 C K y x es  cofinal  en K.} es la cofinalidad  de K.  

o K es  regular  si cf (rc) = K.  

e K es singular  si cf(rc) < K.  

ejemplos: 
e w = No es regular. 
o Ne+I es regular. 

e Si ,B es  límite y B < H p ,  entonces H p  es  singular. 
o Si N es un cardinal  infinito,  entonces  existe un subconjunto x K cofinal 

o Si K es un cardinal  infinito, c ~ ( K )  es un cardinal  regular. 
e Si K. es un cardinal infinito, entonces K < ( K ~ ~ ( ~ )  I. 
e Para cualquier  cardinal IC, 

Propiedades: 

en K e isomorfo a c f ( ~ )  

2" = /Pat(K) I .  

KX = 2? 
Teorema 121. Sean K ,  X cardinales, X infinito, K < X. Entonces 
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Si K es un cardinal  infinito.  Entonces 
(&+y = 2". 

Teoría  elemental  de  conjuntos. 
0 Lema de Zom(LZ): En cualquier  conjunto  parcialmente  ordenado,  con  la 

propiedad  de  que  cualquier subconjunto suyo linealmente  ordenado (una 
cadena)  tiene  una  cota  superior,  existe un elemento m6ximo. 

o La Hip6tesis del  continuo (HC) afirma que 2N0 = NI. 
o Hipótesis  generalizada  del continuo (HGC): Para todo ordinal a, se  cumple 

2NQ = R l + 1 .  



Apéndice C 

Axiomas y resultados  de los números hipeneales. 
0 Un  número E se dice  que  es  infinitamente  pequeño o infinitesimal  si -a < 

o El Único  número  real  que es  infinitesimal  es el cero. 
o Los números  hiperreales  contienen a todos los números reales y también a 

los  infinitesimales  que  no son cero,  el  conjunto  de  los  números  hiperreales 
es  denotado  por R*, a los números  hiperreales  tambien se les conoce  como 
números  no  estandares. 

0 Los infinitesimales  en R* son  de  tres formas: positivos,  negativos y el 
número real cero. 

0 Los símbolos Ax, Ay. . . y las  letras  griegas E y S son  usadas  para  infinite- 
simales. 

o si a y b son  números hipemales y su diferencia a - b es  infinitesimal, 
diremos  que a es  infinitamente  cercano a b. 

e < a para  cualquier  número  real  positivo a. 

Ejemplo 
Si Ax es  infinitesimal  entonces 20 + Ax es  infinitamente  cercano a 20. 

o Si e es un infinitesimal  positivo,  entonces 
- -e es un infinitesimal  negativo. 
- $ es un numero  positivo  infinito,  es  mayor  que  cualquier  número  real. 
" ;' es un número  negativo  infinito, es decir  es un número  menor  que 

cualquier  número  real. 
o Los hiperreales  que  no  son  números  infinitos  son llamados números  finitos. 

Observación 122. Cada  número  real T, introduce  unacolección  de hiper- 
reales  infinitamente  cercanos a T ,  estos  números  hiperreales son todos  fini- 
tos. 

Los hiperreales infinitamente  cercanos a  cero son  llamados  infinitesi- 
males. 

Axiomas  de los hiperreales 
(i) Axioma  de  cerradura. 

o Todo número  real es un número hipemreal.  Si a y b son  números 
hiperreales  también lo son a + b, ab, y a - b. 
Si a es un número  hiperreal y a f O, es un número hiperreal. 
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o Las leyes  conmutativa,  asociativa,identidad,  inversos y destributiva  son 
validas  también  para los números  hiperreales. 

(ii) Axiomas de orden 
Las leyes  transitiva,  tricotom'a,  suma y producto se cumplen  para  todo 

Para todo  número  hiperreal a > O y todo  entero  positivo n, existe un 
hiperreal. 

número  hiperreal b > 0 tal que b" = a. 

Definición  123.  Un  número  hiperreal b es: 

real  positivo. 

negativo. 

o Infinitesimal  positivo  si b es positivo  pero  menor que cualquier  número 

a Infinitesimal  negativo si b es negativo pero mayor  que  todo  número  real 

o Infinitesimal si b es  infinitesimal  positivo,  infinitesimal  negativo o cero. 

Observaci6n  124.  Por  definici6n,  cero  es un infinitesimal, es miis, no 
existe  otro  número  real  que sea infinitesimal,  es  decir, si T E R y es infini- 
tesimal,  entonces T = O. 

(iii) Axioma  del  infinitesimal 
Existe un número hiperreal infinitesimal  positivo. 

Definicidn  125. Un número  hiperreal b es: 

a Finito si b est6  entre  dos  números  reales. 
a Infinito  positivo si b es mayor  que  cualquier  número  real. 
a Infinito  negativo si b es  menor  que  cualquier  número real. 

Observaci6n  126.  Todo  número  real es finito. 
Cualquier  infinitesimal es finito. 

Teorema 127 (Reglas  para los números  infinitesimales  finitos e infini- 
tos),  Suponga que e, 6 son  infinitesimales, b, c son números  hiperreales los 
cuales son finitos pero no  infinitesimales y H, K son  números  hiperreales 
infinitos: 
(a) Negativos: 

o "E es infinitesimal. 
0 -b es  finito  pero no infinitesimal. 
0 -H es infinito. 

a Si E # O, $ es infinito. 
a 5 es finito pero no  infinitesimal 
0 + es infinitesimal. 

0 E + 6 es infinitesimal. 

(b) Reciprocos 

(c) sumas 
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o b + E es  finito  pero no infinitesimal. 
o b + c es  finito  (posiblemente  infinitesimal). 
o H + e y H + b son infinitos. 

o 6 - E y b E son infinitesimales. 
o b c es finito  pero no infinitesimal. 
o H-byH-Ksoninfinitos. 

o Si E > O,  i/k es  infinitesimal. 
o Si b > O, es  finito pero no infinitesimal 
0 Si H > O, i/?? es  finito 

o ;, $, son  infinitesimales. 
o es  finito  pero no infinitesimal. 
o b if son infinitos,  cuando E # O. 

o i ,  el  cociente  de  dos  infinitesimales. 
o 5, el  cociente  de  dos  números  infinitos. 
m HE, el  producto  de un número  infinito y un infinitesimal. 
o H + K, la suma de  dos  números  infinitos. 

(d) Productos 

(e) Raíces 

( f)  Cocientes 
b 

(g) Nótese  que se pueden  dar  Ias  siguientes  combinaciones: 
E )  b 

En cada  uno  de los  casos  anteriores  puede ser infinitesimal,  finito  pero 
no infinitesimal, o infinito,  dependiendo  de  como son E, 6, H K, por 
esta razón son  llamados  formas  indeterminadas. 

’ Teorema 128. o Cualquier  número  hiperreal  entre 2 infinitesimales 

o Todo  número hiperreal entre 2 números  hiperreales  finitos es finito. 
o Cualquier  número  hiperreal  que es mayor  que algún número  infinito 

o Cualquier  número hipemal que es menor  que algún número  infinito 

es  infinitesimal. 

positivo es  infinito  positivo. 

negativo  es  infinito  negativo. 

Definición 129. Dos números  hiperreales b y c son  infinitamente  cer- 
canos uno con el otro, en  símbolos b M c, si su  diferencia b - c es infinites- 
imal. 

Observaci6n 130. Si b y c son reales  y b es infinitamente  cercano a c, 
entonces b = c. 

Teorema 131. Sean a, b y c números  hiperreales 
0 a x a .  
o Si a M b, entonces b M u. 
o Si Q M b y b M c, entonces a M c. 
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(iv)  Axioma de la parte  estiindax 
Todo  número hiperreal finito es infinitamente cercano a  exactamente un 

número  real. 

Definición 132. Sea b un número  hiperreal finito. La parte esthdar de 
b, denotado  por st@), es el número real al cual b es infinitamente  cercano. 
L o s  números  hiperreales  infinitos  no  tienen  parte esandar. 

Observacidn 133. Sea b un número hiperreal  finito. 
o st@) es un  número real. 
o b = st@) + E para  algún  infinitesimal c. 
o Si b es real,  entonces b = st@). 

Teorema 134. Sean a y b números  hiperreales  finitos.  Entonces: 
st(-a) = -st@). 
st(a + b) = st(a) + st@). 
st(a - b) = st(a) - S@). 

&(ab) = st(a)st(b). 
Si st(b) + O, entonces st( t)  = 8. 
&(an) = (st(a))". 

s i  a 2 O, entonces st(m = {a. 
Si a 5 b, entonces st(a) 5 st@). 

Funciones 
La funci6n  hiperreal de una  variable  es un conjunto F de  parejas  orde- 

nadas de números  hiperreales  tales  que para todo  número hiperreal a, 
(a) Existe  exactamente un número  hiperreal b tal que (u, b) estd  en F, ó 
(b) No existe b tal que (a, b) está en F. 

F(a)  es  indefinido. 
Axioma  de  funci6n. 

Para toda funcidnreal f , de  una o &S variables,  existe su conespondien- 
te  funci6n  hiperreal f' del mismo número  de  variables  llamada l a  extensión 
natural  de f .  
Axioma de  solución. 

reales,  entonces  tienen  exactamente las mismas soluciones  hiperreales. 

En  el  primer caso  se  escribe b = F(a)  y en el  segundo  caso  se  dice que 

Si  dos  sistemas  de  fórmulas  tienen  exactamente las mismas  soluciones 

Consecuencias  del  axioma de solución. 
0 Si r es un número  real y f (r) esta  definido,  entonces f*  (r) = f (r) . 
o Si T es un número  real y f ( r )  estaindefinido,  entonces f*(r) estA in- 

definido. 
o Si una función  real f est6  dada  por  una  regla de  la forma f (x) = T(z) ,  

donde T ( z )  es un thnino que  involucra  a x, entonces  la  extensidn 
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natural f* esta dada por la m i s m a  regla, aplicada a los números  hiper- 
reales. 
De manma  similar los enunciados son válidos para las funciones de 
dos o más variables. 
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