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0. INTRODUCCION

El problema planteado en este trabajo de tesis doctoral es la prediccion de los fendmenos
de propagacién de ondas de vacios en flujo en dos fases burbujeante aire-agua y la prediccion

de la transicion de la estructura de flujo en dos fases.

Los fenémenos de flujo en dos fases en condiciones de estado transitorio y estado
estacionario son controlados por los mecanismos de propagacion de ondas de vacios. Algunos
ejemplos de fenémenos de flujo en dos fases son: (a) inundacién (en inglés conocido como
ﬂooding) en reactores nucleares del tipo agua en ebullicion o BWR (proceso donde se inyecta
agua a contracorriente en la parte superior del nicleo del reactor, en condiciones de enfriamiento
en emergencia del niicleo del reactor), (b) inestabilidades conocidas como onda de densidad
(fenémeno que produce una inestabilidad divergente de la potencia en reactores nucleares) y (c)
transiciones de patrones de flujo presentes en diversas aplicaciones industriales. Ademds de los
reactores nucleares, cabe mencionar flujos en pozos geotérmicos y generadores de vapor, entre

Otr0s.

El alcance del presente estudio comprende flujo en dos fases en régimen burbujeante. Por
ejemplo, en reactores nucleares del tipo BWR, aproximadamente un tercio del niicleo del reactor
opera en régimen de flujo en dos fases burbujeante y en otras aplicaciones industriales el primer
patrén de flujo en dos fases es burbujeante, después se puede presentar flujo tapén, anular, entre

otros.
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0.1 Metodologia

La metodologia para abordar el problema planteado se presenta en forma esquematica en
la Figura 0.1. Para obtener la descripcién dindmica de la ecuacién de onda (linea continua de
la Figura 0.1), el primer paso es establecer las ecuaciones de gobierno locales instantdneas
(ELI’s), las cuales consisten de un conjunto de ecuaciones de transporte de masa y cantidad de
movimiento para cada una de las fases y la condicidn de salto de cantidad de movimiento
interfacial, la cual incorpora los efectos de las fuerzas interfaciales. El siguiente paso es aplicar
a las ELI s el método del promedio volumétrico para obtener informacidn suficiente para estimar

el comportamiento global del sistema en términos de variables promedio.

El siguiente paso es determinar las relaciones de cerradura, las cuales se formularon
como una problema asociado con las desviaciones espaciales alrededor de los valores promedio
de las variables locales instantdneas. Para ello se aplica la teoria de flujo potencial en un celda
excéntrica. Los resultados del modelo de celda excéntrica tienen un impacto importante en la
propagacién de las ondas de fraccidén de vacios. El siguiente paso es acoplar las ecuaciones

promedio con las relaciones de cerradura para lograr un conjunto cerrado de ecuaciones.

Enseguida se realiza un andlisis de estabilidad lineal del conjunto cerrado de ecuaciones
que consiste en determinar los valores caracteristicos del conjunto de ecuaciones diferenciales
parciales (EDP ’s). Los valores caracteristicos de las EDP’s permiten estudiar la estabilidad
fuerte del modelo, predecir las velocidades de propagacidn de las ondas de fraccidén de vacio y
las transiciones relacionadas con fendmenos fisicos. Las velocidades caracteristicas se comparan

con datos experimentales para realizar un andlisis detallado del problema.
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Para identificar la onda cinemdtica y calcular su velocidad de propagacion, los tiempos
de relajacidn y el coeficiente de difusividad, es necesario obtener la ecuacidn de onda de la
fraccidn de vacios. Esta ecuacién con derivadas parciales de tercer orden es la ecuacién

jerdrquica que gobierna los fenémenos de propagacidn de la onda de fraccién de vacios.

Posteriormente, se hace un andlisis en régimen estacionario y otro en estado transitorio.
El primero se aborda en forma analitica y numérica mientras que el andlisis transitorio se aborda

aplicando técnicas numéricas.

La linea punteada en el diagrama de la Figura 0.1 es la metodologia para obtener la
ecuacién de onda de fraccién de vacios a través de una descripcidn cinemadtica. Estd metodologia
no fue aplicada en este trabajo, sélo se propone y es de interés mencionarla porque es otra
alternativa para abordar el problema y con observaciones experimentales, se puede aplicar para

validar la descripcidén dindmica.

Como parte de la aplicacidn, se desarrolld un cédigo numérico que simula una columna
de burbujeo y calcula la velocidad de propagacién perturbando el sistema simulado. También
se obtienen las distribuciones de de la fraccidn de vacios, las velocidades y presiones de las

fases.
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0.2 Contenido sintético de cada capitulo

En el Capitulo 1 se presenta el estado del arte del método del promedio volumétrico para
la descripcién de sistemas multifdsicos dispersos, tipos de promedio y su uso. También se
presentan algunas propuestas para la solucidn del problema de cerradura como funcién del grado
de complejidad del modelo promedio, es decir, con el modelo de mezcla homogéneo, con el
modelo de flujos separados y con el modelo de flujos relativos. También se presenta una seccion

relacionada con la aportacién del presente trabajo como funcidén de los trabajos previos.

En el Capitulo 2 se presenta la derivacidn tedrica de las ecuaciones promedio. En este
trabajo se derivé un modelo de dos fluidos promedio en volumen instantdneo para estudiar los

fendmenos de flujo burbuja aire-agua con efectos interfaciales.

En el Capitulo 3 se presenta la derivacion tedrica de las relaciones de cerradura para
obtener un conjunto completo de ecuaciones del modelo. Para obtener las relaciones de cerradura
en funcidn de las variables dependientes se aplicd en forma sistemdtica la teoria de flujo
potencial. El modelo planteado para derivar dichas cerraduras se basé en una celda excéntrica
y se estudio el caso limite recuperando las cerraduras del modelo de celda concéntrica. La
derivacidén se puede considerar general puesto que ademds del caso limite mencionado, se
obtienen expresiones para flujo alrededor de una burbuja esférica y burbuja esférica en
movimiento. En ambos casos se encontré que los efectos de masa agregada presentan una
dependencia del espacio y del tiempo, los cuales son analizados. Los resultados obtenidos se
compararon con los reportados en la literatura. Para obtener los coeficientes de las relaciones

de cerradura se usaron técnicas numeéricas para su solucion.
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En el Capitulo 4 se presenta el acoplamiento de las ecuaciones promedio de cantidad de
movimiento del modelo de flujos separados (Capitulo 2) con las relaciones de cerradura
(Capitulo 3). Con este acoplamiento y una relacién independiente de la presién promedio

intrinseca de la fase gaseosa se obtiene un conjunto cerrado de EDP ’s.

El conjunto cerrado de ecuaciones del modelo de dos fluidos encontrado, ademds de su
funcionalidad con las variables dependientes, es funcién de los pardmetros interfaciales de
cantidad de movimiento de las relaciones de cerradura. Estos pardmetros son constantes con el
modelo de celda concéntrica, y con el modelo de celda excéntrica son funcién de la fraccion de

vacios y el gradiente de la fraccidén de vacios para la relacién de cerradura masa agregada.

En el Capitulo 5 se presenta el andlisis de estabilidad dindmico del sistema de las EDP,
usando el método de los valores caracteristicos. Este método ademds de permitir estudiar la
estabilidad "fuerte" del modelo matemdtico, predice las velocidades de propagacién de las ondas
de fraccién de vacios y el rango de aplicabilidad o validez del modelo. Los resultados

encontrados por este método se comparan con datos experimentales.

Se analizan una serie de casos para establecer la importancia de los efectos interfaciales:
(1) efectos de masa agregada dependiente en el tiempo y espacio y (2) efectos de masa agregada
constante. Un pardmetro importante encontrado en este estudio es el didmetro de burbuja, el cual
modifica el dominio de comportamiento hiperbélico de las ondas de propagacion. Los efectos
no lineales encontrados se deben al término de masa agregada del modelo de celda excéntrica,

mientras que el modelo de celda concéntrico genera un conjunto de EDP “s cuasi-lineal.
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En el Capitulo 6 se presenta la derivacidn tedrica de la ecuacidn de onda de vacios, cuya
estructura matemadtica corresponde a una EDP lineal de tercer orden en funcidn de la fraccién
de vacios. Los coeficientes que multiplican a los operadores diferenciales son funcidn de los
efectos interfaciales, los cuales gobiernan los fendmenos de propagacidn. Aplicando técnicas de
estabilidad lineal, se encontraron cuatro velocidades de propagacidn para flujo burbujeante: una
onda cinemdtica, dos velocidades caracteristicas y una onda debido al término de tercer orden.

también en este capitulo se calculan los tiempos de relajacidn y el coeficiente de difusividad.

En el Capitulo 7 se presenta Jla solucidn numérica del sistema de EDP “s empleando el
método de diferencias finitas implicitas, para describir los procesos de flujo en dos fases en una
columna de burbujeo. El objetivo es desarrollar una herramienta de andlisis versdtil que
incorpore los efectos interfaciales de cantidad de movimiento y permita predecir los perfiles de
las velocidades de las fases gas y liquida, la distribucién de presion y distribucidn de fraccién
de vacios en la direccidn axial y régimen transitorio. El andlisis numérico que se realiza en este
capitulo cubre dos aspectos fundamentales: (1) conocer el impacto de los efectos interfaciales
sobre el comportamiento de las fases en condiciones transitorias, y (2) predecir la velocidad de

la onda de fraccion de vacios, simulando el proceso real de una columna de burbujeo.

En cada uno de los capitulos del presente trabajo se presenta una seccién de conclusiones.
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1. TRABAJOS PREVIOS

El disefio de sistemas de ingenierfa y la capacidad para predecir su comportamiento
dependen de la disponibilidad de datos experimentales y de modelos conceptuales, los cuales
puede ser usados para describir un proceso fisico. La mecdnica del medio continuo establece que
los modelos conceptuales para flujo en una fase de un gas o de un liquido, son formulados en
términos de ecuaciones de campo que describen las leyes de conservacién de masa, energia y
cantidad de movimiento. Estas ecuaciones son complementadas por relaciones de cerradura y
ecuaciones de estado, entre otras (reacciones quimicas). Tambien los medios multifdsicos
estructurados son formulados en términos de ecuaciones de campo, sin embargo dichas

ecuaciones son mds complicadas para un medio homogéneo para flujo en una fase.

En flujos multifdsicos la presencia de las superficies interfaciales introduce grandes
dificultades en la formulacién matemdtica y fisica del problema. Desde un punto de vista
matemadtico, un flujo multifdsico puede ser considerado como un campo, el cual es subdividido
en regiones de una fase con fronteras de separacién en movimiento. Desde un punto de vista
fisico las dificultades para derivar el campo y las relaciones de cerradura para sistemas de flujos
multifdsicos se deben a la presencia de la interfaz y al hecho de que tanto las carateristicas
estables y dindmicas dependen de la estructura del flujo. Por ejemplo, las caracteristicas de
sistemas de flujo en dos fases disperso depende de la dindmica colectiva de las particulas sélidas,
mientras que en burbujas o gotas, depende de la interaccién de.unas con otras y con los
alrededores de las fase continua. Por otro lado, que en el caso de flujos separados (flujo anular)

estas caracteristicas dependen de la estructura y dindmica de las interfaz.
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Las principales dificultades en la formulacién local instantidnea son: (1) existencia de la
interfaz deformable, con movimiento no conocido, y (2) existencia de las fluctuaciones de las

variables debido a la turbulencia y al movimiento de las interfaces.

El flujo en dos fases disperso en sistemas de ingenieria pricticos presentan geometrias
y movimientos interfaciales complicados, por lo que no es posible resolver el movimiento local
instatdneo de las particulas (burbujas o gotas) fluidas. El detalle local del movimiento del fluido
y sus propiedades son raramente necesarias para un problema de ingenieria, siendo los aspectos

promedio del flujo mucho mas importantes.

Para derivar las ecuaciones de campo y las relaciones de cerradura para un medio
multifdsico es necesario describir las caracteristicas locales del flujo, para el cual las propiedades

macroscépicas serdn obtenidas por medio de un procedimiento promedio.

1.1 El método del promedio para la descripcidn de sistemas multifdsicos dispersos
Dependiendo de los conceptos bdsicos de la fisica usados para formular los problemas
termomecdnicos, los procedimientos promedio se pueden clasificar en tres principales grupos:
el promedio Euleriano, el promedio Lagrangiano y el promedio estadistico de Boltzmann. Estos
pueden ser divididos en subgrupos basados en la variable con la cual se define el operador
promedio. La clasificacion anterior y las definicones de varios promedios se resumen en la Tabla
1.1. En esta tabla, x y X son las coordenadas espacial y material respectivamente, mientras que

£ es la velocidad de fase, es decir, la velocidad individual de las particulas.
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El promedio Euleriano se usa con frecuencia para describir los procesos de ingenieria
porque es el mds cercano a las observaciones humanas y de la instrumentacion. S{ el interés es
el comportamiento de una particula individual, el promedio Lagrangeano es importante y ttil
para el andlisis. El promedio temporal Lagrangiano se usa para seguir una cierta particula y
observarla en algin intervalo de tiempo para obtener la velocidad promedio de la particula,
mientras que el promedio temporal Euleriano se refiere a la velocidad promedio de todas las

particulas que pasan en un punto.

El promedio estadistico de Boltzmann con el concepto del nimero de densidad de
particulas es importante cuando €] mecanismo colectivo involucra un gran nimero de particulas.
Cuando el nimero de particulas y sus interacciones entre ellas aumenta, el comportamiento de
una particula es complicado y por lo tanto no es practico resolver cada particula. El promedio
estadistico de Boltzmann aplicado a un gran nimero de moleculas y con una trayectoria libre
media apropiada pueden conducir a ecuaciones de campo, las cuales semejan fielmente aquellas
de la mecdnica del medio continuo. Esto se puede realizar escribiendo primero la ecuacién de
balance para la funcidn densidad de particulas, la cual es conocida como la ecuacién de
Boltzmann. Después es necesario suponer una forma del término de interaccién de particulas asi

como de la caracteristica estdcastica de la funcién densidad de la particula.

La aplicacién del promedio se usa principalmente para definir propiedades y
correlacionarlas con datos experimentales y para obtener campos y relaciones de cerraduras para

predecir procesos.



Tabla 1.1. Clasificacidén de Promedios

Promedio Euleriano. Funcién: ; F = F (¢, x)

% J F(, x) dt ; Promedio temporal
!
Tl/ JV Fi, x) dV ;  Promedio en volumen
% J F(t, x) dA ; Promedio en drea
A
_é L F(t, x) dC ;  Promedio lineal

Promedio Lagrangiano. Funcién: F = F (1, X); X = X (¢, x)

.} J F(t, X) dt

;  Promedio temporal
4

Promedio estadistico de Boltzmann. Funcién densidad molecular: f = f (x, £, 1)

d
0 D) = ¥ (&) S dk

jfds

El punto de partida para derivar las ecuaciones promedio en espacio y/o tiempo son las
ecuaciones de conservacion locales instantdneas que describen los procesos de transferencia de

masa, energfa y cantidad de movimiento en cada una de las fases e interfases (Ishii, 1975;

Yadigaroglu y Lahey, 1976; Banerjee y Chan, 1980; Lahey y Drew, 1989).

Ishii (1975) obtiene la descripcidn local de las ecuaciones de conservacion promediando
en tiempo; Suthmiller (1977) usa esta descripcidn para estudiar los efectos de la presidn

interfacial. Delhaye (1981) formaliza el método de promedio en drea para la obtencion de las
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ecuaciones de conservacién instantdneas, mientras que el desarrollo de las ecuaciones de
conservacién promedio en volumen y tiempo se presentan en el trabajo de Lahey y Drew (1989).
En el trabajo de Soria y De Lasa (1990) se establecen las ecuaciones de transporte promedio
volumétrico instantdneas en forma genérica para sistemas multifdsicos; para n fases, m interfases
y p lineas de contacto. En los trabajos de Gray y Lee (1977) y Hassanizadeh y Gray (1979)
también se establecen las ecuaciones de transporte promedio en volumen instantdneas en forma

genérica para sistemas multifdsicos.

Otro grupo de investigadores relacionado con flujos multifdsicos, que estudian
principalmente problemas en sistemas de medios porosos (Whitaker, 1969; Carbonell y
Whitaker, 1984; Whitaker, 1986a,b y 1994; Crapiste, er al., 1989; Ochoa-Tapia y Whitaker,
1995, entre otros), establecen las ecuaciones de transporte promedio en volumen instantdneas
aplicando el formalismo basado principalmente en: (a) los teoremas de integrales (Whitaker,
1967, Slattery, 1967), (b) en el trabajo de Gray (1975) sobre las desviaciones espaciales y (c)
comprobaciones del teorema del promedio espacial (Howes y Whitaker, 1984). Estos autores
consideran como parte fundamental, la validez de sus desarrollos a través de la restriccidn
impuesta de las escalas de longitud caracteristicas del sistema en estudio, las cuales se pueden
aplicar para fundamentar las simplificaciones de las ecuaciones promedio. Banerjee y Chan
(1980) también desarrollan las ecuaciones promedio en volumen instantdneas e introducen una
descomposicion espacial para la presién y esfuerzos viscosos, la cual permite obtener por
ejemplo la presién promedio interfacial. Esta descomposicidn espacial es distinta a la propuesta

por Gray (1975).

Lahey (1991) estudia los fendmenos de propagacién de ondas de vacios aplicando un
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modelo promedio de dos fluidos para un sistema de flujo burbuja de aire-agua. Este autor parte
de las ecuaciones promedio en volumen y tiempo desarrolladas por Lahey y Drew (1989). Los
términos interfaciales son una caracterizacién esencial de los balances de cantidad de movimiento
para este tipo de flujos. Se conoce que los efectos de tension superficial tienen una influencia
sustancial en el comportamiento del sistema disperso y se consideran como un término fuente

en la ecuacién de cantidad de movimiento interfacial (Delhaye, 1981; Soria y De Lasa, 1991).

1.2 El problema de cerradura
Existen algunos trabajos publicados que han abordado el problema de cerradura aplicando

diferentes aproximaciones. A continuacion se describen algunos de esos trabajos.

El nimero de relaciones de cerradura necesarias en particular en un modelo de flujo en
dos fases, depende del nimero de ecuaciones que describen el flujo. En sus inicios para estudiar
sistemas de ingenierfa en dos fases se usaron modelos de tres ecuaciones en régimen permanente,
conocidos como modelos de flujo homogéneo, los cuales requieren como relacién de cerradura
la caida de presién por friccidn en dos fases. Resolviendo este problema con correlaciones
obtenidas con datos experimentales. Las desventajas de este planteamiento es que no puede
considerar efectos interfaciales y no tiene la capacidad de predecir velocidades diferentes de la

fase gas y liquida.

Posteriormente Zuber y Findlay (1965) proponen una relacién conocida como flujo
relativos, la cual se basa en datos experimentales y considera con buena aproximacién la
distribucién no uniforme de la fase gaseosa y el deslizamiento entre fases. La ventaja de esta

propuesta es su aplicacién para diferentes patrones de flujo en dos fases, tanto en ductos
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verticales como horizontales. El modelo de tres ecuaciones y la relacidn de flujos relativos
resuleve el problema de deslizamiento de las fases, debido a que la relacién de flujos relativos
aglutina toda la informacién referente a los efectos interfaciales. Para aplicaciones en reactores
nucleares se han planteado propuestas de modelos de 5 ecuaciones (dos de masa, dos de energia
y una ecuacién de cantidad de movimiento de mezcla) con la relacién de flujos relativos
(Espinosa y Mdximo, 1992). En cédigos avanzados de ingenieria nuclear como TRAC (Borkwski
y Wade, 1992), el planteamiento consiste en un modelo promedio volumétrico de seis ecuaciones
con efectos de transporte interfacial y usan la relacién de flujos relativos para establecer las
transiciones de un patrén de flujo a otro. La relacidn de flujos relativos se aplica ampliamente
en el disefio de sistemas bifdsicos y en este sentido, Chexal, er al. (1997) proponen una

correlacién avanzada, la cual fue obtenida con una gran cantidad de datos experimetales.

Otra de las aproximaciones aplicadas para resolver el problema de cerradura es la teoria
de flujo potencial (Zuber, 1963; Voinov, 1973; van Wijngaarden, 1976; Stuhmiller, 1977,
Nigmatulin, 1979; Biesheuvel y van Wijngaarden, 1984; Pauchon y Banerjee, 1986; Wallis,
1989; Pauchon y Banerjee, 1988; Biesheuvel y Spoeltra, 1989; Lahey, 1991; Wallis, 1992;
Pauchon y Smereka, 1992). Para estudiar los efectos de fuerzas del liquido en flujo burbuja con
efectos de interaccién hidrodindmica entre burbujas, algunos autores (Wijngaarden, 1976;
Biesheuvel y Spoeltra, 1989 y Kok, 1988) usan la aproximacién de Jeffrey (1973). Los
resultados obtenidos por estos autores son similares y la diferencia en el valor numérico se debe
principalmente a la distribucidn de probabilidades de burbujas (posicién o velocidad) que usan
cada uno de ellos. El problema de Jeffrey (1973) consistié en describir un campo de
temperaturas en presencia de dos esferas con conductividades diferentes, basdndose a su vez en

el trabajo de Maxwell (1891).
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Geurst (1985 y 1986) aplico el principio variacional y determind los efectos de masa
virtual en flujo burbuja. Un trabajo mds reciente que aplica el mismo principio es el de Pauchon
y Smereka (1992); adicionalmente presentan la aproximacién de flujo potencial para flujo no
uniforme y comparan las dos aproximaciones, encontrando resultados idénticos en el limite

diluido, es decir, bajas fracciones de vacio.

El método del promedio volumétrico en la actualidad ha cobrado gran importancia para
calcular las cerraduras en medios multifdsicos y existen diferentes trabajos que aplican dicho
método desde hace mds de una década (Zanotti y Carbonell, 1984; Whitaker, 1985) y también
otros trabajos mds recientes (Ochoa-Tapia, er al., 1993; Whitaker, 1994 y Ochoa-Tapia, er al.,
1994). Por ejemplo, Glatzmair y Ramirez (1988) usan esta aproximacion para determinar las

propiedades térmicas de un medio poroso.

El problema de cerradura en estos estudios se basa en establecer las ecuaciones de
gobierno de las desviaciones espaciales en términos de las variables promedio; el método, en
forma detallada, se presenta en el trabajo de Crapiste, et al. (1989). Para resolver el problema
de cerradura construyen un problema de valores a la frontera para las desviaciones espaciales
(Whitaker, 1986a,b; Ochoa-Tapia, et al., 1993 y 1994). Las experiencias de estos autores han
permitido depurar el método del promedio volumétrico en forma sistemdtica y una contribucién
importante de este grupo de autores es precisamente Ja solucién del problema de cerradura. Este
método ha sido ampliamente aplicado a problemas de medios porosos principalmente, y no existe

evidencia en aplicaciones para sistemas de flujo burbuja.

La hipétesis de flujo potencial en combinacién con el método del promedio volumétrico
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es directa y las soluciones del potencial hidrodindmico son conocidas desde finales del siglo
pasado (Lamb, 1932 publicado originalmente en 1879 y Milne-Thomson, 1967). A Zuber (1964)
se le puede considerar como precursor de aplicar la teoria de flujo potencial para aproximar los
efectos de interaccidn entre burbujas con un modelo constituido por una esfera (fase dispersa)
inmersa en una esfera de liquido (fase continua), similar a la celda unitaria de Chang (Ochoa-
Tapia er al., 1994). Posteriormente aparecen publicaciones aplicando la misma aproximacidn,
como el trabajo de Stuhmiller (1977), en el cual obtienen los efectos de fuerza que ejerce el
fluido sobre una esfera. La importancia de este trabajo también radica en establecer la relacion
de cerradura de la diferencia de los promedios de la presidn interfacial. El punto de partida de
Stuhmiller (1977) para determinar las relaciones de cerradura es el modelo local promedio en

tiempo desarrollado por Ishii (1975).

De la literatura consultada en este campo se puede observar que la aplicacidn de flujo
potencial para determinar las fuerzas que actian sobre una esfera en un flujo ideal, se han
basado en flujo uniforme (Zuber, 1964; van Wijngaarden, 1976; Stuhmiller, 1977; Biesheuvel
y van Wijngaarden, 1984 y Amold, ez al., 1989) y flujo no uniforme (Voinoi, 1973; Pauchon
y Smereka, 1992). En flujo no uniforme el potencial de velocidad se considera el gradiente de

velocidad.

Algunos trabajos se basan en la teorfa de flujo potencial y distribucién aleatoria de
particulas (van Wijngaarden, 1976; Kok, 1988 y Biesheuvel y Spoeltra, 1989). Tambié_n es de
interés mencionar el trabajo de Smereka y Milton (1991) quienes proponen expresiones para las
cerraduras, aplicando para la solucidn la relacién existente entre flujo burbuja y conduccién en

compuestos. Smereka y Milton (1991) extienden el resultado de Zuber (1964) considerando
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burbujas elipticas, y un trabajo mds reciente de Ochoa-Tapia et al. (1994) presenta una extension
de la celda unitaria de Chang para aproximar un sistema no isotrépico considerando la celda

unitaria en forma elipsoidal.

Biesheuvel y Spoeltra (1989) obtienen una expresién exacta para los efectos de masa
virtual, valida para cualquier valor de la fraccién de vacios. Estos autores consideran un arreglo
espacialmente periddico de burbujas y observan que el problema es totalmente andlogo al
problema para determinar la conductividad térmica efectiva de un material compuesto, el cual
consiste en un arreglo periddico de esferas no conductoras en una matriz homogénea. El método

adoptado por ellos se presenta en los trabajos de Sangani y Acrivos (1982 y 1983).

Lahey (1991) para estudiar fenémenos de propagacidn en flujo burbujeante y el problema
de cerradura abordado por este autor lo resuelve aplicando la hipdtesis de flujo potencial

alrededor de una burbuja esférica (Drew, 1992).

1.3 Aportaciones del presente trabajo

En el presente trabajo se desarrolla un modelo de dos fluidos basado en el método del
promedio volumétrico para estudiar el flujo burbujeante de aire-agua con efectos interfaciales.
Para obtener el modelo se usa el formalismo de Whitaker (1986a), aplicando para la presidn
local instantdnea las desviaciones espaciales de Banerjee y Chan (1980) y para el resto de las

variables locales instantdneas, las desviaciones espaciales tipo Gray (1975).

Se conoce que los efectos de tensidn superficial tienen una influencia sustancial en el

comportamiento del sistema disperso y se consideran como un término fuente en la ecuacién de
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cantidad de movimiento interfacial (Delhaye, 1981; Soria y De Lasa, 1991). En este trabajo los
efectos de tensién superficial se consideran explicitamente y de acuerdo con trabajos previos
(Pauchon y Banerjee, 1986 y 1988; Ruggles er al., 1988; Park er al., 1990; Lahey, 1991), no

han sido considerados para el andlisis de la propagacién de fraccién de vacios en flujo burbuja.

Es importante apuntar que el método del promedio volumétrico usado por Whitaker,
(1969); Zanotti y Carbonell, (1984a,b); Whitaker, (1986a,b) y (1994); Crapiste, et al., (1986);
Ochoa-Tapia y Whitaker, (1995), entre otros, no ha sido aplicado en sistemas de flujo
burbujeante. En el presente trabajo se selecciond esta aproximacién debido a la sistematizacion

y depuracidn lograda por estos autores después de muchos afios de experiencia.

El sistema en estudio de flujo en dos fases burbujeante que se presenta a lo largo de todo
este trabajo es el punto de partida para aplicaciones industriales. En este tipo de aplicaciones las
fases son tratadas como compresibles y ademds de los fenémenos de transporte de cantidad de
movimiento interfacial, adquieren gran importancia la transferencia de masa y energfa interfacial,
debido a los fendmenos de evaporacién o condensacién y a la transferencia de calor en la
interfaz entre la pared del ducto y flujo en dos fases. En el Apéndice B de este trabajo se

presenta la derivacidn tedrica de las ecuaciones promedio con estas caracteristicas.

Uno de los principales problemas de las técnicas de promediar es la obtencién de un
conjunto abierto de ecuaciones promediadas. En el caso del promedio volumétrico el problema
es el mayor nimero de incégnitas (variables y términos de cerradura) que de ecuaciones.
Resolver este problema en forma tedrica no es tarea sencilla y se deben proponer ecuaciones

independientes para obtener un conjunto cerrado de ecuaciones. El modelo de dos fluidos bajo
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contiene cuatro términos de cerradura para cada una de las fases. Para obtener las cerraduras
en funcién de las variables dependientes se considera un modelo de celda excéntrica. Los
resultados obtenidos con la celda unitaria excéntrica son los primeros de su tipo por lo que no
fue posible establecer comparaciones, aunque puede considerarse como una generalizacién del
modelo de celda unitaria concéntrica ya muy desarrollado en la literatura (Zuber, 1964; Voinov,
1973; van Wijngaarden, 1976;Stuhmiller, 1977; Biesheuvel y van Wijngaarden, 1984; Pauchon

y Banerjee, 1988; Pauchon y Smereka, 1992).

Los efectos de excéntricidad generan un conjunto de EDP “s promedio de segundo orden
no-lineales, las cuales fueron aproximadas en forma lineal para aplicar el método de los valores
caracteristicos. Los efectos no lineales se deben al término de masa agregada obtenido con el
modelo de celda unitaria excéntrica. Para el caso concéntrico, el gradiente de la fraccién de

vacios es nulo, cuya consideracidn genera un conjunto de EDP s promedio cuasi-lineal.

Se encontré que los efectos de excéntricidad generan una ecuacién de onda de tercer
orden, en funcidn de la fraccién de vacios en las variables dependientes del sistema de las
ecuaciones de masa y cantidad de movimiento. Los coeficientes que multiplican a los operadores
diferenciales son funcién de los efectos interfaciales, los cuales gobiernan los fenémenos de
propagacién. La derivacién dindmica de la ecuacidn de onda se obtiene al aplicar un método de

perturbaciones.

Con la ecuacién de onda de tercer orden se encontraron cuatro velocidades de
propagacion para flujo burbujeante. Tres de ellas han sido reportadas por Bouré (1982), Pauchon

y Banerjee (1988) y Lahey (1991) para el mismo fendmeno estudiado, es decir, flujo
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burbujeante. Los trabajos de Pauchon y Banerjee (1988) y Lahey (1991) se basan en una
descripcidn dindmica, mientras que €l trabajo de Bouré (1982) se basa en una descripcidn
cinématica. El cuarto modo de propagacion encontrado en el presente trabajo esta relacionado
con efectos de difusion de la onda. Un trabajo que reporta una ecuacion de onda de tercer orden
es el Biesheuvel y Gorissen (1990), los cuales aplican técnicas estocdsticas para obtener las
ecuaciones promedio y como resultado de introducir efectos de difusividad debido al movimiento

aleatorio de burbujas en presencia de un gradiente de presidn, obtienen dicha ecuacidn.

Las pruebas numéricas realizadas en una columna de burbujeo simulada permitieron
estudiar los efectos transitorios de los efectos interfaciales (Espinosa y Soria, 1998). Los
resultados obtenidos muestran que los efectos de tension superficial producen aceleracion de la
onda de vacios, mientras que los esfuerzos de Reynolds y diferencia de los promedios de la

presién producen desaceleracion de la onda de vacios.
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2. DERIVACION TEORICA DE LAS ECUACIONES DE TRANSPORTE PROMEDIO

VOLUMETRICO

El objetivo de este capitulo es presentar la derivacién tedrica de las ecuaciones de
transporte promedio para los procesos de flujo en dos fases empleando el método del promedio
volumétrico. El resultado obtenido es un conjunto de ecuaciones promedio para cada una de las
fases e interfases conocido como modelo de dos fluidos. Estas ecuaciones describen los procesos
fisicos de flujo en dos fases en términos de variables promedio. La descripcién del planteamiento

matemadtico es en tres dimensiones y régimen transitorio.

2.1 Sistema en estudio y volumen promedio

El sistema en estudio es un flujo en dos fases y dos componentes aire-agua viajando a
través de un ducto vertical en régimen de flujo burbuja, como se puede observar en la Figura
2.1. El sistema estd constituido por una fase continua de liquido (agua) y una fase dispersa de
gas (aire) y ambas fases fluyen dentro del ducto vertical. La longitud caracteristica del ducto es
mucho mayor que el tamafo individual de las burbujas. La fase dispersa se considera como un
conjunto de burbujas esféricas de radio constante. Las ecuaciones de Navier-Stokes se aplican
a cada una de las fases fluidas gas y liquido considerando flujo Newtoniano, ambas fases estdn
en movimiento y el dominio de aplicacién de dichas ecuaciones es desconocido (distribucion,
ndmero y posicién de las burbujas no se conocen). Es preferible considerar ambas fases como
una mezcla efectiva, pero es necesario imponer suposiciones para desarrollar la descripcidn de
la mezcla en dos fases. Una de las técnicas disponibles para obtener el modelo de dos fluidos

es el método del promedio volumétrico y se considera ad hoc para propdsitos practicos.
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Figura 2.1. Sistema en estudio y volumen promedio hipotético con dos fases presentes.



Las dos fases son consideradas localmente incompresibles y sin transferencia de masa
interfacial, y en relacidn con los efectos de transferencia de cantidad de movimiento interfacial,

se considera que las interacciones entre las burbujas es débil y la tensién superficial es constante.

Las ecuaciones de balance locales instantdneas (ELI) que describen los procesos de
transferencia de masa y cantidad de movimiento no pueden ser resueltas para un sistema con un
nimero desconocido de burbujas moviéndose en el liquido. Sin embargo, una descripcion

promedio proporciona suficiente informacién para estimar el comportamiento global del sistema.

El volumen promedio seleccionado para este estudio es constante y mucho mayor que el
tamafio individual de las burbujas y que la separacién entre burbujas adyacentes, como se
observa en la Figura 2.2, donde lg y /, son las longitudes caracteristicas de la fase gas y la fase
liquida, respectivamente, r, es la longitud caracteristica del volumen promedio V hipotético y
L es la longitud caracteristica del sistema. Los vectores normales unitarios de cada una de las
fases son Ry Y Ny En términos matemadticos la restriccién de escala de longitud impuesta para

estudiar flujo burbujeante se expresa con la siguiente desigualdad:

I, << r, << L 2.1

Como se menciond anteriormente el patrén de flujo en estudio es del tipo burbuja y el
volumen promedio se selecciona lejos de las paredes sélidas del ducto y de la entrada de flujo
en dos fases, para asegurar que el sistema es homogéneo y continuo. Con esta restriccién los
efectos viscosos lejos de las paredes del ducto son despresiables (Espinosa y Soria, 1998). Por

otro lado, considerar que el volumen proemedio se localiza lejos de las paredes del ducto
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garantiza que se cumpla la restriccién de escala de longitud impuesta para este estudio. Debido
a que en las paredes del ducto los efectos de distribucidn de burbujas son mucho mayores,
ademds de las interacciones entre las burbujas con el liquido y el sélido, por lo tanto, bajo estas
condiciones no se cumple con la restriccién dada por la Ec. (2.1). Un ejemplo de la literatura
que se puede citar en donde dicha restriccién no se cumple es en el problema de transferencia
de cantidad de movimiento en la interregion entre un medio poroso y fluido homogéneo (Ochoa

y Whitaker, 1995).

De acuerdo con Carbonell y Whitaker (1984), el radio del volumen promedio r, debe ser
mucho mayor en comparacion con las longitudes caracteristicas de las fases / oY [;, para obtener
valores de las cantidades promedio suficientemente suaves. Si las cantidades promedio
experimentan variaciones significativas sobre la longitud caracteristica del sistema en estudio L,
entonces L debe ser mucho mayor en comparacién con r, para que el promedio de las

desviaciones espaciales de dicha cantidad (alrededor de la cantidad promedio) sean cero.

Es importante apuntar que el método de volumen promedio no se aplica o limita a
sistemas que cumplan la restriccion de escala de longitud dada por la Ec. (2.1), es decir, no es
una restriccién inherente del método. En realidad la desigualdad de escalas de longitud es una

restriccion conveniente ques se satisface para muchos sistemas de interés préctico.
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Figura 2.2. Region del sistema L y volumen promedio V. Donde r,, es la longitud caracteristica
del volumen promedio, lg y /; son las longitudes caracteristicas de la fase gas y fase liquida
respectivamente, n,, es el vector normal unitario de la fase gas a la fase liquida, en tanto n;, es

un vector normal unitario similar de la fase liquida a la fase gas.
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2.2 Ecuaciones de conservacién locales instantdneas

En esta seccidén se presenta el planteamiento de la descripcion local instantdnea que
representan los fenémenos fisicos de los procesos de un flujo en dos fases, para régimen de flujo
tipo burbuja. La descripcién local instantdnea esta constituida por un conjunto de ecuaciones de
balance de masa y cantidad de movimiento. Debido a la presencia de la interfaz que dividen o
separan las fases gas-liquido, también es necesario especificar un conjunto de ecuaciones de
balance locales instantdneas de masa y cantidad de movimiento que describan los procesos fisicos
en la regidn interfacial. Estas ecuaciones son conocidas como condiciones de salto. Para obtener
una solucién particular es necesario especificar las condiciones de frontera y las condiciones
iniciales. Las ecuaciones locales instantdneas son €l punto de partida para desarrollar el modelo

promedio volumétrico para flujo en dos fases, aplicando el método de promedio en volumen.

Las hipdtesis y suposiciones de los procesos de transferencia de masa y cantidad de

movimiento que se aplican para obtener Ja descripcidn local instantdnea son:

- flujo incompresible,
- flujo isotérmico,
- transferencia de masa interfacial nula, y

- tensidn superficial constante.

Como ya se menciond anteriormente, la regidn del sistema bajo estudio se localiza lejos
de las paredes del ducto (Figura 2.1), de tal forma que los efectos de pared son despreciables.
Las ecuaciones locales instantdneas que describen los procesos fisicos de transferencia de masa

y cantidad de movimiento, en tres dimensiones y régimen transitorio para cada una de las fases
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asi como las condiciones de salto interfacial, estdn dadas por el siguiente conjunto:

- Ecuacidn de continuidad local instantdnea para la fase &:

V., =0 2.2)

donde &k = [ para la fase 1fquida y k = g para la fase gas.

- Ecuacidén de cantidad de movimiento local instantdnea para la fase 4:

av
o a[k+ka-(vkvk)+V~(ka)—V°Tk—pkg=O (2.3)

en las cuales p,, v,, p;, T, son las variables locales instantdneas en la fase k y representan la
densidad, el vector velocidad, la presidn y el tensor de esfuerzos viscosos respectivamente; /
representa el tensor unitario y g es el vector de aceleracién de la gravedad. Como se puede

observar en la ecuacidn anterior, se ignoran variaciones de p, dentro del volumen promedio.

- Tensor de esfuerzos viscosos para flujo Newtoniano y localmente incompresible:
Ty = we( Vv + Vvi) 2.4

donde g, es la viscosidad de la fase & y el superindice T denota transpuesta.

- Condicién de impenetrabilidad interfacial (condicidn de salto interfacial de masa):
(Ve = W) =y =0, en A o 2.5)

donde w,,, (=w,,) es la velocidad de la interfase k-m, A, (=A4,,) es la regién interfacial,
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supuesta bidimensional contenida en el volumen promedio (Figura 2.2), n,,, es el vector normal
unitario en la interfaz, y tiene la propiedad: n,, = - n,, (cuando k=I, m=g y cuando k=g,
m=1). La Ec. (2.5) establece que no existe transferencia de masa interfacial, debido a que se
impone que la velocidad de la fase & en la direccidn normal en la interfaz es igual a la velocidad
interfacial en la misma direccidn. Esta condicién permite que no exista la posibilidad de
transferirse masa de una fase a la otra (por un proceso de condensacién o de evaporacion) a

través de la regién interfacial.

- Condicién de salto interfacial de cantidad de movimiento:

(Prgd = Tig)omyy + (Pl ~7y) ng=m, en Ay (2.6)
donde m es la fuerza debida a la tensién superficial, la cual estd dada por:

m =ty a® o) =2H,ony + 1l a% ag (2.72)

Esta ecuacién se obtiene en el Apéndice A y como caso particular, cuando ¢ es constante se

reduce a:

2.7b)

En estas ecuaciones zka es el tensor hibrido, a®8 es el tensor métrico en la superficie, o es la
tension superficial, H‘g representa la curvatura media interfacial medida desde la fase gaseosa,
(), denota derivada covariante en coordenadas de superficie y los indices con letras griegas
significan coordenadas de superficie («,8 = 1,2). La Ec. (2.7a) en coordenadas espaciales estd

dada por (Apéndice A):
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m = ngj - n¥ nd) UJJ - n' n; (g - nint) oy 2.8)

donde gkf representa el tensor métrico espacial, 7/ es el vector normal con notacién indicial y
tiene el mismo significado que ne [, ; denota derivada covariante en coordenadas espaciales

y los indices con letras latinas significan coordenadas espaciales (,k = 1,2,3).

Una solucidn particular requiere de las condiciones de frontera e iniciales:

B.C.1 ve = f(x0, en Ay, 2.9)
B.C2 Py =Dy (%), en x=x, (2.10)
C.I.1 v, = g (¥, en =0 (2.11)

donde x es el vector de posicidn, ¢ el tiempo y A4, representa las entradas y salidas de la fase

k asociadas con la regién macroscopica.

El sistema de flujo burbuja que se presenta a lo largo de todo este trabajo es el punto de
partida para aplicaciones industriales (reactores nucleares, calderas, pozos geotérmicos, entre
otros). En este tipo de aplicaciones las fases son tratadas como compresibles y ademds de los
fenémenos de transporte de cantidad de movimiento interfacial, la transferencia de masa y
energia interfacial (fases-fases y fases-pared) adquieren gran importancia, debido a los
fenémenos de evaporacién o condensacién y a la transferencia de calor en la interfaz entre la
pared del ducto y flujo en dos fases. En el Apéndice B se presenta la derivacién tedrica de las

ecuaciones macroscopicas con estas caracteristicas.
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2.3. Método del promedio en volumen

El conjunto de ecuaciones locales instantdneas definidas en la seccién anterior no pueden
ser resueltas para un sistema con un nimero desconocido de burbujas moviéndose en el liquido.
En este estudio las ecuaciones se desarrollan para un volumen V con una frontera A, la cual es
un subdominio del volumen material V. Cada punto de V es el centroide de un volumen
promedio. Estos volimenes son definidos suponiendo que el tamafio, forma y orientacién son
idénticos en todas las posiciones y tiempos. Una cantidad promedio se obtiene integrando una
cantidad local sobre un volumen promedio. Los procesos promedio se usan para obtener un
campo de cantidades promedio para cada fase. En este campo, un volumen promedio representa
y caracteriza un punto fisico sobre un elemento infinitesimal de volumen 4V del campo promedio

(Hassanizadeh y Gray, 1979).

Hassanizadeh y Gray (1979) presentan en forma simple el efecto del tamafio del volumen
promedio sobre las cantidades promedio, considerando un tiempo fijo en el cual una cantidad
promedio en la fase k se calcula en cualquier punto en una regién promedio que varia de un
tamafio muy pequefio a un tamano muy grande. Cuando la regién promedio es muy pequena
(mucho menor que /), la cantidad promedio de la fase & es finita o cero. Al incrementar la
regién (menor o del orden de [;), la cantidad promedio calculada presenta un régimen de
comportamiento fluctuante. Estas fluctuaciones tienden a disminuir conforme el tamario de la
region se incrementa y eventualmente dentro de algin intervalo de tamanos de la region
promedio (mucho mayor que /, y mucho menor que L), la cantidad promedio calculada es
independiente del tamano de la regiéon promedio. Con grandes incrementos de la region
promedio, del orden de la longitud caracteristica del medio L, se presentan inhomogeneidades

del medio debido a efectos de estabilidad de las cantidades promedio. Entonces, la longitud
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caracteristica de la regidn promdio r,, se define de tal forma que el promedio de las cantidades
locales calculadas, sean insensibles a cambios peguenios sobre esta longitud, permitiendo obtener

cantidades promedio significativas.

Operadores promedio y cantidades promedio

Gray (1983) desarrolla expresiones para el método del volumen promedio dependientes
€N espacio y tiempo, mientras que en este estudio se restringe a un volumen promedio constante.
Ademds, en este estudio se considera que las ecuaciones promedio obtenidas son independientes
de la geometria del volumen promedio, siempre y cuando el volumen promedio sea
independiente del tiempo, de la localizacidn en el sistema de flujo en dos fases y que cumpla con
la restriccidn impuesta de escalas de longitud dada por la Ec. (2.1). Para el caso en estudio, el
volumen promedio se compone de las fases gas y liquida, donde el volumen promedio es

constante y el volumen de cada una de las fases depende del tiempo:
V= V,0 + Vi) (2.12)

Las cantidades promedio se asocian con cantidades locales a través de un operador promedio,

el cual para una variable genérica ¢ en la fase & se define por:

(v = — Y dV (2.13)
4 Lk(f)

donde ¢, es el valor de ¢ en la fase k& y puede ser un escalar, vector o tensor. La expresion
anterior se le conoce como promedio de fase y al promedio formado por la integracion sobre la
regién ocupada por la fase k y dividida por el volumen de la misma regién, define el promedio

Jfase intrinseco:



I ko __1__ av )
(Y 0 i P Y (2.14)

En las Ecs. (2.13) y 2.14), R,(t) C R 3 representa [a region ocupada por la fase k y Vi(t)

representa el volumen de la fase & asociado a la regidn R, (z). Los operadores promedio de fase

y promedio de fase intrinseco estdn relacionados a través de la siguiente expresion:

< ‘»&k> = & < ¢k>k @.15)

donde &,.(1) es la fraccion volumen definido explicitamente porV, (1)/V.

Otra cantidad promedio aplicada en este trabajo es el promedio en drea:

V2 o = % J Vi A (2.16)
onD

Teoremas de integrales promedios

Para obtener la descripcién promedio, dos teoremas de integrales (Slattery, 1967;
Whitaker, 1967) son cruciales. Estos teoremas son una herramienta matemdtica que permiten
intercambiar las variables entre derivadas promedio por derivadas de variables promedio. El
primer teorema €S la ecuacidn de transporte general, la cual relaciona la derivada promedio de

una cantidad ¥, con respecto al tiempo:

A\ o> 1
< EY; > Y v AJ(:) Ve Wim * i 44 2.17)

El segundo teorema es conocido como teorema promedio espacial. Para cualquier cantidad Yy

asociada con la fase &, este teorema esta dado por:

2-12



1
(V> =V 00 w5 [ i a4 2.18)
Akm(f)

Si y, es igual a 1, los teoremas anteriores resultan en:

&y 1

— = J R * Wip d4 (2.19)
AgnD

Ve, = - _1 Ny, dA
\%

(2.20)
Akm(f)

2.4 Ecuacidn de masa promedio en volumen instantdnea

Aplicando el operador promedio [Ec. (2.13)] en la ecuacién de masa local instantdnea

dada por la Ec. (2.2), se tiene que:

(V-v) =0 2.21)

Si la forma vectorial del teorema del promedio espacial, dada por la Ec. (2.17), se usa en la Ec.

(2.21) y el resultado obtenido se combina con la Ec. (2.19), se encuentra que:

(2.22)

Los términos de esta ecuacién estdn relacionados con la compresibilidad macroscépica, los
efectos convectivos y la transferencia de masa interfacial, respectivamente. La condicién de

impenetrabilidad interfacial definida por la Ec. (2.5), permite simplificar la expresion anterior:

3
%+v.<vk> - 0 (2.23)

La velocidad superficial (velocidad promedio de fase) y la velocidad promedio intrinseca se
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relacionan a través de la Ec. (2.15):

(vy =g (v ok (2.24)

Sustituyendo esta ecuacion en la Ec. (2.23) y expandiendo términos se obtiene:

og,
R EE P LR SR LI P @.25)

2.5 Ecuacién de cantidad de movimiento promedio en volumen instantdnea
Aplicando el operador promedio en la ecuacién de cantidad de movimiento local
instantdnea [Ec. (2.3)]:
av
(et} = o7 - )+ {Vp) = (VT - (pg) =0 (229
Aplicando los teoremas de promedio espacial y tiempo, definidos por las Ecs. (2.17) y (2.18),

a los términos de la ecuacién anterior, se obtiene:

avk a < Vk> 1
<pk ’FF> = o —5 - o J . PUViWion * My A4 (2.27)
km

1
<Pk v - (Vkvk)> = pV - <Vkvk> + v J PiViVi = Mgy dA (2.28)
om(D)

1
CVp) =V py + 2 J Plon P 44 (2.29)
on®
1
<V'Tk>=v'<Tk>+T/‘j Mon * Tim d4 (2.30)
m()
< Pi g) = & Pr 8 (2.31)

En diversas aplicaciones como este estudio, la densidad es un pardmetro que no cambia
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significativamente en volimenes grandes de flujo, en consecuencia se permite ignorar variaciones
de py dentro del volumen promedio. La Ec. (2.30) puede ser simplificada, observando que los
esfuerzos viscosos interfaciales son mucho mayores que los esfuerzos viscosos de las fases, y

de acuerdo con la siguiente estimacién de orden de magnitud de los términos viscosos:

V-{(T) =0 <LT"> } (2.32)
T
4
-~ k
Apn(® &

donde Ly es la longitud caracterfstica asociada con los cambios en { 7, ) y L, es la longitud
caracteristica asociada con los cambios en &,. El orden de magnitud del tensor de esfuerzos
viscosos dentro de una capa limite de espesor § en el liquido, muy cerca de la superficie de la

burbuja es:
T,, =0 (: [l_g} (T } (2.34)

y el orden de magnitud para la integral se obtiene de la Ec. (2.20):

1 1
7 | mmdd =0 [L—] (2.35)
A €

Es importante precisar que en las Ecs. (2.33)-(2.35), €l término (lg /8) es mucho mayor que 1.
SiL, = O (L, ), se puede observar que el orden de magnitud del término V -{ T, ) en la Ec.

(2.32) es mucho mayor que la integral sobre el drea interfacial en la Ec. (2.33):
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1
vV.AT) < — J M = Tion dA (2.36)

Apn(®
y en consecuencia, la Ec. (2.30) se simplifica dando

1
(VT = va R * T dA (2.37)
Apn®

Sustituyendo las Ecs. (2.27)- (2.30), (2.31) y (2.37) y (2.23) en la Ec. (2.26), se encuentra que:

Pkga;(gk <vk>k) +p, V- (gk { vkvk>k) v (8k <Pk>k) (2.39)
1 ! |

Para obtener el resultado anterior se aplicé la relacidn entre el promedio de fase y promedio de
fase intrinseco, dado por la Ec. (2.15) y la condicién de transferencia de masa interfacial nula,
dada por la Ec. (2.5). Los términos de la ecuacidn anterior involucran integrales de variables
locales instantdneas y productos entre estas. Entonces, el segundo término del lado izquierdo de
la Ec. (2.38), se descompone aplicando la siguiente definicidn de las desviaciones espaciales

(Gray, 1975; Hassanizadeh y Gray, 1979).

v, = {vy ke, (2.39)

donde ¥, representa las desviaciones espaciales del vector velocidad alrededor del vector

velocidad promedio ( v, )* del vector velocidad local instantdneo. Entonces:

Cvivey =g v v+ g (i * (2.40)

donde se consideran las siguientes propiedades del volumen promedio:

vk ok
< <Vk>kﬁk>k

1]

(v (2.41)
(7, (v k=0 (2.42)

i}
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de acuerdo al requerimiento que /,, < L, y donde /,, es la longitud caracteristica de las
desviaciones espaciales de la velocidad, y L, es la longitud caracteristica de la velocidad
promedio en volumen. La sustitucidn de la Ec. (2.40) en el término convectivo de la Ec. (2.38)

da lugar a un término convectivo promedio junto con un término dispersivo:
prV - (5k < vkvk>k) = pV - (8k < Vk>k € Vk>k) -V (skae) (2.43)
donde (Drew y Lahey, 1979; Pauchon y Banerjee, 1988; Drew, 1992):

TR =~ p, (7,7 )F (2.44)

El término dispersivo definido por la ecuacidn anterior, son atribuidos a la presencia de las fases
y no se refieren a los esfuerzos de Reynolds cldsicos en flujo turbulento, las cuales representan

la correlacién de las fluctuaciones (temporales) de la velocidad.

Para la presién local instantdnea, se aplica la descomposicidn espacial de Banerjee y Chan

(1980), la cual se define con la siguiente suma de términos:

Pi = P>  + {Ap) * Pim (2.45)

donde la diferencia de los promedios de la presién estd definida por:

CApeny = P im = <P F (2.46)

donde el primer término es el promedio en drea de la presién y el segundo término es el

promedio intrinseco de la presién. Las desviaciones espaciales de la presidn interfacial son:

Pim = Pk = < P2 tom (2.47)
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Esta descomposicidn tiene la ventaja de distinguir la contribucién de los efectos de cantidad de

movimiento interfacial involucrados. Sustituyendo las Ecs. (2.43) y (2.46) en la Ec. (2.38):

pk‘(%(‘sk<vk>k) + oV o (5k<vk>k { vk>k) + &V <Pk>k - <Apk7n>V8k

Re | 1 (2.48)
_V'(skfk)‘gkpkgz 72 J Piom Riom 44 + — J Rign * Tion dA
onl® o)
donde
L dd = - ({po* + < ) v ! ; dA
v J Pilpndd = - [ pp2 " + APy, & * v J Pion Piom (2.49)
() A0

El significado de cada uno de los términos de la Ec. (2.48) es el siguiente: el primer
término del miembro derecho es la aceleracién temporal o acumulacién; el segundo término son
los efectos convectivos; el tercer término son los efectos de presidn; el cuarto término es la
diferencia de los promedios de la presidn; el quinto término es dispersivo; el sexto término son
las fuerzas de gravedad; la primera integral es otro término dispersivo y la segunda integral son

los esfuerzos viscosos interfaciales asociados con las fuerzas de arrastre.

2.6 Condiciones de salto promedio instantdnea

Las condiciones de salto locales instantdneas [Ecs. (2.5) y (2.6)] se promedian con
respecto a la regidn interfacial. La condicidn de salto de masa es nula de acuerdo a la condicién
de impenetrabilidad dada por la Ec. (2.5), y la condicién de salto de cantidad de movimiento

interfacial [Ec. (2.6)] toma la siguiente forma después de efectura el promedio:
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1 -
<<pl> g ~ <pg> lg)vgg = ‘{}“ J (_plgnlg * nlg ‘ Tlg) dA

1 _
i J (“Pgng * ng - Ty) dd (2:30)

7
A®)

1 .
-2 (Hg>lgorVeg+7 j 2H,0n,dd en A
Azg(’)

Esta ecuacion describe la transferencia de cantidad de movimiento interfacial y acopla las
ecuaciones de cantidad de movimiento promedio volumétrico instantdnea de la fase gas y la fase

liquida a través de las interacciones interfaciales.

2.7 Conclusiones y discusién

Se presentd la derivacion tedrica de las ecuaciones promedio de masa y cantidad de
movimiento, definidas por las Ecs. (2.25) y (2.48) respectivamente, para describir los procesos
de flujo burbujeante isotérmico en términos de variables promedio empleando un planteamiento

matemdtico en tres dimensiones y régimen transitorio.

El método del volumen promedio, ademds de describir un campo de cantidades promedio
para cada una de las fases, relaciona los efectos de las fases con los efectos interfaciales, y esto
se lleva a cabo con la condicidn de salto de cantidad de movimiento, Ec. (2.50). Con respecto
a este punto, Soria y de Lasa (1991) definen los procesos de fendmenos de transporte para
sistemas multifdsicos para & fases, km interfases y kmn lineas de contacto. Concluyen que el flujo
en las regiones ocupadas por las fases fluye hacia las regiones interfaciales, el flujo de las
regiones interfaciales fluye hacia la regién ocupada por las lineas de contacto y €stas hacia el

punto comiin (4 fases en contacto). Estos autores denominaron a este proceso flujos cascada.
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Es importante mencionar que €l método del volumen promedio representa un mapeo de
los campos locales a campos promedio (se puede interprestra como un mapeo de muchos a 1);
en este proceso la estructura del flujo burbujeante se pierde dando lugar a una mezcla de flujo

en dos fases homogénea, en donde las variables promedio son bien comportadas.

Existen procesos en donde los efectos viscosos adquieren gran importancia, tal es el caso
de medios porosos. Para un fluido Newtoniano e incompresible, se pueden sustituir los esfuerzos

viscosos definidos por la Ec. (2.4) en la Ec. (2.30), obteniendo la siguiente expresion:

1
(VT = V(v + Vv VA J i Vi 44
on®

T

0 & 1
at 14
om®
N 1 1 T
ﬂk —‘7— J Ilkm 'Vvk dA +#k -V— J nkm 'Vvk dA
P (]

Como se puede observar, esta expresion tiene 6 términos viscosos, de los cuales el segundo y
el cuarto términos del miembro derecho se pueden despreciar por un andlisis de orden de
magnitud (Whitaker, 1986a). El primer término del miembro derecho es conocido como
correccion de Brinkmann y el término relacionado con la derivada cruzada en espacio tiempo,

esta asociado con la compresibilidad promedio.
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3. RELACIONES DE CERRADURA DEL MODELO DE DOS FLUIDOS

UTILIZANDO UN ENFOQUE DE FLUJO POTENCIAL

El objetivo de este capitulo es presentar la derivacidn tedrica de las relaciones de
cerradura para obtener un conjunto completo de ecuaciones promedio del modelo de dos
fluidos en régimen de flujo burbuja, cuya derivacién se desarrolld en el Capitulo 2. Uno de
los principales problemas de las técnicas de promediar es la obtencién de un conjunto abierto
de ecuaciones promediadas. En el caso del promedio volumétrico el problema es el mayor
nimero de incdgnitas (variables y desviaciones que llevan a los :2rminos de cerradura) que
de ecuaciones. Resolver este problema en forma tedrica no es tarea sencilla y se deben
proponer o derivar ecuaciones independientes para obtener un conjunto cerrado de

ecuaciones.

El modelo de dos fluidos, bajo las hipdtesis mencionadas en el Capitulo 2, contiene
cuatro términos de cerradura para cada una de las fases, como se aprecia en las Ecs. (2.48)
y (2.50): (1) integral sobre el drea interfacial de las desviaciones espaciales de la presion, (2)
diferencia de los promedios de la presién, (3) promedio intrinseco de la didda de las
desviaciones espaciales de velocidad y (4) integral sobre el drea interfacial de los esfuerzos
viscosos interfaciales. Para la cuarta cerradura existen expresiones reportadas en la literatura
considerando un factor de friccidn interfacial, y las demds cerraduras se formularon como
un problema asociado con las desviaciones espaciales alrededor de los valores promedio de
las variables locales instantdneas. Para obtener las cerraduras en funcién de las variables
dependientes se aplicd en forma sistemdtica la teorfa de flujo potencial. Se consideraron dos

aproximaciones para desarrollar las cerraduras: (1) celda unitaria concéntrica y (2) celda
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unitaria excéntrica. En cada una de estas aproximaciones se analizan dos casos: (1) flujo
alrededor de una esfera y (2) burbuja esférica en movimiento. Los resultados obtenidos en

el caso de la celda unitaria concéntrica se compararon con los reportados en la literatura.

Los resultados obtenidos con la celda unitaria excéntrica son los primeros de su tipo
por lo que no fue posible establecer comparaciones, aunque puede considerarse como una
generalizacién del modelo de celda unitaria concéntrica ya muy desarrollado en la literatura
(Zuber, 1964; Voinov, 1973; van Wijngaarden, 1976; Stuhmiller, 1977; Biesheuvel y van

Wijngaarden, 1984; Pauchon y Banerjee, 1988; Pauchon y Smereka, 1992).

3.1. Introduccién
Las ecuaciones promedio de transporte de masa y cantidad de movimiento estdn dadas
por las Ecs. (2.25) y (2.48). Las siguientes hipdtesis permiten simplificar las ecuaciones

promediadas:

H.1. La diferencia de los promedios de la presién es aproximadamente cero en la
fase dispersa, ( Apy ) = 0, Ec. (2.46).

H.2. Los esfuerzos de Reynolds son despreciables (TgRe = 0) en la fase dispersa.

H.3. Sistema de burbujas monodisperso.

H.4. El sistema estd formado totalmente y tnicamente por las fases gas y liquida
(condicién de saturacidn).

H.5. Todas las burbujas se desplazan a la misma velocidad dentro del volumen

promedio.
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Ecuacién de transporte de masa promediada, fase liquida:

dg;

a_[+V-(5,<v,>l)=O (3.1

Ecuacidn de cantidad de movimiento promediada, fase liquida:

P16—<€1<V1> ) * Vo (€1<V1>l <V1>l) gV <P1>Z - <AP1g>V81

(3.2)
1 . 1
-V o) - amg - - 7 | Pemgdd s [ g s Tyg dd
Alg(t) Alg(t)
Ecuacién de transporte de masa promediada, fase gas:

oe
8 . g\ = 3.3
- Y (£g<vg>) 0 ©G-3)

Ecuacién de cantidad de movimiento promediada, fase gas {de H.1 y H.2 en la Ec. (2.48)]:

peacles (V) + 0,7 - (e v )8 () 8) + 6,7 (pyd

i ! (3.4)

A1) A1)

De la H.3, se simplifica la condicién de salto de cantidad de movimiento promedio

interfacial, definida por la Ec. (2.50), obteniéndose:

1 . 1 1 _
- J plgnlgdA + v J ”Ig'TlgdA e J Dgng dA
A,g(t) A,g(t) : Ap®
3.5)
1
2 J ng Ty dd = ({ppy ~ (P + 2Hy0)Ve, en A
A[g(’)
donde ( H, ),g = H, de acuerdo con H.3, y la H.4 se traduce en:
g + & =1 (3.6



El conjunto de las Ecs. (3.1)-(3.6) describen los procesos fisicos de flujo burbujeante,
las cuales no incluyen los efectos viscosos debido a las paredes del ducto vertical, es decir,

son vélidas para la regién homogénea de la mezcla bifdsica en el interior del ducto.

Las variables dependientes de este conjunto de ecuaciones son:

g, (ot Ledt, e, (ypE, (pps G

Los términos de cerradura para la fase liquida son:

TzRe R <‘~’1‘71>l (3.8¢)
L[ pny,dA
v J plg nlg (3.8C)
A[g(f)
Lo . T, dA
=72 nlg lg (3.8d)
Azg(f)

y los términos de cerradura para la fase gaseosa son:

1 _
v J pgl ngldA (3.93)
Ap®
1
- ng « Ty dA (3.9b)
Azg(f)

El objetivo de este capitulo es expresar este grupo de cerraduras como funcidn de las

variables dependientes. Para que el resultado sea consistente para todo el conjunto de
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términos de cerradura, se aplica sistematicamente la teorfa de flujo potencial y se determina
su relacién con la diferencia de los promedios de la presién y el promedio de la didda de las
desviaciones espaciales de la velocidad. Con estas relaciones se calcula la integral sobre el
drea interfacial de las desviaciones espaciales de la presidn. Los efectos de friccién interfacial
se concentran en una capa limite donde los efectos viscosos son importante y fuera de la capa
limite se considera que el flujo se comporta como ideal. Con este enfoque se puede aplicar

la teoria de flujo potencial en forma consistente.

3.2. Estructura de la celda

En la Figura 3.1 se presenta un sistema idealizado de dos burbujas representativas de
un conjunto de ellas contenidas en el volumen promedio. En esta figura se muestran las
longitudes caracteristicas: de la capa limite §, de las desviaciones espaciales del potencial [
y de la fase gas lg y de la fase liquida /,. Para derivar las cerraduras aplicando la teoria de

flujo potencial se propone la siguiente restriccidon de escalas de longitud:
8 <<y <, <<r, (3.10)
donde r, es la longitud caracteristica del volumen promedio. Esta restriccion impuesta

permite hacer importantes simplificaciones para obtener las relaciones de cerradura.

La hipdtesis de que las longitudes caracteristicas de las fases lg y /;, sean mayores que
la longitud caracteristica de las desviaciones espaciales del potencial /, permite establecer que
bajo estas condiciones no existe interaccién hidrodindmica entre burbujas adyacentes, y por

lo tanto representa una simplificacién importante.
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Figura 3.1. Longitudes caracteristicas: § espesor de la capa limite, /, longitud caracteristica
de las desviaciones del potencial de velocidad, /, longitud caracteristica de la fase gas, /,
longitud caracteristica de la fase liquida y r, es la longitud caracteristica del volumen

promedio.
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Los 6rdenes de magnitudde 6 y [, (k = [, g) son de 10°m y 10%m), respectivamente,
donde & es proporcional a la rafz cuadrada del producto de la viscosidad cinemadtica por el
radio de curvatura de la superficie dividido por la velocidad promedio de la fase liquida
(Currie, 1974, pg. 272). Los esfuerzos viscosos interfaciales se concentran o sélo actuan
dentro de la capa limite que rodea la superficie de la burbuja, y debido a la consideracidn
inicial de flujo incompresible, el flujo fuera de la capa limite puede ser considerado como
ideal, y por lo tanto se puede aplicar la teorfa de flujo potencial. El efecto inercial es
proporcional al volumen, por lo tanto, el efecto inercial de la capa limite es despreciable con
respecto a los efectos inerciales fuera de ésta, es decir, p (( v, ) )2 8 << p (( v, )} )* 1,

puesto que § < § (Currie, 1993, pg. 278), donde 8 es el espesor de momento.

3.3 Promedio interfacial de los esfuerzos viscosos
En esta seccidn se presentan algunas alternativas para calcular las fuerzas de arrastre
que actian sobre una burbuja. Las fuerzas de arrastre estdn relacionadas con la integral sobre

el drea interfacial de los esfuerzos viscosos, dada por la Ecs. (3.8d) y la Ec. (3.9b),
! T, dA = - . - F
7 | mg Tpdd= g [ omge Tgdd=e Fp @

1% v
Alg(t) A[g(’)

donde Fp, es la fuerza de arrastre interfacial. Para flujo burbuja con tamafio uniforme la

fuerza de arrastre interfacial estd dada por Ishii y Mishima (1984):

8 Rb lvr

donde Cp, es el coeficiente de arrastre interfacial, el cual depende del régimen de flujoy R,

C
FD =3p1_£ IVrIZ{ vr} ’ (312)

es el radio promedio de la burbuja. El coeficiente de arrastre para flujo con burbujas

deformables estd dado por Harmathy (1960):
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Cp = 2R,

172
gl = pg)J (3.13)
3

o(l - ag)

donde g es la aceleracion de la gravedad y o es la tensién superficial. El coeficiente de

arrastre para régimen de Stokes estd dado por Ishii y Mishima (1984):

c, - 2 (3.14)
NRe

donde Ng, es el nimero de Reynolds definido por estos mismos autores como:

2Ry 01 v € - {vpd) (3.15)
#nl

NR =

e

y donde y , es la viscosidad de mezcla definida por Ishii y Zuber (1979):

2.5 + 0.4 pp/ o)
o = g (1 = g 7 e T O8Il T (3.16)

La fuerza de arrastre interfacial también se puede escribir en términos del factor de friccion

interfacial como:

Vy J (3.17)

_ 2
o =g, ] [l" |
:

donde Dy, es el didmetro hidrdulico y el factor de friccién interfacial f; estd dada por Ishii y

Zuber (1979):

Dy (1 + 0.1N8,") (3.18)
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3.4 Planteamiento para calcular la integral de las desviaciones espaciales de la presién

Las desviaciones espaciales de la presion interfacial de la fase liquida estan dadas por
la Ec. (2.47), en donde hay que evaluar la integral de las desviaciones para ﬁ,gnlgEc. (2.48).
Para realizar esto £s necesario proponer expresiones para la presioén local instantdnea y para
la presién promedio. Una relacién independiente que permite expresar dichas presiones es

la ecuacién de Bernoulli (Currie, 1974):

Pro_ 99 ., 1 g, vy - 3.19
o =t 5 Ve Ve =) 3.19)

donde ¢ es el potencial de velocidad y f{z) es una funcién que depende del tiempo. Para un
fluido ideal e irrotacional, la velocidad local del fluido y el potencial de velocidad se

relacionan a traveés de:
vl = - V ¢) (3.20)

El promedio intrinseco de la Ecuacién de Bernoulli, es ei siguiente:

! :
<il> A(GEY g (Vo) - G-2D
)

Restando la Ec. (3.21) en la Ec. (3.19):

P1"<P1>1~_ 3¢ _J ao\' |, 1 !
Lo [—37 <—a7>] Hiver? - (170 ') 622

donde

| V6 1% = V6 - Vo (3-23)

Integrando sobre el drea interfacial la Ec. (3.22) se obtiene que:

3-9



—e J (Pz - <P1>1)’11gdA =E t 5 (3.24)

donde %, y Z,, estdn dados por (Apéndice C):

de 3 1 -
o= - (vey!t Lol | L dA
: VeXlgcag gy | 4
A0 (3.25)
— v | w, n,dA|+ L [ Véw, -n,dA
Ve | 5 " Mg v | Vewigmy
S R YRG!
. ool
H, =V (a,<v¢V¢>)+_V_ J (Vo Vg) - n,, dA
A (3.26)
€ 1 ! ‘
_2_’V ?V'(£l<¢)v¢:>)+ L J (V) - ny, da
! & Alg(r)

Para simplificar los términos Z; y %, se usa la condicidn de impenetrabilidad interfacial, Ec.

(2.5). Entonces, sustituyendo la Ec. (3.20) en la Ec. (2.5) para & = [ se obtiene:

- Vo - Mg = Wi * Ryp en A,g (3.27)

Lo anterior permite escribir dos relaciones mds, vélidas también en la regién interfacial,

considerando el limite desde el interior de la fase liquida,
VeV -y, = - Vowy, - ny,, en A, (3.28a)

¢V¢ . nlg = = (bwlg . nlg , en Alg (3'28b)

Sustituyendo las ecuaciones anteriores en la Ec. (3.24) (Apéndice C), se obtiene
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= J (p,~ <P1>1>”lgdA - <v1>l%§l+v'(£l<vlvl>1)_81 Cvp v !

L J ¢ n,dA

€ 1 T~ N/ 0 1 !
R VAR Il v - .+ -V .
+2 [ <81<©v1> )] 8l[az+2 <v1> ] % Lo
g

€]

S8y 1

EZV

Alg(r)

J ¢ Wig * Ny dA
(3.29)

Como

Vele Cvpt) = Vel Ko o) 2 v (g <5y Y) 330)

entonces la Ec. (3.29) se reescribe como

pTIV‘AL([)(Pz - <P1>1)nzgdA =V (51< v1‘71>1)+'8_lv [iv | (81 <$‘71>1)]

9 .1 ) 1 . g 1
—81 [_52+_2.-V<V1> ‘J{—-—-—- J (#)n[gdA} iv

& A0 gV

que es el primer término del lado derecho de la Ec. (2.58). Para desarrollar el dltimo término

de esta ecuacidn se sustituye la condicidn de impenetrabilidad, Ec. (2.5) para k = g:

Wi * Ry, =(<vg>g +17g)-n1g, en A (3.32)

Como todas las burbujas se desplazan a la misma velocidad, hipétesis H.S, entonces el

término de dispersién es nulo y la Ec. (3.32) se simplifica:

Wi * My, = { vg>g ny, en Ay (3.33)

Aplicando esta condicién en el tltimo término de la Ec. (3.31), se obtiene que:
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) € - ~
— p‘,gn,gzm=v-(a,Tfe)+pl;v[5,lv-(a,<¢ﬁ,>lﬂ
Alg([) -

T PrE [-aa—l + %V(< vyl o+ <Vg>g) . J ellV J &’”zg da | + {Ap,> Ve
A® (3.34)
En el miembro derecho de esta ecuacidn, T,Re son los esfuerzos de Reynolds definidos por
la Ec. (3.8b), el segundo término representa las fuerzas por unidad de volumen debidas a las
desviaciones espaciales del potencial de velocidad; el tercer término estd relacionado con los
efectos de masa virtual y el cuarto término es el efecto de las fuerzas debido a la diferencia

de los promedios de presion para la fase liquida, Ec. (3.8a).

De acuerdo con el resultado anterior, para determinar completamente el problema de
cerradura es necesario encontrar una relacién funcional de las desviaciones espaciales del
potencial de velocidad, de las desviaciones espaciales del vector velocidad y de la diferencia
de los promedios de la presién para la fase liquida. Para encontrar estas relaciones
funcionales se establecen modelos geométricos para una celda unitaria. Con este modelo se
puede aproximar la estructura del flujo en dos fases, la cual ha quedado aglutinada dentro
de integrales en el proceso de promediar. El modelo de celda unitaria que se analiza a
continuacion es el de:

- Celda unitaria excéntrica con burbuja esférica en movimiento.

Posteriormente de considerardn casos limite y se obtendrdn como casos particulares los de:
- Celda unitaria excéntrica con burbuja esférica en reposo y en movimiento.

- Celda unitaria concéntrica con la burbuja esférica en reposo.

3-12



3.5 Modelo de celda unitaria excéntrica

En esta seccidn se presenta el andlisis de una celda unitaria excéntrica para determinar
las cerraduras que aparecen en la Ec. (3.34). En la Figura 3.2 se presenta dicha celda cuya
caracteristica es el desplazamiento que presenta la burbuja esférica con respecto al centroide

de la esfera exterior.

La posicién de la burbuja esférica en una celda unitaria excéntrica no se encuentra en
el centroide de la esfera exterior, y por lo tanto, el radio con respecto a esta posicion
(distancia del punto excéntrico hacia algdn punto en la superficie de la esfera exterior) no es
constante como en el caso de la celda unitaria concéntrica. Entonces para determinar el radio
excéntrico se obtiene una expresién en funcién de la posicién de la burbuja esférica (cuyo
sistema de referencia excéntrico se encuentra en el centroide de la burbuja esférica), de las
coordenadas del sistema excéntrico y del radio de la esfera exterior con respecto al centroide,

como a continuacidn se presenta.

El radio de la esfera externa en una celda unitaria concéntrica estd dado por:

2 2 2 2
be = xo + yo + Zo (335)
donde x,, y,, z, son las coordenadas cartesianas de la celda unitaria concéntrica. Sea x, y,
z las coordenadas cartesianas de la celda unitaria excéntrica y (h, &, /) un punto con respecto

el sistema concéntrico, entonces se pueden establecer las relaciones entre el sistema

coordenado concéntrico y el sistema coordenado excéntrico:

X, =x + h (336)
Y, =y tk (3.37)
z =2z +1 (3.38)

o
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Figura 3.2. Celda unitaria excéntrica



Expresando el sistema coordenado excéntrico x, y, z en coordenadas esféricas:

x = rsenficose (3.39)
y = rsenfsene (3.40)
z = rcosf (3.41)
Sustituyendo las Ecs. (3.39)-(3.41) en las Ecs. (3.36)-(3.38):
x, =rsenficosg + h (3.42)
y, = rsenfseno + k (3.43)
z, = rcosf + 1/ (3.44)

donde r es el radio del sistema excéntrico. Sustituyendo estas ecuaciones en la Ec. (3.35):

r? + r{g(g)send + lcosf| + 4% = b2 (3.45)

donde v es la distancia de la burbuja esférica con respecto al sistema de referencia

concéntrico:
v: =k + k2 + ]2 (3.46)
y
g(@) = hcosy + ksene (3.47)
Resolviendo la Ec. (3.45) para r, se obtiene:
r, ¢) = - [g((p)sene + ZCOSO] + \/[—g(gp)sene + lCOS@]Z + (b2 _ ,YZ) (3.48)

Existe un nimero infinito de posiciones y con coordenadas (h, k, [) en donde la

burbuja esférica interna puede ser colocada en cualquier punto interior de la esfera exterior,
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por lo tanto la esfera externa se dividié en 8 partas iguales con respecto a su centroide (x,,
Yo» Z,) ¥ se seleccionaron valores positivos de (A, &, ) con respecto a X, Y,» Z, Para obtener
un conjunto de estimaciones representativas. En las Figuras 3.3 y 3.4 se presentan las
graficas del radio r*(6, ¢) (adimensional) para dos configuraciones excéntricas distintas. El
caso que se muestra en la Figura 3.3 consiste en un sistema excéntrico que se encuentra muy
cerca de la superficie de la esfera externa, los parémetros adimensionales para lograrlo son:
h* = k* = [* = 0557, b* = 1y y* = 0.999 (h* = A/b). En dicha figura se puede
observar que r*(6, ¢) varia en un rango de 0 a 2. En la Figura 3.4 se representa una celda
unitaria también excéntrica en donde la burbuja esférica estd localizada muy cerca del
centroide. Los pardmetros adimensionales seleccionados para este caso son: h* = k* = [*
= 0.1, b* = 1 y v* = 0.17. En esta figura se puede observar que r*(8, ¢) varia en un
rango de 0.8 a 1.2. Con estos dos casos se puede observar que cuando la posicién y* de la

burbuja tiende al centroide, r*(6, ) tiende al radio de la esfera externa, b*.
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Figura 3.3. Celda unitaria excéntrica, lejos del centroide de la esfera eXterior. A* = k* =

¥ = 0557, b* = 1y y = p*.
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r*(0, ¢)

Figura 3.4. Celda unitaria excéntrica cerca del centroide de la esfera exterior. h* = k* =

I* = 0.1, b% = 1y~* =017
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3.5.1 Desviaciones espaciales del potencial de velocidad
Las desviaciones espaciales del potencial de velocidad estdn dadas por:
d=06- )} (3.49)

donde el promedio de las desviaciones espaciales del potencial de velocidad son:

2 7 r(@, )

(ot = % £ L j &(r, 8) r*drsend df de (3.50)

! a

donde 7% dr sen 8 df dy es el elemento diferencial de volumen dVy V, = 4/37 (b3 - a’) con

b > a. El potencial de velocidad en forma general se puede escribir como:

3

é(r, 6) = [(l "fd)r + %a__i] U cos?8 (3.51)

7‘2

donde r, 6 son las coordenadas esféricas, a es el radio de la esfera y f; es una funcién

indicadora definida por:

£ - 1 esfera en movimiento (3.52)
0 esfera en reposo

Enla Ec. (3.51) U tiene dos interpretaciones: para f; = 1 representa la velocidad de la esfera

y para f; = O representa la velocidad del fluido aproximandose a la esfera en reposo.

Sustituyendo la Ec. (3.51) en la Ec. (3.50) e integrando se obtiene:

27 7

1 -

<¢>I = g L L [( 4fd) ré8, o) + g;r(ﬁ, gp)}cos()senﬁd&dq (3.33)
!

donde r(d, ¢) estd dado por la Ec. (3.48).

La solucién de esta integral doble es compleja por lo que fue necesario emplear

técnicas numéricas para su solucidn, para lo cual se selecciond la regla compuesta de
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Simpson (Burden y Faires, Cap. 4, 1985) debido a que presenta un error (£) del orden E,
mientras que la regla del trapecio presenta un error que es proporcional a E?. El esquema
de solucién numérico se presenta en el Apéndice D. En la Tabla D.1 para f; = O se
presentan algunos valores de estimaciones numéricos de { ¢ )* (= ( ¢ }/bU, eje Z) con
respecto a y*(= /b, eje X) para diferentes radios de burbuja a*(= a/b, eje Y) o fraccién
volumen €, que ocupa la burbuja esférica en la celda unitaria. En la Figura 3.5 para f; =
0, se puede observar que { ¢ Y* se incrementa linealmente conforme aumenta *
manteniendo a* constante, mientras que el comportamiento de { ¢ )* con respecto a €,
manteniendo y* constante es pricticamente lineal para pequefios valores de v* (muy cerca
del centroide) y para valores mayores de v* (alejdndose del centroide) ( ¢ ¥* crece
rdpidamente en forma no lineal. Este mismo comportamiento se puede observar en la Figura

3.6 para f; = 1.

En la Tabla D.2 del Apéndice D se presentan algunos datos de [a integral que aparece

en la Ec. (3.53).

Sustituyendo la Ec. (3.53) en la Ec. (3.49) se obtiene:

\J

Far e o

_g L L fd) ri(8, ) + f;r(ﬁ, @) | cosBsenb db de (3.54)

Entonces, la integral sobre el drea interfacial de las desviaciones espaciales del potencial de

velocidad que aparece en la Ec. (3.34) estd dada por:
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1 . 1
Al (3.55)
2% 7
L 1 - 3
P f__@#(e, ©) + L7006, ¢) |cosbsenbdfdy| UVe,
v, 3 7 s
donde
3
e - & (3.56)
° b
Ry = - e, =e.senfcose + e senfseny + e,cosf (3.57)

Para f; = 0 el término p €, de la Ec. (3.55) representa la masa por unidad de volumen
desplazada por la burbuja esférica, es decir, el volumen que ahora ocupa la burbuja esférica
y 1/2p; €, es la masa por unidad de volumen de liquido adherida a la burbuja esférica y se

le conoce como masa agregada. La suma de estos dos términos definen la masa virtual.

Para f; = 1 el primer término representa la masa de liquido por unidad de volumen
que es arrastrada por la burbuja esférica en movimiento que corresponde al efecto masa
agregada. Estos efectos son tipicos de la celda unitaria concéntrica. Los efectos de
excentricidad aparecen en los términos de la integral de la Ec. (3.55) y el valor de dicha
integral es negativo, entonces, el efecto global es mayor para gradientes positivos de &,

(mayores concentraciones) y ocurre todo lo contrario para gradientes negativos de &,

(menores concentraciones), esto se cumple tanto para f; = 0 como para fp=1 '
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Figura 3.5. f; = 0, comportamiento de { ¢ Ve = (¢ )’/vr b (= Z) con respecto a y* =
vb(=X)ya*=ab(=Y).

Figura 3.6. f; = 1, comportamiento de ( ¢ ¥* = (¢ ¥/v, b (= Z) con respecto a ~* =
vib (= X)ya* =ab(=Y).
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Para f,; = 1 se puede hacer que el sistema de referencia se mueve con respecto a otro

sisterna fijo, entonces, se puede demostrar que U representa la velocidad relativa:

U= (e - () (3.58)

3.5.2 Desviaciones espaciales del vector velocidad
Las desviaciones espaciales del vector velocidad estdn definidas por la Ec. (2.48),

donde la velocidad local instantdnea se puede expresar como:

Vl=*V<j>*er%.? +eli¢i
r r do
(3.59)

U
= - > (3e,cos6 ~e )+ (1 -fpUe,

donde ¢ estd dado por la Ec. (3.51), e, estd definido por la Ec. (3.56) y e, estd dado por:

g = e, cosficosp + e cosfiseny - e _send (3.60)

¥
El primer y segundo término de la Ec. (3.59) corresponden a las componentes radial y
tangencial del vector velocidad, respectivamente. Para f, = 0 en la Ec. (3.59), la
componente radial de velocidad en la superficie de la esfera (r = a) es nula, mientras que
la componente tangencial de velocidad es nula en § = 0y en § = 2« (las zonas de

estancamiento). Mientras que para f; = 0 los componentes de velocidad radial y tangencial

existen para toda 4.

Para determinar las desviaciones espaciales del vector velocidad es necesario calcular

el promedio intrinseco de la velocidad:

27 7 P, 9)

(vt = % ‘L ‘g J v, r2drsenfdf de (3.61)
!

a

Entonces, integrando:
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3U 2% *
a i i [m {ﬂa@J Ge, cosh - ez)}seanGdcp

I
Cvipt = 2V,
(3.62)

27 %

€,
i i r>(8, ¢)senfdfde - BUe, | (1 - f)
£

Ue,
+ | =
3V, ;

donde

(3e,cosf + e ) =3(e,cosp + e, senp)senfcosh + ez(3 cos?f - 1) (3.63)

Sustituyendo la Ec. (3.62) en la Ec. (2.39) se obtiene la expresién para las
desviaciones espaciales del vector velocidad:

2% 7

v, =y 23_% L Lln [r(e—;@] (3e,costl ~ e,)senfdfde
(3.64)
Uez 27w ; Eg
" |37 j; ‘g r3(8, ¢)senfdfdeo + EUeZ (1 - £

El promedio intrinseco del producto de las desviaciones espaciales del potencial de velocidad

por las desviaciones espaciales del vector velocidad se obtiene de las Ecs. (2.39) y (3.49) o

de las Ecs. (3.54) y (3.64):

Coopl=Covdl = Codt ! (3.65)

donde { ¢ Yy ( v, ) estdn dadas por las Ecs. (3.53) y (3.62) respectivamente. El primer
término de la Ec. (3.65) estd dado por:

. ¢)
J oy, ridrsenfdfde (3.66)
a

T >

2x
1
ov,yl = L
Condt- g |
donde
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1 - 3 3
$v, =~ (3e,cosf - e) 4-79 187187 20059 (3.67)
< r2 2 P 2
Integrando se obtiene:
2z %
! a’ U? a’
Covppl = - (L-fpr@, @) -—" | (3e,cos6 ~e_)cosfsendddde

Sustituyendo las Ecs. (3.53), (3.62) y (3.68) en la Ec. (3.65), se obtiene que:

(8]

3.9
TsNI__a U~
<¢V1> 2Vl

s 3
(L=f)r(, ) - —2 | (3e,cosf ~e_)cosOsenddfde
4r23(8, o)

2% %
1 - 3
. T/U; i ’:( 4fa') r4(9, @) + %_r(ﬁ, ga)Jcosf)senﬁd@d(p

T x

2
éVU L l; ‘:ln [7(9, 50)] (3e,cosb - eZ)J senfdfdy
[

a

(3.69)

La didda de la desviaciones espaciales de velocidad se obtiene con 1a Ec. (2.39) o con

la Ec. (3.64) y después se aplica el operador ( Y, entonces:
CFapt= Lot = (vt (! (3.70)

El primer término estd dada por:
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3e_cosf - 2
Ge ¢ senodede,
r2 (8, ¢)

)
o
S
[}
S 3}

(3.71)

27

(1 -fpa’Ue,

x
ém [r(g’ ‘*’)] (e, cosd - e,)senfdf de
; :

&
- | r3(8, ¢)senbdfdp + 8| (1 - £)*U%e_e,
3 Vl 81 z z

donde

3]

(3e,cosb - e ) = 9(coszgoexex t 2sengcospe, e, * sen® o e, ey)senzﬂcoszﬁ
+ 6((:0590 e e, + senpe e, + senzgo €, ey)(35en0cos36 - senf cosﬁ)

+ (1 - 6cos?8 + 9cost) e, e. (3.72)

Sustituyendo las Ecs. (3.62) y (3.71) en la Ec. (3.70) se obtiene:

- 1¢ (3 3
SN 3?5; [Zexex 10 e

27« 2
6 772 3 osh - e
_a v Ceyc ) sen6dfde (3.73)
12V (6, ¢)

(38}

27«
3

- |y n |28 )] (30 cost - e, )send dbde

2V a - _

donde
3 3
g = 07~ a7) (3.74)

b3
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Las desviaciones espaciales se pueden entender como velocidades relativas con
respecto a la velocidad promedio, entonces son independientes del sistema de referencia, por
esta razén no aparece f; en la Ec. (3.73). El tercer término de la Ec. (3.73) representa el
producto vectorial y no el mddulo. Por otro lado, con la Ec. (3.73) se obtienen los esfuerzos

de Reynolds, Ec. (3.8b).

3.5.3 Diferencia de los promedios de la presién
La diferencia de los promedios de la presidn para la fase liquida estd definida con la
Ec. (3.8a). La presién promedio interfacial se puede escribir de la siguiente forma

considerando que las burbujas son esféricas (H.3), cuya drea superficial es 4j, = 47a’.

27 7
1
Py = —— | | piga?senodode (3.75)
4r7a 00
Para determinar el integrando de esta ecuacidn se puede aplicar la ecuacién de Bernoulli [Ec.

(3.19)], con fz) = { p; ):

<P1>l L0 _ 1

Py Py dt

Pr_

Vé - Vb (3.76)

(ST

El procedimiento consiste en desarrollar los operadores de la ecuacién anterior con
las funciones del potencial de velocidad [Ec. (3.51)], después se evalia p; en la superficie
para determinar la distribucién de la presion interfacial local instantdnea y el resultado se

sustituye en la Ec. (3.75) para evaluar la integral.

Aplicando Ec. (3.51) en la Ec. (3.76) se obtiene que:
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b)

{ -
p_ <Py 1 a3|aU 11, a°
AL R G U I RO e ZZcost * = 32 cos’6 - ”—(1 - U?
P P X Ja 2 2| e 2 r° ‘
1 - a’
- _1_2_(3cos g+ 1)U + (- Jd Beos?d - 1 U* - _.(1 ~f)PU?
8 r® 2r (3.77)

donde

9 _ _ 1a3|aU 1 3 o’ 2 (3.78)
= {(1 fd)”j’?}“g‘{”se*i{?’?cose > (1 fd)}U

dt r -

6 _ 3
2 y2(3costf+1) - A -fd @ a(30526-1) + (1 P Ut G

T6 7‘3

Vo - Vo =

AR

La Ec. (3.77) describe Ia presion local instantédnea en cualquier punto del fluido y 1a

distribucién de la presion local instantdnea en la superficie de la esfera o presion interfacial

se obtiene haciendo r = a:

!

d g at (3.80)
- Licos?e = 1)U +..(1 _ £yBeos?o - 1)U §(1 FPUR en Ay
Sustituyendo la ecuacién anterior en la Ec. (3.75) e integrando s€ obtiene:
(3.81)

<Pz> g = <P1>1 - [—}i + (1 “fd)] U? en . Al

Finalmente sustituyendo en la Ec. (3.8a) se encuentra la diferencia de los promedios de la

presion: ;
{apgy = Py~ (ppt=- B s (1 —fd)} U2 (3.82)
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3.6 Casos limite del modelo de celda unitaria excéntrica

En la seccidn anterior se desarrolld el caso general para obtener las relaciones de
cerradura usando un modelo de una celda unitaria excéntrica. A continuacidén se presenta el
caso limite, es decir, las relaciones de cerradura de la celda unitaria concéntrica, la cual es

una consecuencia directa del caso general.

Este modelo concéntrico consiste en una burbuja esférica inmersa en una esfera de
liquido. En este modelo de celda las lineas de corriente son totalmente simétricas debido a

que el centro de la burbuja esférica se localiza en el centroide de la esfera exterior.

3.6.1 Desviaciones espaciales del potencial de velocidad

El promedio del potencial de velocidad para el caso concéntrico se obtiene del caso
general haciendo 2 = k =1 = 0 en la Ec. (3.46), de lo cual se obtieney = 0=r = b en
la Ec. (3.48), siendo independiente de § y ¢. Entonces:

(o) =0 (3.83)
Lo anterior implica en la Ec. (3.49) que:

Las desviaciones espaciales del potencial de velocidad se obtienen haciendo (0, ¢) = b en
la Ec. (3.55):
Lol Gn,dd =0 -f)oe, + Ue
plv J lg 4} Py g iplag z (385)

En la ecuacién anterior f; = 1 también representa el impulso por unidad de volumen

de liquido debido al movimiento de la burbuja esférica.
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Cuando un cuerpo sélido se mueve a través de un fluido incompresible (f; = 1), éste
induce un arrastre del fluido. El volumen arrastrado entre las posiciones iniciales y finales
es igual al volumen correspondiente a la masa hidrodindmica. Darwin (1952) define la masa

hidrodindmica como la obtenida de la energia cinética del fluido que rodea al cuerpo:

oV, U? (3.86)

| —

2K = LV¢-V¢dV= J 6V - ndd =
!

Alg

donde V, es el volumen de la esfera y U representa la velocidad relativa.

3.6.2 Desviaciones espaciales del vector velocidad

Haciendo (6, ¢) = b en la Ec. (3.64) se obtiene:

5, = v (3.87)

El resultado anterior implica que:

Cvpl=( -fy)Ue, (3.88)

El promedio intrinseco del producto de las desviaciones espaciales del potencial de
velocidad por las desviaciones espaciales del vector velocidad se obtiene directamente de la

Ec. (3.69), también haciendo r(f, ©) = b:

(orpl=0 (3.89)

El promedio diddico de las desviaciones espaciales de velocidad se obtienen haciendo r(8, ¢)

= b en la Ec. (3.73):

(7,708 = %88 %exex + .i_'eyey +e, e, | U? (3.90)
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3.6.3 Diferencia de los promedios de la presién

La expresion para la diferencia de los promedios de la presion es la misma que la
obtenida con la celda unitaria excéntrica con burbuja, la cual estd dada por la Ec. (3.81).
Esto es debido a que se integra sobre el drea interfacial y el integrando, Ec. (3.80), se

calcula en la superficie de la burbuja esférica.

3.7 Comparacién con modelos previos y discusién

En la Tabla 3.1 se presenta un resumen de las relaciones de cerradura desarrolladas
en las Secciones 3.5 y 3.6. En esta tabla, f denota cantidades escalares, 4 denota tensores de
primer orden o vectores y B denota tensores de segundo orden. A continuacién se presentan

las definiciones de la nomenclatura utilizada en dicha tabla:

2% ®
fi(g) = % J; 1; r* (8, ¢)cosbsendddde (3.91)
!
2x 7
Hlgg) = % L r(8, ¢)cosfsendfde (3.92)
I
2% 7
A(gg) = —‘1-/- L l r3(6, ¢)senbdbde (3.93)
!
2% 7
d, = _11/_‘[ i r(8, ¢) Be,cosh - e,)cosd senf db de (3.94)
!
2T (3e,cosf —-e,)cosd
d, = L 4 d senfdfde (3.95)
Vi r2(6, ¢) ' |
2% 7
dy = L L J; [m [’(9’ "°)] (Ge, cosd - e.)] send df do (3.96)
7 a z
1
d, = _2.d2 + fo(e,) d; (3.97)
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T

2%
- 3e_cosh - e.)?
B = %i L Ge, 2 senfdfde (3.98)

r (8, ¢)
U 1 3 3
(o7, = 5% [Zexex r e tee U? (3.99)

En la Tabla 3.1 las relaciones de cerradura para flujo alrededor de una esfera se
presentan en las filas denotadas por (1) y (2) para el modelo de celda unitaria concéntrica y
excéntrica, respectivamente, donde U (U = Ue,) representa la velocidad del liquido. La
relacién de cerradura integral sobre drea de las desviaciones espaciales del potencial de
velocidad (segunda columna) dan lugar a los efectos de masa virtual. El resultado obtenido
con el modelo de celda unitaria excéntrica incluye un término adicional con respecto a la
celda unitaria concéntrica, cuyo efecto estd relacionado con el gradiente de la fraccién de
vacios. Para establecer su importancia en forma cualitativa, se analizé el valor numérico de
las funciones f;{ sg) yfol ag), encontrando que son negativas en todos 1os casos exceéntricos,
entonces los efectos de masa virtual son mayores para gradientes positivos de la fraccién de
vacios (mayores concentraciones de la fase dispersa) y menores con gradientes negativos de
la fraccién de vacios. Este efecto no es observado con el modelo de celda unitaria

concéntrica y hasta donde se sabe no ha sido reportado en trabajos previos.

Las relaciones de cerradura para flujo con burbuja y liquido en movimiento se
presentan en las filas denotados por (3) y (4) en la Tabla 3.1 para el modelo de celda unitaria
concéntrica y excéntrica, respectivamente, donde U (U = Ue) representa la ve}ocidad
relativa dada por la Ec. (3.58). Como se puede observar, el unico efecto que presenta es la
masa agregada o arrastrada debido al movimiento de la burbuja esférica y el caso excéntrico

incluye el gradiente de la fraccién de vacios.
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En la tercera columna de la misma tabla se presenta la relacién de cerradura promedio
intrinseco del producto de las desviaciones espaciales del potencial de velocidad por las
desviaciones espaciales del vector velocidad. Se puede observar que en el modelo de celda
unitaria concéntrica este término es nulo, mientras que es distinto de cero con el modelo de
celda unitaria excéntrica. Este término incluye la velocidad de liquido al cuadrado y dada su
naturaleza se puede relacionar con la energia cinética de las desviaciones espaciales de
velocidad. Su efecto con respecto a la burbuja no es sencillo de analizar a-priori. Por el
momento, se puede observar que los términos del orden de a® son pequenos para burbujas
muy cerca del centroide de la esfera exterior [Ec. (3.95)] puesto que r(4, ¢) es del orden del
radio de la esfera exterior b. Sin embargo, muy cerca de la superficie de la esfera exterior
r(8, ¢) toma valores del orden del radio de la burbuja esférica a y, como se puede observar
en la Ec. (3.69), su inverso al cuadrado presumiblemente serfa importante. Otro aspecto
relevante de este término, en combinacién con el segundo término de la Ec. (3.34), es la
aparicién de una doble derivada espacial que no se observa en el caso concéntrico, donde

desde el punto de vista matemdtico podria modificar su comportamiento en flujo burbujeante.

En la cuarta columna de la Tabla 3.1 se presenta la relacién de cerradura promedio
intrinseco de la didda de las desviaciones espaciales del vector velocidad, la cual estd
relacionado con los esfuerzos de Reynolds [Ec. (3.8b)]. Se puede observar que para el caso
concéntrico estd definida por la Ec. (3.99), mientras que para el caso excéntrico presenta dos
términos adicionales, Ec. (3.73). En la quinta columna de la misma tabla se presenta la
relacion de cerradura diferencia de presion interfacial, la cual es la misma para un rﬁodelo
de celda unitaria concéntrica que para un modelo de celda unitaria excéntrica, debido a que

ésta se evaliia en la superficie de la burbuja esférica.
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3.7.1 Relaciéon de cerradura masa agregada

La relacién de cerradura de la integral sobre el drea interfacial de las desviaciones

espaciales del potencial de velocidad para burbuja esférica y liquido en movimiento (f; = 1)

se puede escribir como:

1 -
- J b dd = Cyye) v,
4,

8

(3.100)

donde v, es la velocidad relativa definida por la Ec. (3.58) y Cy,, representa el coeficiente

de masa agregada (f; = 1). Por conveniencia en €l acoplamiento matemdtico de las relaciones

de cerradura con las ecuaciones de transporte promedio volumétrico (Capitulo 4) el

coeficiente de masa agragada se puede expresar como:

Cyp(e,) =

donde

1

C1=——V—

1 - ¢

g

1
Cmc(gg)zieg
3V
Cy T — —C
2 47\'1
2% %

0

Je&

8
4

L L r(f, o)cosfsenfddfde

|

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

Otros modelos relacionados con el coeficiente de masa agregada se presentan a

continuacién. Todos estos modelos tienen en comin que el potencial de velocidad estd

relacionado con una celda unitaria concéntrica, sin embargo, algunos de ellos consideran

interacciones hidrodindmicas que es de interés mencionarlas.
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Mercadier (1981) propone un modelo macroscdpico considerando que el potencial de
velocidad es constante en los extremos que la limitan. El andlisis consiste primero en
determinar la diferencia de potencial sin burbujas u objetos inmersos y segundo en determinar

la diferencia de potencial con objetos, donde la relacidn entre estos dos da como resultado:

Comle) = 2L -1 - ¢, (3.106)
Pef

donde por €5 una propiedad efectiva de la mezcla en dos fases. Para su determinacion
Mercadier (1981) usé distintos resultados de la literatura, uno de ellos es el trabajo de
Maxwell (1891), relacionado con la conductividad eléctrica efectiva de un sistema de
particulas aisladas en un medio continuo:
P _*1___i§_ + 0(g,) (3.107)
pr (L + &2 &
Sustituyendo en la Ec. (3.106), se obtiene:

1 -¢

1 +2e, (3.108)
4

CVM(ag) = _21_£g {

Este resultado fue obtenido por Zuber (1964) con diferente aproximacién con un modelo de
una burbuja esférica concéntrica moviéndose en una esfera de liquido (Lamb, 1947; Milne-
Thomson, 1967), donde el gradiente del potencial en la superficie de la esfera exterior es
cero. El resultado obtenido por Zuber (1964) fue denominado esfera protectora por Smereka
y Milton (1991), quienes extendieron el resultado de Zuber (1964) considerando burbujas
elipticas. El procedimiento utilizado por Zuber (1964) es relativamente menos complejo que
el utilizado por Mercadier (1981) en combinacién con Maxwell (1891), y con ambos se

obtiene el mismo resultado.
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esto se debe principalmente la diferencia entre los valores de 2.78 y 3. En relacion a este
punto Kok (1988) encuentra el mismo resultado obtenido por Biesheuvel y Spoeltra (1989)
e incluye una correccién al valor obtenido por van Wijngaarden (1976), es decir, 3.21 en
lugar de 2.78. La similitud de los resultados obtenidos por van Wijngaarden (1976),
Biesheuvel y Spoeltra (1989) y Kok (1988) se debe a que todos ellos se basan en la
aproximacién del trabajo de Jeffrey (1973) y la diferencia de valor numérico que multiplica
el término de segundo orden se debe principalmente a la distribucién de probabilidades

(posicién o velocidad) que usan estos autores.

Smereka y Milton (1991) estudian la analogia que existe entre flujo burbuja y la
conductividad térmica efectiva en compuestos. Su resultado es idéntico al obtenido con la

celda unitaria concéntrica [Ec. (3.102)].

Wallis (1992) obtiene una expresion de la integral sobre el drea del potencial de
velocidad, considerando una celda unitaria con un objeto en reposo (caso base) y despu€s
estudia el caso con el objeto en movimiento y superpone estas soluciones. Este andlisis es
similar al modelo de Mercadier (1981) (su caso base no tiene objetos). Uno de los resultados

de Wallis (1992) para el caso sin efectos de gradientes de presidn y fuerzas de gravedad es:

Conlep) = 1 - % -, (3.113)

donde o™ es 1/8 (0 p/p.s €5 B). Este resultado es idéntico al obtenido por Smereka y Milton
(1991). Otro de los resultados obtenidos por Wallis (1991) considerando velocidad superficial
total igual a cero, es igual al obtenido por Mercadier (1981) y se puede considerar como una

generalizacién del trabajo Mercadier (1981).

3-38



Para determinar la difusividad efectiva de un medio poroso aplicando la aproximacion
del método del promedio volumétrico, Ochoa, et al. (1994) obtienen una expresion similar
a la Ec. (3.100). El método utilizado por estos autores se presenta en forma detallada en el
trabajo de Crapiste, et al. (1985). Uno de los casos estudiados por estos autores es considerar
al medio poroso como un sistema constituido por una esfera (fase dispersa) inmersa en una
esfera de mayor tamafio correspondiente a la fase continua [similar al modelo de Zuber
(1964)]. A este modelo se le denomina celda unitaria de Chang. En el caso de la celda
unitaria cilindrica, los autores obtienen el resultado de Rayleigh (1892) y para el caso de la
celda unitaria esférica obtienen el resultado de Maxwell (1891). Estos autores extienden la
celda unitaria de Chang para el caso de una celda unitaria elipsoidal y proponen una

expresion para la difusividad efectiva.

Las aproximaciones previas y la obtenida en este trabajo con la celda unitaria
concéntrica indican que el coeficiente de masa virtual se incrementa con la fraccidn
volumétrica del gas. Los datos experimentales muestran que €sta es la tendencia. La siguiente
relacién empirica fue obtenida por Chernyy y Srebnyuk (1979) para el estudio del

deslizamiento de una mezcla gas-liquido a través de un difusor:
1 0.85 3
Cuanlep) = 5 55{L +3.526,™) + 0(cy) (3.114)

En la Figura 3.7 se presentan la comparacién de los modelos del coeficiente de masa
agregada. Como se observa en estas grdficas, todos los modelos presentan el mismo
comportamiento para fracciones de vacio en un rango aproximado de O a 0.1. Para valores
mayores de 0.1, el modelo de primer orden [Ec. (3.102)] exhibe un comportamiento distinto,

puesto que su incremento es lento con respecto a los demds modelos y el modelo de Maxwell
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(1891) [Ec. (3.108)] también presenta un comportamiento distinto con respecto a los demds
debido a que su incremento es muy rapido con el incremento de la fraccidn de vacios. En
la misma figura se puede observar que los modelos de segundo orden [Ecs. (3.109), (3.111)
y (3.112)] presentan el mismo comportamiento para fracciones de vacio en un rango
aproximado de 0 a ~0.3. El modelo de Maxwell (1891) para condiciones diluidas presenta el
mismo resultado con respecto al modelo empirico [Ec. (3.114)] para fracciones de vacio del
orden de 0.6. El modelo de van Wijngaarden (1976) presenta el mismo resultado con
respecto al modelo empirico para fracciones de vacio del orden de 0.35 y el modelo de
Jeffrey (1973) presenta el mismo resultado que el modelo empirico para fracciones de vacio

del orden de 0.25.

Como se puede observar todos estos modelos se basan o aplican la teoria de flujo
potencial y, al respecto, se puede decir que los términos de segundo orden se deben a la
consideracidn de interacciones hidrodindmicas aplicando distribuciones aleatorias de posicién
o velocidad con excepcidn del modelo de Zuber (1964) que no aplica este tipo de
distribuciones pero se considera como un modelo de interaccién hidrodindmica. Por lo
anterior, los efectos debidos al gradiente de la fraccién de vacios sobre el coeficiente de masa

gregada solo se obtienen mediante una celda unitaria excéntrica, Ec. (3.101).
De acuerdo con los resultados anteriores, en forma general se puede decir que el

coeficiente de masa virtual (o propiedades efectivas) depende de la fraccidn de vacios y de

la estructura geométrica de la configuracidn del sistema en estudio.
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Figura 3.7. Comportamiento de los efectos de masa virtual contra la fraccién de vacios.
Modelo de primer orden [Ec. (3.102)]; Modelo de Maxwell (1991), Ec. (3.108); Maxwell
condiciones diluidas Ec. (3.109); Modelo de Jeffrey (1973), Ec. (3.111); Modelo de van
Wijngaarden (1976), Ec. (3.112) y Modelo de Chernyy y Srebnyuc (1979), Ec. (3.114).
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3.7.2 Relacién de cerradura energia cinética inducida.

Esta relacidn de cerradura con un modelo de celda unitaria excéntrica para flujo con
burbuja y liquido en movimiento estd dada en la fila (4) y tercera columna de la Tabla 3.1.
De acuerdo con la literatura consultada, el tnico autor que encontrd este término es
Mercadier (1991), en la forma que aparece en el segundo término de la Ec. (3.34). Este
autor encontrd que este término es del orden a®, sin embargo ahora se sabe que este término

es estrictamente nulo para una celda unitaria concéntrica.

En la gréfica de la Figura 3.8 se presenta el comportamiento de la energfa cinética
inducida con respecto a y* y a*, donde la energfa cinética inducida en forma adimensional
estd dada por:

Conp!

2
v, b

CEDE 3.115)

En esta grdfica se puede observar que la energia cinética inducida es sumamente
pequefia y su variacién con respecto a v* y a* es del orden de 0 a -10°. Los valores
positivos no tienen sentido debido a que una parte de la burbuja esférica se encuentra fuera
de la esfera exterior de radio b. Con estos cdlculos queda claro que esta relacidn de cerradura

es despreciable.

3.7.3 Relacioén de cerradura esfuerzos de Reynolds

Los esfuerzos de Reynolds definidos por la Ec. (3.8b) son inducidos por la presencia
y movimiento de la fase dispersa en un medio continuo. Los esfuerzos de Reynolds son de
corto alcance y se considerd que en un sistema diluido las desviaciones espaciales de
velocidad de la fase liquida que produce una burbuja no estdn influenciadas por las
desviaciones espaciales de velocidad que producen otras burbujas adyacentes (efectos de

interaccion hidrodindmica entre burbujas adyacentes son despreciables).
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Figura 3.8. Comportamiento de la relacién de cerradura energia cinética inducida

(¢ ‘71>1* (=Z)conrespecto a y* = /b (= X)ya* = alb(=Y).
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Los esfuerzos de Reynolds definidos por la Ec. (3.8b) se pueden escribir como:

Tfe = -k(g) e, vr2 (3.116)

donde k es un tensor de segundo orden, definido por:

k 6
k(e = — -2 B 44 (3.117)
¥ l-e, 4e, |3
donde
1(3 3
ke - 1 [Zexex +2epe, v, ez] (3.118)

En la direccién-z del movimiento los esfuerzos de Reynolds se pueden escribir como:

727 = - kp () p g, v’ (3.119)
donde
k"-,-c C68 676
B v (3.120)
b-e I -¢ (1 - &)
e = 3 (3.121)
2
Ce = 1—12 [%X} C4 (3.122)
T
2
& = [%XJ cs (3.123)
s
1 - (9 cos*h - 6cos?g + 1)
“= 5 l; 1; ; senfdéde (3.124)
r (6, ¢) _
27 1
¢ = %, L llnr(ﬂ, ©) (3cos’f - 1)senddf dy (3.125)
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El caso concéntrico se obtiene haciendo ¢g = k... y ¢; = 0 en la Ec. (3.120).

Es prdctica comtin denotar al coeficiente de los esfuerzos de Reynolds por k. En este
trabajo se agrega el subindice zz para indicar que se refiere a la direccién-z, debido a su

caracter {ensorial es diferente en las otras dos direcciones.

En la gréfica de la Figura 3.9 se presenta el comportamiento del coeficiente k.
definido por la Ec. (3.120). En esta figura se puede observar que dicho coeficiente crece
negativamente muy cerca del centroide con radios de burbuja adimensional a* del orden de
0.7 2 0.9, siendo muy marcado su comportamiento en este rango y tiende a cero cuando la
burbuja esférica se aleja del centroide. Durante la ejecucion de las pruebas numéricas para
determinar el coeficiente 4., se observaron valores positivos de éste y esto ocurre cuando
la burbuja esférica corta la esfera exterior, lo cual fue un indicativo para asegurar que la

localizacién de la burbuja estuviera dentro de la esfera externa.

Con respecto a los modelos reportados en 1a literatura, el de van Wijngaarden (1976)
considera efectos de interaccion entre burbujas y obtiene &, = 1/5, el cual corresponde con
el obtenido en este trabajo mediante el modelo de celda unitaria concéntrica. También Wallis
(1989) reporta el mismo resultado con un modelo de celda macroscdpica. Otro trabajo de la
literatura que conduce al mismo resultado es el de Biesheuvel y van Wijngaarden (1984) con
un término adicional que considera efectos de cambio del radio de la esfera, el cual es

importante en procesos de cambio de fase.

El modelo del presente trabajo y de los autores mencionados en los pdrrafos anteriores
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consideran flujo uniforme. Por otro lado, en el trabajo de Pauchon y Smereka (1992) se
considera flujo no uniforme y las desviaciones del potencial de velocidad incluyen un término
del gradiente de la velocidad de la fase liquida. En el modelo de dichos autores los esfuerzos
de Reynolds se definen en términos de la energfa cinética de las desviaciones espaciales, y
reportan que k,, = 1/2. Se comprobd que aplicando el potencial de velocidad para el flujo
no uniforme de estos autores en el modelo de celda unitaria concéntrica, k,, = 1/5,
observando que los efectos de excéntricidad sf modifican el resultado de ,,, mientras los de
flujo no uniforme no modifican a k,,. Smereka y Milton (1991) estudian la analogia que

existe entre flujo burbuja y la conductividad térmica efectiva en compuestos y obtienen:

knle,) - (1 & 1}i (3.126)

o* €y

Sustituyendo el resultado de Jeffrey (1973) [Ec. (3.110)] en la ecuacidén anterior, se obtiene:

(1 +0.32¢,) + 0(82) (3.127)

(NG T RN

ke (8g) =

para obtener el resultado anterior se aplicd una serie binomial (o también expandiendo
alrededor de ¢ e = 0). Considerando términos de primer orden (sistema en dos fases con fase
dispersa muy diluida), se obtiene el resultado de Pauchon y Smereka (1992). Por su parte,
Kok (1988) reporta lo mismo. Sustituyendo el resultado de Maxwell [Ec. (3.107)] en la

ecuacion de Smereka y Milton (1991), se obtiene que:
1
kale) = 32+ 0(5) G129

Este es un resultado importante porque reproduce el resultado de Pauchon y Smereka (1992),
confirmando que la distribucién Maxwelliana es mas apropiada para un sistema disperso muy

diluido, tal y como lo discuten otros autores (Ochoa, er al., 1994).
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Figura 3.9. Comportamiento del coeficiente de Reynolds &, (= Z) con respecto a y* = /b

(=X)ya*=a/b({=Y).
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Pauchon y Banerjee (1988) utilizan el modelo de la esfera encapsulada de Zuber

(1964) y obtienen:

(3.129)

2 () =

En la Figura 3.10 se compara el comportamiento del coeficiente de los esfuerzos de
Reynolds de modelo de Pauchon y Banerjee (1988) contra el modelo de la celda unitaria
excéntrica para v = 0.06928 y v = 0.45033. Se puede observar que el modelo de Pauchon
y Banerjee (1988) crece rdpidamente con fracciones de vacios bajas, mientras que el modelo
de celda unitaria excéntrica con burbuja esférica muy cerca del centroide de la esfera exterior
(v = 0.06928) crece lentamente en forma lineal hasta alcanzar un valor alrededor de 0.3.
Por su parte el modelo con burbuja esférica localizada mucho mds lejos que en el caso
anterior (y = 0.45033) también crece en forma lineal hasta alcanzar un valor de 0.23 y esto
ocurre con fraccion de vacios de 0.343. Después tiende a cero en el rango de fraccién de

vacios de 0.23 a 0.512.

3.7.4 Relacién de cerradura diferencia de los promedio de la presién
Esta relacion de cerradura estd definida en la Tabla 3.1 y se puede escribir como
, ,
Capr =Koy - <pp' =~ ¢y (3.130)
donde £ = 1/4 es el mismo para la celda unitaria excéntrica o concéntrica con burbuja en

movimiento.

Diferentes autores (Pauchon y Smereka, 1992; Wallis, 1991) también obtuvieron £
= 1/4. Biesheuvel y van Wijngaarden (1984) obtienen el mismo resultado con términos

adicionales que consideran efectos de cambio de radio de la burbuja.
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Figura. 3.10. Comparacidén de modelos del coeficiente de los esfuerzos de Reynolds.
Este trabajo con celda unitaria excéntrica, Ec. (3.120), con (&) vy = 0.06928 y (O)
v = 0.45033; (3) Modelo de Pauchon y Banerjee (1988) [Ec. (3.129)].
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Pauchon y Banerjee (1988) aplican el modelo de la esfera encapsulada de Zuber

(1964) y obtienen:

1jlrg (3.131)

4 l—eg

£ep) -

Se puede observar en forma cualitativa que este coeficiente crece conforme la fraccidn de

vacios del gas se incrementa.

3.8 Promedio interfacial de las desviaciones espaciales de la presion
Sustituyendo las Ecs. (3.100) y (3.130) en la Ec. (3.34) se obtiene la forma general
de la relacién de cerradura promedio interfacial de las desviaciones espaciales de la presién:

1

v j plgnlgdA =V '(nglRe) ‘PICVM(ag)aVM

A1) (3.132)

d -1 2
- 0,8 [v,.a_[ + U,V] (e Cugley)) - o8] Ve,

En la ecuacion anterior no se incluye el segundo término de la Ec. (3.34) debido a que tiene
un orden magnitud de:  { ¢ i;'1> !~ 10;°mientras que los demds términos tienen érdenes
de magnitiud mucho mayores que 10, como se puede observar en los resultados obtenidos
en las secciones anteriores. Por lo tanto es despreciable con respecto a los demds términos

que aparecen en la Ec. (3.34).

En la ecuacion anterior ay,, es el vector aceleracién de masa agregada en un sistemna

de referencia que se mueve con la burbuja esférica:

d d
ayy = 71§ <vg>g -1 (,,1)1 (3.133)
t dt
donde
dy d k
.Y . 3.134)
a3 o™ v (

En este trabajo a U, se le llama energia cinética relativa:
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U, - - | (v 817 - % EEDME (3.135)

r

o]

Distintos autores (Pauchon y Banerjee, 1986 y 1988 y Lahey, 1991) estudiaron el
fenémeno de flujo burbujeante con un modelo de dos fluidos y reportan que el promedio

interfacial de las desviaciones espaciales de la presién es igual a:

1 )
v | Pptipdd = - pCudegayy (3.136)

donde Cyy, = 1/2 €., €l cual corresponde al obtenido en este trabajo con la celda unitaria
concéntrica. En forma muy sencilla se puede demostrar que el resultado anterior de estos
autores no estd completo debido a que todos ellos aplicaron la descomposicién espacial de
la presién local instantdnea de Banerjee y Chan (1980) y por lo tanto, deben obtener una
expresion que incluya la diferencia de los promedios de la presidn. Esta observacidon también

fue reportada por Pauchon y Smereka (1992).

Stuhmiller (1977) estudid el efecto de la diferencia de presidén interfacial en flujo
burbuja. Para ello, aplicé el modelo promediado en tiempo de Ishii (1973) y, en relacidn a

esta cerradura, encontrd:
1 - 2
vV J Pignidd = - p Cyplegdayy — €V, Ve (3.137)
Alg(r)

Con esto en consideracidn el resultado encontrado en el presente trabajo se obtienen

dos términos adicionales independiente del tipo de celda como se puede observar en la Ec.

(3.132).

3.9 Conclusiones

Se derivaron las relaciones de cerradura en forma general para el modelo de flujos
separados en tégimen de flujo burbuja. Con el modelo de celda unitaria excéntrica se
encontré que el promedio intrinseco del potencial de velocidad es distinto de cero y es nulo

para la celda unitaria concéntrica.

3-51



La relacién de cerradura de masa agregada con el modelo de celda unitaria excéntrica
contiene como término adicional, con respecto al concéntrico, el gradiente de la fraccion de
vacios, cuyo efecto global es mayor con mayores concentraciones de burbujas y menor para
concentraciones menores de burbujas. La relacidn de cerradura de los esfuerzos de Reynolds
con el modelo de celda unitaria excéntrica contiene un término adicional con respecto al
concéntrico cuyo efecto depende fuertemente de la posicién excéntrica de la burbuja. La
relacién de cerradura de energfa cinética inducida es distinta de cero, pero su valor es muy

pequerdio del orden de 107,

Hasta donde se sabe, las relaciones de cerraduras presentadas en este trabajo con el
modelo de celda unitaria excéntrica no habian sido deducidas con anterioridad. El impacto
que tienen las relaciones de cerradura del modelo excéntrico sobre el comportamiento en el
flujo en dos fases burbujeante y los fenémenos de propagacién de la fraccién de vacios se

presentan en detalle en el Capitulo 5 y 6.

Se encontré que la intergral sobre el drea interfacial de las desviaciones espaciales de
la presién [Ec. (3.132)] estd compuesto por cuatro términos: (1) la divergencia del tensor de
los esfuerzos de Reynolds, (2) diferencia de presidn interfacial, (3) masa agregada y (4)
dependencia espacial y temporal del coeficiente de masa agregada. Distintos autores (Pauchon
y Banerjee, 1986 y 1988 y Lahey, 1991) sdlo consideran el término de masa agregada para
estudiar fenémenos de propagacidn de ondas de fraccidn de vacios, sin embargo su resultado
no es completo debido a que usan la misma descomposicién espacial de la presién local
instantdnea de Banerjee y Chan (1980) y, por lo tanto, deben obtener una expresién idéntica

a la Ec. (3.137). Esta observacién también fue reportada por Pauchon y Smereka (1992).
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Es importante apuntar que algunos autores (Stuhmiller,1977; Pauchon y Banerjee,
1986) han obtenido soluciones bdsicas con ur modelo de flujos separados sin incluir los
efectos de los esfuerzos de Reynolds. Esto es debido que el limite de validez del modelo no
esta completamente gobernado por dichos efectos, pero si contribuyen en el rango de

comportamiento hiperbdlico, tema que fue abordado en el Capitulo 5 del presente trabajo.

Los resultados obtenidos con la celda unitaria excéntrica son los primeros de su tipo
por lo que no fue posible establecer comparaciones, aunque puede considerarse como una
generalizacion del modelo de celda unitaria concéntrica ya muy desarrollado en la literatura
(Zuber, 1964; Voinov, 1973; van Wijngaarden, 1976;Stuhmiller, 1977; Biesheuvel y van

Wijngaarden, 1984; Pauchon y Banerjee, 1988; Pauchon y Smereka, 1992).

En una celda unitaria excéntrica el promedio intrinseco del potencial de velocidad es
diferente de cero y, por lo tanto, se encontré que las desviaciones del potencial de velocidad

son distintas de las perturbaciones del potencial de velocidad.

1a pregunta surgida después del desarrollo de este capitulo es: ;Cual es el limite
valido del grado de excéntricidad de la burbuja esférica para representar adecuadamente los
efectos no homogéneos en flujo burbujenate?. En los Capitulos 5 y 6 se realizan andlisis
detallados con el modelo acoplado, obteniendo resultados que nos permiten contestar al

menos parcialmente esta pregunta.
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(1992). El procedimiento empleado en el presente trabajo permite ademds de (2) obtener (1)
como términos ya conocidos en la literatura. Con respecto a (3), en el presente trabajo se
encontré que el coeficiente de masa virtual no es constante (en la literatura sobre el tema se

considera que es una constante).

Las ecuaciones promedio de masa de la fase continua y la fase dispersa en una dimensién
y régimen transitorio estdn dadas por las Ecs. (4.22) y (4.28), respectivamente, las cuales se
obtienen para el modelo de celda excéntrica y luego se reducen a la celda concéntrica, Ecs.

(4.23) y (4.29).
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4. SISTEMA COMPLETO DE ECUACIONES

En este capitulo se presenta el acoplamiento de las ecuaciones promedio de cantidad de
movimiento del modelo de flujos separados que fue desarrollado en el Capitulo 2, con las
relaciones de cerradura usando el modelo de celda excéntrica del Capitulo 3. De esta manera se
obtiene un conjunto cerrado de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) formado por las
ecuaciones promediadas de masa de cada una de las fases y una relacién independiente de la
presion promedio intrinseca de la fase gas. Posteriormente se presenta el caso del modelo de
celda excéntrica y como un caso particular el modelo de celda concéntrica. Se realiza una
comparacion del conjunto completo de ecuaciones obtenidas entre estos dos modelos, asi como
también con modelos previos de la literatura. Finalmente se presenta el conjunto completo de

ecuaciones en forma unidimensional.

El conjunto cerrado de ecuaciones del modelo de dos fluidos encontrado es funcién de
las variables dependientes y de los pardmetros de las interacciones interfaciales de cantidad de
movimiento. Estos pardmetros son constantes para el modelo de celda unitaria concéntrica y son

funcién de la fraccién de vacios con el modelo de celda unitaria excéntrica.

4.1. Ecuaciones promediadas de dos fluidos

Las ecuaciones promedio de transporte de masa y cantidad de movimiento para la fase
gas y liquida estdn dadas en el Capitulo 3 por las Ecs. (3.1)-(3.4). En esta seccidén se desarrollan
los operadores diferenciales para obtener un conjunto manejable de ecuaciones en términos de
variables dependientes y pardmetros interfaciales. La ecuaciones de masa y cantidad de

movimiento de la fase liquida se expresan en términos de la fraccién de vacios del gas (gg).
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Ecuacidn promediada de transporte de masa para la fase liquida:

d
%-(1—83,)\7-(1:,)% <v,>1-\75g=0 (4.1

Ecuacion promedio de cantidad de movimiento para la fase liquida se obtiene de las Ecs.

B.1)y (3.2):

pr (1 ‘Sg)—§<vz>l*(1‘8g)V<P1>l+ <AP1g>V8g @2

d

d

-V .[(1 - &,) Tﬂ - (1 - g)og = My,

donde la derivada temporal estd dada por la Ec. (3.134)con k = [, y

- 1
Mim = = — J Piom PpmdA + Va J Rim * Tim dA (4.3)
Apn(® Apem(®)

conk=1Ilym=g.

=]

Ecuacién promedio de transporte de masa para la fase gas:

de
g hd . = 4.4
_87+88V (v 8+ (v, 08-Ve, =0 (4.4)

Ecuacién promedio de cantidad de movimiento para la fase gas:

d -
pgeé’% Cvgr® + 8,V (ppd® - gepp8 = My #-5)

donde la derivada temporal estd dada por la Ec. (3.134) con k = g y M, estd dada por la Ec.

@d3)conk=gym=1

La condicién de salto de cantidad de movimiento interfacial promedio definida en el

Capitulo 3 por la Ec. (3.5), se puede escribir de la siguiente forma:
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donde M,g y M 2l estdn definidas por las Ecs. (4.3) escribiendo los indices respectivos.

Los términos de cerradura de este conjunto de ecuaciones son: M,g, ¢ Aplg Y, TRe 2

También es necesario proponer una relacién independiente para ( p, )%.

4.2 Presion promedio intrinseco de la fase gaseosa
Para obtener un conjunto cerrado de EDP’s es necesario establecer relaciones
independientes de la presién promedio intrinseco de la fase gas { p, )¢ que aparece en la Ec.

(4.5) y de las presiones interfaciales ( p, g ¥ < P, )ig> que aparecen en la Ec. (4.6).

La relacion de cerradura dada por la Ec. (3.130),
2
CAppd = oYy - <l = - £, @.7)

es fundamental para establecer que las presiones en cada una de las fases no son iguales, donde
¢ = 1/4 (mismo ¢ para celda excéntrica o concéntrica con burbuja en movimiento). Ademss,
permite relacionar la presién de la fase gaseosa con la presidn de la fase liquida y las fuerzas

de tension superficial.

De la Ec. (4.7) y por la hipdtesis inicial ( A Py ) = 0 (H.1 del Capitulo 3), entonces
V< pr¥ =V <pp!+v<ap, (4.8)

Esta ecuacion es la relacién independiente requerida.
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En este trabajo se propone que
My + My = ({ppy - {py2y)Ve, en A (4.9)
de donde

o2y = Py = - oH, (4.10)

4.3 Fuerzas interfaciales por unidad de volumen
Sustituyendo las Ecs. (3.11) y (3.132) en la Ec. (4.3), se obtienen las fuerzas interfaciales
por unidad de volumen que ejercen las burbujas sobre la fase liquida:

Mig = =V [(U= 8T | + o, Cipgleayy + {Apy> Vo, + 6, Fy
(4.11)

d -
o1 - &) {v,E + U,V] [(1 - &) 1CVM(8g)] en Ay
Las fuerzas interfaciales por unidad de volumen que ejerce la fase liquida sobre la fase
gaseosa M ,, definida por la Ec. (4.3), se obtienen de la Ec. (4.11) y resolviendo para M ,:
gl y p gl
My =H,0Ve, +V - [(1 - &) Tfe} =0 Cypleg) avyy - < APzg> Ve,
(4.12)
- e, Fp - (1 - &) [v S .y v} (1 - &) iCpulep)]  en 4,
La diferencia que presentan estas dos ecuaciones son las fuerzas interfaciales debido a

los efectos de tension superficial.

4.4 Ecuaciones de cantidad de movimiento

Para la fase liquida, se sustituye la Ec. (4.11) en la Ec. (4.2):

b Cone) L (r )12 + Cae] o (r)F (1 = 5 <pz%4113>

- (-e)og = o (1 - ) [v,%_[ + U,V] [(1 - gg)'lCVM(Eg)] + g, F,
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en donde se sustituyd también la aceleracion de masa agregada definida por la Ec. (3.133) del
Capitulo 3. Se puede observar que en esta ecuacién particular no aparecen los términos de los
esfuerzos de Reynolds ni la diferencia de presién interfacial, porque al sustituir las fuerzas
interfaciales por unidad de volumen de la fase liquida, €éstos se cancelan. Esto representa una
diferencia con respecto a los trabajos de Pauchon y Banerjee (1986 y 1988), Ruggles et al.
(1988a y 1988b), Park er al. (1990), Lahey (1991) y Drew (1992). Pauchon y Smereka (1992)
identificaron sélo el término de diferencia de presidn interfacial, el cual habia sido obtenido

previamente por Stuhmiller (1977).

En la ecuacion anterior, la funcidn del coeficiente de masa agreagada Cy,, (¢ o) estd dada
por la Ec. (3.101). Sustituyendo la Ec. (4.12) en el balance de cantidad de movimiento

promediado de la fase gas, Ec. (4.5) resulta:

d d
[pees * o1 Cuarde] == v 28 = o, Cpgle) — v

(4.14)
+ g,V {pt+ Ve, <_A.p,g>) - £,0,8 =H,0Ve,

V(- e TR - - g [v% + U,V] [ - g9 Ciagep)] - ¢, Fp

donde se ha utilizado la expresién (4.8) y la relacién
Vieg CAppr) =g,V Capyd> + < Apy) Ve, (4.15)

Los términos de cerradura que aparecen en la Ec. (4.14) estdn dados por:

Tfe = - k(g)p e, vr2 (4.16)

donde k es un tensor de segundo orden, definido por la Ec. (3.117).
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4.5 Modelo promediado unidimensional
El modelo unidimensional es un caso pariicular del modelo tridimensional. El modelo
fisico consiste en una columna de burbujeo vertical y los promedios se llevan a cabo en rodajas

completas de ella, dando por resultado variables promedio que sélo son funcién de ¢ y z.

La ecuacién promediada de masa de la fase liquida, dada por la Ec. (4.1) en una

dimension, es:

S5m0 (vt s (vl £ =0 @17

donde

<Vk>k = <V3k>[ek para k =1, ¢g (4.18)

Ecuacion unidimensional promediada de cantidad de movimiento de la fase liquida, Ec. (4.13):

[ =& +CVM<8)] — v

~ P Cvmleg

3 (4.19)

d -
F e L )t o g [ et U,-ﬁ} [ - )i Cye)]

= - -¢g)pg * ¢, Fp

Desarrollando los términos de esta ecuacion se tiene:

C 3 U cC & a&‘
prvr Cym(eg) 08, o U, Cyp(e,) —P1CVM(5) (vg2?

(I_Eg) ot (l—gg) aZ
*o[(L - g + Cuprleg) | — %o (vt - g)_ o (4.20)
aC aC
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donde Cyyy (€,) estd dada por la Ec. (3.101) y en una dimensidn es

2 1~ag dz

donde c3 =1/2. Derivando Cyy(e,) con respecto a ¢y z y sustituyendo en la Ec. (4.21) se tiene:

_PVC Bsg _ 0 2 _ d l_ g 0 4
; =y - C3p18g§ { vzg> +p1(1 c3eg)§; { vz1> C3P1€, { Vzg> 57 < Vzg>
. ;3 y_pU,c3de, p !
+Pz(1 C3eg)<vzl> Fr <sz> 1 _Sg‘£+(1 eg)‘a‘g <p1>
P1E,C3Co [ dy P 1) 9&, (4.22)
+ - 2
[-¢, { di (Ve dr v 3z

+ plcjcz(l " gg) [v 888 + Eig_}g.e_g.
(1 - &)

E,C5C
L PiEg3©

1 -¢

3 9 )98 _
- {vr.a_[+ U,——]_—Z_——(l —ag)p,g+egFD

dz{ 0

Como se puede observar esta ecuacién es muy compleja para ser evaluada analiticamente.

Como caso particular, el modelo de celda concéntrica se obtiene cuando ¢, = 0 (¢; =

0=c¢, =0
AN 0 d !
Toe o O g uf el s ag)g G
pIU’.C:; aeg_c e <V >g a <V >g+ 1 - < >I d < s >1 (4.23)
1 - Sg _a_z_ 3P18, z8 a_Z 28 pl( CZ’:‘C"g) Vau _(9—2_ Vi

d I
+(1_8g)‘a‘z (o ="(1*83)P18+5gFD
Los términos primero y cuarto del lado izquierdo no han sido reportados en la literatura y, por
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lo tanto, se analiza su impacto en el modelado de los fendmenos de propagacion en flujo

burbujeante en los Capitulos 5 y 6.

Ecuacién promediada de masa de la fase gas, dada por la Ec. (4.5), en una dimension:

de P de
8 . s X N8 _ 8 =9 (4.24)
at % 0z < v*g> - < v'“g> 0z

Ecuacién promedio de cantidad de movimiento de la fase gas estd dada por la Ec. (4.14):

PV, C3 OE, o, U, 5 de, d., Nz
T-¢, 5 |T-¢ ° ge " et T oiese) 7 (V)
dy ! d 1, 0 0
—plc3ag—z§—;‘ <vz[> +8g"a'_z <p1> +_a‘z(8g<Ap[g>) _—5;"{(1 _Eg) :e[}
3 plf:gC3 C2 dzg g _ d;’l ] aeg (425)
-, [m<"zg> FaNC T
Py (1 + &) [v de, .U &] de,
(1 - gg)z Tt "3z | 9z
pIEgC3C2 d d agg
-—= " " ly, —+ U, —|=—==-¢ -&, F
1 -¢, [’a; r&z] dz ¢Pe8 " F2 7D

donde

% - 1R, e (4.26)

2
e - - [k ~cge, -8 J"’ 'r (4.27)
pode
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Sustituyendo las Ecs. (4.7) y (4.27) en la Ec. (4.25) y desarrollando los términos se
obtiene:

plvrCBagg d a !
—= Ftp &, + 0,08, — K Vv,,)8 —p,cae, — V.,
T-¢, a1 sty *1Cs%) 7 < Va2 & piCsty g S va)

0, U cs ) c7(2-2,) g, | | O¢,
+ ~H,o+p,v_ k, . -E-2¢ccE, =
= g I"r zz€ 6%g
1-e, { (1_88)2 ] dz

-

cq€ )
+ {(pgé‘g-l'pIC:;Eg) Cvg2 8+ 20,8, [kac—g ~CgE, - 17_5 } = ()8
g -

(4.28)

78, P
_[p1638g<Vzl>l+2plvr‘sg[kzzc_g’(:68g— 17 JJ (v l>l+eg-gz <pl>l

B pl{-:gC:;Cz

l—eg

d d 0 ¢ 1+¢g oe 0e.) de
[£<vzg>g—d4§<vd>'] g Prercal g)[v ey, ) 2

dr 9z (1 _gg)2 o T az

P1EyC3Cy J P 88g
-—— e T |y L+ L. =-~g &g F
1-¢, [’at ’az] 4z 8Ps8 " b

El caso concéntrico se obtiene haciendo en la ecuacidn anterior ¢; = 0, ¢; = 0y ¢g =

2ZC
=g, o bats T ey ) f e ()
Py Urc3 _ 2 - - aé‘g
T Hyo oy [k (1 = 29 = €] [ (4.29)

" {(pgeg i3 Kvedf + 2oy 6 [ky (1 - 2y - 5]} <v >

3 F
—{pzc3sg Cvad ' +2ppv 60k (1-¢) -E]}a—z< vy ’+8g52 Cpid'i=-ep,8-e,Fp
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4.6 Conclusiones

Se sustituyeron la relaciones de cerradura para flujo burbujeante en las ecuaciones
promediadas de continuidad y cantidad de movimiento del modelo de dos fluidos. Las relaciones
de cerradura estdn relacionadas con los fenémenos interfaciales de cantidad de movimiento y
TR"ZZ] con efectos de desviaciones de velocidad en la fase liquida. Se obtuvo un conjunto cerrado
de EDP “s en términos de 4 variables dependientes (velocidades promedios de las fases, presion
promedio de la fase liquida y fraccién de vacios) y de 7 pardmetros interfaciales (c,, ¢3, ¢4, ¢,

£, kzz o H g) para el modelo excéntrico y de 4 pardmetros interfaciales para el modelo concéntrico

(C37 E’ kzzc) Hg)'

La condicién de salto de cantidad de movimiento considera efectos de tensién superficial

mediante un modelo particular dado por la Ec. (4.10).

Las fuerzas interfaciales por unidad de volumen que ejerce la fase dispersa sobre la fase

continua M,,, Ec. (4.11) contiene tres términos adicionales con respecto a trabajos previos:

(1) divergencia de los esfuerzos de Reynolds,
(2) diferencia de presion interfacial, y
(3) efectos de masa agregada dependiente en el tiempo y el espacio [quinto término de

la Ec. (4.11)].

Siendo (3) completamente nuevo. En los trabajos previos estdn incluidos (1) y (2) en las
ecuaciones promedio pero no en M,,, que es el argumento que se quiere resaltar. Stuhmiller

(1977) obtiene (2) en M. Tiempo después comprueban este resultado Pauchon y Smereka
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5. ANALISIS DINAMICO Y VELOCIDADES CARACTERISTICAS

En este capitulo se presenta el andlisis dindmico del sistema de EDP “s, usando el método
de los valores caracteristicos. El procedimiento consiste en encontrar el determinante
caracteristico, cuya solucién permite establecer la clasificacién del sistema de EDP “s y su rango
de aplicabilidad o validez del modelo. Los valores caracteristicos representan las velocidades de
propagacién de la onda de fraccién de vacios. Los resultados encontrados por este método se

compararon con datos experimentales, obteniendo resultados acordes.

Se analiza una serie de casos para establecer la importancia de los efectos interfaciales,
los efectos de masa agregada dependiente del tiempo y del espacio, y también se analizé dicho
efecto pero considerdndolo constante (tal y como se encuentra en la literatura). Un pardmetro
importante encontrado en este estudio es el didmetro de burbuja, el cual modifica el dominio de

comportamiento hiperbdlico de las ondas de propagacién.

Los efectos de excentricidad generan un conjunto de EDP’s de segundo orden no-
lineales, las cuales fueron aproximadas en forma lineal para aplicar el método de los valores
caracteristicos. Los efectos no lineales se deben al término de masa agregada obtenido con el
modelo de celda unitaria excéntrica, el cual estd dado por [Ec. (3.101) del Capitulo 3]:

Cz aeg

l—sg_a—Z—

CVA’!(Sg) = Cmc(eg) 1 -

Para el caso concéntrico el gradiente de la fraccidn de vacios es nulo y su consideracién genera
un conjunto de EDP cuasi-lineal. Para ambos casos, es decir, excéntrico y concéntrico se

estudian los fenémenos de propagacién de ondas cinemdticas.
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5.1 Introduccién

Existen diferentes técnicas para evaluar el modelo de flujos separados en condiciones
transitorias: (1) Solucidn numérica del conjunto de EDP “s no lineales (Gonzdlez-Santald, 1973;
Lyczkowski er al., 1975; Travis, et al., 1976; Martini, et al., 1978; Ferch, 1979; Hancox, ez
al., 1980; Andersen y Shaug, 1984; Doster, 1589; Minami y Shoham, 1994, Espinosa-Paredes
y Soria, 1998, entre otros) sujeto a condiciones iniciales y de frontera. Usando esta técnica se
pueden investigar efectos no lineales; (2) Linearizacién del conjunto de ecuaciones y andlisis de
la relacién de dispersién resultante (Ramshaw y Trapp, 1977; Biesheuvel y Gorissen, 1990;
Park, et al., 1990; Lahey, 1991; Lisseter y Fowler, 1992). Wallis (1969) presenta el
procedimiento para obtener la relacidn de dispersion; (3) La tercera aproximacion es encontrar
los valores caracteristicos (rafces caracteristicas) y vectores caracteristicos del conjunto de EDP
(Ramshaw y Trapp, 1977; Biesheuvel y van Wijngaarden, 1984; Pauchon y Banerjee, 1986).
Los valores caracteristicos representan las velocidades de propagacidn del modelo de flujos

separados.

Las dos ultimas técnicas son comidnmente empleadas para analizar fendmenos de
propagacién de ondas de vacios. En este capitulo se aplica la técnica de los valores
caracteristicos para estudiar la estabilidad "fuerte” del modelo matemdtico y para predecir la
propagacién de fraccidn de vacios. En el Capitulo 6 se obtiene la relacion de dispersion que se
analiza. En el Capitulo 7, se presenta el andlisis numérico para cuantificar los efectos no
lineales, debidos a los efectos de masa agregada, obtenida en el Capitulo 3, con el modelo de

la celda unitaria excéntrica.

Los valores caracteristicos proporcionan suficiente informacién para determinar las
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velocidades de propagacidn de las ondas de vacios y en el transcurso de todo el trabajo se le
llamardn velocidades caracteristicas. También los valores caracteristicos permiten establecer la
clasificacién de las EDP s, es decir, parabdlica, hiperbdlica o eliptica, asf como su rango de

comportamiento.

El modelo de flujos separados en régimen de flujo burbuja en conjunto con la hipdtesis
de fases incompresibles genera dos velocidades caracteristicas, una mayor que la otra en
magnitud. A la de mayor velocidad se le llama velocidad caracteristica rdpida y a la de menor

velocidad caracteristica lenta (Whitham, 1974).

Desde el punto de vista matemdtico un sistema con valores caracteristicos reales
representa un problema de valores a la frontera bien condicionado, y desde el punto de
estabilidad el modelo es estable dentro de ese rango. Sin embargo, un sistema de EDP “s del tipo
eliptico, el cual presenta valores caracteristicos complejos conjugados, representa un sistema con
valores a la frontera mal condicionado, los cuales estdn relacionadas con inestabilidades
(Ramshaw y Trapp, 1978; Biesheuvel y van Wijngaarden, 1984; Pauchon y Banerjee, 1986).
Sin embargo, algunos autores mencionan (Soria y de Lasa, 1992b; Brauner y Naron, 1992) que
los valores caracteristicos complejos conjugados no necesariamente implican un problema de
valores a Ia frontera mal condicionado y lo atribuyen a inestabilidades de fenémenos fisicos de
la configuracion del flujo tales como transiciones de patrones de flujo. Por ejemplo, una
transicién de flujo burbuja a flujo tapén (estructura alargada de la burbuja), debido a las

interacciones entre burbujas y a la coalicién de ellas.

Al respecto, Saiz-Jabardo y Bouré (1989) encontraron experimentalmente que la
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transicion del patrén de flujo burbuja a flujo tapdn estd acompanada de inestabilidades y que la
velocidad de propagacion es mayor que la velocidad promedio del gas. Otras inestabilidades que
se han presentado en procesos fisicos equipados con reactores nucleares son las transiciones de

patrones de flujo y la onda de densidad (Lahey, 1991).

Modelos previos (Biesheuvel y van Wijngaarden, 1984; Pauchon y Banerjee, 1986;
Pauchon y Banerjee, 1988; Ruggles et al., 1988a y 1988b; Park er al., 1990; Lahey, 1991 y
Drew, 1992) predicen ondas hiperbdlicas donde la velocidad caracteristica rdpida no puede ser
mayor que Ja velocidad promedio del gas y la velocidad caracteristica lenta no puede ser inferior
a la velocidad promedio de la fase liquida. En el presente trabajo se encontrd que los efectos de
tensidn superficial (dichos efectos no son incluidos por los autores antes mencionados) hacen que
las velocidades caracteristicas rdpida y lenta puedan tener velocidades mayor que la velocidad
promedio de la fase dispersa y menor que la velocidad promedio de la fase continua,

respectivamente.

Es importante destacar que de acuerdo a los requerimientos del método del promedio
volumétrico considerado, la ocurrencia de inestabilidades (valores caracteristicos complejos
conjugados) serd el limite de aplicacién del modelo. Esto es debido a las restricciones de escalas
de longitud caracteristicas impuestas, las cuales no satisfacen la transicién del patrén de flujo
burbuja a flujo tapdn, donde un gran nimero de burbujas disminuye y su tamafio se iIncrementa
a longitudes del orden de magnitud de la longitud caracteristica del sistema completo (Soria de

Lasa, 1992b; Espinosa- Paredes y Soria, 1998).

Las relaciones de cerradura con el modelo excéntrico genera un sistema de EDP ’s no
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lineales debido a los efectos de masa agregada, el cual contiene al gradiente de la fraccidn de
vacios como término adicional con respecto al concéntrico. Este sistema de ecuaciones se
aproxima a uno lineal y se encontrd que el comportamiento es de tipo parabdlico con respecto

al gradiente de la fraccién de vacios, independiente de los pardmetros interfaciales y excéntricos.

5.2 Resumen del conjunto completo de EDP s unidimensional

Ecuacién promediada de masa de la fase dispersa:

de 9 de
g g = 1
¥ +sg__az (v, Y8+ (v >g__az 0 (6.1

Ecuacién promediada de cantidad de movimiento de la fase dispersa:

p;V,Cy J€ 0 d
- _’gg _a_tﬁ +(og €, +p1C38g)§; ( vzg>g -p16‘38g-§; vt
U,c 1 {(2-¢,)¢ de
+ Pl rB—HgU+p1V’_2 kZ,ZC_g—2C6£g_ 7( g) g g
l-¢, (1 _Eg)z dz
Cq€ a
b4 & - & g
+ (pgeg+plc38g)<vzg> *2ppv,8, | ko= £ —Coe, - 52(1/15,)
4 (5.2)
_ ! el _GrE, d / 0 !
[p,c3sg Cvyd " +2ppv,, [kzzc £E-cge, 1“%} = Cvy? %= oy
D1EC-Cy [ d, d o€ C1C, (1 +¢ oe d d
- 1832[ ‘g<vzg>g~_£<vzl>l}_§—______._pl32( g)[vr.__g*‘Ur..i %%
1-¢, dr d: 9z (1_88)2 ot 0z | oz
P1EyC3Cy p 9 ) de
-2t fly —+U &=~ ~¢, F
=y [’az 'BzJ a7 #Pe8 7% D
Ecuacion promediada de masa de la fase continua:
L R R R VP R L. (5.3)
ar &5, ~ 4 47 57
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Ecuacidn promediada de cantidad de movimiento de la fase continua:

_ PrVrC3 asg _ ad g d !
Toe ot 0 Al s O
_ pIUrC:; aag _ a ) la !
=%, oz C3P1 &, <Vzg>g'5“z"<"zg>g top(l meagg) Ky a—z<"z1>
P |, PIEgC3C [dy, d, ;] d¢ (5.4)
+ (1 - — + & - ¥ g
( Eg)az Cppy = [ = (v T Cvy? 3>
. P3¢y (L +ey) ) aeg+ - de, ) de, L, P15 G0 , 8, - 8 isé
a - Eg)2 'y "9z | 9z 1 -¢, Y Tdz| 9z
== -¢g)pg *+ & Fp
donde
d
Gk k_ 9 k k9 k (5.5
a7 <sz<> FT; <ng> + <sz<> 37 <sz¢>

En la Tabla 5.1 se presentan los pardmetros interfaciales y las definiciones empleadas en las
ecuaciones anteriores. Las ecuaciones de cantidad de movimiento contienen los pardmetros de
una celda unitaria excéntrica y se recuperan los pardmetros correspondientes a la celda unitaria

concéntrico haciendo en ellas ¢, = 0, ¢; =0y cg = k.

En la Tabla 5.1, v es la distancia de la burbuja esférica con respecto al sistema de
referencia concéntrico y las coordenadas que la definen son (%, &, [), V es el volumen total y &

es el radio de la burbuja externa con respecto al centroide del sistema concéntrico (Capitulo 3).

5.3. Valores caracteristicas y estabilidad del sistema de EDP ’s
El andlisis que a continuacidn se presenta consiste en determinar los valores
caracteristicos del sistema de EDP “s. Se analiza el caso de la celda unitaria excéntrica y como

caso limite cuando v = O se obtiene el caso de celda unitaria concéntrica.
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Tabla 5.1. Pardmetros interfaciales y definiciones empleadas en el conjunto completo de

EDP s

x

27 7
¢, = Vll L r(6, @) cosd sen6 df d
Cy = 3 VC
2 Z; 1
Cy = 1
32
1 {7 ©cosd - 600520 + 1
o=~ [ [ Boos S0 D enbdd,
4 (8, )
2% 7
Cs =_; l; ‘[lnr((), ©) (3 cos?f = 1)senfdfdey
¢ - 1 [37)2,
E U =g
e = 113V 262
LR g B
ko = 1/5
£ =1/4

r@¢)=—uwnme+Mmﬂ+¢uwnM6+mMﬂz+®2
8(¢) = hcosg + kseny

o= h? g2, 2

Vo= (ugd8 - ()

U, = (e - Loy f

N

)

(5.6)

(.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)
(5.15)
(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

-
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Se analiza el efecto de la masa agregada (Cy,,) como funcién del tiempo y del espacio

y también considerando masa agregada constante (como se encuentra en la literatura).

5.3.1 Sistema con celda excéntrica y con dependencia espacial y temporal de Cy,,.
Para aplicar el método de las caracteristicas es necesario aproximar el sistema de EDP “s
no lineales de segundo orden (Seccién 5.2) a un sistema de EDP’s cuasi-lineales de primer

orden. Para ello se propone la siguiente ecuacidn adicional (Ramshaw y Trapp, 1977):

g-%% (5.20)
dz
Con esta ecuacidn, los operadores entre derivadas parciales de segundo orden y productos entre

operadores diferenciales de las Ecs. (5.2) y (5.4) se reducen a operadores diferenciales de primer

orden y los términos no-lineales aparecen como lineales en funcién de S:

PV C3 cr(1+e)f | de 2B J
1- 8 g + g, +pcae, |1-— | | (v, )08
[, T-e, |01 |Pee7P15% 10 T T—¢ 57 Ve
B |3 | PIEC3C 3B
-pcrE, |1 -——2 ) -8 - “y T
ng[ 1—33} ar<vd> l—ag "ot
p U, Cy (1l +e,)B 2 c7(Z2 - ¢e,)e de
l—rs 1- 1_83 —Hga +pv, kzzc-f—2c68g— g,)g Bzg
g g (1-¢)°
+ E,+p;CaE 1~626 (v, Y8+2p,v.e, |k —z—ce—————c7£g -a—<v )8
Pgte T P38, l—é‘g 28 PrVrée | *zze 6“g I-Sg dz 8
CrE 1_625 v Y +2p,v e, | k —E—cs————c7eg a<V.>l
Pil3éy I“Sg d plrg zze 6°%g 1"88 ?Z— b
0 P1€gC3CH - d
"%z <p1>'"fT”f?a‘§='ag"gg"5gFD
g (5.21)
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l—eg 1—&8

: 1 +¢ d ¢
_ PV C [1 _ ¢ B( 8):} ;;g T pC3E, [1 T3 2F J—a— <Vzg>g

€,0308 | 4 P1€,C3C 9
g

prU,cy B(l+e,) | de, ¢, B 9
_ _ _ 1 - g9 8
{1 5 P16 -, (Vg az<‘%g> (5.22)

1—8g 1"68
£,03C, 0 3 3
*Pl[l’038g““‘g1—_—£—}<vzl>l’52<v21>1+(1—8g)52 <pl>l
g
PrE€,C36 - 3R
+ 2 U T =-(1 -¢ +te F
L-¢, 7az ( P8 * & Fp

Las Ees. (5.1), (5.3), (5.20), (5.21) y (5.22) constituyen el conjunto de ecuaciones

transitorias gobernantes para flujo burbujeante, las cuales se pueden escribir en forma matricial:

A%Y +p9Y% . p (5.23)

donde U es un vector columna de variables dependientes dado por:

8
(vg)s
U = ¢ vzl>1 (5.24)

<P1>Z
¢ B J

D es un vector columna de variables algebraicas, el cual estd dado por:

( 0 ’
0 :
D = ~&,0,8 ~ &, Fp (5.25)
~(d -e)pg t e Fp

\ g )

y Ay B son matrices de coeficientes, definidas por:
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Los elementos de A, B, y D son funciones no especificas de los elementos de U. Las
raices caracteristicas A del sistema definido por la Ec. (5.23) se obtienen al resolver el siguiente

polinomio caracteristico:

det[AN-B]=0 (5.28)

La solucién del determinante caracteristico es:

_ !
NS (5.29)

vr
donde A* define la velocidad caracteristica adimensional y A y v estdn dadas por:

>\=%v,+ (vt (5.30)
v = (5.3

1
2

El determinante caracteristico en forma explicita estd dado por:

El resultado del valor caracteristico adimensional dado por la Ec. (5.29) indica que se
trata de una onda unidireccional, lo cual implica que es una onda de tipo parabdlica con respecto
a B o el gradiente de la fraccién de vacios, cuyo comportamiento es independiente de los
pardmetros interfaciales y pardmetros relacionados con la excentricidad. Como se puede
observar, en el proceso de linealizar las EDP “s no lineales se pierde informacidn relacionada
con los efectos interfaciales entre la fase continua y la fase dispersa. Ademds con esta
aproximacidn, la onda de propagacién es independiente de grado de excentricidad. De acuerdo
con estos resultados se puede concluir que los efectos excéntricos dan como resultado un sistema

de EDP “s no lineal y se deben usar técnicas apropiadas para abordarlo.
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En la literatura consultada sobre flujo burbujeante (Mercadier, 1981; Biesheuvel y van
Wijngaarden, 1984; Pauchon y Banerjee, 1986; Pauchon y Banerjee, 1988: Ruggles er al.,
1988a y 1988b; Park er al., 1990; Lahey, 1991 y Pauchon y Smereka, 1992) no se han
encontrado ondas de tipo parabdlico. En el modelado de flujo burbujeante, Drew (1992) incluye
efectos de viscosidad en la fase continua obteniendo un sistema de EDP ‘s de segundo orden con

comportamiento de tipo parabélico, cuyo valor caracteristico es:

e (5.33)

El resultado obtenido en el presente trabajo [Ec. (5.30)] y el modelo de Drew (1992) [Ec.
(5.33)] tienen en comun que los sistemas de EDP “s son estables (valor caracteristico real) y que
no dependen explicitamente de los pardmetros interfaciales, y la diferencia es el término de 1/2v,

con respecto al trabajo de Drew (1992).

Los valores caracteristicos de un sistema de EDP “s cuasi-lineal de primer orden presenta
un rango de comportamiento hiperbdlico (Mercadier, 1981; Pauchon y Banerjee, 1986; Pauchon
y Banerjee, 1988; Ruggles er al., 1988a y 1988b; Park er al., 1990; Lahey, 1991; Pauchon y
Smereka, 1992), el cual depende fuertemente del detalle del modelado de los efectos

interfaciales, es decir, de los pardmetros de las relaciones de cerradura interfacial.

Es importante apuntar que el resultado del presente estudio es una consecuencia inmediata
de la relacién de cerradura de masa agregada obtenida con el modelo de celda unitaria excéntrica
[Ec. (3.101), en el Capitulo 3], el cual contiene como término adicional el gradiente de la

fraccién de vacios, dando origen a un sistema de EDP “s de segundo orden no lineal.
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En la Figura 5.1 se presenta una comparacion de la velocidad de onda de vacios obtenida
experimentalmente por Mercadier (1981) contra el resultado obtenido analiticamente [Ec.
(5.30)]. En dicha figura se puede observar que para una velocidad superficial de liquido igual
a cero ({ Vy ) = 0), la tendencia predicha por la Ec. (5.30) es correcta y su precisién no es
buena practicamente en todo el rango de la fraccidén de vacios (ag) comparado. Para ( Vy ) =
0.1m/sy €y > 0.085, la figura muestra que la prediccidén es mds cercana a los resultados
experimentales. Para { v,; ) = 0.2 m/s se puede observar que la prediccion es bastante parecida
en precision y tendencia a los datos experimentales y presenta un error minimo en €, = 0.1075.
Para (v, ) = 0.29 m/s y &, < 0.12 la prediccidn se aleja de los datos experimentales mientras

que para ¢, = (.12 las predicciones son prdcticamente iguales que los datos experimentales.

8
Para ( v, ) = 0.39 y 0.09 < g, < 0.15, las velocidades de las ondas de vacios de los datos
experimentales son ligeramente inferiores que los obtenidos analiticamente, mientras que para
valores de g, < 0.09 y de €, > 0.15, la prediccidén es practicamente exacta. Finalmente para
valores de { V. ) = 0.49, la tendencia de la prediccidn es la misma que los datos experimentales,
mientras que para valores de g, < 0.06 y de €, > 0.15 se presenta mayor diferencia entre la

prediccidn y los datos experimentales que para valores medios (entre 0.08 y 0.12) de g, donde

esa diferencia disminuye.

De acuerdo con los resultados obtenidos con la Ec. (5.30), la prediccidn de la velocidad de la

onda de vacios depende fuertemente de datos precisos de la velocidad relativa.

En el Apéndice E se presenta un conjunto de datos experimentales sobre flujo burbujeante
obtenidos de la literatura. Algunos de ellos serdn usados en este capitulo para validar las

predicciones del modelo que se presenta.
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Figura 5.1. Velocidad de la onda de vacios contra la fraccién de vacios para diferentes valores

de la velocidad superficial de liquido ( Vy ). Comparacién con datos experimentales de

Mercadier (1981): (®) (v, ) = 0.0m/s, (m) v, } = 0.1m/s, (O) { v} = 0.2m/s, (a) { vy )

= 0.29m/s, () (v, ) = 0.39m/s, (O) ( vy ) = 0.49m/s.
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5.3.2 Sistema con celda concéntrica v con dependencia espacial y temporal de Cyy,.
El punto de partida para obtener el determinante caracteristico con el modelo de celda
concéntrica es el determinante caracterfstico del modelo de celda excéntrica dado por la Ec.

(5.32). Enla Ec. (5.32) sehace ¢, = 0, ¢ = 0y ¢ = 4,

. ¥ como resultado se obtiene el

determinante caracteristico definido por la Ec. (5.34). Como se puede observar en este caso ya

no es necesario considerar a la Ec. (5.20).

En la Ec. (34) se incluye a 7 como una variable indicadora:

1 Cypy como funcion del tiempo y del espacio

0 Cyyy constante

La solucién del determinante caracteristico dado por la Ec. (38) produce como resultado

un polinomio caracteristico de segundo orden con solucidn:

1z (5.34)
donde

(I -¢y) x
v=__7:_g. ;=& k(L -g) +p, (1-¢g

_ €3 (5.35)
2(1 - ag)

=7 e, (Lme)ey + (Lme)l(E-p, +HI 0% =c3—ky) * .;_c3 (5.36)

T = ag(l mE) tCyt pg* 1 - ‘eg)2 (5.37)
el indice * sobre los pardmetros indica formas adimensionales definidas por:
- !
\: - Ay - (v (5.38)

Vr
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® g P
H o y (5.40)
PrVy
* o
oy = 1% (5.41)
Py

El resultado obtenido contiene dos velocidades caracteristicas. Para el modelo de celda
concéntrica se trata de dos ondas de vacios una rdpida y una lenta, lo cual implica que son de
tipo hiperbdlico si las raices caracteristicas son reales, es decir para » > 0, con lo que se puede
garantizar que el sistema es estable en el rango de comportamiento hiperbdlico que cumpla esta
condicidn. Por el contrario s{ v < 0, los valores caracteristicos son complejos conjugados y en
consecuencia se¢ pueden presentar inestabilidades. Los términos algebraicos del conjunto de

EDP s no contribuyen a la velocidad de propagacién de la fraccién de vacios.

El término c3/2(1-sg) que aparece en la Ec. (5.35) y el término ¢3/2 en la Ec. (5.36) son
términos que resultan como consecuencia de los efectos de masa agregada dependientes del

espacio y tiempo.

En la Figura 5.2 se presenta el comportamiento del A\*, definido por la Ec. (5.34) para
diferentes radios de burbuja R,. Se puede observar que para R,. inferiores a 2.2mm las ondas
presentan un comportamiento hiperbdlico en todo el rango de fracciones de vacios (0 a 1). Es
importante apuntar que el rango de existencia de flujo burbujeante cubre fracciones de vacfo
:ntre 0 y 0.4, por lo tanto, después de estos valores fisicamente no es posible el patrén de flujo
wurbuja. En la misma figura, para R, = 2.5mm aparecen dos transiciones matemdticas (A L=

.*): una en £, = 0.07 y otraen ¢, = 0.31. En este rango el comportamiento es de tipo eliptico

8

existen dos zonas hiperbélicas en g, = 0.07yene, = 0.31.
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En general, los valores de A * > 1 representan ondas con velocidades mayores que la
velocidad promedio de la fase dispersa y los valores de A * < 0 representa ondas con

velocidades inferiores que la velocidad promedio de la fase continua.

En esta misma figura se puede observar que para R, = 0.7mm y R, = 1.0mm, las
velocidades de propagacidn de las ondas rdpidas pueden ser mayores que la velocidad promedio
de la fase dispersa, mientras que para R, = 1.5mm la velocidad de la onda rdpida es inferior
que la velocidad promedio de la fase dispersa. Para estos radios la onda lenta presenta

velocidades inferiores a la velocidad promedio de la fase continua.

En el caso de las dos zonas hiperbdlicas que se presenta con R, = 2.5mm, se observa

que para &, < 0.07 (primera zona de comportamiento hiperbélica) las ondas rdpida y la lenta

8
presentan velocidades inferiores a la velocidad promedio de la fase dispersa pero mayores que
la velocidad promedio de la fase continua. Por otro lado, para ¢, = 0.31 (segunda zona de
comportamiento hiperbdlico), se observa que cuando A * = A* = 0 (en £, = 0.31) la
velocidad de la onda es igual a la velocidad promedio de la fase continua y después (g, > 0.31)
la onda rdpida presenta velocidades inferiores que la velocidad promedio del gas pero mayores

que la velocidad promedio de la fase continua, mientras que la onda lenta presenta velocidades

inferiores que la velocidad promedio de la fase continua.

En la Figura 5.2 se puede observar una transicién matemadtica interesante, encontrada en

el punto ¢, = 0.2 con un R, = 2.2mm. En este punto se puede observar que la onda presenta

8

cuatro velocidades iguales.
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Figura 5.2. Varicién de las velocidades caracteristicas (adimensional) como una funcién de la
fraccién de vacios para diferentes radios de burbuja R,; ondas rdpidas lineas continuas y ondas
lentas lineas discontinuas. (3) Ry = 0.7mm, (¢) R, = 1.0mm, (a) R, = 1.5mm, (O) R, =
2.2mm, (®) R, = 2.5mm.
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5.3.3 Sistema con celda concéntrica y con Cy,, constante
Es de interés conocer el comportamientc de las velocidades caracteristicas lentas y
rédpidas cuando los efectos de masa agregada Cyy, se consideran constantes, con el fin de

establecer la diferencia con respecto al caso estudiado en la seccidn previa.

El considerar a Cy,, como constante implica hacer n = O en la Ec. (5.34) cuyo resultado
implica c3/2(1 - &,) = 0y ¢3/2 = O en la Ec. (5.36) y en la Ec. (5.37), respectivamente. En
la Figura 5.3 se presenta el comportamiento de las velocidades caracteristicas normalizadas para
diferentes radios de burbuja. Se puede observar que para los radios de burbuja considerados, el
comportamiento de las ondas es de tipo hiperbdlico para un rango determinado de ¢&,: para las
ondas lentas las velocidades son mayores o iguales a la velocidad promedio de la fase continua
y para las ondas rdpidas las velocidades de propagacién son mayores que la velocidad promedio
de la fase dispersa en todos los casos considerados. En la figura se puede observar que lo rangos
de comportamiento hiperbélico dependen fuertemente del radio de burbuja, siendo cada vez mds
pequefio este rango conforme aumenta el radio de burbuja. Los rangos de comportamiento

hiperbdlico para los casos mostrados en la Figura 5.3 son: < 0.052 para R, = 3mm, g, <

&g

0.097 para R, = 2mm, &, = 0.244 para R, = Immy e, < 0.314 para R, = 0.8mm.

Existen diferencias apreciables con los dos casos analizados, que se pueden resumir de
acuerdo a las siguientes observaciones: los efectos de masa agregada dependiente en espacio y
tiempo presentan un comportamiento hiperbdlico en todo el rango de €, para R, < 2.2mm,
mientras que con masa agregada constante el rango de comportamiento hiperbélico depende

fuertemente del radio de burbuja.
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Figura 5.3. Variacién de las velocidades caracteristicas (adimensional) como funcién de la
fraccidn de vacios para diferentes radios de burbuja R, y Cy,, constante; ondas rdpidas lineas

continuas y ondas lentas lineas discontinuas. (3J) R, = 3.0mm, (¢) R, = 2.0mm, (a) R, =
1.0mm, (O) R, = 0.8mm.
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5.4 Otros casos de estudio

En esta seccidén se analizan dos casos relacionados con la importancia de los efectos de
las fuerzas interfaciales por unidad de volumen. En concreto, se analizan las ecuaciones:

(1) Sin esfuerzos de Reynolds (rReal)

(2) Sin TR"ZZ y sin efectos de diferencia de los promedio de la presidn (( Apy, P

En cada uno de en estos casos se cuantifica el efecto de masa agregada (Cy,,) dependiente

del tiempo y del espacio y también los efectos de masa agregada constante.

Este estudio estd motivado por los resultados obtenidos por Stuhmiller (1977) y Pauchon
y Smereka (1992), quienes encontraron que las fuerzas interfaciales por unidad de volumen
incluyen efectos de diferencia de presién interfacial, efectos de masa agregada (constante) y
efectos de fuerzas de arrastre interfacial, sin incluir los efectos debido a los esfuerzos de
Reynolds. Otros autores (Pauchon y Banerjee, 1986 y 1988; Ruggles er al., 1988a y 1988b; Park
et al., 1990 y Lahey, 1991) encontraron que las fuerzas interfaciales por unidad de volumen
incluyen sélo efectos de masa agregada (constantes) y efectos de fuerzas de arrastre interfacial.
Los autores antes mencionados no incluyen los efectos de tensidn superficial y masa agregada
dependiente en el espacio y tiempo y los resultados obtenidos por ellos son independientes del
radio de burbuja. En la seccién anterior se encontrd que el radio de burbuja modifica el rango
de comportamiento hiperbdlico y por lo tanto, es crucial en el modelo de flujos separados para

flujo burbujeante.

En el apéndice F se desarrolla el andlisis de los rRea y { Apj, ), concluyendo que:

1) Sin efectos de rRea el comportamiento observado es la desaceleracién de velocidad
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caractristica rdpida.

2) Sin rRezz y sin ( Ap,, ) se observa aceleracion de la velocidad caracteristica rdpida.

5.5 Comparacién con modelos previos

El cdlculo de los efectos de tensién interfacial, basado en la teorfa de flujo potencial, estd

dado por Drew (1992):

Mgl =" kc; o ’éa—z{eg<< Vzg> & - < vzl> 1)2} - Mlg (5.42)

donde k, = 1/20. Esta ecuacidn se usa en forma similar que en los casos anteriores. Los
resultados se muestran en la Tabla 5.2, asi como los resultados de modelos previos y un modelo

sin efectos interfaciales.

Analizando los resultados de la Tabla 5.2, se puede inferir que si se hace k. = 0, pg*
=0, Hg*a* =0, c3/2(1 - &) = 0y ¢c3/2 =0, en las Ecs. (F.3), (F.5)y (F.6) (Apéndice F),
el resultado se reduce al reportado por Pauchon y Banerjee (1986). Mientras que si pg* = 0,
Hg*a* = (, c3/2(1—£g) = 0y c3/2 = 0, el modelo obtenido es el de Pauchon y Banerjee (1988).
Por lo tanto esto se puede interpretar como casos limite del resultado obtenido en €l presente
trabajo. Comparando el resultado del presente trabajo con en el modelo de Lahey (1991) se
pueden apuntar las siguientes diferencias: (1) Lahey considera que el tensor de esfuerzos
viscosos interfaciales de la fase liquida son del mismo orden de magnitud que rwRe, (2) Lahey
no considera efectos de tensidén superficial y no incluye efectos de masa agregada dependientes

de tiempo y del espacio.

5-25



Tabla 5.2 Comparacién entre modelos

v v T modelo
Pauchon-
i+ E+k - (2

v 83 & (€ A"c C3)+8‘ (2§ Banerjee (1988)

—Ek / d0¢ ok : .
g (c,-§ :CSQ) T -C,) g, | == TE €,€,1C, con interaccion

; ’ de, * 0g, °
de burbujas
viT +e, e (E-c,) Pauchon-
8[(C3 ‘E)/T +g['(2 £-c, ) 8g8[+C3 Banerjee (1986)

g,(c;-E-k_ g, +0, ENIT

,
UTHE €, (E+k_ —cy)+
2

&1(28-p, —c;)-k_ e,

zzc’8

E,EFC3H0,

Lahey (1991)

81 (CS '"E _k:,:c gg +'O; 8[ +ko)

T

u27+age,(£ k. mc)+
& (2E-p; —c,~k)

* 2
E,EFC; 0, &

Este trabajo

con Ec. (5.42)

virre g (E+k_ ~c;)

€£,+C;

Pauchon-

Banerjee (1988)

C N e/ (2 -c,) in i i6
3 sin interaccion
de burbujas
7 Este trabajo sin
) 2 * gt
* T + {
Jop 8[2/7 VTP, € 83'81 Py & etectos

interfaciales.

Nota: g, =1- ¢

8

El efecto de interaccidn de burbujas son considerados por Pauchon y Banerjee (1988),

quienes se basaron en el modelo de celda encapsulada de Zuber (1964). El resultado obtenido

por ellos es:

+ 1 1 +

&€
. - g .
; &) F ——
Eeg) = 5
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En la Figura 5.4 se presenta un mapa de caracteristicas A i* como funciones de la
fraccidon de vacfos para flujo burbuja. En estas grdficas se muestra el dominio de
comportamiento hiperbélico de los seis modelos. La transicidn matemdtica de un sistema
hiperbélico a un sistemna no hiperbélico (A\..“ = X_”) es un indicador de posibles transiciones de
flujo (coalescencia de burbujas). En la Tabla 5.3 se presenta el limite de estabilidad de los

diferentes modelos.

*

Tabla 5.3. Limite de estabilidad ()\+* =A)

Modelo &

Pauchon y Banerjee (1986) 0.2646
Pauchon y Banerjee (1988) 0.4234
(sin interaccién de burbujas)
Pauchon y Banerjee (1988) 0.1027
(con interaccidn de burbujas)

Lahey (1991) 0.3064
Este trabajo con Ec. (5.42) 0.3320

El dominio de hiperbdlicidad del modelo del presente trabajo se reduce cuando R, es
mayor que 3mm, si R, — oo la curvatura media promedio H,—>0Qyel resultado se reduce al

modelo de Pauchon y Banerjee (1988) sin efectos de interaccion de burbujas.

La inclusién de los efectos de esfuerzos viscosos interfaciales con la aproximacién de
Lahey (1991), reduce el dominio hiperbélico y dicho dominio se incrementa con los esfuerzos
de Reynolds (Figura 5.4). En particular, el dominio de hiperbélicidad se reduce cuandé C3 €s
mayor que 1/2 y se incrementa cuando c; es pequefio. El modelo sin efectos interfaciales es

inestable para ( Vig ¥ = (v, ¥,
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Figura 5.4. Comparacion de modelos de ondas de vacfos. (O) Pauchon y Banerjee (1988) con
interaccién de burbujas, (¢ ) Pauchon y Banerjee (1986), (@) Lahey (1991), (m) este trabajo con
efectos de tensién superficial usando la Ec. (5.42), (a) Pauchon y Banerjes (1988) sin
interaccién de burbujas, (+) Este trabajo con efectos de tensidn superficial con R, = 3mm con

Cyys constante.
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Los efectos de tension interfacial tienden a incrementar la velocidad caracteristica mas
alld de estos limites, como se puede observar en la Figura 5.4, Entonces, la prediccién de ondas
de vacios pueden tener velocidades caracterfsticas mayores que vzg)g (curva superior >\+*
mayor que 1) y menor que { Vo ) (curva inferior de \.", menor que 0) debido a los efectos de

tensidn interfacial.

5.6 Propagacion de onda de vacios

Algunos datos experimentales sobre flujo burbuja aire/agua estdn disponibles en la
literatura para validar los modelos (Mercadier, 1981; Bernier, 1982). En las Figuras 5.5 y 5.6
se comparan los resultados de la solucidn analitica con el modelo de efectos de tensién
superficial en forma explicita y modelos previos con datos experimentales de propagacién de
vacios de Mercadier (1981) y Bemnier (1982). En estas figuras, la coordenada y se toma con la
misma escala para observar apropiadamente las diferencias en los resultados al incrementarse

1a velocidad la onda de vacios.

Los datos de Bernier (1982) cubren un rango estrecho de velocidades promedio de la fase
liquida 0 < ( v, ) < 0.318 m/s (también conocida como velocidad superficial de liquido y
representada algunas veces por j;), con didmetros de burbuja del orden de 0.5cm y un rango de
fracciones de vacio de O to 0.25. Los datos de Mercadier (1981) cubre un rango de velocidades
superficiales de liquido de -0.05 < ( vy) < 1.0 m/s y un rango de fracciones de vacio de 0

a 0.22 (Apéndice E).
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Figura 5.5b. Velocidad de onda de vacios a ( v, ) = 0.1 m/s

(O) Datos de Mercadier (1981); (1) Lahey (1991); (2) Pauchon y Banerjee (1988) sin interaccién
de burbujas; (3) Pauchon y Banerjee (1986); (4) y (5) con efectos de tensidn superficial usando
las Ecs. (5.49) y (5.47), respectivamente, y (6) Pauchon y Banerjee (1988) con interaccidn de

burbujas.
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Figura 5.5¢. Velocidad de onda de vacios a ( Vy ) = 0.2 m/s
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Figura 5.5d. Velocidad de onda de vacios a ( v,; ) = 0.29 m/s

(0) Datos de Mercadier (1981); (1) Lahey (1991); (2) Pauchon y Banerjee (1988) sin interaccién
de burbujas; (3) Pauchon y Banerjee (1986); (4) y (5) con efectos de tensidn superficial usando
las Ecs. (5.49) y (5.47), respectivamente, y (6) Pauchon y Banerjee (1988) con interaccién de

burbujas.
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Figura 5.5f. Velocidad de onda de vacfos a { v,; ) = 0.49 m/s

(B) Datos de Mercadier (1981); (1) Lahey (1991); (2) Pauchon y Banerjee (1988) sin interaccién
de burbujas; (3) Pauchon y Banerjee (1986); (4) y (5) con efectos de tensién superficial usando
las Ecs. (5.49) y (5.47), respectivamente, y (6) Pauchon y Banerjee (1988) con interaccidn de

burbujas.
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Figura 5.6a. Velocidad de onda de vacios a { v, Yy = 0m/s
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Figura 5.6b. Velocidad de onda de vacios a { v,; } = 0.073 m/s

(w) Datos de Bernier (1982); (1) Lahey (1991); (2) Pauchon y Banerjee (1988) sin interaccion
de burbujas; (3) Pauchon y Banerjee (1986); (4) y (5) con efectos de tensidn superficial usando
las Ecs. (5.49) y (5.47), respectivamente, y (6) Pauchon y Banerjee (1988) con interaccion de
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Figura 5.6¢. Velocidad de onda de vacios a ( v,; ) = 0.169 m/s
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Figura 5.6d. Velocidad de onda de vacfos a ( v,; ) = 0.318 m/s

(m) Datos de Bernier (1982); (1) Lahey (1991); (2) Pauchon y Banerjee (1988) sin interaccion
de burbujas; (3) Pauchon y Banerjee (1986); (4) y (5) con efectos de tensién superficial usando
las Ecs. (5.49) y (5.47), respectivamente, y (6) Pauchon y Banerjee (1988) con interaccién de

burbujas.
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Como se puede observar en las Figuras 5.5 y 5.6, el modelo de dos fluidos es consistente
con estos datos experimentales, con excepcion del modelo de interaccién de burbujas, el cual
sobrestima la propagacién de la onda de vacios. Como una consecuencia, el analisis comparativo
con datos de propagacién de ondas de vacios ofrece un medio para validar la transferencia de

cantidad de movimiento interfacial del modelo dindmico.

Se puede observar que 10s efectos de tensién superficial son muy tiles para determinar
el dominio hiperbélico y sélo modifican ligeramente la velocidad de propagacién de las ondas.
Esto se observa en las Figuras 5.5 y 5.6 y se ve que presenta mayores velocidades de

propagacion con respecto a los modelos previos.

En general la comparacion de los resultados del modelo del presente trabajo contra los
datos experimentales indican que su predicciédn es ligeramente mejor con los datos
experimentales de Bernier (1982), que con respecto a los datos experimentales de Mercadier
(1981). Esto se debe a que el modelo propuesto no incluye efectos de pared y los efectos de
pared de los experimentos de Bernier (1982), son inferiores que los efectos de pared de los
experimentos de Mercadier (1981). En el apéndice E se presentan las caracteristicas
experimentales de estos autores y uno de los datos importantes para sustentar lo anterior es el
didmetro de la tuberia de experimentacién, Bernier (1982) usa un didmetro de tuberia de 10cm

mientras que Mercadier (1981) usa una didmetro de tuberfa de 3.8cm.

5.7 Conclusiones
El modelo de celda concéntrica con efectos de masa agregada, dependientes del espacio

y del tiempo y con efectos de tensidn superficial, producen en general un comportamiento

5-35



hiperbdlico en todo el rango de fracciones de vacios y su magnitud depende fuertemente del
radio de burbuja. Se encontrd también que la velocidad de la onda rdpida puede llegar a
presentar velocidades superiores que la velocidad promedio de la fase dispersa y la onda lenta

puede llegar a presentar velocidades inferiores a la velocidad promedio de la fase continua.

Un caso especial se muestra en la Figura 5.2 donde la velocidad de la onda puede tomar
cuatro trayectorias posibles para un radio de burbuja de 2.2mm: dos la onda rdpida y dos la onda

lenta.

El modelo promedio de celda concéntrica con efectos de masa agregada constantes y
efectos de tensién superficial, reducen el dominio de comportamiento hiperbdlico, el cual
depende del radio de la burbuja. Como en el caso anterior, también se encontrd que la velocidad
de la onda rdpida puede llegar a presentar velocidades superiores que la velocidad promedio de
la fase dispersa y la onda lenta puede llegar a presentar velocidades inferiores a la velocidad
promedio de la fase continua. S{ los efectos de tensién superficial no son considerados, las
velocidades de propagacién de la onda rdpida son menores o iguales a la velocidad promedio de
la fase dispersa y la velocidad de la onda lenta es mayor o igual a la velocidad promedio de la

fase continua en consistencia con trabajos reportados previamente.

De acuerdo con las observaciones realizadas, otra conclusién consiste en que los efectos
de los esfuerzos de Reynolds producen desaceleracién de las velocidades caracteristicas de la
onda, mientras que los efectos de diferencia de presién interfacial, producen aceleracion de la

velocidad caracteristica de la onda rdpida y desaceleran las ondas caracteristicas lentas.
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6. DESCRIPCION DINAMICA DE LA ECUACION DE ONDA DE VACIOS

En este capitulo se presenta la derivacién tedrica de la ecuacidn de onda de vacios, cuya
estructura matematica corresponde a una EDP lineal de tercer orden, en funcidn de la fraccidn
de vacios en las variables dependientes del sistema de las ecuaciones de masa y cantidad de
movimiento, previamente desarrolladas en el Capitulo 2. Los coeficientes que multiplican a los
operadores diferenciales son funcién de los efectos interfaciales, los cuales gobiernan los
fenémenos de propagacién. La derivacién dindmica de la ecuacién de onda se obtiene al aplicar

un método de perturbaciones.

Aplicando técnicas de estabilidad lineal se encontraron cuatro velocidades de propagacién
para flujo burbujeante: una onda cinemdtica asociada a las derivadas de primer orden, dos
velocidades caracteristicas relacionadas con las derivadas de segundo orden y una onda que surge
de las derivadas de tercer orden. Esté iltimo término estd relacionado con los efectos de masa

agregada, el cual se obtuvo en el Capitulo 3 con el modelo de celda unitaria excéntrica.

En este capitulo se calculan los tiempos de relajacidn, los cuales estdn asociados con los
efectos inerciales y también se calcula el coeficiente asociado con la difusividad de la onda,
estableciendo el mecanismo dominante del movimiento de las burbujas para los diferentes casos
estudiados. La ecuacién de onda dindmica proporciona mayor informacién que el andlisis de los
valores caracteristicos presentado en el Capitulo 5, debido a que la ecuacién de onda dinémica
proporciona informacién de la onda cinemdtica, de las velocidades caracteristicas, los tiempos

de relajacidn y el coeficiente asociado a la difusién de una onda.



6.1 Introduccién

Para obtener la descripcidn dindmica de ia ecuacidn de onda de fraccidn de vacios en
flujo burbujeante, el punto de partida son las ecuaciones de transporte promedio en volumen e
Instantdneas en una dimension para flujo en dos fases [Ecs. (4.1)-(4.6) del capitulo 4], las cuales
son un caso especial de las ecuaciones de transporte promedio en volumen e instantdneas
tridimensionales, previamente desarrolladas en el Capitulo 2. Estas ecuaciones expresadas en

forma adimensional son:

e av, « 0
ko, , koo, v, ko2 (6.1)
ar* 0z~ dz *
v, v, 3p,  Ap. de, oTXET
o LN IR i
ar™ dz " dz " & 9z° az " 6.2)
T 36 . My,
+ —pk +
& 9z~ 3

El grupo de variables adimensionales utilizadas para obtener las formas de las ecuaciones

anteriores se presentan en la Tabla 6.1.

Tabla 6.1. Grupo de variables adimensionales

k k
* <vk> x= <pk> A x <AP10n>
Vi T Pt AP s —F-
"o . AL vro hrL vra
Re
TRe* _ Tz:z, M = Mkm = Pi
= e S
vara L L
t* = 8 z* = -%—Z
Ve v




En la Tabla 6.1, la velocidad relativa que aparece en el grupo de numeros adimensionales se

define como:
v, = (v 8, - vt (6.3)

Para realizar el andlisis lineal es necesario obtener la ecuacién de onda en términos de
la perturbacidn de la fraccidn de vacios del gas. La relacidn de dispersién se obtiene al proponer
una solucién de la ecuacién de onda. Para lograr esto se requiere que las Ecs. (6.1) y (6.2) se
conviertan en formas apropiadas para que satisfagan las variables perturbadas. La metodologia
seguida para obtener la relacién de dispersién se obtiene principalmente del texto de Wallis

(1969) y el trabajo de Lahey (1991).

6.2 Ecuaciones en el estado base y entre variables perturbadas

Para obtener las ecuaciones entre variables perturbadas se aplica el siguiente

procedimiento:

. Se define el estado base y las perturbaciones.

o Se obtienen las ecuaciones adimensionales en el estado base.

°® Las ecuaciones perturbadas se obtienen al sustituir las perturbaciones en las Ecs. (6.1)

y (6.2). Después se restan las ecuaciones del estado base en las ecuaciones que resultan

del paso anterior.

Estado base y perturbaciones
El estado base define el régimen permanente como funcién de la posicién z . Sea y una

variable auxiliar que representa las variables dependientes, entonces el estado base se define
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como:

Yo = (@) (6.4)
y la perturbacién alrededor del estado base se define como:
Sk =¥ (07,27) -y (27) (6.3)

Estado base de las ecuaciones adimensionales

El estado base de las ecuaciones de conservacién adimensionales se obtiene al sustituir

la Ec. (6.4) en las Ecs. (6.1) y (6.2):

v, de
& o . v, K. 0 (6.6)
§ I4
°9z” °9z”

* * * Re Re * *
* * avko _ apko Apkmo aeko aT::}Ca TZJ}CD a ako * Mkﬂlo (6'7)

P Vo, — ¥ el i - Pk T

° 9z az* B, 0z 8z %, 9z %k,

donde las propiedades fisicas del sistema bifdsico se consideran constantes.

Ecuaciones entre variables perturbadas

Sustituyendo la relacion de perturbacién, dada por la Ec. (6.5), en la Ec. (6.1), se

obtiene que:

dde asv, sy, . 00¢ « 00E
Kk " & k + ¢ k + vk k + k
ar* °9z" dz * °9z" dz”~ (6.8)
8y, . 08
+ & - + Ve - =0
° 9z ° dz
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Conservando los términos lineales y restando la ecuacién de masa en el estado base definida por

la Ec. (6.6), se obtiene:

ddey ‘e 96V, . 0oe _ 0 (6.9)

%
or* °9z° ° 9z*

En forma similar se obtiene la ecuacién de cantidad de movimiento adimensional para

la fase k de las variables perturbadas:

* * * Re *
. . . 36p,  APen 365, 00The Tk, d6e
Py 9 +V 9 v, = - Pk + ° o zk o K
9t " ®9z” 8z " &, 0z° 9z~ &, 0dz”
(6.10)
OMy, *+ My, ) M o,
4 -
(6g, * &) &,
Los dos tltimos términos de la ecuacién anterior se pueden expresar como:
sM, Mg,
o ° 58/( (611)
& 2
k, &

Considerando que la desigualdad 6¢, < ¢, se cumple, finalmente la Ec. (6.10) queda como:

* * * Re *
. . . 36 Apy 3se, 98TRE™ T a6
P [ 8* +ka 8* ov, = - ‘Df + ko ik+ z‘f + =Ko ik
at 9z 9z €, 09z 9z €, 0z 6.12)
M) M,
+ k?’ﬂ — kmo 6£k
eko 8172

Las ecuaciones de conservacién de masa y cantidad de movimiento en la forma
adimensional entre variables perturbadas para la fase dispersa y la fase continua se obtienen de

las Ecs. (6.9) y (6.12) al hacer k = g para m = [y k = | para m = g, respectivamente.
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Ecuacidon de masa, fase gas

a *
dde, re, 6v, . doe, 0 (6.13)
a[ * o aZ £ gD az *
Ecuacidn de masa, fase liquida
9 a6v,”
_ 9, g, Vi v doe, _ 0 (6.14)
* 14 * o *
ot dz 9z
donde g, = 1 -¢,, y dg = - 8¢,

Ecuacidn de cantidad de movimiento, fase gas

) \ ) aep; oM M,
o, 9 * Y, d (Svg .- 7% + g - _ % 58g (6.15)
ar* °9z* 3z * &, &

donde Apg; =0y rwRe*z 0 para la fase gaseosa, las cuales representan las consideraciones

iniciales establecidas para flujo burbujeante, como ya se menciond en los Capitulos 2 y 3.

Ecuacion de cantidad de movimiento, fase liquida

* * * A * Re *
aév, . Vl* dov, _ ddp;  SPp, dde, . 46T,
ar* ° 9z” a0z ™ & 9z° dz ™
(6.16)
Re * * *
_ Two Béag . 5M1g g, Se
€, 0z~ &, glz ¢

donde p;* = 1.
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6.3 Ecuacidén de onda

La ecuacién de onda cinemdtica se obtiene de la combinacidén de las ecuaciones de
transporte para variables perturbadas, Ecs. (6.13)-(6.16). Para que la tnica variable dependiente
de la ecuacidn resultante sea 568, s necesario aplicar la siguiente metodologia (Wallis, 1969):

(D Restar las ecuaciones de cantidad de movimiento, Ecs. (6.15) y (6.16).

(2) Sustituir los términos de interaccién y relaciones independientes en el resultado

obtenido en (1).
()  Cdlculo de 6Ap;; ", 87,7 y oF,

4) Derivar con respecto a z_ la ecuacién que resulta del paso anterior.

(5) Sustituir las ecuaciones de masa de cada una de las fases.

A continuacién se desarrollan cada uno de los pasos antes mencionados.

(1) Al restar la ecuacidn de cantidad de movimiento de la fase gas [Ec. (6.15)] de la ecuacidn

de cantidad de movimiento de la fase liquida [(6.16)], se obtiene que:

0 * * * * * * *
[ + 9 }M, —pg[a t Ve 9 ]6\)8 =.__a.7(6pg—6p,)

ar”™ °9z* ar* 9z * 9z
Ap; ase,  asTRT  TE T 46
_ T, 008 w_ Cw, 00& (6.17)
&, dz° dz* &, az"
LMy oMy My, Mgl
£ € 2 2 8
o %o g €,

(2)  La relacién independiente para la presidn promedio interfacial de la fase gaseosa estd

dada por la Ec. (4.8), la cual en términos de variables perturbadas estd dada por:
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p; - dp = 50p,] (6.18)

Con las Ecs. (4.9) y (4.10) se obtiene la condicidn de salto en el estado base y entre variables

perturbadas:
e
My = -0 H 52 - M (6.19)
? 9z * °
" « 00 N
az*
donde
x og
7 = e (6.21)
L'r,
2
g o e (6.22)
§ 3

* Re ™
« 0(6A + 67,
a + vl* a 5\/1* B pg* a + Vg* a 6Vg — ( p[g zzl )
dr” °9z” de* °9z* az "

| A2, . Ty, " 0" H, |ose, (6.23)
&, &, & 3z "

+ [21_. + —8}—] 5M1; (—%— -—;—} M,;o 5£g
! 8 & €
? ° %

Las fuerzas interfaciales por unidad de volumen que ejercen las burbujas sobre la fase liquida

en condiciones del estado base se obtienen a partir de la Ec. (4.11):
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de a1t " de
zzl £
My =157 —22 - -+ Cyyg vy, * APy —2
o o az* (2] az* o o ooaz*
3Cyr Cun
.U w, S, 98,
T x*
1 oz &, 9z *
donde
* 1 %2 1 +2
U, =SV, TSV
0 2 0 0
*x
¢, Jd¢&
2 g
Ciny = C1& 1 - =2 °
VM 3¢g
o [ 810 az*
*
R avgo _v*av,a
WU go az* o az*

La forma adimensional del pardmetro excéntrico c¢,, ", estd dado por:
* 8
=

5 ©2

o

Vr

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

Las perturbaciones de las fuerzas interfaciales por unidad de volumen que ejercen las burbujas

sobre la fase liquida también se obtienen de la Ec. (4.11):

doe 36T "
* e * zzd * * * *
(SMIg - deo az *g - 810-_6_2_*_ + CVMO 6aW + aW05CVM
* 6688 * x
* Aplgo 9z * * 8go5FD * FDa 683
. lascy, Cu ) R o
sy VM M, dbe, ‘v d6Cyyy . M, dde,
? o™ & or* ° 1 az* & 9z*
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Las perturbaciones del coeficiente de masa virtual y la aceleracién de la masa agregada estdn

dadas por:
‘ C38, €y 06
§Cyny = €306, ~ ° 0 1 (6.30)
e &  dz°
_— g « 0 * d x 0 * (6.31)
Sayy = +V v, -~ +y Y
{ar* 8o az*} ¢ {az* ‘o az*}

Sustituyendo estas dos ecuaciones en la Ec. (6.29) se encuentra que:

v, " 3 U, 36T,
6M,*g _ 8, dde, . AP;; . Tij* . B dde, ¢, 2
&, 9t e & | 8z7 ° az”
* * * * 7
.o Bdvy 6bv, | |0V 38, (6.32)
AR T 8o g, ar* o oz ®

3 € Cz* dde * *
- 2 8 % {vr 0 .y 9 } 8+, 8Fp + Fp dg,
az* 2} o

en donde todos los términos lineales sélo son considerados.

Sustituyendo las Ecs.(6.24) y (6.32) en la Ec. (6.23), se obtiene:

a - * C3 a * 8 *
ov, - lp, + —/ + vV dv
] : [g ] {az* g"az*‘ 8

#*

1+ _Ci 9 + v
g 1 jor” °9z" €,
dde, P dde, (6.33)
* Por . * P2 T Po3 . * ¢ .
ot 0z 0z

_884py, o 857" CoFpT FD058 o

9z " €, 927




donde el producto entre aVMo* [Ec. (6.27)] ¥y 5Cm* [Ec. (6.30)] desaparece por presentar

caracteristicas no-lineales. Los coeficientes que aparecen en la ecuacién anterior estdn dados por:

"o (6.34)

7o (6.35)

_ 1 * e * *
Po2 = i Aplgo * TZR;IO to Hg *
& 81

o (6.36)

_fo 7 % (6.37)

3) Como se puede observar, en la Ec. (6.33) aparecen términos de cerraduras en forma de
perturbaciones (rSAp,,-*, 5TwRe* y SFD*) que deben determinarse. De acuerdo con los modelos
matematicos de las relaciones de cerradura, se sabe que son funcidén de &g, vg* y v,*. Estos

términos se pueden conocer aplicando la férmula de Taylor y considerando sélo las derivadas

de primer orden.

* A ] : * N *
sapy = |20 | e o [P | e L | |, (6.3
) beg |, 5 | v T
Jo ! o g 0
Re * Re = Re *
. |tk aT, . |97 .
5T -[ e T oo B e 1% (6.39)
% o v, |, vy |,
*x r *
. oF oF . Fy . :
5Fp = aD] de, + | —2 | oy + il o, (6.40)
8 * *
g 2] Lavl avg 0




Las funciones entre derivadas parciales que aparecen en las ecuaciones anteriores se
obtienen de las relaciones de cerradura, como se verd mds adelante. Sustituyendo las Ecs. (6.38)

y (6.39) en el quinto y sexto término de la Ec. (6.33), se obtiene que:

* £ e * - * *
_ddap, &, 8670 , 5858g o, o 785vg 6.41)
— ————— 0 o
3z " g, 0z°7 oz " 9z~ dz "
donde
* Re *
B 0 R e (6.42)
¥ 05 asg ) Sg aag o
* Re *
o - - Ap, | &, | 0Ty (6.43)
o * *
avl Ie ggo avl o
* Re *
o - - 08p | &, | 0Ty (6.44)
o * £ *
avg o %o avg o

Sustituyendo la Ec. (6.41) en la Ec. (6.33):

F( ,
c * *
A W ? *‘r”oéa, dv,
& [ at” °9z” 0z
( 7 (6.45)
* C3 a * a a *
- p. + = +y = @,7—— | OV
£ g Eaz* $0 92" } ozt | ¢
dde, 3 |dde, OFp” F5°5£ 0
+ @ + ©o2 + @ + @ 3 + @ 4 - - » =
ol 3" 02 o5 o . o 9z " az* 610 8,2 4
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4) Como se puede observar en la ecuacidn anterior los {inicos términos entre derivadas
. . . ~ * * . . * * .
parciales que no son distintos de 5eg son v, y dv, . Para eliminar 5vg y 8y, se deriva con
* . . s
respecto a z |y COMO paso subsecuente se sushtuyen las ecuaciones de conservacion de masa.

. * ., . .
Entonces, al derivar con respecto a z la ecuacion anterior se obtiene:

5y, oF, | aov,
1+£Z ) +vl*a +%68 ddv, 1 D Vi
& | |ar” > 9z" 9z* | az” &, avl* 0z "
¢}
_ lp* +_C_3~] ‘ o +V* o - oyr F:) aévg ——L BFD aBVg
8 g * 8o * 0 * * £ * *
] L, dt 0z 0z 0z 1, avg o 0z (646)
3*se P P 3*6e
t Yo g* * @2 * Pos t Po3— T Pod *i
dat” dz at dz dz
_ __l_ IFp + .Ii)_" 6588 =0
810 aag 0 812 32 *

o

Para la obtencién de este resultado fue necesario sustituir la Ec. (6.40).

5) Sustituyendo las ecuaciones de conservacién de masa adimensionales entre variables
perturbadas, dadas por las Ecs. (6.13) y (6.14) para la fase dispersa y fase continua

respectivamente y ordenando términos, se obtiene la ecuacidn de onda:

a6 98¢ 928
¢, *g * (52———5 + G *i
ot 0z at (647)
2 2 3 3
. G, aéeg +@655g+_@6 aéag +@76583=0
31 %9z ™ 9z %2 3 *az %2 az*3

y los coeficientes §; a §; son funcién del estado base, los cuales estdn dados en el Apéndice G.
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De acuerdo con la literatura en el campo de estudio de los fendmenos de propagacién en flujo
burbujeante, los trabajos de Bouré (1982), Pauchon y Banerjee (1988) y Lahey (1991) reportan
una ecuacidén de onda de vacios que involucra derivadas de segundo orden. Por otra parte,
Biesheuvel y Gorissen (1990) derivan una expresidn entre derivadas de tercer orden para la
propagacion de onda de vacios. Cada uno de estos trabajos presentan diferencias entre ellos y

con respecto al presente trabajo.

La derivacion de la ecuacién de onda de Bouré (1982) se basa en una descripcidén de tipo
cinemdtica, es decir, no incluye las fuerzas que originan el movimiento del flujo en dos fases.
Con la ecuacidn de balance de masa promedio y el modelo de flujos relativos Bouré (1982)
obtiene una ecuacidn de onda de vacios de segundo orden [Ec. (8.3) del trabajo de Bouré], cuyos
coeficientes (€; a €s), que se determinan experimentalmente, son funcién de la velocidad
superficial total y la fraccidn de vacios. Este autor observa que la ecuacidn de onda cinemdtica
de primer orden es no dispersiva, es decir, que no depende de la frecuencia de la sefal
(perturbacidn), mientras que la ecuacién de onda de vacios de segundo orden es dispersiva y es

amortiguada o amplificada (Bouré, 1988).

Los trabajos de Pauchon y Banerjee (1988) y Lahey (1991) se basan en una descripcidn
dindmica y la diferencia entre ambos trabajos se debe a que Lahey (1991) supone que los
esfuerzos viscosos interfaciales son del mismo orden de magnitud que los esfuerzos de Reynolds
(esta diferencia modifica el rango de comportamiento hiperbélico, como se discutid en el
Capitulo 5 del presente trabajo). Ambos trabajos obtienen una ecuacién de onda de segundo

orden cuyos coeficientes dependen de las relaciones de cerradura, las cuales se basan en un

modelo de celda concéntrica.
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Biesheuvel y Gorissen (1990) plantean las ecuaciones de balance de las burbujas y de
cantidad de movimiento de las burbujas. La ecuacién de cantidad de movimiento se obtiene a
partir del impulso de Kelvin. Estos autores aplican el método promedio sobre un ensamble de
realizaciones de flujo (similar al aplicado en la teorfa cinética de gases densos) para obtener las
ecuaciones promedio, introduciendo en ellas efectos de difusividad debido al movimiento
aleatorio de las burbujas en presencia de un gradiente de fraccidn de vacios. Debido al efecto

difusivo obtienen una ecuacién de onda de tercer orden.

6.4 Velocidades de propagacién, tiempo de relajacién y coeficiente de difusién
Los primeros cinco términos de la ecuacién de onda [Ec. (6.47)] se pueden reescribir de

la siguiente forma (Whitham, 1974):

0 « d d x 0

+a, g, + T° +r +r, be,
o™ oz * ar’* oz* | {or” oz ™ (6.48)
. . 32se
sr*p} |2 _+yr 9 £ -0
ar* 9z | 9z *?

donde a.,.~ es conocida como la velocidad de la onda cinemdtica (Pauchon y Banerjee, 1988) en
forma adimensional, 7 * es un tiempo de relajacién en forma adimensional, r i* son las
velocidades caracteristicas adimensionales para la onda de segundo orden, D e* es un coeficiente
de difusividad referido al tiempo de relajacién y U, ~ es la velocidad cinemdtica para la onda
de primer orden. En la Tabla 6.2 se presenta el grupo de variables adimensionale;s y su
correspondiente dimensional, también se presentan las relaciones de las velocidades de la onda
en forma adimensional referida a la velocidad promedio. En la Tabla 6.3 se presenta el andlisis

dimensional y los nombres para cada uno de los pardmetros.
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En las Ecs. (6.52) y (6.55) de la Tabla 6.2 el pardmetro 7 esta dado por la Ec. (5.38)

* *
yu yv por:
El € C
% o * 8o 3
vt = 2lpo g +tc -E+k, —-cie, -¢C - (6.49)
- g “l, 3 3 2z¢ 6%g, 781 281
[+
2
&
) * * T¢g 1
v =uT " - g g *& |§ - p, *H, A N 2"" + —¢; (6.50)
£
l

Es importante sefialar que en el modelo de celda concéntrica, las velocidades
caracteristicas obtenidas con la Ec. (6.57) en la Tabla 6.2 y calculadas con las Ecs. (6.49) y
(6.50), se reducen a las Ecs. (5.36) y (5.37) del Capitulo 5, las cuales se obtienen calculando
los valores caracteristicos del sistema de EDP “s lineales de primer orden. Lo antes mencionado

se comprueba haciendo ¢ = k., y ¢; = 0 (celda concéntrica) en las Ecs. (6.49) y (6.50).

La Ec. (6.58) corresponde a la Ec. (5.31) previamente obtenida en el Capitulo 5, en
donde se encontré que el comportamiento es de tipo parabdlico con respecto al gradiente de la

fraccidn de vacios.

La Ec. (6.48) es idéntica a la obtenida por Biesheuvel y Gorissen (1990) [Ec. (49) del
trabajo de estos autores], sin embargo las expresiones de las velocidades de las ondas, del tiempo
de relajacién y del coeficiente de difusién son distintas con respecto al presente trabajo. Por citar
una diferencia; en el trabajo de Biesheuvel y Gorissen (1990) U, representa la velocidad

promedio de la fase gaseosa y el presente trabajo estd dada por la Ec. (6.61).
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Tabla 6.2. Grupos de variables adimensionales y dimensionales de la Ec. (6.48)

Variables adimesionales Variables dimensionales
* @2 5 * * 5 f
a, = T =1 - Z%, ", (6.51) a,=v, a, = [l"zego] v + v, (6.59)
1/2
2
* @4 1 @4 ( @5
r, =-— 4+ |1 2] -12 : o x +<v>l
+ 26, 1|5 g, (6.52) ry Ve Ty vV, 12 6
=vt ey o1 |2 +v, |2
o T* J o 7_*
* * * * I
U, = % =U" = 1, v (6.53) U, = v, U, = .%vro + <V1>o (6.61)
@6 0 2 o
G ¢, cqie 2
* 3 S *
D = @6 . 2 - 8o (6.54) D, - _rzoDe (6.62)
3 T g
L) 2 v, 6.63)
7 S B 655 | T=—5T '
61 0'* 81

Velocidades de las ondas referidas a la velocidad
romedio:

!
* a, - v
Al - e s, (6.56)
Vra 4
] 172
SRS 22 T [VJ (6.57)
- V,.o T*
U, - {v! 1
us o=t 170 _ (6.58)
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Tabla 6.3. Andlisis dimensional

Variable Dimensiones Descripcidn

LS Velocidad de la onda cinemdtica para la onda
de primer orden de la Ec. (6.48)

at

r. Lst Velocidades caracteristicas para la onda de
segundo orden de la Ec. (6.48)

U. Lst Velocidad cinemadtica relacionada con el
término difusivo de la onda de primer orden

D, 1?2s-! Coeficiente de difisividad referido al tiempo de
relajacion
T S Tiempo de relajacién

La velocidad de la onda en el término difusivo de la Ec. (6.48), se puede descomponer

en dos velocidades:

* * b * (664)

sustituyendo en la Ec. (6.48):
3%6e
" {a* i a*J [ e a*Jﬁ%”D: °val B*J 2
ot 0z ar 0z ot 0z 0z (6.65)
33se

¥ l 0 a8 }agg -T*D) b — 2 =0

o™ T ezt 9z 3

donde b, " es el efecto en la velocidad debido a la excentricidad el cual se obtiene al combinar

las Ecs. (6.51), (6.53) y (6.64):

_ 3. (6.66)
4

Se puede observar en la Ec. (6.65) un término de difusién que multiplica a la ecuacién de onda
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de primer orden y el dltimo término es el gradiente del término de difusién. Si en la ecuacidn
anterior De* = 0, se recupera la ecuacién de onda con efectos concéntricos. La interpretacion
fisica de la ecuacién anterior no es sencilla, sin embargo se puede observar que las
perturbaciones pueden viajar con cuatro velocidades (a +*, r+*, r” y b+*). S{ 7" -0 la ondas
viajan también con cuatro velocidades debido a los términos difusivos, mientras que en el caso
concéntrico (D e* = () las perturbaciones viajan con las velocidades caracteristicas. Para T =

OyD e* = 0 la perturbacidén viaja con la velocidad cinemaética.

6.5 Estabilidad lineal para flujo burbujeante

La propagacion de las perturbaciones de la fraccién de vacios de amplitud infintesimal
estd gobernada por la ecuacién de onda jerdrquica dada por la Ec. (6.65). El criterio de
estabilidad para D, = 0 estd dado por Whitham (1974):
Y20 =] (6.67)
S{ este criterio es violado, se presentan inestabilidades cuya interpretacion fisica es la
coalescencia de burbujas el cual genera otro estructura de patrén de flujo. De acuerdo con el
trabajo de Biesheuvel y Gorissen (1990) para D, # O este criterio de estabilidad permanece

inalterable. También estos autores demostraron qu el criterio de estabilidad estd dado por:

r.o> U: > r (6.68)

+

La demostracion de este criterio de estabilidad se presenta en el Apéndice H.

En la siguiente seccidn se encuentra que el 1imite de aplicabilidad de la ecuacién de onda

y por lo tanta el limite de estabilidad ocurre en U +* = a ;, para ¢, = 0.4. Sustituyendo este

g
valor de fraccidn de vacios en la Ec. (6.66) se obtiene que 5, ~ = 0. Con esto en consideracién

el criterio de estabilidad dado por la Ec. (6.68) se reduce al criterio dado por la Ec. (6.67).
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6.6 Resultados

Las grdficas de las Figuras 6.1 y 6.2 muestran el comportamiento de las velocidades de
la onda cinemadtica A+* [Ec.(6.56)], velocidades caracteristicas rdpidas y lentas A i* [Ec.(6.57)]
y la velocidad debido a los efectos de la celda excéntrica Uo* [Ec.(6.58)] refreridas a la
velocidad promedio del liquido. En estas figuras las velocidades de propagacion )\; se
presentan para diferentes radios de burbuja. Las velocidades de propagacién )‘_+* mostradas en
la Figura 6.1 se calcularon considerando que la masa agregada Cyus €s dependiente en el espacio
y tiempo, mientras que las velocidades de propagacién A J_r* mostradas en la Figura 6.2 se
calcularon considerando que Cy,, es constante. En dichas figuras existen diferencias apreciables
las cuales se analizan con ayuda de los criterios de estabilidad definidos por las Ecs. (6.67) y

(6.68).

Con respecto a la onda cinematica, para R, = 0.7mm, se observa en la Figura 6.1 que
el intervalo 0.525 > &, = 0.16 corresponde a una zona de inestabilidad (4.~ = A."). La
interpretacidn fisica del inicio de esta zona de inestabilidad (ag = (.16) es la transicion de una
nueva estructura de flujo en dos fases. De acuerdo con datos experimentales, la probabilidad de
que esto ocurra en g, = 0.16 es baja (Saiz-Jabardo y Bouré, 1983). La zona de transicién
reportada experimentalmente ocurre a un valor de fraccién de vacio alrededor de 0.3 (con R,
~ 0.7mm), punto que se encuentra dentro del intervalo 0.525 > €, = 0.16. Al incrementar el

radio de burbuja, se observa que A,~ = A" en todos los casos mostrados en la Figura 6.1,

excepto en R, = 1.0mm, que presenta una pequefia zona estable en g, = 0.05.

De acuerdo con las tendencias de las velocidades caracteristicas mostradas en la Figura

6.1, para un radio de burbuja ~ 0.55mm se cumple que A~ > A, " entodo el rango de Eg vdlido
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para el modelo, es decir, es estable de 0-0.4 de £,. Esto significa que para este radio de burbuja
no existe transicién que dé lugar a otra estructura de flujo en dos fases. Para radios mayores o
alrededor de 1.5mm, se cumple que A,~ > \,” para fracciones de vacio de 0 a 0.525-0.6
(dependiendo del radio de burbuja), es decir, el flujo es inestables dentro de este intervalo de
&, Esto significa que en estos radios de burbuja se presenta una transicién que da lugar a una
nueva estructura de flujo en dos fases, inclusive para valores muy bajos de ¢,, siendo esta

transicién solo funcidn del radio de burbuja y de los efectos interfaciales asociados.
Con respecto a la onda Uo*, se pueden observar en la Figura 6.1 distintos puntos de
transicién U,” = X" que son funcién del radio de burbuja. En la Tabla 6.4 se muestran estas

transiciones.

Tabla 6.4. Inestabilidades del modelo de celda excéntrica cuando Cypy s funcidn del espacio

y del tiempo
Ry, (mm) &,
2.5 0.055
1.5 0.15
1 0.24
0.7 0.337

De la tabla anterior se puede observar que el valor de &, = 0.337 con R, = 0.7mm

&g
€s una prediccidn de transicién acorde con datos experimentales. Este es un resultado importante
ya que el modelo de celda excéntrica cobra sentido fisico.

Otro punto de inestabilidad ocurre en U,” = A.". En las Figuras 6.1 y 6.2, esto
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corresponde a &, = 0.4, cuyo criterio de estabilidad se deduce de las Ecs. (6.67) y (6.68):

8

rlo~al =20=r" -a (6.69)
0 también
r, -US =20=r" -U; (6.70)

En la Figura 6.2 se muestra el comportamiento de A i* como funcién de la fraccién de
vacios, considerando Cy,, constante. Con respecto a la onda cinemdtica se puede observar que
para R, < 1.0mm, la onda es estable en todo el rango de fracciones de vacio, mientras que
cuando Cy,, es dependiente del espacio y tiempo, la estabilidad existe para radios de burbuja
inferiores que 0.7mm (Figura 6.1). Esta es una diferencia fundamental entre considerar Cyy,
constante 0 no. Para R, = 2.0mm la onda es estable para valores de ¢, < 0.2, y la zona de
inestabilidad se encuentra en un rango de valores de 0.2 = ¢, 2 0.63. Para R, = 3.0mm la
onda es estable para valores de ¢, < 0.15 y para R, = 5.0mm la onda es estable para valores
de &, < 0.065. Con estos resultados se puede observar que conforme aumenta el radio de

8

burbuja la zona de estabilidad se reduce.

Con respecto a la onda Uo* se pueden observar en la Figura 6.2 distintos puntos de
transicién, los cuales se presentan en la Tabla 6.5. En dicha tabla se puede observar que las
primeros tres predicciones corresponden a transiciones acordes con los datos experimetales,
mientras que para R, = 1.0mm la inestabilidad ocurre a una fraccién de vacios mayor que el

rango de vdlidez del modelo, es decir g, < 0.4.

Las predicciones presentadas en la Tabla 6.5 indican que conforme el radio de burbuja
aumenta las transiciones suceden a menores fracciones de vacio, lo contrario ocurre conforme

el radio de burbujas disminuye.
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Velocidades de propagacion (adimensional)

02+ -~
........ O~~~ —1. . - Bty
-0.4 + T -
e Q=TT T I R -
-0.6 Toomene A T “""""-:33:::;r
5!;
-0.8 T ) ﬁs,,}ll
-1+ A
-1.2
0 02 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.1. Modelo de celda concéntrica con dependencia espacial y temporal de Cy,,. (w) A +*
[Ec.(6.56)], (®) U,” [Ec.(6.58)], A~ [Ec.(6.57)] para: (+) R, = 0.7mm, (C) R, = 0.7mm,
()R, = 1.0mm, (») R, = 1.5mm, (®), (O) R, = 2.5mm.
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Velocidades de propagacion (adimensional)

O L
202 e = T T e e —
----------------------- gg
04T e T
-0.6 .J_
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

*

Figura 6.2. Modelo de celda concéntrica con Cy,, constante. (m) 4.~ [Ec.(6.56)], (®) U,
[Ec.(6.59)), A" [Ee.(6.57)]: () R, = 1.0mm (¢, < 0.885), () R, = 2.0mm (s, < 0.80),
(O) R, = 3.0mm (sg < 0.736), (O) R, = 5.0mm (eg < 0.65).
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Tabla 6.5. Inestabilidades del modelo de celda excéntrica cuando Cyyy €s constante.

Ry, (mm) g,
5 0.28
3 0.31
2 0.35
1 0.45

De acuerdo con las predicciones presentadas en las Tablas 6.4 y 6.5, se puede inferir que
los efectos de masa agregada como funcidn del espacio y el tiempo predicen inestabilidades

consistentes con transiciones de patrones de flujo.

Tiempo de relajacion y coeficiente de difusividad
El tiempo de retraso en que la perturbacidn se propaga se le conoce como tiempo de
relajacion. El tiempo de relajacién se obtiene directamente con la Ec. (6.55) y en la Tabla 6.6

se presentan algunos valores para distintas fracciones de vacio.

Tabla 6.6. Tiempos de relajacién

x*

£, T
0.05 0.3540
0.1 0.3712
0.15 0.3836
0.2 0.3914
0.25 0.3947
0.3 0.3937
0.35 0.3887

En el rango de fracciones de vacio de la tabla anterior, se puede observar que el tiempo
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de relajacion presenta una dependencia débil con la fraccién de vacios.

El coeficiente de difusién estd dado por la Ec. (6.54) y para determinarlo se debe calcular
el pardmetro adimensional cz*, el cual depende de la distancia donde se localiza la burbuja con

respecto al centroide de la celda unitaria excéntrica. Recordando, dicho pardmetro estd dado por:

3V
€y = 7 ‘,n,‘cl (6.71)
donde
€y = -1——T2(’Y) (6.72)
%
2% 7
Ty(y) = J; ‘[ r(6, o) cosf senf df de (6.73)

En estas ecuaciones +y representa la distancia del centro de la burbuja con respecto al centroide
de la celda excéntrica, Capitulos 3 y 4. En la Tabla D.1 del Apéndice D se presentan valores
de la doble integral como una funcién de +; dichos valores se usan para calcular €l coeficiente
de difusividad. En la Tabla 6.7 se presentan cdlculos de ¢, para diferentes excentricidades y

en la Tabla 6.8 las difusividades.

En al Tabla 6.8 se puede observar que cuando la burbuja coincide con el centroide, es
decir en y = 0 (celda unitaria concéntrica), el coeficiente de difusividad es cero y el término
de tercer orden de la ecuacién de onda de fraccién de vacios [Ec.(6.65)] es nulo. Para una
fraccién de vacios dada, el coeficiente de difusividad se incrementa conforme la burbuja se aleja
del centroide y para una excentricidad dada, el coeficiente de difusividad también se incrementa

al incrementarse la fraccién de vacios.

6-26




Tabla 6.7. Valores del pardmetro ¢, en funcién de la excentricidad

Y ', () %) Cz*
(adim) (m) (m) (adim)
0 0 0 0
0.086 0.2094 0.0500 12.262
0.173 0.4191 0.1000 24.541
0.259 0.6289 0.1501 36.821
0.346 0.8386 0.2002 49.100
0.433 1.0483 0.2502 61.379
0.519 1.2580 0.3003 73.659
0.692 1.6775 0.4004 98.218
0.779 1.8873 0.4505 110.50
0.866 2.0969 0.5006 122.77
0.952 2.3067 0.5506 135.05
0.999 2.4201 0.5777 141.69

Tabla 6.8. Coeficiente de difusividad en funcidn de la excentricidad para diferentes valores de ¢,

* * * * * * *

’Y De Dg De D€ De De De
(€,=0.05) (e,=0.1) (g,=0.15) (£,=0.2) (£,=0.25) (,=0.3) (¢,=0.35)
0 0 0 0 0 0 0 0

0.086 0.5590 1.0377 1.4639 1.8561 2.2277 2.5888 2.9480
0.173 1.1187 2.0769 2.9299 3.7148 4.4585 5.1813 5.9001
0.259 1.6785 3.1161 4.3959 5.5736 6.6893 7.7738 8.8522
0.346 2.2383 4.1553 5.8618 7.4322 8.9200 10.366 11.804
0.433 2.7981 5.1945 7.3277 9.2909 11.150 12.958 14.756
0.519 3.3579 6.2337 8.7937 11.149 13.381 15.551 17.708
0.606 3.9176 7.2729 10.255 13.008 15.612 18.143 20.660
0.692 4.4774 8.3121 11.725 14.867 17.843 20.736 23.612
0.779 5.0374 9.3518 13.192 16.726 20.075 23.329 26.566
0.866 5.5970 10.390 14.657 18.584 22.304 25.920 29.516
0.952 6.1567 11.429 16.123 20.443 24.535 28.513 32.468
0.999 6.4594 11.991 16.916 21.448 25.741 29.914 34.064

Con lo anterior, se puede decir que el andlisis lineal con efectos de excentricidad permite
identificar mecanismos difusivos del movimiento de las burbujas, los cuales hasta donde se sabe,
s6lo han sido reportados en el trdbajo de Biesheuvel y Gorissen (1990) quienes aplicaron técnicas

estocdsticas para describir la propagacién de las perturbaciones en flujo burbujeante.
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6.7 Conclusiones

Aplicando técnicas de andlisis de estabilidad lineal, se derivé la ecuacidn de onda definida
por la Ec. (6.65) partiendo de las ecuaciones promediadas de masa y cantidad de movimiento
de la fase dispersa y la fase continua con efectos de interaccién interfacial de cantidad de
movimiento. La ecuacién de onda presenta 4 modos de propagacion: uno correspondiente al
término de primer orden conocida como onda cinemdtica, dos ondas relacionadas con los
términos de segundo orden (velocidades caracteristicas) y una onda relacionada con los t€rminos

de tercer orden.

Los términos de tercer orden son una consecuencia directa del modelo de celda
excéntrica. La importancia del término de tercer orden, ademds de predecir un cuarto modo de
propagacién, representa otro mecanismo del movimiento de la onda que es de tipo difusivo. Para
el modelo de celda concéntrica no aparecen los efectos difusivos (el términos de tercer orden es
nulo), dando lugar a un sistema de EDP s de segundo orden, en el cual el movimiento de la

onda sélo se debe a los efectos inerciales.

Se aplicaron criterios de estabilidad (Apéndice H) definidos, por las Ecs. (6.67) y (6.68),
para predecir los cambios de estructura del patrén de flujo en dos fases, los cuales se asociaron

con la inestabilidad de la ecuacidon de onda.

Con respecto a la onda del modelo excéntrico (Tablas 6.4 y 6.5), los efectos de masa
agregada que resultan dependientes del espacio y del tiempo predicen transiciones para valores
de la fraccién de vacios menores que dquellas en los que ocurren las transiciones cuando se

consideran constantes los efectos de masa agregada.
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Se encontrd que el tiempo de relajacion presenta una dependencia débil con respecto a
la fraccién de vacios. También se encontrd que el coeficiente de difusividad es nulo para el

modelo de celda concéntrica mientras que para el modelo de celda concéntrica no es nulo.

6-29



7. ONDA DE VACIOS POR EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS.

En este capitulo se presenta la solucién numérica del sistema de EDP s que describen
los procesos de flujo en dos fases utilizando el método de diferencias finitas en forma implicita.
El objetivo es desarrollar una herramienta de andlisis versdtil que incorpore los efectos
interfaciales de cantidad de movimiento y permita predecir los perfiles de velocidad de las fases
gas y liquida, la distribucidn de presién y la distribucién de la fraccién de vacios en la direccién
axial y en régimen transitorio. El andlisis transitorio es fundamental en centrales nucleares para
la generacidén de energia eléctrica, y es practica comuin realizar dichos andlisis mediante cédigos
numéricos (Andersen, et al., 1984; Borkowski y Wade, 1992; Khan, er al., 1993; por citar

algunos).

El andlisis numérico que se realiza en este capitulo cubre dos aspectos fundamentales:

(1) Conocer el impacto de los efectos de tensién superficial sobre el comportamiento de las
fases en condiciones transitorias.
(2) Predecir la velocidad de la onda de fraccién de vacios, simulando el proceso de medicién

real de una columna de burbujeo.

El cédigo numérico desarrollado se validé con datos experimentales de Mercadier (1981)
y Bernier (1982), cubriendo un rango de fracciones de vacio de 0.02 a 0.26 y velocidades
superficiales de liquido de 0.0 a 0.49 m/s. También, el cGdigo numérico se comparo con los
resultados de la solucién analitica de las velocidades caracteristicas obtenida en el Capitulo 5 de

este trabajo.
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7.1 Introduccidn
El punto de partida para desarrollar el c6digo numérico es el sistema cerrado de EDP s
presentadas en el Capitulo 4, las cuales se obtienen al acoplar las ecuaciones macroscopicas de

cantidad de movimiento y las relaciones de cerradura derivadas en el Capitulo 3.

Las ecuaciones de gobierno [Ecs. (4.17), (4.23), (4.24) y (4.29), en Capitulo 4] son un
conjunto completo de EDP’s de tipo hiperbdlico para las cuales existen diferentes
procedimientos numéricos de solucién (Gonzdlez-Santalé y Lahey, 1973; Lyczkowski er al.,
1975; Travis, et al., 1976; Martini, et al., 1978; Ferch, 1979; Hancox, ez al., 1980; Andersen
y Shaug, 1984; Doster, 1989; Minami y Shoham, 1994; Espinosa-Paredes y Soria, 1998; entre
otros). El método de las caracteristicas (Gonzdlez-Santalé y Lahey, 1973; Lyczkowski ez al.,
1975; Ferch, 1979) se considera una técnica con alto grado de dificultad para ser aplicada, por
lo que este método ha sido sustituido por el método de diferencias finitas, el cual es una técnica
directa y sencilla. El procedimiento de diferencias finitas es computacionalmente mds rdpido y

flexible que el método de las caracteristicas.

La solucidn del conjunto de EDP “s para obtener la distribucién de la fraccién de vacios
£,, velocidades de la fase gas ( v, )%, velocidades de la fase liquida { v, )y presién de la fase
liquida { p,. ), en funcién del tiempo y espacio se basé en el método de diferencias finitas en
forma implicita empleando el concepto de celda donadora. Este esquema se aplica para mostrar
el procedimiento de solucién numérico, el cual es ficil de codificar y validar con datos

experimentales de velocidades de propagacién de vacios en flujo burbuja.

El sistema modelado es una columna vertical de burbujeo de 1m de longitud con una
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malla unidimensional formada con 100 celdas (0.01m de separacién entre celdas). Las variables
calculadas en cada celda son: fraccién de vacios, velocidad del gas, velocidad de liquido y
presién. El concepto de celda donadora se aplica para propdsitos de pardmetros concentrados,
es decir, el estado del fluido a las condiciones de salida de celda son las mismas que las
condiciones del fluido en la misma celda. La estabilidad de la solucidén numérica mejora usando
este concepto. Las ecuaciones gobernantes se resuelven en cada paso de tiempo para cada una

de las celdas.

7.2. Discretizacién de las ecuaciones promedio instantdneas
A continuacién se presenta el desarrollo de las formas discretas del conjunto de
ecuaciones diferenciales desarrolladas en el Capitulo 4. Las técnicas de discretizacidn generan

una ecuacién matricial dispersa que se resuelve en cada paso de tiempo de simulacion.

La discretizacion espacial usada es de primer orden y el esquema de solucién de
diferencias finitas hacia atrds en forma implicita presenta un error de truncamiento del orden de
Az. El proceso de discretizacidn consiste en reemplazar los operadores diferenciales de una

ecuacion especifica por su andlogo de diferencias finitas.

Iniciando con la forma diferencial de la ecuacién de conservacién de masa de la fase
gaseosa dada por la Ec. (4.24) en el Capitulo 4, cuya forma discretizada se desarrolla mediante

diferencias finitas en los términos espacial y temporal. El resultado es:

J

Al (e Cregd 3 Tl oot Jted ™ Cvagd A o 7] 20 0D
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donde A = Az/Ar, Ar define el paso de tiempo y los indices ¢ y r + Ar se usan para indicar que
las variables dependientes son evaluadas en el tiempo anterior y tiempo actual, respectivamente,
y el subindice j representa el nimero de celda o nodo en donde son calculadas las variables
dependientes. Al aplicar el esquema implicito se obtiene como resultado un sistema de
ecuaciones no lineales que debe resolverse con un método iterativo. Analizando la ecuacidn
anterior, se puede observar que las variables que contienen los subindices j-/ y los superindices
t son conocidas porque dependen de las condiciones de entrada del nodo j-1, [considerando que
las variables calculadas en la celda son iguales en toda la celda incluyendo la frontera (concepro
de celda donadora)] y de las condiciones iniciales establecidas en el tiempo 7. Con estas

consideraciones, la ecuacién anterior puede re-escribirse como:

[ g g oe)s (o 5 =l o o el O 8Ty 0D

donde el superindice o representa las variables seleccionadas sobre las cuales se aplica el método
iterativo de convergencia. En forma andloga, la ecuacién de conservacién de masa para la fase

liquida [Ec. (4.17) en el Capitulo 4} en forma discretizada estd dada por:

A+ Pl G B = 2 (G T - (G T 0D

J j-1 j
donde

B -1 - ) | )

La forma discretizada de la ecuacién de cantidad de movimiento de la fase gas [Ec.

(4.29)], estd dada por:
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e

()7 8 o) o™ ] o] 4+ o

| A (o [ 7 e (<o

Gl Al 2+ A O g (o

t+AL

(7.5)

—(KW)]?A(<VZI> Z); (es5); (< Va? )IW *(eg)] (<p1> l)j—l ~ ()] ()] Az = () pg 8 A2

slj J

donde

(7.6)

(7.7

(7.8)

(7.9)

(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

La forma discretizada de la ecuacién de cantidad de movimiento de la fase liquida [Ec.

(4.23)] estd dada por:
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r+Ar

B8+ @ el [ g + 92| <o

J
r+AL

* [ (Bs); A + (34)})J(<Vd> l);w * ()7 (<pp l),- (7.14)

= ()] A esly (Ba)] ™~ i)y Mg ¥+ 85)2 (o> )Y
)I+At

B AL o (O T )2 (<o 3+ ) o a2 - ) g

donde

B1) = = ( vy ’)Jo (7.15)
822 = - p;{(<vzl> D" -k - ag)j?” (7.16)
(63);’ = p,(e,)j‘_’ + (KVM)J? (7.17)

B = 20 |(<Cad ] - ko] + g (Cod ) 019
(Bs)y = 200k (27 ()7 (v))7 = K (< vee )] (7.19)

Las formas discretas de las ecuaciones de cantidad de movimiento de la fase gas y liquida
[Ecs. (7.5) y (7.14)], no incluyen efectos de excéntricidad ni de la dependencia espacial y
temporal de los efectos de masa virtual, y los efectos de trasferencia de cantidad de movimiento

interfacial estdn dados por:

Mg + My = CHp) o Ve, en A (7.20)
donde
My, = pic3egayy + ¢, Fp en A, (7.21)

El conjunto de ecuaciones discretas, se puede escribir en forma matricial:
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-5, (07, 0 o)

r+Ar
U ;

Aj (UJO) J

(7.22)

donde U es el vector columna de variables dependientes, definido por la Ec. (5.24) en el

Capitulo 5, y la matriz A y el vector columna B estdn dados por:

[A +({ vzlY)J‘_’]

[(Bx)f“(ﬁz)}’] [‘(Km),"A“(ﬁs)"] [(Bs)JA*(%)j’} (&),
A =
{A+(( vg)g);_’] (25); 0 0
[(“1)}’“(0‘ ),”} {(as),‘-’A * (“4),] [(“s) (Km)j’A] (2);
( Mg+ (o P2 - el G
(B2 A fee), +(B2)? (7 ~ () A (Cveg) &) +(65)0 (o2 ¥
@) (<o T+ ) A (v o B (o T+ e)e | o)y - s |2
B; =
A (v Pl e [ ¥

(o) A feg); + (o] (o)

I+

7-7

()] A ( Crggd &) () (v 9]

)t+Ar
[j-1

- Eng [ Cd o) (o [+ ) (<o 7 = )2 (ol 028 8
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7.3 Procedimiento de solucidén

Para resolver en forma numérica la Ec. (7.22) se usa el paquete de computadora
LINPACK (Dongarra et al., 1990), el cual es un cddigo numérico para resolver ecuaciones
lineales simultdneas. El algoritmo en el cual se basa este cddigo consiste en factorizar la matriz
A en una matriz triangular superior y una matriz triangular inferior usando pivoteo parcial (es
una versién de eliminacién Gaussiana con pivoteo parcial). Estos factores y la informacion del
pivoteo se usan para encontrar la solucidn del vector U. Para realizar simulaciones es necesario

especificar las condiciones iniciales y de frontera y los pardmetros fisicos.

Condiciones iniciales. En el tiempo ¢ = 0, es necesario particulizar las condiciones iniciales en

todas las celdas. Esta condicién inicial es aplicable a las variables: (e,) R V%) R vz,)’)j’ .

Condiciones de frontera. Son las condiciones de entrada del sistema a simular y estas pueden
ser constantes o funcién del tiempo. Estas variables son: (z,),, ( vzg)g)e, ( vz,)l)e, ( p)"),, donde

e significa que se trata de una condicidn de frontera a la entrada del sistema.

Pardmetros fisicos. Densidad del aire (pg) = 1.2043 Kg/m>; densidad del agua (op = 997.0

Kg/m?> y tensién superficial (¢) = 0.0715 N/m.

Procedimiento de solucion

Paso 1 Se asignan las condiciones de fronteraalaceldaonodo 1 (j = I): (e g)l = (8g)e;
(v d) = vl Kvphi= v Cpphy= K pph,

Paso 2 Las condiciones iniciales (¢ = () establecidas para la solucién del problema en

particular, se asignan a las variables con subindice o para todas las celdas (j =
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Paso 3

paso 4

Paso 35

Paso 6

Paso 7

1,2,..,n; n es el nimero total de celdas del sistema simulado): (eg )jo

= (g, )/
(vg®)? = (v 8)fs v = vy (p)' ) = p)t )}

Se calculan los coeficientes y variables necesarias para la segunda celda (j = 2)
usando las condiciones del Paso 2: (O‘i)jo [Ecs. (7.6)-(7.10)], (Bi)j" (i= 1,2,..,5)
[Ecs.(7.15)-(7.19)], (KW)J-" [Ec. (7.11)], (s,)j" [Ec. (7.4)], (FD)J." [Ec. (7.12)] y
(vr)j" [Ec. (7.13)].

Se calcula cada uno de los elementos de la matriz A [Ec. (7.23)] y los elementos
del vector columna B [Ec. (7.24)].

Los elementos de la matriz A y del vector B son suministrados al programa de
computadora numeérico LINPACK, con el cual se encuentra el vector de solucién

U en el tiempo 1+ At, obteniendo las siguientes variables dependientes: (eg)j”"\‘";

(v )4 (v e K phli .

El proceso iterativo de convergencia para resolver el problema de flujo en dos
fases se realiza usando las formas discretizadas de las ecuaciones de masa y
cantidad de movimiento de cada una de las fases. S{ /A; Uj' AL Bj < |error|
no se satisface (criterio de paro), el proceso de cdlculo reinicia desde el Paso 2,
pero ahora se asigna z,bj" = (z,bj‘ + ¢jt+m)/2 hasta obtener la convergencia. Este
método requiere para converger un mdximo de cuatro iteraciones (bajos flujos)
con Az = 0.0Im y At = 0.01s.

El proceso descrito en los Pasos 3-6 se repite para las celdas j = 3 hastaj = n.
Las variables calculadas en la celda j = 2 son las variables de entrada de ]a celda
Jj = 3, y asf sucesivamente. Las variables de entrada del nodo n son las variables
calculadas en el nodo n - . Este procedimiento es la base de la aproximacién de

la celda donadora.
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Paso 8 Una vez concluido el célculo de todas las celdas y antes de avanzar en el tiempo,
se asignan las variables dependientes calculadas en el tiempo actual :+Ar a las

variables en el tiempo ¢ para que en el siguiente paso de tiempo correspondan al

del tiempo anterior: (Eg)jt:(gg)jr+m,' ( Vzg>g)jt= ((Vzg>g)jl'+m{ ( szy)jt: (
vz]>l)jt+ AI.
Paso 9 Se avanza en el tiempo ¢+Ar iniciando nuevamente el proceso en el Paso 2.

La implantacién del procedimiento de solucién numérico en un programa de computadora

es sencillo y directo.

Escalamiento de la matriz

La matriz A que se muestra en la Ec. (7.23) es una matriz mal condicionada. Por simple
inspeccién se puede observar que los elementos (Z,3), (2,4), 3,2y (4,4 [(mk), my k =
1,2,3,4] de dicha matriz, presentan valores inferiores a la unidad, mientras que el elemento (Z,1)
presenta un valor del orden de 600, el elemento (4,3) del orden de 5000 y el eler;wnto (2,2) del

orden de 200 (usando A=Az/Ar~1I).

Para resolver este problema y minimizar el error de la solucién, fue necesario escalar la
matriz con los siguientes valores: los elementos (m,1) {[m=1,2,3,4] se escalaron usando un valor
de 620, los elementos (m,2) con un valor de 250, los elementos (m,3) con un valor de 5000 y
los elementos (m,4) no fue necesario escalarlos. Estos valores de escalamiento fueron ad¢cuados
para el conjunto de pruebas aqui presentadas y no fue necesario modificarlos. Existe un paquete
de computadora denominado LAPACK (1992), posterior al paquete LINPACK, que escala la

matriz en forma automdtica.
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7.4 Resultados numéricos y discusion

Los términos interfaciales son una caracteristica esencial del balance de cantidad de
movimiento para flujos en dos fases. Si de los efectos interfaciales sélo son considerados la
diferencia de presién interfacial y las fuerzas de arrastre interfacial, se obtiene una solucién
numérica bdsica. Esta solucién presenta un patrén de decaimiento en la velocidad del liquido y
para la fraccién de vacios y la velocidad de la fase gas presenta un incremento en su patron de
comportamiento. La combinacién de ambos patrones es una indicacién de un deslizamiento
pronunciado entre las fases. Se pueden considerar otros mecanismos adicionales, tanto de bulto
como interfaciales. De este modo, los esfuerzos de Reynolds modifican ligeramente la solucién
bésica, a diferencia del término de masa agregada, cuyo efecto contribuye sumamente a reducir
el deslizamiento entre las fases, puesto que el término de masa agregada ocasiona la
desaceleracién de la fase gaseosa debido a la masa de liquido arrastrada por las burbujas de gas.

Por otro lado los efectos de masa agregada contribuyen a mejorar sustancialmente la estabilidad

numeérica.

7.4.1 Rapidez de propagacidén de la onda de vacios

Los fenémenos en flujos en dos fases en condiciones de estado estable y condiciones
transitorias son controlados por la propagacion de la onda de vacios (transiciones de patrones
de flujo, inestabilidades de onda de densidad neutrénica). Por otro lado, las ondas de vacios
dependen fuertemente de las relaciones de cerradura usadas en el modelo de dos fluidos

(Pauchon y Banerjee, 1986 y 1988; Ruggles, er al., 1988a ; Lahey, 1991; Park, et al., 1990).

En el Capitulo 5 se calcularon los valores caracteristicos (andlisis lineal) del conjunto de

EDP ‘s para analizar los fenémenos de propagacién de vacios, y en el Capitulo 6 se derivé la
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ecuacidn de onda de vacios (descripcidn dindmica) con el mismo propdsito. La diferencia entre
estas dos aproximaciones radica en que la ecuacién de onda proporciona 4 modos de
propagacidn, de los cuales dos de ellos corresponden a los obtenidos con la aproximacion de los
valores caracteristicos. En esta seccidn las ondas de vacios son calculadas usando la

aproximacion numérica.

La rapidez de propagacidn de las ondas de vacios se puede calcular con la simulacion
numérica de una columna de burbujeo, definiendo el tiempo de viaje de la onda de vacios de un
nivel N de la columna a otro nivel N+/. La siguiente funcién de correlacién cruzada fue

definida para este propdsito:

m-j

S 2 )
R, (N, 7) -Z; [eg( N+, 1) = &,(N, ;)] (7.25)
1:

donde 1;; i = 1,...m, es una sucesién de instantes de tiempo donde los valores de la fraccién de
vacios son registrados (almacenados) y Th ] = 1,...n (n < m) es una sucesién de tiempos de
retardo. El tiempo de viaje de la onda es el valor de 7; cuando ny(N,rj) alcanza su minimo

valor, y entonces, la rapidez de la onda de vacios se define como la relacién de la distancia entre

los niveles Ny N+1 y el tiempo de viaje previamente encontrado.

Las pruebas dindmicas se realizaron para g = 0. En estas pruebas, la velocidad
superficial del liquido { v, ) (velocidad promedio de fase de liquido) fue mantenida constante
mientras que la velocidad superficial del gas ( Vog ) fue perturbada alrededor de un estado
estacionario. El comportamiento transitorio de &y fue calculado numéricamente en los niveles

Ny N+1 para un conjunto de tiempos ¢;; i = 1,...m, para obtener la velocidad de propagacién

de la onda usando la funcién de correlacidn cruzada dada por la Ec. (7.25).
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7.4.2 Validacién del cddigo numérico

El modelo numérico se validd realizando comparaciones de las velocidades de
propagacién de la fraccion de vacios contra datos experimentales disponibles en la literatura
(Apéndice E). En este caso, se seleccionaron los datos reportados por Mercadier (1981) y
Bernier (1982) para flujo burbujeante. También el modelo numérico se compard con Ja solucién

analitica reportada en el Capitulo 5.

En las Figuras 7.1 y 7.2 se presentan dichas comparaciones para diferentes velocidades

superficiales de liquido j, (= ¢ ( v, YY) y fracciones de vacio Es de interés realizar las

Eg-
siguientes comparaciones para realizar un andlisis de la validez del modelo numérico:
(i) comparacidén del modelo analitico con datos experimentales,

(ii) comparacién del modelo numérico con datos experimentales y

(iii) comparacién del modelo numérico con el modelo analitico

1) Comparacién del modelo analitico con datos experimentales. Se puede observar en la
Figura 7.1 que la solucién analitica presenta la mayor diferencia con respecto a los datos
experimentales de Mercadier (1981) para un valor ( Vy Y = 0.39m/s, y para los los demds casos
mostrados, la prediccién concuerda con los datos experimentales. Con respecto a la Figura 7.2,
existen ligeras diferencias entre la solucién analitica y los datos experimentales de Bernier
(1982), para todos los casos mostrados en dicha figura.

(i1) Comparacién del modelo numérico con datos experimentales. En la Figura 7.1 se puede
observar que las predicciones del modelo numérico presentan su mayor diferencia con respecto
a los datos experimentales de Mercadier (1981) para valores de { v; ) = 0.2m/sy (v, ) =

0.39m/s. En los demds casos mostrados en la figura, las predicciones son acordes en magnitud
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Velocidad de la onda de vacios (m/s)

0.2 - _— Aproxima.cic'gx
numérica
0.1 - ., .
------ Solucion analitica
0 1 } } } |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Fraccion de vacios

Figura 7.1. Velocidad.de la onda de vacios como una funcién de ¢, para diferentes
velocidades superficiales de liquido, obtenidos de Mercadier (1981): (@) (v, ) =
0.0m/s, (w) ( v,; ) = 0.1lm/s, (O) {vy) =02m/s, (a) {vy) = 0.29mfs, (©) {vy)
= 0.39m/s, (Q) ( v, ) = 0.49m/s.
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Figure 7.2.Velocidad de la onda de vacfos como una funcién de & f para diferentes

velocidades superficiales de liquido, obtenidos de Bernier (1982). (O) { vy Y = 0.0m/s,
(a) (v, ) = 0.073m/s, (&) (v, ) = 0.169m/s, (D) (v, )= 0.318m/s
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y tendencia con los datos experimentales. La comparacién de resultados que se presenta en la
Figura 7.2, muestra que la aproximacion numérica predice resultados similares en tendencia y
magnitud que los datos experimentales de Bernier (1982).

(i)  Comparacidn del modelo numérico con el modelo analitico. Se puede observar en las
Figuras 7.1 y 7.2, que los resultados obtenidos con respecto a los experimentales son mds
exactos con la solucidn andlitica que con la aproximacién numérica, excepto para el valor de

( vy ) = 0.2m/s (Figura 7.1).

El andlisis de este grupo de 3 comparaciones indica que tanto las predicciones de la
solucidn analitica como las predicciones de la solucién numérica no son acordes con los datos
experimentales de Mercadier (1981) para el valor de ( v, } = 0.39m/s, aunque ambos son muy
similares entre si. Esto sugiere de acuerdo al rango de las fracciones de vacio y a las velocidades

superficiales, que los datos experimentales podrian no ser correctos para esta velocidad.

La prediccién de las velocidades de propagacién de las ondas de vacios con la
aproximacién numérica es mds compleja que con la solucidn analitica, ya que no se tiene control
absoluto sobre la fraccidn de vacios debido a los efectos de frontera y a los datos reportados,
los cuales no son suficientes para establecer exactamente las condiciones de frontera. De acuerdo -
con lo anterior, la diferencia con los datos experimentales en la prediccién numeérica presentada
en la Figura 7.1 para { v,; } = 0.2m/s se puede deber a que no se establecieron con mayor
precisién las condiciones de frontera, las cuales se deben perturbar alrededor del estado
estacionario para producir un cambio transitorio del sistema y poder registrar este camBio para
los cédlculos necesarios. Esto respalda el resultado de la solucién analitica la cual no presenta esta

diferencia con respecto a los datos experimentales para el valor de { v,; ) = 0.2m/s.
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7.4.3 Comportamiento transitorio de los efectos interfaciales y de bulto

Para estudiar la importancia en condiciones transitorias de los efectos interfaciales,
primero se define y se obtienen las condiciones de estado estacionario de la columna de burbujeo
simulada con el c6digo numérico, después se realiza la perturbacién del sistema partiendo de

estas condiciones. Entonces, para ¢ = 0 las condiciones iniciales establecidas son:

g, = 0.1518, { Veg ¥ = 0.3214 m/s ({ Vog ) = sg( Vig ¥ = 0.0488 m/s) y

(v, ¥ =01179m/s { v,,) = 0.1 m/s)
4] i

Con estas condiciones el estado transitorio se produce en el tiempo ¢ = I. Al perturbar la
velocidad superficial a ( v,, ) = 0.0275 m/s, el comportamiento de la perturbacién introducida
es en forma de rampa des = 1 a¢ = 1.2 seg.. Con esta perturbacién se realizaron las siguientes
pruebas y la informacién se registré en la celda 45 (45cm de la entrada), lejos de la entrada:

® Con todos los efectos interfaciales y de bulto,

® sin efectos de tensidn interfacial,

® sin esfuerzos de Reynolds y

® sin efectos de presidn interfacial.

En la Figura 7.3 se presenta el comportamiento transitorio de la fraccién de vacios para
todos los casos mencionados anteriormente. Se ve que si los esfuerzos de Reynolds no son
considerados, entonces para tiempos mayores que 2.6 seg., el cambio de la fraccién de vacios
es localmente acelerada, modificando ligeramente la solucién bésica completa, es decir, con
todos los efectos interfaciales y de bulto. Por otro lado, sf los efectos de presién interfacial no

son considerados, entonces para tiempos mayores que 2.6 seg., los cambios experimentados por
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la fraccidn de vacios también son localmente acelerados y la contribucién de este efecto es
mayor que los efectos debidos a los esfuerzos de Reynolds, como se puede observar en la Figura
7.3. En el caso en que los efectos de tensidn interfacial no son incluidos, para tiempos mayores
que 2.6 seg., los cambios de la fraccién de vacios son localmente retardados (desacelerados).
Este efecto contribuye sumamente a modificar la estructura de la onda cinemdtica: la rapidez de
la onda de vacios sin considerar efectos de tensién interfacial fue de 0.262 m/s y la fraccién de
vacios alcanzé un nuevo estado estacionario en 0,083, mientras que en todos los demds casos,
la velocidad de la onda de vacios fue de 0.271 m/s con una fraccién de vacios final de 0.0816.
Con estas pruebas transitorias se encontré que los efectos de presién interfacial y los efectos de
tensidn interfacial son fuertemente significativos en comparacién con los esfuerzos de Reynolds.
Este hecho es una indicacion de mucho peso para que dichos términos sean considerados en el
modelado, puesto que los efectos de tensién interfacial no han sido considerados en previos
andlisis sobre propagacién de vacios en flujo burbuja (Lahey, 1991; Park, er al., 1989; Ruggles,
et al., 1988a; Pauchon y Banerjee, 1986 y 1988). Es importante hacer notar que para tiempos
menores de 2.6 seg., en todos los casos el efecto del comportamiento es opuesto al analizado

previamente.

Las mismas pruebas descritas arriba, también se realizaron para ( vy ) = 0.49 m/s. Se
encontré que el comportamiento de la fraccién de vacios es pricticamente invariante para
cambios en ( Veg ). Este comportamiento se puede entender debido a que €l movimiento dindmico
de la mezcla bifdsica es controlada por efectos convectivos y se observé que los efectos
interfaciales y de bulto no contribuyen en forma apreciable en el comportamiento transitorio
estudiado. En consecuencia, los efectos interfaciales y de bulto son importantes a bajas

velocidades superficiales de liquido.
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Figura 7.3. Efectos de cantidad de movimiento interfacial y de bulto en condiciones
transitorias. (<) Todos los efectos interfaciales y de bulto, (O) sin efectos de tensién
interfacial, (a) sin efectos de esfuerzos de Reynolds y (O) sin efectos de presion

interfacial.
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7.5 Conclusiones

Se desarrollo un cddigo numérico que simula una columna de burbujeo aire-agua, el cual
se basa en el conjunto de ecuaciones macroscopicas de transporte de masa y cantidad de
movimiento con efectos de tensién superficial, ademds de los efectos de masa agregada,
diferencia de presion interfacial y esfuerzos de Reynolds. Este c6digo describe los fendmenos

de flujo burbujeante en una dimensién en régimen de comportamiento estable y transitorio.

El procedimiento de solucién propuesto es numéricamente estable, directo para su
implantacién y rdpido de ejecutar (aproximadamente 10 veces mas lento que tiempo real). El
procedimiento se basa en el método de diferencias finitas en forma implicita aplicando el

concepto de celda donadora.

La validacidn del modelo con datos experimentales y su comparacién con la solucién
analitica, sugiere que la solucién numérica desarrollada es una técnica apropiada para analizar

»

los fenémenos de propagacion y ofrece un medio para validar modelos de flujo en dos fases.

Los resultados numéricos obtenidos de las pruebas transitorias demuestran que los efectos
de tensidn interfacial producen aceleracidén de la onda de vacios, mientras que la consideracién
de los efectos presion interfacial y efectos de los esfuerzos de Reynolds causan la desaceleracidn
de la onda de vacios. También se encontrdé que los efectos de tensién interfacial cobran mayor
importancia (mecanismo predominante) a bajas velocidades superficiales de liquido

(aproximadamente 0.1 m/s) que a altas velocidades (aproximadamente 0.49 m/s).

De acuerdo con los resultados obtenidos, el orden de importancia en los efectos
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interfaciales y de bulto que mds influyen en el comportamiento transitorio de las fases es: (1)
tension superficial, (2) presidn interfacial y (3) relacionado con los efectos de bulto, el esfuerzo

de Reynolds de la fase liquida.

Los efectos de masa agregada contribuyen en forma dramdtica en la estabilidad numérica

del cddigo, y sin este efecto se presentan inestabilidades.
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APENDICE A.
TERMINO FUENTE DE LA CONDICION DE SALTO DE CANTIDAD DE

MOVIMIENTO

En este apéndice se demuestra la siguiente relacidn:

m= 2H,on, (A1)

donde la cantidad vectorial m es el término fuente de cantidad de movimiento, A o €8 la curvatura
media media medida desde la fase gas, o es la tensin superficial y n, es el vector normal

unitario apuntando de la fase gas a la fase liquida. Esta relacidn es vdlida para ¢ = constante.

La notacion empleada en todo el apéndice es bdsicamente la misma que Aris (1962), para
cantidades tensoriales superficiales se usan indices griegos, mientras que para cantidades

tensoriales e‘paciales se usan indices latinos.

Preliminares
Sea x' que representa un sistema de coordenadas generalizadas de un punto en el espacio,

entonces una superficie 5(z) moviéndose tiene la siguiente ecuacién pardmetrica:

s@ r xf=xt(u® 1y, i=123 a=12 (A.2)

donde u” son las coordenadas de superficie y  representa el tiempo. Un vector tangente en

cualquier punto de la superficie estd dado por:

RIEY (A.3)
du®



donde ¢,/ es un vector espacial contravariante €l cual se pude interpretar como un vector de
superficie covariante, este simbolo se conoce como tensor hibrido (Aris,1962). También en

cualquier punto de la superficie existe un vector normal unitario

ni=ni(u 1) (A.4)
La contraccidn o proyeccion de los dos vectores anteriores son:
ntnl=1 tini=0, para toda t (A.5)
Demostracion
Sea ¢ un tensor de esfuerzos superficiales (o, § = 1,2), este mismo tensor en
coordenadas de volumen o espaciales estd definido por:
oV = ¢! té 528 (A.6)
La derivada covariante (se denota por la coma) de este tensor es:
Byl d o i, 6 o @

el cual es un tensor de tercer orden y representa el gradiente de ¢V en la superficie. El tensor
hibrido t&i €s un vector tangente a la superficie y su derivada covariante tai,_f es un vector
normal a ¢ Ii y tzi, siendo este proporcional a n', el cual estd dado por (Aris, 1962):

la segunda forma fundamental de la superficie se relaciona con la razén de cambio de la

superficie en la direccién tangencial, aplicando este resultado en la Ec. (A.7), se obtiene:
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i i J LaB I Jj LaB ij L of )
&y = boyn' 15 6% 41, bgnt 6% w1, g % (A.9)
Para obtener la divergencia superficial, se multiplica esta ecuacién por a75[ 8y (donde a” es
un tensor métrico de superficie y 8; €8 un tensor métrico espacial), se obtiene:

8

Ry k = 478 k 8
@,V(a‘f I3 gkj) =a” by 8kj s ZB nig®® + gv k) 15 bﬁyn P (A.10)

+a75gkjt5t quSB

Para simplificar la ecuacidn anterior, se aplican las siguientes identidades e igualdades:

68 _ k Jj :
Gejly ) =13 m = 0 (B.12)
Entonces la Ec. (A.10), se pude escribir como:
¢>fj a¥® i f 5 8k ) = g8 asg by, nt ¢ + g718 4 a5 to; ¢>i13 (A.13)
El primer término de la ecuacién anterior se puede simplificar de la siguiente forma:
a'yé aéﬁ d)aﬂ - 5‘Y ¢aB
= bygn' ¢aﬁ (A.14)
= [;,B qsaB

donde 35" es la delta de Kronecker en la superficie, la cual toma un valor de 1 s{ v=8y cero

si ¥ # B. El segundo término de la Ec. (A.13) se puede escribir como:

8 i ,af _ oy i ,aB
a¥ 58 ty (b,‘y =g 1, "b,v
(A.15)

_ i ,aB
_[a(b’B
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El gradiente de ¢V en la superficie en términos del gradiente de ¢7 en el espacio, es:

multiplicando esta ecuacién nuevamente por el término a“f‘s[akgkj , se obtiene:

ij ~5 Lk _ vb Kk ij
¢,7 (a s gkj) = a1 Ly 8kj ¢,l

- <gkl - nk nz) 8k qsl’Jl (A.17)

_ (s 1\

= (5 -mn') &
donde a*° es simétrico (= a‘s‘/) y 6j1 es la delta de Kronecker en el espacio, la cual es 1 sf [=/
y cero si /#]. El resultado de la identidad (segunda igualdad de esta ecuacidn) se obtiene del
texto de Aris (1962). Sustituyendo las Ecs. (A.14), (A.15) y (A.17) en la Ec. (A.13):

0] - 1 o), 19

donde
=1, 5 9% + ! ¢fg (A.19)

(12 %) 4

La Ec. (A.19), es una relacién general, considerando en particular el siguiente tensor:

6o _ 4B (A.20)

donde o es la tensién superficial. Sustituyendo la Ec. (A.20) en (A.6) y obteniendo la

diferenciacién covariante en coordenadas espaciales, se obtiene: -

& = (a8 o) =[(g - n'n)) o), (A.21)

A-4



este resultado puede introducirse en el lado derecho de la Ec. (A.18), para obtener:

(5; - n' nj) ¢)sz = 511' “gij - nt nj) UJ,Z -n! n; [(gij -nt nj) UL (A.22)

operando el primer término de la ecuacidn anterior:

e - nini) o], = [(a - nf ) d], (8.2
El segundo término de la Ec. (A.22), se encuentra gque es:
- n' n; [(gij - n' nj) U],l =-n n; (gij -n' nj) o (A.24)

- n! n; gf,j o +n' n; (n' nj),, o
- n' n; (g - n' nt) Ly

1

donde el segundo término es cero porque ¥ es una constante con respecto a la diferenciacién
covariante (Aris, 1962) y el tercer término es cero por tratarse de vectores unitarios ortogonales

(ni n, / = 0). Entonces la Ec. (A.22), después de sustituir las Ecs. (A.23) y (A.24), queda como:

(5j—n1nj)qsl’],=[(g’/—n’nf)aL~nlnj(g’f—n'n/)o’, (A.25)
Sustituyendo este resultado y la Ec. (A.20) en (A.18), se obtiene:
(z; a®B J).B = [(g’f - n' A aL - n! n; (g7 - ni n/) 7, (A.26)
Desarrollando la derivada covariante superficial:
(t; a%f a) = toi,B a®f g + [; a,oéﬁ o+ loi a*f g g
8 (A.27)

- af i I af3 o
byg a® on’ +1 a® o4

donde a*® es una constante con respecto a la diferenciacién covariante (Aris, 1962). La

ecuacion anterior se puede escribir de la siguiente forma:
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I af
[ ast

s ~2Hon' v a¥ g, (A.28)

donde (Aris, 1962):

byga® =2H (A.29)

Finalmente, expandiendo la derivada covariante espacial de la Ec. (A.27), se obtiene:

J ] (A?’O)

{(gij —ninj)o]_j = ~(n5-nj —ninx]:)a -n nj(gij —ninj)a,l

en esta ecuacion »n, ji 7=0 y de acuerdo con Soria (1992) - n,/ = 2H, por lo tanto::

[(g"j - n'nl) crL- =2Hon' -n' n; (g - n'nl) 7 (A-31)

Para e] caso particular en que ¢ es una constante, de las Ecs. (A.28) y (A.31) se obtiene la

siguiente identidad:

(éaﬁﬂ =“Ef—ﬂnﬂob=2ﬂanf . (A32)

)B

donde n* = n, con Hy, o' = ny, con Hy (H, = - Hy).
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APENDICE B.
ECUACIONES PROMEDIO CON EFECTOS DE COMPRESIBILIDAD Y

TRANSPORTE INTERFACIAL

El flujo en dos fases a través de un ducto vertical se describe en la Figura 2.1 del
Capitulo 2 y representa el sistema bajo estudio. El sistema esta constituido por una fase dispersa
y una fase continua, las cuales pueden estar en contacto con la superficie sélida del ducto. El
ducto representa estrictamente la fase sdlida. En este sistema la fase liquida y la fase gaseosa
fluyen dentro del ducto y la fase sdlida es estdtica. El planteamiento del modelo considera
régimen transitorio, efectos de compresibilidad y efectos de transporte interfacial de masa,

cantidad de movimiento y energia con tensidn superficial constante.

B.1 Ecuaciones locales instantdneas

Ecuacién de continuidad para la fase &

= + Vo ekvi) =0 B.1

donde k = [ para la fase liquida y k& = g para la fase gas, p, representa la densidad de la fase

k'y v, es el vector velocidad de la fase .

Ecuacion de cantidad de movimiento para la fase &

a pk Vk
at

V(o) rV D=V - T - g =0 (B.2)

donde [ es el tensor identidad, p, representa la presién de la fase , T, % €s €l tensor de esfuerzos

viscosos de la fase k y g es el vector de aceleracién de la gravedad que actda sobre la fase k.
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Ecuacidn de energia total para la fase &

9 pghy 3 py /1 iy
az +V°(pkhk vk) —W _V'(Tk'vk)+V‘qk _‘qk

—,Okg'vk :O (B3)

donde %, es la entalpia especifica de la fase 4, g”, es el vector flujo de calor por unidad de drea
de la fase k y q™, es el término de generacién de calor por unidad de volumen de la fase k. En
reactores nucleares este término se debe principalmente a la energia generada por radiacion

gamma.

B.2 Cordiciones de salto
Condicidn de salto de masa interfacial

prVy — W)y, t (v, W) =0, en Apg (B.4)

Vi * Rpg = Wi v ng =0 en Apgs (B.5)
donde w, g €8 la velocidad de la interfase /-g, A g €5 la regidn interrfacial (Figura 2.2 del Capitulo
2), Ay es la regin interfacial ocupada entre la fase k y la pared sdlida s del ducto, n, es el
vector normal unitario dirigido de la fase / a la fase g, el cual tiene la propiedz;d Ry, = - Ry,
y ny, ¢s el vector normal unitario dirigido de la fase k a la pared del ducto 5. La Ec. (B.5)
establece la condicién de frontera de adherencia o también conocida como condicién de no
deslizamiento en la interfase k-s. La condicidn de salto de masa [Ec.(B.4)] no considera efectos

de acumulacidén en la regién interfacial.

Condicidn de salto de cantidad de movimiento interfacial -

[plvl(vl—wlg)*’plgI-Tlg]'nlg'*'[pgvg(vg—wlg)+pg[I“Tgl] ‘ngl:m , €n Alg (B6)
donde m es la fuerza debido a la tensién superficial, la cual estd definida por la Ec. (2.7a).
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Condicidn de salto de energia total

D /"
hy - ‘f}("l T W)ty TPl Ty -v,} g

B.7)

Pa N _
TP [hg B ‘;)i}(vg " W) Y4 Pl - Ty 'vgJ Mg =e, en A
g

donde ¢ es el término fuente de energfa de superficie debido a la tensién superficial (trabajo

realizado por la tensién superficial), el cual estd dado por (Ishii, 1975):
€ = (tf a® g - w,g),e = -2H,on, - Wy (B.8)
La solucién también requiere condiciones de frontera y condiciones iniciales:
C.F. o =f 0, en Ape 3.9
C.I o = 8 (%), en t=0 (B.10)
donde 4, representa las dreas de entrada y salida de la fase k asociadas con la region de estudio

(Figura 2.1), x es el vector de posicién, ¢ la variable temporal y ¢, Teperesenta a las variables

dependientes (p, v, p y #) de cada una de las fases.

La ecuacién de estado es la siguiente:

Pk =pk(hk’pk) (B.11)

B.3 Teoremas promedio para un sistema de M fases
Los teoremas presentados en el Capitulo 2 [Ecs. (2.17)-(2.20)] para un sistema de M

fases, estdn dados por:

<fa‘_l’[£> A 2 <} J Vi Wy © Mgy dA (B.12)

at m=itezm ¥ 40
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m=M

1

(Vi) =7K Ye) t E - J Vi Mo dA (B.13)
m=1k=m) A (O
aek m=M 1
! m=1(k#m) A ®
m=M 1

Ve, = - Y J n,, dA (B.15)

m=1(k#m) o

donde w,,, es la velocidad en la interfase k-m, n,, es el vector normal unitario en la interfaz
apuntando de la fase k a la fase m y ¥, es cualquier cantidad asociada con la fase &. Si , es una

constante igual a 1 en la Ec. (2.13), se obtiene:

14
<1>=.VI_J 1dV=k_‘£t)=ak (B.16)
1)

El resultado anterior indica que el promedio de una constante es igual a la fraccién de vacios

de la fase & multiplicada por esa constante.

El caso en estudio se considera que la fase liquida (7} y la fase gaseosa (g:) contenidas en
el volumen promedio pueden estar en contacto con la pared del ducto (s). Las dreas interfaciales
contenidas en el volumen promedio son el drea interfacial ocupada entre la fase gaseosa y la fase
liquida 4, y el 4rea interfacial ocupada entre la fase k y la pared del ducto 4. Para este caso,

la Ec. (B.12) para la fase liquida estd dada por:

oy 9 ¥y 1 1
Ap(®) 10 :

Aplicando la condicién de frontera dada por la Ec. (B.5), este resultado se simplifica:

9y 9 < ¥y 1
<a:l>= afl v Vi Wi+ nyp dA (B.18)
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En forma similar para la fase gaseosa, se obtiene:

8¢g> 3,y 1
< - -0 oy wy oy da ®.19)
at at 1% A}[@

Las propiedades de estas dos ecuaciones son: Wy, = Wg, 4), = Ay ¥y, = - n,,. Entonces,

para los propdsitos del sistema en estudio es conveniente expresar la Ec. (B.18) como:

e\ _ 9 1 . .
< at > Y, v AJ({) Vi Wion * Tiom 44 kxm  (B.20)

donde k=! para m=g y k=g para m=/. En forma similar las Ecs. (B.13)-(B.15):

1 1
<V¢k> =V <{ Vi) + A J YNy, d4 + A J Ypny dA k#m (B.21)
A (® Ak®
ask 1
ke 2 J Wi * R dA k#=m (B.22)
at 14
Aien(®
- Ve, = _;_ I n,,dA + Vi J n, dAa ; k#m (B.23)
A A ®

B.4 Ecuacion de masa promedio instantdnea

Aplicando el operador promedio en la ecuacién de balance de masa local instantdnea,

() - i =0 B2

Introduciendo los teoremas [Ecs. (B.20) y (B.21) en la ecuacién anterior se obtiene:

3oy 3 € ppy 1 =z ,
<az>_ ir v j Pk Wign * Riom @4 (B.25)
Apn(D

1
CVpevi) =V - o) 7 J PiVi* Mim 44 *—;— J PrVi My 44 (B.26)
A (D) A (®



La Ec. (B.26) se simplifica al considerar la condicién de frontera dada por la Ec. (B.5):

1

Veord =V Lo + o | i gy d4 (B.27)

A ,rg(f)

Sustituyendo las Ecs. (B.25) y (B.27) en la Ec. (B.24) se obtiene:

d <pk>
at

1

Vo) v VA J Pk (Vk = Wim) * Py dA =0 (B.28)

A (D)

El término de la integral representa la transferencia de flujo mdsico interfacial por unidad de
volumen para el caso en que la fase / se evapora. Debido a que la componente normal de la
velocidad interfacial Wi, €8 mayor que la componente normal de velocidad de la fase local en
la interfase v;, entonces dicho término es una cantidad negativa, y de acuerdo con la condicién

de salto de masa dada por la Ec. (B.4), se puede observar que:

1 1
v J P (Vi = Wig) - Mg dA = - v J e (Vg = Wig) * mg dA (B.29)

v
La transferencia de masa se lleva a cabo en la interfaz entre las fases fluidas y se presenta

debido al desequilibrio termodindmico entre las fases. Esta ecuacién algunos autores denotan por

Iy =- I‘g y su magnitud se determina a través de una relacién de cerradura.

Una de las variables criticas a determinar como funcién del espacio y tiempo es la
fraccidn de vacios ¢, de la fase &, debido a su importancia en la prediccién de los procesos de
retroalimentacién nuclear-termohidrdulicos, los cuales son gobernados por las condiciones que
imperan en el refrigerante-moderador. Por consiguiente, es conveniente representar la Ec. (B.28)

en términos de g, esto se logra aplicando la definicién:

(vi> =g (¥ (B.30)
Copvey = (v (B.31)
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Sustituyendo estas dos expresiones en la Ec. (B.28), se obtiene:

1

55k</3k>k
T ar v

20w o)

J Pi (Vk = Wigm) * Mgm 44 = 0 (B.32)
Apn(®)

Para el planteamiento propuesto es cnveniente obtener variables de productos entre promedios
mds que el promedio de productos entre variables locales instantdneas. Esto se logra
introduciendo las desviaciones espaciales de las variables locales instantdneas (Gray, 1975). Las
variables entre desviaciones espaciales tienen caracteristicas importantes asociadas con su
longitud caracteristica que permiten realizar simplificaciones de las ecuaciones promedio, las

cuales estdn en términos de variables promedio y de las desviaciones espaciales (Ochoa, 1995).

n

vk +w, (B.33)

<Pk>k + Dy (B.34)

Vi

i}

Pk

El producto de estas variables origina el siguiente resultado:

o v = (CodE+ 5)[{md* + 7))

(B.35)
= (o v+ 5 (v B e Lo Ko + By
En este punto se promedia la ecuacidn anterior y se obtiene:
Copvid k= (o (v  + (o (B.36)
donde
Lo vy B E = (o * (o k (B.37)
SRRSO LERE LRSI (B.38)
ok = () o d* =0 (B.39)

Se puede observar en este grupo de ecuaciones que el promedio de una cantidad promedio es
igual a la cantidad promedio y es vdlido cuando se satisface la restriccién de escala de longitud

(Ec. (2.1)]. El resultado dado por las Ecs. (B.38) y (B.39) es una consecuencia inmediata de
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promediar las Ecs. (B.33) y (B.34), donde el promedio intrinseco de las desviaciones espaciales
es cero si la variable local instantdnea presenta un buen comportamiento; no ocurre lo mismo
para el promedio fase de las desviciones espaciales que producen términos de dispersién cuando

la variable local instantdnea es uniforme (Gray, 1975).

Finalmente, sustituyendo la Ec. (B.35) en la Ec. (B.32) se obtiene la ecuacidn de
conservacién de masa promedio en volumen instantdnea en términos de la fraccién volumen,

variables promedio y de las desviaciones espaciales para la fase k.

33k < pk>k

¢ i V.(gk < pk>k <vk>k> ¥ V'<3k <5k17k>k)

(B.40)
1
= - V j pk<vk - wk?ﬂ) 'nkm dA
Alg(’)

Esta ecuacién considera efectos de acumulacion, convectivos, dispersivos y de transferencia de

masa interfacial. Este resultado fue obtenido previamente por Gray y O’Neill (1976).

B.5 Ecuacion de cantidad de movimiento promedio instanténea
Nuevamente aplicando el operador promedio en la ecuacién de cantidad de movimiento

local instantdnea dada por la Ec. (B.2):

ad
< pakak> + AV (ovev) + KVp = KV - T = opgy? =0 (B.41)

Al introducir los teoremas promedio en espacio y tiempo [Ecs. (B.20) y (B.21)] se obtiene:

doVy d < kak> 1
= - . dA 42
< ED > at v j PkVicWian * Flem (B-42)

Apm®
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1

(V- (oevievi)? =V - Copveved A f PEVEVk * Mign 44 (B.43)

A, (D

1 1
(Vp) =V <Pk>+7 f Pi My dA + - J Pi Ny A4 (B.44)
A A (®
1 1
(VT =V v o | nbn'deA+7J ngs T dd  (B.45)
A A (0
¢ Pr gk> = < Pk> 8k (B.46)

El resultado de la Ec. (B.43) se obtiene al aplicar la condicién de adherencia dada por la Ec.
(B.5), que establece que no existe deslizamiento de las fases con la pared del ducto, es decir:

1
va f PKVEVE * My 44 = 0 (B.47)
Aks(t)

Es interesante observar que en la Ec. (B.44) aparecen 3 términos de presion en forma natural
al aplicar el método de volumen promedio. Estos términos estdn relacionados con el gradiente
de la presién en la fase £, la presién en la regidn interfacial &-m y la presié;l en la regién
interfacial k-s. Lo mismo se puede observar en la Ec. (B.45), donde el proceso de promediar
da lugar a tres términos viscosos, uno ellos es el gradiente de los esfuerzos viscosos fluido-fluido
en la fase k, el segundo término son los esfuerzos viscosos en la regién interfacial k-m y el
tercer término son los esfuerzos viscosos en la regién interfacial &-s. Para flujo turbulento en
dos fases, los esfuerzos viscosos en las fases normalmente son pequefios y frecuentemente no
se consideran. En este trabajo si se consideraran para obtener un conjunto de ecuaciones
promedio con el minimo de restricciones posibles. En este punto, podemos decir que todos estos

términos estdn relacionados con el comportamiento fisico del proceso de flujo en dos fases.
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Se puede demostrar que para un flujo Newtoniano y compresible, la divergencia del

promedio del tensor de esfuerzos viscosos [primer término de la Ec. (B.45)], estd dado por:

Vv - <Tk> =#kvz<vk> +%P’kv(v' <vk>)

( T
A A (®
1 - ,  (B.48)
ARNE- j ng vy da| +u V- | = J n, v, dA
A (D A
S 2.Vl L [ M vl dA
3 v
A @

y los términos de las integrales estdn dados por:

Apn® A D
= Uy Vi J R+ Vv dA |+ py Vi J nkm-\?vadA
Ars(D Am® ) (B49)
+ }Lk -‘—i—- J nk,n N Vvk dA + [J.k Ti—— J nks . Vva dA
A Aps@
2 1 2 1
- i‘uk T/——— J ﬂ]on . (V . Vk)I dA | - 3 3% 7— J nk‘Y . (V . Vk)I dA
A A

Con estas dos iltimas ecuaciones se puede observar que el promedio del término viscoso para
un flujo Newtoniano y compresible da origen a catorce (14) términos viscosos para cada una de

las fases. Estas ecuaciones se pueden simplificar realizando un andlisis de orden de magnitud.

En este punto se sustituyen las Ecs. (B.42)-(B.46) en la Ec. (B.41):
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M+V~<pkvkvk> +V<pk> -V <Tk> - <Pk>gk

ot
1 1 g dd
Ay () A A ()
+ _‘i__ J n]on . Tk dA + _.1_. J nk.S‘ . Tk dA
Ap (0 A ()

Para obtener la ecuacidn anterior en términos de &, se aplican las siguientes definiciones:

Copd =g S ® (B.51)
vy =g vk (B.52)
(o> =ep* (B.53)
Copviy =g Copvd® (B.54)
Copvivey =& v (B.55)

De acuerdo con Whitaker (1986), la presién promedio de fase intrinseca corresponde a una valor
mds realista del valor de la presién medida o del valor de la presién impuesto como condicién

de frontera. Aplicando las Ecs. (B.30) y (B.31) en las Ecs. (B.54) y (B.55):
Copvid =g o) F v E + g (Bped * (B.56)

<kakvk> =& <pk>k < Vk>k <Vk>k t & <5k‘7k>k < Vk>k

+ & <Vk>k <5k“"k>k * & <Pk>k < Vk7k>k t g <5ki"k‘7k>k

B.57)

Sustituyendo las Ecs. (B.51)-(B.53), (B.56) y (B.57) en (B.50), se obtiene:
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%(ak Cod v + v - (e Cod v (¥ + (e oot
-V -(£k<Tk>k)— g (o ¥ + -:—t( k <5k‘~’k>k)

+ v ‘(Sk <5kﬁk>k<vk>k) + V-(ak<vk>k <5k7k>k)

o oL (B.58)
+ V. (8k <Pk>k € Vka>k) + V. (Sk <kakvk>k)
o1 1
- 7 J' kak<vk - Wkrn) . nbn dA- —I—/— J pk nan dA
A A
-1 n, da + L ST, dA + T, dA
v J P P v J 1o k v J N s k
Ak_;(f) Akm(f) Aks(r)

En este trabajo para presién local instantinea se aplica la descomposicién espacial
propuesta por Banerjee y Chan (1980), Ecs. (2.45) y (2.46). Esta descomposicidn también fue
aplicada por Lahey y Drew (1988) para la obtencidn de las ecuaciones de conservacién promedio

€n volumen y tiempo.

Sustituyendo la Ec. (B.2.45) en las primeras integrales del lado derecho de la Ec. (B.58):

Ti_ J Pk”kmdA’L';-— J Dy dA = VL J n,,dA +Vi j n, dA {pr*”
Apn® ) Appn® A®
+ V_l J ngdA| CAp.Y + _;_ J ndA| CApyD
A A (D
1 _ 1 _
+_‘_/_ J pbnnbndA +_V_ J Pks”ksdA
Ajen(® Al o (B.59)

Los términos promedios actiian como constantes en la integral sobre el drea interfacial: la suma
de las integrales que aparecen en el primer término del lado derecho de esta ecuacidn,

representan el gradiente de la fraccién de vacfos [Ec. (B.23)], entonces:
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1
i J Pk”krndA+T, J pkndeA=—<pk>kVak+

1
_I-/_' nkm dA < A pkm >
Akm([) Ak:(t) Akyn(t)

(B.60)

1 _ 1 -
* %, J nidA| CApy) v J PkmﬂkmdA*T, J Pis Nys A4
A (D A A D

Sustituyendo este resultado en la Ec. (B.58):

%(81\5 € Pk>k <Vk>k)+v ‘ (Ek <Pk>k € Vk>k <vk>k>+8kv <pk>k

d - - -
-V '(81{ < Tk>k)’8k <pk>kgk+b-[<5k <kak>k)+v * (Ek <kak>k < Vk>k)
+ Ve (g v () K Ve (g Cod K Cmem ) ) + 7 - (g CBy 79> *)

k k PrVk kN Pk kVk kNPrVYeVg
.61)
1 B
=‘-;— J ViV = Wiom) * P 4~ | 5 J R @A | AP
Apm® Apn(D)
1 _ 1 ~
A (D Ap (0 A (@
Abn(t) Aks([)
donde

akV<Pk>k=V(8k<Pk>k) - <Pk>kV3k (B.62)

La primera integral del lado izquierdo de la ecuacién anterior representa el intercambio de

cantidad de movimiento interfacial debido a la transferencia de masa interfacial.

B.6 Ecuacion de energia total promedio instanténea

Aplicando el operador promedio en la ecuacién de balance de energfa total local
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instantdnea dada por la Ec. (B.3):

Opihy 0Dy
(T ) = <7 b0y = () - <V (T (8.63)
/" 7%
+ <V-qk > - <Qk > - <Pkgk""k> =0
Aplicando los teoremas promedio en espacio y tiempo, dados por las Ecs. (B.20) y (B.21)

respectivamente, para cada uno de los términos de la ecuacién anterior se obtiene:

doxhy 0  oehi) 1
A @
1
(V- (pkhkvk)> =V . <pkhkvk> + A J pphgvy © Ny, dA (B.65)
Aen(®
ope\ _ 0< P> 1
< ER: > T T v J P Wign * Mion 44 (B.66)
A
V(T v ) =V (Tpovy) + 71 J R * (T vy) dA (B.67)
A, (D
/" H" 1 /! 1 /"
(Vg =V~ <‘1k>+7 J Nim * i dA+7 J Ny 4 44 (B.68)
A (9) A0 )
Cop 8 vir =8k vy (B.69)

El resultado de las Ecs. (B.65) y (B.67) se obtiene de la condicién de no deslizamiento [Ec.

(B.5)] entre las fases fluidas y la pared del ducto, entonces los siguientes términos son nulos:

1
= J ppheve s Ry dA = 0 (B.70)
A D)
Ti— J R = (T~ vy) dd =0 (B.71)
A0

El término ( p,h, ) de la Ec. (B.64), se puede escribir como:

<thk> =& <Pk>k <hk>k T & < 5k5k>k (B.72)

Al sustir en la Ec. (B.64) se obtiene el siguiente resultado:
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ap h a I 7 1
< £ k>=—(5k { Pk>k € hk>k)+i(t‘3k € thk>x)'— J PrhWion * R @A (B.73)

at ar ar VA 0
fom

Para la Ec. (B.65) procedemos de la misma forma que en la ecuacién anterior:

(Vo (ophv)y =V« (e Copd F X Xy ¥) + 7 (e Caeled © (v d )

£ Ve (g KR ¥ (B F) + Ve e Cod * CRw ) ¥) (B.74)
+V-(ek<,5kﬁk17k>k) +71— pihyvy + ny, dA4
Akm(t)
donde
<thkvk> =& <Pk>k <hk>k ( Vk>k+5k <5k};k>k € Vk>k (B.75)

+ g hk>k € 5kgk>k t &y <Pk>k € ﬁki’-k>k + & < 5kﬁkﬁk>k
El primer término de la Ec. (B.66), se puede expresar en términos de promedio intrinseco:

k
3 < pry -, 3 { o> . <pk>k_3j/f (B.76)
ot at dat

También para la integral sobre el drea interfacial que aparece en la Ec. (B.65), se aplica la

definicidn de las desviaciones espaciales dada por la Ec. (2.45):

1 1
v j Pk Wi * Mpm dA = v J Wim * Moy 44 ((Pk>k+<APkm>)
A0 A () B.77)
+ L f PimWim * Mim 44
1%
Apn(D)

La ecuacidn anterior se puede simplificar aplicando el lema dado por la Ec. (B.22):

1 - k 08, 1 _
&% J PiWim® ”kmdA‘(<Pk> + <Apkm>)-$+—‘; J PimWim® Mimd4 (B.78)

A Apn (D

Sustituyendo las Ecs. (B.76) y (B.78) en la Ec. (B.66), se obtiene:
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<6pk>=8k8<pk>k_ (A O _ 1

N ar P E; %

ApnD

El primer término de la Ec. (B.67) también se puede descomponer:

<Tk-vk> =ek<Tk>k. <vk>k+£k<f‘k-17k>k

Al aplicar el operador gradiente en la ecuacidn anterior se obtiene:
Ve Ty = V(e (T % - (v ) + Ve e < Ty 9,0 %)

Sustituyendo esta ecuacién en la Ec. (B.67), se obtiene:

(V- (T =V (5 CTF (k) + Vo (T 70 %)

+-Y/l— J nk,n‘(Tk'vk)dA
A (0

La Ec. (B.69) se puede expresar de la siguiente forma:

<Pkgk'Vk> =8 <Pk>k<vk>k+gk' <,5k‘7k>k

- T = J’ Pign Wign" Tiom 44

(B.79)

(B.80)

(B.81)

(B.82)

(B.83)

Sustituyendo las Ecs. (B.68), (B.73), (B.75), (B.79), (B.81) y (B.83) en la Ec. (B.63):

%(gk<pk>k Cney ) e 2o (ki) ¥ o7 - fee Coed F Cmd* (o) 9

7 ee (i) © v ) [ (i F o) ) 47 e Cod F KR

- r o a < pp>* oy
+V'(8k <pkhkvk>k)_£k'_""‘__a[k -+ <Apkm _—a—[

Vg (T <vk>k)—v-(ek<fk-ﬁk>")+v (e i D¥)

& (q,ﬁ >k"gk' <Pk>k <Vk>k'gk' <5k‘7k>k

1 1 _
=T oh(Ve = Wign) * Rign A =~ — j PionWim* M dA
A A ®
1 1 1 1 1
+7 I nkn,'(Tk'vk)dA——V—- J nkm‘qk dA_V J nks’qk dA
A Apn(® A (D
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donde

<Q§C/ > Eg <Q;(/ >k (B.85)

Call' Y =6, (gl DF (B.86)

It

B.7 Simplificacién de las ecuaciones de conservacion promedio

Una fuerte simplificacién de las ecuaciones de conservacion promedio derivadas en las

secciones anteriores y definidas por las Ecs. (B.40), (B.61) y (B.84), se puede realizar si los

gradientes de presion no son muy grandes. Cuando esto ocurre los gradientes de densidad a nivel

microscépico son muy pequeflos en comparacion con los gradientes de velocidad. Entonces todos

los términos que contienen desviaciones espaciales de la densidad alrededor de su valor

promedio, se pueden despreciar:

Ecuacidn promedio de conservacién de masa:

g o ¥ -
.._.k__a_t_]f__ + V'(8k<pk>k < Vk>k) = - Vl_ J pk<vk—wkm) 'nbn dA (B.87)
Azg(’)

Ecuacién promedio de conservacién de movimiento:

e Coed et V(o Cod * (v (v H) v a7 (b

-v -(ak { Tk>k) - & <pk>kgk + V'(Ek <Pk>k<‘7k"’k>k)

1 1

= - V f pkvk(vk - Wlon) 4 ﬂbn dA - V— J n/qndA <Ap]on>
Akm(t) Akm(l) (B88)

.. dA| < > L s -1 g '

Ak_y(f) Alcm(t) Ah(t)

+ 1 n . T dA + 1 . T dA
v | mec Tedd g [ T
Apn(® A (0
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Ecuacion promedio de conservacidn de energia total:

e Cod* > k) + Loy CaRd*) + V- (o Copd > * (o))

de,

k
a <pk> " < pkn Sk
t SENFP

+V'(8k<0k>k<ﬁk‘7k>k) T &

=V (e < T - (v ‘V'(€k<Tk"7k>k)

(B.89)
i 1
+V-(gk<qk>k)—ek<qk >k"gk'<.0k>k<vk>k
1 1 -
= o J pkhk(Vk - ka) © ny,, dA - VA J PionWion® Min 44
Apn® Ain(®)
1 1 " 1 1
+7J nkm-(Tk'vk)a’A—T/_J R * 4y dA—Vf Ny~ g, dA
A A A

B.8 Condiciones de salto promedio instantdneas

En el proceso de promediar las ecuaciones locales instantineas se obtienen las
contribuciones debido al transporte interfacial de masa, cantidad de movimiento y energia. Estas
contribuciones aparecen en el lado derecho de las Ecs. (B.87)-(B.89). El prc;medio de las
condiciones de salto locales instantdneas de masa, cantidad de movimiento y energia dadas por
las Ecs. (B.4), (B.6) y (B.8), permiten el acoplamiento de las ecuaciones promedio y su

interaccién es a través de las contribuciones interfaciales.

La condicién de salto de masa interfacial promedio instantdnea estd dada por la Ec.
(B.29) y acopla a las ecuaciones promedio de masa representada por la Ec. (B.87). Debido a que
esta condicidn de salto no considera efectos de acumulacién, en un proceso de condensacién de
la fase gaseosa, serd una ganancia total en masa para la fase liquida. Esto serfa un ejemplo de

acoplamiento con interaccion interfacial de transferencia de masa. Un proceso similar se puede
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observar con las ecuaciones promedio transferencia de cantidad de movimiento y energia. Para

ello, a continuacidn se presentan las condiciones de salto promedio.

Ecuacion de salto de cantidad de movimiento promedio:

1 1 _ 1
—7‘ J plvl(vl"wlg)‘nlgdA—7 J plg nlgdA+T/— f nlg ¢ TldA
Ay(®) A® )

1 _ 1
- J pgvg(vg—w,gyng,dA-T/l_ J Pyngdd+— J ny -« T,d4 (B.90)

Alg(t> A[g(f) Alg(t)

1 1 ~
=“(<P1>1g'<Pg>zg‘2<Hg>g10) A J ng dA +7 J 2Hyong dA
AL®) AL
Ecuacidn de salto de energia total promedio:

-1 h(v, - w;) - n,6dAd - 1 D1, Wi, N, dA

v J' P l( [ lg) lg v J plg lg lg

A @) AL ®

AL® A®
1 ~
J pg s(Ve ~Wig) © mg dA - o J DorWig gy dd (B.91)
1 1 1
+7J (T, - v)dA—_V._J ng g, da
Azg(f) Azg(f)

de 1 -
== (P2~ PPy -2 (Hg) g0) atg + J 2H 0w, - ny dA

En estas dos ecuaciones se aplicaron las desviaciones espaciales de la presién [Ec. (2.47)].
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APENDICE C
CALCULO DE Zy, Z, ¥ 23
Para el cdlculo de los diferentes términos de las integrales sobre el drea interfacial que aparecen
en la Ec. (3.24), se aplican los teoremas de promedio espacial y transporte (Slattery, 1967 y

Whitaker, 1967), Ecs. (2.17)-(2.20). Estas ecuaciones para k¥ = /, toman la siguiente forma:

3¢1> d <1/’1> 1
< = to— 11(’1wlg : nlg d4 (C.1)
a1 a1t 1% A{Jg@

1
(Vg =9 e+ — j Yy n, d4 (C.2)
A[g(t)
581 1
= =5 | g wigda (C.3)
ot v
A0
I
Ve = - va J n,dA (C.4)
Alg(f)
Cdlculo de ¥ ;. Este término estd dado por:
— 1 d ag\!
%“—J [—¢"<—¢>}ﬂzgdf1 (C.5)
Vv t t
A[g(f)
Aplicando la Ec. (C.4), se obtiene:
- -1 do ] ad\!
1T Ty J WnlgdA <—3—;> Ve, (C.6)

A0
Como se puede observar, la cantidad promedio actia como una constante en la integral sobre
el drea interfacial, debido a la restriccién de escalas de longitud del volumen promedio.
Aplicando el teorema del promedio espacial, definido por la Ec. (C.2), para ¥, = d¢/dt, se

obtiene:
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81< —a—fy} (C.7)

_ do\! do \! do\!
= \V e -gV{ = - —\V
8’< ar> & < a:> < 8z> &

donde { ¥, ) = & { ¢, ) . Sustituyendo este resultado en la Ec.(C.6), se obtiene:

7 = - s,<v%?>’ . e,v< %‘1;>’ (C.8)

Para el primer término, se aplica el teorema dado por la Ec. (C.1), para y; = Vé:

dt a

;
51<V%> =i<31<‘7¢>1)‘ 1 J Vow, - ndd (C.9)
A[g(f)

Sustituyendo la ecuacidn anterior en la Ec. (C.8) se obtiene que:

!
Z :"5(3—[(81<V¢>1)+31‘7<%i:> +VL J Vow, - ndd (C.10)
A,g(t)

Nuevamente se aplica este teorema para y; = ¢:

ap\! _ 9 ] 1
81<_8—t_> ) E(El<¢> ) B J ¢ Wig 1y dA (C.11)
A

El término dentro de la integral de la ecuacién anterior se puede descomponer aplicando
desviaciones espaciales (Gray, 1975), definidas por:

6= (o)l v C.12)
Sustituyendo ¢ en el término de la integral de la Ec. (C.11) se obtiene que:

1 1 - 1 -
v ¢W1g°”lgdA’7f¢wlg'”1gdA+7j <‘i’>1w1<§'°”lgdA
Alg(’) Alg(t) Alg(f) (C. 13)
1 - 1881
—Vj¢w,g-n,gdA+<¢>_a_t_

Alg(®)

C-2



en virtud de aplicar también la Ec. (C.3). Sustituyendo este resultado en la Ec. (C.11):

do\! _ale>! 1 | ; ‘
<6_t> o1 gV J ¢ Wi+ My A4 (C.14)

Aplicando directamente este resultado en la Ec.(C.10), se obtiene que:

Ix]

1< %(51< V¢>>l) + 8158—[<V Codt)

1 - 1 (C.15)
- gV — j ¢>w,g . n,gdA} + - J Vqulg . nlgdA

KAPHIO A

Para determinar la expresion que aparece dentro del segundo término de la ecuacién anterior,

se aplica el teorema del promedio espacial [Ec.(C.2)] para v, = ¢:

V<o) = (vl - L [ dny da (.16
Y a0
donde
1 - 1 1 !
A(® Ap(® A -
A7)
1

T J ¢ ny, da + (d)'ve
A[g(t)

Sustituyendo la Ec. (C.16) en (C.15) finalmente se obtiene la Ec. (3.25), es decir:

de P 1 -
2= - (Vodl g O Lo J n,, dA
1 NE dt Y gv o ¢ ng

N (C.18)

S R A®

Célculo de . Este término estd dado por:

g =t [ (1ve - (196 12))n,a C.19
B =gy | Uvel® -(1ve 2) ), (C.19)

A zg(’)

Aplicando Ia Ec. (C.4):
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—_ 1 2 1 . 12 \!
=2 T 5y J ]V¢lan,gdA+3<[V¢[7> Ve (C.20)
AL -
lg
Para el término de la integral, se aplica el teorema dado por la Ec. (C.2) para ¢, = | V¢ | %
1 ! l
7 | 198 mgda = (v 71?) -Vl (1ve?)))  cay
Azg(t)
Sustituyendo en la Ec. (C.20):
— i g !
z = 5 (VIvel?) *5V(< ve12)!) (C.22)

La consideracién de movimiento irrotacional del fluido permite aplicar la identidad vectorial:

V|Ve|2 =2V (Ve Ve) (C.23)
donde (V¢ V) es un producto vectorial (didda). Sustituyendo en la Ec. (C.22):
e
Ez=81<V-(V¢V¢)> ~7’v(( ve 7o) (C.24)

Aplicando nuevamente el teorema dado por la Ec. (C.2) para ¢, = (V¢ V), se obtiene:

1

81<V'(V¢V¢)>l -v - (e vevs)') +— J (Vo Ve) - n, da  (C.25)

Sustituyendo este resultado en la Ec. (C.24):

1

&
2, = V(e veve)') - §IV<V¢ Ve )+ = J (Vo Ve) - ny, dA (C.26)

A[g(t)
Aplicando nuevamente el teorema dado por la Ec. (C.2) para descomponer el segundo término

de la ecuacidn anterior y con ¥, = ¢ V4, se obtiene:

+ !

g(ve-ve) =v.(g(0ovs)) - | (V) n aa (€.27)

Alg(t)

donde Vo « Vo = V « (¢V) - $V2d = V - ($V$), con V¢ = 0. Sustituyendo en la Ec. (C.26)
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finalmente se obtiene la Ec. (3.26), es decir:

2, =V - (g(veve)) T/l“ J (V$ V) - ny, dA
0 (C.28)
& 1 RV 1 ‘
- v Ev.@xov@>)+qv | (670) - ny da

A lg(f)

Cdlculo de la Ec. (3.29). Sustituyendo las Ecs. (C.18)-(C.28) [Ecs. (3.25) y (3.26)] y las Ecs.

(3.27) y (3.28) en la Ec. (3.24), se obtiene la siguiente simplificacién:

o [ (o= oY) mgan = o3t S v ()]

o,V
P40 (C.29)
d 1 yt 1 i
- g on,dA |-V | — ¢ w,, - n,dAl + E
dr | gV J £ 2 g TR 3
{ a0 K AL«)
donde:
A :;‘,V'(81<¢v1>)+ v J GWyp+ nyy dA (C.30)
Azg(f)

Cdlculo de Z ;. Expresando la ecuacién anterior en funcidn de las desviaciones espaciales del

potencial de velocidad, Ec. (C.12), se obtiene que:

23=ﬁv[équ<¢y<my)+équ<$ﬁy)
(C.31)

<¢,>l dg 1 -

+ + . dA
g  dt gV J OWig " Mg

donde

V'(81 <¢>Vk>1) = V'(81 (or! <v1)1) +V‘-(a, <$ﬁl>l) (C.32)




la Ec. (C.33) se obtiene al aplicar la Ec. (C.3). Para simplificar la Ec. (C.31) se usa la ecuacién

de conservacion de masa dada por la Ec. (2.25) para k=1, es decir:

381

- -V (e <vpdt) (C.34)

Sustituyendo en la Ec. (C.31), se obtiene:

— _ &
ﬁ:3=——v
2

EEINE <v1>l+_1V-(al<<Ei51>l)+ lV J &)vlg-nlgdA (C.35)
g g 40

Sustituyendo la Ec. (C.16) en la ecuacidén anterior finalmente se obtiene:
= ! 1, € 1 o\

€
(C.36)

i 1 <
S dA
% gV J "
Azg(f)

& ~
81 Alg(t)

Sustituyendo esta expresién en la Ec. (C.29) se obtiene finalmente la Ec. (3.29).
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APENDICE D

CALCULO NUMERICO DE INTEGRALES MULTIPLES

La técnica numérica que a continuacién se presenta resuelve la integral doble del tipo:
j j f&x, y)dedy O.1)
R
donde R es el dominio de integracién: R{(x,y) |a < x < b, ¢c <y < d| }. Primero se usa

la regla compuesta de Sipmson para evaluar:

d
jﬂnwa@ (D.2)

El tamafio de paso para el dominio de integracién de y se define como:

Ay = d-c ».3)
2m

donde m es un nimero entero y se utiliza para determinar el tamafo de paso. Los incrementos

en el dominio de integracion en y estdn definidos por:

y; =c +jAy para cada j=0,1,..2m (D.4)

El resultado de aproximar la integral por el método compuesto de Simpson dada por la Ec. (D.2)
corresponde a 1a Ec. (4.48) de Burden y Faires (1985). Con este resultado se aplica nuevamente
la regla compuesta de Simpson para el dominio x consideranado ahora y constante. El tamaiio

de paso y los incrementos se definen como:

ax=b-¢ (D.5)

2n
c +iAx para cada 0, 1,.....2n (D.6)

]

i

X
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donde n también es un mumero entero. El resultado de la doble integral aplicando dos veces la
regla compuesta de Simpson es (Burden y Faires, Cap. 4, 1985):

n -1

J J f&, yydedy = AXAy Axq, Yo) *2Ef(x2x’}’o) +4Zﬂx21-1,)’0)

R 1 =1

m -1 m-=-1n-1

R Y + 2 fag, d) 4 Y Y fxy, ¥a))

j=1 j=1i=1

m-1 n m -1
+8E Zﬂsz-l’y21)+2Eﬂx2n’y2])+4Zﬂxo,}’7j-1)
j=1i=1 j=1 (D.7)
m n -1
+ 83 Eﬂx2z’y21‘1)+162 ZﬂXZI—I’yZ_]—l)
Jj=1li=1 j=1i=1
n-1
+ 42 TG, Y2 - D &g, Vo) + 2 Z JCos Yo
j=1 i=1
n
4N o -5 Vo) * R, Yam)
i=1
donde el error £ de la aproximacidn estd dado por:
_d_ b_ 64 34
R . e Lk R AR @8

Las Ecs. (D.3)-(D.7) se programd directamente en una computadora personal en lenguaje

Fortrdn de Microsoft.

El problema a resolver es la siguiente integral doble:

2T x

3
(o)t = _VZ{ i l; {_1 r8, o* + & r(s, qo)} cosf senfdfdy (D-9)
) 4 2
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Para aplicar la regla compusta de Simpson dada por la Ec. (D.7) se hacen las siguientes

asignaciones:

3 .10
A8, o) = li%r(@, o + Sr(s, go):' cosf senf (-10)
ap=r-9 . 7 (D.11)
2n 2n
Ap =270 _ 7 (D.12)
2m m
6, =c +iA0 para cada i=0,1,..2n (D.13)
g =C*jhy para cada j=0,1,..2m (D.14)
En la Ec. (D.10) el término r(f, ¢) estd definido por:
15
r@, ¢ = - [g(<p)sen9 + lcose] + \/[g(ga)senB + lcose]2 + (b2 - 72) 015
donde
g(p) = hcosp + kseny ‘ (D.16)
72 =h2 + k2 42 (D.17)
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La Ec. (D.9) se puede expresar en una forma mds compacta ya que se conoce el pardmetro

funcional de las integrales de dicha ecuacidn, entonces:

3
(o) =—%{§rm) +“7I‘2<7>}

donde

2% 7
Ly(y) = L Lr((), ¢)4C08956n9d9d§0
2% 7 .
Iy(y) = L ‘Qr(ﬁ, w)cosfsenfdfde

(D.18)

D.19)

(D.20)

En la Tabla D.1 se presentan los valores del potencial [Ec. (D.9)] en funcién de v y a, en la

Tabla D.2 se presentdn los valores de las integrales anteriores para diferentes .
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Tabla D.2 Cilculo de las Ecs. (D.19) y (D.20)

v ' ()

0 0 0
0.08660 0.83776 0.20944
0.17321 1.67667 0.41917
0.25981 2.51558 0.62890
0.34641 3.35449 0.83862
0.43301 4.19340 1.04835
0.51962 5.03231 1.25808
0.60622 5.87121 1.46781
0.69282 6.71011 1.67754
0.77942 7.54901 1.88736
0.86603 8.38791 2.09669
0.95263 9.22680 2.30672
0.99939 9.68033 2.42010
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APENDICE E

DATOS EXPERIMENTALES

A continuacién se presentan datos experimentales de flujo burbujeante aire-agua de
algunos autores que han realizado principalmente estudios de propagacidén de fraccion de vacios

en flujos aire-agua:

Soria y De Lasa (1992) usan técnicas de impedancia eléctrica para obtener la velocidad
de propagacién de las ondas de fraccién de vacios en columnas de burbujeo y tres fases
fluidizadas. La columna tiene un didmetro interno de 0.20 m y una longitud axial de 2.6 m.
Estos autores presentan gréficas de fraccidn de vacios de liquido contra velocidad superficial del
gas, para velocidades superficiales de liquido de 0.0 y 0.010 m/s. Estos autores establecen un
criterio para caracterizar distintos patrones de flujo burbujeante. El patrén de flujo burbujeante
homogéneo y el patrén de flujo burbujeante turbulento se identifica por un cambio asintético en
sus datos reportados y encontraron que la transicién ocurre a una velocidad supe\rﬁcial del gas
alrededor 0.0120 m/s para velocidades superficiales de liquido entre 0.010 m/s y 0.0505 m/s.
También presentan resultados en grdficas de fraccidén de vacios contra la velocidad de
propagacién de la onda de la fraccién volumen de liquido, con dos modos de propagacién en
condiciones de velocidades superficiales de liquido de 0.0197, 0.0358, 0.0505 m/s en dos

alturas, 1.130 m y 1.587 m.

Soria (1991a) en su trabajo presenta un conjunto de datos que cubre un rango mayor de
velocidades de propagacidn, para fracciones de vacios del gas de 0.0091 a 0.26, con un rango

de velocidades superficiales del gas de 0.0013 m/s a 0.0437 m/s y un rango de velocidades
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superficiales de liquido de 0.0 a 0.0506 m/s. En la Tabla E.1, se presentan algunos datos
experimentales del trabajo de Soria (1991a), la velocidad de propagacion corresponde al

coeficiente de correlacion mdximo.

Tabla E.1. Datos experimentales de velocidades de propagacidn, Soria (1991a)

Velocidad de Propagacidn (m/s)

—fg I, (m/s) T  (mfs) Couples (Nivel Bajo)

12 23 34 4-5
0.0091  0.0201 0.0013 0.2886  0.3451 0.2785  0.2995
0.0450 0.0 0.0026 0.2785 0.1890 0.1707 0.1784
0.2466  0.0201 0.0425 1.5875 1.5875 1.5875  1.5875
0.2610 0.0 0.0328 1.2940  0.4961 1.3229 1.4432

Couples (Nivel intermedio)
12 23 34 4-5

0.0626  0.0197 0.0045 0.2785 0.1936  0.1334  0.1291
0.1167 0.0506 0.0054 0.2646 0.3608 0.4811 0.6902
0.2248  0.0506 0.0424 1.5875 1.5875 1.5875  1.5875
0.2321  0.0197 0.0437 1.5875  1.5875  1.4432  1.5875

Saiz-Jabardo y Bouré (1989) reportan resultados experimentales de velocidades de
propagacién de fraccién de vacios para flujos burbujeantes y transiciones de flujo (bllrbuja-tapc’)n)
en una seccidn vertical de 2 m de longitud y didmetro interno de 0.025 m, usando técnicas de
impedancia eléctrica. Estos autores muestran que pueden coexistir dos fenémenos de propagacion
con diferentes velocidades y que 1a onda de mayor velocidad esta estrechamente relacionada con
la aparicién de flujo tapdn (estructura alargada de la burbuja). En la Tabla E.2 se pueden
observar dos velocidades de propagacidn para todas la fracciones de vacio, la primera velocidad
de propagacidn, C,, corresponde a perturbaciones naturales (bajas frecuencias), mientras que la
segunda velocidad de propagacidn, C,, (altas frecuencias) se caracteriza porque se observa una

nueva estructura de la fase gaseosa. El criterio de transicién de flujo establecido por estos

autores es que la segunda velocidad de propagacién sea mayor que la velocidad promedio del
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gas (Tabla E.3).

Tabla E.2. Datos experimentales de velocidades de propagacidn, diferentes frecuencias, Saiz-Jabardo y Bouré

(1989)
velocidad de propagacidn (m/s)

f(Hz) 0.4 2.2 33 22 3.1 3.7 2.3 3.2
COUDI:‘: X x E 3 X% * % E T3 KK KKK
1-2 0.50 0.50 0.50 0.47 0.47 0.47

2-3 0.50 0.50 0.30 0.47 0.47 0.47 0.46 0.60
34 0.50 0.49 0.51 0.47 0.48 0.48 0.45 0.59
4.5 0.50 0.49 0.51 0.47 0.48 0.48 0.47 0.62
5-6 0.50 0.50 0.51 0.47 0.48 0.49 0.59 0.60
6-7 0.50 0.50 0.51 0.47 0.49 0.50 0.60 0.62
7-8 0.50 0.50 0.53 0.47 0.49 0.51 0.60 0.62
8-9 0.50 0.50 0.53 0.47 0.50 0.53 0.60 0.62

‘cg=0‘053, J;=0.275m/s, Jg=0.m5 mfs; ** £g=0.105, 1;=0.275m/s, ]g=0.055m/3; “‘eg=0.238, J,=0.260m/s , Ig=0.lllm/s

Tabla E.3., Modos de propagacidn, baja frecuencia, Cy, alta frecuencia C,. Saiz-Jabardo y Bouré (1989)

J,=0.120 m/s I = 0.275 m/s
£ Ci(m/s)y C,(m/s) vg(m/s) € Cim/s) C,(m/s) v;(m/s)
0.05 0.34 0.37 0.29 0.04 0.51 0.54 0.47
0.11 0.32 0.41 0.35 0.06 0.22 0.16 .
0.16 0.31 0.46 0.37 0.10 0.47 0.53 0.54
0.21 0.31 0.45 0.40 0.15 0.45 0.51
0.31 0.48 0.54 0.37 0.18 0.50 0.63 0.57
0.37 0.52 0.57 0.42 0.26 0.63 0.51
0.28 0.70 0.72 0.54
0.34 0.78 0.81 0.58
0.39 0.84 0.92 0.62

Pauchon y Banerjee (1986) obtuvieron datos experimentales de propagacidn de fraccidn
de vacios en flujo burbujeante, la fraccién de vacios fue medida con técnicas de radiacidn
gamma. La seccién de prueba del ducto fue de 0.038 m de didmetro interno, la primera estacion
de medicién se localizé a 5 m de la entrada de aire. El rango de flujo burbuja que cubren los

datos son fracciones de vacios de 0.1a 0.15 y velocidades superficiales de liquido de 0.0884 m/s
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a 0.765 m/s, en estos experimentos la velocidad superficial del gas fue constante del orden de

0.1 m/s. El la tabla siguiente se resumen sus resultados:

Tabla E.4. Datos experimentales de velocidades de propagacién
(Jg::O.l m/s). Pauchon Banerjee (1986)

S £, (m/s)
0.1028 0.933
0.1221 0.711
0.1414 0.533
0.1500 0.444

Bernier (1982) realizé experimentos para estudiar la propagacién natural de las ondas de
fraccidn de vacios, en un tubo vertical de seccién circular, de didmetro interno de 0.1 m, la
primera estacién de medicién se localiza a 1 m de la entrada, también utilizd técnicas de
impedancia eléctrica. El rango de flujo burbuja que cubren los datos de Bernier ocurren a bajas
velocidades de liquido del orden de 0.0 m/s a 0.32 m/s con didmetros de burbuja del orden de

0.005 m y un rango de fracciones de vacio de 0 a 0.25.

Tabla E.5. Datos experimentales de velocidades de propagacion, para diferentes velocidades superficiales de
liquido. Bernier (1982)

J, = 0.0(m/s) 1, = 0.073(m/s) J;_= 0.169(m/s) J, = 0.318 (m/s)
& C (m/s) € C (m/s) £ C(m/s) e, C(m/s)
0.0152 0.2000 0.0152 0.2821 0.0263 0.3857 0.0305 0.5253
0.0277 0.2107 0.0319 0.2678 0.0410 0.3785 0.0444  0.53538
0.0570 0.1785 0.0513 0.2642 0.0708 0.3842 0.0722 0.5323
0.0727 0.1928 0.0661 0.2607 0.0902 0.3642 0.0902  0.5253
0.1041 0.1571 0.0833 0.2821 0.1125 0.3642 0.1097 0.5182
0.1194 0.1464 0.1041 0.2750 0.1305 0.3678 0.1416  0.5500
0.1430 0.1470 0.1263 0.2428 0.1486 0.3657 0.1638  0.5500
0.1361  0.2357 0.1694 0.3657 0.1791 0.5112
0.1541  0.2178  0.1888 0.3658 0.2055 0.5500
0.2088 0.3678
0.2291 0.3750




Mercadier (1981) estudia la propagacién natural e inducida de ondas de fraccién de
vacios, usando técnicas de impedancia eléctrica. La seccidn de prueba es un tubo vertical anular
de 2 m de longitud, el didmetro de la barra central es de 0.032 m y el didmetro interno del tubo

exterior es de 0.070 m (Bouré y Mercadier, 1982).

El rango de velocidades superficiales de liquido que cubren estos experimentos es de ~ -
0.05 m/s a 1. m/s (incluyendo 0.0 m/s) y un rango de fracciones de vacio de aproximadamente

de 0.01 a 0.22, en la tabla siguiente se resumen sus resultados:

Tabla E.6. Datos experimentales de velocidades de propagacién, para diferentes
velocidades superficiales de liquido. Mercadier (1981).

5, =0.0m/s I, =01m/s 5, =0.2m/s

€, C{m/s) € C(m/s) €, C(m/s)
0.0125 0.2066 0.0225 0.3000 0.6170 0.3600
0.0350 0.1866 0.0850 0.2533 0.0600 0.3466
0.0575 0.1666 0.1525 0.2133 0.107s5 0.3333
0.0850 0.1533 0.2175 0.2066 0.1550 0.3200
0.1125 0.1400 0.1975 0.3266
0.1425 0.1200

1, =0.29 m/s J,,=0.39 m/s I, =049 m/s
0.0155 0.4866 0.0400 0.5266 0.0350 0.6533
0.0500 0.4733 0.0700 0.5266 0.0600 0.6666
0.0850 0.4333 0.1000 0.5133 0.0850 0.6666
0.1200 0.4533 0.1275 0.5133 0.1075 0.6800
0.1550 0.4733 0.1550 0.5333 0.1350 0.7066
0.1500 0.4666 0.1825 0.5666 0.1550 0.7333
0.2200 0.4733

Micaelli (1982) realizé experimentos en un tubo vertical de seccién cuadrada, para altas

velocidades superficiales de liquido, 0-10 m/s.
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En la Tabla E.7, se presentan el rango de nimeros de Reynolds de liquido, Re; que
cubren los datos experimentales de flujos burbujeantes aire-agua. El del nimero de Reynolds se
cdlculo con las velocidades superficiales de liquido y fraccidn de vacios minimos y mdximos de
los datos reportados. En esta Tabla se puede observar que los flujos de los experimentos de
Soria y De Lasa, (1992); Soria (1992) y Saiz-Jabardo y Bouré (1989), son lentos. En el caso de
Pauchon y Banerjee (1986); Bernier (1982) y Mercadier (1981), existe un zona de bajo flujo

para bajas fracciones de vacios y una zona predominante de flujos altos.

Tabla E.7. Nimeros de Reynolds de los datos experimentales reportados por diferentes

autores

Autor Re, € Ii(m/s) D (m)

Soria y De Lasa (1992) 2182 2946  0.0013 0.26 0.01 0.20

Soria (1992) 10914 14729 0.0013 0.25 0.05 0.20
Saiz-Jabardo y Bouré (1989) 7888 12285 0.05 0.39 0.275 0.025
Pauchon y Banerjee (1986) 4068 4308 0.1 0.15 0.088 0.038

35206 37277 0.1 0.15 0.765

Bernier (1982) 8080 9406 0.015 0.15 0.073 0.1
35976 46506 0.03 0.25 0.32

Mercadier (1981) 4237 5293 0.022 0.22 0.1 0.038
41837 53101 0.0 0.22 1.0
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APENDICE F
ANALISIS DE LOS ESFUERZOS DE REYNOLDS Y DIFERENCIA DE LOS

PROMEDIOS DE LA PRESION

F.1 Velocidades caracteristicas sin efectos de 7%,
Andlisis con dependencia espacial y temporal de C,,. Eliminado los esfuerzos de Reynolds
en la Ec. (4.11) del Capitulo 4, se obtiene que:

Mlg = plCVM(eg)aVM + <Aplg> ng + 83 FD

3 F.1
*p,(1 -¢) [V’E + U,V] (1 - )" Cpyle))] en A,

donde el primer término corresponde a los efectos de masa agregada constantes, el segundo
término es la diferencia de presion interfacial, el tercer término son las fuerzas de arrastre
interfacial y el cuarto término son los efectos de masa agregada dependientes del tiempo y el

espacio. El resultado del polinomio caracteristico es:

] 12 F.2)

el g F.3)
v = — ‘}‘3 £ kag pg (1 - &) m:l

=7+ e (L-g)(k, = ¢3) + (L-g)2(E-p, +H 0" =c}) + %cg, (F.4)

T =gl ~g) +c,+p, (1 -¢) (F.5)

Comparando este resultado con las Ecs. (5.36)-(5.38), se puede observar que existen diferencias

en las ecuaciones que describen v y », mientras que la expresién para 7 es la misma para ambos
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resultados. En la Figura F.1 se presenta el comportamiento de las velocidades caracteristicas
rdpidas (lineas continuas) y velocidades caracteristicas lentas (lineas discontinuas), para 4
diferentes radios de burbuja. Se puede observar que las velocidades caracteristicas presentan un
comportamiento hiperbdlico en todo el rango de &,. Cuando R, — o0, se encontrd que A * =
A* =0eng, =0yparag, > 0la velocidad caracteristica rdpida se incrementa positivamente,
mientras que la velocidad caracteristica lenta se incrementa negativamente. Comparando estas
grificas con las grdficas de la Figura 5.2, se puede observar que para un mismo radio de
burbuja, la velocidad de la onda rdpida es ligeramente mayor en la Figura 5.2 que en la Figura

5.4. Lo mismo se observa para la velocidad lenta con una diferencia mucho mas grande.

Andlisis con C,, constante. Este caso se obtiene directamente de las Ecs. (F.3) y (F.4) con
c/2(1 - &) = 0y ¢/2 = 0. Los resultados obtenidos se muestran en la Figura F.2 indicando
el rango de comportamiento hiperbdlico. Se puede observar que los resultados son similares a
los presentados en la Figura 5.3 aunque se observan dos diferencias importantes con respecto
a los resultado de la Figura F.2: (1) el rango de comportamiento hiperbdlico es mgiyor conforme
disminuye R, y (2) las velocidades de propagacién son inferiores, inclusive menores de la

velocidad promedio de la fase continua,

Las observaciones realizadas indican que los efectos de 7%, en las fuerzas interfaciales
por unidad de volumen producen aceleracion de la velocidad caracteristica de la onda, este

resultado ya fue reportado en el trabajo de Espinosa-Paredes y Soria (1998).
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Figura F.1. Variacién de las velocidades caracteristicas (adimensional) como funcidn de la
fraccién de vacios para diferentes radios de burbuja R,, usando la Ec. (5.42); ondas rdpidas
lineas continuas y ondas lentas lineas discontinuas. (J) R, = 0.5mm, (¢) R, = 0.7mm, (a) R,

= 1.0mm, (O) R, = 2.0mm.
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Figura F.2. Variacidn de las velocidades caracteristicas (adimensional) como funcién de la
fraccion de vacios para diferentes radios de burbuja R, y C,,, constante; ondas rdpidas lineas
continuas y ondas lentas lineas discontinuas. (0J) R, = 0.7mm (¢, < 0.512), (¢) R, = 1.0mm

(¢, < 0.36), (4) R, = 2.0mm (¢, < 0.091).
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F.2 Velocidades caracteristicas sin efectos de 7%, y de ( Ap,, )
Andlisis con dependencia espacial y temporal de C,;,. Eliminando los esfuerzos de Reynolds
y la diferencia de presidn interfacial en la Ec. (4.11), se obtiene que el tnico término que es

diferente del polinomio caracteristico con respecto al caso anterior es:

v =1 re (l-e)(E+k_—c) +(1-e)l2E-p, *H 0" —¢;) + %cz (F.6)

En las gréficas de la Figura F.3 se presenta el comportamiento de las velocidades
caracteristicas rdpidas (lineas continuas) y velocidades caracteristicas lentas (lineas discontinuas),
para 5 diferentes radios de burbuja. Se puede observar que las velocidades caracteristicas
presentan un comportamiento hiperbdlico en todo el rango de ¢, en forma muy similar al como
en caso presentado en al Seccidn anterior (sin efectos de Reynolds). Cuando R, = oo, las
velocidades caracteristicas rdpidas tienden a un valor menor que la velocidad promedio de la fase
dispersa y mayor que la velocidad promedio de la fase continua. Con las velocidades
caracteristicas lentas ocurre o mismo pero su velocidad es menor que la velocidad promedio de
la fase continua. Esta tendencia se muestra en la Figura F.3, donde para un radio de burbuja de
R, = 2.0mm y de R, = 3.0mm, las velocidades caracteristicas no son muy diferentes entre ellas,

sin embargo, para radios menores, por gjemplo en R, = 0.5mm, la diferencia es notable.

Comparando este caso y el obtenido sin esfuerzos de Reynolds (Figura F.1), se puede
observar que los resultados obtenidos en el presente caso (Figura F.2), las velocidades
caracteristicas rdpidas son mayores que las obtenidos sin esfuerzos de Reynolds (Figura F.1),

mientras que para las velocidades caracteristicas lentas ocurre lo contrario.
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Comparando este caso con el caso completo, es decir, con el presentado en la Figura 5.2

se puede observar ¢l mismo comportamiento para R, < 2.2mm.

Andlisis con Cy,, constante. Los resultados obtenidos se muestran en la Figura F.4 indicando
el rango de comportamiento hiperbélico. Se puede observar que los resultados son similares a
los presentados en las Figuras 5.3. y F.2, pero con dos diferencias importantes: (1) el rango de
comportamiento hiperbélico es mucho mayor conforme disminuye R, y (2) las velocidades

caracteristicas son mayores.

Se puede concluir que los efectos de diferencia de presién interfacial aceleran la velocidad
caracteristica de la onda rdpida y desaceleran las ondas caracteristicas lentas. Este resultado ya

fue reportado en el trabajo de Espinosa-Paredes y Soria (1998).
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Figura F.3. Variacién de las velocidades caracteristicas (adimensional) como funcién de la
fraccién de vacios para diferentes radios de burbuja R, y C,,, constante; ondas rdpidas lineas
continuas y ondas lentas lineas discontinuas. (3J) R, = 0.5mm, (¢) R, = 0.7mm, (a) R, =

1.0mm, (O) R, = 2.0mm, (®) R, = 3.0mm.
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Figura F.4. Variacién de las velocidades caracteristicas (adimensional) como funcién de la
fraccidn de vacios para diferentes radios de burbuja R,; ondas rdpidas lineas continuas y ondas
lentas lineas discontinuas. (00) R, = 0.7mm (¢, = 0.916), (O) R, = 1.0mm (e, = 0.885), (a)
R, = 2.0mm (g, < 0.80), (O) R, = 3.0mm (¢, = 0.736), (®) R, = 5.0mm (g, < 0.65).
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APENDICE G

COEFICIENTES DE LA ECUACION DE ONDA DE FRACCION DE VACIOS

Los coeficentes de la ecuacidn de onda definida por la Ec. (6.47) estdn dados por:

* *
G - - L |1 Fp | 1 |9Fp (G.1)
l - ——— ————— —
e, | &1, | oy, o | OV
0 4 0
3F] v | oF} ve | 9F; Fp
_ 1 D [ D 8o D D, G.2
CS/Z - g a * 81 a * —8— a * ( ) )
0 & |, o | OV | g | Ovy | &
*
-1, P €3
G =+ E v (G.3)
b 8o & &
V* V).= V* V*
! ¢ !
G, =2 ° + pg* S0 . 3 + % + g, * Pos _ Po7 (G.4)
810 830 810 810 Ego 810 880

donde ¢,;, ¢,5 Y ¥,7 e€stin dadas por las Ecs. (6.34), (6.43) y (6.44), entonces sustituyendo:

* *
v v v v
i c ! ¢
G, =2 80 + pg* :" + 8_3 8" + Eg" 3
lo go lo lo go 810 Sgo
(G.5)
* Re =* * Re *
1 aAplg 1 aTzzl 1 aAp,g 810 aTzzl
81 * & * £ * 2 *
o | OV , 8| 9 , S| vy | & v, .
donde v,,” = (v, -V, ) = 1. El coeficiente G, estd dado por:
v, * 2 v * 2 v ) Vv *2 v * v *
! 8 = G| g ! 8 G.6
Csm——* ——pp T || T2 T Pos T o5 T — 2g7 (970
&, s, 1 % % L 2
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Sustituyendo ¢, » Cos» Cos ¥ o7 [ECS.(6.33), (6.42), (6.43) y (6.44)]

Y * 2 v *2 y x2 V*z
! C !
R e R
L 8o b | %o 8o
* * Re*
LUl e R e, Uy, | | 04py, g | 0T, (G.7)
e Pig, ™ 2, 8 2 de € de
go 81 L g 0 go g [
o
* Re * * * * Re
3 Vi aAplg + vlo aTzzl Vg aAplg _ vgo & aT"?I
& * & £ * 2
fs) aVI 0 go av1 o go an o Sga an 0
y
Cq, C *
3%2
Cs = w3 = 5 2 (G.8)
810
*
S = 0,y - Ur, &3, (G.9)
04 2
g

Funciones entre derivadas parciales

Los coeficientes de la ecuacién de onda [Ec. (6.47)], estdn definidos a través de las Ecs.
(G.1-(G.3), (G.5), (G.7)-(G.9). En estas ecuaciones aparecen términos entre derivadas
parciales, las cuales serdn obtenidas con el conjunto de relaciones de cerradura excéntricas.
Primero se presentan las cerraduras en forma adimensional para obtener las funciones entre
derivadas parciales y después se definirdn los términos de los coeficientes de la ecuacion de onda

en funcidn de variables conocidas.

Las formas adimensionales de las relaciones de cerradura son:
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(1= 12
Fp = 3[ ] vy ~ Vv )2 (G.10)
= g 8[
Apl;,= = E(vg —v,*)2 (G.11)
donde & = 1/4.
* * 2
* c; ¢ & (V - Vl ) G.12
I =_[kzzc‘cégg— glg} : ggl (612
donde k.

péda

= 1/5, ¢4 y ¢, son pardmetros constantes para una configuracién establecida de la

celda unitaria excéntrica, estos dos pardmetros estdn definidos por las Ecs. (3.122) y (3.123) del

Capitulo 3. El estado base de las Ecs. (G.10)-(G.12) son:

* 1 1 -p 1z
Fp, = 5 |2 (G.13)
2 810
Apl;O = - ¢ (G.14)
. c7€, | €
Tﬁi - — [k,,c _ C6 8g _ go} gO (G.15)
“fo had o 810 810

Derivando con respecto a &g s vg*, v,* las Ecs. (G.13)-(G.15) y evaluando en el estado

base, se obtiene:

12

* %

oF
asg

1 |1 - p

) (G.16)
, Y& | ove

I

o

G-3



172

aFD N 1 - pg
av,” . g &,
. R
aFD _ 1 - pg
avg v g 810
[9a
Pig =0
888 Jo
aAp,g iy
L av, J o
*
9Ap,, iy
avg )
Re * 2
0Ty o ke, Cs oo |y, L, TT%,
3
de, . 8120 & & £
Re *
o7, 18, ¢
“ =2 fhy ~ gy - S
av,” &, | &,
o
aT;:f* 5 ) 7€ o 880
= =2 |k, = Cs €
v, T
& 0

(G.17)

(G.18)

(G.19)

(G.20)

(G.21)

(G.22)

(G.23)

(G.24)

Con estos resultados los coeficientes de la ecuacién de onda dada por la Ec. (6.47), se

pueden escribir en términos de la fraccidn de vacios, pardmetros de las cerraduras y propiedades

fisicas adimensionales; Sustituyendo las Ecs. (G.17) y (G.18) en la Ec. (G.1), se obtiene:
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1| l-0»
¢ = g (G.25)

sustituyendo las Ecs. (G.16)-(G.18) en las Ec. (G.2), se obtiene:
L) 12
1 1L -p .
@2 = g {1 - -Z-ego + Vl ] (G.26)

2
g &
810 Sgo 10

La Ec. (G.3) se puede reescribir de la siguiente forma conveniente:

* 2
t 3 tp, € ) (G.27)

10

&1, 8,

810 8g0

Sustituyendo las Ecs. (G.20), (G.21), (G.23) y (G.24) en la Ec. (G.5), se obtiene:

G, = —2

* 2
+ - + - -
5 [pg €, v 038 ~ kg ik, €, = Ce€y & " C7&g
€1 %, (G.28)
+ " + + 0% &2 - ¢
VBl Bgy T 63 T P 8 T =
La Ec. (G.7) se puede reescribir de la siguiente forma, después de sustituir las Ecs. (G.14),

(G.15) y (G.19)- (G.24):

B 1 * 2 * 2 +2 * + * £k _ _C78g0
Cs = — I, \81,80%C3 T 0g £y I*2Y, &y | Cytp, &y —E ko~ CoE, 3:
& &
1,%, ° J(G.29)
&
2 7 gg * * * _ x
- § ~ k. — 0 H, C3 = hg | * & & C3 = C3 U,o
€



APENDICE H

DEMOSTRACION DEL CRITERIO DE ESTABILIDAD

La demostracion que a continuacion se presenta se obtiene del trabajo de Biesheuvel y

Gorissen (1990). La solucién de la Ec. (6.48) es de la forma:

Se, = .sgoe”‘(Z B (H.1)

donde k" es el nimero de onda adimensional y ¢ estd dada por:

¢t =2 (H.2)

donde " es la frecuencia. Sustituyendo la Ec. (H.1) en la Ec. (6.65) se obtiene la siguiente

relacién de dispersién lineal:
TT k" (] =c™) (" =rD) +ik*2D] T (¢* -U[) vi(c* -al) =0 (HI)

Para encontrar las raices de la ecuacién cuadratica, primero se re-escribe de la siguiente forma:

(¢™ -rp)* +iP(c*-r,) - (Q-iR) =0 (H.4)
donde:
T =_1_(r++r_) (H.5)
2

+ * 2 * *

p. LkD T . (E.6)
k*T*

0= 1(r-r) (H.7)



a’ -r )+ k*:D T (U] -
(a2 =1, ST =) -

R =
k*T*
Entonces las raices de las Ec. (H.4) son:
C* _ _ 1. 1 2 172 9
=t = 5iP Fi(5p? - Q- iR (H.9)

Sl 1 Lol p2 o 4v2 L p2y1R2 H.10)
i{ PP o0+ Sl P7 - 0) R]} (

1 12 _ 1o, 1o lpe_ g2, p2q2? @il
_px{SP 10t - 0 RJ}

En estas ecuaciones CR* es la velocidad de fase (Whitham, 1974) y cl* estd relacionada con el
crecimiento o amortiguamiento de la perturbacién (kcl*). El flujo es estable cuando se cumple
que c; < 0, esto es equivalente a R? < P? Q. De las Ecs. (H.6)-(H.8) se obtiene:

12)

@’ =2y -k 2wl =)ol —al kD) T -ul)) = 0 B

La desigualdad anterior sélo se satisface cuando:

(H.13)

k*2p] T (U -r) <a’ sl +kp) T (r] U0y H1Y)

*

ro -



