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tensor de esfuerzos  viscosos  promedio fase instantáneo de  la fase k ,  N/m' 

vector  velocidad  local  instantáneo  de  la  fase  k, m/s 

= ( v, ), - ( v, >' velocidad  relativa, m/s 

vector  velocidad  promedio  fase  instantáneo  (velocidad superficial) de  la  fase k ,  

m/s 

vector  velocidad  promedio  intrínseco  instantáneo de la fase k, m/s 

Vs(t) + Vr(t) volumen  promedio, m3 

volumen de la  fase k asociado a la región &(t) [Rk(t) c 1W 3], m' 

volumen de la  burbuja  esférica,  m3 

vector de velocidad  interfacial, m/s 

vector de posición  localizado en el centroide del volumen promedio con  respecto 

al sistema de referencia  inercial, m 

coordenada  rectangular, m 

xi 



Símbolos griegos 

Subindices 

C 

k 

km 

= dh’ + + P distancia  centro a centro de la  burbuja esférica con  respecto  al 

sistema de referencia  concéntrico, h, k ,  1 son  las coordendas, m 

espesor de la capa frontera alrededor de la superficie de la burbuja, m 

= ( pk )h - ( pk )k diferencia de presión interfacial, N/m’ 

fracción  volumen de la  fase k [Vk(t)/VJ 

coordenada  esférica 

viscosidad de la  fase k,  Kg/m-s 

= 1/4 coeficiente  de  la  relación de cerradura 

variable auxiliar definida por la Ec. (3.25), m/s2 

variable auxiliar  definida por la Ec. (3.26), m/s2 

densidad de la fase k ,  Kg/m3 

densidad efectiva, Kg/m3 

tensión  superficial, N/m 
conductividad  térmica  efectiva,  adim 

potencial de velocidad, m2/s 

potencial de velocidad  promedio  intrínseco instantáneo, m2/s 

variable genérica, representa un escalar  vector o tensor 

valor de # en la  fase k 

promedio  fase  de  la  variable  genérica IC, evaluada  en la fase k 

promedio fase intrínseco de la  variable  genérica $ evaluada en la fase k 

coordenada  esférica 

concéntrico 

k = E para la  fase  líquida y k = g para la fase  gas 

(k=Z para m=g y cuando k = g ;  para m=l) 

xi i 



o. INTRODUCCI~N 

El problema  planteado en este  trabajo de  tesis doctoral es la predicción de los fenómenos 

de propagación  de  ondas  de  vacíos en flujo en  dos fases burbujeante aire-agua y la predicción 

de la  transición  de  la estructura de flujo en  dos fases. 

Los fenómenos de flujo en dos  fases  en  condiciones  de estado transitorio y estado 

estacionario son controlados por los  mecanismos de propagación  de ondas de vacíos.  Algunos 

ejemplos de  fenómenos  de flujo en  dos  fases  son:  (a)  inundación  (en inglés conocido como 

flooding) en reactores nucleares  del  tipo  agua en ebullición o BWR (proceso donde se inyecta 

agua a contracorriente en la parte superior  del  núcleo  del reactor, en condiciones de enfriamiento 

en  emergencia  del  núcleo  del reactor), (b) inestabilidades  conocidas como onda de densidad 

(fenómeno que produce una inestabilidad  divergente de  la potencia en reactores nucleares) y (c) 

transiciones de patrones de flujo presentes en diversas aplicaciones industriales. Además de los 

reactores nucleares, cabe mencionar  flujos en pozos geotérmicos y generadores de vapor, entre 

otros. 

El alcance del presente estudio comprende flujo en  dos  fases  en  régimen burbujeante. Por 

ejemplo, en reactores nucleares  del  tipo BWR, aproximadamente un tercio del  núcleo  del reactor 

opera en  régimen de flujo en  dos  fases  burbujeante y en otras aplicaciones industriales el primer 

patrón de flujo  en  dos  fases es burbujeante, después se puede presentar flujo tapón, anular,  entre 

otros. 
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0.1 Metodología 

La metodología  para abordar el problema  planteado  se presenta en forma esquemática en 

la  Figura 0.1. Para obtener  la  descripción  dinámica de la  ecuación de onda  (línea  continua  de 

la  Figura O.l), el primer paso  es  establecer las ecuaciones de gobierno locales instantáneas 

(ELI 'S), las cuales  consisten  de un conjunto  de  ecuaciones  de transporte de masa y cantidad  de 

movimiento para cada una de las fases y la  condición  de salto de cantidad de  movimiento 

interfacial, la  cual incorpora los efectos de  las  fuerzas interfaciales. El  siguiente paso es aplicar 

a  las ELI 'S el método  del  promedio  volumétrico  para obtener información suficiente para estimar 

el comportamiento global del  sistema en términos  de variables promedio. 

El siguiente paso  es determinar las  relaciones  de cerradura,  las cuales se formularon 

como una problema asociado con las desviaciones  espaciales alrededor de los valores promedio 

de las variables locales instantáneas. Para ello se  aplica  la teoría de flujo potencial en un celda 

excéntrica. Los resultados  del  modelo  de  celda  excéntrica  tienen un impacto importante en  la 

propagación de las ondas  de  fracción  de  vacíos.  El  siguiente  paso  es acoplar las ecuaciones 

promedio con las relaciones  de cerradura para lograr un conjunto cerrado  de ecuaciones. 

Enseguida  se  realiza un análisis de estabilidad lineal del conjunto cerrado de ecuaciones 

que consiste en determinar los valores  característicos  del conjunto de ecuaciones diferenciales 

parciales (EDP ' S ) .  Los valores característicos de  las EDP 'S permiten estudiar la estabilidad 

fuerte del modelo, predecir las  velocidades  de  propagación  de  las  ondas  de  fracción  de  vacío y 

las transiciones relacionadas con fenómenos  físicos. Las velocidades características se comparan 

con  datos experimentales para realizar un análisis  detallado  del problema. 
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Para identificar  la  onda  cinemática y calcular su velocidad de propagación, los tiempos 

de relajación y el  coeficiente  de  difusividad,  es  necesario  obtener la ecuación  de  onda  de  la 

fracción de  vacíos.  Esta  ecuación  con  derivadas  parciales de tercer  orden  es  la  ecuación 

jerárquica que gobierna  los  fenómenos de propagación de la  onda de fracción de vacíos. 

Posteriormente, se  hace un análisis en régimen  estacionario y otro en  estado transitorio. 

El primero se aborda en forma  analítica y numérica  mientras que el análisis transitorio se aborda 

aplicando  técnicas  numéricas. 

LA línea  punteada  en el diagrama  de la Figura O. 1 es la  metodología  para obtener la 

ecuación  de  onda de fracción  de  vacíos a través de una  descripción cinemática. Está metodología 

no fue aplicada en este  trabajo, sólo se  propone y es de interés  mencionarla  porque es otra 

alternativa para abordar  el  problema y con  observaciones  experimentales,  se puede aplicar para 

validar  la  descripción  dinámica. 

Como parte de la  aplicación,  se  desarrolló un código  numérico que simula una columna 

de burbujeo y calcula  la  velocidad  de  propagación  perturbando el sistema simulado. También 

se obtienen las distribuciones  de de la  fracción de vacíos,  las  velocidades y presiones de las 

fases. 
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dinámica y línea  punteada  descripción  cinemática. 
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0.2 Contenido sintético de cada capítulo 

En el Capítulo 1 se presenta el estado  del arte del  método  del promedio volumétrico para 

la descripción  de  sistemas  multifásicos  dispersos, tipos de promedio y su uso. También  se 

presentan  algunas  propuestas  para  la  solución  del problema de cerradura como función  del grado 

de complejidad  del  modelo promedio, es decir, con el modelo de mezcla  homogéneo, con el 

modelo  de flujos separados y con  el  modelo  de flujos relativos. También  se presenta una  sección 

relacionada con  la  aportación  del  presente  trabajo  como  función  de los trabajos previos. 

En el  Capítulo 2 se  presenta  la  derivación tdrica de las  ecuaciones promedio. En este 

trabajo se derivó un modelo  de  dos  fluidos  promedio  en  volumen instantáneo para estudiar los 

fenómenos de flujo bu-rbuja  aire-agua  con  efectos interfaciales. 

En el  Capítulo 3 se  presenta  la  derivación tdrica de  las relaciones de cerradura para 

obtener un conjunto  completo de ecuaciones  del  modelo.  Para  obtener las relaciones de cerradura 

en función  de  las  variables  dependientes se aplicó  en forma sistemática  la  teoría de  flujo 

potencial. El  modelo  planteado  para  derivar  dichas cerraduras se basó en una  celda excéntrica 

y se estudio el caso límite recuperando  las cerraduras del  modelo de  celda concéntrica. La 

derivación se puede considerar general  puesto  que  además  del  caso límite mencionado,  se 

obtienen expresiones para flujo alrededor de una burbuja esférica y burbuja esférica en 

movimiento.  En ambos casos  se  encontró  que  los efectos de masa agregada presentan una 

dependencia  del  espacio y del tiempo,  los  cuales  son analizados. Los resultados obtenidos se 

compararon con  los reportados en  la literatura. Para obtener los coeficientes  de  las relaciones 

de cerradura se sisaron técnicas  numéricas  para su solución. 
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En el Capítulo 4 se presenta  el  acoplamiento de las ecuaciones promedio de cantidad de 

movimiento del  modelo  de flujos separados  (Capítulo 2) con las relaciones de cerradura 

(Capítulo 3). Con este acoplamiento y una relación  independiente de la  presión promedio 

intrínseca de  la fase  gaseosa se obtiene un conjunto cerrado de  EDP ' s .  

El conjunto cerrado de ecuaciones  del  modelo de dos  fluidos encontrado, además de  su 

funcionalidad  con las variables  dependientes,  es  función de los parámetros interfaciales de 

cantidad de movimiento  de  las  relaciones  de  cerradura.  Estos parámetros son constantes  con el 

modelo de celda  concéntrica, y con  el  modelo de celda  excéntrica son función de la fracción de 

vacíos y el gradiente de la  fracción de vacíos  para la relación de cerradura masa agregada. 

En el  Capítulo 5 se  presenta el análisis  de  estabilidad  dinámico  del  sistema de las EDP, 

usando el método de los valores  característicos.  Este  método además de permitir estudiar  la 

estabilidad "fuerte" del  modelo  matemático,  predice las velocidades de propagación de las  ondas 

de fracción de vacíos y el  rango de aplicabilidad o validez  del modelo. Los resultados 

encontrados por este método  se  comparan  con  datos  experimentales. 

Se analizan  una serie de  casos  para  establecer la importancia de los efectos interfaciales: 

(1) efectos de masa  agregada  dependiente  en el tiempo y espacio y (2) efectos de masa agregada 

constante. Un parámetro importante  encontrado en este estudio es el diámetro de burbuja, el cual 

modifica el dominio de comportamiento  hiperbólico de las  ondas de propagación. Los efectos 

no lineales  encontrados se deben al término de masa agregada del modelo de celda excéntrica, 

mientras que el  modelo de celda  concéntrico  genera un conjunto de EDP 'S cuasi-lineal. 



En el  Capítulo 6 se presenta  la  derivación  tedrica de la ecuación de onda de vacíos, cuya 

estructura matemática  corresponde a una EDP lineal de tercer orden en función de la  fracción 

de vacíos. Los coeficientes  que  multiplican a los  operadores  diferenciales son función de los 

efectos interfaciales, los cuales  gobiernan los fenómenos de propagación. Aplicando  técnicas de 

estabilidad lineal, se encontraron  cuatro  velocidades de propagación para  flujo burbujeante:  una 

onda  cinemática, dos velocidades  características y una  onda  debido al término de tercer orden. 

también  en  este  capítulo se calculan los tiempos de relajación y el coeficiente de difusividad. 

En el  Capítulo 7 se  presenta  la  solución  numérica  del  sistema de EDP 'S empleando  el 

método de diferencias  finitas  implícitas,  para  describir los procesos de flujo en dos  fases en una 

columna  de  burbujeo. El objetivo  es  desarrollar una herramienta de análisis  versátil que 

incorpore los efectos  interfaciales de cantidad de movimiento y permita predecir los perfiles de 

las velocidades de las fases  gas y líquida,  la  distribución de presión y distribución de fracción 

de vacíos en la  dirección  axial y régimen  transitorio. El análisis  numérico que se realiza en este 

capítulo cubre dos  aspectos  fundamentales: (1) conocer el impacto de los efectos  interfaciales 

sobre el comportamiento de las  fases en condiciones  transitorias, y (2) predecir la  velocidad  de 

l a  onda de fracción  de  vacíos,  simulando  el  proceso  real de una  columna de burbujeo. 

En  cada uno de los capítulos  del  presente  trabajo  se  presenta  una  sección de conclusiones. 
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1. TRABAJOS PREVIOS 

El diseño  de  sistemas  de  ingeniería y la  capacidad para predecir su comportamiento 

dependen  de  la  disponibilidad de datos  experimentales y de  modelos conceptuales, los cuales 

puede ser usados para describir un proceso físico. La mecánica  del  medio continuo establece que 

los modelos  conceptuales  para flujo en  una fase  de un gas o de un líquido, son formulados en 

términos de ecuaciones  de  campo  que  describen  las  leyes de conservación  de masa, energía y 

cantidad de movimiento. Estas  ecuaciones son complementadas  por relaciones de cerradura y 

ecuaciones  de estado, entre otras  (reacciones  químicas).  Tambien los medios  multifásicos 

estructurados son formulados en  términos  de  ecuaciones de  campo, sin embargo dichas 

ecuaciones son más  complicadas  para un medio  homogéneo  para flujo en una fase. 

En flujos multifásicos  la  presencia  de  las superficies interfaciales introduce grandes 

dificultades en  la formulación  matemática y física  del problema. Desde un punto de vista 

matemático, un flujo multifásico  puede  ser  considerado  como un campo, el cual es subdividido 

en  regiones  de  una fase con fronteras de separación  en  movimiento. Desde un punto de vista 

físico las dificultades para  derivar el campo y las  relaciones de cerradura para sistemas de flujos 

multifásicos se  deben a la  presencia  de  la  interfaz y al hecho  de que tanto las caraterísticas 

estables y dinámicas  dependen  de  la  estructura  del flujo. Por ejemplo, las características de 

sistemas de flujo en  dos  fases  disperso  depende de la  dinámica  colectiva de las partículas sólidas, 

mientras que en burbujas o gotas, depende  de  la  interacción  de .unas con otras y con los 

alrededores de  las fase continua.  Por otro lado, que en el caso de flujos separados (flujo anular)  

estas características dependen  de  la  estructura y dinámica de las interfaz. 
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Las principales  dificultades  en la formulación  local  instantánea son: (1) existencia de la 

interfaz deformable, con  movimiento  no  conocido, y (2) existencia de las fluctuaciones de  las 

variables debido  a la turbulencia y al movimiento de  las interfaces. 

El flujo en dos  fases  disperso  en  sistemas de ingeniería prácticos presentan  geometrias 

y movimientos  interfaciales  complicados,  por  lo que no es posible resolver el movimiento  local 

instatáneo de las particulas  (burbujas o gotas) fluidas. El detalle  local  del  movimiento del fluido 

y sus propiedades son  raramente  necesarias  para un problema de ingeniería, siendo los aspectos 

promedio del flujo mucho  mas  importantes. 

Para derivar las ecuaciones de campo y las relaciones de cerradura para un medio 

multifásico es necesario  describir las características  locales  del flujo, para el cual las propiedades 

macroscópicas  serán  obtenidas por medio de un procedimiento promedio. 

1.1 El método del  promedio para la descripción  de  sistemas multifásicos dispersos 

Dependiendo de los conceptos  básicos de la física usados para formular los  problemas 

termomecánicos, los procedimientos  promedio se pueden clasificar en tres principales grupos: 

el promedio Euleriano, el promedio  Lagrangian0 y el promedio estadístico de Eioltzmann.  Estos 

pueden ser divididos en subgrupos  basados en  la variable con la cual se define el operador 

promedio. La clasificación  anterior y las  definicones de varios promedios se resumen en la Tabla 

l.  l. En esta  tabla, x y X son las coordenadas  espacial y material  respectivamente,  mientras que 

5 es la velocidad de fase, es  decir, la  velocidad  individual de las partículas. 



El promedio  Euleriano  se usa con  frecuencia  para  describir los procesos  de  ingenieria 

porque es  el  más  cercano a las observaciones  humanas y de la instrumentación. Sí el interés es 

el comportamiento de una  partícula  individual,  el  promedio  Lagrangeano es importante y útil 

para el  análisis. El promedio  temporal  Lagrangiano  se usa para seguir una cierta  partícula y 

observarla  en  algún  intervalo de tiempo  para  obtener la velocidad promedio de  la partícula, 

mientras que el promedio temporal  Euleriano  se refiere a la velocidad promedio de  todas las 

partículas que pasan en un punto. 

El promedio  estadístico de Boltzmann  con el concepto  del número  de densidad de 

partículas  es importante cuando el mecanismo  colectivo  involucra un gran número de partículas. 

Cuando el número de partículas y sus  interacciones entre ellas aumenta, el  comportamiento de 

una particula es  complicado y por lo tanto no es  práctico  resolver  cada partícula. El promedio 

estadístico  de  Boltzmann  aplicado a un gran  número de moleculas y con  una  trayectoria libre 

media  apropiada  pueden  conducir a ecuaciones  de campo, las cuales  semejan  fielmente  aquellas 

de la mecánica  del  medio  continuo. Esto se  puede  realizar  escribiendo primero la  ecuación  de 

balance  para la función  densidad de partículas,  la  cual  es  conocida como la  ecuación de 

3oltzmann. Después es necesario  suponer  una  forma  del  término de interacción de particulas  asi 

como de la caractenstica estócastica de  la función  densidad de la partícula. 

La aplicación  del  promedio  se u s a  principalmente para definir propiedades y 

correlacionarlas  con  datos  experimentales y para  obtener  campos y relaciones de cerraduras para 

predecir  procesos. 
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Tabla 1.1. Clasificación de Promedios 

Promedio Euleriano. Función: ; F = F (t ,  x) 

1 I F ( t ,  x) dt  f 

t t  

f /, F(t ,  x) d V  7 

F(t ,  x) d A  
A A  

> 

$ I- F(t ,  x) d C  7 

Promedio temporal 

Promedio en volumen 

Promedio en área 

Promedio lineal 

Promedio Lagrangiano. Función: F = F (t ,  X ) ;  X = X ( t ,  x) 

A F ( t ,  X)  d t  ; Promedio temporal 

Promedio estadístico de 3oltzmann. Función  densidad  molecular: f = f (x, I ,  t)  

El punto de partida para derivar las  ecuaciones promedio en espacio y/o tiempo son las 

ecuaciones de conservación  locales  instantáneas  que  describen los procesos de transferencia de 

masa, energía y cantidad  de  movimiento en cada  una de  las  fases e interfases (Ishii,  1975; 

Yadigaroglu y Lahey, 1976; Banerjee y Chan, 1980; Lahey y Drew,  1989). 

Ishii (1975) obtiene la descripción  local  de  las  ecuaciones  de conservación promediando 

en tiempo; Suthmiller (1977) usa esta  descripción para estudiar los efectos de  la  presión 

interfacial. Delhaye (1981)  formaliza  el  método  de promedio en área para la  obtención de las 
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ecuaciones de conservación  instantáneas,  mientras que el  desarrollo de las  ecuaciones  de 

conservación  promedio en volumen y tiempo  se  presentan  en  el trabajo de Lahey y Drew (1989). 

En el  trabajo de Soria y De Lasa (1990) se establecen las ecuaciones de transporte  promedio 

volumétrico instantáneas  en  forma  genérica  para  sistemas  multifásicos; para n fases, m interfases 

y p líneas de contacto. En los trabajos de Gray y Lee (1977) y Hassanizadeh y Gray  (1979) 

también  se  establecen  las  ecuaciones  de  transporte  promedio en volumen instanfieas en forma 

genérica  para  sistemas  multifásicos. 

Otro  grupo de investigadores  relacionado  con flujos multifásicos, que  estudian 

principalmente  problemas en sistemas de medios porosos (Whitaker, 1969; Carbonell y 

Whitaker, 1984; Whitaker, 1986a,b y 1994;  Crapiste, et al., 1989; Ochoa-Tapia y Whitaker, 

1995, entre otros), establecen  las  ecuaciones de transporte promedio en volumen  instantáneas 

aplicando el formalismo basado  principalmente en: (a) los teoremas de integrales (Whitaker, 

1967; Slattery, 1967), @) en el trabajo  de  Gray  (1975) sobre las  desviaciones  espaciales y (c) 

comprobaciones  del  teorema  del  promedio  espacial  (Howes y Whitaker, 1984). Estos autores 

consideran  como parte fundamental,  la  validez de sus desarrollos a través de la  restricción 

impuesta  de las escalas de longitud  características  del  sistema en estudio, las cuales  se  pueden 

aplicar para fundamentar  las  simplificaciones  de  las  ecuaciones promedio. Banerjee y Chan 

(1980)  también  desarrollan  las  ecuaciones  promedio en volumen  instantáneas e introducen  una 

descomposición  espacial  para  la  presión y esfuerzos  viscosos, la cual permite obtener  por 

ejemplo la presión  promedio  interfacial. Esta descomposición  espacial es distinta a la  propuesta 

por Gray  (1975). 

Lahey (199 1) estudia  los  fenómenos de propagación de ondas de vacíos  aplicando un 
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modelo promedio de dos  fluidos para un sistema  de flujo burbuja  de aire-agua. Este autor parte 

de las ecuaciones promedio en  volumen y tiempo desarrolladas por  Lahey y Drew (1989). Los 

términos interfaciales son una caracterización  esencial de los balances  de  cantidad  de  movimiento 

para  este tipo de flujos. Se conoce que los  efectos de tensión superficial tienen una influencia 

sustancial en el comportamiento del  sistema  disperso y se  consideran como un término fuente 

en  la  ecuación de cantidad  de  movimiento  interfacial (Delhaye, 198 1; Soria y De Lasa, 199 1). 

1.2 El problema de cerradura 

Existen algunos trabajos publicados  que han abordado el problema de cerradura aplicando 

diferentes aproximaciones. A continuación se describen  algunos de esos trabajos. 

El número de  relaciones  de cerradura necesarias  en particular en un modelo de flujo en 

dos fases, depende del número de  ecuaciones  que  describen  el flujo. En  sus inicios para estudiar 

sistemas  de ingeniería en  dos  fases se usaron  modelos  de  tres  ecuaciones  en  régimen permanente, 

conocidos como modelos  de flujo homogéneo,  los  cuales  requieren como relación  de cerradura 

la caída de presión  por  fricción  en  dos  fases.  Resolviendo este problema con correlaciones 

obtenidas con  datos experimentales. Las desventajas de este planteamiento es que no puede 

considerar efectos interfaciales y no tiene la  capacidad  de predecir velocidades diferentes de l a  

fase gas y líquida. 

Posteriormente Zuber y Findlay (1965) proponen  una  relación  conocida como flujo 

relativos, la  cual se basa en datos  experimentales y considera  con  buena  aproximación  la 

distribución no uniforme de la fase gaseosa y el deslizamiento entre fases. La ventaja de esta 

propuesta es su aplicación  para diferentes patrones de flujo en dos fases, tanto en ductos 
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verticales como horizontales. El modelo  de tres ecuaciones y la relación de flujos relativos 

resuleve el  problema de deslizamiento  de  las  fases,  debido a que  la relación de flujos relativos 

aglutina toda  la  información referente a los efectos interfaciales. Para aplicaciones en reactores 

nucleares se  han  planteado  propuestas de modelos  de 5 ecuaciones  (dos de masa, dos de energía 

y una ecuación de cantidad  de  movimiento  de  mezcla)  con  la relación de flujos relativos 

(Espinosa y Máximo, 1992). En códigos  avanzados de ingeniería nuclear como TRAC (Borkwslu 

y Wade, 1992), el planteamiento  consiste en un modelo promedio volumétrico de seis ecuaciones 

con efectos de transporte interfacial y usan la  relación de flujos relativos para establecer las 

transiciones de un patrón de flujo a otro. La relación de flujos relativos se aplica ampliamente 

en el diseño de sistemas  bifásicos y en este  sentido,  Chexal, et al. (1997)  proponen una 

correlación avanzada, la  cual  fue  obtenida  con  una  gran  cantidad de datos experimetales. 

Otra  de las aproximaciones  aplicadas  para  resolver  el problema de cerradura es la teoría 

de flujo potencial (Zuber, 1963;  Voinov,  1973; van Wijngaarden, 1976; Stuhmiller, 1977; 

Nigmatulin, 1979; Biesheuvel y van Wijngaarden,  1984;  Pauchon y Banerjee, 1986; Wallis, 

1989; Pauchon y Banerjee,  1988;  Biesheuvel y Spoeltra, 1989; Lahey, 1991; Wallis, 1992; 

Pauchon y Smereka, 1992). Para estudiar los  efectos de fuerzas del líquido en flujo burbuja con 

efectos de interacción  hidrodinámica  entre  burbujas, algunos autores (Wijngaarden, 1976; 

Biesheuvel y Spoeltra, 1989 y Kok, 1988) usan la  aproximación de Jeffrey (1973). Los 

resultados obtenidos por estos autores son similares y la  diferencia en el valor numérico se debe 

principalmente a la  distribución de probabilidades de burbujas  (posición o velocidad) que usan 

cada uno de ellos. El  problema de Jeffrey  (1973)  consistió en describir un campo  de 

temperaturas en presencia de dos esferas con conductividades diferentes, basándose a su vez  en 

el trabajo de Maxwell  (1891). 
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Geurst (1985 y 1986) aplicó el principio  variacional y determinó los efectos de masa 

virtual en flujo burbuja. Un trabajo más  reciente  que  aplica  el  mismo principio es el de Pauchon 

y Smereka (1992); adicionalmente  presentan la aproximación de flujo potencial para flujo no 

uniforme y comparan  las dos aproximaciones, encontrando resultados idénticos en el limite 

diluido, es decir, bajas  fracciones de vacío. 

El  método  del  promedio  volumétrico en  la  actualidad ha cobrado gran importancia para 

calcular las cerraduras en  medios  multifásicos y existen diferentes trabajos que aplican dicho 

método desde hace  más de una década  (Zanotti y Carbonell, 1984; Whitaker, 1985) y también 

otros trabajos más recientes  (Ochoa-Tapia, et al., 1993; Whitaker, 1994 y Ochoa-Tapia, et al., 

1994). Por ejemplo, Glatzmair y Ramírez  (1988) usan esta  aproximación para determinar las 

propiedades térmicas de un medio poroso. 

El problema de cerradura en  estos  estudios  se  basa en establecer las  ecuaciones de 

gobierno de las desviaciones  espaciales en términos de las variables promedio; el método, en 

forma detallada, se presenta en el trabajo de Crapiste, et al. (1989). Para resolver el problema 

de cerradura construyen un problema de  valores a la frontera para las desviaciones espaciales 

(Whitaker, 1986a,b; Ochoa-Tapia, et al., 1993 y 1994). Las experiencias de estos autores han 

permitido depurar el método  del  promedio  volumétrico  en forma sistemática y una contribución 

importante de este grupo de autores es precisamente  la  solución  del problema de cerradura. Este 

método ha sido ampliamente aplicado a problemas de medios porosos principalmente, y no existe 

evidencia en aplicaciones para  sistemas  de  flujo burbuja. 

La hipótesis de flujo potencial  en  combinación  con  el  método  del promedio volumétrico 
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es directa y las soluciones del  potencial  hidrodinárnico son conocidas desde finales del siglo 

pasado (Lamb, 1932 publicado originalmente en 1879 y Milne-Thomson, 1967). A Zuber (1964) 

se le puede considerar como precursor de aplicar  la teoría de flujo potencial para aproximar los 

efectos de interacción entre burbujas  con un modelo constituido por una esfera (fase dispersa) 

inmersa en  una esfera de líquido (fase continua), similar a la celda unitaria de Chang (Ochoa- 

Tapia et al., 1994). Posteriormente aparecen publicaciones aplicando la misma aproximación, 

como el trabajo de Stuhmiller (1977), en el cual  obtienen los efectos de fuerza que ejerce el 

fluido sobre una esfera. La importancia de este trabajo también radica en establecer la relación 

de cerradura de la diferencia de los promedios de la presión interfacial. El  punto  de partida de 

Stuhmiller (1977) para determinar las relaciones de cerradura es el modelo local promedio en 

tiempo desarrollado por Ishii (1975). 

De la literatura consultada en este campo se puede observar que la aplicación de flujo 

potencial para determinar las fuerzas que actúan sobre una esfera en un flujo  ideal,  se han 

basado en flujo uniforme (Zuber, 1964; van Wijngaarden, 1976;  Stuhmiller,  1977; Biesheuvel 

y van Wijngaarden, 1984 y Arnold, et al., 1989) y flujo no uniforme (Voinoi, 1973; Pauchon 

y Smereka, 1992). En flujo no uniforme el  potencial de velocidad se considera el gradiente de 

velocidad. 

Algunos trabajos se basan en la  teoría de flujo potencial y distribución aleatoria de 

particulas (van Wijngaarden, 1976; Kok, 1988 y 3iesheuvel y Spoeltra, 1989). También es de 

interés mencionar el trabajo de Smereka y Milton  (1991) quienes proponen expresiones para las 

cerraduras, aplicando para la  solución  la  relación existente entre flujo burbuja y conducción en 

compuestos. Smereka y Milton (1991) extienden  el resultado de Zuber (1964) considerando 
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burbujas elípticas, y un trabajo más reciente de  Ochoa-Tapia et aZ. (1994) presenta una extensión 

de la celda unitaria de Chang para aproximar un sistema no isotrópico considerando la celda 

unitaria en forma  elipsoidd. 

3iesheuvel y Spoeltra (1989)  obtienen una expresión exacta para los efectos de masa 

virtual, válida para cualquier valor de la fracción de vacíos. Estos autores consideran un arreglo 

espacialmente periódico de burbujas y observan  que el problema es totalmente análogo al 

problema para determinar la  conductividad  térmica efectiva de un material compuesto, el cual 

consiste en un arreglo periódico de esferas no conductoras en  una matriz homogénea. El método 

adoptado por ellos se presenta en los trabajos  de Sangani y Acrivos (1982 y 1983). 

Lahey (1991) para estudiar fenómenos de propagación en flujo burbujeante y el problema 

de cerradura abordado por  este autor lo resuelve aplicando la hipótesis de flujo potencial 

alrededor  de una  burbuja  esférica {Drew, 1992). 

1.3 Aportaciones del presente trabajo 

En el presente trabajo se desarrolla un modelo  de dos fluidos basado en el método  del 

promedio volumétrico para estudiar el flujo burbujeante de aire-agua con efectos interfaciales. 

Para obtener el modelo se usa  el formalismo de Whitaker (1986a), aplicando para la presión 

local instantánea las desviaciones  espaciales de Banerjee y Chan (1980) y para el resto de las 

variables locales instantáneas, las desviaciones  espaciales tipo Gray (1975). 

Se conoce que los efectos de  tensión  superficial  tienen  una influencia sustancial en el 

comportamiento del sistema  disperso y se consideran como un término fuente en la ecuación  de 



cantidad de movimiento  interfacial pelhaye, 1981;  Soria y De L a s a ,  1991). En este trabajo los 

efectos de  tensión  superficial  se  consideran  explícitamente y de acuerdo con trabajos previos 

(Pauchon y Banerjee,  1986 y 1988; Ruggles et al., 1988; Park et al., 1990; Lahey, 1991), no 

han  sido  considerados  para el análisis de la  propagación de fracción de vacíos en flujo burbuja. 

Es importante apuntar  que  el  método  del  promedio volumétrico usado por Whitaker, 

(1969); Zanotti y Carbonell, (1984a,b); Whitaker, (1986a,b) y (1994); Crapiste, et al., (1986); 

Ochoa-Tapia y Whitaker, (1995), entre otros, no ha sido aplicado en sistemas de flujo 

burbujeante. En el presente  trabajo  se  seleccionó  esta  aproximación debido a la  sistematización 

y depuración lograda por estos autores después de muchos años de experiencia. 

El  sistema  en  estudio  de flujo en  dos  fases  burbujeante  que  se presenta a lo largo de todo 

este trabajo es el punto de  partida  para  aplicaciones industriales. En este tipo de aplicaciones las 

fases son tratadas como compresibles y además de los  fenómenos  de transporte de cantidad  de 

movimiento interfacial, adquieren  gran  importancia  la transferencia de masa y energía interfacial, 

debido a los fenómenos de  evaporación o condensación y a la transferencia de calor en  la 

interfaz entre la  pared  del  ducto y flujo en dos fases. En el Apéndice B de este trabajo se 

presenta la  derivación tdrica de las  ecuaciones  promedio con  estas caracten'sticas. 

Uno de los principales  problemas  de  las  técnicas de promediar es la  obtención de un 

conjunto abierto de ecuaciones  promediadas. En el caso  del  promedio volumétrico el problema 

es  el mayor  número de incógnitas  (variables y términos de cerradura) que de ecuaciones. 

Resolver este problema en forma tdrica no  es tarea sencilla y se  deben proponer ecuaciones 

independientes  para  obtener un conjunto  cerrado de ecuaciones.  El  modelo de dos fluidos bajo 
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contiene cuatro términos de cerradura para  cada  una de las fases. Para obtener las cerraduras 

en  función  de las variables  dependientes se considera un modelo de celda excéntrica. Los 

resultados obtenidos con  la  celda  unitaria  excéntrica  son los primeros de su tipo por lo que no 

fue posible establecer comparaciones,  aunque  puede considerarse como una generalización del 

modelo  de  celda unitaria concéntrica ya muy desarrollado en  la literatura (Zuber,  1964; Voinov, 

1973; van Wijngaarden, 1976;Stuhmiller, 1977; 3iesheuvel y van Wijngaarden, 1984; Pauchon 

y Banerjee, 1988; Pauchon y Smereka, 1992). 

Los efectos de  excéntricidad  generan un conjunto  de EDP 'S promedio de  segundo  orden 

no-lineales, las cuales fueron  aproximadas en forma lineal para aplicar el método  de los valores 

caracteristicos. Los efectos no l i ndes  se  deben al término  de masa agregada obtenido con el 

modelo de celda  unitaria excéntrica. Para el  caso concéntrico, el gradiente  de la fracción de 

vacíos es nulo, cuya  consideración  genera un conjunto de  EDP 'S promedio cuasi-lineal. 

Se encontró que  los efectos de exkntricidad generan una ecuación de onda de tercer 

orden, en función  de  la  fracción  de  vacíos en las  variables  dependientes  del  sistema de las 

ecuaciones de  masa y cantidad de movimiento. Los coeficientes  que  multiplican a los operadores 

diferenciales son  función  de  los efectos interfaciales, los cuales gobiernan los fenómenos de 

propagación. La derivación  dinámica  de  la  ecuación  de  onda se obtiene al aplicar un método de 

perturbaciones. 

Con la  ecuación  de  onda  de  tercer  orden se encontraron cuatro velocidades de 

propagación para flujo burbujeante. Tres de  ellas han sido reportadas por Bouré (1982), Pauchon 

y Banerjee (1988) y Lahey  (1991)  para  el  mismo  fenómeno estudiado,  es  decir, flujo 
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burbujeante. Los trabajos  de  Pauchon y Banerjez (1988) y Lahey (1991) se  basan  en  una 

descripción dinámica, mientras  que el trabajo de Bouré (1982) se basa  en  una  descripción 

cinématica. El cuarto modo  de  propagación  encontrado en el presente  trabajo  esta  relacionado 

con  efectos de difusión  de  la  onda. Un trabajo  que  reporta una ecuación de onda de tercer  orden 

es el Biesheuvel y Gorissen (1990), los cuales  aplican  técnicas  estocásticas para obtener  las 

ecuaciones  promedio y como  resultado  de  introducir  efectos de difusividad  debido al movimiento 

aleatorio de burbujas en presencia  de un gradiente  de presión, obtienen dicha ecuación. 

Las pruebas numéricas  realizadas en  una columna de burbujeo  simulada  permitieron 

estudiar los efectos  transitorios  de  los  efectos  interfaciales  (Espinosa y Soria, 1998). Los 

resultados  obtenidos  muestran  que los efectos  de  tensión  superficial  producen  aceleración de la 

onda de vacíos,  mientras que los esfuerzos  de  Reynolds y diferencia de los promedios de la 

presión  producen  desaceleración  de  la  onda  de  vacíos, 
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2. DERIVACI~N TEÓRICA DELAS ECUACIONES DE TRANSPORTE PROMEDIO 

V O L ~ T R I C O  

El objetivo de este capítulo  es  presentar  la  derivación  teórica de las  ecuaciones de 

transporte promedio para los procesos de flujo  en  dos  fases  empleando  el  método  del promedio 

volumétrico. El resultado obtenido es un conjunto de ecuaciones promedio para cada  una de las 

fases e interfases conocido  como  modelo de dos  fluidos. Estas ecuaciones  describen los procesos 

físicos de flujo en dos  fases en términos  de  variables promedio. La descripción  del  planteamiento 

matemático  es  en  tres  dimensiones y régimen  transitorio. 

2.1 Sistema en estudio y volumen promedio 

El sistema en estudio es un flujo en dos  fases y dos  componentes aire-agua viajando a 

través de un ducto vertical en régimen  de  flujo  burbuja, como se puede observar en la Figura 

2. l .  El sistema  está  constituido por una fase  continua  de  líquido  (agua) y una fase  dispersa de 

gas  (aire) y ambas fases  fluyen  dentro  del  ducto  vertical. La longitud  característica del ducto es 

mucho mayor que el  tamaño  individual  de  las  burbujas. La fase dispersa se considera como un 

conjunto de burbujas  esféricas  de  radio  constante. Las ecuaciones de Navier-Stokes se aplican 

a cada una de las  fases  fluidas  gas y líquido  considerando flujo Newtoniano, ambas  fases  están 

en  movimiento y el dominio  de  aplicación  de  dichas  ecuaciones  es  desconocido (distribución, 

número y posición de las burbujas no se  conocen). Es preferible considerar ambas fases como 

una  mezcla efectiva, pero  es  necesario  imponer  suposiciones para desarrollar la  descripción de 

la mezcla  en  dos fases. Una  de  las  técnicas  disponibles  para  obtener  el  modelo de dos fluidos 

es el método del promedio volumétrico y se  considera ad hoc para propósitos prácticos. 
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Figura 2.1. Sistema en  estudio y volumen promedio hipotético con dos fases presentes. 
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Las dos  fases son consideradas  localmente  incompresibles y sin transferencia de masa 

interfacial, y en  relación  con  los  efectos  de  transferencia  de  cantidad de movimiento interfacial, 

se considera que las  interacciones entre las  burbujas  es  débil y la tensión superficial es constante. 

Las ecuaciones  de  balance  locales  instantáneas (ELI) que describen los procesos de 

transferencia de masa y cantidad de movimiento no pueden ser resueltas para un sistema  con un 

número desconocido  de  burbujas  moviéndose en el líquido. Sin embargo, una  descripción 

promedio proporciona suficiente  información para estimar  el comportamiento global  del sistema. 

El volumen  promedio  seleccionado  para  este  estudio es constante y mucho mayor que el 

tamaño  individual de las burbujas y que  la  separación entre burbujas adyacentes, como se 

observa en la  Figura 2.2, donde Z, y I, son las  longitudes  características de la fase  gas y la fase 

líquida, respectivamente, ro es  la  longitud  característica del volumen promedio V hipotético y 

L es la longitud  característica  del  sistema. Los vectores  normales unitanos de cada  una de las 

fases son nlg y ngl. En términos  matemáticos  la  restricción de escala de longitud  impuesta para 

estudiar flujo burbujeante se expresa  con  la  siguiente  desigualdad: 

Como se mencionó  anteriormente  el  patrón de flujo  en estudio es del tipo burbuja y el 

volumen promedio se  selecciona  lejos de las  paredes  sólidas  del  ducto y de la entrada de flujo 

en dos fases, para asegurar que el  sistema  es  homogéneo y continuo. Con esta restricción los 

efectos viscosos lejos de las  paredes  del  ducto  son  despresiables  (Espinosa y Soria, 1998). Por 

otro lado, considerar  que  el  volumen  prcmedio se localiza  lejos de las paredes del  ducto 
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garantiza que se cumpla  la  restricción  de  escala  de  longitud  impuesta para este estudio. Debido 

a que en  las  paredes  del  ducto  los  efectos  de distnbución de burbujas  son  mucho  mayores, 

además de las interacciones entre las burbujas con el líquido y el sólido, por l o  tanto, bajo estas 

condiciones no se cumple con la restricción  dada por la Ec. (2.1). Un ejemplo de l a  literatura 

que  se puede  citar  en  donde  dicha  restricción  no  se cumple es en  el problema de transferencia 

de cantidad  de  movimiento  en  la  interregión  entre un medio  poroso y fluido homogéneo  (Ochoa 

y Whitaker, 1995). 

De acuerdo  con  Carbonell y Whitaker (1984), el radio del  volumen promedio ro debe ser 

mucho  mayor  en  Comparación  con las longitudes  características de las fases Zg y I,, para  obtener 

valores de las  cantidades  promedio  suficientemente  suaves. Sí las cantidades  promedio 

experimentan  variaciones  significativas  sobre  la  longitud  característica  del  sistema en estudio L,  

entonces L debe ser  mucho  mayor en  comparación  con ro para que el  promedio de las 

desviaciones  espaciales de dicha  cantidad  (alrededor  de  la  cantidad promedio) sean cero. 

Es importante apuntar  que  el  método  de  volumen  promedio no se aplica o limita a 

sistemas que cumplan la restricción de escala  de  longitud  dada  por  la Ec. (2. l), es decir, no es 

una  restricción inherente del  método.  En  realidad la desigualdad de escalas de longitud es una 

restricción conveniente  ques se satisface  para  muchos  sistemas de interés práctico. 
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Figura 2.2. Región del sistema L y volumen promedio V. Donde ro es la longitud característica 

del volumen promedio, I, y Zl son las  longitudes características de la fase gas y fase líquida 

respectivamente, ngf es el vector normal unitario de la  fase gas a la fase líquida, en tanto nlg es 

un vector normal unitario similar de la fase líquida a la fase gas. 



2.2 EEuaciones de conservación l o c a l e s  instantáneas 

En  esta  sección  se  presenta  el  planteamiento de la descripción local instantánea  que 

representan  los  fenómenos  físicos  de los procesos de un flujo en dos fases, para régimen de flujo 

tipo burbuja. La descripción  local  instantánea  esta  constituida por un conjunto de ecuaciones de 

balance  de  masa y cantidad de movimiento.  Debido a la presencia de la interfaz que dividen o 

separan  las  fases  gas-líquido,  también  es  necesario  especificar un conjunto de ecuaciones  de 

balance locales  instantáneas de masa y cantidad de movimiento que describan los procesos  físicos 

en la región  interfacial. Estas ecuaciones  son  conocidas como condiciones de salto. Para obtener 

una  solución  particular  es  necesario  especificar  las  condiciones de frontera y las  condiciones 

iniciales. Las ecuaciones  locales  instantáneas son el punto de partida para desarrollar el  modelo 

promedio volumétrico para flujo en  dos  fases,  aplicando  el  método de promedio en  volumen. 

Las hipótesis y suposiciones de los procesos de transferencia de masa y cantidad de 

movimiento que se aplican  para  obtener  la  descripción  local instantánea son: 

- flujo  incompresible, 

- flujo isotérmico, 

- transferencia de masa  interfacial  nula, y 

- tensión  superficial  constante. 

Como ya se mencionó  anteriormente,  la  región del sistema  bajo estudio se localiza  lejos 

de las paredes  del  ducto  (Figura 2. l), de tal forma  que  los  efectos  de  pared son despreciables. 

Las  ecuaciones  locales  instantáneas  que  describen  los  procesos  físicos de transferencia de masa 

y cantidad de movimiento, en tres dimensiones y régimen  transitorio para cada  una de las fases 
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así como las condiciones  de  salto  interfacial,  están  dadas por el siguiente conjunto: 

Ecuación de continuidad  local  instantánea  para la fase k:  

v * v k = o  

donde k = 1 para la  fase  líquida y k = g para  la  fase gas. 

- Ecuación de cantidad  de  movimiento  local instantánea para la  fase k: 

en las cuales pk,  vk, P k ,  Tk son las variables  locales instantáneas en la  fase k y representan  la 

densidad, el vector  velocidad,  la  presión y el  tensor de esfuerzos viscosos  respectivamente; Z 

representa el tensor  unitario y g es  el  vector de aceleración de la gravedad. Como se puede 

observar en  la  ecuación anterior, se  ignoran  variaciones de p k  dentro del volumen promedio. 

- Tensor de esfuerzos viscosos  para flujo Newtonian0 y localmente incompresible: 

donde ,uk es la viscosidad de la  fase k y el  superíndice T denota  transpuesta. 

- Condición de impenetrabilidad  interfacial  (condición de salto interfacial de masa): 

donde whl ( = W ~ )  es la velocidad de la  interfase k-m, A ,  ( = A d )  es la región interfacial, 
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supuesta  bidimensional  contenida  en  el  volumen  promedio  (Figura 2.2), nh es  el vector normal 

unitano en  la interfaz, y tiene  la  propiedad: nh = - nmk (cuando k=Z, m=g y cuando k=g, 

M =I>. La Ec. (2.5) establece que no  existe  transferencia  de  masa interfacial, debido a que se 

impone que la velocidad  de  la  fase k en la  dirección  normal  en la interfaz es  igual a la velocidad 

interfacial en la  misma  dirección.  Esta  condición permite que no exista la  posibilidad de 

transferirse  masa de una  fase a la  otra  @or un proceso de condensación o de evaporación) a 

través de la región  interfacial. 

- Condición de salto  interfacial de cantidad de movimiento: 

donde m es la fuerza  debida a la tensión  superiicial, l a  cual  está  dada por: 

(2.7a) 

Esta ecuación  se obtiene en el  Apéndice A y como  caso particular, cuando u es  constante  se 

reduce a: 

En estas  ecuaciones tk, es el  tensor  híbrido,  es  el  tensor  métrico  en la superficie, u es la 

tensión  superficial, Hg representa la curvatura media interfacial  medida desde la fase gaseosa, 

( denota  derivada  covariante en coordenadas de  superfkie y los indices  con  letras griegas 

significan  coordenadas de superficie ( c u , ~  = 1,2). La Ec. (2.7a) en coordenadas espaciales está 

dada por (Apéndice  A): 
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m = [bkj - n k  n') u ] , ,  - n /  nj (g  i j  - n i  n i )  u,l (2.8) 

donde g"' representa el tensor  métrico  espacial, d es el vector normal con  notación indicial y 

tiene el mismo  significado  que nlg, [ denota  derivada covariante en coordenadas espaciales 

y los indices  con letras latinas significan  coordenadas espaciales (j, k = 1,2,3). 

Una  solución particular requiere de  las  condiciones de frontera e iniciales: 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

donde x es el vector de posición, t el tiempo y A,, representa las entradas y salidas de la fase 

k asociadas con la  región  macroscópica. 

El  sistema de flujo burbuja  que  se  presenta a lo largo de todo este trabajo es el punto de 

partida para aplicaciones industriales  (reactores nucleares, calderas, pozos geotérmicos, entre 

otros). En este tipo de aplicaciones las fases son tratadas como compresibles y además de los 

fenómenos de transporte de cantidad de movimiento interfacial, la transferencia de masa y 

energía interfacial (fases-fases y fases-pared)  adquieren  gran importancia, debido a los 

fenómenos de evaporación o condensación y a la transferencia de calor en  la interfaz entre la 

pared del ducto y flujo en dos fases. En el Apéndice B se presenta la derivación teórica de las 

ecuaciones macroscópicas  con  estas  características. 



2.3. Método del promedio en volumen 

El conjunto de ecuaciones  locales  instantáneas  definidas en la  sección  anterior no pueden 

ser resueltas  para un sistema  con un número  desconocido de burbujas  moviéndose  en el líquido. 

En este estudio las ecuaciones  se  desarrollan  para un volumen V con  una frontera A ,  la  cual es 

un subdominio  del  volumen  material V. Cada  punto de V es  el centroide de un volumen 

promedio. Estos  volúmenes son definidos  suponiendo que el tamaño, forma y orientación son 

idénticos en todas las posiciones y tiempos.  Una  cantidad promedio se obtiene  integrando una 

cantidad local sobre un volumen  promedio. Los procesos promedio se  usan  para  obtener un 

campo de cantidades  promedio  para  cada  fase. En este campo, un volumen promedio representa 

y caracteriza un punto físico  sobre un elemento  infinitesimal de volumen dVdel campo  promedio 

(Hassanizadeh y Gray, 1979). 

Hassanizadeh y Gray  (1979)  presentan en forma  simple  el  efecto  del  tamaño  del  volumen 

promedio sobre las cantidades  promedio,  considerando un tiempo fijo en el  cual  una  cantidad 

promedio en la  fase k se  calcula  en  cualquier  punto en  una  región promedio que  varía  de un 

tamaño muy  pequeño a un tamaño muy grande.  Cuando la región promedio es muy pequeña 

(mucho  menor que lk), la  cantidad  promedio de la  fase k es finita o cero. Al  incrementar  la 

región  (menor o del  orden de lk) ,  la  cantidad  promedio  calculada  presenta un régimen de 

comportamiento  fluctuante. Estas fluctuaciones  tienden a disminuir conforme el  tamaño de la 

región  se  incrementa y eventualmente  dentro de algún  intervalo de tamaños de la región 

promedio (mucho  mayor  que lk y mucho  menor que L) ,  la  cantidad promedio calculada es 

independiente  del  tamaño  de  la  región  promedio. Con grandes incrementos de la región 

promedio, del  orden  de  la  longitud  característica  del  medio L ,  se presentan  inhomogeneidades 

del  medio  debido a efectos  de  estabilidad  de  las  cantidades  promedio. Entonces, la  longitud 
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característica de  la región  promdio ro, se define de tal forma que el promedio de las cantidades 

locales calculadas, sean insensibles a cambios  peqgeños sobre esta longitud, permitiendo obtener 

cantidades promedio significativas. 

Operadores  promedio y cantidades  promedio 

Gray (1983)  desarrolla  expresiones  para  el  método del volumen promedio dependientes 

en espacio y tiempo, mientras que en este  estudio  se restringe a un volumen promedio constante. 

Además, en este estudio se  considera que las  ecuaciones promedio obtenidas son independientes 

de la geometria  del  volumen  promedio,  siempre y cuando el volumen promedio sea 

independiente del tiempo, de la localización en el sistema de flujo en dos fases y que cumpla con 

la restricción  impuesta de escalas de longitud  dada por la EC. (2.1).  Para  el caso en estudio, el 

volumen  promedio  se  compone  de  las  fases  gas y líquida, donde el  volumen promedio es 

constante y el  volumen  de  cada  una de las  fases  depende del tiempo: 

v = V,(r) + V&) (2.12) 

Las cantidades promedio se  asocian  con  cantidades  locales a través de un operador promedio, 

el cual para una variable genérica $ en la  fase k se  define por: 

anterior se  le conoce como promedio  de fase y al promedio formado  por la  integración sobre la 

región ocupada por la fase k y dividida  por el volumen de la  misma región, define el promedio 

fare imn'nseco: 



(2.14) 

En las ECS. (2.13) y (2.14), Rk(t) c w representa  la  región  ocupada por la  fase IC y vk( l )  

representa el  volumen  de  la  fase k asociado a la  región Rk(t). Los operadores promedio de  fase 

y promedio de fase  intrínseco  están  relacionados a través de la siguiente expresión: 

< $k) = Ek < rl/k) (2.15) 

donde E,$) es  la  fracción  volumen  definido  explícitamente porVk(t)/V 

Otra  cantidad  promedio  aplicada en este  trabajo es el promedio en área: 

(2.16) 

Teoremas de integrales promedios 

Para obtener la descripción  promedio,  dos  teoremas de integrales (Slattery, 1967; 

Whitaker, 1967) son cruciales.  Estos  teoremas son una  herramienta  matemática que permiten 

intercambiar las  variables entre derivadas  promedio  por  derivadas de variables promedio. El 

primer teorema  es  la  ecuación  de  transporte  general,  la  cual  relaciona la derivada  promedio de 

una  cantidad qk con respecto  al  tiempo: 

(2.17) 

El  segundo  teorema es conocido  como  teorema  promedio  espacial. Para cualquier  cantidad qk 

asociada  con la fase k ,  este teorema  esta  dado por: 
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Sí $k es igual a 1, los teoremas  anteriores  resultan en: 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

2.4 Ecuación de masa promedio en volumen instantánea 

Aplicando  el  operador  promedio B. (2.13)] en la ecuación de masa local instantánea 

dada por la E c .  (2.2), se  tiene  que: 

Sí la forma vectorial  del  teorema  del  promedio  espacial,  dada  por  la Ec. (2.17), se usa en la Ec. 

(2.21) y el  resultado  obtenido se combina con la Ec. (2.19), se  encuentra que: 

(2.22) 

Los términos de esta  ecuación  están  relacionados  con  la  compresibilidad macroscópica, los 

efectos convectivos y la transferencia de masa interfacial,  respectivamente. La condición de 

impenetrabilidad  interfacial  definida por la Ec. (2.5), permite simplificar la  expresión anterior: 

- + v . ( v , )  "k = o  
at 

(2.23) 

La velocidad  superficial  (velocidad  promedio  de  fase) y la  velocidad  promedio intrínseca se 
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relacionan a través de la Ec. (2.15): 

(2.24) 

Sustituyendo  esta  ecuación en la Ec. (2.23) y expandiendo  términos se obtiene: 

a&!, - + &kv * ( v k ) k  + ( v k ) k  V&k = 0 
at 

(2.25) 

2.5 Ecuación de cantidad de movimiento  promedio en volumen instantánea 

Aplicando el operador  promedio en la  ecuación de cantidad de movimiento  local 

instantánea E c .  (2.3)]: 

Aplicando  los  teoremas de promedio  espacial y tiempo, definidos por las Ecs. (2,17) y (2. lS), 

a los términos de la ecuación anterior, se obtiene: 

En diversas aplicaciones  como  este  estudio,  la  densidad es un parámetro que no cambia 

2-14 



significativamente en  volúmenes  grandes  de flujo, en  consecuencia se permite  ignorar variaciones 

de pk dentro del  volumen promedio. La Ec. (2.30) puede ser simplificada, observando que los 

esfuerzos viscosos interfaciales son mucho  mayores que los esfuerzos viscosos de las  fases, y 

de acuerdo con  la siguiente estimación de orden  de  magnitud  de los términos viscosos: 

(2.32) 

(2.33) 

donde L ,  es  la  longitud característica asociada con los cambios  en ( Tk ) y LE es la  longitud 

característica asociada con los  cambios en &k. El orden de magnitud del tensor de esfuerzos 

viscosos  dentro  de una  capa límite de  espesor S en el líquido, muy cerca de  la  superficie  de  la 

burbuja es: 

y el orden  de  magnitud  para  la integral se obtiene de la Ec. (2.20): 

(2.34) 

(2.35) 

Es importante precisar que en  las Ecs. (2.33)-(2.35),  el término (lg /S) es mucho mayor que 1. 

Sí L, = O (LE ), se puede observar que el  orden  de  magnitud  del término V - ( 7'' ) en la E. 

(2.32) es mucho mayor que  la integral sobre  el área interfacial en la Ec. (2.33): 
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V .  ( T k )  4 - nh T ,  d A  
V 

y en  consecuencia, la Ec. (2.30)  se  simplifica  dando 

(2.36) 

Para obtener  el  resultado  anterior  se  aplicó  la  relación entre el promedio de fase y promedio de 

fase intrínseco,  dado por la Ec. (2.15) y la  condición de transferencia de masa  interfacial nula, 

dada  por  la Ec. (2.5). Los términos de la  ecuación anterior involucran  integrales de variables 

locales instantáneas y productos entre estas.  Entonces, el segundo término del  lado izquierdo de 

la Ec. (2.38), se descompone  aplicando  la  siguiente  definición de las desviaciones  espaciales 

(Gray, 1975;  Hassanizadeh y Gray, 1979). 

donde fk  representa las desviaciones  espaciales  del  vector  velocidad drededor del  vector 

velocidad  promedio ( vk )k  del  vector  velocidad local instantáneo. Entonces: 

donde  se consideran las siguientes  propiedades  del  volumen promedio: 

(2.40) 

(2.4 1) 

(2.42) 
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de acuerdo al requerimiento que l,,k -e & , k  y donde 1 ,  es la longitud Característica  de las 

desviaciones espaciales de la velocidad, y L,,k es la  longitud característica de la  velocidad 

promedio en volumen. La sustitución  de  la Ec. (2.40) en el término convectivo de  la Ec. (2.38) 

da lugar a un término convectivo  promedio junto con un término dispersivo: 

donde (Drew y Lahey, 1979; Pauchon y 3anerjee, 1988; Drew, 1992): 

(2.44) 

El término dispersivo definido  por la ecuación anterior, son atribuidos a  la presencia de las fases 

y no se refieren a los esfuerzos  de  Reynolds  clásicos en flujo turbulento,  las cuales representan 

la correlación de  las fluctuaciones  (temporales) de la velocidad. 

Para  la presión  local instantánea, se  aplica  la  descomposición espacial de Banejee y Chan 

(1980), la cual se define con  la siguiente  suma  de términos: 

P k  = ( P k )  4. < A P k n , )  + P h  (2.45) 

donde la diferencia de  los  promedios  de  la  presión está definida por: 

{ A P h )  = ( P k ) h r  - ( P k ) k  
(2.46) 



Esta descomposición tiene la  ventaja  de  distinguir  la  contribución  de los efectos de cantidad  de 

movimiento interfacial involucrados. Sustituyendo las Ecs. (2.43) y (2.46) en la Ec. (2.38): 

donde 

El significado de  cada  uno de los términos de la Ec. (2.48) es el siguiente: el primer 

término del miembro derecho es la  aceleración  temporal o acumulación; el segundo término son 

los efectos convectivos; el tercer  término son los  efectos de presión; el cuarto término es la 

diferencia de los promedios  de la presión; el  quinto  término es dispersivo; el sexto término son 

las fuerzas de gravedad; la primera  integral es otro término dispersivo y la segunda integral son 

los esfuerzos viscosos  interfaciales  asociados con las  fuerzas de  arrastre. 

2.6 Condiciones de salto promedio instantánea 

Las condiciones  de  salto  locales instantáneas [Ecs. (2.5) y (2.6)]  se promedian con 

respecto a l a  región interfacial. La cqndición  de salto de masa es nula de  acuerdo  a la  condición 

de impenetrabilidad  dada  por  la Ec. (2.5), y la condición de salto de cantidad de movimiento 

interfacial [Ec. (2.6)] toma la siguiente  forma  después  de efectura el promedio: 
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(2.50) 

Esta ecuación describe la  transferencia de  cantidad  de  movimiento interfacial y acopla las 

ecuaciones de cantidad  de  movimiento  promedio volumétrico instantánea de la fase gas y la fase 

líquida a través de las interacciones interfaciales. 

2.7 Conclusiones y discusión 

Se presentó la derivación  te6rica  de  las  ecuaciones promedio de masa y cantidad  de 

movimiento, definidas por las Ecs. (2.25) y (2.48) respectivamente, para describir los procesos 

de flujo burbujeante isotérmico en términos de variables  promedio empleando un planteamiento 

matemático en tres dimensiones y régimen transitorio. 

El método  del  volumen promedio, además  de describir un campo de cantidades promedio 

para cada una de las  fases, relaciona  los  efectos  de las fases con los efectos interfaciales, y esto 

se lleva a cabo  con  la  condición  de salto de  cantidad de movimiento, Ec. (2.50). Con respecto 

a  este  punto,  Soria y de Lasa (1991) definen los procesos de fenómenos de transporte para 

sistemas multifásicos para k fases, km interfases y kmn líneas  de contacto. Concluyen  que el flujo 

en las regiones ocupadas por las  fases fluye hacia las regiones interfaciales, el flujo de las 

regiones interfaciales fluye hacia  la  región  ocupada  por  las líneas de contacto y éstas hacia el 

punto común (4 fases en contacto). Estos  autores  denominaron a  este proceso flujos cascada. 



Es importante mencionar  que el método  del  volumen  promedio representa un m a p  de 

los campos locales a campos  promedio (se puede interprestra como un mapeo de muchos a 1); 

en este proceso la estructura del flujo burbujeante se pierde dando lugar  a una  mezcla de flujo 

en dos fases homogénea, en donde las variables  promedio  son  bien comportadas. 

Existen procesos en  donde los efectos  viscosos  adquieren  gran importancia, tal es el caso 

de medios porosos. Para un fluido  Newtonian0 e incompresible, se pueden sustituir los esfuerzos 

viscosos definidos por la Ec. (2.4) en la Ec. (2.30), obteniendo  la siguiente expresión: 

(2.51) 

Como  se puede observar, esta  expresión  tiene 6 términos viscosos, de los cuales el  segundo y 

el cuarto términos del  miembro  derecho se pueden despreciar por un análisis de orden de 

magnitud (Whitaker, 1986a). El primer término  del miembro derecho es conocido como 

corrección de Brinkmann y el término  relacionado con la  derivada cruzada en espacio tiempo, 

esta asociado con la compresibilidad  promedio. 
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3. RELACIONES DE CERRADuEtii DEL MODELO DE DOS FLuIDc,5 

UTILIZANDO UN ENFOQUE DE FLUJO POTENCIAL 

El objetivo de este  capítulo  es  presentar  la  derivación  te6rica de las  relaciones  de 

cerradura para  obtener un conjunto  completo de ecuaciones promedio del  modelo  de  dos 

fluidos en  régimen de flujo  burbuja,  cuya  derivación se desarrolló  en el Capítulo 2. Uno de 

los principales  problemas  de  las  técnicas  de  promediar es la  obtención de un conjunto  abierto 

de ecuaciones  promediadas. En el  caso  del  promedio  volumétrico el problema es  el  mayor 

número de incógnitas  (variables y desviaciones  que  llevan a los :zrminos dt cerradura)  que 

de ecuaciones. Resolver  este  problema en forma tdrica no es tarea sencilla y se deben 

proponer o derivar ecuaciones  independientes para obtener un conjunto cerrado de 

ecuaciones. 

El modelo de dos  fluidos,  bajo  las  hipótesis  mencionadas  en el Capítulo 2, contiene 

cuatro términos de cerradura  para  cada una de las fases, como se aprecia en las Ecs. (2.48) 

y (2.50): (1) integral sobre  el área interfacial  de  las  desviaciones  espaciales de la presión, (2) 

diferencia de los promedios  de la presión, (3) promedio  intrínseco de la  diáda de las 

desviaciones  espaciales  de  velocidad y (4) integral sobre el área interfacial de los esfuerzos 

viscosos  interfaciales. Para la  cuarta  cerradura  existen  expresiones reportadas en la  literatura 

considerando un factor de fricción  interfacial, y las  demás cerraduras se formularon  como 

un problema asociado  con  las  desviaciones  espaciales alrededor de  los valores promedio de 

las variables  locales  instantáneas.  Para  obtener  las cerraduras en  función de las  variables 

dependientes se aplicó en  forma  sistemática  la  teoría  de flujo potencial. Se consideraron  dos 

aproximaciones para desarrollar  las  cerraduras: (1) celda  unitaria  concéntrica y (2) celda 
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unitaria excentrica. En cada  una de estas  aproximaciones se analizan  dos casos: (1) flujo 

alrededor de una  esfera y (2) burbuja  esférica  en movimiento. Los resultados  obtenidos en 

el caso de la celda unitaria  concéntrica  se  compararon  con los reportados en la literatura. 

Los resultados  obtenidos  con  la  celda  unitaria  excéntrica son los primeros de su  tipo 

por lo que no fue posible  establecer  comparaciones, aunque puede considerarse como una 

generalización del modelo de celda  unitaria  concéntrica  ya  muy desarrollado en la  literatura 

(Zuber, 1964; Voinov, 1973; van  Wijngaarden, 1976; Stuhmiller, 1977; Biesheuvel y van 

Wijngaarden, 1984; Pauchon y 3anejee, 1988; Pauchon y Smereka, 1992). 

3.1. Introducción 

Las ecuaciones  promedio de transporte de masa y cantidad d e  movimiento están dadas 

por  las Ecs. (2.25) y (2.48). Las siguientes  hipótesis  permiten simplificar las ecuaciones 

promediadas: 

H. l .  La diferencia de los promedios de la presión es aproximadamente cero en  la 

fase dispersa, ( Apgl ) = O, Ec. (2.46). 

H.2. Los esfuerzos de Reynolds son despreciables (.rgRe = O) en la fase dispersa. 

H.3. Sistema de burbujas  monodisperso. 

H.4. El sistema está formado totalmente y únicamente por las fases gas y líquida 

(condición de saturación). 

H.5. Todas las burbujas se desplazan a la misma  velocidad dentro del volumen 

promedio. 



Ecuación  de  transporte de masa promediada,  fase líquida: 

aEI - at + v ( E i  ( v y )  = o 

Ecuación de cantidad  de  movimiento  promediada, fase líquida: 

Ecuación de transporte  de  masa  promediada,  fase gas: 

- + v ' ( E g  ( v , ) g )  = o 
at 

(3 * 3) 

Ecuación de cantidad  de  movimiento  promediada,  fase  gas  [de H. 1 y H.2 en la Ec. (2.48)]: 

De la H.3, se  simplifica  la  condición de salto de cantidad de movimiento  promedio 

interfacial, definida por la Ec. (2.50), obteniéndose: 

donde ( Hg )Ig = Hg de  acuerdo  con H.3, y la H.4 se traduce en: 

El + Eg = 1 
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El conjunto de las E a .  (3.1)-(3.6) describen los procesos físicos de flujo burbujeante, 

las cuales  no incluyen los  efectos  viscosos  debido a las  paredes  del  ducto vertical, es  decir, 

son válidas para la región  homogénea  de la mezcla  bifásica en el interior del ducto. 

Las variables dependientes de este  conjunto de ecuaciones son: 

y los términos de cerradura para la  fase  gaseosa son: 

(3.8a) 

(3 .8~)  

(3 .8~)  

(3.8d) 

(3.9a) 

(3.9b) 

El objetivo de este capítulo es expresar este grupo de cerraduras como función de las 

variables dependientes. Para que el  resultado sea consistente para todo el conjunto de 



términos de  cerradura, se  aplica  sistemáticamente  la  teoría  de flujo potencial y se  determina 

su relación  con l a  diferencia  de  los  promedios de la presión y el promedio de la  diáda  de las 

desviaciones  espaciales  de la velocidad. Con estas  relaciones  se  calcula la integral sobre el 

área interfacial de las desviaciones  espaciales  de  la  presión. Los efectos de fricción  interfacial 

se  concentran en una  capa  límite  donde los efectos  viscosos  son importante y fuera de la capa 

limite se  considera que el  flujo  se  comporta  como ideal. Con  este enfoque se  puede aplicar 

la teoría de flujo  potencial en forma  consistente. 

3.2. Estructura de la celda 

En la Figura 3.1 se  presenta un sistema  idealizado de dos burbujas representativas de 

un conjunto de ellas  contenidas en el  volumen promedio. En esta figura se muestran las 

longitudes  características:  de  la  capa  límite 6, de  las  desviaciones  espaciales  del  potencial I, 

y de la fase  gas Zg y de la fase  líquida I,. Para  derivar  las cerraduras aplicando la  teoría de 

flujo potencial  se propone la  siguiente  restricción de escalas de longitud: 

(3.10) 

donde ro es la longitud  característica  del  volumen promedio. Esta  restricción  impuesta 

permite hacer  importantes  simplificaciones  para  obtener  las  relaciones de cerradura. 

La hipótesis de que las  longitudes  características de  las  fases lg y Zl, sean mayores que 

la longitud  característica de las  desviaciones  espaciales  del  potencial Z4 permite establecer que 

bajo  estas  condiciones no existe  interacción  hidrodinámica entre burbujas adyacentes, y por 

lo tanto representa  una  simplificación  importante. 
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Figura 3.1. Longitudes características: 6 espesor de la  capa límite, 1, longitud característica 

de las desviaciones del potencial  de  velocidad, Zg longitud característica de  la fase  gas, ll 

longitud característica de  la fase líquida y ro es la  longitud característica del  volumen 

promedio. 



Los órdenes de magnitud  de 6 y lk (k = I ,  g) son de 10”m y 1O”m, respectivamente, 

donde 6 es  proporcional a la  raiz  cuadrada  del producto de  la viscosidad  cinemática por el 

radio  de curvatura de la  superficie  dividido por la velocidad promedio  de la  fase  líquida 

(Currie, 1974, pg. 272). Los esfuerzos  viscosos  interfaciales se concentran o sólo  actúan 

dentro de l a  capa límite que  rodea la superficie de la burbuja, y debido a la  consideración 

inicial de flujo  incompresible,  el  flujo  fuera  de la capa límite puede ser considerado  como 

ideal, y por lo tanto  se  puede  aplicar  la  teoría de flujo potencial. El efecto inercial  es 

proporcional al volumen, por lo tanto, el  efecto  inercial de  la capa límite es  despreciable con 

respecto a los  efectos  inerciales  fuera de ésta, es decir, p (( vI )‘ )? 8 < < p (( vl )’ )2 lk,  

puesto  que 8 < 6 (Cume, 1993, pg. 278), donde 8 es  el  espesor de momento. 

3.3 Promedio interfacial de los esfuerzos viscosos 

En esta  sección  se  presentan  algunas  alternativas para calcular las fuerzas de arrastre 

que actúan sobre una  burbuja. Las fuerzas de arrastre están  relacionadas  con  la  integral sobre 

el área interfacial de los  esfuerzos  viscosos,  dada por la Ecs. (3.8d) y la Ec. (3.9b), 

donde FD es  la  fuerza  de  arrastre  interfacial. Para flujo burbuja  con tamaño uniforme  la 

fuerza de arrastre interfacial  está  dada  por  Ishii y Mishima (1984): 

(3.12) 

donde CD es el  coeficiente  de arrastre interfacial, el cual depende del régimen de flujo y Rb 

es  el  radio  promedio de la burbuja.  El  coeficiente de arrastre para flujo con  burbujas 

deformables  está dado por Harmathy  (1960): 
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cD = 3 R b  [ a(1 - & J ]  

4 e ( P I  - P,) (3.13) 

donde g es  la aceleración de la gravedad y u es la tensión superficial. El coeficiente de 

arrastre para régimen de Stokes  está  dado  por Ishii y Mishima (1984): 

24 

NRe 
c, = - 

donde NRe es  el número de Reynolds  definido  por  estos  mismos autores como: 

Pm 

y donde ,um es l a  viscosidad  de  mezcla  definida por Ishii y Zuber (1979): 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

La fuerza de  arrastre interfacial también se puede  escribir en términos  del factor de fricción 

interfacial como: 

(3.17) 

donde D, es el diámetro hidráulico y el factor de fricción interfacidd está dada por Ishii y 

Zuber (1979): 

D, (1 + 0.1 NRe ) 0.75 

f .  = 9 -  
I 

R b  NRe 
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3.4 Planteamiento para calcular la integral de l a s  desviaciones espaciales de la presión 

Las desviaciones espaciales de la  presión interfacial de la fase  líquida están dadas por 

la Ec.  (2.47), en donde hay que evaluar l a  integral de las desviaciones paraplgn@. (2.48). 

Para realizar esto es necesario proponer expresiones para la presión local instantánea y para 

la presión promedio. Una  relación independiente que permite expresar dichas presiones es 

la ecuación de Bernoulli (Cume, 1974): 

(3.19) 

donde + es el potencial de velocidad y f( t)  es una función que depende del tiempo. Para un 

fluido ideal e irrotacional, la  velocidad  local del fluido y el potencial de velocidad se 

relacionan a través de: 

(3.20) 

(3.2 1) 

Restando la Ec. (3.21) en la Ec. (3.19): 

donde 

(3.23) 



donde Z, y Z2, están  dados por (Apéndice C): 

1 aEI a E, = - ( v 4 )  - - E l -  
a t  a t  

z2 = v ( E l (  v4 V 4 ) l )  + - (v4 v4) n12 d A  1 
V 

A ig 0) 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

Para simplificar los términos E, y E? se usa  la condición de impenetrabilidad interfacial, Ec. 

(2.5). Entonces, sustituyendo  la Ec. (3.20) en la B. (2.5) para k = 1 se obtiene: 

- Vd e n12 = w12 nlg , en A k  (3.27) 

Lo anterior permite escribir dos  relaciones más, válidas  también  en  la región interfacial, 

considerando el límite desde el interior de la  fase líquida, 

Sustituyendo las  ecuaciones anteriores en la Ec. (3.24) (Apéndice C), se obtiene 



Como 
(3.29) 

v (EI ( v p y )  = v (El { Y J l  { V i > ' )  + v .  (El ( "iFl)l) (3.30) 

entonces la Ec. (3.29) se reescribe como 

que es el primer término del lado derecho  de l a  Ec. (2.58). Para desarrollar el  último término 

de esta ecuación  se sustituye la  condición  de impenetrabilidad, Ec. (2.5) para k = g: 

Wlg ' nlg = ( ( + f g )  * n l g  > en (3.32) 

Como todas  las burbujas se desplazan a la misma velocidad, hipótesis H.5, entonces el 

término de dispersión es nulo y la Ec. (3.32) se simplifica: 

(3.33) 
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En el miembro derecho  de  esta  ecuación, qRe son los esfuerzos de Reynolds definidos por 

la Ec. (3.8b), el segundo  término  representa  las  fuerzas por unidad de volumen  debidas a las 

desviaciones  espaciales  del  potencial  de  velocidad;  el  tercer  término está relacionado con los 

efectos de masa  virtual y el  cuarto  término es el  efecto de las fuerzas debido a la diferencia 

de los promedios de presión para la fase líquida, Ec. (3.8a). 

De acuerdo con  el  resultado anterior, para  determinar completamente el problema de 

cerradura es  necesario  encontrar  una  relación  funcional de las  desviaciones  espaciales  del 

potencial de velocidad, de  las  desviaciones  espaciales  del  vector  velocidad y de la diferencia 

de los promedios de la  presión  para  la  fase líquida. Para encontrar estas  relaciones 

funcionales se establecen  modelos  geométricos  para  una  celda unitaria. Con este modelo  se 

puede aproximar la estructura del flujo en dos  fases,  la  cual ha quedado aglutinada dentro 

de integrales en el  proceso de promediar.  El  modelo de celda  unitaria que se analiza a 

continuación es el de: 

- Celda  unitaria  excéntrica  con  burbuja  esférica en movimiento. 

Posteriormente de considerarán  casos  límite y se  obtendrán  como  casos particulares los de: 

- Celda  unitaria  excéntrica  con  burbuja  esférica  en  reposo y en movimiento. 

- Celda  unitaria  concéntrica  con  la  burbuja esférica en reposo. 



3.5 Modelo de celda unitaria excéntrica 

En esta sección  se  presenta el análisis de una celda  unitaria excéntrica para determinar 

las cerraduras que aparecen en la Ec. (3.34). En  la Figura 3.2 se presenta dicha  celda  cuya 

caracten'stica  es el desplazamiento  que  presenta  la  burbuja  esférica  con respecto al centroide 

de la  esfera exterior. 

La posición  de  la  burbuja  esférica en  una celda  unitaria excéntrica no se encuentra en 

el centroide de  la esfera exterior, y por l o  tanto,  el radio con respecto a esta  posición 

(distancia  del punto excéntrico  hacia  algún  punto  en  la superficie de  la esfera exterior) no  es 

constante como en  el  caso de la celda  unitaria concéntrica. Entonces para determinar el radio 

excéntrico se obtiene una expresión en función de la  posición de la burbuja esférica (cuyo 

sistema de referencia excéntrico se encuentra en el centroide de  la burbuja esférica), de las 

coordenadas  del  sistema  excéntrico y del  radio  de  la esfera exterior con respecto al centroide, 

como a continuación  se presenta. 

El  radio  de  la  esfera  externa en  una celda  unitaria  concéntrica está dado por: 

2 -  2 2 2  
b - .x, + y, + 2, (3.35) 

donde x,, y,, z, son  las  coordenadas  cartesianas de la  celda  unitaria concéntrica. Sea x, y, 

z las coordenadas  cartesianas  de  la  celda  unitaria excéntrica y (h,  k ,  I) un punto con respecto 

el sistema concéntrico, entonces  se  pueden  establecer  las relaciones entre el  sistema 

coordenado concéntrico y el  sistema  coordenado excéntrico: 

X,  = x  + h 

Y, = Y  + k  

2 ,  = z  + I  

(3.36) 

(3.37) 

(3.38) 
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Figura 3.2. Celda unitaria excéntrica 



Expresando el sistema  coordenado  excéntrico x, y,  z en coordenadas esféricas: 

x = rsendcosp 

y = rsenesenp 

z = rcose 

Sustituyendo  las Ecs. (3.39)-(3.41) en las &s. (3.36)-(3.38): 

x, = rsenecosq + h 

y o  = rsenesenq + k 

z, = rcose + I 

(3.39) 

(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 

(3.43) 

(3.44) 

donde r es el radio del  sistema  excéntrico.  Sustituyendo  estas ecuaciones en  la Ec. (3.35): 

donde y es  la  distancia de  la  burbuja  esférica  con  respecto  al  sistema de referencia 

concéntrico: 

Y 

g(y)  = hcosq + kseny 

Resolviendo la Ec. (3.45) para r, se obtiene: 

(3.46) 

(3.47) 

Existe un número infinito de  posiciones y con  coordenadas (h, k, 0 en donde la 

burbuja esférica interna puede  ser  colocada en cualquier  punto interior de la  esfera exterior, 
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por lo  tanto la esfera externa  se  dividió en 8 partas iguales con respecto a su centroide (x,, 

yo, zo) y se seleccionaron  valores  positivos  de (h, k, I) con respecto a x , ,  y,, z, para obtener 

un conjunto de estimaciones  representativas. En las Figuras 3.3 y 3.4 se presentan las 

gráfkas del radio ?(e, p) (adimensional) para dos configuraciones excéntricas distintas. El 

caso que  se  muestra  en la Figura 3.3 consiste en un sistema excéntrico que se encuentra muy 

cerca de l a  superficie de  la  esfera externa, los parámetros adimensionales para lograrlo son: 

h* = k* = I* = 0.557, b* = 1 y y* = 0.999 (h* = h/b). En dicha figura se puede 

observar que r*(O, p) varía en un rango  de O a 2. En la Figura 3.4 se representa una celda 

unitaria  también  excéntrica en donde la burbuja esférica está localizada muy cerca del 

centroide. Los parámetros adimensionales  seleccionados para este caso son: h* = k* = I* 

= 0.1, b* = 1 y y* = 0.17. En esta  figura se puede observar que ?(O, p) varía en un 

rango de 0.8 a 1.2. Con estos  dos  casos se puede observar que cuando la posición y* de la 

burbuja tiende al centroide, ?(e, p) tiende al radio de la esfera externa, b*. 
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0.0 

6 3  

Figura 3.4. Celda  unitaria  excéntrica  cerca  del centroide de la esfera  exterior. h* = k" = 

I* = 0.1, b* = 1 y y* = 0.17. 



3.5.1 Desviaciones espaciales del potencial de velocidad 

Las desviaciones  espaciales  del  potencial de velocidad  están dadas por: 

donde  el  promedio de las  desviaciones  espaciales  del  potencial de velocidad son: 

(3.50) 

donde I' dr sen 8 dB dq es  el  elemento  diferencial de volumen dV y Vl = 4 / 3 ~  (b3 - a3)  con 

b > a. El  potencial  de  velocidad en forma  general  se  puede escribir como: 

r 1 

(3.51) 

donde r ,  8 son las  coordenadas  esféricas, a es  el  radio de la esfera y fd es  una  función 

indicadora  definida por: 

fd = { 1 esfera  en movimiento 
O esfera  en reposo 

(3.52) 

En la E. (3.5 1) U tiene  dos  interpretaciones: para& = 1 representa la velocidad de la esfera 

y para fd = 0 representa l a  velocidad  del  fluido  aproximándose a la esfera en reposo. 

Sustituyendo  la Ec. (3.51) en  la Ec. (3.50) e integrando se obtiene: 

donde r(0, p) está  dado p o r  la Ec. (3.48). 

La solución de esta  integral  doble  es  compleja por lo que fue necesario emplear 

técnicas  numéricas  para su solución,  para  lo  cual  se  seleccionó la regla  compuesta de 
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Simpson @urden y Faires, Cap. 4, 1985) debido a que presenta un error (E, del orden 2, 
mientras que la regla  del  trapecio  presenta un error que es proporcional a E'. El esquema 

de solución  numérico  se  presenta en el  Apéndice D. En la Tabla D. 1 para fd = O se 

presentan  algunos  valores  de  estimaciones  numéricos de ( 4 >'* (= ( 4 )'/bu, eje 2) con 

respecto a y*(= -{lb, eje X) para diferentes  radios de burbuja a*(= alb, eje Y) o fracción 

volumen E ,  que ocupa la burbuja  esférica en la  celda unitaria. En la  Figura 3.5 para fd = 

O, se puede  observar  que ( 4 >'* se  incrementa  linealmente conforme aumenta y* 

manteniendo u* constante,  mientras  que  el  comportamiento de ( 4 >'* con respecto a 

manteniendo y* constante  es  prácticamente  lineal para pequeños valores de y* (muy cerca 

del centroide) y para valores  mayores de y* (alejándose  del centroide) { 4 >'* crece 

rápidamente en forma no lineal. Este mismo  comportamiento se puede observar en la Figura 

3.6 para& = 1. 

o 

En  la Tabla D.2 del  Apéndice D se  presentan  algunos  datos de la integral que aparece 

en  la Ek. (3.53). 

Sustituyendo la Ec. (3.53) en la Ec. (3.49) se obtiene: 

Entonces, la integral sobre el área interfacial de las desviaciones espaciales del potencial de 

velocidad que aparece en la Ec. (3.34)  está  dada por: 



donde 

a3 E, = - 
a b3 

(3.56) 

k = - e ,  = e,senecosp * e,,senOseny + eZcosO (3.57) 

Para fd = O el término pI cg de la Ec. (3.55) representa  la  masa por unidad de volumen 

desplazada por la burbuja esférica, es decir, el  volumen  que  ahora ocupa la  burbuja esférica 

y 1/2p, cg es la  masa por unidad de volumen  de líquido adherida a la burbuja esférica y se 

le conoce como masa agregada. La suma de estos  dos  términos  definen la masa virtual. 

Parafd = 1 el primer término  representa la  masa de líquido por unidad  de  volumen 

que es arrastrada por la burbuja  esférica en movimiento  que corresponde al efecto masa 

agregada. Estos  efectos son tipicos  de  la  celda  unitaria concéntrica. Los efectos de 

excentricidad  aparecen en los términos de la integral de la Ec. (3.55) y el valor de dicha 

integral es negativo, entonces,  el  efecto  global es mayor para gradientes positivos de cg 

(mayores  concentraciones) y ocurre todo lo contrario para gradientes negativos de 

(menores concentraciones), esto se cumple tanto parafd = O como para fd = 1. 
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Para& = 1 se  puede  hacer que el sistema  de referencia se mueve con respecto a otro 

sistema fijo, entonces, se puede  demostrar  que U representa la velocidad relativa: 

(3.58) 

3.5.2 Desviaciones espaciales del vector velocidad 

Las desviaciones  espaciales  del  vector  velocidad  están definidas por la Ec. (2.48), 

donde la velocidad  local  instantánea  se  puede  expresar  como: 

(3.59) 

donde $ está  dado por l a  'Ec. (3.5 1), e ,  está definido por la Ec. (3.56) y ea está dado por: 

t?g = e ,  cos 8 cos y + ey cos 9 sen y - e ~ sen O 

El primer y segundo  término  de la Ec. (3.59) corresponden a las componentes radial y 

tangencial del vector  velocidad,  respectivamente. Para f d  = O en la Ek. (3.59), la 

componente radial de velocidad en la  superficie de la esfera (r = a) es nula, mientras que 

la  componente tangencid de velocidad es nula  en 8 = O y en 0 = 3 , ~  (las  zonas de 

(3.60) 

estancamiento). Mientras que para& = O los componentes de velocidad  radial y tangencid 

existen para toda 8 .  

Para determinar las desviaciones  espaciales  del  vector  velocidad es necesario calcular 

el promedio intn'nseco  de l a  velocidad: 

(3.61) 

Entonces, integrando: 

3-23 



2 1  a- 

( v l >  l = - !?-? 2 Vl 1 1 [Ir. [ '(e; "] (3e,cos8 - e:) 

(3.62) 

donde 

Sustituyendo la Ec. (3.62) en  la Ec. (2.39) se obtiene la expresión para  las 

desviaciones espaciales del vector velocidad: 

r- (3.64) , 

El promedio intrinseco del producto de las desviaciones espaciales del potencial de velocidad 

por las desviaciones espaciales del  vector  velocidad se obtiene de las Ecs. (2.39) y (3.49) o 

de las &s. (3.54) y (3.64): 

donde ( 4 )' y ( vl )' están dadas por las Ecs. (3.53) y (3.62) respectivamente. El primer 

término de la Ec. (3.65) está dado por: 

donde 



$ v l  = - ~ , C O S B  - (3.67) 

Integrando se  obtiene: 

Sustituyendo las Ecs. (3.53),  (3.62) y (3.68) en la Ec. (3.65), se obtiene que: 

X 

La diáda de la  desviaciones  espaciales de velocidad se obtiene  con la Ec. (2.39) o con 

la Ec. (3.64) y después  se  aplica  el  operador ( )', entonces: 

(J,G,)' = ( V ' V J '  - v J 1  ( y,>' 

. 
(3.70) 

El primer término está  dada por: 

3-25 



3 2 2 7 . x  (3.71) 
- (’ 1 In [ ‘’1 ( 3   e ,  cos 8 - eZ) sen8  d8  dp 

VI 

donde 

(3e,cos0 - ex)’ = 9(cos -pexe ,  7 + 2senycospe , ey  + sen 2 qe , ey ) sen ’~cos ’~  

+ 6(cospe ,ez  + s e n p e y e ,  + s e n 2 p e Y e ~ ( 3 s e n 8 c o s 3 8  - sen8cos8)  

+ (1 - 6cos28 + 9 cos48) e ,   e ,  
* - .  (3.72) 

Sustituyendo las Ecs. (3.62) y (3.71) en la Ec. (3.70) se obtiene: 

(3.73) 

r 1 2  
2 a  -r 

- 1% d 1 In ‘’1 (3e,cos8 - e Z ) s e n 8 d d d p  

donde 

( b 3  - a 3 )  

b 3  
&I = (3.74) 



Las desviaciones  espaciales  se  pueden  entender  como  velocidades  relativas  con 

respecto a la velocidad  promedio,  entonces sol; independientes  del  sistema  de referencia, por 

esta  razón no aparece fd en la Ec. (3.73). El tercer  término  de la Ec. (3.73) representa  el 

producto vectorial y no  el  módulo. Por otro lado, con la E c .  (3.73)  se obtienen los esfuerzos 

de Reynolds, Ec. (3.8b). 

3.5.3 Diferencia de los promedios de la presión 

La diferencia de los  promedios  de  la  presión para la fase líquida está  definida  con  la 

Ec.  (3.8a). L a  presión  promedio  interfacial  se puede escribir de la siguiente forma 

considerando que las  burbujas  son  esféricas (H.3), cuya área superficial es A,, = 4mz 2 . 

2 7  7 

(3.75) 

Para determinar el  integrando de esta  ecuación se puede  aplicar  la  ecuación  de  Bernoulli [Ec. 

(3.19)], con f ( ~ )  = ( pi >': 

(3.76) 

El procedimiento  consiste en desarrollar  los  operadores de la ecuación anterior con 

las funciones  del  potencial  de  velocidad [Ec. (3.5 l)], después  se  evalúa pl en  la superficie 

para determinar la distribución  de la presión  interfacial  local instantánea y el  resultado se 

sustituye en la Ec. (3.75) para  evaluar  la  integral. 

Aplicando  Ec. (3.51) en la Ec. (3.76)  se  obtiene  que: 
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donde 

7 7 (3.78) 

Finalmente 

presión: 



3.6 Casos limite del modelo de celda unitaria excéntrica 

En la sección  anterior  se  desarrolló el caso  general para obtener las  relaciones de 

cerradura usando un modelo  de  una  celda  unitaria excéntrica. A continuación  se  presenta  el 

caso límite, es decir, las relaciones  de  cerradura de la celda  unitaria concéntrica, la cual es 

una  consecuencia  directa  del  caso  general. 

Este modelo  concéntrico  consiste en una burbuja esférica inmersa en una esfera de 

líquido. En este  modelo  de  celda las líneas  de comente son totalmente  simétricas  debido a 

que el centro de la burbuja  esférica  se  localiza en el centroide de la esfera exterior. 

3.6.1 Desviaciones espaciales del potencial de velocidad 

El promedio  del  potencial de velocidad  para  el  caso concéntrico se  obtiene  del  caso 

general  haciendo h = k = 1 = O en la Ec. (3.46),  de  lo cual  se obtiene y = O 3 r = b en 

la Ec. (3.48), siendo  independiente  de 8 y p. Entonces: 

( $ > ' = O  
Lo anterior  implica en la Ec. (3.49)  que: 

(3.83) 

& = 4  (3.84) 
Las desviaciones  espaciales  del  potencial  de  velocidad se obtienen  haciendo r(8, p) = b en 

la Ec. (3.55): 

En la  ecuación anterior& = 1 también  representa  el  impulso por unidad de volumen 

de líquido  debido al movimiento de la  burbuja  esférica. 

3-29 



Cuando un cuerpo  sólido se mueve a través de un fluido incompresible Vd = l), éste 

induce un arrastre del fluido. El volumen arrastrado entre las posiciones iniciales y finales 

es igual al volumen correspondiente a la  masa hidrodinámica. Darwin (1952) define la masa 

hidrodinámica como  la  obtenida  de  la  energía  cinética  del fluido que rodea al cuerpo: 

donde Ve es  el volumen  de  la esfera y U representa  la  velocidad relativa. 

3.6.2 Desviaciones espaciales  del vector velocidad 

Haciendo r(0, 9) = b en la Ek. (3.64) se obtiene: 

S,  = VI 

El resultado anterior implica  que: 

(3.86) 

(3.87) 

(3.88) 

El promedio intrínseco  del  producto de las desviaciones espaciales del  potenciai  de 

velocidad por las  desviaciones  espaciales del vector  velocidad  se obtiene directamente de  la 

Ec. (3.69), también  haciendo r(0, 9) = b: 

{ = o (3.89) 

El promedio diádico de  las  desviaciones  espaciales  de  velocidad se obtienen  haciendo r(8, p) 

= b en la Ec. (3.73): 

+ - e  3 e + e ,e ,  U' 
q Y Y  C C  1 (3.90) 



3.6.3 Diferencia  de los promedios  de la presión 

La expresión para la diferencia de 105 promedios de la presión es la  misma que l a  

obtenida con la celda unitaria excéntrica con burbuja, la cual está dada por la Ec. (3.81). 

Esto es debido a que se integra sobre el área interfacial y el integrando, Ec. (3.80),  se 

calcula en la superficie de la burbuja esférica. 

3.7 Comparación con modelos  previos y discusión 

En la Tabla 3.1 se presenta un resumen de  las relaciones de cerradura desarrolladas 

en las Secciones 3.5 y 3.6. En esta tabla, fdenota cantidades escalares, d denota tensores de 

primer orden o vectores y B denota  tensores de segundo orden. A continuación se presentan 

las definiciones de la nomenclatura utilizada en dicha tabla: 

2a H 

2 x  a 

(3.91) 

(3.92) 

(3.93) 

(3.94) 

(3.95) 

(3.96) 

(3 * 97) 
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(3.98) 

(3.99) 

En  la Tabla 3.1 las  relaciones  de  cerradura para flujo alrededor de una  esfera  se 

presentan en las filas  denotadas por (1) y (2) para  el  modelo  de  celda  unitaria  concéntrica y 

excéntrica, respectivamente,  donde U ( U  = Ue,) representa  la  velocidad  del líquido. La 

relación de cerradura integral sobre área de las  desviaciones  espaciales  del  potencial de 

velocidad  (segunda  columna)  dan  lugar a los  efectos de masa virtual. El resultado obtenido 

con el  modelo de celda  unitaria  excéntrica  incluye un término adicional con respecto a la 

celda unitaria concéntrica, cuyo  efecto  está  relacionado  con el gradiente de la  fracción de 

vacíos. Para establecer su importancia en forma cualitativa, se analizó el valor numérico de 

las funciones fi ( EJ y f7 ( E J ,  encontrando  que son negativas en todos  los  casos excéntricos, 

entonces los  efectos de masa  virtual son  mayores  para  gradientes  positivos de la  fracción de 

vacíos (mayores concentraciones de la  fase  dispersa) y menores  con  gradientes  negativos de 

la fracción de vacíos.  Este  efecto no es observado  con el modelo de celda  unitaria 

concéntrica y hasta  donde  se sabe no ha sido  reportado en trabajos previos. 

Las relaciones de cerradura para  flujo  con  burbuja y líquido en movimiento se 

presentan en las filas denotados  por (3) y (4) en la Tabla 3.1 para el modelo de celda  unitaria 

concéntrica y excéntrica, respectivamente,  donde U (U = Ue,) representa  la  velocidad 

relativa dada por la B. (3.58). Como se puede observar, el Único efecto que presenta es la 

masa agregada o arrastrada debido al movimiento de la  burbuja esférica y el caso excéntrico 

incluye el gradiente de la  fracción de vacíos. 



! 

En la  tercera  columna  de  la  misma  tabla  se  presenta  la  relación de cerradura promedio 

intrínseco del  producto de las  desviaciones  espzciales  del  potencial de velocidad por las 

desviaciones  espaciales del vector  velocidad. Se puede  observar  que  en el modelo de celda 

unitaria  concéntrica este término  es nulo, mientras que es  distinto  de cero con  el  modelo  de 

celda unitaria excéntrica. Este término  incluye  la  velocidad de líquido al cuadrado y dada su 

naturaleza  se  puede  relacionar  con  la  energía  cinética de las  desviaciones  espaciales de 

velocidad. Su efecto  con  respecto a la burbuja no es sencillo  de  analizar a-priori, Por el 

momento, se puede  observar  que  los  términos del orden de a6 son pequeños para burbujas 

muy  cerca  del  centroide  de  la  esfera  exterior [Ec. (3.95)] puesto que r(0, p) es  del  orden  del 

radio de  la  esfera exterior b. Sin embargo, muy cerca de la  superficie de la  esfera exterior 

r(0, p) toma  valores  del  orden  del  radio  de  la  burbuja esférica CI y, como se  puede  observar 

en  la Ec. (3.69), su inverso al cuadrado  presumiblemente sena importante. Otro  aspecto 

relevante de este término, en combinación  con  el  segundo  término de la Ec.  (3.34),  es la 

aparición de una  doble  derivada  espacial  que no se observa en el  caso concéntrico, donde 

desde  el  punto de vista  matemático  podría  modificar su comportamiento en flujo burbujeante. 

En la  cuarta  columna de la  Tabla 3.1 se  presenta  la  relación de cerradura promedio 

intrínseco de la  diáda  de  las  desviaciones  espaciales  del  vector velocidad, la  cual  está 

relacionado  con  los  esfuerzos de Reynolds [Ec. (3.8b)l.  Se puede  observar que para  el  caso 

concéntrico  está  definida  por  la Ec. (3.99), mientras que para el  caso excéntrico presenta  dos 

términos  adicionales, Ec. (3.73). En la quinta columna de la misma  tabla se presenta  la 

relación  de cerradura diferencia de presión  interfacial,  la  cual  es  la  misma  para un modelo 

de celda  unitaria  concéntrica  que  para un modelo de celda  unitaria excéntrica, debido a que 

éSta se  evalúa en la superfkie  de la  burbuja  esférica. 
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3.7.1 Relación de cerradura  masa  agregada 

La relación de cerradura de  la integrd sobre el área interfacial de las  desviaciones 

espaciales  del potencial de  velocidad  para  burbuja esférica y líquido en  movimiento Ifd = 1) 

se puede escribir como: 

1 
V - = C,,(Eg) y ,  (3.100) 

donde vr es la velocidad  relativa  definida  por  la Ec. (3.58) y C,, representa el  coeficiente 

de masa agregada cfd = 1). Por  conveniencia  en el acoplamiento  matemático  de las relaciones 

de cerradura con las ecuaciones  de  transporte  promedio volumétrico (Capítulo  4) el 

coeficiente de  masa  agragada se puede  expresar  como: 

donde 

1 
2 8  

Cm&) = - E  

3 v  
4 a  

c2 = - - c1 

2% % 

c1 = y[ 1 [ r ( 0 ,  v)cos8sen8d%dq 

a 3 = 3 v  - - Es 
4 a  

(3.101) 

(3.102) 

(3.103) 

(3.104) 

(3.105) 

Otros modelos  relacionados con  el coeficiente de masa agregada se  presentan a 

continuación. Todos estos  modelos  tienen en común que el potencial de velocidad está 

relacionado con  una  celda  unitaria  concéntrica,  sin embargo, algunos de ellos consideran 

interacciones hidrodinámicas  que  es  de  interés  mencionarlas. 
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Mercadier (1981) propone un modelo  macroscópico considerando que el potencial de 

velocidad es constante en los extremos que la limitan. El análisis consiste primero en 

determinar la diferencia de potencial  sin  burbujas u objetos inmersos y segundo en determinar 

la diferencia de potencial con objetos, donde  la  relación entre estos  dos  da como resultado: 

(3.106) 

donde pef es una propiedad  efectiva  de  la  mezcla en  dos fases.  Para su determinación 

Mercadier (1981)  usó  distintos  resultados de la literatura, uno de  ellos es el trabajo de 

Maxwell (1891), relacionado  con  la  conductividad eléctrica efectiva de un sistema de 

particulas aisladas en un medio continuo: 

Sustituyendo en  la Ec. (3.106), se obtiene: 

(3.107) 

(3.108) 

Este resultado fue obtenido  por  Zuber  (1964) con diferente aproximación con un modelo de 

una burbuja esférica concéntrica  moviéndose en  una esfera de líquido (Lamb, 1947; Milne- 

Thomson, 1967), donde el gradiente del  potencial  en  la superficie de  la esfera exterior es 

cero.  El resultado obtenido  por  Zuber  (1964) fue denominado esfera protectora por Smereka 

y Milton (1991), quienes  extendieron  el  resultado  de Zuber (1964) considerando burbujas 

elípticas. El procedimiento utilizado p o r  Zuber  (1964) es relativamente menos complejo que 

el utilizado por Mercadier  (198 1) en  combinación  con  Maxwell (189 1), y con ambos se 

obtiene el mismo resultado. 



esto se debe principalmente la diferencia entre los valores de  2.78 y 3. En  relación a  este 

punto Kok (1988) encuentra el mismo  resultado obtenido por  Biesheuvel y Spoeltra (1989) 

e incluye una corrección al valor  obtenido  por  van  Wijngaarden (1976), es decir,  3.21 en 

lugar de  2.78. La similitud de los  resultados  obtenidos por van Wijngaarden (1976), 

Biesheuvel y Spoeltra (1989) y Kok (1988)  se debe a que todos ellos se basan en la 

aproximación del trabajo de  Jeffrey  (1973) y la diferencia de valor numérico que multiplica 

el término de segundo  orden  se  debe principalmente a la distribución de probabilidades 

(posición o velocidad)  que usan estos autores. 

Smereka y Milton  (1991)  estudian  la  analogía que existe entre flujo burbuja y la 

conductividad térmica efectiva en compuestos. Su resultado es idéntico al obtenido con  la 

celda unitaria concéntrica [Ec. (3.102)]. 

Wallis (1992) obtiene una  expresión de  la integral sobre el área del potencial de 

velocidad, considerando una celda unitaria  con un objeto en reposo (caso base) y después 

estudia el caso con el objeto en  movimiento y superpone  estas soluciones. Este análisis es 

similar al modelo de Mercadier (1981) (su caso base  no tiene objetos). Uno de  los resultados 

de Wallis  (1992) para el  caso  sin  efectos  de gradientes de  presión y fuerzas de  gravedad  es: 

1 C A E g )  = 1 - - p - % (3.113) 

donde g* es l/p (o plIpef es 8). Este resultado es idéntico al obtenido por Smereka y Milton 

(1991). Otro de los resultados  obtenidos  por  Wallis  (1991) considerando velocidad superficial 

total igual a  cero, es igual al obtenido  por Mercadier (1981) y se puede considerar como una 

generalización del trabajo Mercadier (198 1). 
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Para determinar la  difusividad  efectiva de un medio poroso aplicando la aproximación 

del  método  del promedio volumétrico, Ochoa, et al. (1994)  obtienen  una expresión similar 

a la Ec. (3.100).  El método  utilizado  por  estos autores se presenta en forma detallada en el 

trabajo  de  Crapiste, et al. (1985). Uno de los casos  estudiados por estos autores  es considerar 

al medio poroso como un sistema  constituido por una esfera (fase dispersa) inmersa en una 

esfera  de  mayor tamaño  correspondiente a la fase continua [similar al modelo de Zuber 

(1964)j. A este modelo se le denomina  celda  unitaria de Chang. En el caso de  la celda 

unitaria cilíndrica, los autores obtienen  el resultado de Rayleigh  (1892) y para el caso de  la 

celda unitaria esférica obtienen  el  resultado  de  Maxwell (1891). Estos autores extienden la 

celda unitaria de Chang  para el caso de una celda  unitaria elipsoidal y proponen  una 

expresión para  la difusividad efectiva. 

Las aproximaciones previas y la  obtenida  en este trabajo con la celda unitaria 

concéntrica indican que el coeficiente de masa virtual se incrementa con  la fracción 

volumétrica del gas. Los datos  experimentales  muestran que éSta es la tendencia. La siguiente 

relación empírica fue obtenida  por  Chernyy y Srebnyuk  (1979) para el estudio del 

deslizamiento de una  mezcla  gas-líquido a través de un difusor: 

(3.1 14) 

En la  Figura 3.7 se  presentan  la  comparación de los modelos del coeficiente de masa 

agregada. Como se  observa en estas gráficas, todos los modelos  presentan el mismo 

comportamiento para fracciones de vacío  en un rango aproximado de O a O. l .  Para valores 

mayores de O. 1, el modelo de primer orden m. (3.102)] exhibe un comportamiento distinto, 

puesto que su incremento es lento  con  respecto a los demis modelos y el modelo de Maxwell 
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(1891) p. (3. lOS)]  también  presenta un comportamiento  distinto  con  respecto a los demás 

debido a que su incremento  es muy rápido  con  el  incremento de la fracción de  vacíos. En 

la misma figura se  puede  observar  que  los  modelos de segundo  orden [Ecs. (3. log), (3.11 S )  

y (3.112)] presentan  el  mismo  comportamiento para fracciones de vacío en un rango 

aproximado de O a - 0.3. El  modelo  de  Maxwell  (1891)  para  condiciones  diluidas presenta el 

mismo  resultado  con  respecto al modelo  empírico m. (3.114)] para fracciones de vacío  del 

orden de 0.6. El modelo  de  van  Wijngaarden (1976) presenta  el  mismo  resultado  con 

respecto al modelo  empírico  para  fracciones  de  vacío  del  orden de 0.35 y el  modelo de 

Jeffrey  (1973)  presenta  el  mismo  resultado  que  el  modelo  empírico para fracciones de vacío 

del  orden  de 0.25. 

Como se puede  observar  todos  estos  modelos se basan o aplican  la  teoria de flujo 

potencial y,  al respecto,  se  puede  decir  que  los  términos de segundo  orden  se  deben a la 

consideración de interacciones  hidrodinámicas  aplicando  distribuciones aleatorias de posición 

o velocidad  con  excepción  del  modelo de Zuber  (1964) que no aplica este tipo de 

distribuciones  pero se considera  como un modelo de interacción  hidrodinámica. Por lo 

anterior, los  efectos  debidos al gradiente  de  la  fracción de vacíos sobre el coeficiente de masa 

gregada sólo se  obtienen  mediante  una  celda  unitaria  excéntrica, Ec. (3.101). 

De acuerdo  con  los  resultados  anteriores, en forma general se puede decir que el 

coeficiente de masa virtual (o propiedades  efectivas)  depende d e  la fracción de vacíos y de 

la estructura  geométrica  de  la  configuración  del  sistema en estudio. 
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+Ec.(3.102) 
--b E ~ ( 3 . 1 0 8 )  
*Ec.(3.109) 
-x-Ec.(3.111) 
+Ec.(3.112) 
+-Ec.(3.114) 

O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

Fracción de vacíos 

Figura 3.7. Comportamiento de los efectos de masa  virtual contra la fracción de  vacíos. 

Mode10 de primer orden [Ec. (3.102)J; Modelo de Maxwell (1991), Ec. (3.108); Maxwell 

condiciones diluidas Ec. (3.109); Modelo  de  Jeffrey (1973), Ec. (3.111); Modelo de van 

Wijngaarden (1976), Ec. (3.112) y Modelo de  Chemyy  y Srebnyuc (1979), Ec. (3.1 14). 



3.7.2 Relación de cerradura energía c inét ica inducida. 

Esta relación de cerradura  con un modelo de celda  unitaria excéntrica para flujo con 

burbuja y líquido  en  movimiento  está  dada  en la fila (4) y tercera columna de la Tabla 3.1. 

De acuerdo  con la literatura  consultada,  el Único autor que encontró este término es 

Mercadier (199 l), en la forma que aparece en el  segundo  término de la Ec.  (3.34). Este 

autor encontró que este  término es del  orden u6, sin embargo ahora se sabe que este  término 

es  estrictamente  nulo  para una celda  unitaria  concéntrica. 

En la gráfica de la Figura 3.8 se  presenta  el  comportamiento de la  energía  cinética 

inducida  con  respecto a y* y u*, donde  la  energía  cinética  inducida en forma adimensional 

está  dada por: 

(3.115) 
v,' b 

En esta  gráfica  se  puede  observar  que  la  energía  cinética inducida es  sumamente 

pequeña y su variación  con  respecto a y* y a* es  del  orden de O a Los valores 

positivos  no  tienen  sentido  debido a que una parte de la  burbuja esférica se  encuentra fuera 

de la esfera  exterior de radio b. Con  estos  cálculos  queda claro que esta  relación de cerradura 

es despreciable. 

3.7.3 Relación de cerradura esfuerzos de Reynolds 

Los esfuerzos de Reynolds  definidos p o r  la Ec. (3.8b) son inducidos por la presencia 

y movimiento de la  fase  dispersa en un medio  continuo. Los esfuerzos de Reynolds  son  de 

corto alcance y se consideró  que en un sistema  diluido  las desviaciones espaciales de 

velocidad de la fase líquida que produce  una  burbuja  no  están  influenciadas  por  las 

desviaciones  espaciales de velocidad  que  producen  otras  burbujas  adyacentes  (efectos de 

interacción  hidrodinámica entre burbujas  adyacentes  son  despreciables). 
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t - 1.00E-07 2 

Figura 3.8. Comportamiento de  la relación de cerradura energía cinética  inducida 

{ 4 ") ' *  (= 2) con respecto  a y* = y / b  (= X) y a* = d b  ( = Y). 



Los esfuerzos  de  Reynolds  definidos por la Ec. (3.8b) se pueden  escribir como: 

(3.116) 

(3.117) 

donde 

(3.118) 

En la dirección-z  del  movimiento los esfuerzos de Reynolds se pueden escribir como: 

donde 

- 1 kzc - - 
5 

1 3 v 2 2  c 7 = -  " 
4 [ 4  .] c5 

(3.119) 

(3.120) 

(3.121) 

(3.122) 

(3.123) 

2T T 

lnr(0,  y )  (3cos28 - 1 ) s e n O d e d ~  (3.125) 
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El caso  concéntrico se obtiene  haciendo c6 = kZc y c7 = O en la Ec. (3.120). 

Es práctica común  denotar al coeficiente  de los esfuerzos de Reynolds por k .  En este 

trabajo se agrega el subíndice zz para  indicar  que  se refiere a la dirección-z, debido a su 

caracter tensorial  es  diferente  en  las  otras dos direcciones. 

En la gráfica de la Figura  3.9 se presenta el comportamiento del  coeficiente k,, 

definido por la Ec. (3.120). En esta  figura  se  puede  observar que dicho coeficiente crece 

negativamente muy cerca del  centroide  con  radios de burbuja adimensional a* del  orden de 

0.7 a 0.9, siendo muy  marcado su comportamiento  en  este  rango y tiende a cero cuando la 

burbuja esférica se aleja  del  centroide.  Durante  la  ejecución de las pruebas numtricas para 

determinar el coeficiente k7-, se  observaron  valores  positivos de éste y esto ocurre cuando 

la burbuja esférica corta la  esfera exterior, lo  cual fue un indicativo para asegurar que la 

localización de la burbuja  estuviera  dentro  de  la  esfera externa. 

u 

u 

Con respecto a los modelos  reportados  en  la literatura, el de van Wijngaarden (1976) 

considera efectos de interacción entre burbujas y obtiene kz = 1/5, el cual corresponde con 

el obtenido en este trabajo  mediante  el  modelo de celda  unitaria concéntrica. También Wallis 

(1989) reporta el mismo  resultado  con un modelo  de  celda  macroscópica.  Otro  trabajo de la 

literatura que conduce al  mismo  resultado  es  el de Biesheuvel y van  Wijngaarden (1984) con 

un término adicional que considera  efectos de cambio  del  radio de  la esfera, el cual es 

importante en procesos de cambio de fase. 

El modelo del  presente  trabajo y de los autores  mencionados en los párrafos anteriores 
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consideran flujo uniforme. Por otro lado, en el trabajo de Pauchon y Smereka (1992) se 

considera flujo no uniforme y las desviaciones  del potencial de velocidad incluyen un término 

del gradiente de la velocidad de la fase líquida. En el modelo de dichos autores los esfuerzos 

de Reynolds se definen en términos de la energía cinética de las desviaciones espaciales, y 

reportan que ktz = 1/2. Se comprobó  que aplicando el potencial de velocidad para el flujo 

no uniforme de estos autores en el modelo de celda unitaria concéntrica, ktz = 1/5, 

observando que los efectos de excéntricidad sí modifican el resultado de kZ,  mientras los de 

flujo no uniforme no modifican a kzz. Smereka y Milton (1991) estudian la analogía que 

existe entre flujo burbuja y la conductividad térmica efectiva en compuestos y obtienen: 
. 

(3.126) 

Sustituyendo el resultado de Jeffrey (1973) [Ec. (3.1  lo)] en la ecuación anterior, se obtiene: 

k,(cg) = -z 1 (1 + 0 . 3 2 ~ ~ )  + O (  E ~ )  3 (3.127) 

para obtener el resultado anterior se aplicó una sene binomial (o también expandiendo 

alrededor de cg = O). Considerando términos de primer orden (sistema en dos fases con fase 

dispersa muy diluida), se obtiene el  resultado de Pauchon y Smereka (1992). Por su parte, 

Kok (1988) reporta lo mismo. Sustituyendo  el resultado de Maxwell [Ec. (3.107)] en la 

ecuación de Smereka y M t o n  (1991), se obtiene que: 

1 
z g  2 k ( E )  = - E ~  + (3.128) 

Este es un resultado importante porque reproduce el resultado de Pauchon y Smereka (1992), 

confirmando que la distribución Maxwelliana es mas apropiada para un sistema disperso muy 

diluido, tal y como lo discuten otros autores (Ochoa, et al., 1994). 
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Pauchon y Banerjez (1988) utilizan el modelo de la esfera encapsulada de Zuber 

(1964) y obtienen: 

(3.129) 

En la Figura 3.10 se compara el comportamiento del coeficiente de los esfuerzos de 

Reynolds de modelo de Pauchon y Banerjee (1988) contra el modelo de  la celda unitaria 

excéntrica para y = 0.06928 y y = 0.45033. Se puede observar que el modelo de Pauchon 

y Banerjee (1988) crece rápidamente con fracciones de vacíos bajas, mientras que el modelo 

de celda unitaria excéntrica con burbuja esférica muy cerca del centroide de la esfera exterior 

(y = 0.06928) crece lentamente en forma lineal hasta alcanzar un valor alrededor de  0.3. 

Por su parte el modelo con burbuja esférica localizada mucho más lejos que en el caso 

anterior (y = 0.45033) también crece en forma lineal hasta alcanzar un valor de 0.23 y esto 

ocurre con fracción de vacíos de  0.343. Después tiende a cero en el rango de fracción de 

vacíos de 0.23 a 0.512. 

3.7.4 Relación de  cerradura  diferencia de los prom-. d o  d e la presión 

Esta relación de cerradura está  definida en la Tabla 3.1 y se  puede escribir como 

(3.130) 

donde 4' = 114 es el mismo para la celda unitaria excéntrica o concéntrica con burbuja en 

movimiento. 

Diferentes autores (Pauchon y Smereka, 1992; Wallis, 1991) también obtuvieron f 

= 1/4. 3iesheuvel y van Wijngaarden  (1984) obtienen el mismo resultado con términos 

adicionales que consideran efectos de cambio de radio de la burbuja. 
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Figura. 3.10. Comparación  de  modelos  del coeficiente de los esfuerzos de Reynolds. 

Este trabajo con  celda  unitaria excéntrica, Ec. (3.120), con ( O )  y = 0.06928 y (O) 

y = 0.45033; (a) Modelo  de  Pauchon y Banejee (1988) [Ec. (3.129)]. 



Pauchon y 3ane1-j~ (1988) aplican  el  modelo de la esfera encapsulada de Zuber 

(1964) y obtienen: 

(3.131) 

Se puede observar en forma cualitativa que este coeficiente crece conforme la fracción de 

vacíos del gas se incrementa. 

3.8 Promedio  interfacial de las desviaciones  espaciales  de la presión 

Sustituyendo las Ecs. (3.100) y (3.130) en la E. (3.34) se obtiene la forma general 

de la relación de cerradura promedio interfacial de las desviaciones espaciales de la presión: 

(3.132) 

En la ecuación anterior no se incluye el segundo término de la Ec. (3.34) debido a que tiene 

un orden magnitud de: ( 4 f I )  - 10;~mientras  que los demás términos tienen órdenes 

de magnitiud  mucho  mayores que lo", como se puede observar en los resultados obtenidos 

en las secciones anteriores. Por lo tanto es despreciable con respecto a los demás términos 

que aparecen en la Ec. (3.34). 

En la ecuación anterior am es el  vector aceleración de masa agregada en un sistema 

de referencia que se mueve  con  la  burbuja esférica: 

donde 
(3.133) 

(3.134) 

En este trabajo a U, se le llama energía cinética relativa: 
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(3.135) 

Distintos autores (Pauchon y 3anejee, 1986 y 1988 y Lahey, 1991)  estudiaron  el 

fenómeno de flujo burbujante con un modelo de  dos fluidos y reportan que el promedio 

interfacial de las desviaciones  espaciales  de la presión es igual a: 

donde C,, = 1/2 E ~ ,  el  cual  corresponde al obtenido  en este trabajo con  la  celda  unitaria 

concéntrica. En forma muy  sencilla se puede  demostrar que el resultado anterior de estos 

autores no está completo  debido a que todos  ellos  aplicaron  la  descomposición espacial de 

la presión local instantánea de 3anejee y Chan  (1980) y por lo tanto, deben obtener una 

expresión que incluya  la  diferencia de los promedios de la presión. Esta observación  también 

fue reportada por Pauchon y Smereka (1992). 

Stuhmiller (1977)  estudió el efecto de la  diferencia de presión  interfacial en flujo 

burbuja. Para  ello, aplicó  el  modelo  promediado  en  tiempo de Ishii  (1973) y,  en relación a 

esta cerradura, encontró: 

Con esto en  consideración  el  resultado  encontrado en el presente trabajo se obtienen 

dos términos  adicionales  independiente  del  tipo de celda  como  se puede observar en la Ec. 

(3.132). 

3.9 Conclusiones 

Se derivaron las  relaciones de cerradura en forma general para el  modelo de flujos 

separados en régimen de flujo burbuja.  Con  el  modelo de celda  unitaria excéntrica se 

encontró que el promedio intrínseco del potencial de velocidad  es distinto de cero y es nulo 

para la celda  unitaria  concéntrica. 



La relación  de cerradura de masa agregada con el modelo  de celda unitaria excéntrica 

contiene como término adicional, con respecto al concéntrico, el gradiente de  la  fracción  de 

vacíos, cuyo  efecto  global es mayor con  mayores concentraciones de burbujas y menor para 

concentraciones menores  de  burbujas. La relación de cerradura de los esfuerzos de  Reynolds 

con el modelo  de  celda  unitaria  excéntrica  contiene un término adicional con respecto al 

concéntrico cuyo efecto depende fuertemente de  la  posición excéntrica de la burbuja. La 

relación de cerradura de  energía  cinética  inducida es distinta  de cero,  pero su valor es muy 

pequeño del orden de lo-’. 

Hasta  donde se sabe, las  relaciones  de cerraduras presentadas en este trabajo  con  el 

modelo de celda  unitaria  excéntrica no habían  sido  deducidas  con anterioridad. El  impacto 

que tienen las relaciones  de cerradura del  modelo excéntrico sobre el comportamiento en el 

flujo en  dos  fases  burbujeante y los  fenómenos  de  propagación de la fracción de vacíos se 

presentan en detalle en  el  Capítulo 5 y 6. 

Se encontró que la intergral sobre el área interfacial de  las desviaciones espaciales de 

la presión [Ec. (3.132)] está  compuesto  por  cuatro  términos: (1) la divergencia del  tensor de 

los esfuerzos de Reynolds, (2)  diferencia  de  presión interfacial, (3) masa agregada y (4) 

dependencia  espacial y temporal  del  coeficiente  de  masa agregada. Distintos autores (Pauchon 

y Banerjee, 1986 y 1988 y Lahey, 1991) sólo consideran  el término de masa  agregada  para 

estudiar fenómenos de propagación  de  ondas de fracción de vacíos, sin embargo su resultado 

no  es completo debido a que usan la  misma descomposición espacial de la  presión  local 

instantánea de 3anerjee y Chan (1980) y, p o r  lo tanto, deben obtener una expresión  idéntica 

a  la Ec. (3.137). Esta observación  también  fue  reportada  por  Pauchon y Smereka (1992). 
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Es importante apuntar  que  algunos  autores (Stuhmiller,1977; Pauchon y 3anerjee, 

1986) han obtenido soluciones  básicas con LT modelo  de flujos separados sin incluir los 

efectos de los esfuerzos de  Reynolds.  Esto  es  debido  que  el límite  de validez del  modelo  no 

esta completamente gobernado  por  dichos efectos, pero si contribuyen en el rango de 

comportamiento hiperbólico, tema  que  fue  abordado en el Capítulo 5 del presente trabajo. 

Los resultados obtenidos  con  la  celda  unitaria excéntrica son los primeros  de su tipo 

por lo  que no fue posible establecer  comparaciones, aunque puede considerarse como una 

generalización del  modelo  de  celda  unitaria  concéntrica  ya muy desarrollado en la  literatura 

(Zuber, 1964; Voinov, 1973;  van  Wijngaarden, 1976;Stuhmiller,  1977; Biesheuvel y van 

Wijngaarden, 1984; Pauchon y Banerjee, 1988; Pauchon y Smereka,  1992). 

En  una celda  unitaria  excéntrica el promedio intrínseco del potencial de velocidad es 

diferente de cero y ,  por  lo tanto, se encontró que  las  desviaciones  del potencial de velocidad 

son distintas de las perturbaciones del  potencial  de  velocidad. 

La pregunta surgida  después  del desarrollo de este capítulo es: ¿Cual es el límite 

válido del grado de  excéntricidad  de  la  burbuja esférica para representar adecuadamente los 

efectos no  homogéneos en flujo burbujenate?. En los  Capítulos 5 y 6 se realizan análisis 

detallados con el modelo acoplado, obteniendo  resultados  que  nos  permiten contestar al 

menos parcialmente esta pregunta. 



(1992). El procedimiento  empleado en  el presente  trabajo permite además de (2) obtener (1) 

como términos ya conocidos  en la literatura. Con respecto a (3), en el presente trabajo se 

encontró que el  coeficiente  de  masa virtual no es  constante (en l a  literatura sobre el tema  se 

considera que es una  cons'mte). 

Las ecuaciones  promedio  de  masa  de  la fase continua y la fase dispersa en  una dimensión 

y régimen transitorio están  dadas por las Ecs. (4.22) y (4.28), respectivamente, las cuales se 

obtienen para el modelo  de  celda  excéntrica y luego  se  reducen a la celda concéntrica, Ecs. 

(4.23) y (4.29). 
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4. SLSTEhlA COMPLETO DE ECUACIONES 

En  este  capítulo  se  presenta  el  acoplamiento de las  ecuaciones promedio de cantidad de 

movimiento  del  modelo de flujos  separados  que fue desarrollado en el Capítulo 2, con las 

relaciones de cerradura usando  el  modelo  de  celda  excéntrica  del  Capítulo 3. De esta  manera se 

obtiene un conjunto  cerrado  de  ecuaciones  diferenciales  parciales (EDP) formado por las 

ecuaciones promediadas de masa  de  cada  una de las fases y una relación independiente de la 

presión  promedio  intrínseca de la fase gas.  Posteriormente se presenta  el caso del  modelo de 

celda  excéntrica y como un caso  particular  el  modelo de celda concéntrica. Se realiza  una 

comparación  del  conjunto  completo de ecuaciones  obtenidas entre estos dos modelos, así como 

también  con  modelos  previos  de la literatura.  Finalmente se presenta el conjunto  completo  de 

ecuaciones  en forma unidimensional. 

El conjunto  cerrado de ecuaciones  del  modelo de dos fluidos encontrado es  función  de 

las variables  dependientes y de los parámetros de las interacciones interfaciales de cantidad de 

movimiento. Estos parámetros  son  constantes  para el modelo de celda  unitaria  concéntrica y son 

función de la fracción  de  vacíos  con el modelo de celda  unitaria excéntrica. 

4.1. Ecuaciones  promediadas  de  dos  fluidos 

Las ecuaciones  promedio de transporte de masa y cantidad de movimiento para la fase 

gas y líquida  están  dadas en el Capítulo 3 por  las Ecs. (3.1)-(3.4). En esta sección se desarrollan 

los operadores diferenciales  para  obtener un conjunto  manejable de ecuaciones en términos de 

variables dependientes y parámetros  interfaciales. La ecuaciones de masa y cantidad de 

movimiento  de  la fase liquida  se  expresan en términos de la fracción de vacíos  del gas (E&. 
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Ecuación  promediada de transporte  de  masa para  la  fase  líquida: 

a& 
at 
3 - (1 - Eg)V * ( Y , ) ,  + ( V I ) '  V E g  = o 

Ecuación promedio de cantidad de movimiento para la fase líquida se obtiene de las Ecs. 

(3.1) y (3.2): 

donde la derivada temporal  está  dada  por l a  Ek. (3.134) con k = I, y 

c o n k = I y m = g  

Ecuación promedio de transporte de masa para la fase gas: 

Ecuación promedio de cantidad de movimiento para la fase gas: 

(4.5) 

donde la derivada temporal  está  dada  por  la Ec. (3.134) con k = g y Mgl está dada por la Ec. 

(4.3) con k = g y m = I. 

La condición de salto de cantidad  de  movimiento interfacial promedio definida en el 

Capítulo 3 por l a  Ec. (3.5), se puede escribir de la siguiente forma: 
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M,, + M,, = ( ( P A 2  - b g h g  + 2 H 2  a p g  en A l g  (4.6) 

donde M12 y M,/ están definidas  por  las Ecs. (4.3) escribiendo los indices respectivos. 

Los términos  de  cerradura  de  este  conjunto de ecuaciones son: Mlg, ( 4plg >, PI. 

También es necesario proponer una  relación  independiente para ( p, >g. 

4.2 Presión promedio  intrínseco  de la fase gaseosa 

Para obtener un conjunto cerrado de  EDP 'S es  necesario establecer relaciones 

independientes de la presión  promedio  intrínseco  de  la fase gas ( p, >g que aparece en  la Ec. 

(4.5) y de las presiones interfaciales ( pI )lg y ( pg )e, que  aparecen en l a  Ec. (4.6). 

La relación de cerradura dada  por  la Ec. (3.130), 

es fundamental para establecer que las presiones en cada  una  de las fases no son iguales, donde 

4' = 1/4 (mismo ,$ para celda  excéntrica o concéntrica con burbuja  en movimiento). Además, 

permite relacionar la presión  de la fase gaseosa con la presión  de  la fase líquida y las fuerzas 

de tensión superficial. 

De la Ec. (4.7) y por  la  hipótesis  inicial ( A pgl ) = O (H. 1 del Capítulo 3), en.tonces 

v ( P , P  = v (PI)' .+ v APrg)  (4.8) 

Esta  ecuación  es  la  relación  independiente requerida. 
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En este Irabajo se  propone  que 

< P I >  [a" - < P,> lg = - "Hg (4.10) 

4.3 Fuerzas  interfaciales por unidad  de  volumen 

Sustituyendo las &s. (3.11) y (3.132) en la Ek. (4.3), se obtienen las fuerzas interfaciales 

por unidad de volumen  que  ejercen  las  burbujas sobre la fase líquida: 

L a s  fuerzas interfaciales por unidad  de  volumen  que ejerce la fase líquida sobre la fase 

gaseosa Mgl, definida por la Ec. (4.3), se  obtienen de la Ec. (4.1 1) y resolviendo para Mgl: 

La diferencia que  presentan  estas  dos  ecuaciones son las fuerzas interfaciales debido a 

los efectos de tensión superficial. 

4.4 Ecuaciones de cantidad de  movimiento 

Para la fase líquida, se sustituye  la Ec. (4.11) en la E. (4.2): 
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en donde se sustituyó también  la  aceleración  de  masa agregada definida por la Ec. (3.133) del 

Capítulo 3. Se puede observar que en esta  ecuación particular no aparecen los thninos de los 

esfuerzos de Reynolds ni l a  diferencia de  presión interfacial,  porque al sustituir las fuerzas 

interfaciales por unidad de volumen de la fase líquida, éstos se cancelan. Esto representa una 

diferencia con respecto a los trabajos de Pauchon y Banejee (1986 y 1988), Ruggles et d .  

(1988a y 1988b), Park et al. (1990), Lahey  (1991) y Drew (1992). Pauchon y Smereka (1992) 

identificaron sólo el término de diferencia de presión interfacial, el cual había sido obtenido 

previamente por Stuhmiller (1977). 

En la ecuación anterior, la función  del coeficiente de masa agreagada C,, (E,) está dada 

por la Ec. (3.101). Sustituyendo la Ec. (4.12) en el balance de cantidad de movimiento 

promediado de la fase gas, Ec. (4.5) resulta: 

(4.14) 

donde se ha utilizado la expresión (4.8) y l a  relación 

Los términos de cerradura que aparecen en la Ec. (4.14) están dados por: 

(4.15) 

(4.16) 

donde k es un tensor de segundo orden, definido por la Ec. (3.1 17). 
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4.5 LModelo promediado unidimensional 

El modelo  unidimensional  es un caso  pariicular del modelo tridimensional. El modelo 

físico  consists en una  columna de burbujeo  vertical y los promedios se llevan a cabo  en  rodajas 

completas de ella, dando por resultado  variables  promedio que sólo son función de t y t.  

La ecuación  promediada de masa  de  la  fase líquida, dada por  la Ec. (4.1) en  una 

dimensión, es: 

(4.17) 

donde 

Ecuación  unidimensional  promediada de cantidad de movimiento de  la  fase líquida, Ec. (4.13): 



donde Cw (E,) está dada por la Ec. (3.101) y en  una dimensión  es 

(4.21) 

Como se puede observar esta  ecuación  es muy compleja  para  ser  evaluada analíticamente. 

Los términos primero y cuarto del lado izquierdo  no han sido reportados en la literatura y, por 
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lo tanto, se analiza su  impacto  en el modelado de los fenómenos de propagación  en flujo 

burbujeante en los Capítulos 5 y 6. 

Ecuación  promediada de masa de l a  fase  gas,  dada por la Ei. (4.3, en una dimensión: 

(4.24) 

Ecuación promedio de cantidad de movimiento de la  fase gas está dada por la Ec. (4.14): 

(4.25) 

donde 

(4.26) e = I$ e z e z  

Los esfuerzos de Reynolds  del  modelo  unidimensional se obtienen de las Ecs. (3.119) y (3.120): 

(4.27) 



r 

El caso concéntrico se obtiene  haciendo en la  ecuación anterior c2 = O,  c7 = O y c6 = 

kuc : 

(4.29) 
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1.6 Conclusiones 

Se  sustituyeron  la  relaciones de cerradura para flujo burbujeante en las ecuaciones 

promediadas de  continuidad y cantidad de movimiento  del  modelo  de  dos fluidos. Las relaciones 

de cerradura están  relacionadas  con  los  fenómenos interfaciales de cantidad de movimiento y 

con efectos de desviaciones de velocidad en la fase líquida. Se obtuvo un conjunto cerrado 

de EDP 'S en términos de 4 variables  dependientes  (velocidades promedios de  las fases, presión 

promedio de la fase líquida y fracción de vacíos) y de 7 parámetros interfaciales (c,, c3, c6, c7, 

t ,  kuc, H2) para el modelo  excéntrico y de 4 parámetros interfaciales para el modelo concéntrico 

(c3, t , kzct q .  

La condición de salto de  cantidad de movimiento considera efectos de tensión superficial 

mediante un modelo particular dado  por l a  Ec. (4.10). 

Las fuerzas interfaciales por  unidad  de  volumen que ejerce la fase dispersa sobre la  fase 

continua Mlg, Ec. (4.11) contiene tres términos  adicionales  con respecto a trabajos previos: 

(1) divergencia de los esfuerzos  de  Reynolds, 

(2) diferencia de presión interfacial, y 

(3) efectos de masa  agregada  dependiente en el  tiempo y el espacio [quinto término de 

la Ec. (4.11)]. 

Siendo (3) completamente  nuevo. En los  trabajos previos están incluidos (1) y (2) en las 

ecuaciones promedio pero no en M12, que es el argumento que se quiere resaltar. Stuhmiller 

(1977) obtiene (2) en M12. Tiempo  después  comprueban este resultado Pauchon y Smereka 
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5. ANALISIS DTNAMTCO Y VELOCIDMIES CARACTERISTICAS 

En este capítulo  se  presenta el análisis  dinámico  del  sistema de EDP 'S, usando el método 

de los valores característicos. El  procedimiento consiste en encontrar el determinante 

característico, cuya  solución  permite  establecer  la  clasificación  del  sistema de EDP ' S  y su rango 

de aplicabilidad o validez  del  modelo. Los valores  característicos  representan las velocidades de 

propagación de la  onda de fracción de vacíos. Los resultados encontrados por este método  se 

compararon con  datos  experimentales,  obteniendo  resultados acordes. 

Se analiza  una  serie de casos para establecer  la importancia de los efectos interfaciales, 

los efectos de masa  agregada  dependiente  del  tiempo y del espacio, y también  se analizó dicho 

efecto pero considerándolo  constante (tal y como  se  encuentra en la literatura). Un parámetro 

importante encontrado en este  estudio es el  diámetro de burbuja, el cual modifica el dominio de 

comportamiento hiperbólico de las  ondas de propagación. 

Los efectos de excentricidad  generan un conjunto de EDP 'S de segundo  orden no- 

lineales, las  cuales  fueron  aproximadas en forma  lineal para aplicar el  método de los valores 

característicos. Los efectos no lineales  se  deben al término de masa agregada obtenido con  el 

modelo de celda  unitaria excéntrica, el  cual  está  dado por [EL (3.101) del Capítulo 31: 

Para el caso concéntrico el  gradiente de la  fracción de vacíos  es  nulo y su consideración genera 

un conjunto de EDP cuasi-lineal.  Para  ambos  casos,  es decir, excéntrico y concéntrico se 

estudian los fenómenos  de  propagación  de  ondas  cinemáticas. 
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5.1 Lntroducci6n 

Existen diferentes técnicas  para  evaluar  el  modelo de flujos separados en condiciones 

transitorias: (1) Solución numérica  del  conjunto de EDP's no lineales (González-Santaló, 1973; 

Lyczkowski et al., 1975;  Travis, et al., 1976; Martini, et al., 1978; Ferch,  1979;  Hancox, et 

al., 1980; Andersen y Shaug, 1984; Doster, 1989; Minami y Shoham, 1994, Espinosa-Paredes 

y Soria, 1998, entre otros) sujeto a condiciones  iniciales y de  frontera. Usando esta técnica se 

pueden investigar efectos no lineales; (2) Linearización  del conjunto de ecuaciones y anál is is de 

la relación de  dispersión resultante (Ramshaw y Trapp, 1977; Biesheuvel y Gorissen, 1990; 

Park, et al., 1990;  Lahey,  1991; Lisseter y Fowler, 1992). Wallis (1969) presenta el 

procedimiento para obtener la  relación  de dispersión; (3) La tercera aproximación es encontrar 

los valores característicos (raíces  características) y vectores característicos del conjunto de EDP 

(Ramshaw y Trapp,  1977; Biesheuvel y van Wijngaarden, 1984; Pauchon y Banejee, 1986). 

Los valores caracten'sticos  representan  las  velocidades  de  propagación del modelo de flujos 

separados. 

Las dos  últimas  técnicas  son comúnmente empleadas  para analizar fenómenos de 

propagación de  ondas de vacíos. En este  capítulo se aplica la técnica de los valores 

. característicos para estudiar la  estabilidad "fuerte" del  modelo  matemático y para predecir l a  

propagación de fracción de  vacíos.  En  el  Capítulo 6 se obtiene la relación de dispersión que se 

analiza. En el Capítulo 7, se  presenta el análisis numérico para  cuantificar los efectos no 

lineales, debidos a los efectos de  masa agregada, obtenida en el Capítulo 3, con  el  modelo  de 

la celda unitaria excéntrica. 

Los valores característicos proporcionan suficiente información para determinar las 
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velocidades de propagación de las  ondas  de  vacíos y en  el transcurso de todo el trabajo se le 

llamarán velocidades  características.  También lcs valores característicos permiten establecer l a  

clasificación de las EDP 'S, es decir, parabólica,  hiperbólica o elíptica, así como su rango de 

comportamiento. 

El modelo de flujos separados en régimen de flujo burbuja  en conjunto con  la  hipótesis 

de fases incompresibles genera  dos  velocidades características, una mayor que  la otra en 

magnitud. A la de mayor  velocidad  se le llama  velocidad característica rápida y a la de menor 

velocidad caractenstica lenta  (Whitham, 1974). 

Desde  el punto de vista  matemático un sistema  con valores característicos reales 

representa un problema de  valores a la  frontera  bien condicionado, y desde el punto de 

estabilidad  el  modelo es estable  dentro de ese rango. Sin embargo, un sistema de EDP 'S del  tipo 

elíptico, el  cual presenta valores  característicos  complejos conjugados, representa un sistema  con 

valores a la frontera mal condicionado, los cuales  están  relacionadas  con  inestabilidades 

(Ramshaw y Trapp, 1978; 3iesheuvel y van Wijngaarden, 1984; Pauchon y Banerjee, 1986). 

Sin embargo, algunos autores mencionan  (Soria y de Lam, 1992b; 3rauner y Naron, 1992)  que 

los valores característicos complejos  conjugados  no  necesariamente  implican un problema de 

valores a la frontera mal condicionado y lo  atribuyen a inestabilidades de fenómenos físicos de 

la  configuración  del flujo tales como transiciones de patrones de flujo.  Por ejemplo, una 

transición de flujo burbuja a flujo tapón (estructura alargada de la burbuja), debido a las 

interacciones entre burbujas y a la  coalición de ellas. 

Al respecto, Saiz-Jabardo y muré (1989)  encontraron experimentalmente que la 
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transición del patrón de flujo  burbuja a flujo tapón  está  acompañada de inestabiltdades y que la 

velocidad de propagación  es  mayor  que  la  velocidzd promedio del gas. Otras inestabilidades que 

se han presentado en  procesos físicos equipados  con reactores nucleares son las transiciones de 

patrones de flujo y l a  onda de densidad (Lahey, 199 1). 

Modelos previos (Biesheuvel y van Wijngaarden, 1984; Pauchon y Banerjee, 1986; 

Pauchon y Eianejee, 1988; Ruggles et al., 1988a y 1988b; Park et al., 1990; Lahey, 1991 y 

Drew, 1992)  predicen  ondas  hiperbólicas  donde  la  velocidad característica rápida no puede ser 

mayor que la velocidad  promedio del gas y la  velocidad característica lenta no puede ser inferior 

a la velocidad promedio de la fase líquida. En  el  presente trabajo se encontró que los efectos de 

tensión superficial (dichos efectos  no son incluidos por los autores antes mencionados)  hacen  que 

las velocidades características rápida y lenta  puedan  tener  velocidades mayor que la velocidad 

promedio de la fase dispersa y menor  que  la  velocidad promedio de la fase continua, 

respectivamente. 

Es importante destacar  que de acuerdo a los requerimientos del  método  del promedio 

volumétrico considerado, la  ocurrencia de inestabilidades  (valores característicos complejos 

conjugados) será el limite de aplicación  del  modelo. Esto es debido a las restricciones de escalas 

de longitud características impuestas,  las  cuales no satisfacen  la  transición  del  patrón de flujo 

burbuja a flujo tapón, donde un gran  número de burbujas disminuye y su tamaño  se incrementa 

a longitudes del  orden de magnitud de la  longitud característica del  sistema completo (Soria de 

Lasa, 1992b; Espinosa-  Paredes y Soria, 1998). 

Las relaciones de cerradura con  el  modelo excéntrico genera un sistema de EDP 'S no 



lineales debido a los efectos  de  masa  agregada,  el  cual  contiene  al gradiente de la  fracción de 

vacíos  como  término  adicional  con  respecto al concéntrico. Este sistema  de  ecuaciones  se 

aproxima a uno  lineal y se  encontró que el comportamiento es de tipo parabólico con  respecto 

al gradiente de la fracción  de  vacíos,  independiente  de los parámetros interfaciales y excéntricos. 

5.2 Resumen  del  conjunto  completo de EDP's unidimensional 

Ecuación  promediada de masa  de la fase  dispersa: 

Ecuación  promediada de cantidad  de  movimiento de la fase dispersa: 

Ecuación  promediada de masa de la  fase  continua: 
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Ecuación promediada de cantidad  de  movimiento  de la fase continua: 

En la Tabla 5.1 se presentan los parámetros interfaciales y las definiciones empleadas en las 

ecuaciones anteriores. Las ecuaciones  de  cantidad de movimiento contienen los parámetros de 

una celda unitaria excéntrica y se  recuperan los parámetros correspondientes a la celda unitaria 

concéntrico haciendo en ellas c2 = o,  c7 = 0 y c6 = kZc. 

En  la Tabla 5.1, y es la  distancia  de la burbuja esférica con respecto al sistema de 

referencia concéntrico y las  coordenadas  que  la  definen  son (h, k, I>, Ves el volumen  total y b 

es el radio  de la  burbuja externa con  respecto al  centroide del  sistema conctntrico (Capítulo 3). 

5.3. Valores caracteristicas y estabilidad del sistema de EDP's 

El análisis que a continuación se presenta consiste en determinar los valores 

característicos del  sistema  de EDP 's. Se anahza el  caso de  la celda unitaria excéntrica y como 

caso límite cuando y = O se obtiene  el  caso  de  celda unitaria concéntrica. 

5-6 



Tabla 5.1. Parámetros interfaciales y definiciones  empleadas en el conjunto comdeto de 

EDP ‘S 

1 c3 = - 
2 

2x x 

1 3 0 2  
c7 = q c5 

kuc = 115 

[ = 114 

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

(5.16) 

(5.17) 

(5.18) 

(5.19) 
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Se analiza el  efecto de  la  masa  agregada (Cm) como función  del tiempo y del  espacio 

y también considerando masa agregada  constants  (corno se encuentra en  la literatura). 

5.3.1 Sistema con celda excéntrica y con dependencia espacial y temporal de Cw. 

Para aplicar el método  de las características es necesario aproximar  el sistema de EDP 'S 

no lineales de segundo orden  (Sección 5.2) a un sistema de  EDP 'S cuasi-lineales de primer 

orden. Para ello se propone la siguiente ecuación adicional (Ramshaw y Trapp, 1977): 

p = -  a 
az 

(5.20) 

Con esta ecuación, los operadores entre derivadas parciales de segundo orden y productos entre 

operadores diferenciales de las &s. (5.2) y (5.4) se reducen a operadores diferenciales de primer 

orden y los términos no-lineales  aparecen  como l indes  en función de P: 

pr&gC3 c2 ap 
1 - E g  a t  

v -  
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Las Ecs. (5.1), (5.3),  (5.20),  (5.21) y (5.22) constituyen  el conjunto de  ecuaciones 

transitorias  gobernantes  para  flujo  burbujeante,  las  cuales se pueden escribir en  forma  matricial: 

donde U es un vector  columna  de  variables  dependientes  dado por: 

I % 

( vzg)g 

U =  ( VZI) 

( Pr> 
P 

_1 

D es un vector  columna de variables  algebraicas,  el  cual  está dado por: 

y A y B son  matrices de coeficientes,  definidas  por: 
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Los elementos de A, B, y D son funciones no específicas de los elementos de U. Las 

raíces características X del  sistema  definido  por :S E c .  (5.23) se obtienen al resolver el siguiente 

polinomio característico: 

det [ A h  - B ] = O 

La solución  del  determinante  característico  es: 

donde X* define la  velocidad  característica  adimensional y X y u están dadas por: 

1 
2 

x = - v r  + ( V I >  1 

1 u = z  

(5.28) 

(5.29) 

(5.30) 

(5.31) 

El determinante caractenstico en forma explícita  está dado por: 

El resultado del  valor  característico  adimensional dado por la Ec. (5.29) indica que se 

trata de una  onda  unidireccional, lo cual  implica que es  una  onda de tipo parabólica con  respecto 

a p o el gradiente de la fracción de vacíos,  cuyo  comportamiento es independiente de los 

parámetros interfaciales y parámetros  relacionados  con  la excentricidad. Como se puede 

observar, en el  proceso de linealizar  las EDP 'S no  lineales se pierde información relacionada 

con los efectos  interfaciales entre la  fase  continua y la  fase dispersa. Además  con esta 

aproximación, la onda de propagación es independiente de grado de excentricidad. De acuerdo 

con estos resultados  se  puede  concluir  que  los  efectos  excéntricos  dan como resultado un sistema 

de EDP 'S no lineal y se  deben  usar  técnicas  apropiadas  para abordarlo. 
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En la literatura consultada sobre flujo burbujeante (Mercadier,  1981; Biesheuvel y van 

Wijngaarden,  1984; Pauchon y Banerjee, 1986;  Pauchon y Banejee, 1988; Ruggles et al., 

1988a y 1988b; Park et al., 1990; Lahey,  1991 y Pauchon y Smereka, 1992) no se han 

encontrado ondas  de  tipo parabólico. En el modelado de  flujo burbujeante, Drew (1992) incluye 

efectos de  viscosidad en la fase  continua  obteniendo un sistema de EDP 'S de segundo orden  con 

comportamiento de tipo parabólico, cuyo  valor característico es: 

x = ( v J 1  (5.33) 

El resultado obtenido en el  presente  trabajo [Ek. (5.30)] y el modelo de Drew (1992) m. 
(5.33)] tienen  en  común  que  los  sistemas  de EDP 'S son estables (valor característico real) y que 

no dependen explícitamente de  los  parámetros interfaciales, y la diferencia es  el término de 1/2v, 

con respecto al trabajo de  Drew (1992). 

Los valores característicos de un sistema  de EDP 'S cuasi-lineal de primer orden presenta 

un rango de comportamiento hiperbólico (Mercadier, 1981; Pauchon y Banejee, 1986; Pauchon 

y Banerjee, 1988; Ruggles et al., 1988a y 1988b; Park et al., 1990;  Lahey, 1991; Pauchon y 

Smereka,  1992), el  cual  depende  fuertemente  del detalle del  modelado  de los efectos 

interfaciales, es decir, de  los  parámetros  de  las  relaciones de cerradura interfacial. 

Es importante apuntar  que el resultado  del presente estudio es una consecuencia inmediata 

de la relación de cerradura de masa agregada  obtenida con el modelo  de celda unitaria excéntrica 

[Ec. (3. lOl), en el Capítulo 31,  el cual  contiene como término adicional el gradiente de  la 

fracción de vacíos, dando  origen a un sistema  de EDP 'S  de segundo  orden no lineal. 



En la Figura 5.1 se presenta una comparación de la velocidad de onda de vacíos  obtenida 

experimentalmente por Mercadier  (1981)  contra  el  resultado obtenido analíticamente [Ec. 

(5.30)]. En  dicha  figura  se  puede  observar que para  una  velocidad superficial de  líquido  igual 

a cero (( vzI ) = O), la tendencia  predicha  por  la Ec. (5.30) es correcta y su precisión  no  es 

buena practicamente en todo  el  rango de la  fracción de vacíos (E,) comparado. Para ( vz! ) = 

O. 1 m/s y > 0.085, la  figura  muestra que la  predicción es más cercana a los resultados 

experimentales. Para ( vzl ) = 0.2 m/s se  puede  observar que la predicción es bastante parecida 

en precisión y tendencia a los  datos  experimentales y presenta un error mínimo  en cg = O. 1075. 

Para ( vzl ) = 0.29 m/s y cg < O. 12 la  predicción  se  aleja de los datos experimentales mientras 

que para cg 2 0.12 las predicciones  son  prácticamente  iguales que los datos  experimentales. 

Para ( vzl ) = 0.39 y 0.09 < cg < O. 15, las  velocidades de las  ondas de vacíos de los  datos 

experimentales  son  ligeramente  inferiores  que  los  obtenidos analíticamente, mientras que para 

valores de E~ < 0.09 y de > O. 15, la  predicción  es  prácticamente exacta. Finalmente para 

valores de ( vzl ) = 0.49, la  tendencia  de  la  predicción  es  la  misma que los datos experimentales, 

mientras que para valores  de < 0.06 y de cg > O. 15 se  presenta mayor diferencia entre la 

predicción y los datos  experimentales que para  valores  medios  (entre 0.08 y O. 12) de cg donde 

esa diferencia  disminuye. 

De acuerdo con los resultados  obtenidos con  la Ec. (5.30), la predicción de la velocidad de la 

onda  de vacíos  depende  fuertemente de datos  precisos de la  velocidad relativa. 

En el Apéndice E se presenta un conjunto de datos  experimentales sobre flujo  burbujeante 

obtenidos de la literatura, Algunos de ellos  serán  usados  en  este capítulo para  validar  las 

predicciones  del  modelo  que  se  presenta. 
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Figura 5.1. Velocidad de la  onda  de  vacíos  contra  la  fracción  de  vacíos para diferentes valores 

de la velocidad superficial de líquido ( vd }. Comparación con datos experimentales de 

Mercadier (1981): (0)  ( vd ) = O.Om/s, (m) ( vzr } = O.lm/s, (O) ( vtl ) = 0.2m/s, (A) ( vil ) 

= 0.29m/s, ( O )  ( vd } = 0.39m/s, (O) ( vd ) = 0.49m/s. 



5.3.2 Sistema  con  celda  concéntrica y con dependencia espacial y temporal de Cm. 

El punto de partida para obtener el dete;minante característico con el modelo de celda 

concéntrica es el determinante característico del  modelo de celda excéntrica dado por la Ec. 

(5.32). En la Ec. (5.32) se hace c2 = O,  c7 = O y c6 = kuc, y como resultado se obtiene el 

determinante caractexístico definido por la Ec. (5.34). Como se puede observar en este caso ya 

no es necesario considerar a la Ec. (5.20). 

En la Ec. (34) se incluye a 7 como  una variable indicadora: 

1 Cm como función del tiempo y del espacio 
7 7 =  constante 

La solución del determinante característico dado por la Ec. (38) produce como resultado 

un polinomio característico de segundo  orden  con solución: 

donde 
(5.34) 

u =  - t + - Es) + pg* (1 - Eg) - 

c3 1 - 7- Eg) [. 2 (1 - Es> 

(5.35) 

7- = Eg (1 - Es) + c3 + pg* (1 - Es)' (5.37) 

el índice * sobre los parámetros indica formas adimensionales definidas por: 

(5.38) 
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(5.40) 

(5.4 1) 

El resultado obtenido contiene  dos  velocidades  caractexísticas. Para el modelo  de  celda 

concéntrica se trata de dos  ondas  de  vacíos una rápida y una lenta, lo cual implica que son de 

tipo  hiperbólico sí las raíces  características son reales, es decir para Y > O, con  lo que se puede 

garantizar que el sistema es estable en el rango  de comportamiento hiperbólico que  cumpla  esta 

condición. Por el contrario sí Y < O, los valores característicos son complejos conjugados y en 

consecuencia se pueden  presentar  inestabilidades. Los términos algebraicos del conjunto de 

EDP 'S no  contribuyen a  la velocidad  de  propagación de la  fracción  de vacíos. 

El término c3/2(1-&,) que aparece en  la Ec. (5.35) y el término c3/2 en la Ec. (5.36) son 

términos que  resultan  como  consecuencia  de los efectos  de  masa agregada dependientes del 

espacio y tiempo. 

En la Figura 5.2 se presenta el comportamiento  del A*, definido por la Ec. (5.34) para 

diferentes radios  de  burbuja R,. Se puede  observar  que  para R,. inferiores  a  2.2mm las ondas 

presentan un comportamiento  hiperbólico en todo el rango de fracciones de vacíos (O a 1). Es 

importante apuntar que el rango  de  existencia  de flujo burbujeante cubre fracciones de vacío 

mtre O y 0.4, por lo tanto, después  de  estos  valores físicamente no es posible el patrón de  flujo 

burbuja. En la  misma figura, para R, = 2.5mm aparecen  dos transiciones matemáticas (A+* = 

.-*): una  en E = 0.07 y otra en cg = 0.31. En este  rango el comportamiento es de  tipo elíptico 
g 

existen  dos  zonas  hiperbólicas en E~ 5 0.07 y en z 0.3 l .  
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En general, los valores  de A+* > 1 representan  ondas con velocidades mayores que la 

velocidad promedio de  la  fase  dispersa y los  valores  de A-v < O representa ondas con 

velocidades inferiores que la velocidad  promedio  de la  fase  continua. 

En esta  misma figura se puede  observar  que  para Rb = 0.7mm y Rb = l.Omrn, las 

velocidades  de  propagación  de las ondas  rápidas  pueden ser mayores que la velocidad promedio 

de la fase dispersa, mientras que para Rb = 1.5mm la  velocidad de  la onda rápida es  inferior 

que la  velocidad  promedio  de  la fase dispersa. Para estos radios la onda lenta presenta 

velocidades inferiores a la  velocidad  promedio  de la  fase continua. 

En el  caso  de las dos  zonas  hiperbólicas  que se presenta con Rb = 2.5mm, se observa 

que para I 0.07 (primera  zona  de  comportamiento hiperbólica) las ondas rápida y la  lenta 

presentan velocidades inferiores a l a  velocidad  promedio de  la fase dispersa pero mayores  que 

la velocidad promedio de la fase continua.  Por otro lado, para 2 0.31 (segunda  zona de 

comportamiento hiperbólico), se  observa  que  cuando X+* = A-* = O (en E ,  = 0.31) la 

velocidad  de la onda  es  igual a la  velocidad  promedio de la fase continua y después ( E ~  > 0.31) 

la onda rápida presenta  velocidades inferiores que  la  velocidad promedio del gas pero mayores 

que la  velocidad promedio de  la fase continua, mientras que la  onda lenta presenta velocidades 

inferiores que la  velocidad  promedio  de  la fase continua. 

O 

En la Figura 5.2 se puede observar una transición  matemática interesante, encontrada en 

el punto cg = 0.2 con un Rb = 2.2mm. En este  punto  se puede observar  que la  onda presenta 

cuatro velocidades igudes. 
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Figura 5.2. Varición de las velocidades  características  (adimensional) como una  función de la 

fracción de vacíos para diferentes  radios de burbuja R,; ondas  rápidas líneas continuas y ondas 

lentas líneas discontinuas. (0) Rb = 0.7mm, ( O )  R, = l.Omm, ( A )  R, = 1.5mm, (O) R, = 

2.2mm, (0) R, = 2.5mm. 
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53.3  Sistema con celda concéntrica y con C,, constante 

Es de  interés conocer el comportamients de las velocidades  características  lentas y 

rápidas cuando los efectos de masa  agregada C,, se consideran constantes, con el fin de 

establecer la diferencia  con  respecto al caso  estudiado  en  la  sección previa. 

El considerar  a C,, como  constante  implica  hacer 7 = O en la Ec. (5.34) cuyo resultado 

implica c3/2(1 - E ~ )  = O y c3/2 = O en la Ec. (5.36) y en  la E c .  (5.37), respectivamente. En 

la Figura 5.3 se presenta el comportamiento de las velocidades caractensticas normalizadas para 

diferentes radios de burbuja. Se puede observar  que para los radios de burbuja considerados, el 

comportamiento de las ondas  es de tipo  hiperbólico para un rango determinado de para las 

ondas lentas las velocidades son mayores o iguales  a la velocidad promedio de l a  fase continua 

y para las ondas  rápidas las velocidades de propagación  son  mayores que la  velocidad promedio 

de la fase dispersa  en  todos  los  casos  considerados. En la figura se puede observar que lo rangos 

de comportamiento hiperbólico  dependen  fuertemente  del  radio de burbuja, siendo  cada  vez  más 

pequeño este rango conforme aumenta el radio de burbuja. Los rangos de comportamiento 

hiperbólico para los casos  mostrados  en  la  Figura 5.3 son: I 0.052 para R, = 3mm, I 

0.097 para R, = 2mm, 5 0.244 para R, = lmm y cg 5 0.314 para Rb = 0.8mm. 

Existen  diferencias  apreciables  con  los  dos  casos analizados, que  se pueden resumir de 

acuerdo a las siguientes  observaciones: los efectos de masa agregada dependiente  en espacio y 

tiempo presentan un comportamiento  hiperbólico en  todo el rango de &g para Rb < 2.2mm, 

mientras que con  masa  agregada  constante el rango de comportamiento hiperbólico depende 

fuertemente del radio de burbuja. 
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Figura 5.3. Variación de las  velocidades caractensticas (adimensional) como función de la 

fracción de vacíos para diferentes  radios de burbuja R, y C,, constante;  ondas  rápidas  líneas 

continuas y ondas  lentas  líneas  discontinuas. (O) R, = 3.0mm, ( O )  R, = 2.0mm, (A) R, = 

l.Omm, ( O )  R, = 0.8mm. 
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5.4 Otros casos de estudio 

En esta  sección  se  analizan  dos  casos  relacionados  con la importancia de los efectos de 

las fuerzas interfaciales por unidad de volumen. En concreto, se  analizan las ecuaciones: 

(1) Sin esfuerzos de  Reynolds ($e77l) 

(2) Sin p,, y sin  efectos de diferencia  de  los promedio de la presión (( 4pra )) 

u 

w 

En  cada uno de en estos  casos  se  cuantifica el efecto de masa agregada (Cwf) dependiente 

del  tiempo y del  espacio y también  los  efectos de masa agregada constante. 

Este estudio está  motivado por los resultados  obtenidos por Stuhmiller (1977) y Pauchon 

y Smereka (1992), quienes  encontraron  que  las  fuerzas  interfaciales por unidad de volumen 

incluyen efectos de diferencia de presión  interfacial,  efectos  de  masa agregada (constante) y 

efectos de fuerzas de arrastre interfacial, sin incluir los efectos debido a los esfuerzos de 

Reynolds. Otros autores (Pauchon y 3anerjee, 1986 y 1988;  Ruggles et al., 1988a y 1988b; Park 

et al., 1990 y Lahey, 1991)  encontraron  que  las  fuerzas  interfaciales  por  unidad de volumen 

incluyen sólo efectos de masa  agregada  (constantes) y efectos de fuerzas de  arrastre interfacial. 

Los autores antes mencionados no incluyen  los  efectos de tensión  superficial y masa agregada 

dependiente en el espacio y tiempo y los  resultados  obtenidos por ellos son independientes  del 

radio de burbuja. En la sección  anterior  se  encontró  que  el  radio de burbuja  modifica el rango 

de comportamiento hiperbólico y por lo  tanto, es  crucial  en  el  modelo de flujos separados para 

flujo burbujeante. 

En el apéndice F se  desarrolla el análisis de los p", y ( 4plg ), concluyendo que: 

1) Sin  efectos de el comportamiento  observado  es  la  desaceleración  de  velocidad 
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caractrística rápida. 

2) Sin pez y sin ( Aplg ) se  observa  aceleración de la  velocidad caractenstica  rápida. 

5.5 Comparacidn con modelos previos 

El  cálculo de los efectos de tensión interfacial, basado  en  la  teoría  de flujo potencial, está 

dado  por Drew (1992) : 

r 

(5.42) 

donde k, = 1/20. Esta  ecuación se usa  en forma  similar que en los casos anteriores. Los 

resultados se  muestran  en  la  Tabla 5.2, así como los resultados  de  modelos previos y un modelo 

sin  efectos interfaciales. 

Analizando los resultados de la  Tabla 5.2, se puede inferir que si se hace kLzc = O, pg* 

= O, Hg*u* = O, c3/2(l - E ~ )  = O y c3/2 = O, en las Ecs. (J?.3), (F.5) y (F.6) (Apéndice F), 

el resultado se reduce al  reportado  por  Pauchon y Banejee (1986). Mientras que sí pg* = O, 

Hg u = O, ~ ~ / 2 ( l - ~ ~ )  = O y c3/2 = O, el  modelo  obtenido  es  el  de  Pauchon y Banejee (1988). 

Por  lo tanto esto se  puede interpretar como  casos límite del resultado obtenido en el presente 

trabajo. Comparando el resultado del presente  trabajo  con en  el  modelo de Lahey (199 1) se 

pueden apuntar las  siguientes diferencias: (1) Lahey considera que el tensor de esfuerzos 

viscosos interfaciales de la fase líquida son del mismo orden  de  magnitud que T ~ ~ ~ ,  (2) Lahey 

no considera efectos  de  tensión  superficial y no incluye efectos  de masa agregada dependientes 

de tiempo y del espacio. 

* *  
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Tabla 5.2 Comparación entre modelos 

E ,  (C3 - E  E )/T 
-c 3 

E ,  (c3 - -[)IT 

I I  

ll 7 

p3* E f h  

V 

U?7+FyEl (t  +k"p") " + 

E ;  (2 6 -p j  -c; -kg)  

U?Í -pj  Ef  

Í 

E? E[+C3 

EYE,  fC; 

modelo 

Pauchon- 

Banerjee (198s) 

con  intzracción 

de burbujas 

Pauchon- 

Banerjse (1986) 

Lahey (199 1) 

Este trabajo 

con Ec. (5.42) 

Pauchon- 

Banerjee (19%) 

sin interacci6n 

de burbujas 

Este trabajo sin 

efecros 

interfaciales. 

El efecto de interacción de burbujas son considerados por Pauchon y Banejee (1988), 

quienes se basaron en el modelo  de  celda  encapsulada de Zuber (1964). El resultado obtenido 

por ellos es: 

2 E g  + 1 1 1 + 5 E g E [  
= ; [ ( E g )  = - + 5 ; &Eg)  = 

2 El 4 El 
(5.43) 

5 E; 



En l a  Figura 5.4 se  presenta un mapa de  características X+* como funciones de la - 

fracción de vacíos  para flujo burbuja. En estas gráfkas se  muestra  el dominio de 

comportamiento  hiperbólico de los seis  modelos. La transición  matemática de un sistema 

hiperbólico a un sistema  no  hiperbólico (A+* = X-*) es un indicador de posibles  transiciones de 

flujo (coalescencia de burbujas).  En  la  Tabla 5.3 se presenta el límite de estabilidad de los 

diferentes modelos. 

Tabla 5.3. Límite  de  estabilidad (X,* = A-*) 

Modelo 
~ ~ ~ 

Pauchon y Banerjee  (1986) 0.2646 

Pauchon y Banerjee  (1988) 0.4234 
(sin  interacción  de  burbujas) 

Pauchon y Banerjee  (1988) O. 1027 
(con  interacción de burbujas) 

Lahey (1991) 0.3064 

Este trabajo  con Ec. (5.42) 0.3320 

El dominio de hiperbólicidad  del  modelo  del  presente  trabajo se reduce cuando Rb es 

mayor que 3mm, sí R, -, 03 la  curvatura  media  promedio Hg + O y el resultado  se  reduce al 

modelo de Pauchon y Banerjee  (1988) sin efectos de ínteracción de burbujas. 

La inclusión de los efectos de esfuerzos  viscosos  interfaciales  con la aproximación de 

Lahey (1991),  reduce  el  dominio  hiperbólico y dicho  dominio  se incrementa con  los esfuerzos 

de Reynolds  (Figura 5.4). En particular, el dominio de hiperbólicidad  se  reduce  cuando cj es 

mayor que  1/2 y se incrementa  cuando c3 es  pequeño.  El  modelo  sin efectos interfaciales es 

inestable para ( vz )g # { vzf )’. 
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Figura 5.4. Comparación de modelos de  ondas  de vacíos. (O) Pauchon y Baner'je (1988) con 

interacción de  burbujas, ( O )  Pauchon y Banejee (1986), (a) Lahey (1991), (m) a t e  trabajo con 

efectos de  tensión superficial usando la B. (5.42), (A) Pauchon y B a m - j e  (1988) Sin 

interacción de burbujas, (+) Este  trabajo  con  efectos  de  tensión superficial con Rb 3mm con 

C,, constante. 



Los efectos de  tensión  interfacial  tienden a incrementar la velocidad  característica  más 

allá de estos  límites, como se puede  observar en !a Figura 5.4. Entonces, la predicción de ondas 

de vacíos  pueden  tener  velocidades  características  mayores que ( v,,)S (curva superior X+* 

mayor que 1) y menor que ( vzr >' (curva  inferior de X-*, menor que O) debido a los efectos de 

tensión interfacial. 

-0 

5.6 Propagación de onda de vacíos 

Algunos  datos  experimentales  sobre  flujo  burbuja aire/agua están  disponibles en la 

literatura para  validar los modelos  (Mercadier,  1981; Bernier, 1982). En las Figuras 5.5 y 5.6 

se comparan los resultados  de  la  solución  analítica  con el modelo de efectos de tensión 

superfkial en forma explícita y modelos  previos  con  datos experimentales de propagación de 

vacíos de Mercadier  (1981) y Bernier (1982). En estas figuras, la coordenada y se toma  con  la 

misma  escala  para  observar  apropiadamente  las  diferencias en los  resultados al incrementarse 

la velocidad  la  onda  de  vacíos. 

Los datos de Bernier  (1982)  cubren un rango estrecho de velocidades  promedio de la  fase 

líquida O I ( vzf ) I 0.3I8 m/s (también  conocida  como  velocidad superficial de líquido y 

representada  algunas  veces  por j '),  con  diámetros de burbuja del orden de 0.5cm y un rango de 

fracciones de vacío de O to 0.25. Los datos  de  Mercadier (1981) cubre un rango de velocidades 

superficiales de líquido de  -0.05 5 ( vd ) I 1 .O m/s y un rango de fracciones de vacío de O 

a 0.22 (Apéndice E). 
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Figura 5.5a. Velocidad  de  onda  de  vacíos a ( vzI ) = O m/s 
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Figura 5 . 9 .  Velocidad  de  onda de vacíos a ( yd ) = 0.1 m/s 

(O) Datos de Mercadier (1981); (1)  Lahey (1991); (2) Pauchon y Banejee (1988) sin interacción 

de  burbujas; (3) Pauchon y Banerjee (1986); (4) y ( 5 )  con efectos d e  tensión superficial usando 

las Ecs. (5.49) y (5.47), respectivamente, y (6) Pauchon y Banerjee (1988) con interacción de 

burbujas. 
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Figura 5.5d. Velocidad  de  onda de vacíos a ( vzl ) = 0.29 m/s 

(a) Datos de Mercadier (1981); (1) Lahey  (1991); (2) Pauchon y 3anejee (1988)  sin  interacción 

de burbujas; (3) Pauchon y Banejee (1986); (4) y (5) con efectos de tensión superficial usando 

las &s. (5.49) y (5.47), respectivamente, y (6) Pauchon y Banejee (1988) con interacción de 

burbujas. 
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Figura 5.5e. Velocidad de onda de vacíos a { vti } = 0.39 m/s 
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Figura 5.5f. Velocidad de onda de vacíos a ( vrl ) = 0.49 m/s 

(O) Datos de Mercadier (1981); (1) Lahey (1991); (2) Pauchon y Banejee (1988) sin interacción 

de burbujas; (3) Pauchon y Banejee (1986); (4) y (5) con efectos de tensión superficial usando 

las E s .  (5.49) y (5.47), respectivamente, y (6)  Pauchon y 3anejee (1988) con interacción de 

burbujas. 
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Figura 5.6b. Velocidad de onda de vacíos a ( vzr } = 0.073 m/s 

(m) Datos de Bernier (1982); (1)  Lahey  (1991); (2) Pauchon y Banejee (1988) sin interacción 

de burbujas; (3) Pauchon y Banejee (1986); (4) y ( 5 )  con  efectos de tensión superfkial usando 

las Ecs. (5.49) y (5.47), respectivamente, y (6) Pauchon y Banerjee (1988)  con  interacción de 

burbujas. 
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Figura 5.6d. Velocidad  de  onda  de  vacíos a ( vzf } = 0.3 18 m/s 

(a) Datos de  3ernier (1982); (1) Lahey  (1991); (2) Pauchon y Banerjee (1988) sin interacci6n 

de  burbujas; (3) Pauchon y Banerjee (1986); (4) y (5)  con efectos de  tensión superficial usando 

las Ecs. (5.49) y (5.47), respectivamente, y (6) Pauchon y Banejee (1988)  con interacción de 

burbujas. 
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Como  se  puede  observar  en  las  Figuras 5.5 y 5.6,  el modelo de dos fluidos es consistente 

con  estos  datos expenmentales, con  excepción  del  modelo de interacción de burbujas, el  cual 

sobrestima la propagación  de  la  onda  de  vacíos.  Como  una consecuencia, el análisis comparativo 

con  datos  de  propagación  de  ondas de vacíos  ofrece un medio para validar la  transferencia de 

cantidad de movimiento  interfacial  del  modelo  dinámico. 

Se puede observar  que los efectos  de  tensión  superficial  son  muy  útiles para determinar 

el dominio  hiperbólico y sólo  modifican  ligeramente la velocidad de propagación de las ondas. 

Esto se  observa  en  las  Figuras 5.5 y 5 .6  y se  ve  que  presenta  mayores  velocidades  de 

propagación  con  respecto a los modelos  previos. 

En  general  la  comparación de los resultados  del  modelo  del presente trabajo  contra los 

datos experimentales  indican que su predicción  es ligeramente mejor con los datos 

experimentales de Bernier  (1982), que con  respecto a los  datos experimentales de Mercadier 

(1981). Esto se debe a que  el  modelo  propuesto  no  incluye  efectos de pared y los efectos de 

pared de los experimentos de Bernier  (1982), son inferiores que los efectos de  pared de los 

experimentos de Mercadier  (1981). En el  apéndice E se presentan las Características 

experimentales de estos  autores y uno  de los datos  importantes para sustentar lo anterior es el 

diámetro de  la  tubería  de  experimentación,  Bernier  (1982) usa un diámetro de tubería de locm 

mientras que Mercadier (1981) usa  una  diámetro de tubería de  3.8cm. 

5.7 Conclusiones 

El  modelo de celda  concéntrica  con  efectos de  masa agregada, dependientes  del  espacio 

y del  tiempo y con  efectos de tensión  superficial,  producen en general un comportamiento 
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hiperbólico en todo  el  rango de fracciones  de  vacíos y su magnitud depende fuertemente del 

radio de burbuja. Se encontró tambiin que Iá velocidad  de la onda rápida puede llegar a 

presentar velocidades  superiores que la  velocidad  promedio  de la fase dispersa y la onda lenta 

puede llegar a presentar velocidades  inferiores a la  velocidad promedio de  la fase continua. 

Un caso  especial se muestra en la  Figura 5.2 donde  la  velocidad de la onda puede tomar 

cuatro trayectorias  posibles  para un radio  de  burbuja de 2.2mm: dos la onda  rápida y dos la onda 

lenta. 

El modelo  promedio de celda  concéntrica  con  efectos  de  masa agregada constantes y 

efectos de tensión  superficial,  reducen  el  dominio de comportamiento hiperbólico, el cual 

depende del radio de la  burbuja.  Como en  el caso anterior, también  se encontró que la  velocidad 

de  la onda  rápida puede llegar a presentar  velocidades  superiores que la velocidad promedio de 

la fase dispersa y la onda  lenta  puede  llegar a presentar  velocidades inferiores a la  velocidad 

promedio de la fase continua. Sí los efectos  de  tensión  superficial  no  son considerados, las 

velocidades de propagación de la onda  rápida  son  menores o iguales a la velocidad promedio de 

la fase dispersa y la veIocidad de la onda  lenta es mayor o igual a la velocidad promedio de la 

fase continua en consistencia  con  trabajos  reportados  previamente. 

De acuerdo con  las  observaciones  realizadas,  otra  conclusión consiste en que los  efectos 

de los esfuerzos de Reynolds  producen  desaceleración de las velocidades características de la 

onda, mientras que los efectos de  diferencia  de  presión interfacial, producen aceleración de la 

velocidad  característica de la onda  rápida y desaceleran  las  ondas características lentas. 



6. DESCRlPCION DINAMICA DE LA ECUACION DE ONDA DE VACIOS 

En este  capítulo  se  presenta la derivación tdrica de la ecuación de onda de vacíos, cuya 

estructura matemática  corresponde a una EDP lineal de tercer orden, en  función de la fracción 

de vacíos en las variables dependientes  del  sistema de las  ecuaciones de masa y cantidad de 

movimiento, previamente desarrolladas en el  Capítulo 2. Los coeficientes que multiplican a los 

operadores diferenciales  son  función de los efectos  interfaciales, los cuales  gobiernan los 

fenómenos de propagación. La derivación  dinámica de la  ecuación de onda se obtiene al aplicar 

un método de perturbaciones. 

Aplicando  técnicas de estabilidad  lineal  se  encontraron  cuatro  velocidades  de  propagación 

para flujo  burbujeante: una onda  cinemática  asociada a las derivadas de primer orden, dos 

velocidades  características  relacionadas  con  las  derivadas de segundo  orden y una  onda que surge 

de las derivadas de tercer  orden.  Esté  último  término está relacionado con los efectos de masa 

agregada, el  cual se obtuvo en el  Capítulo 3 con  el  modelo de  celda  unitaria excéntrica. 

En  este  capítulo  se  calculan los tiempos de relajación, los cuales  están  asociados  con  los 

efectos  inerciales y también se calcula  el  coeficiente  asociado  con la difusividad de la onda, 

estableciendo el mecanismo  dominante  del  movimiento de las  burbujas para los diferentes casos 

estudiados. La ecuación de onda  dinámica  proporciona  mayor  información que el  análisis de los 

valores característicos  presentado  en  el  Capítulo 5 ,  debido a que la  ecuación de onda  dinámica 

proporciona información de la onda  cinemática, de las velocidades características, los tiempos 

de relajación y el coeficiente  asociado a la  difusión de una onda. 
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6.1 Introducción 

Para obtener la  descripción  dinámica  de ia ecuación  de  onda de fracción de vacíos en 

flujo burbujeante, el punto de partida son las ecuaciones de transporte promedio en volumen e 

instantáneas en una dimensión para flujo en dos  fases ms. (4.1)-(4.6) del capítulo 41, las cuales 

son un caso especial de las ecuaciones  de transporte promedio en volumen e instantáneas 

tridimensionales, previamente desarrolladas en el Capítulo 2. Estas ecuaciones expresadas en 

forma adimensional son: 

a ' k  

at * 
+ * 

'k 
a 'k = o  

az * 

El grupo  de variables adimensionales  utilizadas para obtener las formas de las ecuaciones 

anteriores se  presentan en la  Tabla 6. l .  

Tabla 6.1. Grupo de variables adimensionales 

M;i = - 
PL g 

' O  
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En la Tabla 6.1, la  velocidad relativa que aparece en  el grupo de números adimensionales se 

define como: 

Para realizar el análisis lineal es  necesario obtener la ecuación de onda en términos de 

la perturbación de la fracción de vacíos  del gas. La relación de dispersión se obtiene al proponer 

una  solución de la ecuación  de onda. Para lograr esto se requiere que las Ecs.  (6.1) y (6.2) se 

conviertan en formas apropiadas para que satisfagan las variables perturbadas. La metodología 

seguida para obtener la relación de dispersión se obtiene principalmente del texto de Wallis 

(1969) y el trabajo de Lahey (1991). 

6.2 Ecuaciones en el estado base y entre Variables perturbadas 

Para obtener las  ecuaciones entre variables perturbadas se aplica el siguiente 

procedimiento: 

O Se define el estado base y las perturbaciones. 

O Se obtienen  las  ecuaciones  adimensionales en el estado base. 

Las ecuaciones perturbadas se obtienen al sustituir las perturbaciones en las &s. (6.1) 

y (6.2). Después se restan  las  ecuaciones del estado base en las ecuaciones que resultan 

del  paso anterior. 

Estado base y perrurbaciones 

El estado base define el régimen permanente como función de la posición z*. Sea $ una 

variable auxiliar que representa  las  variables dependientes, entonces el estado base se define 
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como: 

$; = $Lo ( z  * )  

y la perturbación alrededor del  estado  base  se  define como: 

S # ;  = g ( t * , z * )  - #; ( z * )  

Estado base de la ecuaciones  adimensionales 

El estado base de las ecuaciones  de  conservación adimensionales se obtiene al sustituir 

la Ec. (6.4) en las Ecs. (6.1) y (6.2): 

a 'k: aEko 
E -  

ko a t  * 
+ Vk - = o  

O a z *  

donde las propiedades físicas  del  sistema  bifásico se consideran constantes. 

Ecuaciones entre variables perturbada 

Sustituyendo la  relación de perturbación, dada por la Ec. (6 .5) ,  en  la Ec. (6.1), se 

obtiene que: 

- = o  



Conservando los términos lineales y restando  la  ecuación de masa  en el estado base  definida por 

la Ec. (6 .6) ,  se obtiene: 

En forma similar se  obtiene  la  ecuación  de  cantidad de movimiento adimensional para 

la fase k de las variables  perturbadas: 

Ke * 
Lk, a s & ,  

' k ,  at * 
(6.10) 

Los dos  últimos  términos de la  ecuación anterior se  pueden expresar como: 

(6.11) 

Considerando que la  desigualdad &k -e ck, se  cumple, finalmente la Ec. (6. lo) queda como: 

Las ecuaciones de conservación  de masa y cantidad de movimiento en la forma 

adimensional entre variables  perturbadas  para  la  fase  dispersa y la fase continua se  obtienen de 

las Ecs. (6.9) y (6.12) al hacer k = g para m = 1 y k = 1 para m = g, respectivamente. 
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Ecuación de masa, fase  gas 

Ecuación de masa, fase líquida 

donde = 1 - y = - 6~ 
g‘ 

Ecuación de cantidad de movimiento,  fase gas 

(6.13) 

(6.14) 

donde ~ p ~ ~ *  = O y TdRe*= O para l a  fase  gaseosa, las cuales  representan las consideraciones 

iniciales establecidas para flujo burbujeante, como ya se mencionó en los Capítulos 2 y 3. 

Ecuación de cantidad  de  movimiento,  fase  líquida 

donde pi* = 1. 

(6.16) 



6.3 Ecuación de onda 

La ecuación  de  onda  cinemática se obtiene de la combinación de las ecuaciones de 

transporte para variables  perturbadas, Ecs. (6.13)-(6.16). Para que la única variable dependiente 

de  la ecuación  resultante sea 6cg, es necesario  aplicar la siguiente  metodología  (Wallis,  1969): 

(1) Restar las ecuaciones de cantidad de movimiento, &s. (6.15) y (6.16). 

(2) Sustituir los términos de interacción y relaciones  independientes  en el resultado 

obtenido  en (1). 

(3) Cálculo de 8Apli*, GT,P* y 6FD* 

(4) Derivar con  respecto a z* la  ecuación que resulta  del paso anterior. 

(5) Sustituir las ecuaciones  de masa de cada  una  de  las fases, 

A continuación se desarrollan  cada  uno  de  los  pasos  antes  mencionados. 

( I )  Al restar la ecuación de cantidad de movimiento de la fase gas [Ec. (6.15)] de la  ecuación 

de cantidad de movimiento  de la fase  líquida [(6.16)], se  obtiene  que: 

(6.17) 

(2) La relación  independiente para la  presión  promedio  interfacial de la fase  gaseosa  está 

dada por la Ec. (4.8), la cual en términos de variables  perturbadas  está dada por: 
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donde 

La Ec. (6.17) se simplifica al aplicar las Ecs. (6.18)-(6.20): 

(6.19) 

(6.20) 

(6.21) 

(6.22) 

(6.23) 

Las fuerzas interfaciales por  unidad de volumen que ejercen las burbujas sobre la fase líquida 

en condiciones del  estado  base  se  obtienen a partir de la Ec. (4.11): 



donde 

La forma adimensional  del  parámetro  excéntrico c ~ ~ * ,  está  dado por: 

(6.24) 

(6.25) 

(6.26) 

(6.27) 

(6.28) 

Las perturbaciones de las fuerzas  interfaciales  por  unidad  de  volumen que ejercen las burbujas 

sobre la fase líquida también se obtienen  de  la Ec. (4.11): 

(6.29) 
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Las perturbaciones del  coeficiente de masa virtual y la aceleración de la masa agregada están 

dadas por: 

Sustituyendo estas dos  ecuaciones  en la E c .  (6.29) se encuentra que: 

en donde todos los términos  lineales  sólo son considerados. 

Sustituyendo las Ecs.(6.24) y (6.32) en la Ec. (6.23), se obtiene: 
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donde el producto entre awe* [Ec. (6.271 y X,,,* [Ec. (6.30)] desaparece por presentar 

características no-lineales. Los coeficientes que aprecen en la ecuación anterior están  dados por: 

* 
'3 'r0 

Io go 

'pol - - 
- 

E &  
2 

(6.34) 

I (6.35) 

(6.36) 

(6.37) 
EL 

10 

(3)  Como se puede observar, en la Ec. (6.33) aparecen  términos de cerraduras en forma de 

perturbaciones (6Apli*, y 6FD*)  que  deben determinarse. De acuerdo con  los  modelos 

matemáticos  de las relaciones  de cerradura, se  sabe  que son función de E ~ ,  vg* y vl*. Estos 

términos se  pueden  conocer  aplicando  la  fórmula  de Taylor y considerando sólo las derivadas 

de  primer  orden. 

6vl= + 

O 

8Vl* + 

O 

a T 2  * 

aF; - 
a vg* 

6Vg* 

O 

6Vg* 

O 

6v; 

O 

(6.38) 

(6.39) 

(6:40) 
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Las hnciones entre derivadas  parciales  que aparecen en las  ecuacionss  anteriores se 

obtienen de las relaciones de cerradura, como se verá más adelante. Sustituyendo las Ecs. (6.38) 

y (6.39) en el quinto y sexto  término  de la Ec. (6.33), se obtiene que: 

donde 

pos = - p i ]  O 

O 

E 
10 + -  

&go 1. 

Sustituyendo la Ec.  (6.41) en la Ec. (6.33): 

r 1 

r 

- [ [ P i  + 4 1 

(6.42) 

(6.43) 

(6.44) 



(4) Como se puede observar  en  la  ecuación anterior los únicos términos entre derivadas 

parciales que  no son distintos  de 6zg son 6vg* y 6vl*. Para eliminar 6vg* y 6vI* se deriva con 

respecto a z* y como paso  subsecuente se  sustituyen las ecuaciones  de  conservación de masa. 

Entonces, al derivar con  respecto a z* la  ecuación anterior se obtiene: 

- [[p. +p  

Para la  obtención de este resultado fue necesario sustituir la Ec. (6.40). 

(5) Sustituyendo las ecuaciones  de  conservación  de  masa adimensionales entre variables 

perturbadas, dadas por  las Ecs. (6.13) y (6.14) para la fase dispersa y fase continua 

respectivamente y ordenando términos, se obtiene  la  ecuación de onda: 

(6.47) 

y los coeficientes Q, a Q7 son  función  del  estado  base, los cuales  están dados en el Apéndice G. 
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De acuerdo con la literatura en el campo  de  estudio  de los fenómenos de propagación en flujo 

burbujeante, los trabajos de 3ouré (1982),  Pauchm y Banerjee  (1988) y Lahey (1991) reportan 

una  ecuación de onda  de  vacíos  que  involucra  derivadas  de segundo orden.  Por otra parte, 

Biesheuvel y Gorissen  (1990)  derivan una expresión entre derivadas de tercer orden  para  la 

propagación de  onda  de  vacíos.  Cada uno  de estos  trabajos  presentan diferencias  entre ellos y 

con respecto al presente trabajo. 

La derivación de la ecuación  de  onda  de  Bouré  (1982)  se  basa  en  una descripción de tipo 

cinemática, es decir, no incluye  las  fuerzas  que  originan el movimiento del flujo en  dos fases. 

Con la  ecuación de balance de masa  promedio y el modelo  de flujos relativos Bouré (1982) 

obtiene una ecuación de onda  de  vacíos  de  segundo  orden m. (8.3)  del trabajo  de Bouré], cuyos 

coeficientes (GI a as), que  se  determinan experimentalmente, son función de la velocidad 

superfkial total y la  fracción  de vacíos. Este  autor  observa que la ecuación de onda cinemática 

de primer orden es no dispersiva, es decir, que no depende  de  la frecuencia de la  señal 

(perturbación), mientras que l a  ecuación  de  onda de vacíos  de segundo orden es dispersiva y es 

amortiguada o amplificada @ouré,  1988). 

Los trabajos de Pauchon y Banerjee (1988) y Lahey  (1991) se basan  en  una descripción 

dinámica y la diferencia entre ambos trabajos se debe a  que Lahey (1991) supone que los 

esfuerzos viscosos interfaciales son  del  mismo  orden de magnitud  que los esfuerzos de Reynolds 

(esta diferencia modifica  el  rango de comportamiento hiperbólico, como se discutió en el 

Capítulo 5 del presente trabajo). Ambos  trabajos  obtienen una ecuación de onda de segundo 

orden cuyos coeficientes dependen de las  relaciones  de cerradura,  las cuales se basan  en un 

modelo de celda concéntrica. 



Biesheuvel y Gorissen (1990) plantean  las  ecuaciones de balance de las burbujas y de 

cantidad  de  movimiento  de  las  burbujas. La ecuación de cantidad de movimiento se obtiene a 

partir del  impulso de Kelvin. Estos  autores  aplican el método promedio sobre un ensamble de 

realizaciones de flujo (similar al aplicado en la  teoría  cinética  de  gases  densos)  para obtener las 

ecuaciones promedio, introduciendo en ellas  efectos de difusividad debido al movimiento 

aleatorio de las burbujas  en  presencia de un gradiente de fracción de  vacíos. Debido al efecto 

difusivo obtienen  una  ecuación  de  onda  de  tercer orden. 

6.4 Velocidades de propagación,  tiempo de relajación y coeficiente  de difusión 

Los primeros cinco  términos de la ecuación  de  onda (6.47)] se pueden reescribir  de 

la siguiente forma (Whitham, 1974): 

donde a+* es conocida  como  la  velocidad  de la onda  cinemática  (Pauchon y Banejee, 1988) en 

forma adimensional, T * es un tiempo  de  relajación en forma adimensional, r+* son las 

velocidades características adimensionales  para la onda de segundo orden, De* es un coeficiente 

de difusividad referido al tiempo  de  relajación y U+* es la velocidad cinemática para la  onda 

de  primer  orden. En la  Tabla 6.2 se presenta  el grupo de variables adimensionales y su 

correspondiente dimensional, también se presentan las relaciones de  las velocidades de la  onda 

en forma adimensional referida a la  velocidad  promedio. En la Tabla 6.3 se presenta el análisis 

dimensional y los nombres para cada  uno  de  los parámetros. 
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En las Ecs. (6.52) y (6.55) de la Tabla 6.2 el parámetro T* esta dado por la E c .  (5.38) 

y u y v por: 
* *  

Es importante señalar que en el  modelo de celda concéntrica, las velocidades 

características obtenidas  con  la Ec. (6.57) en la  Tabla 6.2 y calculadas con  las Ecs. (6.49) y 

(6.50), se reducen a las &s. (5.36) y (5.37) del  Capítulo 5, las cuales  se  obtienen calculando 

los valores característicos del  sistema de EDP 'S  lineales de primer  orden. Lo antes mencionado 

se comprueba haciendo c6 = kccz y c7 = O (celda concéntrica) en las Ecs.  (6.49) y (6.50). 

La Ec. (6.58) corresponde a la Ec. (5.31) previamente obtenida en el Capítulo 5, en 

donde se encontró que el comportamiento es de  tipo parabólico con respecto al gradiente de la 

fracción de vacíos. 

La Ec. (6.48) es idéntica a la obtenida  por  Biesheuvel y Gorissen  (1990) m. (49) del 

trabajo de estos autores], sin embargo las expresiones de las  velocidades de las ondas, del  tiempo 

de relajación y del coeficiente de  difusión son distintas con respecto al presente  trabajo. Por citar 

una diferencia; en el trabajo de Biesheuvel y Gorissen (1990) U, representa la  velocidad 

promedio de la fase gaseosa y el presente trabajo está dada por la Ec. (6.61). 



Tabla 6.2. Grupos de variables  adimensionales y dimensionales de la Ec. (6.48) 

Variables  adimesionales Variables  dimensionales 

1 I2 

= u *  + VI,* L- [S] 
u+* = * 1  

T *  = 

Ql 

-1/2 

(6.51 

(6.52 

(6.53: 

(6.54) 

(6.55) 

Velocidades de  las ondas  referidas  a la velocidad 
xomedio: 

(6.58) 

a+=v a+* = [ l-z&goJ 5 Vro+ ( VI) 0 1 
r0 (6.59) 

V 
T = - T *  ,O 

(6.60) 

(6.61) 

(6.62) 

(6.63) 
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Tabla 6.3. Anaisis dimensional 

Variable Dimensiones 

L S - l  

L S 

L S - l  

L2 S -1 

S 

Descripción 

Velocidad de la  onda cinemática para  la  onda 
de  primer  orden de la Ec. (6.48) 

Velocidades características para la  onda  de 
segundo  orden de  la Ec. (6.48) 

Velocidad  cinemática relacionada con  el 
término difusivo de  la  onda de  primer orden 

Coeficiente  de  difísividad referido al  tiempo  de 
relajación 

Tiempo de relajación 

La velocidad  de  la  onda  en el término  difusivo de la Ec. (6.48), se puede descomponer 

en  dos velocidades: 

U+* = a+* - b+* 

sustituyendo en la Ec. (6.48): 

donde b+* es el efecto en la velocidad  debido a la excentricidad el cual se obtiene al combinar 

las Ecs. (6.51), (6.53) y (6.64): 

(6.66) 

Se puede observar en la E. (6.65) un término  de  difusión que multiplica a la  ecuación de onda 
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de primer orden y el último término es  el gradiente  del término de  difusión. Si  en la  ecuación 

anterior De* = O, se recupera  la  ecuación  de  onda  con efectos concéntricos. La interpretación 

física de  la  ecuación anterior no  es sencilla,  sin embargo se puede observar que las 

perturbaciones pueden viajar con cuatro  velocidades (a+ *, r+ , r- y b+ *). Sí T * 403 la  ondas 

viajan también  con cuatro velocidades  debido a los términos difusivos, mientras que en el caso 

concéntrico (De* = O) las perturbaciones  viajan  con las velocidades  caracten’sticas. Para T * = 

O y De* = O la perturbación viaja con la  velocidad cinemática. 

* *  

6.5 Estabilidad lineal para flujo burbujeante 

La propagación de las perturbaciones  de  la  fracción de vacíos de amplitud infintesimal 

está gobernada por la  ecuación  de  onda jerárquica dada por la Ec. (6.65). El criterio  de 

estabilidad  para De = O está  dado  por  Whitham  (1974): 

* * * r+ 2 a+ 2 r- (6.67) 

Sí este criterio es violado, se  presentan  inestabilidades  cuya interpretación física es la 

coalescencia de burbujas el  cual  genera  otro estructura de  patrón de  flujo. De acuerdo con el 

trabajo de  Biesheuvel y Gorissen  (1990)  para De # O este  criterio  de estabilidad permanece 

inalterable. También estos autores demostraron qu el criterio  de estabilidad está  dado por: 

r+* 2 u+* 2 r-* (6.68) 

La demostración  de este criterio de estabilidad  se  presenta en el Apéndice H. 

En  la siguiente sección  se  encuentra  que  el límite de aplicabilidad de la ecuación de onda 

y por lo tanta el límite de  estabilidad ocurre en U+* = a+*, para = 0.4. Sustituyendo este 

valor de  fracción de vacíos en la Ec. (6.66) se obtiene que b+* = O. Con esto en consideración 

el criterio  de estabilidad dado  por  la Ec. (6.68) se reduce al criterio dado por la Ec. (6.67). 
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6.6 Resuitados 

Las gráfkas de las Figuras 6.1 y 6.2 muestran el comportamiento de las velocidades de 

la onda cinemática A+* m. (6.56)], velocidades caractensticas rápidas y lentas X + *  m. (6.57)] 

y la velocidad debido a los  efectos de la  celda excéntrica U,' [Ec.(6.58)]  refrendas  a  la 

velocidad promedio del líquido. En  estas  figuras las velocidades de propagación X + *  se 

presentan para diferentes radios de burbuja. Las velocidades de propagación X+ * mostradas  en 

la  Figura 6.1 se calcularon considerando  que  la masa agregada C,, es dependiente en el espacio 

y tiempo, mientras que las velocidades  de  propagación X+ * mostradas  en  la Figura 6.2 se 

calcularon considerando que Cm es constante. En dichas figuras existen diferencias apreciables 

las cuales se analizan  con  ayuda de los criterios de  estabilidad  definidos por las Ecs. (6.67) y 

(6.68). 

- 

- 

- 

- 

Con respecto a  la onda  cinemática,  para Rb = 0.7mm, se observa en  la Figura  6.1 que 

el intervalo 0.525 2 2 O. 16  corresponde a una zona de inestabilidad (A + * 1 X, *) . La 

interpretación física del inicio de esta  zona  de  inestabilidad ( E ~  = O. 16) es la transición de una 

nueva estructura de  flujo en  dos fases. De acuerdo con datos experimentales, la  probabilidad de 

que esto ocurra en cg = 0.16 es baja  (Saiz-Jabardo y Bouré, 1983). La zona de transición 

reportada experimentalmente ocurre a un valor  de  fracción de  vacío alrededor de 0.3 (con R, 

- 0.7mm), punto que se encuentra dentro del intervalo 0.525 2 E~ 2 0.16. AI incrementar el 

radio  de burbuja, se observa que A+* 1 X+* en todos los casos  mostrados en la Figura 6.1, 

excepto en R, = 1 .Omm, que presenta una pequeña  zona estable en 5 0.05. 

De acuerdo con las tendencias de las  velocidades características mostradas en la Figura 

6.1, para un radio de burbuja - 0.55mm se  cumple que X+* 2 A+* en todo el rango de cg válido 
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para el modelo, es decir, es  estable de 0-0.4 de cg. Esto significa  que para  este radio de burbuja 

no existe  transición  que dé lugar a otra estructura de flujo en  dos fases. Para radios  mayores o 

alrededor de 1.5mm, se  cumple que A+* I X+* para fracciones de vacío de O a 0.525-0.6 

(dependiendo  del radio de burbuja), es decir,  el flujo es inestables dentro de este intervalo de 

cg. Esto significa que en estos radios de  burbuja se presenta una transición que  da lugar a una 

nueva estructura de flujo en dos fases, inclusive para valores muy bajos de cg ,  siendo esta 

transición  solo  función del radio de burbuja y de los efectos interfaciales asociados. 

Con respecto a la  onda Uo*, se pueden observar en la Figura 6.1 distintos puntos de 

transición Uo* = X+* que son función  del  radio de burbuja. En la Tabla 6.4 se muestran  estas 

transiciones. 

Tabla 6.4. Inestabilidades  del  modelo de celda  excéntrica  cuando Cm es función  del espacio 
y del  tiempo 

Rb (mm> E 

2.5 0.055 

1.5 O. 15 

1 O. 24 

0.7 0.337 

De la  tabla anterior se puede  observar  que  el valor de = 0.337 con Rb = 0.7mm 

es una  predicción de transición acorde con  datos  experimentales.  Este es un resultado importante 

ya que el modelo de celda  excéntrica  cobra  sentido físico. 

Otro punto de inestabilidad Ocurre  en U,,* = A + * .  En las Figuras 6.1 y 6.2, esto 
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corresponde a = 0.4, cuyo criterio de estabilidad, se deduce de las &s. (6.67) y (6.68): 

r+* - a+* 2 O 2 r-* - a+* 
o también 

r+* - U+* 2 O 2 r-* - U+* 

(6.69) 

(6.70) 

En  la Figura 6.2 se  muestra  el  comportamiento de X + *  como función de la fracción de - 

vacíos, considerando C,, constante. Con respecto a  la onda  cinemática se puede observar que 

para R, I 1 .Omm, la onda  es estable en  todo  el rango de fracciones de  vacío, mientras que 

cuando C,, es dependiente del  espacio y tiempo,  la  estabilidad existe para radios de burbuja 

inferiores que 0.7mm (Figura 6.1). Esta es  una diferencia fundamental entre considerar Cm 

constante o no. Para R, = 2.Omm la  onda  es estable para valores de cg 5 0.2, y la zona de 

inestabilidad se encuentra en un rango  de  valores de 0.2 1 2 0.63. Para R, = 3.0mm la 

onda es estable para valores  de I O. 15 y para R, = 5.Omm  la  onda  es estable para valores 

de cg I 0.065. Con  estos  resultados  se  puede observar que conforme aumenta el radio  de 

burbuja la  zona de estabilidad se reduce. 

Con respecto a la  onda Uo* se pueden observar en la Figura  6.2 distintos puntos de 

transición, los cuales se presentan en  la  Tabla 6.5. En  dicha  tabla se puede observar que  las 

primeros  tres predicciones corresponden a transiciones acordes con los datos experimetales, 

mientras que para R, = 1.Omm la inestabdidad Ocurre a una  fracción de vacíos mayor que el 

rango  de válidez  del modelo, es decir 0.4. 

Las predicciones presentadas en  la  Tabla 6.5 indican que conforme el radio de burbuja 

aumenta las transiciones suceden a menores  fracciones  de vacío, lo contrario Ocurre conforme 

el  radio  de burbujas disminuye. 



O 0.2 0.4 O. 6 0.8 1 

Ei3 

Figura 6.1. Modelo de  celda  concéntrica con dependencia  espacial y temporal de Cm. (m) A, * 

[Ec.(6.56)], (0) v,* [Ec.(6.58)], X+* [Ec.(6.57)] para: (+I Rb = 0.7mm, (c) Rb = 0.7mm, 

( O )  Rb = l.Omm, (A) Rb = 1.5mm, (0) , (O)  Rb = 2.5mm. 
- 
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Figura 6.2. Modelo de celda  concéntrica  con C,, constante. (m) A+* p.(6.56)] ,  (O) u,,* 
p . ( 6 . 5 8 ) ] ,  X+* - IEc.(6.57)1: ( 0 )  Rb = 1.Omm ( E ~  2 0.885), (A) Rb = 2.Omm ( E ~  I 0.80), 

(O) R, = 3.Omm (cg 5 0.736), (O) R, = 5.0mm ( E ~  I 0.65). 



Tabla 6.5. Inestabilidades  del  modelo  de  celda excéntrica cuando C,, es constante. 

5 0.28 

3 0.31 

2 0.35 

1 0.45 

De acuerdo con las predicciones  presentadas en las Tablas 6.4 y 6.5, se puede inferir que 

los efectos  de  masa  agregada  como  función  del  espacio y el tiempo predicen inestabilidades 

consistentes  con  transiciones  de  patrones de flujo. 

Tiempo de relajación y coeJciente  de dljiuividad 

El tiempo de retraso en que  la  perturbación se propaga se le conoce como  tiempo  de 

relajación. El  tiempo de relajación  se  obtiene directamente con  la Ec. (6.55) y en la Tabla 6.6 

se presentan  algunos  valores  para  distintas  fracciones de vacío. 

Tabla 6.6. Tiempos  de  relajación 

E T* 

O. 05 O. 3540 

o. 1 0.3712 

O. 15 0.3836 

0.2 0.3914 

0.25 O. 3947 

O. 3 0.3937 

0.35  0.3887 

En el rango  de  fracciones de vacío  de  la  tabla anterior, se puede observar que el tiempo 
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de relajación presenta 

El coeficiente dl 

una dependencia dCbii  con la  fracción  de vacíos. 

2 difusión  está  dado por la Ec. (6.54) y para determinarlo se debe calcular 

el  parámetro adimensional c2*, el  cual  depende  de  la  distancia donde se localiza la  burbuja  con 

respecto al centroide de  la  celda  unitaria  excéntrica. Recordando, dicho parámetro está  dado por: 

3 v  
471. 

cz - - - c1 - (6.71) 

donde 

(6.72) 

(6.73) 

En estas ecuaciones y representa  la  distancia  del centro de  la  burbuja  con respecto al centroide 

de  la celda excentrica, Capítulos 3 y 4. En  la Tabla D. 1 del Apéndice D se presentan valores 

de  la doble integral como una función  de y; dichos valores se usan para calcular el coeficiente 

de difusividad. En  la  Tabla 6.7 se presentan  cálculos de c2* para diferentes excentricidades y 

en la Tabla 6.8  las difusividades. 

En al Tabla 6.8 se puede observar que  cuando  la  burbuja coincide con el centroide, es 

decir en y = O (celda  unitaria concéntrica), el coeficiente de difusividad es cero y el término 

de  tercer orden de la  ecuación  de  onda  de  fracción  de  vacíos p. (6.65)] es nulo. Para una 

fracción de vacíos dada, el coeficiente de  difusividad se incrementa conforme l a  burbuja se aleja 

del centroide y para una  excentricidad dada, el coeficiente de difusividad  también se incrementa 

al incrementarse la fracción  de  vacíos. 



Tabla 6.8. Coe 

Tabla 6.7. Valores  del paárnetro c7* en función  de l a  excentricidad 
* 

Y r2 (Y) c2 c3 

(adim) (m) (m) (adim) 

O O O O 
O. 086 O. 2094 0.0500 12.262 
O. 173 0.4191 o. lo00 24.541 
0.259 O. 6289 O. 1501 36.82  1 
0.346 O. 8386 0.2002 49.100 
0.433 1 .O483 O. 2502 61.379 
0.519 1.2580 0.3003 73.659 
O. 692 l .  6775 0.4004 98.218 
0.779 l .  8873 O. 4505 110.50 
O. 866 2.0969 0.5006 122.77 
0.952 2.3067 0.5506 135.05 
O. 999 2.4201 0.5777 141.69 

ficiente de difusividad en función  de la excentricidad para diferentes valores de 

Y De* De* De*  De*  De*  De*  De* 
(cg=0.05) (~~‘0.1) (cR=0. 15) ( ~ ~ = 0 . 2 )  (cg=0.25)  (cR=0.3) (cR=O.35) 

O 
0.086 
O. 173 
0.259 
O. 346 
0.433 
0.519 
O. 606 
O. 692 
0.779 
O. 866 
O. 952 
O. 999 

O 
0.5590 
1.1187 
1.6785 
2.2383 
2.7981 
3.3579 
3.9176 
4.4774 
5.0374 
5.5970 
6.1567 
6.4594 

O 
1 .O377 
2.0769 
3.1161 
4.1553 
5.1945 
6.2337 
7.2729 
8.3121 
9.3518 
10.390 
11.429 
11.991 

O 
1.4639 
2.9299 
4.3959 
5.8618 
7.3277 
8.7937 
10.259 
11.725 
13.192 
14.657 
16.123 
16.916 

O 
1.8561 
3.7148 
5.5736 
7.4322 
9.2909 
11.149 
13.008 
14.867 
16.726 
18.584 
20.443 
21.448 

O 
2.2277 
4.4585 
6.6893 
8.92OO 
11.150 
13.381 
15.612 
17.843 
20.075 
22.304 
24.535 
25.74  1 

O 
2.5888 
5.1813 
7.773 8 
10.366 
12.958 
15.551 
18.143 
20.736 
23.329 
25.920 
28.513 
29.914 

0 
2.9480 
5.9001 
8.8522 
11 304  
14.756 
17.708 
20.660 
23.612 
26.566 
29.516 
32.468 
34.064 

Con lo anterior, se puede  decir  que el análisis lineal  con efectos de excentricidad permite 

identificar mecanismos difusivos del  movimiento  de las burbujas, los-cuales hasta donde se sabe, 

sólo han sido reportados en el trábajo de Biesheuvel y Gorissen (1990) quienes aplicaron técnicas 

estocásticas para describir la  propagación  de  las perturbaciones en flujo burbujeante. 
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6.7 Conclusiones 

Aplicando tknicas de análisis de estabilidad lineal, se derivó la ecuación de onda  definida 

por la Ec. (6.65) partiendo de las ecuaciones  promediadas de masa y cantidad de  movimiento 

de  la fase dispersa y la fase continua con efectos de interacción interfacial de  cantidad de 

movimiento. La ecuación de onda  presenta 4 modos de propagación: uno correspondiente al 

término de primer orden  conocida  como  onda  cinemática,  dos  ondas relacionadas con los 

términos de segundo orden  (velocidades  características) y una  onda relacionada con los términos 

de tercer orden. 

Los términos de tercer  orden son  una consecuencia directa del  modelo de celda 

excéntrica. La importancia del  término  de  tercer orden, además  de predecir un cuarto modo de 

propagación, representa otro mecanismo  del  movimiento de la onda que es de tipo difusivo. Para 

el modelo de celda concéntrica  no  aparecen  los  efectos difusivos (el términos de tercer  orden es 

nulo), dando lugar a un sistema de EDP 'S  de segundo orden, en el cual el movimiento de la 

onda sólo se debe a los efectos inerciales. 

Se aplicaron criterios de estabilidad  (Apéndice H) definidos, por las Ecs. (6.67) y (6.68), 

para predecir los cambios de estructura del  patrón de flujo en  dos fases, los cuales  se asociaron 

con la inestabilidad de la  ecuación de onda. 

Con respecto a la  onda  del  modelo  excéntrico  (Tablas 6.4 y 6.5), los efectos de masa 

agregada que resultan dependientes  del  espacio y del  tiempo  predicen transiciones para valores 

de la fracción de vacíos  menores que áquellas en los que ocurren las transiciones cuando se 

consideran constantes los efectos de masa  agregada. 



Se encontró que el tiempo de  relajación  presenta  una  dependencia débil con respecto a 

la fracción  de  vacíos. TambiCn se encontró que el  coeficiente de difusividad  es nulo para el 

modelo de celda  concéntrica  mientras que para el  modelo de celda concéntrica no es nulo. 
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7 .  ONDA DE VACIOS POR EL METODO DE DEEFU%NCLAS FINITAS. 

En este capítulo  se  presenta la solución  numérica  del  sistema de EDP 'S que describen 

los procesos de flujo en  dos  fases  utilizando  el  método  de  diferencias finitas en forma implícita. 

El objetivo es desarrollar una  herramienta  de  análisis  versátil que  incorpore  los efectos 

interfaciales de cantidad de movimiento y permita  predecir los perfiles de velocidad de las fases 

gas y líquida, la distribución  de  presión y la distribución de  la fracción de vacíos en la dirección 

axial y en  régimen transitorio. El análisis  transitorio es fundamental en centrales nucleares para 

la generación de energía eléctrica, y es  práctica  común  realizar  dichos análisis mediante  códigos 

numéricos (Andersen, et al., 1984; 3orkowski y Wade, 1992; K h a n ,  et al., 1993; por citar 

algunos). 

El análisis  numérico  que  se  realiza en este  capítulo cubre dos aspectos fundamentales: 

(1) Conocer el  impacto  de los efectos  de  tensión  superficial sobre el comportamiento de las 

fases en  condiciones  transitorias. 

(2) Predecir la velocidad  de la onda de fracción de vacíos, simulando el proceso de medición 

real de una  columna de burbujeo. 

El c6digo  numérico  desarrollado  se  validó con datos experimentales de Mercadier (1981) 

y Bernier (1982), cubriendo un rango de fracciones de vacío de O. 02 a 0.26 y velocidades 

superficiales de líquido de 0.0 a 0.49 m/s. También, el  código numérico se comparó con los 

resultados de la solución  analítica de las  velocidades  características obtenida en  el Capítulo 5 de 

este trabajo. 



7.1 Introducción 

El punto de partida para desarrollar el código numérico es el sistema cerrado de EDP 'S 

presentadas en el Capítulo 4, las cuales se obtienen al acoplar las ecuaciones macroscópicas de 

cantidad de movimiento y las relaciones de cerradura derivadas en el Capítulo 3. 

Las ecuaciones de gobierno [Ecs. (4.17) , (4.23),  (4.24) y (4.29),  en Capítulo 41 son un 

conjunto completo de EDP 'S de tipo hiperbólico para las cuales existen diferentes 

procedimientos numéricos de solución  (González-Santaló y Lahey, 1973; Lyczkowski et al., 

1975;  Travis, et al., 1976; Martini, et al., 1978; Ferch, 1979; Hancox, et al., 1980; Andersen 

y  Shaug, 1984; Doster, 1989; Minami y Shoham, 1994; Espinosa-Paredes y Soria, 1998; entre 

otros). El método de las características (González-Santaló y Lahey, 1973; Lyczkowslu et al., 

1975; Ferch, 1979) se considera una  técnica  con alto grado de dificultad para ser aplicada, por 

lo que este método ha sido sustituido por el  método de diferencias finitas, el cual es una técnica 

directa y sencilla. El procedimiento de diferencias finitas es computacionalmente más rápido y 

flexible que el método de las características. 

La solución del conjunto de EDP 'S para obtener la distribución de la fracción de vacíos 

velocidades de la fase gas ( vg >g, velocidades de la fase líquida ( vl >' y presión de la fase 

líquida ( pl. )', en función del  tiempo y espacio se basó en el método de diferencias finitas  en 

forma implícita empleando el concepto de celda donadora. Este esquema se aplica para mostrar 

el procedimiento de solución numérico, el cual es fácil de codificar y validar con datos 

experimentales de velocidades de propagación de vacíos en flujo burbuja. 

&8' 

El sistema modelado  es  una  columna  vertical de burbujeo de Im  de longitud con una 
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malla  unidimensional  formada con 100 celdas (0.01m de separación entre celdas). Las variables 

calculadas en  cada  celda son: fracción de vacíos,  velocidad  del gas, velocidad de líquido y 

presión. El concepto de celda  donadora  se  aplica para propósitos de parámetros concentrados, 

es decir, el estado del fluido a las  condiciones de salida de celda son las mismas  que las 

condiciones del fluido en  la  misma celda. La estabilidad de la  solución numérica mejora  usando 

este concepto. L a s  ecuaciones  gobernantes se  resuelven  en  cada paso de tiempo para cada una 

de las celdas. 

7.2. Discretización de las ecuaciones promedio instantáneas 

A continuación  se  presenta el desarrollo  de las formas discretas del conjunto de 

ecuaciones diferenciales desarrolladas en  el  Capítulo 4. Las técnicas de discretización generan 

una  ecuación matricial dispersa que se resuelve en cada paso de tiempo de simulación. 

La discretización espacial  usada es  de primer orden y el esquema de solución de 

diferencias finitas  hacia atrás en forma implícita  presenta un error de truncamiento del orden de 

A z .  El proceso de discretización  consiste en reemplazar los operadores diferenciales de una 

ecuación  específica por su análogo de diferencias finitas. 

Iniciando con la forma diferencial de la  ecuación de conservación de masa de la fase 

gaseosa dada por  la Ec. (4.24) en el Capítulo 4, cuya forma discretizada se desarrolla mediante 

diferencias finitas en los términos  espacial y temporal. El resultado es: 



donde A = M A l ,  At define el paso de tiempo y los indices t y t + At se usan para indicar que 

las variables dependientes son evaluadas en  el  tiempo anterior y tiempo actual, respectivamente, 

y el subíndice j representa  el  número  de  celda o nodo en donde son calculadas las variables 

dependientes. Al  aplicar  el  esquema  implícito se obtiene como resultado un sistema de 

ecuaciones  no lineales que  debe  resolverse con un método iterativo. Analizando la ecuación 

anterior, se  puede  observar  que las variables  que  contienen los subíndicesj-l y los superíndices 

t son  conocidas porque dependen de las  condiciones de entrada del  nodo j - l ,  [considerando que 

las variables calculadas en la  celda  son  iguales  en  toda  la celda incluyendo la frontera (concepto 

de celda donadora)] y de las  condiciones  iniciales establecidas en el  tiempo t. Con estas 

consideraciones, la  ecuación anterior puede  re-escribirse como: 

donde el superindice o representa las variables  seleccionadas sobre las cuales se aplica el método 

iterativo de convergencia. En forma  análoga,  la  ecuación de conservación de masa para la fase 

líquida m. (4.17) en el Capítulo 41  en forma  discretizada  está  dada por: 

donde 

La forma discretizada de la  ecuación de cantidad de movimiento de la fase gas [Ec. 

(4.29)], está dada por: 
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1 gCor - Pg) 112 

(“.),o = [ ] (7.12) 

(7.13) 

La forma discretizada de l a  ecuación  de  cantidad  de  movimiento de la fase líquida [EC. 

(4.23)] está dada por: 
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= - PI ( < Vzz) I)/: (7.15) 

(7.16) 

(P3)J: = Pz(q/o + ("yi$fJO (7.17) 

Las formas discretas de las  ecuaciones  de  cantidad  de  movimiento de la  fase gas y líquida 

@%s. (7.5) y (7.14)], no  incluyen  efectos  de  excéntricidad  ni  de  la  dependencia espacial y 

temporal  de los efectos  de masa virtual, y los efectos de trasferencia de cantidad  de  movimiento 

interfacial están dados por: 

El conjunto de ecuaciones discretas, se puede escribir en forma matricial: 
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A, (UT) U;+& = Bj (UT, U;, q";") (7.22) 

donde U es el vector columna de variables  dependientes,  definido por la E c .  (5.24) en  el 

Capítulo 5, y la matriz A y el vector columna B están dados por: 

A .  = 
J 

B .  = 
J 

(7.23) 



7.3 Procedimiento de solución 

Para resolver en forma numCrica la Ec. (7.22) se usa el paquete de computadora 

LINPACK (Dongarra et al., 1990), el cual  es un código numérico para resolver ecuaciones 

lineales simultáneas. El algoritmo en el cual  se  basa este código consiste en factorizar la matriz 

A en  una matriz triangular superior y una matriz  triangular inferior usando pivoteo parcial (es 

una  versión  de  eliminación  Gaussiana con  pivoteo parcial). Estos factores y la  información  del 

pivoteo se usan para encontrar la  solución  del  vector U. Para realizar simulaciones es necesario 

especificar las  condiciones  iniciales y de  frontera y los parámetros físicos. 

Condiciones iniciales. En el  tiempo t = O, es  necesario particulizar las condiciones iniciales en 

todas  las celdas. Esta condición inicial es aplicable a las variables: (( (( vZ$)i. 

Condiciones de frontera. Son las  condiciones  de  entrada  del  sistema a simular y estas  pueden 

ser constantes o función  del  tiempo. Estas variables  son: (&be, (( vx)g),, (( vd)'je, (( pL)Ve, donde 

e significa  que se trata de una condición  de  frontera a l a  entrada del sistema. 

Parámetros cfisicos. Densidad  del aire @,) = 1.2043 Kg/m3; densidad del agua (PI) = 997. O 

Kg/m3 y tensión  superficial (a) = 0.0715 N/m. 

Procedimiento de solucibn 

Paso 1 Se asignan  las  condiciones de frontera a la  celda o nodo 1 (j = I):  =. (&de; 
(( ~zg)~)] = (( VGP),; (( vd)')l= (( vd)')e; I( pI)'II= (( p [ ) V e *  

Paso 2 Las condiciones  iniciales (t = O) establecidas para la  solución  del problema en 

particular, se  asignan a las  variables  con  subíndice o para todas  las  celdas (j = 
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1,2,. . ,n; n es el  número total de  celdas  del  sistema simulado): (cg )ju = (Eg ):; 

f( vu)g1; = f( vqN;; f( VJ'ii" -- f( VJZ$ f( PJl = f( PJl ); 

faso 3 Se calculan los coeficientes y variables n e c e d a s  para la segunda celda (j = 2) 

usando las condiciones  del Paso 2: (aJjU ms. (7.6)-(7. lo)], (p,Jjo (i= 1,2,..,5) 

del vector columna B m. (7.24)]. 

Paso 5 Los elementos de  la  matriz A y del  vector B son suministrados al programa de 

computadora numérico LINPACK, con el cual se encuentra el vector  de solución 

U en el tiempo t+At,  obteniendo las siguientes variables dependientes: (&Jj , t+&. 

f( ,N/+& ). f( Q9;+% f( PI> J j  1 r i b  

Paso 6 El proceso iterativo de convergencia  para resolver el problema de  flujo en  dos 

fases se realiza usando las formas discretizadas de las ecuaciones de masa y 

cantidad de movimiento de cada  una  de las fases. Sí [A, uj *+& - BJ 1 error1 

no se satisface (criterio de paro), el proceso de cálculo reinicia desde el Paso 2, 

pero ahora se asigna $jo = ($/ + 4bif+9/2 hasta obtener la convergencia. Este 

método requiere para converger un máximo de cuatro iteraciones (bajos flujos) 

con Az = 0.01m y At = 0.01s. 

Paso 7 El proceso descrito en los Pasos 3-6 se repite para las celdasj = 3 hastaj = n. 

L a s  variables calculadas en la celdaj = 2 son  las variables de  entrada de la celda 

j = 3, y así sucesivamente. Las variables de entrada del nodo n son las variables 

calculadas en el nodo n - 2. Este procedimiento es la base de la aproximación de 

la celda donadora. 



Paso 8 Una  vez  concluido el cálculo  de  todas las celdas y antes de avanzar en el tiempo, 

se asignan  las variables dependientes  calculadas  en el tiempo actual t+At a las 

variables en el  tiempo t para  que  en  el siguiente paso  de tiempo correspondan al 

del  tiempo anterior: (Eg)J= (( v Z g J  )g)!= ((v Z g J  )g)!.+b; (( vzl)oj'= (( 

Paso 9 Se avanza en el tiempo t+4t iniciando  nuevamente  el proceso en el Paso 2. 

La implantación  del  procedimiento  de  solución numérico en un programa de computadora 

es sencillo y directo. 

Escalamiento de la matriz 

La matriz A que se  muestra  en  la Ec. (7.23) es una matriz  mal condicionada. Por simple 

inspección se puede  observar  que  los  elementos (1,3), (2,4), (3,Z) y (4 ,4  [(m,k), m y k = 

1,2,3,4) de  dicha matriz, presentan  valores inferiores a la  unidad,  mientras que el  elemento ( I , ] )  

presenta un valor del  orden  de 600, el  elemento (4,3) del  orden  de 5000 y el elemento (2,2) del 

orden de 200 (usando A =Az/At- I). 

Para resolver este problema y minimizar  el error  de la solución, fue necesario escalar la 

matriz  con los siguientes  valores: los elementos (m,]) [m=1,2,3,4] se escalaron usando un valor 

de 620, los elementos (m,2) con un valor  de 250, los  elementos (m,3) con un valor  de 5000 y 

los elementos (m,4) no fue necesario  escalarlos.  Estos  valores  de escalamiento fueron adecuados 

para el conjunto de pruebas aquí presentadas y no fue necesario modificarlos. Existe un paquete 

de computadora denominado LAPACK (1992), posterior al paquete LZNPACK, que escala la 

matriz en forma automática. 
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7.4 Resultados numéricos y discusión 

Los términos interfaciales son una caracte&ica esencial del balance de  cantidad de 

' .  movimiento para flujos en  dos fases. Sí de  los  efectos interfaciales sólo son considerados la 

diferencia de presión interfacial y las fuerzas  de arrastre  interfacial, se obtiene una solución 

numérica básica. Esta solución  presenta un patrón  de decaimiento en la velocidad del líquido y 

para  la fracción de vacíos y la  velocidad  de  la  fase  gas presenta un incremento en su patrón de 

comportamiento. La combinación de ambos  patrones es una indicación de un deslizamiento 

pronunciado entre  las  fases. Se pueden  considerar otros mecanismos adicionales, tanto de bulto 

como  interfaciales.  De  este modo, los esfuerzos  de  Reynolds  modifican ligeramente la  solución 

básica, a diferencia del  término  de  masa agregada, cuyo efecto  contribuye sumamente a reducir 

el deslizamiento entre las fases, puesto  que el término de masa agregada ocasiona la 

desaceleración de  la  fase gaseosa  debido a la  masa  de líquido arrastrada por las burbujas de  gas. 

Por otro  lado los efectos de masa agregada  contribuyen a mejorar sustancialmente la estabilidad 

numérica. 

7.4.1 Rapidez de propagación  de  la onda de vacios 

Los fenómenos en flujos en  dos  fases en condiciones de estado estable y condiciones 

transitorias son controlados por la propagación  de  la  onda  de  vacíos (transiciones de patrones 

de flujo, inestabilidades de onda de densidad neutrónica). Por otro lado,  las ondas de vacios 

dependen fuertemente de las relaciones de cerradura usadas  en el modelo  de dos fluidos 

(Pauchon y Banerjee, 1986 y 1988; Ruggles, et al., 1988a ; Lahey,  1991; Park, et al., 1990). 

En el Capítulo 5 se calcularon  los  valores  caractexísticos (análisis lineal) del conjunto de 

EDP 'S para a n a l i z a r  los fenómenos  de  propagación de vacíos, y en el Capítulo 6 se  derivó la 
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ecuación de onda de vacíos  (descripción  dinámica)  con  el  mismo propósito. La diferencia entre 

estas dos aproximaciones  radica en que la  scuación de onda proporciona 4 modos de 

propagación, de los cuales  dos de ellos  corresponden a los obtenidos  con  la aproximación de los 

valores característicos. En esta  sección  las  ondas de vacíos  son calculadas usando  la 

aproximación numérica. 

La rapidez de propagación de las  ondas  de  vacíos  se puede calcular con la  simulación 

numérica de una columna  de  burbujeo,  definiendo  el  tiempo de viaje de la onda de vacíos de un 

nivel N de la  columna a otro nivel N+I.  La siguiente  función de correlación cruzada fue 

definida para este propósito: 

m -j 

7 j )  [Es( ~ + 1 ,  ' i+j> - &g( N, ti >I2 
i = l  

(7.25) 

donde ti; i = I,.  . .m, es una  sucesión de instantes  de  tiempo donde los valores de la fracción de 

vacíos son registrados (almacenados) y T ~ ;  j = I , .  . . n (n < m) es una  sucesión de tiempos de 

retardo. El tiempo de viaje de la onda es el  valor de T~ cuando Rq(N,7i, alcanza su mínimo 

valor, y entonces, la rapidez de la  onda  de  vacíos se define como la relación de la distancia entre 

los niveles N y N+1 y el tiempo de viaje  previamente encontrado. 

L a s  pruebas dinhicas se realizaron  para 2 O. En estas pruebas, la  velocidad 

superficial del líquido ( vr! ) (velocidad  promedio de fase de líquido) fue mantenida constante 

mientras que la  velocidad  superficial  del  gas ( vq ) fue perturbada alrededor de un .estado 

estacionario. El comportamiento  transitorio de E~ fue calculado numéricamente en los niveles 

N y N+I para un conjunto de tiempos ti; i = I,. . .m, para obtener la velocidad de propagación 

de la  onda  usando  la  función de correlación  cruzada dada por la Ec. (7.25). 
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7.4.2 Validación del código num6rico 

El  modelo  numérico  se  validó  realizando comparaciones de las velocidades de 

propagación de la fracción de vacíos  contra  datos experimentales disponibles en la  literatura 

(Apéndice E). En este caso, se  seleccionaron  los  datos reportados por  Mercadier (1981) y 

Bernier (1982) para flujo burbujeante. También  el  modelo numérico se comparó con  la solución 

analítica reportada en el Capítulo 5. 

En las  Figuras 7.1 y 7.2  se presentan  dichas comparaciones para diferentes velocidades 

superficiales de líquido j ,  (= e2 ( vI )' ) y fracciones de vacío eg. Es de interés realizar las 

siguientes comparaciones para realizar un análisis  de  la  validez  del  modelo numérico: 

(i)  comparación  del  modelo  analítico  con  datos experimentales, 

(ii)  comparación  del  modelo  numérico con datos experimentales y 

(iii) comparación  del  modelo  numérico con el  modelo analítico 

(i)  Comparación del modelo  analítico  con  datos experimentales. Se puede observar en la 

Figura 7.1 que la solución  analítica  presenta  la  mayor diferencia con respecto a los datos 

experimentales de Mercadier (1981) para un valor ( vd ) = O. 39m/s, y para los los demás  casos 

mostrados, la predicción concuerda con los datos experimentales. Con respecto a la Figura 7.2, 

existen ligeras diferencias entre la  solución  analítica y los  datos experimentales de Bernier 

(1982), para todos los casos  mostrados en dicha figura. 

(ii) Comparación  del  modelo  numérico con  datos experimentales. En  la Figura 7.1 s e  puede 

observar que las predicciones del  modelo  numérico  presentan su mayor diferencia con respecto 

a los datos experimentales de  Mercadier (1981) para valores de ( vd ) = 0.2m/s y ( vd ) = 

0,39m/s. En los demás  casos  mostrados en  la figura, las predicciones son acordes en  magnitud 
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y tendencia con los datos experimentales. La comparación de resultados que se presenta en la 

Figura 7.2, muestra que  la aproximación numirica ?redice resultados similares en tendencia y 

magnitud que los datos  experimentales de  3ernier (1982). 

(iii) Comparación  del  modelo  numérico con  el  modelo analítico.  Se  puede observar en las 

Figuras 7.1 y 7.2, que los resultados  obtenidos con respecto a los experimentales son  más 

exactos con la solución  análitica  que con  la aproximación numérica, excepto para  el valor  de 

( vzf } = 0.2m/s (Figura 7.1). 

El análisis de este grupo de 3 comparaciones indica que tanto las predicciones de  la 

solución analítica como  las  predicciones  de  la  solución  numérica  no son acordes con los datos 

experimentales de Mercadier (1981) para  el  valor  de ( vzl } = 0.39m/s, aunque ambos son muy 

similares  entre sí. Esto sugiere  de  acuerdo al rango  de las fracciones de vacío y a las velocidades 

superficiales, que los datos  experimentales  podrían  no ser correctos  para esta velocidad. 

La predicción de las velocidades  de  propagación de las ondas de Cacíos  con  la 

aproximación numérica es más compleja  que con  la solución analítica, ya que no se tiene  control 

absoluto sobre la fracción de  vacíos  debido a los efectos de frontera y a los datos reportados, 

los cuales no son suficientes para establecer  exactamente las condiciones de  frontera.  De  acuerdo 

con lo anterior, la diferencia con los datos  experimentales  en la predicción numérica presentada 

en la Figura  7.1  para { vd } = 0.2m/s se  puede deber a que no se establecieron con mayor 

precisión las condiciones de frontera, las  cuales se deben perturbar  alrededor del estado 

estacionario para producir un cambio  transitorio del sistema y poder registrar  este cambio para 

los cálculos necesarios. Esto  respalda el resultado de la solución analítica la cual no presenta esta 

diferencia con respecto a los  datos  experimentales  para el valor de ( vzf } = 0.2m/s. 
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7.4.3 Comportamiento  transitorio de los efectos interfaciales y de bulto 

Para estudiar la  importancia en  condiciones transitorias de los efectos interfaciales, 

primero se define y se obtienen  las  condiciones de estado estacionario de  la columna de burbujeo 

simulada con  el código numérico,  después  se realiza la perturbación del  sistema partiendo de 

estas condiciones. Entonces, para t = O las condiciones iniciales establecidas son: 

= 0.1518, ( va )g = 0.3214 m/s (( va ) = ( vzg )g = 0.0488 m/s) y 

( vzl )' = O. 11 79 m/s (( vzI ) = O. 1 m/s) 

Con estas  condiciones el estado  transitorio  se  produce en el tiempo t = 1. Al perturbar la 

velocidad  superficial a ( va ) = O. 0275 m/s, el  comportamiento de la perturbación introducida 

es en forma de rampa de t = 1 a t = l. 2 seg.. Con esta  perturbación se realizaron las siguientes 

pruebas y la  información se registró en la  celda 45 (45cm de la entrada), lejos de la entrada: 

Con  todos los efectos  interfaciales y de bulto, 

sin efectos de tensión  interfacial, 

sin  esfuerzos  de  Reynolds y 

sin efectos  de  presión interfacial. 

En  la Figura 7.3 se presenta el comportamiento transitorio de la fracción de vacíos para 

todos  los casos mencionados  anteriormente.  Se  ve  que sí los esfuerzos de Reynolds  no  son 

considerados, entonces para tiempos  mayores  que 2.6 seg.,  el cambio de la fracción de vacíos 

es localmente acelerada, modificando  ligeramente  la  solución  básica completa, es decir, con 

todos los efectos interfaciales y de bulto. Por otro lado, sí los efectos de presión interfacial no 

son considerados, entonces  para  tiempos  mayores  que 2.6 seg., los cambios experimentados por 
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la fracción de vacíos también  son  localmente  acelerados y la contribución de este efecto es 

mayor que los efectos debidos a los esfuerzos de Reynolds, como se puede observar en la Figura 

7.3. En el caso en que los efectos de tensión  interfacial no son incluidos, para tiempos mayores 

que 2.6 seg.,  los cambios de la fracción de vacíos  son localmente retardados (desacelerados). 

Este efecto contribuye sumamente a modificar  la estructura de la  onda cinemática: la rapidez de 

la onda de vacíos sin  considerar efectos de  tensión interfacial fue de 0.262 m/s y la fracción de 

vacíos alcanzó un nuevo  estado  estacionario en O, 0831, mientras  que en todos los  demás casos, 

la velocidad de la onda de vacíos fue de 0.271 mls con  una fracción de vacíos final de O. 081 6. 

Con estas pruebas transitorias se encontró que los efectos de presión interfacial y los efectos de 

tensión interfacial son  fuertemente  significativos en comparación con los esfuerzos de Reynolds. 

Este hecho es una  indicación  de  mucho  peso  para  que  dichos  términos sean considerados en  el 

modelado, puesto que los  efectos de tensión interfacial no han sido considerados en previos 

análisis sobre propagación de  vacíos  en flujo burbuja  (Lahey, 1991; Park, et al., 1989; Ruggles, 

et al., 1988a; Pauchon y Banerjee,  1986 y 1988). Es importante hacer notar que para tiempos 

menores de 2.6 seg., en  todos  los  casos  el  efecto  del comportamiento es opuesto al analizado 

previamente. 

Las mismas  pruebas  descritas arriba, también  se  realizaron para ( vZI ) = 0.49 m/s. Se 

encontró que el comportamiento de la  fracción de vacíos es prácticamente invariante para 

cambios en ( ve ). Este comportamiento  se puede entender debido a que el movimiento dinámico 

de la mezcla bifásica es controlada por efectos  convectivos y se observó que los efectos 

interfaciales y de bulto no contribuyen en forma apreciable en el comportamiento transitorio 

estudiado. En consecuencia, los efectos interfaciales y de bulto  son importantes a bajas 

velocidades superficiales de líquido. 
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Figura 7.3. Efectos  de  cantidad  de  movimiento interfacial y de bulto en condiciones 

transitorias. ( O )  Todos los efectos  interfaciales y de bulto, (O)  sin efectos de  tensión 

interfacial, ( A )  sin  efectos  de  esfuerzos  de  Reynolds y (O) sin efectos de presión 

interfacial. 
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7.3 Conclusiones 

Se desarrollo un código numérico que  simula  una  columna de burbujeo aire-agua, el cual 

se basa  en  el conjunto de ecuaciones  macroscópicas de transporte de masa y cantidad de 

movimiento con efectos de  tensión superfkial, además  de los efectos  de masa agregada, 

diferencia de presión interfacial y esfuerzos  de  Reynolds. Este código describe los fenómenos 

de flujo burbujeante en  una dimensión  en  régimen  de comportamiento estable y transitorio. 

El procedimiento de  solución  propuesto es numéricamente estable, directo para su 

implantación y rápido de ejecutar (aproximadamente  10  veces  mas lento  que tiempo real).  El 

procedimiento se basa  en el método  de  diferencias finitas en forma implícita aplicando el 

concepto de celda donadora. 

La validación  del  modelo  con  datos  experimentales y su comparación con la solución 

analítica, sugiere que la  solución  numérica  desarrollada es una técnica apropiada para analizar 

los fenómenos de propagación y ofrece un medio  para  validar  modelos de  flujo en  dos fases. 

Los resultados numéricos  obtenidos  de las pruebas transitorias demuestran que los efectos 

de tensión interfacial producen  aceleración  de  la  onda de vacíos, mientras que la consideración 

de los efectos presión interfacial y efectos  de los esfuerzos de  Reynolds  causan la desaceleración 

de la  onda de vacíos. También  se  encontró  que los efectos de tensión interfacial cobran  mayor 

importancia (mecanismo  predominante) a bajas  velocidades superficiales de líquido 

(aproximadamente O. I m/s) que a altas velocidades (aproximadamente O. 49 m/s). 

De acuerdo con  los  resultados obtenidos, el  orden de importancia en los efectos 



interfaciales y de bulto  que más influyen en  el comportamiento  transitorio de las fases es: (1) 

tensión superfaid, (2) presión  interfacial y (3) rdacionado con  los  efectos de bulto, el esfuerzo 

de Reynolds de la fase líquida. 

Los efectos de masa  agregada  contribuyen en forma  dramática  en l a  estabilidad  numérica 

del  código, y sin este efecto  se  presentan  inestabilidades. 
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APENDICE A. 

" I N T O  FUENTE DE LA COXDICION DE SALTO DE CANTIDAD DE 

MOVIMIENTO 

En este apéndice se  demuestra  la  siguiente  relación: 

m = 2Hgangl 

donde la  cantidad vectorial m es  el  término  fuente  de  cantidad de movimiento, Hg es  la curvatura 

media  media  medida  desde  la  fase gas, es la  tensión superfkial y ngr es el vector  normal 

unitario apuntando de la fase gas a la fase líquida.  Esta  relación  es válida para c = constante. 

La notación  empleada en todo el apéndice es básicamente  la misma que Aris (1962), para 

cantidades tensoriales  superficiales  se usan indices griegos, mientras  que para cantidades 

tensoriales e'paciales se usan indices  latinos. 

Preliminares 

Sea x' que  representa un sistema  de  coordenadas  generalizadas de un punto en el espacio, 

entonces una superficie s(t) moviéndose  tiene la siguiente  ecuación parámetrica: 

s(t) : x '  = x 1  ( P ,  t )  , i = 1,2,3 (Y = 1,2 (A. 2) 

donde ucL son  las  coordenadas de superficie y t representa el tiempo.  Un vector tangente en 

cualquier punto de la  superficie está dado por: 

i ax' 
t ,  = - 

a 
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donde tai es un vector espacial  contravariante el cual  se pude  interpretar como un vector de 

superficie  covariante,  este símbolo se  conoce como tensor híbrido (Aris, 1962). También en 

cualquier punto  de l a  superficie existe un vector  normal unitario 

n' = n' ( u " ,  t )  

La contracción o proyección  de los dos  vectores anteriores son: 

para toda t (A. 5) 

Demostración 

Sea 4aD un tensor de esfuerzos  superficiales (CY, p = 1,2), este mismo tensor en 

coordenadas de  volumen o espaciales  está  definido por: 

La derivada covariante (se  denota por la  coma)  de este tensor es: 

el cual es un tensor de  tercer  orden y representa  el gradiente de en la superficie. El tensor 

híbrido t i  es un vector tangente a la  superficie y su derivada covariante t:,-{ es un vector 

normal  a tli y tZi, siendo este proporcional a ni, el cual  está dado por (Aris, 1962): 

la segunda forma fundamental de la  superficie  se  relaciona con la  razón de cambio de la 

superficie en  la dirección tangencial, aplicando  este resultado en  la Ec. (A.7), se obtiene: 



Para obtener la divergencia superficial, se multiplica  esta  ecuación por aY6takgkj (donde ay' es 

un tensor métrico de superficie y g k ,  es un tensor  métrico espacial), se obtiene: 

Para simplificar la ecuación anterior, se aplican  las siguientes identidades e igualdades: 

g k j  t6 nJ  = t6 nk = O k .  k 

(A. 11) 

(A. 12) 

Entonces la Ec. (A. lo), se pude escribir como: 

4yy ( a y 6  tg k g k j )  = ay6 aG4 b,, n i  +aB + a y 6  a,-O t, i + , ,  a4 (A. 13) 

El primer término de la ecuación anterior se  puede simplificar de la siguiente forma: 

(A. 14) 

donde 6gY es la delta de Kronecker en  la superficie, la cual toma un valor de 1 sí y=P y cero 

sí y # p. El segundo  término de la Ec. (A. 13) se puede escribir cómo: 

(A. 15) 
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El gradiente de +u en la superficie en términos del gradiente de +V en el espacio,  es: 

ij- r i j  +;, - t y  + , I  
(A. 16) 

multiplicando esta ecuación  nuevamente por  el término aY6takgkj , se obtiene: 

(A. 17) 

donde ay' es simétrico (= &) y 6; es  la  delta  de Kronecker en  el espacio, la  cual es 1 sí Z=j 

y cero sí Z#j. El resultado de  la  identidad  (segunda  igualdad  de  esta ecuación) se obtiene del 

texto de Aris (1962). Sustituyendo las &s. (A. 14), (A.15) y (A.17) en la E c .  (A.13): 

donde 

(A. 19) 

La Ec. (A. 19), es una  relación general, considerando  en particular el siguiente tensor: 

+ao = a n (A.20) 

donde es la tensión superficial. Sustituyendo  la Ec. (A.20) en (A.6) y obteniendo la 

diferenciación covariante en coordenadas espaciales, se obtiene: 
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este resultado puede introducirse  en el lado  derecho  de la Ec. (A. 18), para obtener: 

operando el primer término de la  ecuación  anterior: 

(A.23) 

(A. 24) 

El segundo  término de la Ek. (A.22), se encuentra que es: 

- n I nj [(g'j - ni nj) e],1 = - nI nj (gz l  - ni ni) u,[ 
. .  

- n I nj g,) e + n nj (n i  d ) , [  e i j  I 

= - n I ni ( g ' j  - n i  n j )  a,[ 

donde el segundo  término es cero  porque g"' es una constante  con respecto a la  diferenciación 

covariante (Aris, 1962) y el  tercer  término es cero por tratarse de vectores unitarios  ortogonales 

(ni n,/ = O). Entonces la Ec. (A.22), después  de sustituir las Ecs. (A.23) y (A.24), queda como: 

Sustituyendo este resultado y la Ec. (A.20) en (A.18), se obtiene: 

(1: a ~ ' 0  = [ k ~  - ni n i )  - n /  nj ( g l J  - n i  nj) a,l 
. .  

Desarrollando la derivada covariante superficial: 

(A.26) 

(A. 27) 

donde aaB es una  constante  con  respecto  a la diferenciación covariante (Aris, 1962). La 

ecuación anterior se puede  escribir de la  siguiente forma: 
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(A.28) 

donde (Aris, 1962): 

ba,B aaB = 2 H  (A.29) 

Finalmente, expandiendo la derivada  covariante  espacial de  la Ec. (A.27),  se obtiene: 

[ (  g i j  - n' n / )  u - ni n-!) - n 1 n, ( g  i i  - n i  $) (A.30) 
. .  

e,l 

en esta ecuación n,: d = O y de acuerdo  con  Soria (1992) - n,] = 2H,  por lo tanto:: 

Para el caso particular en que u es una  constante, de las Ecs. (A.28) y (A.31) se obtiene la 

siguiente identidad: 

donde n' = ngl con Hg o n' = nlg con HI (HI = - Hg). 



APEINDICE B. 

ECUACIOhES PROMEDIO CON EFECTOS DE COMpRESlBLLIDAD Y 

TRANSPORTE INTERFACIAL 

El flujo  en  dos  fases a través  de un ducto  vertical  se describe en la  Figura  2.1 del 

Capítulo 2 y representa el sistema  bajo  estudio. El sistema  esta  constituido por una  fase  dispersa 

y una fase continua, las cuales  pueden  estar  en  contacto  con la superficie  sólida  del ducto. El 

ducto representa  estrictamente  la  fase  sólida. En este  sistema la fase líquida y la fase  gaseosa 

fluyen  dentro  del  ducto y la  fase  sólida  es  estática. El planteamiento  del  modelo  considera 

régimen  transitorio,  efectos  de  compresibilidad y efectos de transporte interfacial de masa, 

cantidad de movimiento y energía  con  tensión superficial constante. 

B. 1 Ecuaciones  locales  instantáneas 

Ecuación de continuidad  para  la  fase k 

apk - + v ( & Y k )  = o 
at 

donde k = 1 para la fase líquida y k = g para  la fase gas, p k  representa  la  densidad de la fase 

k y vk es el vector  velocidad de la fase k. 

Ecuación de cantidad de movimiento  para la fase k 

donde I es el  tensor  identidad, P k  representa  la  presión de  la fase k, Tk es el tensor de esfuerzos 

viscosos de la fase k y g es el vector de aceleración de la gravedad que actúa sobre la fase k .  
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Ecuación de energía  total para la  fase k 

donde h, es la entalpía  específica de la  fase k ,  q " k  es el vector flujo de calor por unidad de área 

de l a  fase k y q ''\ es el término de generación de calor  por  unidad de volumen de la  fase k .  En 

reactores nucleares este término se debe  principalmente  a la energía generada por radiación 

gamma. 

23.2 Condiciones de salto 

Condición de salto de masa  interfacial 

PI (vr - Wig) nlg  + Pg ( y g  - wis) n2/ = 0 9 en (3.4) 

A, (3.5) v k  * nh = wk; nk; = 0 en 

donde wlg es la velocidad de  la  interfase I-g, A,, es la región interrfacial (Figura 2.2 del Capítulo 

2), A, es  la  región interfacial ocupada  entre la fase k y la pared  sólida S del ducto, nlg es el 

vector normal  unitario  dirigido de  la fase I a  la  fase g, el cual  tiene la propiedad nlg = - n 2l' 

y nh es el vector  normal  unitario  dirigido de la  fase k a la pared del ducto s. La Ec. (J3.5) 

establece la  condición de frontera de adherencia o también  conocida como condición de no 

deslizamiento  en la  interfase k-s. La condición de salto de masa p . ( B . 4 ) ]  no considera  efectos 

de acumulación en la región interfacial. 

Condición de salto de cantidad de movimiento interfacial 

[ P r Y l ( V r - " / g )  +P&Tlg3 . n l g + [ P g V g ( Y g - W l g )  +Pg+Tgl] 'ngl = m  7 en A,, @.6) 

donde m es la fuerza debido  a  la  tensión superficial, la cual está definida por la Ec. (2.7a). 
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Condición de salto de energía  total 

donde E es  el  término  fuente  de  energía  de  superficie  debido  a la tensión  superficial  (trabajo 

realizado por la tensión  superficial),  el  cual  está  dado por (Ishii, 1975): 

E = (tt a"D u + w = - 2 H g   n g 1  ' Wlg (B. 8) 

La solución  también  requiere  condiciones de frontera y condiciones  iniciales: 

C. F. 'Pk = f (x,t) 9 en A ke (3. 9) 

en t = O  (B. 10) c. I. 'pk = g (x> 7 

donde Ake representa las áreas  de entrada y salida de la fase k asociadas  con la región de estudio 

(Figura 2. I),  x es  el  vector  de  posición, t la  variable  temporal y ' pk ,  reperesenta a las variables 

dependientes (p,  v,  p y h) de  cada  una  de  las  fases. . 

La ecuación de estado  es  la  siguiente: 

B.3 Teoremas promedio  para un sistema de M fases 

Los teoremas  presentados  en  el  Capítulo 2 B s .  (2.17)-(2.20)] para un sistema de M 

fases, están  dados por: . .  
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(3.15) 

donde wh es la  velocidad en la interfase k-m, nkm es el vector normal unitario en la interfaz 

apuntando de  la fase k a la fase m y $k es cualquier  cantidad  asociada  con  la fase k. s i  $k es una 

constante igual a 1 en la E c .  (2.13), se  obtiene: 

El resultado anterior indica  que el promedio  de una constante es igual a la  fracción de vacíos 

de  la fase k multiplicada por esa  constante. 

El caso  en estudio se  considera  que la fase  líquida (I)  y la fase gaseosa (g) contenidas en 

el volumen promedio pueden estar en contacto con la  pared  del ducto (S).  Las áreas interfaciales 

contenidas en  el  volumen  promedio  son  el área interfacial ocupada entre la fase gaseosa y la fase 

líquida A,, y el área interfacial ocupada entre la  fase k y la  pared  del ducto A,. Para este caso, 

la Ec. (B. 12) para la fase líquida  está  dada por: 

Aplicando la  condición de  frontera  dada  por la Ec. (B . 3 ,  este resultado se simplifica: 
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En forma similar para la  fase gaseosa, se  obtiene: 

Las propiedades de estas  dos  ecuaciones  son: wlg = w g f ,  A,, = A,, y nlg = - ngl. Entonces, 

para los propósitos del  sistema  en  estudio  es  conveniente expresar l a  E c .  (B. 18) como: 

donde k=2 para m=g y k = g  para m=Z. En forma similar las Ecs. @.13)-Q3.15): 

(B. 22) 

B. 4 Ecuación de  masa  promedio instantánea 

Aplicando el operador  promedio en la  ecuación de balance de masa local instantánea, 

Introduciendo los teoremas m s .  (€3.20) y (B.21) en la ecuación anterior se obtiene: 
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La Ec. (3.26) se simplifica al considerar  la  condición de frontera dada por la Ec. Q3.5): 

El término de la  integral representa  la  transferencia  de flujo másico interfacial por unidad  de 

volumen para el  caso  en  que  la fase 1 se evapora. Debido a que la componente normal de la 

velocidad interfacial wig, es  mayor  que  la  componente  normal  de  velocidad de la fase local en 

la  interfase vI, entonces  dicho  término  es una  cantidad negativa, y de acuerdo con la condición 

de salto de  masa  dada por la Ec. (3.4), se  puede observar que: 

'I 1 
V V Pk p g  - wzg) ngl d A  (3.29) p k  (Y1  - Wig) * nlg d A  = - - 

A 18 (0 Alg(?) 

La transferencia de  masa  se  lleva a cabo  en la interfaz entre las fases fluidas y se presenta 

debido al desequilibrio termodinámico entre las fases. Esta ecuación algunos autores denotan por 

TI = - rg y su magnitud se determina a través  de  una  relación  de cerradura. 

Una  de las variables  críticas a determinar  como  función  del espacio y tiempo es la 

fracción de  vacíos &k de la  fase k ,  debido a su importancia  en la predicción de los procesos de 

retroalimentación nuclear-termohidráulicos, los cuales son gobernados por las condiciones que 

imperan  en el refrigerante-moderador. Por  consiguiente, es conveniente representar la Ec. (€3.28) 

en términos de &k, esto se logra  aplicando  la  definición: 

< v k )  = Ek ( v k )  

< P k v k )  = &k < P k v k ) k  
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Sustituyendo  estas  dos  expresiones en la Ec. @.28), se obtiene: 

Para el planteamiento  propuesto es cnveniente  obtener variables de productos entre promedios 

más que el promedio de productos entre variables locales instantáneas. Esto se logra 

introduciendo las desviaciones  espaciales  de  las  variables  locales instantáneas (Gray, 1975). L a s  

variables entre desviaciones  espaciales  tienen características importantes asociadas con su 

longitud característica  que  permiten  realizar  simplificaciones de las ecuaciones promedio, las 

cuales  están en términos  de  variables  promedio y de las desviaciones espaciales (Ochoa, 1995). 

vk = ( v k )  + 8, 

Pk = ( P k )  + ? k  

El producto de estas  variables  origina  el  siguiente  resultado: 

(B. 33) 

(B.34) 

En este punto se promedia  la  ecuación anterior y se  obtiene: 

Se puede observar en este grupo de ecuaciones que el promedio de una  cantidad promedio es 

igual a la cantidad  promedio y es válido  cuando se satisface  la  restricción de escala de longitud 

[Ec. (2.1)]. El resultado  dado  por  las Ecs. (€3.38) y (B.39) es una consecuencia  inmediata de 
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promediar las Ecs. (33.33) y (33.34), donde  el  promedio intrínseco de las desviaciones  espaciales 

es cero sí la variable local instantánea  presenta un buen comportamiento; no ocurre lo mismo 

para el  promedio fase de  las  desviciones  espaciales que producen  términos de dispersión  cuando 

la variable local instantánea  es  uniforme  (Gray, 1975). 

Finalmente, sustituyendo  la Ec. (3.35) en la Ec. (€3.32) se obtiene la ecuación de 

conservación de masa  promedio en volumen instantánea en  términos de la fracción volumen, 

variables promedio y de las desviaciones  espaciales para la fase k .  

(3.40) 
- 1 
" - 1 Pk(y/C - wb) enkm d A  

V 
A 4 (0 

Esta ecuación  considera  efectos de acumulación,  convectivos,  dispersivos y de transferencia de 

masa interfacial. Este resultado fue obtenido  previamente por Gray y O'Neill (1976). 

B.5 Ecuación de cantidad de movimiento  promedio  instantánea 

Nuevamente  aplicando el operador  promedio en la ecuación de cantidad de movimiento 

local instantánea  dada por la Ec. (B.2): 

AI introducir los teoremas  promedio en espacio y tiempo ws. (€3.20) y (€3.21)] se obtiene: 



El resultado de la Ec. (B.43) se  obtiene  al  aplicar  la  condición  de adherencia dada  por  la Ec. 

(3.5), que establece que  no  existe  deslizamiento  de las fases  con  la pared del ducto, es decir: 

Es interesante observar que en  la Ec. (3.44) aparecen 3 términos de presión en forma natural 

al aplicar el método de volumen promedio. Estos  términos  están relacionados con el gradiente 

de la presión  en  la fase k ,  la  presión en la  región interfacial k-m y la presión en la  región 

interfacial k-s. Lo mismo se puede  observar en  la Ec. (B.45), donde el proceso de promediar 

da lugar a tres  términos  viscosos, uno ellos es el gradiente de los esfuerzos viscosos fluido-fluido 

en  la fase k ,  el segundo  término son los  esfuerzos  viscosos en la  región interfacial k-m y el 

tercer término  son los esfuerzos  viscosos en  la región interfacial k-s. Para flujo turbulento en 

dos fases, los  esfuerzos  viscosos en las fases  normalmente  son  pequeños y frecuentemente no 

se consideran. En este trabajo sí se  consideraran  para obtener un conjunto de ecuaciones 

promedio con el mínimo de  restricciones  posibles. En este punto, podemos decir que todos  estos 

términos están  relacionados con  el  comportamiento físico del  proceso  de flujo en dos fases. 
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Se puede demostrar que para un flujo Newtoniano y compresible, la divergencia del 

promedio del tensor de esfuerzos  viscosos  [primer término de la Ec. (B.45)], está dado por: 

y los términos de las integrales  están  dados por: 

1 1 
- \ n , * T k d A  + -  
V T I  

Con estas dos últimas  ecuaciones  se  puede  observar que el promedio del término viscoso para 

un flujo Newtoniano y compresible  da  origen a catorce (14) términos viscosos para cada  una de 

las fases. Estas ecuaciones se pueden  simplificar  realizando un análisis de orden de magnitud. 

En este punto se sustituyen  las Ecs. @.42j-(B.46) en la Ec. (B.41): 
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Paxi obtener la  ecuación  anterior en términos  de &k, se aplican las siguientes definiciones: 

De acuerdo con Whitaker (1986), la  presión  promedio  de fase intrínseca corresponde a una valor 

más realista del  valor  de  la  presión  medida o del  valor  de  la  presión impuesto como  condición 

de  frontera. Aplicando  las Ecs. (B.30) y (B.31) en las Ecs. (B.54) y (€3.55): 



En este trabajo para  presión  local  instantánea se aplica la descomposición espacial 

propuesta por Banerjee y Chan (1980), a s .  (2.45) y (2.46). Esta descomposición también fue 

aplicada por Lahey y Drew (1988)  para  la  obtención  de las ecuaciones  de conservación promedio 

en  volumen y tiempo. 

Sustituyendo la Ec. (B.2.45) en las primeras integrales del lado derecho de la Ec. (B.58): 

Los términos promedios actúan  como  constantes en la integral sobre el área  interfacial:  la suma 

de  las integrales que aparecen en el primer  término  del lado derecho de esta ecuación, 

representan el gradiente de la  fracción  de  vacíos m. (B.23)], entonces: 
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Sustituyendo este resultado en la Ec. (B.58): 

La primera integral  del lado izquierdo de l a  ecuación anterior representa el intercambio de 

cantidad de movimiento interfacial debido a la  transferencia de masa interfacial. 

B. 6 Ecuación de energía total promedio instantánea 

Aplicando  el operador promedio en  la ecuación de balance de energía total l o c a l  
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instantánea dada por  la Ec. (33.3): 

' ( v * q / , / )  - <(I/ > - ( P k g k ' V k )  = o  
Aplicando los teoremas  promedio en espacio y tiempo, dados por las Ecs. (B.20) y (B. 21) 

respectivamente, para cada uno de los términos de  la ecuación anterior se obtiene: 

El resultado de las Ecs. (B.65) y (B.67) se  obtiene de la  condición de no deslizamiento [Ec. 

(B.5)] entre las fases  fluidas y la pared del  ducto,  entonces los siguientes  términos son nulos: 

' I  V 
nh ( Tk Y k )  dA = 0 

El término ( p f i k  ) de la Ec. (B.@), se  puede escribir como: 
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Para la Ec. (€3.65) procedemos de la misma forma que en la ecuación anterior: 

El  primer término de la Ec. (B.66), se puede expresar en  términos de promedio intrínseco: 

También para la integral sobre el área interfacial que aparece en la Ec. (B.66), se aplica la 

definición de las desviaciones  espaciales  dada por la Ec. (2.45): 

L a  ecuación anterior se puede  simplificar  aplicando  el  lema  dado por la Ec. (B.22): 

Sustituyendo las Ecs. (€3.76) y (B.78) en  la Ec. (B.66), se obtiene: 
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El primer término de la Ec. (3.67) también se puede descomponer: 

( T k * v k )   = & k ( T k ) ' *   ( V k ) k + & k ( F k * ? k ) k  

Al aplicar el operador gradiente en la ecuación anterior se obtiene: 

La Ec. (B.69) se puede expresar de la siguiente  forma: 

(B- 83) 

'3) : 
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donde 

B. 7 SimpliJicación de las ecuaciones  de conservación promedio 

Una fuerte simplificación  de las ecuaciones de conservación promedio derivadas en las 

secciones anteriores y definidas por las Ecs. (l3.40), (B.61) y (B.84), se puede realizar sí los 

gradientes de presión  no  son muy grandes.  Cuando esto ocurre los gradientes de densidad a nivel 

microscópico  son  muy  pequeños en comparación  con los gradientes de velocidad. Entonces  todos 

los términos que contienen  desviaciones  espaciales de la densidad alrededor de su valor 

promedio, se pueden  despreciar: 

Ecuación  promedio de conservación  de  masa: 

Ecuación  promedio de conservación  de  movimiento: 
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Ecuación promedio de  conservación  de  energía total: 

(B. 89) 

B. 8 Condiciones de salto promedio instantáneas 

En el proceso de  promediar las ecuaciones locales instantáneas se  obtienen las 

contribuciones debido  al transporte interfacial de  masa,  cantidad  de  movimiento y energía. Estas 

contribuciones aparecen en  el lado  derecho  de  las Ecs. (B.87)-(B.89). El promedio de las 

condiciones de salto locales  instantáneas  de  masa,  cantidad de movimiento y energía dadas  por 

las  Ecs. (B.4), (B.6) y (3.8), permiten el acoplamiento de las ecuaciones promedio y su 

interacción es a través de las contribuciones interfaciales. 

La condición de salto  de  masa  interfacial  promedio  instantánea está dada  por  la Ec. 

(3.29) y acopla a las ecuaciones  promedio  de masa representada  por  la Ec. (E3.87). Debido a que 

esta condición de salto no  considera  efectos  de acumulación, en un proceso de condensación  de 

la fase gaseosa, será una ganancia  total en  masa para  la fase líquida. Esto sería un ejemplo de 

acoplamiento con interacción interfacial de  transferencia de masa. Un proceso similar se puede 



observar con las ecuaciones  promedio  transferencia de cantidad de movimiento y energía. Para 

ello, a  continuación se presentan  las  condiciones de salto promedio. 

Ecuacion de salto de cantidad  de  movimiento promedio: 

Ecuación de salto de energía total promedio: 

(B. 9 1) 

En  estas  dos  ecuaciones se aplicaron las desviaciones  espaciales de la presión [Ec. (2.47)]. 
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APEZhrnICE c 
CALCULO DE Z,, Z2 y E3 

Para  el cálculo de los diferentes términos  de  las integrales sobre el área interfacial que aparecen 

en la Ec. (3.24), se aplican  los  teoremas  de  promedio  espacial y transporte  (Slattery, 1967 y 

Whitaker, 1967), &s. (2.17)-(2.20). Estas ecuaciones para k = I, toman l a  siguiente forma: 

Cálculo de El. Este término está  dado por: 

Aplicando la Ec. (C.4), se obtiene: 

Como se puede observar, la  cantidad  promedio  actúa  como  una constante en  la integral sobre 

el área interfacial, debido a la  restricción  de  escalas  de  longitud  del  volumen promedio. 

Aplicando el teorema  del  promedio espacial, definido p o r  la Ec. (C.2), para $[ = &$/at, se 

obtiene: 



= + k )  - & I v (  di) - (a,) a 4  ' a4  I 'VE' 

donde ( $I ) = cl ( $I )' . Sustituyendo  este  resultado en la Ec.(C.6), se obtiene: 

Para el primer término, se  aplica  el  teorema  dado por la Ec. (C. l), para $I = Vq5: 

Sustituyendo la ecuación  anterior  en la Ec. (C.8) se obtiene que: 

Nuevamente se aplica este teorema  para $I = $: 

(C.9) 

(C. 10) 

(C. 11) 

El término  dentro de la integral de la  ecuación  anterior  se  puede  descomponer  aplicando 

desviaciones  espaciales  (Gray, 1975), defrnidas por: 

d =  W ' + &  (C. 12) 

Sustituyendo C#I en  el  término de la  integral  de  la Ec. (C. 11) se obtiene que: 
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en virtud de aplicar también l a  E c .  (C.3). Sustituyendo este resultado en  la €c. (C. 11): 

(C. 14) 

Aplicando directamente este resultado en  la Ec. (C. lo), se obtiene que: 

-x1 = - a(&,( at w > ' )  + & , a ( v  a t  { +}  1 )  

(C. 15) 

Para determinar la expresión que aparece dentro  del  segundo  término de la ecuación anterior, 

se aplica el teorema del  promedio  espacial [Ec.(C.2)] para = 6: 

(C. 16) 

donde 

- - 2" I 4 n,,dA + < C $ Y V E [  
V 

A [g (0 

Sustituyendo la Ec. (C.16) en (C. 15)  finalmente se obtiene la Ec. (3.25), es decir: 

(C. 18) 

Cálculo de Z,L Este término está dado por: - 

(C. 19) 

Aplicando la Ec. (C.4): 



(C.20) 

Para el término de  la integral, se aplica el teorema  dado por la Ec. (C.2) para = I V$ I 2: 

Sustituyendo en la Ec. (C.20): 

(C.22) 

La consideración  de  movimiento irrotacional del  fluido permite aplicar la identidad vectorial: 

v {V+12 = 2v ( V $ V $ )  (C.23) 

donde (V$ V$) es un producto vectorial (diáda). Sustituyendo  en  la Ec. (C.22): 

I 
E2 = &,( v ( V 4 V 6 ) )  - %((  v4 . V $ ) l )  

2 
(C.24) 

Aplicando  nuevamente el teorema  dado por la Ec. (C.2) para = (V4 V$), se  obtiene: 

Sustituyendo este resultado en  la Ec. (C.24): 

Aplicando  nuevamente el teorema  dado por la Ec. (C.2) para  descomponer el segundo término 

de la ecuación anterior y con = 4 V$, se obtiene: 
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finalmente se obtiene la Ec. (3.26), es  decir: 

Cálculo de la Ec. (3.291. Sustituyendo las a s .  (C.18)-(C.28) [&s. (3.25) y (3.26)] y las Ecs. 

(3.27) y (3.28) en  la Ec. (3.24), se  obtiene  la siguiente simplificación: 

donde: 

(C.30) 

Cálculo de z3.- Expresando  la  ecuación anterior en  función de las desviaciones espaciales del 

potencial de velocidad, Ec. (C.12), se obtiene  que: 

donde 

(C.  3 1) 



la Ec. (C.33) se obtiene al aplicar la Ec. (C.3). Para simplificar la E. (C.31) se usa la ecuación 

de conservación de masa  dada por la Ec. (2.25) para k=Z, es decir: 

- at = - v * (E' ( V I )  1 )  
(C.34) 

Sustituyendo en la Ec. (C.31), se obtiene: 

(v ( # )  ') ( V I )  '+-v 1 (&' ( 4 9' )  I)+- 1 & w l g  - nlg dA (C.35) 
E' Al#) 1 

Sustituyendo la Ec. (C. 16)  en  la  ecuación anterior finalmente se obtiene: 

Sustituyendo esta expresión en la Ec. (C.29) se obtiene finalmente la Ec. (3.29). 

C-6 



La técnica numérica que a continuación se presenta resuelve la integral  doble del tipo: 

I I f k  Y W d Y  (D. 1) 
R 

donde R es el dominio de integración: R{(x, y) I a 5 x 5 b, c I y 5 d j 1. Primero se  usa 

la regla compuesta de  Sipmson  para evaluar: 

d 1 f ( 4  Y )  dY 
C 

El tamaño de paso  para el dominio  de  integración  de y se define  como: 

d - c  A y  = - 
2 m  

(D.3) 

donde m es un número entero y se utiliza  para  determinar el tamaño de paso. Los incrementos 

en el dominio de integración en y estin definidos por: 

y j  = c + j A y  para cada j = O,  1 ,...., 2m 03.4) 

El resultado de aproximar la integral por el método  compuesto de Simpson dada por  la Ec. (D.2) 

corresponde  a  la Ec. (4.48) de  Burden y Faires (1985). Con este resultado se aplica nuevamente 

la regla compuesta de Simpson para el dominio x consideranado ahora y constante. El tamaño 

de paso y los incrementos se definen como: 

xi = c -+ i A x  

b - a  A x  = - 
2 n  

para cada i = O ,  1 ,...., 2n 



donde n también es un mdmero entero. El  resultado de la doble integral aplicando dos  veces l a  

regla compuesta de Simpson  es  @urden y Faires, Cap. 4, 1985): 

m - 1  m - I n - 1  

n 1 

donde el error E de la  aproximación  está  dado por: 

E =  -(d - c)(b - a) [Ax4 d4 - - 4 a4 
180 -A% I 4  + AY “-A% P) 

ax4 a y 4  

Las E s .  0.3)-@.7) se programó directamente en  una computadora personal en lenguaje 

Fortrán de Microsoft. 

El problema a resolver es la siguiente integral  doble: I 
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Para aplicar la regla compusta de Simpson  dada por l a  Ec. (D.7) se hacen las siguientes 

asignaciones: 

L -1 

Oi = c + i 4 8  para  cada i = O,  1, ...., 2n (D.13) 

y -  = c + j A y  para  cada j = O ,  1, ...., 2m P. 14) J 

En la Ec. (D. 10) el término r(8, y )  está definido por: 

donde 

g ( q )  = hcosy + kseny  



La Ec. 0 . 9 )  se  puede  expresar en  una  forma más compacta ya que se conoce  el parámetro 

funcional  de las integrales  de  dicha  ecuación, ectonces: 

r 1 

donde 

(D.20) 

En la  Tabla D. 1 se presentan los valores  del  potencial [Ec. @.9)] en función de y y a, en la 

Tabla D.2 se presentán  los  valores de las  integrales anteriores para diferentes y. 
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Tabla D.2 Cálculo de las &s. (D.19) y (D.20) 

Y 
O 

0.08660 
O. 17321 
0.25981 
O. 3464 1 
0.43301 
0.51962 
O. 60622 
O. 69282 
O. 77942 
O. 86603 
0.95263 
0.99939 

rl (Y) 

O 
O. 83776 
l.  67667 
2.51558 
3.35449 
4.19340 
5.03231 
5.87121 
6.7101 1 
7.54901 
8.38791 
9.22680 
9.68033 

T2(Y) 

0 
0.20944 
0.41917 
0.62890 
O. 83862 
1 .O4835 
1.25808 
1.4678 1 
l .  67754 
l .  88736 
2.09699 
2.30672 
2.42010 
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APENDICE  E 

DATOS  EXPEIUMENTALES 

A continuación se presentan  datos  experimentales de flujo burbujeante aire-agua de 

algunos autores que han  realizado  principalmente  estudios de propagación de fracción de vacíos 

en flujos aire-agua: 

Soria y De Lasa (1992)  usan  técnicas  de  impedancia eléctrica para obtener la velocidad 

de propagación de las ondas de fracción  de  vacíos  en  columnas de  burbujeo y tres fases 

fluidizadas. La columna  tiene un diámetro  interno de 0.20 m y una  longitud  axial de 2.6 m. 

Estos autores presentan  gráficas de fracción de vacíos de líquido contra velocidad superficial del 

gas, para velocidades  superficiales de líquido  de 0.0 y 0.010  m/s. Estos autores establecen un 

criterio para caracterizar distintos  patrones de flujo  burbujeante. El patrón de flujo burbujeante 

homogéneo y el patrón de flujo burbujeante  turbulento se identifica por un cambio  asintótico en 

sus datos reportados y encontraron que la transición ocurre a una  velocidad  superficial  del  gas 

alrededor 0.0120 m/s para velocidades  superficiales de líquido entre 0.010  m/s y 0.0505 m/s. 

También presentan  resultados en gráficas  de  fracción  de  vacíos contra la  velocidad de 

propagación de la onda de la fracción  volumen de líquido, con  dos modos de propagación en 

condiciones de velocidades  superficiales  de  líquido de 0.0197, 0.0358, 0.0505 m/s en dos 

alturas, 1.130 m y 1.587 m. 

Soria (1991a) en su trabajo  presenta un conjunto de datos que cubre un rango mayor de 

velocidades de  propagación, para  fracciones  de  vacíos del gas de 0.009 1 a 0.26, con un rango 

de velocidades  superficiales  del  gas de 0.0013 m/s a 0.0437 m/s y un rango de velocidades 

E- 1 



superficiales de líquido de 0.0 a 0.0506 m/s. En la Tabla E. 1, se presentan algunos datos 

experimentales del trabajo de Soria (1991a), la  velocidad de propagación corresponde al 

coeficiente de correlación  máximo. 

Tabla E.l. Datos  expzrimentales de velocidades de propagación,  Soria  (1991a) 

Velocidad de Propagación (m/s) 

-4 J, (m/s) J, (m/s) Couples Mivel Bajo) 
- 1-2 2-3- 3-4 4-5 

0.0450 0.0 0.0026  0.2785  0.1890  0.1707  0.1784 
0.2466 0.0201 0.0425  1.5875  1.5875  1.5875  1.5875 

0.0091  0.0201  0.0013  0.2886  0.3451  0.2785  0.2995 

0.2610 0.0 0.0328  1.2940  0.4961  1.3229  1.4432 
Couples Mivel  intermedio) 

0.0626  0.0197  0.0035 0.2785 O 3 3 6  0.1334  0.1291 
0.1167  0.0506  0.0094 0.2646 0.3608  0.4811  0.6902 
0.2248  0.0506  0.0424  1.5875  1.5875  1.5875  1.5875 
0.2321  0.0197  0.0437  1.5875  1.5875  1.4432  1.5875 

1-2 2-3 - 3 4  4-5 - - 

Saiz-Jabardo y Bouré  (1989)  reportan  resultados experimentales de velocidades  de 

propagación de fracción de vacíos para flujos  burbujeantes y transiciones de flujo (burbuja-tapón) 

en una  sección  vertical de 2 m de longitud y diámetro interno de 0.025 m, usando  técnicas de 

impedancia eléctrica. Estos  autores  muestran  que  pueden coexistir dos fenómenos de propagación 

con diferentes velocidades y que  la  onda de mayor  velocidad  esta estrechamente relacionada con 

la aparición de flujo tapón  (estructura  alargada de la burbuja). En la Tabla E.2 se pueden 

observar dos  velocidades de propagación  para  todas  la fracciones de vacío, la primera velocidad 

de propagación, C,, corresponde a perturbaciones  naturales  (bajas frecuencias), mientras que la 

segunda velocidad de propagación, C,, (altas  frecuencias) se caracteriza porque se observa una - 

nueva estructura de la fase gaseosa.  El  criterio  de  transición de flujo establecido por estos 

autores es  que  la  segunda  velocidad de propagación sea mayor  que  la  velocidad promedio del 
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gas (Tabla E.3). 

Tabla E.1. Datos  experimentales dz velocidades de  propagación,  diferentes  frecuencias,  Saiz-Jabardo y BourS 
(1989) 

f (Hz) 
C O U D l 2  

1-2 
2 -3 
3-4 
4-5 
5-6 
6-7 
7-8 
8-9 

velocidad de  propagación (rn/s) 
- 0.4 - 2.2 - 3.3 - 2.2 - 3.1 - 3.7 
* * * ** ** ** 

- 2.8 
*** 

0.50 0.50 0.50 0.47 0.47 0.47 
0.50 0.50 0.50 0.47 0.47 0.47 
0.50 0.49 0.51 0.47 0.48 0.38 
0.50 0.49 0.51 0.47 0.48 0.48 
0.50 0.50 0.51 0.47 0.48 0.49 
0.50 0.50 0.51 0.47 0.49 0.50 
0.50 0.50 0.53 0.47 0.49 0.51 
0.50 0.50 0.53 0.47 0.50 0.53 

0.46 
0.45 
0.47 
0.59 
0.60 
0.60 
0.60 

3.2 
*** 

0.60 
0.59 
0.62 
0.60 
0.62 
0.62 
0.62 

Tabla E.3. Modos dz  propagación,  baja  frecuencia, C,, alta frecuencia G. Saiz-Jabardo y BourB (1989) 

-g- E 
0.05 

2, = 0.120 m/s 
C (m/s) C,(m/s) vb(rn/s) 
0.34  0.37  0.29 

0.11 0.32 0.41 0.35 
O. 16 0.3 1 0.46  0.37 
0.21 0.3 1 0.45 0.40 
0.3 1 0.48 0.54 0.37 
0.37 0.52 0.57  0.42 

E" 
0.03 
0.06 
o. 10 
o. 15 
0.18 
0.26 
0.28 
0.34 
0.39 

& = 0.275 mls 
C (mis) C, (mis) 
0.51 0.54 
0.22 
0.47  0.53 
0.45 
0.50  0.63 
0.63 
0.70 0.72 
0.78 0.81 
o. 84 0.92 

- V,(m/s)  

8.47 
0.16 
0.54 
0.51 
0.57 
O S ' S  
0.54 
0.58 
0.62 

Pauchon y Banerjee (1986) obtuvieron  datos  experimentales de propagación de fracción 

de vacíos  en flujo burbujeante,  la  fracción de vacíos fue medida  con  técnicas de radiación 

gamma. La sección de prueba  del  ducto fue de 0.038 m de diámetro interno, la primera estación 

de medición se locahzó a 5 m de la entrada de aire. El rango de flujo burbuja que cubren los 

datos son fracciones de vacíos de O. 1 a O. 15 y velocidades  superficiales de líquido de 0.0884 m/s 
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a 0.765 m/s, en  estos  experimentos  la  velocidad  superficial  del  gas fue constante del  orden de 

O. 1 m/s. El la tabla  siguiente  se  resumen  sus  resultados: 

Tabla E.4. Datos experimentales dz velocidades dz propagación 
(J,=O.l m/s). Pauchon Banerjee (1986) 

d g -  C ,  (m/s) 
O. 1028 0.933 
o. 122 1 0.71 1 
O. 14  14 0.533 
0.1500 0.444 

Bernier (1982) realizó  experimentos para estudiar la propagación  natural  de las ondas de 

fracción de vacíos,  en un tubo  vertical  de  sección circular, de diámetro interno  de O. 1 m, la 

primera estación de medición se localiza a 1 m de la entrada, también  utilizó  técnicas de 

impedancia eléctrica. El rango de flujo burbuja  que  cubren los datos de  3ernier ocurren a bajas 

velocidades de líquido  del  orden de 0.0 m/s a 0.32 m/s con  diámetros de burbuja del  orden de 

0.005 m y un rango de fracciones de vacío de O a 0.25. 

Tabla ES. Datos  experimentales  de velocidades de  propagación,  para  diferentes  velocidades  superficiales  de 
líquido.  Bzrnier (1982) 

= O.O(m/s) = O.O73(m/s) 1, = 0.169(m/s) 5 = 0.318 (mlsl 
E o  C (mls) e,  C (m/s) tg C(rn1s) E, C(m/s) 
0.0752 0.2000 O.Of52 0.2821 0.0263 0.3857 OP0305 0.5253 
0.0277 0.2107 0.0319 0.2678 0.0410 0.3785 0.0444 0.5358 
0.0570 0.1785 0.0513 0.2642 0.0708 0.3842 0.0722 0.5323 
0.0727 0.1928 0.0661 0.2607 0.0902 0.3642 0.0902 0.5253 
0.1041 0.1571 0.0833 0.2821 0.1125 0.3642 0.1097 0.5182 
0.1 194 O. 1464 0.1041 0.2750 0.1305 0.3678 0.1416 0.5500 
0.1430 O. 1470 0.1263 0.2428 0.1486 0.3657 0.1638 0.5500 

0.1361  0.2357  0.1694  0.3657  0.1791  0.5112 
0.1541  0.2178  0.1888  0.3658  0.2055  0.5500 

0.2088  0.3678 
0.2291  0.3750 
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Mercadier (1981) estudia  la  propagación  natural e inducida de ondas de fracción de 

vacíos, usando tCcnicas de impedancia  eléctrica. L.a sección de prueba es un tubo vertical anular 

de 2 m de longitud, el diámetro de la barra central  es de 0.032 m y el diámetro interno del  tubo 

exterior es de 0.070 m (Bouré y Mercadier, 1982). 

El rango de velocidades  superficiales de líquido  que  cubren estos experimentos es de - - 

0.05 m/s  a 1. m/s (incluyendo 0.0 m/s) y un rango de fracciones de vacío de aproximadamente 

de 0.01 a 0.22, en la tabla  siguiente se resumen  sus resultados: 

Tabla 33.6. Datos  experimentales  de  velocidades  de  propagación, para  diferentes 
velocidades  superficiales  de  líquido.  Mercadier (1981). 

4 = 0.0 mis = 0.1 m/s & = 0.2 mis 

0.0125  0.2066  0.0225  0.3000  0.0170  0.3600 
0.0350  0.1866  0.0850  0.2533 0.0600 0.3466 
0.0575  0.1666 O. 1525  0.2133  0.1075  0.3333 
0.0850 0.1533 0.2175  0.2066 O. 1550  0.3200 
O. 1125 O. 1400 O. 1975  0.3266 
0.1425  0.1200 

4 C(m/s) Eg C(m/s) Eg C (m i s )  

Jj = 0.29 m/s & = 0.39 m/s 1, = 0.49 mis 
0.0155  0.4866 0.0400 0.5266 0.0350 0.6533 
0.0500  0.4733  0.0700  0.5266  0.0600 0.6666 
0.0850  0.4333 0.1OOO 0.5133 0.0850 0.6666 
0.1200  0.4533  0.1275  0.5133  0.1075  0.6800 
0.1550  0.4733 0.1550 0.5333 0.1350 0.7066 
O. 1900  0.4666  0.1825  0.5666 0.1550  0.7333 
0.2200  0.4733 

Micaelli (1982) realizó experimentos en un tubo  vertical de sección cuadrada, para altas 

velocidades superficiales de líquido, 0-10 m/s. 



En l a  Tabla E.7, se  presentan el rango de números de Reynolds de líquido, Rel, que 

cubren los datos  experimentales  de flujos burbujmtes aire-agua. El del número de Reynolds  se 

cálculo con  las  velocidades  superficiales de líquido y fracción de vacíos  mínimos y máximos de 

los datos  reportados. En esta  Tabla se puede  observar que los flujos de los experimentos de 

Soria y De Lasa, (1992); Soria (1992) y Saiz-Jabardo y Bouré (1989), son lentos. En el caso de 

Pauchon y Banerjee (1986); Bernier (1982) y Mercadier (1981), existe un zona de bajo flujo 

para bajas  fracciones de vacíos y una  zona  predominante de flujos altos. 

Tabla E.7. Números di: Reynolds de los datos experimentales  reportados  por diferentes 
autorzs 

Soria y De h a  (1992)  2182 

Soria (1992) 

Saiz-Jabardo y Bouré (1989) 

Pauchon y 3anerjee (1986) 

Bernier (1982) 

Mercadier (1981) 

2946 

10914 

7888 

406 8 
35206 

8080 
35976 

4237 
41837 

0.0013  0.26 

14729  0.0013 

12285  0.05 

4308 0.1 
37277 0.1 

9406 0.015 
46506 0.03 

5293 0.022 
53101 0.0 

0.01 

0.25 

0.39 

o. 15 
0.15 

o. 15 
0.25 

0.22 
o .22 

0.20 

0.05  0.20 

0.275 0.025 

0.088  0.038 
0.765 

0.073 0.1 
0.32 

0.1 0.038 
1 .o 
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APGNDICE F 

ANALISIS DE LOS ESFUERZOS DE R"YN0LDS Y DIFERENCIA DE LOS 

PROMXDIOS DE LA PRESION 

F.l Velocidades  caracteristicas s i n  efectos de p,[ 

Análisis con  dependencia  espacial y temporal  de C,. Eliminado los esfuerzos de Reynolds 

en  la Ec. (4.11) del  Capítulo 4, se obtiene  que: 

donde el primer término  corresponde a los efectos de masa agregada constantes, el segundo 

término es la diferencia de presión  interfacial,  el  tercer  término  son las fueras  de arrastre 

interfacial y el cuarto  término son los  efectos de masa agregada dependientes del tiempo y el 

espacio. El resultado  del  polinomio  característico  es: 

1 I2 

x; = u  L- [;] cF.2) 

r 1 

Y = u z 7  + E g ( l  -Eg)(kca - c 3 )  + (1 -&,)y[ - p i  +Hg'cT' - c 3 )  + -c3 F.4 )  
2 

7 = E, (1 - E,) + cj + pg* (1 - Eg)Z 

Comparando este resultado  con las Ecs. (5.36)-(5.38), se puede observar que existen diferencias 

en las ecuaciones que describen u y Y ,  mientras  que la expresión para 7 es  la  misma para ambos 
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resultados. En la Figura F. 1 se  presenta  el  comportamiento de. las  velocidades  características 

rápidas (líneas  continuas) y velocidades caractxísticas lentas (líneas discontinuas), para 4 

diferentes radios  de  burbuja. Se puede  observar  que  las  velocidades características presentan un 

comportamiento  hiperbólico en todo  el  rango de E,. Cuando R, + m ,  se encontró que X+* = 

X-* = O en E ,  = O y para E, > O la  velocidad  característica  rápida se incrementa positivamente, 

mientras que la  velocidad  característica  lenta se incrementa  negativamente.  Comparando estas 

gráficas con  las  gráficas  de la Figura 5.2, se  puede observar que para un mismo radio de 

burbuja, la velocidad de la onda  rápida  es  ligeramente  mayor  en la Figura 5.2 que en la Figura 

5.4. Lo mismo  se  observa  para la velocidad  lenta  con  una  diferencia  mucho  mas grande. 

Análisis con C,, constante. Este  caso  se  obtiene  directamente de las Ecs. (F.3) y (F.4) con 

c,/2(1 - E ~ )  = O y c,/2 = O. Los resultados  obtenidos se muestran  en la Figura F.2 indicando 

el rango de comportamiento  hiperbólico. Se puede  observar que los resultados son  similares a 

los presentados  en la Figura 5.3 aunque  se  observan  dos  diferencias importantes con  respecto 

a los resultado de  la Figura F.2: (1) el  rango  de  comportamiento  hiperbólico es mayor conforme 

disminuye R, y (2) las velocidades de propagación  son inferiores, inclusive menores de la 

velocidad  promedio de la fase  continua. 

Las observaciones  realizadas  indican  que los efectos de  en las fuerzas interfaciales 

por unidad de volumen  producen  aceleración  de la velocidad  Característica de la onda, este 

resultado ya fue  reportado en el  trabajo  de  Espinosa-Paredes y Soria (1998). 
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Figura F.1. Variación de las  velocidades  características  (adimensional) como función de la 

fracción de vacíos para diferentes  radios  de  burbuja R,, usando  la Ec. (5.42); ondas rápidas 

líneas continuas y ondas lentas l íneas discontinuas. (U) R, = 0.5mm, ( O )  R, = 0.7mm, (A) Rb 
= l.Omm, (O) & = 2.0mm. 



h" 

Figura F.2. Variación de las  velocidades  características  (adimensional) como función de la 

fracción de vacíos  para  diferentes  radios  de  burbuja Rb y C,, constante;  ondas  rápidas  líneas 

continuas y ondas  lentas  líneas  discontinuas. (O) Rb = 0.7mm ( E ~  5 0.512), ( O )  Rb = l.Omm 

(Eg 5 0.36), (A) Rb = 2.0mm (Eg 5 0.091). 
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F.2 Velocidades  caracteristicas sin efectos de T9",, y de ( 4pig ) 

Análisis con dependencia  espacial y temporal de C,. Eliminando los esfuerzos de. Reynolds 

y la diferencia de presión interfacial en la Ec. (4.1 l), se obtiene que el Único término que es 

diferente del polinomio característico  con  respecto al caso anterior es: 

En las gráfkas  de la Figura F.3 se presenta  el comportamiento de las velocidades 

características rápidas (líneas  continuas) y velocidades  características lentas (líneas discontinuas), 

para 5 diferentes radios de burbuja. Se puede  observar que las velocidades  características 

presentan un comportamiento  hiperbólico en todo  el  rango de E ~ ,  en forma muy similar al como 

en  caso  presentado  en al Sección  anterior (sin efectos de Reynolds). Cuando R, += M, las 

velocidades  características  rápidas  tienden a un valor  menor que la velocidad promedio de la fase 

dispersa y mayor que la  velocidad  promedio de la fase continua.  Con  las  velocidades 

características  lentas ocurre lo mismo pero su velocidad es menor que la velocidad promedio de 

la fase  continua. Esta tendencia se muestra en  la Figura F.3, donde para un radio de burbuja de 

Rb = 2.Omm y de Rb = 3.0mm, las  velocidades  características no son muy diferentes entre ellas, 

sin embargo, para radios menores,  por  ejemplo en Rb = 0.5mm, la diferencia es notable. 

Comparando este caso y el obtenido sin esfuerzos de Reynolds (Figura F. l), se  puede 

observar que los resultados  obtenidos en  el presente caso  (Figura F.2), las velocidades 

características rápidas  son  mayores que las  obtenidos  sin esfuerzos de Reynolds (Figura F. l), 

mientras que para las velocidades  caractensticas  lentas ocurre lo contrario. 



Comparando este caso  con  el  caso  completo,  es decir, con  el presentado en l a  Figura 5.2 

se puede observar el  mismo  comportamiento  para Rb 5 2.2mm. 

Análisis con C,, constante. Los resultados  obtenidos se muestran en la Figura F.4 indicando 

el  rango  de  comportamiento  hiperbólico. Se puede  observar que los resultados son similares a 

los presentados  en las Figuras 5.3. y F.2, pero  con dos diferencias importantes: (1) el rango de 

comportamiento  hiperbólico  es  mucho  mayor  conforme  disminuye Rb y (2) las  velocidades 

caracteristicas son mayores. 

Se puede  concluir  que los efectos  de  diferencia de presión  interfacial  aceleran la velocidad 

característica de la onda rápida y desaceleran  las  ondas  características lentas. Este resultado ya 

fue reportado en el  trabajo  de  Espinosa-Paredes y Soria (1998). 
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Figura F.3. Variación de las  velocidades  características  (adimensional) como función de la 

fracción de vacíos para diferentes  radios  de  burbuja Rb y C,, constante; ondas rápidas líneas 

continuas y ondas  lentas líneas discontinuas. (0) Rb = 0.5mm, ( O )  Rb = 0.7mm, (A) Rb = 

l.Omm, ( O )  Rb = 2.0mm, (0) Rb = 3.0rnrn. 
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Figura F.4. Variación  de  las  velocidades características (adimensional) como función de la 

fracción de vacíos para diferentes radios de burbuja Rb; ondas rápidas líneas continuas y ondas 

lentas líneas discontinuas. (O) Rb = 0.7mm ( E ~  5 0.916), ( O )  Rb = l.Omm ( E ~  S 0.885), (A) 

R, = 2.0mm (ss 5 0.80), (O) Rb = 3.0mm (sg 5 0.736), (0) Rb = 5.0mm ( E ~  5 0.65). 
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Los coeficentes de l a  ecuación de onda  definida por la Ec. (6.47) están  dados por: 

(G. 1) 

r 1 

1 

43) y (6.44), entonces su donde pol, p06 y yO7 están dadas por las Ecs. (6.34), (6 stituyendo: 1 

donde vr0* = ( vgo* - vlo* ) = 1. El coeficiente S5, está  dado por: 

* 2  1 2  1 * 2  v * 2  

P8 + -  -+ -  

* c3 VIo 
Q - -+ -  

E E 

go 

E 
80 Io go Elo Elo 



& lo ayI* 

Y 

O 

EL 
10 

Funciones  entre denvadas  parciales 

L o s  coeficientes de  la  ecuación  de  onda w. (6.47)], están definidos a través  de las Ecs. 

(G.l)-(G.3), (G.5),  (G.7)-(G.9). En estas  ecuaciones  aparecen términos entre derivadas 

parciales, las cuales  serán  obtenidas con  el conjunto de relaciones de cerradura excéntricas. 

Primero  se presentan las cerraduras en  forma  adimensional  para obtener las funciones entre 

derivadas parciales y después se definirh los términos de los coeficientes de la  ecuación de onda 

en función de variables conocidas. 

L a s  formas  adimensionales  de  las  relaciones de cerradura son: 
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donde [ = 1/4. 

- V l * ) 2  

(G. 10) 

(G. 11) 

(G. 12) 

donde kZc = 1/5, cg y c7 son parámetros  constantes para una  configuración  establecida de la 

celda unitaria excéntrica, estos  dos  parámetros  están  definidos por las Ecs.  (3.122) y (3.123) del 

Capítulo 3. El estado base de las Ecs. (G.lO)-(G.12) son: 

+ p- = -  =lo 

(G. 13) 

(G. 14) 

(G. 15) 

Derivando con respecto a , vg , v1 las Ecs.  (G.13)-(G.15) y evaluando en el estado * *  

base,  se obtiene: 

(G. 16) 
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(G. 17) 

(G. 18) 

(G. 19) 

(G.20) 

(G.21) 

(G.23) 

(G. 24) 

I ,  

Con  estos  resultados los coeficientes  de la ecuación de onda dada por la Ec. (6.47), se 

pueden escribir en términos de  la  fracción  de  vacíos, parámetros de las cerraduras y propiedades 

físicas adimensionales; Sustituyendo  las Ecs. (G. 17) y (G. 18) en  la Ec. (G. l ) ,  se obtiene: 
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112 

1 ” P i  

= - E- E [ U * E l ,  1 3 

Lo 20 

sustituyendo las E s .  (G.16)-(G.18) en las Ek. (G.2), se obtiene: 

La Ec. (G.3) se puede reescribir de l a  siguiente forma conveniente: 

(G.25) 

(G.26) 

(G.27) 
60 go 

Sustituyendo las Ecs. (G.20), (G.21),  (G.23) y (G.24)  en  la E c .  (G.5), se obtiene: 

2 + 2  
= ~ 

3 
[pg ‘1, + ‘3 ‘1, - 5 ‘1, + k z c  ‘1, - ‘6 &go &I, - c7 &go 

E; E 
o go (G.28) 

La Ec. (G.7) se puede reescribir de la siguiente forma, después de sustituir las Ecs. (G. 14), 

(G.15) y (G.19)- (G.24): 



APL\SDICE H 

DEMOSTRACION DEL CRITERIO DE ESTA3ILIDAD 

La demostración  que a continuación  se  presenta se obtiene  del trabajo de Biesheuvel y 

Gorissen (1990). La solución  de  la E. (6.48) es  de la forma: 

donde k* es el número de onda  adimensional y c* está  dada por: 

* 
t w c = -  

k *  

donde u* es la frecuencia. Sustituyendo  la Ec. w.1) en la E. (6.65) se obtiene la siguiente 

relación de dispersión  lineal: 

Para encontrar  las  raices  de  la  ecuación  cuadratica,  primero  se re-escribe de la  siguiente forma: 

donde: 

1 
2 

rm = - (r+ + r-) 

1 + k * 2 D e *  T' 
P =  

k *  T' 



- r m )  + k" Dey T * (U+* - rm) 
R =  

k y  T* 

Entonces las raices de las Ec. (H.4) son: 

Introduciendo cy = cR* + icy en la  ecuación anterior, se obtiene que: 

En estas ecuaciones cR* es Ia velocidad  de fase (Whitham, 1974) y está relacionada  con  el 

crecimiento O amortiguamiento de l a  perturbación (kc;). El flujo es estable cuando  se cumple 

que c;' I O ,  esto es  equivalente a R2 I P' Q. De las Ecs. (H.6)-(H.8) se obtiene: 

[(a: - T : )  - k  * 2  De * T *  (U: - r - ) ] [ ( r :  - a > ) + k  "2 De " T" (r: -U:)] 2 O m-") 

La desigualdad anterior sólo  se  satisface  cuando: 

r-* 5 U+* I r+* 

Y 


