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Introduccion

El Teorema Fundamental de la Aritmética establece que cada nimero natural > 1 se puede
expresar en forma tinica como un producto de ciertas potencias de nimeros primos. En
anillos de enteros, esta propiedad no se cumple y el ejemplo clésico es Z[v/—5]. A nivel de
ideales no cero, cualquier ideal es producto de ideales primos en forma unica. Dedekind, en
su famosa memoria de 1877 [8], pp 53-61, propone estudiar leyes generales de la division
que gobiernan a los anillos de enteros. Un afio después, publica su célebre Teorema 1.52,
en donde describe la factorizacion de un ideal no cero, como producto de ideales primos,
solo que, en las hipétesis aparece una condicion sobre el indice del generador del campo.
En su teorema, Dedekind da generadores de los ideales primos factores. Como sabemos, si
p es un primo racional y L = Q(6) es un campo de nimeros de grado n 'y Oy, es su anillo
de enteros, entonces, teéricamente es posible factorizar

pOL = Pf - P,

donde los P; son ideales primos de Oy . El problema de encontrar la factorizacién anterior
ha merecido la atencién de matematicos interesados en el tema. Por ejemplo, Llorente-
Nart [26] han dado la factorizacion de cualquier primo racional en un campo cuibico, pero
no proporcionan generadores para cada factor ideal primo; S. Alaca et al [1] dan la factor-
izacion explicita de 20, en un campo cubico de indice 2; Guardia et al [27] han construido
un algoritmo para obtener los generadores de los P; y el discriminante del campo. Este al-
goritmo es la factorizacion p-adica basada en la teoria de los poligonos de Newton de orden
superior. Aguilar-Pineda [3] dan la ramificacion de 20, en ciertas extensiones de grado 8.

Bien, pues este trabajo trata de eso; factorizar explicitamente ideales en el anillo de
enteros de un campo de niimeros generado por un polinomio de la forma z* + pz? + p, en
donde p es un primo racional positivo e impar. La importancia de este polinomio radica
en que podemos calcular facilmente sus raices para obtener el campo de descomposicion
del polinomio, en donde el grupo de Galois resultante es C'y o Dg. La importancia de esta
investigacion, tal como lo plante6 Dedekind, consiste en hacer aritmetica explicita para
factorizar ideales y dar generadores de ellos en extensiones descritas anteriormente.

En el capitulo 1 damos cuenta de los antecedentes necesarios, destacando el calculo del
grupo de Galois del polinomio z* + px? + p: si p = 4 + n?, entonces el grupo de Galois es
C4, el grupo ciclico de orden 4 y si p no es de la forma 4 + n?, entonces el grupo de Galois
es el grupo dihédrico de orden 8.

En el capitulo 2 trabajamos el caso ciclico. Sea K el campo de descomposicién del
polinomio f(z) = z* + pz* + p con p = 4 + n? un primo racional. Entonces K/Q es una
extension ciclica de grado 4 cuyo discriminante es p3, asi, el tnico primo ramificado es
p. Damos explicitamente la ramificacion del ideal ¢Oy y proporcionamos generadores de
sus factores primos. Adicionalmente damos la descomposicion de manera explicita de los

7



8 INTRODUCCION

primos no ramificados . Para esto, usamos el Teorema de Dedekind para cualquier primo
racional ¢ # 3. Para descomponer el ideal 3O, planteamos como estrategia buscar otro
generador adecuado para K y es aqui en donde estudiamos el indice del campo. En el
camino pudimos encontrar bases enteras de algunas familias de ideales, lo cual considero
que es un problema importante en la teoria de nimeros algebraicos pues en el caso parti-
cular del anillo de enteros (que es un ideal), conociendo una base entera, solo es cosa de
calcular un determinante para conocer el discriminante del campo, el cual tiene codificada
la informacién de qué primos se ramifican. En el estudio del indice de K" queremos resaltar
lo siguiente que nos parece importante. De acuerdo a Lavalle et al en [25] y hasta donde
tenemos conocimiento, no se sabe si existe una infinidad de campos cudrticos ciclicos
monogénicos; un caso conocido es el campo ciclotémico con p = 5 = 4 + 12 ver [28],
Proposition 3.1, el cual coincide con la clase de primos que nos interesa estudiar. Al
principio del capitulo 2 presentamos una tabla con los 36 primeros primos racionales de
la forma 4 + n?, los cuales son faciles de generar con SAGE. De estos 36 primos, 22 de
ellos son de la forma 3k 4 2 y son precisamente estos primos con los que producimos
extensiones ciclicas y coincidentemente monogénicas cuando el indice del generador es 1.
Aunque esta fuera del objetivo de este trabajo, creemos que podemos construir extensiones
ciclicas monogénicas cuarticas con primos de la forma p = 4 + n? = 3k + 2.

En el capitulo 3 estudiamos el caso diédrico. Primero calculamos el discriminante 9,
de la extensioén L/Q sin hacer uso de una base entera del anillo de enteros Oy, Este dato
es muy importante porque d;, es un entero > 1y en su factorizacién como producto de pri-
mos, aparecen exactamente los primos racionales que son ramificados. En el momento de
escribir esta introduccién, ain desconocemos una base entera de L/Q. Debemos destacar
que para estudiar la ramificaciéon en L, fue de gran ayuda estudiar la ramificacion en el
campo intermedio X' = Q(,/p,/p — 4) el cual es una extension de grado 4 sobre Q y
[L : K] = 2. En los Teoremas 3.9 y 3.33 obtuvimos que si p = 3 (mod 4), entonces

5K —_ 24(]7 . 4)2p2 y (SL — 212(p . 4)4p67
ysip =1 (mod 4), entonces
ok =4 y =4

Como era de esperarse, en cualquiera de los dos casos dx | d.. Esta es la razén por la cual
primero estudiamos la ramificacién en K y después subimos al campo L. Aun cuando no
conocemos la factorizacién de p — 4, sabemos que los tnicos primos ramificados de Q a L
son 2, p y los factores primos ¢ | p — 4 si p = 3 (mod 4) y cuando p = 1 (mod 4), solo
los primos ramificados son los primos ¢ tal que ¢ | p — 4 y p. El camino que seguimos fue
el siguiente: primero estudiamos la ramificacion de los primos racionales ¢ > 3 tales que
q | p—4, a continuacién damos la ramificacién de ¢ = 3y por ultimo damos la ramificacién
de los primos 2 y p.



Capitulo 1

Antecedentes

En este capitulo los resultados que establecemos son vélidos en caracteristica cero y al-
gunos son véalidos en cualquier caracteristica, lo cual indicaremos en cada caso. Nuestro
interés son los campos de nimeros, es decir, extensiones finitas de Q.

1.1. La norma, la traza y el discriminante

Sean L /K una extension de campos de ndmeros con [L : K] =ny B = {aj,as,...,a,}
una base de L como K-espacio vectorial. Para o € L definimos la transformacion lineal
T,:L — L como:

n
Ta(Oéi> = oQ; = Z CLjZ‘Oéj,
j=1
donde aj; son los coeficientes de cwv; con respecto a la base B. Denotaremos por (a;;)
a la matriz cuyas entradas son los coeficientes a;;. Usando lo anterior definiremos dos
funciones que serdn muy importantes a lo largo de este trabajo.

n

Definicién 1.1. La norma de o € L es N (o) = det(a;;) y la traza de o es tr(a) = Z @i
i=1
La siguiente proposiciéon nos muestra que la norma y la traza de un elemento en L no
dependen de la base que elijamos.

Proposicion 1.2. Sean {«ay,... a0}, {61,..., 0.} bases de L/K y o € L. Si Aesla
matriz asociada a T,, con respecto a la base {1, ..., a,}y B la matriz asociada a T,, con
respecto a la base {1, ..., B}, entonces det(A) = det(B) y tr(A) = tr(B).

Demostracion. Si N es la matriz combio de base, entonces A = N"!BN y
det(A) = det(N 'BN) = det(N) ' det(B) det(N) = det(B)

tr(A) =tr(N"'BN) = tr(NN~'B) = tr(IB) = tr(B).
O

El resultado que a continuacién presentamos, da una forma mas sencilla de cémo cal-
cular la norma y la traza de un elemento.

Proposicion 1.3. Sea L/K una estension de Galois de campos de niimeros con [L : K| =
nyG=Gal(L/K)=A{01,...,0,}. Si a € L, entonces
N(a) = Hai(a) y tr(a) = Zaz-(oz).
i=1 i=1
9



10 1. ANTECEDENTES

Demostracion. Esta demostracion la haremos en dos partes la primera consiste en de-
mostrar la proposicion suponiendo que « es un elmento primitivo y luego demostraremos
el caso general.

Si av es un elemento primitivo, entones L = K(a)y {1,a...,a" '} es una base de la
extension. Supongamos que

ITT(OUK) = a0—|—a1;p+..._’_an_lxn—1 + o

Se conocen las siguientes relaciones entre las raices de un polinomio y sus coeficientes
ao = (—1)nH5m (n—1 = Z(—l)nﬁi
i=1 i=1
donde f3;(1 < i < n) son las distintas raices del polinomio. Por lo anterior
ap = (—1)nHa(i)7 ap—1 = Z(_l)no‘(i)
i=1 =1
Ahora, como
a1:01+1.a+0&2+..+0an71
a-a=0-14+0-a+1-a®>+---+0-a"!

a-a"?=0-1+0-a+0-a®>+---+1-a"!

y ademads
a-a"t=—qy-l—a-a—ay-a®>—- —a,_1-a"!
por lo tanto
0 0 0 —ap
10 0 —ay

0O o0 --- 1 —Qp—1
El determinante y la traza de esta matriz son
det(aij) = (-1)”@0 y tT’(CLij) = —Ap—-1-

De esto se sigue que

n

N(@) = (~1)"ay = (<17 [[ ¥ = [[ o,

i=1

(@) =~y = =3 (~1a® = 3" o
=1 =1

lo que demuestra el resultado cuando « es un elemento primitivo.

Ahora sea o € L,no necesariamente primitivo. La extension L/ K se puede dividir en
dos partes, la primera K («)/K y la segunda L/K («). Se observa que si [K(«a) : K| =d
y [L : K] = n, entonces [L : K(a)] = g =7

Ahora si {1,a,--- ,a? '} es una base de K(a)/K y {f31,---,/,} es una base de la
extensioén L/ K («), entonces

{1 <k <r0<j<d—1}



1.1. LA NORMA, LA TRAZA Y EL DISCRIMINANTE 11
es una base de L/K, la cual se puede escribir como una unién de subconjuntos de la
siguiente manera

{Bra’} ={Bi?|0<j<d—1}U--U{Bal|0<j <d—1}

Observemos que a(Sra?) = fi(aa?). Ademds, las entradas de la matriz (a;;) con respecto
a K(a)/K se encuentran tomando en cuenta que

d—1
aod = Z a(i+1)(j+1)06j-
i=0
Asi,
d—1
a(fra’) = Z (it 1)(j+1) BEQ .
i=0
d—1
Sea 7, = [ra’. Entonces ay; = Za(iJrl)(jJrl)Bka] Y B! = Yaryj. Sea ¢, = a;; con
i=0
=14 (mod d)ym=j (mod d) con kd <1, m < (k+ 1)d. Se puede observar que
A0 --- 0
0 A --- 0
(cy) = R :
0 0 --- A
es la matriz asociada a la transformacion 7, con respecto a la base { Brad }, donde A es la
matiz de T,, con la base {1, ,...,a" '} con respecto a la extension de campos K (a)/K.
Asi que

trpg(a) =r-tr(A) 'y Npg(a) = (det(A))".
Los automorfismos de K («)/K se pueden extender a L./ K r veces cada uno de ellos. Asi

que si tomamos un automorfismo de K («)/K, digamos o;(x), existen r automorfismos de
L/K, digamos 0;;(z) con 1 < j < r, tales que al restringirlos a K («)
0i;(2)| K (a) = 0i(2).
Utilizando esta caracteristica de los automorfismos se puede calcular la traza y la norma de
« de la siguiente manera
d
trrg(o) =71 -tr(A) =r-trg/x(a) =1- Zai(a) = Z Z oij(a)
i=1 1<i<d 1<j<r
d
Nyjwe(a) = (det(A))" = (N (@) = ([J o) = ] ] oule)
i=1 1<i<d 1<j<r
que es el resultado que se buscaba. U
El siguiente resultado nos proporsiona algunas de las propiedades fundamentales de

N(a)ytr(a).

Teorema 1.4. Sea L/ K una extension de campos de niimeros de grado n. Si o, 5 € L'y
a € K, entonces:

() tr(a+ B) = tr(a) +tr(B).
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(i) tr(aa) = a - tr(a).
(iii) N(aa) = a" - N(«).
() N(a) = N(@)N(5)

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la definicion de norma y traza. U
De (i) y (ii) del Teorema 1.4 podemos deducir que la traza es lineal.

Definicion 1.5. Sea L/ K una extension de campos de niimeros de gradony {aq, ..., a,}
un subcoonjunto de L. Definimos el discriminante de {a, . . ., a, } como:

Ao, ..., ap) = det(tr(a;a;))

Proposicion 1.6. Sea L/K una extension finita de grado n. Entonces

(i) Si A(aq,...,a,) # 0, entonces {a, ..., a,} es una base de L sobre K.
(ii) En cualquier caracteristica, si L/ K es separable y {c, ..., o, } es una base de
L sobre K, entonces A(ay, . .., a,) # 0.

Demostracion. (i) Si oy, . . . , a;, son linealmente dependientes, entonces para algin a; # 0
tenemos
a1 + agig + ... + anon, = 0.

Si multiplicamos esta ecuacion por a; tenemos
a1 0 + Ay + ...+ apao = 0.

Por lo tanto, para j = 1, ..., n tenemos
tr(aona; + asona; + ...+ apa,a;) = Z a;itr(a;o;) =tr(0) =0
i=1

Lo anterior significa que a4, . . ., a, €s una solucion no trivial del sistema

tr(cnag)xy + -+ + tr(a,ar)x, =0
tr(aioe)ry + - - - + tr(apas)x, =0

tr(ciag)xy + -+ tr(apey)z, =0

Si A = (tr(a;a;)), tenemos det(A) = 0 = A, ag, ..., ap).
(i) Si L/K es separable, A(ay, g, ...,a,) = 0y {aq,...,a,} es base de L/K,
entonces el sistema

Z zitr(oua;) =0
i=1

tiene al menos una solucién no trivial (as,...,a,), donde a; # 0 para algdn i. Consi-
deramos a = ayaq + - - - + a,, # 0. Dado que la traza es lineal, tenemos

n

tr(ao;) = Zaitr(aiaj) = 0.

=1
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Sea § = Z b;a;; € L. Entonces aff = Z b;cey;. Por tanto

i=1 i=1
tr(af) = Z bitr(aa;) = Z b;-0=0.
i=1 i=1

1
En particular, si 3 = — tenemos 0 = tr(af) = tr(a<) = tr(1) = [L : K] = n,lo cual no
«

puede ser porque la extension es separable. U
Las siguientes proposiciones nos dan las propiedades mds importantes del discrimi-
nante de una base.

Proposicion 1.7. Sean {«1,...,a,} y {51,...,0n} bases de una extension finita L]/ K.
Entonces

A(Oél, R ,O{n) = det(aij)QA(ﬁl, Ce 75n)7
donde (a;j) es la matriz cambio de base.

n n

Demostracion. Notemos que o = E a;; 3y o = E a3 por tanto:
i=1 =1

n n
ajor = > ajanBif.

j=1 =1

Al tomar la traza en ambos lados:

n n

tr(ojon) = Z Z agawtr(BiB).

j=1 1=1
Sean A = (tr(ajax)), B = (tr(B8:i8)) y C = (a;;); obsevemos que A = C'BCT. Final-
mente, usando propiedades del determinante,

A(@l, c. ,Ckn) = det(aij)2A(ﬁl, Ce aﬂn)

U
Proposicion 1.8. Sea L/K separable de grado n. Si {a, ..., a,} C L, entonces
Ao, ...,0p) = det(o%(j))2
donde agj ) = oi(a;)y{o1,...,0n} sonlos K-isomorfismos distintos de L a una cerradura
algebraica de K.
Demostracion. Ver [21], Proposicién 12.1.3, pag. 173. U

1.2. Anillo de enteros asociado a un campo de nimeros

En esta seccion veremos qué es el anillo de enteros de un campo de nimeros y cuéles son
las propiedades que cumple dicho anillo.

Definicion 1.9. Sea A un anillo conmutativo y B subanillo de A. El elemento u € A es
entero sobre B si existe f(x) € B|x] ménico tal que f(u) = 0.
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El caso particular que A = Cy B = Z, el conjunto de nimeros complejos enteros sobre
Z es nuestro objeto principal de estudio en este trabajo. Asi tenemos nuestra definicion
particular:

Definicion 1.10. z € C es un entero algebraico si z es raiz de algiin polinomio ménico
con coeficientes enteros. Definimos

Q= {z € C: z es un entero algebraico}.

Proposicion 1.11. Sean R C T anillos conumutativos y u un elemento de un anillo que
contiene a T'. Supongamos que u es entero sobre T’y T es entero sobre R. Entonces u es
entero sobre R.

Demostracion. Ver [4], Corolario 5.4. pag. 67. U

Definicion 1.12. Un Z-mddulo finitamente generado, es un subconjunto no vacio W C C
tal que:

1) SiaeZy~ e W, entonces ay € W.
i1) Si 1,72 € W, entonces v1 + v, € W.
iil) Existen vi,7%s, ..., Vo € W tales que W = 1Z + v + - - - + Y 2.

A los niimeros 71, . . ., 7, de iii) les llamaremos generadores de W.

Proposicion 1.13. Sean W un Z-médulo finitamente generado, con W #+ {0} yw € C tal
que wy € W para todo v € W. Entonces w € ().

Demostracion. Sean 7y, ..., 7, una base de WW. Por hipétesis, wy; € W paral < i < n.
Lo que implica

Wy = Zaiﬂj (D
j=1

con a;; € Z. Sea d;; la funcién delta de Kronecker. Entonces
WY = 045W7Y; = Z 6ijw'7j- )
j=1

De las ecuaciones (1) y (2)
0=2 b0y — Y ayy =) (65w — ay)y.
j=1 j=1 j=1
Si A = (0;jw—a;;), observamos que det(A) = 0y det(d;jx — a;;) es un polinomio ménico

de grado n con coeficientes enteros del cual w es raiz. Por lo tanto w € €.
O

Proposicion 1.14. ) es un anillo conmutativo con identidad que contiene a los enteros
racionales como subanillo.

Demostracion. Ver [36], Theorem 2.9, pag. 43.
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Definicion 1.15. Sea K un subcampo de C. Diremos que K es un campo de niimeros si
(K : Q] < oo. El anillo de enteros de un campo de niimeros K es el conjunto

Ok = {a € K : « es un entero algebraico}.
El conjunto O tiene estructura de anillo pues claramente O = K N ().
Lema 1.16. Sea § € K. Existe b € Z \ {0} tal que bp € Ok.

Demostracion. Como € K, entonces f(5) = by + b1 + -+ + b,6" = 0 en donde
f(x) =bo+byx+ -+ ba™ € Z[z|. Por tanto

0 = bob" L+ b0 B+ £ b b "
= bob ! 4 by (0nfB) + by (0 8)? 4 - - + ()"

Si h(z) = bt + by b7 2z + bob32% + - - - + 2", entonces h(b,[3) =0y b,3 € Og. O
Corolario 1.17. Sean 31, fs, ..., 5, € K. Existe b € 7\ {0} tal que
bB1,bBs,...,b83, € Ok.

Demostracion. Sea b; € 7\ {0} tal que b;5; € Ok. Si b = mem(by,...,b,.), entonces
b; | b de donde b = b;t;, para algin t; € Z. Como b;3; € Oy, tenemos b;t;5; € Ok y por
el Lema 1.16, b3; = b;t; 5; € Ok. O

Proposicion 1.18. Sea I # 0 un ideal de O. Entonces I contiene una base de K.

Demostracion. Sea {f1,...,0,} base de K/Qyb € Z\ {0} tal que paral € I\ {0},
IbB1,1bSs, . .., 1bp, es base. O

Lema 1.19. Un niimero racional o € Q es un entero algebraico si'y solo si o € 7.

Demostracion. Si o € QQ es un entero algebraico, « satisface un polinomio ménico con
. . c
coeficientes enteros, digamos f(z) = by + byx + --- + 2", con b; € Z. Sea o = 7 con

¢,d € Z y med(c,d) = 1. Por tanto

ot (S) 4+ (5) =0

d d
Multiplicamos por d" la ecuacion anterior,
= —(bod"™ +bred” Tt + -+ by d)

= —d(bod" ' +byed” 4+ by ")

y tenemos d | ¢". Dado que mcd(c,d) = 1, se tiene med(c",d) = 1. Asi, d | 1. Por lo
tanto, d = +1, es decir o € Z.
Ahora si o € Z, €l satisface al polinomio f(z) = = — o € Z[z], se concluye que « es
un entero algebraico. Il
A partir de ahora, diremos que un elemento en Z es un entero racional para no con-
fundirlos con los enteros algebraicos.

Proposicion 1.20. Sea o € Ok. Entonces N(«), tr(a) € Z.
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Demostracion. Si a € O, « satisface un polinomio moénico con coeficientes enteros
f(z) =ao+ayx+---+ 2" de donde 0 = ap + a;ax + -+ - + a". Sea o € Aut(K/Q).
Entonces
0=o(ag+aa+---+a")=ay+ao(a)+ -+ o),
es decir, (o) € Ok y dado que N(«) = H ola) y tr(a) = Z o(a)
occAut(K/Q) oc€Aut(K/Q)

tenemos N (), tr(a) € Ok.

Por otro lado N(«a),tr(a) € Q. Por lo tanto, por el lema anterior, N(«),tr(a) €
Z. U

Corolario 1.21. Sea {a1,as, ..., a,} € Ok una base de K sobre Q. Entonces,
Alag, ag, ..., ap) € Z.

Demostracion. Sabemos que Ao, o, ..., a,) = det(tr(a;a;)) y por la Proposicién
1.20, tr(a,a;) € Z. Por lo tanto, A(ay, g, . . ., @) € Z. O

Teorema 1.22. Sea I # {0} un ideal de O y {1, v, ..., a,} C I una base de K/Q de
tal forma que |A(ay, as, . .., ay,)| es minimo. Entonces, I = Zoy, + Zay + -+ + Z a.!

Demostracion. Como «; € I e I esunideal, Zo; C I. Entonces, I O Zaoy + Zog + - -+ +
Zav,. Inversamente, si o € I, escribimos o« = ayq + asiy + - -+ + a,ay,, con a; € Q.
Probaremos que a; € Z. Supongamos que a; ¢ Z para algin¢ = 1, ..., n. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que a; ¢ Z, es decir a; = m + 6, donde m € Zy 6 € (0,1).
Sean

ﬁlza—mal, 62:&2,...75n:an.
Como m € Ok e I es un ideal de Ok, tenemos ma;y € [y, por tanto, &« — may € I, es
decir, B = {1, 52, ..., Bn} C 1. Veremos que B es una base para K /Q. Supongamos que
0=qp+ @b+ 4 @ubn,cong € Q parai =1,...,n. Asi,

0 = q(a—ma)+ gag+ -+ gan
= q(aar +aan + -+ apan) — man + oo + -+ Guay,
= (a1 — qm)ar + (quag + q2)as + - - + (100 + Gn) vy
y dado que {a, as, ..., a,} es unabase de K/Q, tenemos q1a; —q1m =0y q1a;+¢; =0

paraj =2,...,n. Portanto, ¢; = Oparacadaj =1,...,ny, como [K : Q] = n, tenemos
B es una base para K/Q.
Por otro lado, la matriz cambio de base de {/1, fBs, ..., 5n} a {1, a9,...,an} es
9 Qg - Qn,
01 - 0
A=| . . .
o0 - 1

Dado que det(A) = 6, por la Proposicion 1.7, |A(By, Ba, - . ., Bu)| = 0*|A(ay, s, . .., )|
y 6 € (0,1). De lo anterior,

‘A(ﬁbﬁ% s 76n)‘ < ’A<a170527 cee >an)‘7

I'Notemos que I = Zay + Zas + -+ - + Z «,, es una suma directa, ya que {«, . .., au, } es una base.
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lo cual es una contradiccion al hecho de que |A(ay, s, ..., ;)| es minimo. Entonces,
tenemos a; € Z parat = 1,....n. Asi, [ C Zoy + Zag + - -+ + Za,. Por lo tanto,
I =7Za1 4+ Zag + -+ - + Zavy,. ]

Definicion 1.23. Si {a1, ag, ..., o} C I es una base de K/Q tal que |A(aq, as, . .., o)
es minimo, entonces llamaremos a {ay, as, . . ., ,, } una base entera de 1.

Observemos que O es un ideal de si mismo, por lo tanto Ok contiene una base entera,
la cual se llama base entera de K/Q.

Proposicion 1.24. Sea {1, ..., a,} C I una Q-base de K tal que I = Zoy + - - - + Lo,
Entonces {1, ..., a,} es una base entera de I.

Demostracion. Sea {f,...,[B,} C I una Q-base cualquiera de K. Veremos que
|A<O{1, s 7an)’ S |A(617 s 7Bn>|

Notemos que 51 = Z a;;05, CON Qg5 S Z, entonces
j=1
A(ﬁl, PN ,ﬁn) = (det(aij)fA(ozl, PN ,Oén)

y como a;; € Z, tenemos (det(a;;))* > 1. Asi, A(B1,...,08,) > Ao, ..., qp) y por
tanto |A(aq, ..., )| < |A(B, ..., Bn)l- O

Con el Teorema 1.22 y la proposicién anterior tenemos que {ay, ..., a,} C I es base
enterade [ siysolosi [ = Zay + -+ + Za,.

Definicion 1.25. Sea K un campo de niimeros de grado n. Diremos que K es monogénico
si existe algiin o € O tal que K = Q(«) y

Ok =Z+aZ+---+a" 'Z,
es decir, {1,a,...,a" '} es una base entera de Of.

Corolario 1.26. Sean {1, s, ..., . L, {51, Pa, - -, Bu} dos bases enteras de K/Q. En-
tonces A(P1, B2,y .., Bn) = A, g, ..., ).

n n
Demostracion. Sean o; = E a;jB;, con a;; € Z, 5; = E b;ra. Por la Proposicién 1.7,
j=1 k=1

A(By, Po, ..y PBn) = (det(aij))QA(al, gy ),

y
A(Ozl, Qo, ... 7Oén) = (det(bw))2A(ﬂl, 62, . ,ﬁn)
Por tanto det((a;;)?(bjx)?) = 1, de donde det(a;;) = £1. Asi
A(ﬁl?ﬁ% v 7571,) = A(Oél, Qg, . .. 7an)-
]

Definicion 1.27. El discriminante de K/Q es el discrimininante de una base entera y lo
denotaremos por Jk.

Lema 1.28. Sea I # {0} un ideal de Ok. Entonces I N7 # {0}.
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Demostracion. Sia € I # {0}, a satisface un polinomio f(z) = ap+ayz+- - -+a" € Z|x]
irreducible. Puesto que ag # 0, tenemos

0=f(a)=ay+aa+ -+ a,a”,

ap = —(aa+ -+ a,a”) € 1.
Por lo tanto, ag € I N Z. O

Lema 1.29. Sea I # {0} un ideal de Ok, con [K : Q| = n. Entonces |Og /1| es finito.

Demostracion. Por el lema 1.28 existe a € I NZ, con a > 0. Sea (a) el ideal principal
generado por a en Ok, es decir aO = (a). Definimos
@ : OK/<CL> — OK/]
x+ (a) — z+ 1.

La funcién ¢ estd bien definida pues si 21 + (a) = 2 + (a), entonces 71 — 2 € (a) C [y
por tanto xy + I = xo + I, es decir ¢(z1 + (a)) = ¢(x2 + (a)). Ademas es claro que ¢ es
una funcién sobre, por lo que |Ok /1| < |Ok/{a)|, asi que para probar que O /I es finito
basta probar que O /(a) lo es.

Sean {wy,...,w,} una base entera de K/Q, es decir O = Zw; + -+ - + Zwy,, con

w; € Oy
SZ{Z%wz‘i()S%<CL}~

i=1
Observemos que S es un conjunto de representantes de Ok /(a) y que |S| = a”. Tomemos
w € Ok, w =mwy + -+ + Muwy, conm; € Zparat = 1,...,n. Por el algoritmo de la
divisioén en Z, m; = q;a + 7y;, con 0 < v; < a.
w+(a) = (mwi + -+ mywy,) + (a)

= (miwi + (@) + -+ + (mnwn + {a))

= ((@a+mwr+ (@) + -+ ((gna +)wn + (a)).
Como (g;a + v;)w; + (a) = gaw; + yiw; + (a) = viw; + (a), tenemos

w (@) = (nwr + (@) + - + (yawn + (@) = Z%‘Wi +(a)

y Z%wi € S. Por otro lado, si Z%wi = ZW;%‘, con) <y, <ay0< 7; < a, se

i=1 i=1 i=1

cumple y; = 7, ya que {w,...,w,} es una base. Por tanto, |S| = a" y |O/{a)| = |9].

Asi, |Ok/I| < a™. O
Observemos que si P # {0} es un ideal primo de O, entonces P N Z = pZ, con p un

primo racional.

Definicion 1.30. Sea [ un ideal no cero de Ok. Lanormade I es |Ok /1|y la denotaremos
por N(I).

A(By, ..., 6n)

Teorema 1.31. Sea I un ideal no cero de O. Entonces N(I) = 5
K

, donde

{B1,...,Pn} es una base entera de I.
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Demostracion. Ver [36] Theorem 5.9, pag. 114. U
Proposicion 1.32. Sean I, J ideales no cero de Oy. Entonces

N(IJ)=N(I)N(J).
Demostracion. Ver [36] Theorem 5.12, pag. 116. U
Proposicion 1.33. Sea I un ideal no cero de Ok. Entonces N(I) € I.
Demostracion. Ver [36] Theorem 5.14 (b), pag. 118. U
Corolario 1.34. Oy es un anillo noetheriano.

Demostracion. Sea I, # {0} un ideal de Ok, por el Lema 1.29, Ok /I, es finito. Con-
sideremos [; C [, C I3 C --- una cadena ascendente de ideales en O. Como [;/1;
es un ideal de Ok /I, y a lo mas hay un nimero finito de subconjuntos de éste, la cadena
LCLCI3C---CI,=1,,="--- sedetiene en algin n € Z. Por lo tanto, Ok es
noetheriano. ]

Corolario 1.35. Si P # {0} es un ideal primo de Oy, entonces P es mdximo.

Demostracion. Como P es primo, entonces Ok /P es un dominio entero finito, de donde
O /P es un campo y por tanto P es un ideal maximo. U

Lema 1.36. Sea I # {0} un ideal de Ok. Si € K, con 5 # 0 es tal que 51 C I,
entonces [ € Ok.

Demostracion. Como [ es un Z-mdédulo, por la Proposicion 1.13, 8 € O. O
Lema 1.37. Sean I, J ideales no cero de Ok tales que 1J = 1. Entonces J = Ok.

Demostracion. Sea {aj,...,a,} una base entera de I, es decir, | = a;Z + - -+ + a,,Z.

n
Dado que o; € I = I.J, existen b;; € J tales que o; = Z b;jo;. Entonces
i=1

b11 612 tee bln (03] aq 10 --- 0 aq
bor bay -+ by %) Qg o1 .- 0 oy
boi bpa o+ bun o, o, 00 --- 1 o,
de donde
by —1 b12 te bin, a 0
ba1 byp —1 --- b2y (%) 0
bnl bn2 e bnn -1 (07% 0

es decir, tenemos el siguiente sistema homogéneo
0 = (bnn— 1)z +bipwy + -+ + by
0 = buzi+ (bop — Do+ -+ + bopp

0 = buxy+buro+ -+ (b — 1)z,
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el cual tiene una solucién no trivial, por lo que

bll —1 b12 e bln
b21 b22 -1 - b2n
det . . . . =0.
bnl bn2 T bnn -1

Notemos que un sumando del determinate es H(b” — 1) y como las demds entradas de la
i=1
matriz estan en ./, entonces el determinante que queremos calcular tiene la forma
H(b“' —1)+r=0 paraalginr € J.
i=1
Desarrollando el producto obtenemos (—1)" + j = 0 para algin j € J, de donde +1 € J
y por lo tanto, J = O. U

Proposicion 1.38. Sean I,.J ideales no cero de Ok y v € Oy tales que se cumple

(vOk)I = JI. Entonces, J = yOk.

Demostracion. Sean o € Iy f € J. Entonces a3 € I.J = (yOk)I, de donde aff = o/,
p

con o’ € I. Se tiene aé =o' €ly—ICI PorellLemal.13, é € Ok, lo que implica
v Y v
B € vOk. Asi, J C vOx y v ' J es un ideal de Ok. Dado que vI = JI, I = (v 1J)I.

Usando el lema anterior, 7y '.J = Og y J = 7Ok = 70k. ([l
Si o € Ok \ {0}, entonces podemos asociar un entero, llamado indice, al entero
algebraico «; esto es debido a que {1,a,...,a" '} es una base de K contenida en Oy,

[2] pag. 146.

Definicion 1.39. Sean K un campo de niimeros, o € Ok tal que K = Q(«). Entonces el
indice de «, escrito como ind(«), es el entero positivo dado por

A
ind(a) = —(a),
0K
donde A(a) = A(1,a,...,a" ).
Notemos que si {ag, a9, ...,a,} es una base entera del ideal (), entonces por el
Teorema 1.31,
Aoy ... )
N(fa)) = ¢ 2
K

De acuerdo a la definicién anterior, tenemos que N ({«)) = ind(«) si y solo si
Alay ..., a,) = A1, ..., "),

siysolosi{l,a,...,a" '} es base entera del ideal (). Esto dltimo, creemos que es un
problema importante del cual no tenemos respuesta.

Teorema 1.40. Sean K un campo de niimeros de grado n, o € Ok tal que K = Q(«).
Entonces K es monogénico siy solo si existe 0 € Ok tal que K = Q(0) y ind(0) = 1.
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Demostracion. Si K es monogénico, entonces existe § € O tal que K = Q(0) y
{1,0,...,0" '} es base entera, es decir, A(1,0,...,0"!) = 0k, asi ind(f) = 1. Sea
6 € Ok tal que K = Q(0) y ind(f) = 1. Entonces i = A(1,6,...,0"1), es decir,
{1,0,...,0" '} es base entera de Ok, por tanto K es monogénico. 0

Proposicion 1.41. Supongamos que 1,c, ..., o™ "
sea f(x) = Irr(a, Q). Entonces
AL o, ...,a" ) = (=)™ V2N(f(a)),

donde f'(x) es la derivada formal de f(z).

son Q-linealmente independientes y

Demostracion. Ver [21], Proposition 12.1.4, pag. 174. U

1.3. Factorizacion de ideales en O

En esta seccién mostraremos que cualquier ideal no cero de Ok se puede escribir de forma
Unica como producto de ideales primos.

Proposicion 1.42. Sean I, J ideales en Ok tal que I C J. Entonces existe un ideal M tal
que JM = 1.

Demostracion. Ver Proposition 12.2.7. en [21]. O

Definicion 1.43. Si [ C J, entonces I = JM, para algiin M ideal de O. En este caso
diremos que el ideal J divide al ideal I y lo escribiremos como J|I.

Lema 1.44. Sea I, J ideales no cero de Ok tales que I C Jy N(I) = N(J). Entonces
I=J.

Demostracion. Como I C .J, entonces existe .J’ ideal no cero de Ok tal que I = J.J'.
Dado que la norma es multiplicativa,

N(I)=N(J)N(J)
pero N(I) = N(J), entonces 1 = N(J'), es decir, J' = Ok y por tanto [ = J. O

Proposicion 1.45. Todo ideal no cero de Oy se puede escribir como producto de un
numero finito de ideales primos.

Demostracion. Sea I un ideal no cero de Ok. Si I es primo, la afirmacién se cumple. Si /
no es primo, entonces existe un ideal primo P tal que / C P, y por la proposicion anterior,
I = P, Ny, para algtn ideal N; de Ok . Si N; es un ideal primo, P, N; es la expresion
deseada. Si N; no es un ideal primo, repetimos el procedimiento tantas veces como sea
posible, de donde tenemos

I:P1P2N2:P1P2P3N3:"':P1P2“'PTNT.
Asi generamos una cadena ascendente Ny C No C N3 C --- C N, C ---. Como O es
noetheriano, esta cadena no puede ser infinita por lo que para algin r, N, = Ok. U

Teorema 1.46. La factorizacion de un ideal 1 # {0} de O, como producto de ideales
primos es unica.
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Demostracion. Supongamos que I = PiPy--- Py = (1Q2---Qy, con P, (Q); ideales
primos. Tenemos 3 casos: s < ¢, s = ty s > t. Supongamos que s < t, entonces
PPy Py =Q1Q2- - QsQsy1--- Q¢ C Py como P es primo, tenemos (); C P; para
algin j. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ); = @)1, es decir P, = (), pues
(); es primo. Por la ley de la cancelacion, PoPs -+ Py = Q2Q3 - QsQsy1 - Qr C Ps.

Repitiendo el mismo razonamiento, tenemos P, = (1, % = @Qa,..., Ps = Qs lo cual
implica que Og = Q41 - - - Q. De lo anterior, Ox C ()41, lo cual es una contradiccién
ya que (511 es maximo. Andlogamente ¢ < s no es posible, por lo que s = ¢. U

Lema 1.47. Sean I # 0 un ideal de O y P un ideal primo de Ok tales que 1> = P2
Entonces I = P

Demostracion. Supongamos [ = P; P, - - - P, con P; ideales primos de Ok, entonces
PIP} ... P?=1]*= PP.

Por el Teorema anterior, P = P; para algin ¢ € {1,...,r}, sin pérdida de generalidad
supongamos P = P, de donde P?---P? = Ok y asi, P,--+- P, = Ok, lo cual no es
posible. Porlo tanto I = P, = P. U
Teorema 1.48. Sean [K : Q| = n, p € Nun primo racional. Entonces existen Py, P, ..., P,

ideales primos de Ok tales que
pOK = PEPg .- Pl
yeifi+esfo+ - +e,f, =n, endonde N(P;) = |Ox/P;| = p’i. En paticular, si K/Q

es Galois, entonces ey = ---=e, =¢, f1 =---= f, = fyportantoefg = n.

Demostracion. Por la Proposicion 1.45, tenemos que todo ideal no cero de Oy es producto
de ideales primos y por el Teorema 1.46, dicha factorizacion es unica, en particular pOg
es un ideal primo no cero, asi

pOr = P{'Py* -+ Pe.
Como los f; satisfacen N(P;) = p’, entonces
p" = N(pOk) = N(PFy*--- Py)
= N(P) V(R
= (") ()

p81f1+82f2+"'+6gfg

Por lo tanto e, f1 + eafo + - + e,f;, = n. Sea G = {o0y,...,0,} el grupo de Galois de
L/Q, puesto que pOx = [[7_,, entonces para todo indice j, 1 < j < g, existe 0 € G tal
que o(Py) = Pj. Asi

POk = o(pOk) = [I_, o(P;)%, dado que la descomposiciéon como producto de
ideales primos es Unica, e; = e; para todo j, 1 < j < g. Similarmente, de Ok / P =
Ok /o(P) = Ok /Py, se sigue que f; = f1, paratodo j, 1 < j <g. O

Definicion 1.49. Supongamos que pOy = P{*Py? - - Py?. Si algiin e; > 1, diremos que p
es ramificado en K. Si e; = 1 para todo i, diremos que p no se ramifica en K. El niimero
e; se llama el indice de ramificacion del primo p en el ideal primo P,. El niimero f; se
llama grado de inercia de p en el ideal primo P,. ,
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Teorema 1.50. Sea K un campo de niimeros. Entonces el primo racional p se ramifica en
Op si 'y solo si p|ig.

Demostracion. Ver [12], Proposition 5.44, pag. 111. 0

Teorema 1.51. Sean K un campo de niimeros, I un ideal no cero de Ok tal que N(I) = p,
para algiin p primo racional. Entonces I es un ideal primo.

Demostracion. Ver [2], Theorem 10.1.6 pag. 240. U

Sabemos que el encontrar la factorizacion de los ideales pOk es un problema compli-
cado, como también lo es el encontrar los generadores de los ideales primos que factorizan
a pOg. Un resultado muy titil que nos ayuda a resolver estos dos problemas es el siguiente.

Teorema 1.52 ( Dedekind). Sean K = Q(0) un campo de niimeros de grado n, q un primo
racional, f(x) = Irr(0,Q) € Zlx] y la funcion — : Zlx] — F,[x] que reduce médulo q

los coeficientes de un polinomio. Sea f(x) = g1(z)® - - g.(x)", donde g,(z),- - , g-(x)

son polinomios monicos irreducibles distintos en F[x] y ey, - - - , e, son enteros positivos.

Parai=1,--- 1 sea fi(x) € Zlx| ménico tal que f;(x) = g;(x). Sea

Siind(0) Z 0 (mod q), entonces P, - - , P, son ideales primos distintos de Ok con
qOg =P{*--- Py N(P) = ¢,

Demostracion. Ver [2] Theorem 10.5.1. O

1.4. Grupo de Galois de un polinomio cuartico

Sea L el campo de descomposicién de f(x) € K|[z]|. Escribimos G; = Gal(L/K) para
denotar al grupo de Galois de f(x) . Recordemos que sioc € Gy o € Lestal que f(«) =
0, entonces f(o(«)) = 0. También si a y (3 son raices de f(x), entonces existe 0 € Gy
tal que o(a) = f. Si G < S, diremos que G es un grupo transitivo de grado n o que
G actda transitivamente sobre I,, = {1,...,n} si, para cualquier par i,j € {1,2,...,n},
existe 0 € G tal que o (i) = j. Si numeramos las raices de f(z) como «y, ..., «, entonces
es claro que G; actia transitivamente sobre las raices de f(z) [9].

Teorema 1.53. Sean K un campo, f(x) € K|z| separable de grado n'y L el campo de
descomposicion de f(x) sobre K. Entonces f(x) es irreducible en K|[x] si 'y solo si G es
un subgrupo transitivo de S,,.

Demostracion. Vea [6] Theorem 2.9. ]

Para el caso particular n = 4, los Unicos subgrupos transitivos de S, son ([7], Apendix A):
(i) el 4-grupo de Klein V/,
(ii) el grupo ciclico Cy,
(iii) el grupo dihédrico Dy,
(iv) el grupo alternante Ay,
(v) el grupo Sj.
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Dados f(z),g(x) € KJz| de grado n,m respectivamente con raices xi,..., T, y
Yi,--.,Ym en el campo de descomposicion de f(x)g(x). Definimos la rasultante de f
y g como

R(f.g) = ayby, ] (z:i— v,

1<i<n

donde a, y b, son el coeficiente lider de f(z) y g(z) respectivamente. La expresion
R(f, g) tiene propiedades interesantes, por ejemplo R(f,g) = 0siy solo si f y g tienen
una raiz en comun. De particular importancia para nosotros es el caso particular cuando
g = f'. Ental caso R(f, f') es lo que se conoce como la resultante de f. En el caso de un
polinomio de grado 4, en 1989 L. Kappe y B. Warren [24], usan la resultante y establecen
condiciones necesarias y suficientes para reconocer a Gy [34].

Teorema 1.54. Sean K un campo de caracteristica # 2, f(z) irreducible sobre K, r3(x) =
3 — bz + (ac — 4d)x — (a*d + ¢* — 4bd) con campo de descomposicion E'y D = disc(f).
Entonces
(i) Gy = Sy si 'y solo si rs3(x) es irreducible sobre Ky D & K*.
(i) Gy = Ay siy solo si r3(x) es irreducible sobre Ky D € K.
(iil) Gy =V siy solo si rs3(x) se descompone en factores lineales sobre K.
(iv) Gy = Cy siy solo sir3(z) tiene exactamente una raiz t en Ky g(z) = (2? —tx +
d)(z* + ax + (b —t)) se descompone sobre E|[z).
(v) Gy = Dg siy solo si r3(x) tiene exactamente una raiz t en Ky g(x) no se
descompone sobre E|[z).

Demostracion. Ver [24], Theorem 1, pag. 134. O

Teorema 1.55. Sean K un campo de caracteristica distinta de 2, f(x) = z* + bz* + d un
polinomio irreducible sobre K|[x|y +a, 0 sus raices. Entonces

(i) Gy =V siysoloside K?siysolosiaff € K.
(i) Gy = Cy siy solo si d(b* — 4d) € K? si'y solo si K(af) = K(a?).
(iii) Gy = Dg siy solo si d(b* — 4d) & K? si'y solo si a8 & K(a?).

Demostracion. Ver [24], Theorem 3, pag. 135. U
Ejemplo 1.56. Sea K = Q(y/m,/n), con m,n € 7Z libres de cuadrados. Entonces

Q(vm, vn) =Q(vVm + Vn),

f(x) = Irr(v/m + /n,Q) = 2 — 2(m + n)z* + (m — n)? y por el teorema anterior
Gy=V

Los siguientes resultados nos ayudaran a factorizar ciertos polinomios.

Teorema 1.57 ([24], Theorem 2). Sean h(x) = z* + ba* +d € K[z], car(K) # 2y
+a, £ las raices de f(x). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.
(i) h(z) es irreducible sobre K.
() o?,a+p,a - B € K.
(iii) b% —4d, —b + 2v/d, —b — 2/d & K2.
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Demostracion. Notemos primero que h(x) no puede tener un factor cibico irreducible, ya
que si ag es una raiz, —ao también es una raiz, por tanto h(x) es reducible sobre K siy
solo si al menos una de las siguientes factorizaciones

hz) = (2 = a®)(2® = §%),
h(z) = (2% — (a + B)z + aB)(2® + (a + B) + o),

h(z) = (2% — (o = )z — af)(z® + (o = B) — ap),
tiene todos sus coeficientes en K. Se sigue inmediatamente que (ii) implica (i). Las rela-
ciones entre los coeficientes y las raices basicamente son: —b = o + 3% y d = o®3%. Esto,
junto con (o + 3)2 = —b+ 228y (a — B)? = —b — 2a8 implicaque sia®? 6 a + B € K,
entonces (3% 6 a3 € K respectivamente. Si o® € K, entonces 32 € K, es decir, h(z) se
factoriza sobre K. Si a &+ 5 € K, entonces a5 € K, es decir, h(z) se factoriza sobre K.
De lo anterior, (i) implica (ii). Finalmente, obsevemos lo siguiente
(b+ 20(2)2 — (_a2 o 62 ‘I’ 2(12)2

— (052 _ 62)2

= (a+B)(a—p)?

= (=b+2Vd)(~b—2V4d)

= 0" —4d
y (a £ B)2 = —b=+2Vd. Porlotanto,a + € Ksiysolosi —b+2Vd € K*’ya? € K
siy solo si b?> — 4d € K2, es decir, (ii) si y solo si (iii).

0
El siguiente teorema lo podemos encontrar en [10] como Theorem 3.

Teorema 1.58. Si p es un primo impar 'y si r, s son enteros tales que s # 0 (mod p) y
r? —4s # 0 (mod p), entonces se dan las siguientes afirmaciones:

() f(z) = 2* + r2* + s es producto de dos polinomios lineales ménicos distintos y
un polinomio cuadrdtico monico irreducible médulo p si y solo si

G) = (57

(i) f(z) = z* 4+ rz* + s es producto de cuatro polinomios lineales ménicos distintos
modulo p si y solo si

()= (55) = (557)

donde t es un entero tal que s = t* (mod p).
(iii) f(x) = 2* + ra® + s es producto de dos polinomios cuadrdticos ménicos irre-
ducibles distintos modulo p si 'y solo si

G- (55) -0 (5575) -
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donde t es un entero tal que s = t*> (mod p), 6

G) - (55) -

(iv) f(x) = z* + ra® + s es irreducible médulo p si y solo si

()= (57)

1.5. Extensiones Relativas

Sea K un campo de nimeros, L una extension finita de grado n sobre K y sean Ok, Of,
los anillos de enteros de K, L respectivamente. Diremos que L| K es una extension relativa

si K # Q.

Definicion 1.59. Sea I un ideal de O;. La traza relativa de I es un ideal de Oy definido
y denotado como

T?"L|K(I> = {T?”L‘K(I) T x e ]}
Definicion 1.60. Sea Q) un ideal primo de O, QN Ok = Py [O./Q : Ox/P) = f
(i) La norma relativa de Q es Npx(Q) = P/.
g

(i1) Si [ esunideal no cerode Oyl = H Q5', donde 1, . . ., Q, son ideales primos

=1

distintos de Oy, entonces la norma relativa de I es NL|K(I) = H NL|K(Q )

Proposicion 1.61. Con las notaciones previas, [L : K| = n e I cualquier ideal no cero de
Ok, tenemos

Nyx(10L) = I

Demostracion. Por la multiplicidad de la norma relativa, es suficiente mostrar la afirmacion
g9

anterior cuando I = P es un ideal primo de Ok. Sea PO = H Q5', donde @1, ...,Q,

i=1
son ideales primos distintos de O, e; > 1y [0./Q; : Ok /P] = fiparai = 1,...,g.
g

Puesto que E e; fi = n, tenemos
=1

Npx(POk) = HNL‘K ¢ = HPflez P,

4

Proposicion 1.62. Sean K C L C L' campos de niimeros 'y J' un ideal no cero de L'.
Entonces Nk (J') = Nk (Npn(J')).

Demostracion. Por la multiplicidad de la norma relativa, es suficiente mostrar la afirmacién
anterior cuando J' = Q' es un ideal primo de O.. Sea Q' N O, = Q, Q N O = P.
Entonces Ny (Q') = f” donde f” = [O1,/Q' : Ok/P). Por otro lado, Ny, (Q') = Q7
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donde f' = [01//Q': O1/Q]y Nux(Q) = p/ donde f = [OL/Q : Ok /P). Asi f" = ff'
y por lo tanto
Ny (NpiL(Q)) = NL|K(Qf/> = pif = pf" = Nk (Q').
O

Definicion 1.63. Sea K un campo de niimeros, L una extension finita de grado n sobre K
y sean Ok, Oy los anillos de enteros de K, L respectivamente. El discriminante relativo
de L|K es el ideal 5L|K de Oy generado por los elementos AL|K(x1, ..., Ty), para todas
las posibles bases {x1, ... ,x,} de L|K tales que cada x; € Oy..

Proposicion 1.64. Sea {z1,...,x,} una base de L|K tales que cada x; € Op. Entonces
Sk = Apg(x1,...,2,) - O siy solo si Oy, es un O —mddulo libre 'y {x1,...,x,} es
una O —base de Oy,

Demostracion. Ver [30], G, pag. 237. O

Un resultado que nos ayudara a saber qué ideales de K se ramifican en L es el siguiente.

Teorema 1.65. Sea P un ideal primo de Ok. Entonces P se ramifica en L|K siy solo si

Demostracion. Ver [30], Theorem 1, pag. 238. O

Teorema 1.66. Sean K C L C L' campos de niimeros. Entonces
ok = (5L|K)[L/:L] - Npig (6p/L)-
Demostracion. Ver [30], Q, pag. 249. U
Sean p un primo racional, K un campo de nimeros que contiene una raiz p—ésima
primitiva de la unidad ( y Oy el anillo de enteros de K. Sea a un elemento de K que no es
una p—ésima potencia de un elemento de K y consideramos el polinomio F' = 2 — a €

K|z]. Sean t una raiz de F', L = K (t) y Oy, su anillo de enteros. A continuacién daremos
explicitamente la factorizacion de los ideales primos de Ok en Oy..

Proposicion 1.67. Sean P un ideal primo de O, aOx = P"J, donde J es un ideal de

Ok no miiltiplo del ideal P y h > 0 es un entero racional no miiltiplo de p. Entonces
POy = (P, t)P.

Demostracion. Ver [30], J, pag. 320. OJ

Ahora sea P un ideal primo de O tal que aQx = P".J, donde J es un ideal de O no
miultiplo de Py p divide al entero h > 0. Si h > 0, entonces P | aOx yp{th6p | h. El
caso p 1 h es la proposicion anterior. Si p | h, podemos elegir a’ de tal manera que x? — a’
genera la misma extensiéon L|K y P { a’O. De hecho a' es tal que a = a’b". Ahora ya
estamos en el caso de la siguiente proposicién al igual que el caso h = 0.

Proposicion 1.68. Supongamos que Pt aOk y P { pOf. Entonces
(i) Si la congruencia P = a (mod P) es soluble en O, entonces

POp = (P, x —t)(P,x — (t)--- (P, — ("~ '1).
(ii) Si la congruencia x? = a (mod P) no es soluble en Ok, entonces

POy es un ideal primo.
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Demostracion. Ver [30], K, pag. 321. O

Como caso particular tenemos las extensiones relativas cuadréticas, es decir, L| K con
[L : K] = 2. Notemos que en este caso, L|K es Galois y efg = 2, las tnicas formas en la
que un ideal primo P de Ok se puede factorizar en O son: P es totalmente ramificado,
P es inerte y P se descompone totalmente. Concretamente:

(i) e=2,f=1,9=1,eneste caso PO = P? con P un ideal primo de Oy
(i) e=1,f =2,9g=1,eneste caso POy = P con P un ideal primo de Oy.
(i) e =1,f = 1,9 = 2, en este caso POy, = PP, con P; y P, ideales primos de
Or.



Capitulo 2

Ramificacion en el caso ciclico

Lo primero que vamos a destacar es quién es G para f(z) = 2* + pz* + p. Notemos que
f(x) es irreducible en Q[x] por el criterio de Eisenstein. También, como ,/p ¢ Q, entonces
por la afirmacién (i) del Teorema 1.55, Gy = C4y 6 Gy = Ds.

Teorema 2.1. Sean p un primo racional, f(x) = x* + px* + p. Entonces Gy = Cy si 'y
solo si p = 4 + n? para alguna n € N.

. c .. . a
Demostracion. Si Gy = Cy, entonces por la afirmacion (ii) del Teorema 1.55, existe 7 eQ

tal que
2

P’p—4) = Z—2
Por lo anterior, a = pt para algin t € Zy asi b*(p — 4) = t>. Esto tltimo se cumple si y
solo si p — 4 = n? para alguna n € N. Inversamente, si p = 4 + n? para alguna n € N,
entonces
p(p* —4p) = p*(p — 4) = p*n® € Q*,
y la afirmacion (ii) del Teorema 1.55 se cumple y por tanto Gy = Cj. 0
En general, si f(x) = x* + ax? + a es irreducible con a = 4 4+ n?, entonces G 7= Cl.

Corolario 2.2. Con las mismas hipétesis del teorema anterior, Gy = Dy si 'y solo si p no
es de la forma 4 + n>.

En el resto de este capitulo el primo racional p es de la forma 4 +n? y creemos que hay
una infinidad de ellos pero no conocemos una prueba, de hecho, puede ser equivalente a la
conjetura que afirma que hay una infinidad de primos de la forma 1 + n?. En la siguiente
tabla mostramos los primeros 36 primos racionales de la forma 4 + n?.

Primos de la forma 4 + n?
5=2%+12 13=22+32 29 =22 + 52
53 =22+ 77 173 =22 + 132 229 =22 + (5 - 3)?
293 = 22 + 172 733 =2+ (3-3-3)° 1093 = 2% + (11 - 3)?
1229 = 2% + (7 - 5)2 1373 =22+ 377 2029 =22+ (5-3 - 3)?
2213 = 27 + 477 3253 =22 + (19 - 3)2 4229 = 2% + (13 -5)?
4493 = 27 4+ 677 5333 = 22 + 732 7229 = 22 + (17 - 5)?
7573 = 22 + (29 - 3)* 9029 = 2% + (19 - 5)2 9413 = 22 + 972
10613 = 22 + 1032 13229 = 22 + (23 - 5) 13693 = 22 + (13- 3 - 3)*
15629 =22 + (5-5-5)% [ 18229 = 22 + (5 - 3-3)%[ 18773 =22 + 1377
21613 =22 + (7-7-3)? | 24029 = 2° + (31 ) 26573 = 22 + 1632
27893 = 2% + 1677 31333 = 22 + (59 - 3)? 33493 = 22 + (61 - 3)?
37253 = 22 4+ 1932 41213 =22 + (29 - 7)2 42853 = 22 + (23 - 3 - 3)?

29
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Sea K una extension ciclica de grado 4 sobre Q. El siguente resultado serd de gran
utilidad para nuestro estudio de bases enteras e indice en esta clase de extensiones.

Teorema 2.3 (K. Hardy et al [17]). K se puede expresar en forma ivinica como

Q (\/A(D + B\/E)) ,

donde A, B, C, D son enteros tales que A es libre de cuadrados e impar, D = B? + C? es
libre de cuadrados, B > 0,C > 0y mcd(A, D) = 1.

Demostracion. Ver [17] Theorem 1. O
En el caso particular de f = 2% + px? + p, es claro que las raices de f(x) son

\/ —n4/p), \/ (p 4+ n+/p).
Observemos que si Gy = Cy y @ = \/%(p —ny/Dp), B = \/%(p + n,/p), entonces

B € Q(«). También notemos que el polinomio irreducible de \/ A(D + BVD) en el

Teorema 2.3 es f(z) = 2* — 2ADx? + A?2C*D, sin embargo, es posible que el polinomio
irreducible de algtn otro generador del mismo campo tenga término cubico y lineal. Vea
el Lema 2.24.

—1
Teorema 2.4. Sean f(zr) = ' + pr? + pconp = 4+ n? a = 7(]9 —ny/p) y

= \/—(TQ\/T?) Entonces Q(a) = Q(o).

Demostracion. En la siguiente torre de campos

Q(«)

Q(v/p)

|
Q

una Q- base de Q(,/p) sobre Q es {1, ,/p} y una Q-base de Q(«) sobre Q(,/p) es {1, a}.
Por tanto, una Q-base de Q(«) sobre Q es {1, /p, o, \/pa}. Puesto que

2 1
o = ”; o+ 5o € Qla)
entonces Q(a’) C Q(«). El polinomio g(z) = z* + 2px? + n?p es irreducible en Q[x] y
g(a) = 0. Por tanto [Q(c/ : Q)] =4y Q(a) = Q(a). O
Si 8" = \/—(p — 2/p), entonces las raices de g(x) son +a’, +’. Notemos que

A:—]_, B:2, C:n7 D:pa

en el Teorema 2.4 nos produce la igualdad

Q/—(p+2vp)) = Qo).
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Con la representacion KX = Q(«’) podemos calcular la forma general de la traza de un
elemento tipico de K. Antes es necesario conocer la accién de G s sobre las raices de g(z).

Teorema 2.5. Sean K = Q(/), o/, &' las raices de g(x) = x*+2px*+n’p. Entonces
Gal(K/Q) = {01, 09,03,04}, donde

01(0/) =, 02(0/) = —d, 03(0/) =7, 04(0/) —_—

Demostracion. Sabemos que Q(o’) = Q(F') = Q(—a') = Q(—/') y es claro que o; €

Gal(K/Q). Notemos que si a; = o/, ap = ', a3 = —a’ y ay = — ', entonces
0-1<_O/> - _0/7 Ul(ﬁ,) = /7 0-1(_6,) = _/8/7
asi, podemos suponer que
(1234
7123 4
Puesto que 03(a’) = —a/, entonces o9(—a’) = —o9(a/) =,y
4 1 4 1
o2(f) = o2 <—%O/ - %0/3> = _p;;Z oa(a’) — %02(0/>3
— p+40/+i0/3:—5/.
2n

= [, y por tanto podemos suponer que

(12 3 4
2=\ 341 2 )"

De manera similar es facil concluir

Por lo tanto, podemos suponer que

(1234 (123 4
3=\o234 1) 997412 3)"

Finalmente como 02 = 0y, 03 = 04, 03 = 01, concluimos que Gal(K/Q) = (o3). O
Lema 2.6. Sea K = Q() con o/ = \/—(p+ 2./p). Entonces tr(a'®) = —4p y
tr(c) = tr(8') = tr(\/p) = tr(a”®) = 0.
Demostracion. Para la primera afirmacion, y por el teorema anterior
tr(a?) = o1(a?) + o9(a?) + o3(a?) + 04(a?)

— Q% 4a?+ B2+ B2

= —2(p+2vp) =2(r —2vD)

S —
La prueba de las otras afirmaciones es similar . U
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Corolario 2.7. Sea o como en el lema anterior. Entonces
() tr(a?) = =2p - tr(a=2) — n’p - tr(a’~4) si j > 4 es par.
(i) tr(a”) = 0si j € N es impar.

Demostracion. Es claro que o™ = —2pa/? — n?p. Por tanto, para t > 2 tenemos
Q% = o2 o/t = _9pa/?% — p2pa/2t
Por la linealidad de la traza tenemos tr(a’*) = —2p - tr(a/?=2) — n?p - tr(a’*~*). Para la

afirmacion (ii) tenemos:

tr(a”) = o1(a”) + oa(a”?) + 03(a”) + 04(a”) = " + 7 — a” — 7 = 0.

O
Lema 2.8. Sea K = Q() con o/ = \/—(p + 2./p). Entonces N(o/) = N(f') = n’p.
Demostracion.
N() = o1(a)oy(d)os(a’)os(a)
— Oé/(—O/)ﬂl _B/) _ 0/2 12
= (p*—4p) =plp—4)
= n’p.
O

2.1. Base entera

De la teoria cldsica sabemos que para calcular 0k es suficiente conocer una base entera
de K/Q. K. Hardy et al [17] de manera ingeniosa calcularon el discriminante del poli-
nomio irreducible del generador del campo K = Q(«’) y a partir de ahi, obtuvieron el
discriminante del campo d, sin necesidad de conocer explicitamente una base entera.

Teorema 2.9. Sea K = Q(/), con o, ' como en el Teorema 2.5. Entonces:
Sin =3 (mod 4), una base entera para K/Q es
1+ l+yp+tad +p
{w1:17w2:—\/]_)7w3: \/]_) 57
2 4
sin =1 (mod 4), una base entera para K/Q es

1+ Lt it —F 1 Jprd tf
{MZLMZT\@M?): \/1_)404 57w: \/1_94oz 5}'

Demostracion. Se sigue directamente de Theorem en [20], pag. 146. U

Lema 2.10. Sea K = Q(/) con o = \/—(p+2/p),B' = \/—(p—2\/p). Sin =3
(mod 4), entonces
(1) o = —1+ 2ws + 2w;y.
(11) ﬂ, =1- ng + 2&]3 — 2&}4.
(i) /P = —1+ 2wn.
(iv) o + ' = —2wy + dws.
V) o — = =2+ 2wy + 4wy

Wy

_1_\/]_9+a/_ﬁ/
_ ! }

4
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B')? =2(n—p) — dnw,.

B)? = —=2(n + p) + 4nws.

B (o —p') =4 — 8uws.

+P)?=(p—1)+ dw,.

— P’ = (p+3) — 4wy

(xi) \/pa’ = (n —2) — 2nw;y + (4 + 2n)ws + (4 — 2n)w;.

(xii) /pB' = —(n +2) + 4wy — (4 — 2n)ws + (4 + 2n)ws.
o

(xiii) (14 /p)(a' + B') = =4+ (2 — 2n)ws + (4 + 4n)w;s + 8wy

(xiv) (1+/p)(a = B') = (2n —2) — (24 2n)w; + Sws + (4 — 4n)wy

(xv) (I = /D)@' + ) =4+ (2n — 6)ws + (4 — 4n)ws — Swy.

(xvi) (1 —/p)(&/ =) =—(242n) + (2n + 6)ws — 8ws + (4 + 4n)w,
Sin =1 (mod 4), entonces

(1) o = -1+ 2ws3 + 2wy.

(ll) 5/ =—-1+ 20}2 — 2&)3 + 2W4.
(i) \/p = —1 + 2uw».
(iv) o + ' = =2 + 2wy + 4wy.

V) o — (' = 2wy + 4ws.
(Vi) o/ + ') = 2(n — p) — 4nws.
—2(n + p) + 4nws.

(viii) (o’ 6’)( "'—p') =4 — 8uws.
(ix) (14 /p)* = (p— 1)+ 4ws.
x) (1=+/p)* = (p+3) — dwa.
(xi) /pa’ = —(n+2) + 2nw, + (4 — 2n)ws + (4 + 2n)w,y

(xii) /pf’
(xii) (1+ /P

) — 4wy + (4 4 2n)ws — (4 — 2n)wy.

) =—(24+2n)+ (2n — 2)ws + 8wz + (4n + 4)wy
') =—44 (2+2n)ws + (4 — 4n)ws + Swy.

B =(2n—2)+ (6 — 2n)ws — 8ws + (4 — 4n)w,
') =4—(2n+ 6)ws + (4 + 4n)ws — 8wy.

Demostracion. Para el caso n = 3 (mod 4), la base entera es

1+ 1+ p+a +p 1—p+a —p
wlz]-; w2:—\/ﬁ7 w3 = \/]_) “ ﬂ) Wq = \/]_9 a ﬁ
2 4 4
Asi,

1+p+o + 05 1—p+o =5
—1+QW3+QW4:—1+2( \/]340‘ ﬁ)+2( ‘/54 5):0/.

1+ 1+ p+a +p

1 — 2wy + 2ws — 2wy = 1—2<Tﬁ>+2( ‘/734 5)

1_ !/ /
S

1+
—142w, = —1+2<Tﬁ> = /D-

Los casos (iv)-(x) se deducen de los tres casos anteriores, notando que o’ 3" = —n./p.

33
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Vool = %po/ + go/ + /o’ = %po/ + %(p +2,/p)a’
= 20/_2%40{/_%@/3:20/—“”/8/
L R R

- (n—2)—2n(1+2‘/]3) + (4+ 2n) (”\/ﬁza”rﬁ’)
+(4—2n)(1_\/l_’+a’—ﬁ’>

4
= (n—2)—2nws + (44 2n)ws + (4 — 2n)wy.

vt = Lo Loy o =Ly - Lo -2y
= 268+ ]%45/ + %ﬁ’f"’ = 28 +na’

n / /
= —2—n+2+2\/]3—1—\/ﬁ—o/—6/+g+ﬁ+ﬂ+ﬁ

2 2 2
n n no'  npg
+1—\/ﬁ+a’—ﬂ’+§——*2/ﬁ+—2 ——25

= —(2+n)+4(1+\/?_?) _(4_2n)(1+\/ﬁ+a’+5’)

2 4
+(4+2n) (1_\/1_’10‘ _ﬁ)
= —(24n)+4wy — (4 —2n)ws + (4 + 2n)wy.

Los casos (xiii)-(xvi) se deducen facilmente de lo anterior. El cason = 1 (mod 4) se
demuestra de manera similar.

O

Corolario 2.11. Sean w,wq,ws, ws una base entera de K como en el Teorema 2.9. Si
n =3 (mod 4), entonces

p—1

(i)wng—FWQ.

. n—1 3—n 14+n

(i) wowsz = S + 1 wo + 5 w3 + wa.

_—p+2n—-1 1+n 1—n

(111) wowy = 3 — Wy + ws + Wy.

) —p+2n+7 3—n 14+n

(V) wywy = ———— —ws + w3 — 1 Wa.
—p+2n—9 1—n 14+n

(V) w?%: £ wo + w3 + wy.
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) —p—6n—1 1+n 1+n
(vi) wz = 16 + 5 Wy — W3 + 5

Sin =1 (mod 4), entonces

wy.

m@:§%+%
n>—1 n+3 1—n

(11) Wolg = 3 + 1 wo + 5 w3 + wy.
—p—2n—1 n-—1 1+n
(111) wowy = + Wy + w3 + Wy
(iv) —p—2n+7 +3+n +n—1
V) wawy = ——— —Ww w Wy.
3W4 16 2 T L W
s,  —p—2n—-9 1+mn 1—n
(V) wi = 5 + 5 wo + 5 ws + Wy.
) —-p+bn—1 1—n 1—n
(vi) w3 = P G + 5 Wy — w3 + Wy.

Demostracion. Solo haremos la prueba de los dos primeros casos si n = 3 (mod 4). Por
el lema anterior, tenemos

, (1+yvp\° (Q+p)? p—1+4w, p—1
2 4 4 4
" 1+p 1+yp+ad+5  (1+p)?*+ 1+ p)(+05)
W3 = : =
2 4 8
o p— 144wy — 44 (2 —2n)wy + (4 + 4n)ws + 8wy
N 8
n2—1+3—n +1—|—n N
= w ws + wy.
8 4 7 g BT
Los demas casos se demuestran de manera similar. O
Lema 2.12. Sea K = Q(a') con o/ = \/—(p + 2,/p). Entonces
() tr(wg) =
(i) tr(ws) = tr(w4) 1.
(iii) tr(w3) =1+ p.
1
(iv) tr(wows) = —2Fp.
(V) tr(wewyg) = p
. 2 ]- - p
(Vi) tr(wswy) = ( 2) =tr(w?) = —.

4

Demostracion. Para el cason = 3 (mod 4), una base entera de K es

1+./p Il+yp+tad +p l—yp+ao -4

— W= ;W= .
2 4 4

wlzl, Wo =

Asti, por el Lema 2.6,
1+ 4+t
tr(wy) = tr 2\/]_9 = # =2.
1+p+a + ﬁ’) 4+ tr(y/p) +tr(a’) +tr(3')
4 N 4

=1.

m@:w<
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1-— +ao =3 4 —t +tr(a) —tr(f
tT(w4):tT< \/]_?404 ﬁ): T(\/]_?) 4( ) <6):1.
Abhora por el Corolario 2.11,

-1 -1
tr(ws) = tr (])T+w2> :pTZl—l—tr(wg) p—1+2=p+1.

n—1 3—n 1+n
tr + Wy + w3 + Wy

tr(waws) = 5 1 5

— 3 1+
= + ntr(wz) + ntr(Wg,) + tr(wy)

B n2—1+3—n+1+n+1_1+p
N 2 2 2 2

—p+2n—1 14+n 1—n
tr(wewy) = tr( P 8n - wy + w3 + w4)

—-p+2n—1 14n 1—-n 1-p
2 2 L 2 2

—p+2n+7 3—n 14+n

—p+2n+7 3—m 1+4+n 1-p
4 * 4 4 4

tr(ws) =

—p+2n—-9 1—n 1+n
tT( 16 + 5 wo + 5 w3 + Wy
—-p+2n—-9 14+n 1—0p

1 + n+ 5 + 1

trw?) =

6 1 1 1
tr(—p+1g+ N J;nwz_w3+ +nw4)

p+6n+1 1+n 1-p
= —— 41 -1 = )
1 +1+n + 5 1

Para el cason = 1 (mod 4), la base entera es

1+ /p Pt - - pta 4
Tg 0 BT A ) W= 4 '

wlzl, Wy =

Asi, tr(wy) =2y
tr(ws) =t (1-1—\/_-1—&—6/)—4—1-757”(\/13)""”(&/)_”(6/)—1
3) =tr B e o
(1 \/_—}-a +5/) 4 —tr(yp) +tr(@) +tr(F) _
- :
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-1 -1
tr(w3) = tr (])—+w2> :pTél—l—tr(wg):p—l%—Z:p—l—l

4
tr( ) ; n2—1+3—|—n +1—n N
Wows) = w w
T{Was r 3 4 2 9 w3 4
B n2—1+3+n+1—n+1_1—|—p
2 2 2 2
—-p—2n—1 n-1 1+n
tr(wewy) = tr( P 3 + 1 wy + w3 + w4)
—p—2n—-1 n-1 n+1 1-p
p— 1 pr—
2 * 2 T 2 2
—p—2 7 3 -1
tr(wsws) = tr (%—M—i— an3+n4 w4)
—p—2n+7 3+4n n—-1 1-p
= ——2 —=
4 + 4 + 4 4
—p—2n—9 1+n 1—n
tr(w3) = tr( G s s W
—-p—2n—9 1—n 1—p
= —+1 —4+1=—
1 +1l4+n+ 5 + 1
— on—1 1-— 1-—
tr(wi) = tr( p—|—16n + an2—w3+ nw4)
—p+6n—1 1l—=-m 1-—p
1 + n + 5 1

O
Recordemos que en [17], los autores calcularon el discriminante de A sin hacer uso de

alguna base entera. Nosotros vamos a calcular el discriminante de K haciendo uso de una
base entera.

Teorema 2.13. Sea K = Q(«) como en el Teorema 2.4. Entonces §x = p°.

Demostracion. Puesto que d = A(wy, wa, w3, ws) = det(tr(w;w;)), entonces por el Lema
2.12,

4 2 1 1
1 1-—
2 1+4+p % Tp
A(w17w27w37w4) = det 1 1+p 1 -D 1 - D :p3' O
2 4 4
1 1—p 1—p 1—p

2 4 4
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2.2. El indice de un campo de niimeros

Sean K un campo de nimeros de grado n, # € Ok y 0k el discriminante de K. De la
Definicién 1.39 sabemos que A(1,0,...,0" 1) = ind(0)*dk, asi, si K es monogénico,
entonces de la igualdad anterior, ind(f) = 1. Para investigar los primos racionales ramifi-
cados en un campo de nimeros, es el Teorema 1.52 (Teorema de Dedekind) la herramienta
ideal. Antes, necesitamos introducir un objeto aritmético de /& conocido como el indice de
K definido como

ind(K) = med{ind(a) :a € Ogy K = Q(a)}.

Puesto que cada campo cuadratico K es monogénico, entonces ind(K) = 1. Si K es
un campo ctibico, Dedekind ? fue el primero en encontrar un ejemplo de un campo no
monogénico adjuntando una raiz de 2® — 22 — 22 — 8 a Q. También en el caso ciibico,
Engstrom [11] mostré que ind(K) = 1 6 2 y Llorente-Nart en [26] dieron una condicién
necesaria y suficiente para que ind(K) = 2. Varios autores interesados en el tema han
aprovechado el indice para la factorizacion de ciertos primos racionales; por ejemplo, S.
Alaca et al en [1] dan la factorizacion explicita de 20k en campos cubicos con indice 2.
En el caso cudrtico, Engstrom [11] mostré que ind(K) = 1,2,3,4,6 6 12 y Spearman-
Williams mostraron en [33] que todos estos valores se alcanzan en el caso ciclico. Esto no
sucede en campos cudrticos puros (K = Q(+/m), con m libre de cuartas potencias); en
este caso ind(K) =162 [13].

De acuerdo a las hipétesis del Teorema de Dedekind 1.52, éste serd ttil para casi todos
los primos racionales, excepto aquellos primos ¢ tal que ¢ | ind(6), en donde K = Q(6),
para algin 6 € Og; en este caso, algo ingenioso tenemos que hacer para lograr la factor-
izacion de ¢Op . Escondido en el enunciado del Teorema de Dedekind, se encuentra la ruta
a seguir para estudiar la ramificacion de éste conjunto finito de primos: buscar un gene-
rador de K de tal forma que este generador tenga las propiedades adecuadas para poder
aplicar Dedekind.

De acuerdo al Teorema 2.3, cada campo cuartico ciclico K, se puede expresar de forma
tnica como

K=Q <\/A(D+B\/5)) :

En nuestro caso, K = Q (1/—(p + 2/p)), de donde
A=—-1=11 (mod12),B=2=-1 (mod 3),D=p=+1 (mod 3).

De acuerdo a Theorem A en [33] concluimos que ind(K) = 1sip = 2 (mod 3) e
ind(K) = 3sip = 1 (mod 3). Theorem A en [33] da condiciones necesarias y sufi-
cientes para que ind(K) sea 1,2,3,4,6 6 12. Por completes enunciamos este teorema tal
como aparece en [33].

Dedekind publicé los detalles de su ejemplo en Uber den Zusammenhang zwischen der Theorie der
Ideale und der Theorie der hoheren Kongruenzen, Gott. Abhandlungen 1878, 1-23. También puede ser
encontrado en Dedekind Werke 11, 202-223
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Theorem A

A= B = D=l|indK)| A= B= = | ind(K)
1(12) | £1,£2,+£5(12) 1 5(12) | £1,4£2,+5(12) |1 (3) |3
3(12) 1 7(12) [0(3) 3
5(12) | £1,+£2,+512)[2(3) |1 11(12) | £1 (3) 13)(3
5(12) | £3,6(12) 1 1(24) | £8(24) 4
7(12) | £13) 1 524) | +424) 23) |4
9(12) | +£1,2(4) 1 5024) |12(24) 4
11(12) |0 (3) 1 9124) [0(8) 4
11 (12) | £1 (3) 23) (1 13 (24) | 4 (24) 4
1(24) | £4(24) 2 17 (24) | 0 (24) 4
5024) (024 2 17 (24) | £8 (24) 23) |4
5(24) | £8(24) 23)(2 21 (24) [4(8) 4
9124) [4(8) 2 1(24) | 12(24) 6
13 (24) | £8 (24) 2 5(24) | £8(24) 13)|6
17 (24) | £4 (24) 23) (2 13(24) | 0 (24) 6
17 (24) | 12 (24) 2 17 (24) | £4 (24) 13)|6
21 (24) | 0(8) 2 124) [0(24) 12
1(12) | £3,6(12) 3 524) | +424) 13|12

13 (24) | 12 (24) 12

17 (24) | £8 (24) 13|12

El siguiente resultado da las condiciones necesarias y suficientes para que ind(K) = 3.

Teorema 2.14. Sea K = Q ( —(p+ 2\/]_9)) con p primo racional de la forma 4 + n>.
Entonces ind(K) = 3 siy solo si 3 | n.

Demostracion. Si n = 3t para algin t € Z, entonces
p=4+9>=1+B+9*) =1 (mod 3).

Por Theorem A en [33] ind(K) = 3. Inversamente, si ind(K) = 3, entonces p # 2
(mod 3). Como p = 4 +n? > 3 es primo, entonces p = 1 (mod 3). De lo anterior, n = 0
(mod 3). O

Corolario 2.15. Sea K = Q ( —(p+ 2\/@), con p primo racional de la forma 4 + n?.
Entonces ind(K) = 1 si 'y solo si 3 { n.

Demostracion. Es consecuencia directa del Theorem A en [33] y del teorema anterior. [

Ejemplo 2.16. Sean K = Q(\/—(B +2v13))y K' = Q(\/—(173 + 24/173)). Como
13 =4+ 3% 173 = 4 + 132, por el teorema anterior, ind(K) = 3 e ind(K') = 1.
Del teorema anterior concluimos que ¢ = 3 es el Unico primo racional para el cual

no podremos aplicar el Teorema de Dedekind, por lo que tendremos que dar la descom-
posicion de 3O de otra manera.

En lo que sigue de este capitulo calcularemos la factorizacion explicita de cualquier
primo racional ¢ y dejaremos al final el caso ¢ = 3y 3 | n por tratarse de un primo especial
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pues para la factorizacién del ideal 3Ok no podemos usar Dedekind; en todos los demas
casos se puede utilizar Dedekind.

Sea K = Q(«), con araiz de f(x) = x* + pz? + p. Puesto que dx = p, entonces p
es el tnico primo racional que se ramifica en Ok y el siguiente teorema nos da la forma
explicita de dicha ramificacion.

-1

Teorema 2.17. Sea K = Q(«), con a = 7(1) — ny/p). Entonces pOy = (p, a)™.

Demostracion. Primero veremos que N (,/p) = p* y N(a) = p. Por el Lema 2.8,

VB = N () = N (S NN = it o) = 5

n+ 2 n+2 1, .,
Vi = ("R = Y ) = v (M2 D) NG = ) =
Ahora veamos que ind(a) = 2?n?. Como f'(a) = a(4a® + 2p), entonces
N(f'(a)) = N(a - 2n-/p) = N(a)N(2n)N(y/p) = p(2n)"p*.
2y
Por la Proposicién 1.41, A(a) = 2*n*p3. Asiind(a) = -— = 2’°n°. Finalmente,
p
puesto que ind(a) # 0 (mod p), entonces por el Teorema de Dedekind, pOy = (p, a)™.
0
Observaciones:
(i) Sia’ = /—(p+ 2y/p), entonces g(x) = Irr(e/,Q) = 2* + 2pa® + n’p, asi que

g'(a’) = —8a/\/py por tanto
N(g'(a)) = N(8)N(a/)N(v/p) = 8'n?*p’

Por lo anterior es claro que entonces ind(a') = 2°ny pOx = (p, a’)*.
(i) Como a* + pa? + p = 0, entonces p = a(—a® — pa) y por tanto (p, a) = (), es
decir, pOx = {(a)*.

2.3. Descomposicion de ¢Oy, g1 n

Sabemos que p es el tnico primo racional que se ramifica en O, por tanto, cualquier otro
primo racional ¢ es no ramificado, es decir, e = 1. Asiefg = fg = 4, de donde

g=1, g=2, 06 g=4
—1
Teorema 2.18. Sean K = Q(«), con o = 4/ 7(}) — ny/p). Para q un primo racional tal

que q £ 2,py q1tn secumple:

(1) Si <E> = —1, entonces qOx = (q) es ideal primo de Ok, es decir, q es inerte
q

en Og.
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—p— 2t
(i) Sip =t* (mod q) para algint € Z y ( P ) = —1, entonces
q

qOk = (q,0” + a1a + ag) (g, & + b + by),
donde ay, agy, by, by € Z satisfacen
o'+ pr® +p=(2® +arw +ag) (@ + bz +by)  (mod q).
—p — 2t

(iii) Sip =t* (mod q) para algint € Zy ( ) = 1, entonces

qOK = <q7 o+ a0><Q7 o+ b0><Q7 o+ CO><Q7 o+ d0>7
donde ay, by, co, dy € Z satisfacen
t +pr? +p = (v +ao)(z+bo)(z+co)(x+dy) (mod q).

Demostracion. Por hipétesis, ind(a) #Z 0 (mod q), es decir, podemos usar el Teorema de
Dedekind. Notemos que

(=)= () () - ()

. (p p* —4p . .
Si (—) = —1, entonces ( ) = —1 y por el Teorema de Carlitz 1.58 parte (iv),

4q q
f(z) = z* + pz* + p es irreducible en F, [x]. Por lo tanto ¢qOx = (g, a* + pa® + p) = {(q),
es decir, ¢ es inerte en Ok y mds aun, es principal.
24 —p — 2t
Para la afirmacion (ii), si (1—7) = 1, entonces (p p) =1.Si ( P ) = —1,
q 4q 4q
por el Teorema de Carlitz parte (iii) f(z) = 2* + pz? + p es producto de dos polinomios

cuadraticos ménicos irreducibles distintos médulo g. Si escribimos
vt +pr® +p= (22 + a1w + ao) (@ + bir +by)  (mod q),

y P = {q,a*+ aja+ag), Po = (g, a® + by + by), entonces por el Teorema de Dedekind
tenemos

@Ok = P\ P,
con Py, P; ideales primos de O.

. o (D
Para el inciso (iii), si | = | = 1, entonces
q

(=) () - ()~
q q q ’
y por el Teorema de Carlitz parte (i), f(z) = 2*+pa*+p es producto de cuatro polinomios
lineales monicos distintos médulo ¢. Si escribimos

2 +pr® 4+ p = (x4 ag)(z +bo)(z +co)(w+dy) (mod q)
yPr={(¢a+ay), P, =(q,a+by), Ps={(qa+co), P, =(q,a+ dy), entonces

@Ok = PLP, P3Py

con Py, Py, P35, P, ideales primos de O.
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Corolario 2.19. Sean K como en el teorema anterior y ¢ = 3. Entonces 3Ok es un ideal
primo de Ok.

Demostracion. Como 3 { n, entonces n = 3mg + ¢, con t = 1, 2. Por tanto
p=4+0Bmy+t)*=2 (mod 3).

Asi que, <§) = —1 y por el inciso (i) del teorema anterior, 3Ok es un ideal primo de
Ok. U

2.4. Descomposicion de Oy, g |nyq+#3

En el Teorema 2.17 vimos que ind(a) = 2?n? y en la observacion que sigue a la prueba
del mismo teorema mostramos que ind(a’) = 2°n. En suma, @ y o’ no cumplen una de
las hipétesis del Teorema de Dedekind para factorizar ideales generados por ciertos primos
racionales.

Lema 2.20. Sean p = 4 + n? un primo racional y k € 7. Entonces el polinomio
h(z) = 2" + 2p(1 + k*)2® + p(4k — n(1 — k%)) € Z[]

es irreducible.

Demostracion. Sean b = 2p(1 + k?) y d = p(4k — n(1 — k?))? y notemos que

b —4d = 4pP(1+ k) — dp(dk —n(1 — k*))?
= 4p[(4+n?)(1 + 2k + kY — (16k% — 8kn(1 — k?) + (1 — k?)?n?)]
= 16p((1 — k) + kn)*.
)

—b+2Vd = —2p(1+E?) +2(4k — n(1 — k) /p.
—b—2Vd = —2p(1+K?) —2(4k — n(1 — k%)) \/p.
De lo anterior, b>—4d, —b+2v/d, —b—2+/d ¢ Q2. Por el Teorema 1.57, h(x) es irreducible.
]
Proposicion 2.21. Sea K = Q(o/) con o/ = \/=(p+2yp) y B = /= —2D).
Entonces

(i) Q') = Q(o/ + kf') para todo k € Z.
(i) ind(a’ + kB') = 25(4k — n(1 — k?))(k* — 1 — kn)2.

Demostracion. Para el inciso (i) notemos que o/, 3 € Q(c), asi Q(/ + kf') C Q(/),
ahora notemos que si x = o/ + k', entonces

2?2 = (o +kB)?
= o? 4+ 2kd B + kB
= —(p+2vp) - 2knyp — K(p — 2v/p)
Asi 2% 4+ p(1 + k*) = (=1 + k* — kn)2,/p, si elevamos al cuadrado la igualdad anterior,
ot + 2p(1 + k*)2? + p*(1 + k%)% = (1 — 2(k* — kn) + (K* — kn)?)4p,
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de donde 2* + 2p(1 + k?)2? + p2(1 + k2)2 — 4p(1 — 2(k* — kn) + (k> — kn)?) =0y
asi % + 2p(1 + k%)% + p(4k — n(1 — k?))? = 0, es decir h(ca/ + kB’') = 0y por el lema
anterior, h(z) = Irr(a/ + k', Q). Por lo tanto

[Q(a + kp') : Q] = 4.
De lo anterior, Q(a’) = Q(«/ + kf’). Para la afirmacién (ii), sabemos que
D(a' +kp')

ind(o/ + kf') = 5
K

y D(a’+kp)=N(h(a"+ k),
y como
W(a' +kB) =4 +kB)((« +kB')* +p(1+ k) = 4(a/ + kB')(2k* — 2 — 2kn)\/p,
entonces
NN (o' +kB)) = N@A)N(d + kB )N(2k* — 2 — 2kn)N(,/p)
= 4'p(4k —n(1 — k*))?(2k* — 2 — 2kn)*p?.

pS
= 204k —n(1 — E*)(k* — 1 — kn)>.

ind(d + kB = \/ A'p*(4k — n(1 — k%))*(2k* — 2 — 2kn)*

U
Sea ¢ un primo racional tal que ¢|n. Es facil verificar que ¢|ind(o/ + k') si 'y solo si
qlk—1 6 q|lk 6 q|k+ 1.
Proposicion 2.22. Sean K = Q(a) con o' = \/—(p +2/p), 01 = &/ + 2" y q un primo
impar tal que q | n, ¢ # 3. Entonces
i) Q') = Q(61).
(ii) q 1 ind(6,).
Demostracion. La afirmacion (i) se cumple por la proposicion anterior parte (i) tomando
k = 2. Para la afirmacion (ii), tenemos
ind(0;) = 2°(3n + 8)(3 — 2n)*.
Por lo que

(1) Sigq | 3n + 8, entonces g = 2, lo cual no es posible, por tanto ¢ 1 3n + 8.
(2) Siq | (3 —2n)?, entonces ¢ = 3, lo cual no puede ser, por tanto ¢ { (3 — 2n)?%.

Por lo tanto ¢ 1 ind(6,). O

Teorema 2.23. Sean K = Q(o') con o = \/—(p + 2/p) y q primo impar tal que q | n'y
q#3

(i) Sig=5,7 (mod 8), entonces qOx = {(q, 03 +a101 + ag){q, 6% + b10; +by) donde
ay, ag, by, by € Z satisfacen

vt +ax® + b= (2* + a1+ ag)(z? + by + b)) mod q.
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(ii) Siqg = 1,3 (mod 8), entonces qOx = (q,01+ag){q, 01+bo){q, 01+co){q, 01 +dp)
donde ay, by, cy, dy € Z satisfacen

' +az? + b= (z+ao)(w +bo)(x +co)(r +dy) (mod q).

Demostracion. Como K = Q(6,), con 0; = o/ + 20" y ind(6;) # 0 (mod ¢), podemos
aplicar el Teorema de Dedekind. Recordemos que Irr(0;, Q) = z* + 10px? + p(3n + 8)2.
Si ¢ = 5, la factorizacioén de Irr(6,, Q) en F5[x] es

' +10pz +p(3n +8)2 =2 + 1= (2 +2)(2® +3) (mod 5),
asi que
50k = (5,07 +2)(5,07 + 3).
Paraq > 5
' +10pz® +p(3n +8)2 = 2 + az® + b  (mod g),

cona=2%-5 (mod ¢q) y b= (2*)? (mod ¢). Notemos que

@)= (57)-) - (0)

Si t = 2* como en el Teorema de Carlitz 1.58, afirmacién (ii) 6 (iii), tenemos

(272 (252) - () ).

Por lo tanto, por las Leyes Suplementarias

—a—2t\ 1 si ¢g=1,3 (mod 8)
q | =1 si ¢=5,7 (mod8) "

Por lo anterior, si ¢ = 5,7 (mod 8), por el Teorema de Carlitz parte (iii), x4+ ax? +b
es producto de dos polinomios cuadrdticos ménicos irreducibles distintos en I [z]. Si
escribimos z? + az? + b = (2% + a1z + ap) (2 + byx + by) en Fy[z] y

P = <Q70% + a0y +ap), Po= <q,Hf + b161 + bo),

entonces
Ok = PP,

con P, P, ideales primos de Ok. Si ¢ = 1,3 (mod 8), por el Teorema de Carlitz parte
(i), * 4+ ax? + b es producto de cuatro polinomios lineales ménicos distintos en F[z]. Si
escribimos

' +ar? + b= (v +ao)(x+b)(x+ co)(z +dy) (mod q),
y Pr = (q,0h + ao), P> = (q, 601 + bo), Ps = (q, 61 + co), Py = (g, 61 + do), entonces
qOk = PP, P3Py,

con Py, P5, P3, P, son ideales primos de O. ]
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2.5. Descomposicion de 20
Hasta este momento tenemos K = Q(a) = Q(a/) = Q(6;) con
ind(a) = ind(a’) =ind(f;) =0 (mod 2),

de modo que si queremos utilizar el Teorema de Dedekind, tendremos que encontrar un
nuevo generador § € Ok tal que K = Q(0) e ind(f) # 0 (mod 2). Sabemos que este
nuevo generador existe pues ind(K) # 2.

1 /
Lema 2.24. Sea 0 = e , con o/ = \/—(p+2./p). Entonces
Q) h(z)=Irr(0,Q) = z* — 223+ 2(k + 1)2® — (2k + 1)z + k?, donde k € Z es tal
que p = 4k + 1.

(ii) El polinomio r(x) = x* + = + 1 es irreducible en Fs|z).

1
Demostracion. La afirmacion (i) se sigue de observar que h(f) = 0y h(x + 5) es irre-

ducible en Q[z]. Para la afirmacién (ii) supongamos que r(x) no es irreducible médulo 2.
Entonces algunas de las siguientes factorizaciones se cumple en [ [x]:

ot + x4+ 1= (2 +a)(@® + byx? + biz +by)  (mod 2),
o+ 1= (22 a4 ag) (@ +br+by)  (mod 2),

'+ x4+ 1= (v +a)(r+bo)(xr+co)(x +dy) (mod 2).
En el primer caso tenemos las siguientes relaciones entre coeficientes:

by+ay=0 (mod?2) (1)
b1 +apby =0 (mod 2)  (2)
b() + a061 =1 (mod 2) (3)

agbp =1 (mod 2) (4)

de (4), ap = by = 1 (mod 2), ahora por (1), by =1 (mod 2) y por (2), by =1 (mod 2).
Por tanto (3) no es posible. En los otros dos casos concluimos lo mismo. Por lo tanto
r(z) = 2* + z + 1 es irreducible en Fy[z].
O
De acuerdo a la afirmacidn (i) del lema anterior, 6 es un entero algebraico y

1 (67) = 2%2]: <Dtr(a'j—k).

k=0

14+ o

Lema 2.25. Sean oo = /5t (p — ny/p), &/ = /—(p+2/p) y 0 = 5 Entonces

(1) Q(a) = Q(6).
(ii) ind(0) = n.

1 /
Demostracion. El Teorema 2.4 nos asegura que Q(o’) = Q(«), asi que § = ra

Q(a). Por tanto Q(f) € Q(«). Por la afirmacién (i) del lema anterior, [Q(0) : Q] =4y
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por tanto Q(«) = Q(#). Para la afirmacién (ii) primero vamos a calcular las entradas de la
matriz (tr(6%)):

1r(0) = %tr(l +al) = %(4 +0) =2,

(%) = or((1+ @) = (4~ 1p) = 1=,

1 1 1-3
tr(6) = Str((1+ o)) = 2(4—12p) = —,
1 1 —1)2
tr(0%) = 1—6757"((1 +a)t) = 1—6(4 —24p+4p(p+4)) = (p ) ) ,
1 1 1410 5p?
r(6°) = 5tr((L+o)%) = o (4 — 40p + 20p(p +4)) = %,
1 1 1+ 45p + 3p* — p?
tr(6°) = gptr((1+a’)’) = =2 (4=60p+60p(p-+4)—4p*(p+12)) = z p—1|-6 —
Por lo tanto
4 P 1—p L _23p
1-3 —1)?
o 5 - : p (p - ) 2
4 8
1-3p (p—1)% 1+10p+5p*> 1+4dp+3p*—p?
2 4 8 16
n2p?
Asi obtenemos ind(0) = 5 =N O
p

Teorema 2.26. Sea K = Q(a) con o = \/=H(p — ny/p). Entonces 20 es un ideal

primo principal de Ok.

Demostracion. Por el lema anterior, K = Q(6) con ind(6) = n y n impar, es decir,
ind(f) # 0 (mod 2). Por tanto podemos usar el Teorema de Dedekind.

Sabemos que Ir7(0,Q) = z* — 22 + 2(k + 1)2? — (2k + 1)z + k2. Por otro lado,
p=4+n? conn = 2] + 1 para algin | € Z. Entonces p = 4k + 1 = 41> + 4l + 5, de
donde k = [2 + [ + 1. Asi,

vt —20% +2(k+ D)2 — 2k + Dz + k=2 +2+1 (mod 2),
el cual, por el Lema 2.24 parte (ii), es irreducible en [F5[x]. Por lo tanto,
20 = (2,0 + 0+ 1).
Finalmente observemos que N((2,6* + 6 + 1)) = 2%, N((2)) = N(2) = 2*y (2) C
(2,0 +0+1),asf (2,04 +0+1) = (2).
U

2.6. Descomposicion de 30, con 3 | n

En el Corolario 2.19 probamos que si 3 t n, entonces 3O es un ideal primo en Ok.
En el caso en que 3|n no podremos utilizar el Teorema de Dedekind pues en este caso
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ind(K) = 3 lo que nos dice es que no existe un generador v € Ok tal que 3 { ind(y). De
modo que tendremos que factorizar 3O con una estrategia diferente.

Lema 2.27. Sean K = Q(o') con o/ = \/—(p+ 2,/p) y {w1, w2, ws, w4} la base entera

de Ok que aparece en el Teorema 2.9. Entonces

L 3+ad
(1) = 1+W3—|—W4.
L. h—ad
(11) 205 :3—w3—w4.
o0+
(111) 5 =2+ w3 + wa.

Demostracion. Sin = 3 (mod 4), entonces

1+ y 1+t + 3 1l \ptad =p
- 2 ) 3 — 4 ; 4 — 4

wr =1, wy

es una base entera de Oy . Asi

L+ p+a/ 48 1-p+a' —f

1+w3+w4 = 1+ 4 1
A4+1+p+o+0+1—p+ao —p
N 4
3+
= 5

Las afirmaciones (ii) y (iii) se justifican de manera similar. El caso n = 1 (mod 4) es
idéntico.
O

Proposicion 2.28. Sea K = Q(a') con o/ = \/—(p + 2,/p). Consideremos los ideales

3+a 5—ao 5+ad
M = P = P, = )
<37 9 >7 1 <37 92 >7 2 <37 2 >

Entonces

(i) M =3Z+ (34 3w3)Z + (—4 + ws — 3w3)Z + (1 + w3 + w4)Z.
() P =32+ (—17T4+ w3)Z + (-8 4+ w2 + w3)Z + (—3 + w3 + w4)Z.
(iii) Po =3Z+ (=14 w3)Z + (w2 + 3w3)Z + (2 + w3 + wy)Z.
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Demostracion. Primero analizemos el caso n = 3 (mod 4). Para v € M, tenemos que

3+d
v=3n+ 2

3+
v o= 3+t Y2

) Yo, para ciertos vy, v2 € Of. Asi

2
= 3(a; + agwq + azws + aswy) + (1 + w3 + wy) (b1 + bows + bsws + bywy)
_ [3a1+bl+n_3b2+_p+2n_1b3+_p_82n+3b4}
+_3a2—”g352—”;1b3+”;1b4}w2
+:3a3+bl+";3b2+"19b3—"1164}%
+_3a4+b1+B;nb2+3;nbg+ni5b4}w4.

Si escribimos n = 4[ 4 3 para algin [ € 7Z, entonces
v = [3a1+ by 4 1by — (21° + 20+ 1)bs — (20 + 41 + 2)b4]
+ [3ag — 2lby — (21 + 2)bs + (21 + 1)by] wo
+[3as + by + (20 + 3)by + (1 + 3)bg — (I + 1)by] w3
+[3ay + by — 21by — 1bg + (I 4 2)by] wy.

Seaxr = 3&4 -+ bl — 2lbg — lbg + (l + 2)b4 Entonces b1 =T — 3&4 -+ 2lb2 + lb3 — (l + 2)b4
Asi

v = [3a1 —3ay + 3lby — (20> + 1+ 1)bg — (21> + 51 + 4)by]
+ [3@2 - 2lbg - (2l -+ 2)b3 + (2l + 1)[)4] %)
+[3as — 3ag + (41 + 3)by + (21 4 3)bg — (21 + 3)bs] ws + (1 + w3 + wy)z.

Si Yy = 3@2 — 2lb2 — (2l+2>b3+ (2[—'- 1)b4, entonces (2l+ 1)b4 = y—?)CLQ +2lb2 + (2l+2)b3
Asi que

v = [3ai +12as — 3ay — 5lby — (21> 4+ 91 + 9)bs — (20* — 31)b4]
+[3as + 9ag — 3as + (=21 + 3)by — (41 + 3)bs + 41by] w3
+(—4 + wy — 3ws)y + (1 + w3 + wa).

Como 3 | nyn = 4l + 3, tenemos [ = 3t, para algin ¢ € Z. Por tanto

v = [3ai+12as — 3ay — 5lby — (21> 4 91 + 9)bs — (20* — 31)b4]
+3 [CL3 + 3@2 — a4 + (—2t + 1)b2 — (4t+)b3 + 4tb4] w3
+(—4 + way — 3(4.13)3/ + (1 + ws + CL)4>£C.

Sea z = a3+ 3as — ag + (=2t 4+ 1)by — (4t + 1)bs + 4tby. Entonces ay = —z + ag + 3as +
(=2t + 1)by — (4t+)bs + 4tb,.
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v = 3lai+as—az— (1+3t)by — (6> + 13t + 4)b — (6¢* + t)bs]
+(3+3w3)z + (—4 + wy — 3ws)y + (1 + w3 + wy)z.

Por lo tanto, M = 3Z + (3 + 3w3)Z + (—4 4+ wy — 3ws)Z + (1 4+ w3 + w4)Z.
o
Parad € P, 6 = 36, + (5 a ) 09, con 01, 0o € Of. Entonces

5 = 351+<5_20‘)52

= 3(c1 + cawa + c3ws + cawy) + (3 — wy — wy)(dy + dows + dsws + dywy)
= [3c1 4 3dy — ldy + (20 + 20 + 1)ds + 2(1 + 1)dy]

+[3co + (20 + 4)dy + (21 + 2)d3 — (21 + 1)dy] wo

+[3cs —dy — (21 4+ 3)da + (1 — 1)ds + (I 4 1)d4] w3

+ [3eq — dy + 2ldy + ld3 + (2 — 1)dy] wy.

Seax = 3¢y —dy +2ldy+1d3+ (2—1)dy. Entonces dy = —x+ 3¢y + 2ldy +ld3+ (2 —1)d,.
Asi

6 = [3c1+9cy +5ldy + (20 + 51 + 1)ds + (21° + 1 + 8)dy]
+[3ca + (21 + 4)dy + (20 + 2)d3 — (21 + 1)d4] wo
+[3e3 — 3eq — (4l + 3)do + (1 — 20)ds + (21 — 1)dy) ws + (=3 + w3 + wy)x.

Seay = 3cy + (21 + 4)ds + (20 + 2)ds — (21 + 1)d,. Entonces — (2l + 1)dy = y — 3co —
(20 4+ 4)dy — (21 + 2)ds. Asique

6 = [3c1+24cs + 9cqy + (21 + 32)dy + (217 + 211 + 17)d3 + (21* — 150)d,]
+ [363 - 302 — 3C4 — (4l + 7)d2 — (4l + 1)d3 + 4ld4] w3
H(—=8 4wy + w3)y + (—3 + w3 + wy)z.

Sea z = 3¢5 — 3co — 3¢y — (4l + T)dy — (41 + 1)d3 + 4ld,. Entonces —(4l + 1)ds =
z — 3¢3 + 3¢a + 3¢4 + (41 + T)dy — 4ldy. Por lo tanto
6 = 3o —9c+ 17c5 — 1dey — (4Tt 4 29)ds + (6% — 4Tt)d3 + (61% + 53t)d.]

H(—17T 4+ w3)z 4+ (—8 + wo + w3)y + (—3 + w3 + wy)x.

Por lo anterior, Py = 3Z + (—17 + w3)Z + (=8 + we + w3)Z + (—3 + w3 + w4)Z.
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54+ a
2

po= 3w+ (52a>ﬂz
= 3(e1 + eqws + e3ws + eawy) + (2 + w3 + wa) (f1 + fows + faws + faws)
= [Ber +2fi+1fa— (2P + 20+ 1) f3 — 2(1 +1)* f4]
+[3eg + (1 —20) fo — (21 4+ 2) f5 + (20 + 1) f4] w2
+[Bes+ fi+ 2L+ 3)fo+ (1 +4)f3(1+ 1) fa] ws
4 [Beq + f1 — 2Ufy — Lfs + (1 + 3) f4] wy.

Seax = 3es+ f1 — 2l fo — If3+ (I +3) fs. Entonces f; =z —3e, + 2l fo+1fs— (14 3) f4
y asi

Parap € P, 6 = 31 + ( ) 2, con (i1, (e € Of. Asi tenemos

p = [3er—6es+5lfs — (20 + 4l + 1) f3 + (—20° — 61 — 8) f4]
+[Bea + (1= 20) fo — (21 +2)fs + (21 + 1) fu] wy
+[3es —3es+ (4L +3)fo+ (20 4+ 4) f3 — (21 + 4) fu] ws + (2 4+ w3 + wy)z.

Seay = 3es + (1 — 21)fo — (20 + 2)f3 + (2L + 1) f4. Entonces (1 — 21)f, = y — 3es +
(20 +2)f3 — (20 + 1) f4. Por lo tanto

po= [3e1—6es+5lfs — (21 + 4l + 1) f3 + (—20° — 61 — 8) f4]
+ {363 — 364 + 10lf2 — 962 + (Sl + 10)f3 — (8l + 7)f4] w3
+(ws + 3ws)y + (2 + w3 + wy)z.

Sea z = 3e3 — 3eq + 100 fy — 9ey + (81 + 10) f3 — (81 + 7)f4. Entonces (81 + 7)fy =
—z+ 3e3 — 3ey + 100 fo — 9ea + (81 + 10) f3. Asi que

p = 3[er —3ea+ e3 — 3eq + bl fa + (—6t° + 4t + 3) f3 — (6> + 14t + 5) f4]
+(—1+ws3)z+ (wo + 3ws3)y + (2 + w3 + wy)x.

Por lo anterior, es claro que Py = 3Z + (—1 + w3)Z + (w2 + 3w3)Z + (2 + w3 + wy)Z.
Elcason =1 (mod 4) es similar. O

Corolario 2.29. Sean K = Q(o'), M, P, y P, como en la proposicion anterior. Entonces
N(M) =9, N(P,) = N(P,) = 3.

Demostracion. De acuerdo a la proposicion anterior, una base entera para M es:
3, 3+3W3, —4+w2 —3&)3, 1+w3—|—w4.

Para calcular el discriminante de la base entera anterior necesitamos lo siguiente:

tr(9) =
tr(3(3 3cu3)) =9tr(1 4+ w;) =9(4+ 1) = 45,

tr(3(—4 + wa — 3ws)) = 3tr(—4 +wy — 3wy) = 3(=16 +2 — 3) = =51,
tr(3(1+ws +wy)) =3tr(l+ws+wy) =34 +1+1) =18,
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1
tr((3 4 3w3)?) = 9tr(1 4+ 2wz + w?) =9 (4 +24+ Tp)’

tr((3 + 3ws)(—4 + wy — 3w3)) = 3tr(—4 + wy — Tws + wows — 3w?) =

1+p 1—p p—17
-1 - _ =1
3( 64+2—T7+ 5 3 1 ) 5< 1 ),

tr((3 4 3ws) (1 + ws +wyq)) = 3tr((1 + w3)? + wy + wswy) =
25 —p 1—0p 15—p

1 _— —
(B i) =5 (B0,

tr((—4 + wgy — 3ws3)?) = tr(16 — 8(wy — 3ws) + (wo — 3ws3)?) =
1-1 289 —1
16(4) — 8(—1) 4 L1 _ 289~ 17p

4 4
—51+3
tr((—4 + w — 3w3) (1 + wy + wy)) = Tp,
tr((1+ws +wg)?) =tr(l+2(ws +ws) + (wg +ws)?) =4+4+1—-p=9—1p
Finalmente, puesto que
36 45 —51 18
45 225 —9p 15p—255 45— 3p
4 4 2
A(3, 343ws, —4+wy—3ws, 1+ws+w,) = det 51 15p — 255 289 —17p 3p—51
4 4 2
18 45 — 3p 3p — 51 9_
2 2 b

tenemos A (3, 3+ 3ws, —4+ws —3ws, 1 +wz+w,) = 3*p>. Por el Teorema 1.31 concluimos
que
34p3
3
Siguiendo las mismas ideas, podemos comprobar facilmente que N (P;) = N(P) = 3.
U

Del corolario anterior, la afirmaciéon N(P;) = N(FP,) = 3 implica que P, y P, son
ideales primos de O y P, N Z = P, N 7Z = 3Z. También notemos que 30k C M P, P.
El objetivo es mostrar la igualdad 3O = M P, P;.

Recordemos que p es un primo racional de la forma 4 + n?, para alguna n € Ny por
tanto p es de la forma 4m + 1 para algin m € N.

Lema 2.30. Sea K = Q(a'), cona' = \/—(p+2/p)yp = 4 4 n? = 4m + 1. Entonces
(1) m = 3k para algun k € Z.
3 2 -2
(i) +oz.a +(p )6301(-
4
Demostracion. (i) Sin = 4l + 3, tenemos m = 412 + 6] + 3 y como 3 | n, entonces
[ = 3t, para algin t € Z. Por lo tanto, m = 3(12752 + 6t +1). Sin = 41 + 1, entonces

m=41>+20+1 y como 3 | n, obtenemos 3t = 4l + 1, para algiin ¢ € Z. De lo anterior,
I+1=3t—-1)yasim=4P4+21+1=37+ (1+1)> =3(1*+ 3(t — 1)*).

N(M) = =32
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Para la afirmacion (ii) aplicamos el Lema 2.27. Sin = 3 (mod 4), entonces
3+a o?+(p—2)
2 4

= (14 w3 + wy)(—w2)

= —Wz — Was — Walg

n2—1+3—n +1+n n
= —Wy — w w3 + w
2 3 1 2 5 3 4
—p+2n—1 1+n 1—n
— — Wo + W3 + W4q

8 4

B 3—n_3—nw _3—|—nw _3—nw

-4 e R

Puesto que n = 41 + 3, con [ = 3¢, tenemos

3 / 12 _2
tao’ a4 (p ):—3t+6tw2—3(2t+1)u)3+6tw463(9K-

El cason = 1 (mod 4) se justifica de manera similar.

U
Teorema 2.31. Sea K = Q(o), con o/ = \/—(p + 2/p). Consideremos los ideales
3+« 5—« o+«
< ) 9 > ) 1 < ) 2 > ) 2 < ) 2 >
Entonces
30[{ = MP1P2.
Demostracion. Primero vamos a probar
5—da 5+
P1P2 = <3, B > <3, B > = <3, —CL)Q> 5
es decir, queremos probar
54a 5—a"\ 25+p+2p
3 = (3, —wy).
((5) 5 (5). 2222 <
Observemos que, sin importar n = 3 (mod 4) 6 n = 1 (mod 4), de acuerdo al Lema
25+p+2
2.27 es fécil ver que el ideal <9 3 <5 + a > ( ) p \/—> lo podemos

escribir como:

23
<9,6+3w3+3w4,9—3a)3 — 3w, Ip +w2>.

En seguida vamos a mostrar que
23+p

<9,6—|—3w3—|—3w4,9—3w3 — 3wy, +w2> = (3, —wo).

Primero observemos lo siguiente:
9, 6+ 3ws+ 3wy, 9—3ws— 3wy € (3, —wo).
Siguiendo la notacién del Lema 2.27 y la afirmacién (i) del mismo, tenemos que

23+p
4

+wy=6+m+wy,=312+k)+ws € (3, —ws).
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23+0p

Por lo tanto, <9, 6 + 3ws + 3ws, 9 — 3ws — 3wy, + w2> C (3, —wy). Puesto que

54 a 5—o 23 23
3:2(9)—3( 2a>—3( 2&), sz( Z_p+w2)—( Ip)eplpz,

2
-2
tenemos (3, —wy) C Py Py y asi P, Py = (3, —w,). Finalmente, como —ws = —— & =/ + Elp ),
entonces
3 ! 3 / /2 —92) 3 / 2 _9
MPP, = <3, ta > (3, —ws) = <9,3 ZO‘ 32 +ip ), ZO‘ a +ip >>7

y ya tenemos todo para mostrar M P, P, = 30j. Primero notemos que

12 -9 3 /
9, 3%:—3% 3 +20‘

=3+ 3wz + 3wy € BOK,

3+a a?+(p-2)
4

/ 2 -9
<3’ 3—;04 > <37%> C 30g.

3 ! 12 -9
Puesto que NV (<3, ra > <3, %>> = N(30k), entonces por el Lema

2
1.44,

€ 30k, es decir,

por la parte (i1) del lema anterior,

3 ! 2 -9
MP,Py = <3, zo‘ > <3, %> — 30,

O

Por las observaciones hechas al principio de la seccion 2.3 con ¢ = 3, el ideal 3Ok no

puede ser producto de tres ideales primos, y como P, P, son ideales primos, entonces M
no es un ideal primo. Enseguida vamos a dar la factorizacion de M.

Proposicion 2.32. Sea K como en el teorema anterior. Si n = 3 (mod 4) consideremos
los ideales ()1 = (3,wy — ws), Q2 = (3,—ws). Sin = 1 (mod 4), consideremos los
ideales Q)] = (3, —1 — wy), Q5 = (3,2 — wy — wy). Entonces

(i) Q1 =3Z+ (1 —w3)Z + (w — w3)Z + (1 4+ wa + wq)Z.
(i) Q2 =3Z+ (2 + wy — w3)Z + (we + wy)Z — w3Z.
(111) Qll = 3Z —|— (—]_ — (.O4)Z —|— W3Z + (3 — Wy — w4)Z.
(v) QL =3Z+ (1 —wi)Z + 2+ w3)Z + (—2 + wa + wq)Z.

Demostracion. Primero analizemos el caso n = 3 (mod 4), en el cual, una base entera
estd dada en el Teorema 2.9. Concretamente:

1+p y 1+t +f
T T T

_1—\/]_?—|—Oé/—ﬁ/
4 ’ N '

4

w1 =1, wy Wa
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Para vy € )1, tenemos que v = 371 + (w2 — w3)Y2, con vy, ¥2 € Of. Asi

7 = 3+ (w2 —w3)n
= 3(&1 + aowo + agws + CL4W4) + (WQ — w;;)(bl + bg&)z + b3¢d3 + b4(JJ4)

[ p+3 3n? —2n+11 —p+2n—9
= |3 b b b
_al—i- 3 o + 16 3+ 16 4| +
[ 1+ 1+ 3 —
3a2+b1+ nb2—|— nb3+ nb4 Wy +
i 4 4 4
I 1 1 3 —
3&3 —b1 - ‘;an_’_ an4:| (,dg—f— |:36L4—b2+ nb4:| wyq.

Si escribimos n = 4[ 4 3 para algin [ € Z, entonces
v = [3a1+ (20 + 31+ 2)by + (31* + 41 + 2)bs — (I + 1 + 1)by]
+ [3ag + b1 + (I + 1)by + (I + 1)bg — 1by] wo
+[3a3 — b1 — (2L +2)by + (I + 1)bs] ws
+ [3ay — by — lby] wy.
Six = 3ay — by — lby, entonces —by = x — 3ay + by y por tanto
v = [3a1 —3as+ (20* 4 3L+ 3)by + (31° + 4l + 2)bg — (I* + 1)by]
+ [3ag — 3ay + by + (1 + 2)by + (I 4 1)bs] we
+[Baz — by — (21 +2)by + (I + 1)by] w3 + (1 + wa + wy)x.

Siy = 3az—3as+b1+(1+2)ba+(I+1)bs, entonces by = y—3as+3as— (1+2)by— (I+1)bs.
Asi que

v = [3a1 —3as+ (20* 4 3L+ 3)by + (3% + 4l + 2)bg — (I* 4 1)by4]
+ [3@3 + 3(12 - 3@4 — lbg + (l + 1)[)3 —+ (l -+ 1)[)4] W3
+(we —w3)y + (1 + wo + wy)z.

Sea —z = 3az + 3as — 3aq — lby + (I 4+ 1)bs + (I + 1)by. Entonces lby = z + 3ag + 3as —
3ag + (I +1)bs + (I 4+ 1)by. Asi

v = [3a1 + 3as + 3az — 6ay + (20 + 20 + 3)by + (31* + 51+ 3)bs — (I — 1)b4]
+(1 —ws)z + (w2 — w3)y + (1 + wa + wy)z.
Como 3 | nyn = 4l + 3, tenemos [ = 3t, para algin ¢ € Z. Por tanto
v = 3lai+as+ a3 — 2as + (667 4 2t + 1)by + (9* + 5t + 1)bg — (3t* — t)ba]
+(1 —ws3)z+ (wo — w3)y + (1 + wy + wy)z.

Por lo tanto, Q1 = 3Z + (1 — w3)Z + (ws — w3)Z + (1 + wa + wy)Z.
Para los ideales ()2, )}, ), la prueba es similar.
O

Corolario 2.33. Sea K = Q(d). Entonces )1, Q2, Q} y Q) son ideales primos de O.

Demostracion. La idea de la demostracion consiste en mostrar que

N(Q1) = N(Q2) = N(Q}) = N(Q3) = 3.
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De acuerdo a la proposicion anterior una base para el ideal (); es:

3, l—ws, wo—ws 1+wr+ws
Para calcular el discriminante de la base entera anterior, usamos el Lema 2.12:

tr(9

~

tr(3(wy — ws3)) = 3tr(ws — ws) = 3,

9) =

r(3(1 —ws)) = 3tr(l —ws) =9,
(3(
(3(

tr(3(1 4+ we + wy)) = 3tr(1 + we + wy) = 21,

9_
tr((1 —ws3)?) =tr(l — 2ws +w?) = T p,
3—3
tr((1 — w3)(wy — w3)) = tr(wy — w3 — wWawz — wi) = 1 p,
21 —p
tr((1 —w3)(1+ws 4+ wy)) =tr(l +ws + wg — w3 — wows — W3wy) = T
2 2 2 L—p
tr((w2 — w3)?) = tr(wy — 2(waws) + w3) = 0
2 7T+p
tr((we — ws)(1 4+ w2 +wy)) = tr(we + wi + wawy — W3 — Walz — Wawy) = VR
2 2 49 Y
tr((1 4wy + wy)?) = tr(1 4+ 2(ws + wy) + (w2 + wy)?) = T
De lo anterior,
36 9 3 21

9—p 3—-3p 21—p

9
4 4 4
A(3,1 — w3, wy — w3, 1 + wo + wy) = det 3 3—3p 1—p 7T+p ,

4 4 4
21—p T7+p 49-—p
4 4 4
es decir, A(3,1 — w3, wy — w3, 1 + wy + wy) = 3*p>. De acuerdo al Teorema 1.31

21

32 3
N(Ql) = pg = 3.
La norma de )2, @}, @), se calcula de manera similar. O

Teorema 2.34. Sean K = Q(a') con o = \/—(p+2\/p) y Q1,Q2, Q', Q5 como en la

Proposicion 2.32. Entonces

M- Q1Q2 si n=3 (mod 4),
| Q1Qy si n=1 (mod 4).
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Demostracion. Sin = 3 (mod 4), entonces
Q1Q2 = (3,wa —w3) (3, —w3) = 3,1 +ws +wy) =M
siy solo si
(9, —3ws, 3wy — 3ws, —w3(wa —ws)) = (3,1 + w3 + wy).
Notemos que 9, —3ws, 3wz — 3wz € (3,1 + w3 + wy). Puesto que n = 4 + 3 tenemos
—w3(wy — ws) = (—31* — 4l — 2) — (1 + Dws.

De acuerdo a la Proposicién 2.28, {3,3 + 3wz, —4 + ws — 3ws, 1 + w3 + wy } es una base
enterade My
(=317 — 4l —2) — (1 +Dwy =

3 (%) + (3 +3ws) (=l — 1)+ (=4 + w2 — 3ws3) (=l — 1) + (1 +ws +wy) - 0.

Por lo anterior —ws(wy —ws) € M y asi Q1Q2 C M. Puesto que N(Q1Q2) = N(M) =9,
por el Lema 1.44 concluimos que Q)12 = M.
La factorizacién M = Q| Q) enelcason =1 (mod 4) es similar.
O



Capitulo 3
Ramificacion diédrica

En todo este capitulo asumiremos que p es un primo positivo impar y p # 4 + n?. El
campo de descomposicion de f(x) = x* + pz? + p sobre Q es L = Q(ay,as3). Mds
adelante diremos quiénes son a1, ag. Por el Corolario 2.2

Gy = Dg={01,09: o} = 05 =id},

(12 3 4 (123
91=\3421) 27{1 24

La red de subgrupos de Dy es la siguiente:

vd

en donde

W

)

(o2 (0i02) % (0109)  {07j09)

y la red de subcampos es:

en donde v, aig, v, cry son las raices del polinomio f(z) = z* + pz? + p dadas por

_ /02 — 4 o 2 _ 4
0412\/ P 2p p’ Qg = —Qq, 0432\/ b P b ay = —Qg.

2 9

57
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Ahora nos fijamos en la siguiente torre de campos
L - @(ala 053)
K = Q(\/ﬁ: VD — 4)

|
Q

Encontraremos un elemento primitivo apropiado para L/Q, con dos expresiones distintas.
La primera expresion nos facilita el célculo del discriminante de oy + 23 lo cual es util
para estimar ind(«; + 2a3). La segunda

_ o) 2 — 4
Lema3.1.Sean041:\/ Pt 2p p,agz\/ P 2p pypaéll—i—nz. En-

tonces
. 5 9
(1) a1 + 203 = —5P = ZpQ +7p | + 12p/p — 4
. 3 5
(i) ag + 203 = 4| — §x/p—4+4 \/]_Q—Ep.
Demostracion. Es un célculo directo. U
Proposicion 3.2. Sea L = Q(ay,a3) con ay, a3 como en el lema anterior. Entonces

L = @(Ozl —I— 20(3).

Demostracion. Notemos que Q(ay + 2a3) C Q(ay, aig). Por otro lado, de la parte (i) del
lema anterior, \/p —4 € Q(a; + 2a3) y de la parte (i), \/p € Q(a; + 2a3) de donde

Vp?—4p € Q(aq + 2a3) y por tanto o, a3 € Qa1 + 2a3). Como a3 = — /P €
Q(a1 + 2a3), entonces

as(a? — 4a3) = [aras(a; + 2a3)] — [203(a1 + 2a3)] € Qo + 2a3),
de donde a3 € Q(ay + 2ai3) y en consecuencia oy € Q(ay + 2az). Por lo tanto
Qa1 + 2a3) = Q(au, a3).

Lema 3.3. Sea 0 = oy + 2a3. Entonces
Irr(0,Q) = p(z) = 2% + 10pz°® + p(33p — 14)x* + 10p*(4p — 7)2* + p*(4p — 25)%
Demostracion. Es facil probar que p(6) = 0. Por la Proposicién 3.2,
Q(a1, a3) = Q(ay + 2a3) = Q(0).
Puesto que [Q(a, a3) : Q] = 8, entonces [Q(0) : Q] = 8y asi p(z) es irreducible. O
Proposicion 3.4. Sea L = Q(0). Entonces
D(0) = 273" (p — 4)*(9p — 100)*(4p — 25)°
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Demostracion. Las raices de p(z) son:

5 9
0, = —§p+\/(1p2+7p)+12p\/p—4,

5 9
92:9: —§p—\/(1p2—|—7p>+12pvp—4,

5 9
0y = —§p—\/(1p2+7p)—12p\/p—4,
asi como —60, —0y, —03 y —0,. Por tanto

D() = H(Qi —0,)% = 2323%p1 (p — 4)*(9p — 100)* (4p — 25)°.

U

El siguiente lema nos da otra forma de las raices de p(x), la cual nos seré de ayuda para
encontrar la accion de cada o; € Gy sobre las raices de p(x).

Lema 3.5. Sea L = Q(0). Entonces otra expresion para los 0; de la proposicion anterior
es:

3 5
91:\/(5\/29—4"‘4)\/5—5]?, 92:9,

05 = 3 p—4—4 \/]_)—§p , Oy = | — 3 p—4—4 \/p—§p.
\/(2 ) 2 \/ (2 ) 2

Demostracion. La demostracion es inmediata. O

Lo que haremos a continuacién es ver cémo actia G sobre las raices de p(z). Recorde-
mos que Gy = Dg = {01,095 : 0f = 03 = id} con

(1234 (1234
1=\3421) 27\1243)
Los otros elementos son 0y = id, 03 = 0%, 04 = 0%, 05 = 0109, O = 0209, 07 = 050.

Proposicion 3.6. Sean 0; como en el lema anterior y o; € Gy. Entonces la accion de
0i(0;) estd descrita en la siguiente tabla:
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Op| O1 02 %] 04 05 06 o7
01 01| 02| =03 =01 | 6 | 0, | 05 | =04
Op | O | 01 | 04 | —Oo| =01 | O3 | —0,] —03
O3 03| =04 =01 | 03| 0, | 02 | 01 | —0
O | 04| O3 | Op | 04| —03] 61 | —0s| -0,
O5 | 05| 02 | O3 | 61 | =02 =04 —05]| 0O,
O | O | —01 | —0s| Oy | 01 | —03] 04 | O3
O7 | 07| 04 | 01 | O3 | —04| =0y | =01 | 0o
Os | Os | =03 —0a| 0, | O3 | =01 ] 02 | 01

Demostracion. Sabemos que G ; actia directamente sobre las raices de f(x) = z*+pz®+p,
las cuales son vy, @ = —a;, a3y ay = —ag. A su vez las raices de p(z) estdn
ralacionadas con las raices de f(z) de la siguiente manera
01 :Oé3—2061, 82:Q1+2053, 93:a3+2a1,
Sélo veremos cémo actia Gy sobre 0;:
O'[)(Ql) = 0'0(@3) — 20'0((1/1) = (X3 — 20[1 = 491

04 = 1 — 20(3.

0'1(01) = 0'1(043) — 20'1(0./1) = (g — 20[3 = —Qq — 20&3 = —92
0'2(91) = 02(0(3) — 20’2(0&1) = Oy — 20&1 = —Q3 — 20&1 = —03
0'3(61) = 03(053) — 20’3(@1) = Oy — 20&2 = —a3 + 20(1 = —91
0'4(91) = 0'4(043) — 204(@1) = (] — 2044 =1 + 20&3 = 92
0'5(91) = O'5(C¥3) — 20’5(0&1) = Q1 — 20&3 = 64

0'6(91) = 0'6(063) — 20’6(041) = Q3 — 20&2 = O3 + 20[1 = 83

La accion de G; sobre las otras raices de p(x) es similar. U
Lema 3.7. Sea L = Q(6). Entonces
g0 01 02 g3 04 05 O6 a7
VA L R/ L eV L e/ R R/ R Wt | WY/ —VP yP
Vp—4|Vp—4|Vp—4|—vp—-4|Vp—4|Vvp—4|—vVp—4|—vp—4|—Vp—1

Demostracion. S6lo probaremos que o1(,/p) = —+/p Y 01(v/p —4) = v/p — 4, los otros
casos son similares. Notemos que si 65, #3 son como en el Lema 3.5, entonces

1
VP =—=0p+03+063),

8

si A5 es como en la Proposicion 3.4, entonces

1

Asi

o1(v/p)

8

(5p + 05 +63)

~5(8vF) = —VF

1 3 5
3 (5p+ <§\/p—4+4>\/ﬁ—§p—

1
—§(5p + 67 +07)

(3
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1 1

1 25 9 25
= o (4p —Tp — 7p2 + Zp2 —9p + 12p\/p — 4+ 16p + ZpQ)

— Ep(12p\/pT4) = p—4

3.1. Ramificacion en K = Q(,/p,/p —4)

En esta seccion daremos la factorizacion en O de los ideales ¢Of con ¢ un primo
racional. La expresion de 6 que aparece en (ii) en el Lema 3.1 es la que utilizaremos
en el resto del capitulo.

Teorema 3.8. Sea K = @(\/_ VD — 4). Entonces una base entera para Ok es

(i){ \/_\/_+ — 1+_p— }sipz3(mod4).
(ii) {1,1+2\/]_?,1+V2p_4,1+\/]3+ijl4+Vp2_4p}sipzl(m0d4).

Demostracion. Ver [37], Theorem 2. O

Teorema 3.9. Sea K = Q(\/p, /v — 4). Entonces éx es
(i) 24(p — 4) p sip=3 (mod 4).
() (p—4)*p?sip=1 (mod 4).
Demostracion. Ver [37], Theorem 3. O

Lema 3.10. Sea ji = — (;\/m + 4) N gp. Entonces
pOx = (VP (—vp—Vp—4-1)
Demostracién. Como i = /p Vi \/M) (—/P—VP—4-1)? y
( VP + \/—) (\f+ \/—)

= —1, entonces

L e IOV N ey

= (VPN =P —Vp—4-1)
U

Notemos que los ideales que aparecen en la factorizacion de Oy no necesariamente
son ideales primos. Observemos que

K = Q(F.vi—1) = Q/p+ vi—d) = (—““2”"4).
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++vp—4
Proposicion 3.11. El indice del generador ﬁ+ es
Vp—4
() ind <m+> —1sip=3 (mod 4).
Vp—4
(i) ind <\/23++> —225ip=1 (mod 4).

Demostracion. De la Proposicion 1.41 tenemos que

() ()

donde f(x) = Irr (\/ﬁ+ "])_4,@) :x4+(2_p)x2+1yf/(x) _ 21:(21:2_’_2_29).
Asi

De acuerdo a la Definicion 1.39,

24 _422
(p=4)p =1 si p=3 (mod4)
p

wa (I | (o
2 N 24 —4 2,2
H:? si p=1 (mod 4)

O
Sip =3 (mod 4), por la proposicién anterior, podemos utilizar el Teorema de Dedekind
para factorizar cualquier primo racional. Del Teorema 3.9 parte (i), los tinicos primos que
se ramifican en Ok son 2, p y los factores primos de p — 4. A continuacién damos su
ramificacion en el caso p = 3 (mod 4).

+p—4
Proposicion 3.12. Sea K = Q <\/ﬁ+> Entonces
2
: +4/p*—4
() pOx = <p, ¥> .
2
. pHP+Vp—4+pP—4p
(1) 20k = ( 2, 5 .

Demostracion. Como
2t 4+ (2 —p)r*+ 1= (2 +1)> (mod p), con 2 + 1 irreducible en F,[x]
y
'+ (2-p)t+1=(2"+2+1)? (mod 2), conz? + x + 1 irreducible en Fy[z],

entonces

POk =

<p7 (Ve +1> :<p,p+_ @—419> |
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20, - < (\F+\/—> (fw—) >

2
<2 p+\/}_9+\/p—4+\/p2—4p>
M 2 *

Vp?—4
Corolario 3.13. ,/pOy = <p7 w> es un ideal primo de Ok.

Demostracion. Notemos que (,/p)* = p, entonces (,/pOx)* = pOg. Por otro lado,

2
Vp?—4
por la proposicién anterior (i), pOx = ( p, w> . Asi por el Lema 1.47,

24
JPOx = <p,p+— w29p> .

Proposicion 3.14. Sea q un primo racional tal que q | p — 4. Entonces

4Ok = <q,\/ﬁ+\/m - 1>2<q,\/1_9+#\/1m - 1>2.

Demostracion. Notemos que z* + (2 — p)z® + 1 = (2% + 3(2 — p))? (mod ¢), donde 3
representa al inverso multiplicativo de 2 médulo g. Como ¢ | p — 4, entonces p—2 = ql+2,

paraalginl € Z vy
1 1 1
x2+§(2—p):x2—§(p—2)::U2—§(ql+2)ExQ—lz(:c—l)(:C—i-l) (mod q),

asi 2t + (2 — p)a? +1 = (z — 1)%(z + 1)? (mod q). Por lo tanto, por el Teorema de
Dedekind,

Ahora veremos la factorizacion de los primos racionales ¢ tal que ¢ 1 d, los cuales no
son ramificados en Og.

Proposicion 3.15. Sea g un primo racional tal que q 1 k. Entonces

—4
1) Si <p_> =1y <]—?> = 1, entonces
q q

4
+p—4
qOK:H<Qa\/ﬁ++ai>a

i=1

donde los a; € Z son tales que

'+ (2-p)a?+1=(x+a)(r+a)(z+as)(r +as) (mod q).
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_4 24
(i) Si(pq ):_1))(2):_1 é <p ; p):—l,entoncequK=Q1Q2

donde

Q1=<%<Mzi3§33>%+m<¥@i§£:é)+m>

2

2
p+vp—4 p+vp—4
Q2 = <Q, (%) + by <%> +b2>,
donde ay,as,by, by € Z son tales que
2+ (2-p)rt+ 1= (2 +ayx +ag) (2 + bir +by)  (mod q).

Demostracion. Si (p_) =1y (Z—j) = 1, entonces por el Teorema 1.58 parte (i1),
q q

'+ (2-p)a*+1=(z+a)(z+a2)(x +az)(r +ay) (mod q) con ay,as,az,ay € Z.

Por lo tanto
4
B YRR,
qu—H<C],#+ai :
—4 24
Ahora, si (p_) =—ly (]3) =-1 6 (p p) = —1, entonces por el Teorema
q

q q
1.58 parte (ii1),
*+ (2 —p)r? +1= (22 + a1z + a2)(x? 4+ biz + by) (mod q) con ay, as, biby € Z.
Por lo tanto ¢Ox = Q1) donde

0= (0 (ZL) o (T )

Y

0= (0 (L (L )

O

Sip =1 (mod 4), entonces ind 22 y por tanto, podemos utilizar

VPtV
2

el Teorema de Dedekind para factorizar cualquier ideal ¢Ox con ¢ # 2. En lo que resta de
esta seccion p = 1 (mod 4).

. Entonces
o= (o () ) (o (£ )

donde b* = —1 (mod p).

vp—4
Proposicion 3.16. Sea K = Q <\/]3++>
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Demostracion. Recordemos que
'+ (2-p)rt+1= (2 +1)* (mod p) = (x — b)*(x +b)* (mod p),
donde b? = —1 (mod p). Asi

0 (BE) ) (255
]
cramar o= () ) ()

Demostracion. Notemos que (1/p)* = p, entonces (,/pOf)* = pOk. Por otro lado, por la
proposicién anterior,

o = o (L) <o) (o () )

Asi por el Lema 1.47, tenemos

o (B (55 )

Proposicion 3.18. Sea g un primo racional tal que q | p — 4. Entonces

Demostracion. La demostracion es idéntica a la demostracion de la Proposicién 3.14. [
Ahora veremos la factorizacion de los primos racionales ¢ tal que ¢ 1 0k, los cuales no
son ramificados.

Proposicion 3.19. Sea q un primo racional tal que q 1 k. Entonces

—4
(1) Si (p_) =1y (22) = 1, entonces
q q

4
+p—1
qOK:H<Q7\/Z_9++ai>7

i=1
donde los a; € 7 son tales que

'+ (2-p)r*+1= (v +a)(z+ag)(r+a3)(z+ay) (mod q).

4 P —4
(i) Si(pq ):—1y<§>=—1 é (p p p):—l,entonC€SQOK:Q1Q2

Q= <q, (M)Z +a (M) +a2>
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Y

2
P+ +vp—4 p++vp—4
Q2=<q, (—‘/_ 5 ) + by <—‘/_ 5 >+b2>
donde ay, as, b1, by € Z son tales que

'+ (2-p)rt+ 1= (2 +ar +ag) (2 + bir +by)  (mod q).

Demostracion. La demostracion es idéntica a la demostracion de la Proposicién 3.15
U
Como p = 4k + 1, por el Teorema 4 en [14], tenemos ind(K) = 2, es decir, no existe
un generador 7 € Ok tal que 2 1 ind(y) y como consecuencia no podemos utilizar el
Teorema de Dedekind para factorizar 20. Lo haremos de otra manera. Sabemos que
2t 0k, entonces 20 no es ramificado. A continuacién damos su factorizacion, pero antes
proporcionamos bases enteras de los siguientes ideales.

Lema 3.20. SeaK:Q<\/_+ VP~ )

1+ 3+/p
Ql = <2 \/_> Q2 < ) 2\/_> 9
y si k = 2t + 1, consideremos los ideales

!

Si k = 2t, consideremos los ideales

Entonces

D) Qy =27+ H\/]_’)m ( p4_4_‘/m>z

(ii Q2—2Z+<3+\/F>Z+< 1— <1+\/_ \/—+ P-4 )Z.

(iil) Q] = 2Z+ ( 1= )Z+1+\/_ Z-I—( S/ v >

(iV)Q’2:2Z+< VD ) (+f)Z+< _ﬁ_”p4_4+”p2_4p>z

Demostracion. So6lo probaremos el caso (i), los otros casos son similares. Notemos que
02— eq,
(i) —1 —+/p—4 € Q,porque —1 — /p—4= -2 (H—\ém> _
(—1 VPP - m)
4

(iii) € Q1 porque
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(1—f vP—1- p—p) <1+2\/13>(1+\ém)_

Por lo anterior

2Z+<1+2\/ﬁ> z+(-1-p—4) Z+<_1_\/ﬁ \/T_ F) Zc Q.

tvp
2

Para la otra contencidn, siy € <2, >, entonces existen ay, as, as, aq, by, ba, bz, by €

Z tales que

v o= {2@ + (p%l) bg} + [2a3 + by + by] (1 +2\/ﬁ)
o ()] (F5)

1+ p+vp—4+ /P —4
+[2a4+b3+b4]( \/}_) P 1 P p)

= 2(&1 + tbg) + (1 +2\/ﬁ> (2&2 + b1 + bg) + (—1 — P — 4)(—613 — tb4)

+(—1—\/13—\/17—\/M) (—2a4 — by — by).

Por lo tanto

Q1—2Z+<1+\/]3>Z+(—1—\/ﬂ>z+<_1_\/13_\/17—\/p2—4p>z

2

O

Corolario 3.21. Sean ()1, @2, Q| y Q) ideales de O como en el lema anterior. Entonces

N(Q1) = N(Q2) = N(Q1) = N (@) = 4.
Demostracion. So6lo probaremos que N (1) = 4, los otros casos son similares. Puesto

D(I
que la norma de cualquier ideal / es N([) = L, por el lema anterior,

Ok

D(Q,) = A<2,1+2\/ﬁ7_1_\/m’—1—\/§—\/17_\/m>

= 2'(p—4)*p’
Por lo tanto N (Q;) = 4. O

Lema 3.22. Sean ()1, Qs, Q} y Q) como en el Lema 3.20. Entonces ()1, @2, Q' y @y son
ideales primos de Ok.
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Demostracion. S6lo probaremos que el ideal (), es un ideal primo de Ok, los otros casos
son similares. Primero veremos que

Ok/@Q1 = {Q171+Q1’H2£+Q1’<p;5+1+\/—>+Q1}

”\/—wl,( _5+1+é—

3)

Como < Q1,1 + Qq,

das las clases son distintas pues

14vp—4 . (p—5 1++p—4\ 1+vp—4 (p-5 1+ p—14
L T G R ’2_4+2 # @

y dado que N (@) = 4, entonces se cumple (3). Por otro lado, (1 + Q1) (1 + Q1) = 1+

) + Ql} C Ok /Qq;y to-

y
1+vp—4 p—>5 1+
(4= 00) (522 sa) v
es decir, todo elemento no cero tiene inverso multiplicativo. Asi, Ok /()1 es un campo y
por tanto (), es un ideal primo de Ok. O

Teorema 3.23. Sea K = Q ( con p = 4k + 1. Entonces

1 3
(i) 20k = <2, +2\/Z_j> <2, +2\/ﬁ> si k es par.

1 —p—14 1—p—14
(1) 20k = <2, +> <2, Tp> si k es impar.

o)
2

Demostracion. Para (i)
<21+\/]3><2 3+\/]_9> B <423+\/521+\/]3 p+3—|—4\/]_)>
T2 T2 N7 2 T2 4

_ <2><2’3+\/g_9’1+\/13’p+3+4\/ﬁ>'
2 2 8

Notemos que
p+3+4p k 1+ /p 3+ D 1+ p
8 p Tz )oY 2 2
3 1 3+4
Asi<27 TP LT VP pEST \/]_9>:(’)K.Porlotanto

2 2 8
1 3
20 — <2, i \/ﬁ> <2, il \/]_)> .
2 2
Para (ii)

2—1— »—4 21— p—4\ 421—\/m2—1—\/mp—5

’ 2 ’ 2 N ’ 2 ’ 2 )
_ <2><21—m—1—m p—5>
N ’ 2 ’ 2 T8 '
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Notemos que

p—>5 k-1 1—+vp—4 —1—+p—4
8 g €0k < 2 2

Asi
e Y W
27 ) ; :OK
2 2 8
—-1- —4 1— —4
Por lo tanto 20 = <2, 5 P > <2, 2p > 0

3.2. Discriminate de L

Sabemos que una base entera y el discriminante de un campo son conceptos que estan liga-
dos, es decir, si uno conoce una base entera, entonces uno puede calcular el discriminante
del campo y si tenemos el discriminante del campo, entonces podemos decidir si una n-
ada de elementos del campo es o no una base entera. En [17] los autores calculan el
discriminante de cierto campo sin tener base entera. En esta seccidn nosotros tambien
calcularemos ¢, sin tener ninguna base entera de L.

Para enteros (o ideales) A y B, escribimos A | B para indicar que A divide a B y
A™ || B indicard que A™ | By A" B.

Teorema 3.24. Sean K un campo de nimeros, i € Ok \ O%, L = K(\/p) tal que
L : K] =2y P un ideal primo de Ok. Definimos los enteros no negativos lp, mp y wp
como

P'* |2, P || g, PY7 | Oy

Entonces wp es el entero no negativo mds chico h con h = mp (mod 2), para el cual la
congruencia

o =pu  (mod pPArtme=h) “)

es soluble para cierto o € Ok.

Demostracion. Ver [15] Lemma 2. O

Escribiremos [, m y w en vez de [p, mp y wp cuando no haya confusion del ideal primo
P.

Corolario 3.25. Con las mismas hipdtesis del teorema anterior.
(i) Sim =1 (mod 2), entonces 1 <w <2l+1 y w=1 (mod 2).
(ii) Sim =0 (mod 2), entonces 0 <w <2l y w=0 (mod 2).
(iii) Sil = 0( esto es P 12), entonces

_J 0 si m=0 (mod?2)
YT s m=1 (mod 2).

Demostracion. Si m = 1 (mod 2), entonces por el teorema anterior, h = 1 (mod 2).
Notemos que h puede tomar cualquiera de los siguientes valores h = 1,3,...,2l —1,2] +
1,20l+3,...Sih =2l+1, entonces (4) es soluble con « = 0. Portanto 1 <w <2l +1y
w=1 (mod 2).
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Sim = 0 (mod 2), entonces por el teorema anterior, » = 0 (mod 2). Notemos que
h puede tomar cualquiera de los siguientes valores h = 0,2,...,2] —2,2[,2[ + 2,... Si
h = 21, entonces (4) es soluble con aw = 0. Por tanto 0 < w < 2l y w =0 (mod 2).

El caso (iii) se deduce facilmemte de los casos anteriores. ]

Corolario 3.26. Sean P un ideal primo de O tal que P {20y, uOx = RS? con R libre
de cuadrados y |t como en el Teorema 3.24. Entonces P || 01k siy solo si P || R.

Demostracion. Como R es libre de cuadrados, entonces
P| R < mesimpar
& w = 1 por el corolario anterior parte (iii)
& P ép/k.
U

3 5)
Lema 3.27. Seanp = 3 (mod 4), p = — (5\/17 — 4+ 4) \/ﬁ—ﬁpyK = Q(/p,vp — 4).
Entonces 20 1 nOk.

5p—3 14++/p*—4
Demostracion. Observamos que j = — ( p2 ) —4,/p—3 W) Ahora

supongamos que 20k | nOk. Entonces Ok C 20k, de donde p € 20k. Asi, existen

enteros aq, as, as, a4 tales que
+ —4 1+ 2—4
e (B2 (L)

2@1 = — (5p_3>
2

Tenemos el siguiente sistema

2&2 = —4
2@3 =0
2&4 = —3,

de lo anterior tenemos que a, = _7, lo cual no puede ser. Por lo tanto, 20k t uOg. O

Lema 3.28. Con las mismas hipotesis del lema anterior, sea

P _<2 p+¢13+\/m+\/p2—4p>
1 — ) .
2

Entonces Py t nOg.

Demostracion. Si Py | uOg, entonces Py | (\/p) o P1 | (—/p — vp —4 — 1). Puesto
que P, { (\/p), tenemos P, | (—/p —/p —4 — 1), es decir, —/p — \/ —4—-1€ P,
dedonde (—\/p —vp—4—-1)(—/D—p—4+1)=2p+2\/p?> —4p — 5 € P,. Asi

5 € P, lo cual no puede ser. O

Lema 3.29. Con las mismas hipdtesis del Lema 3.27. Tenemos z*> = p (mod P!) no es
soluble en O y > = i (mod P?) es soluble en O.
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Demostracion. De la Proposicién 3.12 tenemos que P! = 40 y P? = 20k.

+vp—4 1++/p*—4
Seaoz:al—i-ozg\/g_aqLag\/]_9 2]9 + ay g P

p—3 p?—4p —1 5p — 3
o —p = a%+a§p+(p—1)a2a3—|—(T)a§+<T a; + 5

+[2a1a2 + (1 — p)agas — 2azays + 4]4/p

VAR
2

€ Ok. Entonces

+[2a1a3 + 2pasay + (1 + p)asay) <

1+M)
2

+[2a1a4 + 2asas3 + a3 + aj + 3] (

con ay,as, as,ays € Z. Notemos que o> — u € 4Ok si y solo si todos los coeficientes
de o? — ;1 son miltiplos enteros de 4. Dado que los a; son pares 6 impares tenemos los
siguientes casos

aq as as ay
1 | par par par par
2 | par par par impar
3 | par par impar | par
4 | par par impar | impar
5 |par impar | par par
6 |par impar | par impar
7 | par impar | impar | par
8 | par impar | impar | impar
9 | impar | par par par
10 | impar | par par impar
11 | impar | par impar | par
12 | impar | par impar | impar
13 | impar | impar | par par
14 | impar | impar | par impar
15 | impar | impar | impar | par
16 | impar | impar | impar | impar
Si p = 4t + 3, entonces
2
Y’TBZ%, %:2(2752“)—1, 5p2 S (5t +3).

El caso 1 no puede ser ya que el dltimo coeficiente de a® — p no seria multiplo de 4.

2 —4p—1 op — 3
El caso 2 no puede ser ya que (%) az + ( p2 ) seria impar y por lo

tanto el primer coeficiente de o* — 4 no seria miiltiplo de 4.
El caso 3 no puede ser ya que

(?) aj + (5]02_ 3) = 20(2m +1) +2(5 +3) = 2(2(tm + 3t + 1) +1) # 4d
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y por lo tanto el primer coeficiente de o? — 1 no serfa miiltiplo de 4.

El caso 4 no puede ser ya que el dltimo coeficiente de o — p no serfa multiplo de 4.

El caso 5 no puede ser ya que el dltimo coeficiente de a®> — p no serfa multiplo de 4.

El caso 6 no puede ser ya que 2pasa, no seria multiplo de 4 y por lo tanto el tercer
coeficiente de o> — ju no seria miltiplo de 4.

El caso 7 no puede ser ya que 2asas no seria multiplo de 4 y por lo tanto el dltimo
coeficiente de o — y no seria miltiplo de 4.

El caso 8 no puede ser ya que 2aya3 + a3 no seria miltiplo de 4 y por lo tanto el dltimo
coeficiente de o> — p no seria maltiplo de 4.

El caso 9 no puede ser ya que el dltimo coeficiente de a®> — p no serfa multiplo de 4.

El caso 10 no puede ser ya que 2a;a4 no seria multiplo de 4 y por lo tanto el dltimo
coeficiente de o> — j1 no seria miltiplo de 4.

El caso 11 no puede ser ya que 2a;as no seria miultiplo de 4 y por lo tanto el tercer
coeficiente de o> — j1 no seria miltiplo de 4.

El caso 12 no puede ser ya que 2a;a4+ a2 no seria miltiplo de 4 y por lo tanto el dltimo
coeficiente de o — 1 no seria miltiplo de 4.

El caso 13 no puede ser ya que el dltimo coeficiente de o — i no seria miltiplo de 4.

El caso 14 no puede ser ya que 2a;a4 no seria multiplo de 4 y por lo tanto el dltimo
coeficiente de o — j1 no seria mltiplo de 4.

El caso 15 no puede ser ya que 2a;as no seria miultiplo de 4 y por lo tanto el tercer
coeficiente de o> — j1 no seria miltiplo de 4.

El caso 16 no puede ser ya que a? no serfa miltiplo de 4 y por lo tanto el dltimo
coeficiente de o> — j no seria miltiplo de 4.

De lo anterior, podemos concluir que 22 = ;1 (mod P}) no es soluble en O.

14++/p2—4
Ahoraseaa =1+ <¥>

, observemos que,

4 1+ =14
a2—u:2(2t2+6t+3)+4\/f9+0(\/ﬁ+) +6<W),

es decir, a® — p € 20k = P}. Por lo tanto 22 = p (mod P}) es soluble en O. O

Ahora veamos que pasa sip =1 (mod 4).

3 )
Lema 3.30. Si p = — (5\/]9 -4+ 4) VD — Py K = Q(y/p,/p — 4), entonces

(25 s (o (T

en donde b> = —1 (mod p).

Demostracion. De acuerdo al Teorema 3.23

20, :{ 01Q2, si kespar

, e ;
Q1Q5, si kesimpar

Q1:<2,1+\/]3>,Q2=<2,3+\/]_)>7

2 2

donde
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S S ICEICE ey

son los ideales primos que aparecen en el Lema 3.22. Entonces

(n (L5=2) ) 20k siysatosi (o (V) ) oy @

+p—4
coni € {1,2}. S6lo probaremos que <p, (ﬁ+) - b> 1 @1, los otros casos son
VARG Y
2

similares. Supongamos que <p, ( | @1. Como ambos ideales son

primos, entonces

( (F57) - 5),

2
1+
p€<2, 2\/]_9>

y por tanto

1+
Por otro lado, como 1 + p es par, entonces 1 4 p € <2, 5 > Asi

1+\/ﬁ>’

1:(1+p)—p€<2, 5

JBHVP—1
2

3

lo cual no puede ser. Por lo anterior <p, ) — b> 1 @)1. De manera similar

Vp—4
se prueba que <p, (%) + b> 120k. O

Lema 3.31. Con las mismas hipotesis del lema anterior, se cumple

Ql*:uOKa QZ*/’LOKa Q;.,‘/MOK7 yQIQ'T:uOK

Demostracion. S6lo probaremos que Q1 1 1Ok, los otros casos son similares. Suponga-
mos que 1 | pOk. De acuerdo al Lema 3.10 y Corolario 3.17

nOk = (VD) (—vD—p—4-1)" =
(r () ) (o (ST e v v
entonces Q1 | pOx siysolosi Qq | (—/p—vp—4—1). SiQ1 | (—y/p—vp — 4—1),en-

1+ 1+
tonces (—/p—+/p —4—1) C <2, 2\/]_9>dedonde I+pt+vp—4¢€ <2, 2\/]_9>
De la igualdad

+/p—4 1+
1+2\/ﬁ+:1+\/ﬁ+\/p—4€<2, 2\/ﬁ>,
1+ /p
2

por lo tanto (1 1 pOk.

se sigue que 1 € <2, >, lo cual no puede ser. Asi, Q1 (—/p—Vp—4—-1)y
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Teorema 3.32. Sean K = Q(\/p,/p—4), p = — (g p—4+4) VD — gp yL =
K(\/i). Entonces

_J @p) siop

oux = { <$) sip

Demostracion. Por el Lema 3.10 nOx = (\/p)(—/D — vp —4 — 1)%, con (,/p) libre
de cuadrados. Primero veremos el caso p = 3 (mod 4). Por la Proposicién 3.12, (ii)

+ P+ VP—A+ /P-4
20 = P?con P, = 2,p VP p2 P d

3 (mod 4
1

);
(mod 4)

—~

un ideal primo de Ok y (,/p)

es un ideal primo de Of. Notemos que (,/p) es el tinico ideal primo de O que divide a la
parte libre de cuadrados de ;iOk. Como (,/p) 1 20k, por el Corolario 3.26, tenemos que
(/D) || 0z/k- Por el Lema 3.28, mp, = 0y como [p, = 2, por el Corolario 3.25 parte (ii),
0<wp, <4y wp, =0 (mod 2). Por el Lema 3.29, tenemos wp, = 2. De lo anterior,

concluimos que 07,k = (2){(,/D)-

Para el caso p = 4k + 1, por el Teorema 3.23

90, — (1Q2 si kespar
K71 @1Q, si kesimpar

con
o= (2-50) . = (2250
0, = <2—1+ vp—4> 0, = <2,1—_ v2p—4>

ideales primos de Ok y por el Corolario 3.17, (\/p) = R R, con
+vp—4 +vp—4
= () ) e () )

ideales primos de Ok. Notemos que 1?1 y Ry son los tnicos ideales primos de O que
dividen a la parte libre de cuadrados de uOk. Por el Lema 3.30, tenemos Ry t 20k y
R5 120k, por el Corolario 3.26, tenemos que R, || 61/x Y Rs || 0r/k.

De acuerdo a la factorizacién de 20y vemos que lg, = lg, = lg; = lg, = 1y por
el Lema 3.31 tenemos mq, = mqg, = mg, = mgq, = 0. Por el Corolario 3.25 (i),
concluimos

0 < wg,,we,, wer,wg, <2y we, =wg, =wg, =wg, =0 (mod 2).

1+ 1+ ? 1—+p—4
Observe que Q% = <4,2 (T\/ﬁ) , (T\/ﬁ> > Siap = Tp, entonces
, p—1 1+p—4
2 _
2

T

o . Asi que o? — p € Q?. Andlogamente si

(%)

_1+yp—1 &3:1—\/;3 a4:1+\/]3
2 9

2 Y
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entonces
as=p (mod Q3), a3=p (mod QF), aoj=p (mod QF).
Por el Teorema 3.24 obtenemos
wg, = wg, = wg, = wg, = 0.

Por lo anterior, concluimos que 07/ = (/D). O

3 5
Teorema 3.33. Sean L = Q(\/p), 1 = — (5\/19 — 4+ 4) VP — 2P Entonces
5 — 22(p—4)*® si p=3 (mod 4)
L= (p—4)*%° si p=1 (mod 4).
Demostracion. Observemos la siguiente torre de campos
L - @(ala 043)

|
K:Q(\/Z_?a\/p_4)

|
Q

Por el Teorema 1.66, tenemos
5L - (6K)2NK(5L/K)

Si p = 3 (mod 4), por el Teorema 3.9 (i) i = 2*(p — 4)*p? y por el teorema anterior
or/x = (2)(y/p), con Nk ((2)) = 2* y Nk ({\/p)) = p*. Por lo tanto 6, = 2'*(p — 4)*p°.
Sip =1 (mod 4), entonces dx = (p — 4)°p* y 0k = (\/P), con Nk ({,/p)) = p°. Por
lo tanto d;, = (p — 4)*p°. O

El siguiente resultado nos ayudard a decidir para qué primos racionales podemos usar
el Teorema de Dedekind y para cudles no.

Corolario 3.34. Sea L = Q(0), con 0 = \/pi. Entonces

nd(0) = 210314 (9p — 100)%(4p — 25) si p
A= 216344 (9p — 100)2(4p — 25) si p

Demostracion. Por la Proposicién 3.4, D(0) = 2323%pt4(p — 4)4(9p — 100)*(4p — 25)%.
Por el teorema anterior, si p = 3 (mod 4), entonces

, 2723%p (p — 4)"(9p — 100)*(4p — 25)
ind(0) = \/ 2120y 1)1 = 2193%p%(9p — 100)?(4p — 25),

=3 (mod 4),
=1 (mod 4).

ysip=1 (mod 4),

, 2323814 (p — 4)4(9p — 100)*(4p — 25)?
ind(0) = \/ ( (= 11 = 2163%p%(9p — 100)?(4p — 25).

O
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3.3. Ramificacion en L

De acuerdo al Teorema 3.33, los tinicos primos racionales que se ramifican en Oy, son: 2, p
y los factores primos de p — 4 si p = 3 (mod 4); si p = 1 (mod 4), los tnicos primos
racionales que se ramifican son p y los factores primos de p — 4. En esta seccion estudia-
remos la ramificacién de dichos primos racionales en Oy, ain sin conocer la factorizacién
de p — 4.

Iniciamos el estudio de la ramificacion de los primos ¢ tales que ¢|p — 4 sin importar
sip = 1,3 (mod 4). Este caso es relativamente facil porque con dichos primos podemos
utilizar el Teorema de Dedekind.

Lema 3.35. Sea L = Q(0), con 0 = /i, i como en el Teorema 3.33 y ¢ > 3 un primo
racional tal que q | p — 4. Entonces q t ind(0).

Demostracion. Notemos que g 1 9p— 100y g 1 4p— 25, yaquesiq | 9p—1006 q | 4p— 25
y dado que

Ip—100=9(p—4)—2° y 4p—-25=4(p—4) -3
entonces ¢ = 2 6 ¢ = 3 lo cual no puede ser. De lo anterior concluimos que g { ind(f). O

Proposicion 3.36. Sean L, 0, ;1 como en el lema anterior, ¢ > 3 un primo racional tal que
qlp—4y
p(z) = 2% + 10pz°® + (33p* — 14p)a* + 5p(8p® — 14p)x® + p*(dp — 25)* = Irr(0,Z).
Entonces
2 2(,.2 2 :
o(z) = { (x* 4+ 2)*(z* + 18)* (mod q) si

5,7 (mod 8)
(r —a1)?(x + a1)?(x — az)?(x + az)? (mod q) si 1

7
;3 (mod 8),

q
q
donde a3 = —2 (mod ¢) y a3 = —18 (mod q).
Demostracion. Como q | p — 4, entonces p = 4 mod ¢q. Asi
plx) = 2%+ 10pa® + (33p* — 14p)a* + 5p(8p? — 14p)x* + p?(4p — 25)?
= %4 2%52% + 23(59)2? + 2°3252% + 23 (mod q)
(2% = (=2))*(2* = (~18))* (mod g).

Sig=5,7 (mod 8), entonces ¢ = 1,3 (mod 4) respectivamente, en este caso tenemos

-2 —18
q q
es decir, los polinomios 2% — (—2) y 22 — (—18) son irreducibles en F[z]. Asi

p(r) = (22 +2)*(2* + 18)* (mod q).

Sig = 1,3 (mod 8), entonces ¢ = 1,3 (mod 4) respectivamente, en este caso tene-

mos
(7)-(7)-»
q q
es decir, 22 — (=2) = (z —a1)(@ + a1) y 2* — (=18) = (z — az)(x + a2) en F[z].
Asi p(z) = (z — a1)*(x + a1)*(z — a2)*(x + a)? (mod q), donde a? = —2 (mod q) y
a2 = —18 (mod q). O
El siguiente resultado nos da la ramificacion de los factores primos de p — 4.
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Teorema 3.37. Sea L = Q(0) y ¢ > 3 un primo racional tal que q | p — 4. Entonces

o0 _ (q,0% + 2)%*(q, 0> + 18)? si ¢=5,7 (mod 8)
L= <q)9_a1>2<q)9+a1>2<Q70_a2>2<Q70+a2>2 si q= ]-73 (mOd 8)7

donde a? = —2 (mod ¢q) y a3 = —18 (mod q).

Demostracion. Sea q # 3 un primo racional tal que ¢ | p — 4- Entonces por el Lema 3.35,
tenemos ¢ 1 ind(6) y por tanto, podemos usar el Teorema de Dedekind. Por la proposicién
anterior,

(z) = (22 +2)%(2* + 18)?  (mod q) si
PUZ (@ =)@+ ) (@ — a2)*(x + az)?  (mod q) s
Por lo tanto,
0 (q,0% + 2)*(q, 0% + 18)* si ¢=5,7 (mod 8)
L= <Q79_a1>2<Q79+a1>2<Q70_a2>2<Q70+a2>2 si q 173 (HlOd 8)’

O

Como acabamos de ver, la ramificacion de los factores primos # 3 de p — 4 es la misma

sin importar p = 1,3 (mod 4). Ahora veremos cuadl es la ramificacion de 30y, si 3 | p — 4.
Por la Proposicion 3.14, tenemos

30 = <3, \/2_9%@ + 1>2 <3, \/ﬁ%m - 1>2

5,7 (mod 8),
1,3 (mod 8).

Y

en donde

++p—4 ++p—4
<3, vPEvp— 2 = 1> y <3, vt vr -t - 1>
son ideales primos de Ok-.

Vp—4 Vp—4
Lema 3.38. Los ideales <3, \/I_H_+ + 1> y <3, \/M+ - 1> satisfacen

<3,W3+W+1> <3,ﬁ+¢m_1>

tor/k 1oLk

Demostracion. Sip =3 (mod 4), entonces por el Teorema 3.32,

2
1) _<2 p+\/z_?+\/m+\/p2—4p> (
L/K — )
2

VD)-

Supongamos que

(s T

| 61/ K, entonces

<3 \/z3+\/m+1>‘<2 p+\/ﬁ+\/m+\/m>
’ 2 ’ 2

[@N

(3220 | m
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Si <3,ﬁ+2vp__4+1> | <2,p+ﬁ+vp—24+ \/p2—4p>

, Se tiene que
()
++p—4
lo cual no puede ser. Por la misma razén <3, \/ﬁ+ +

\f+\/—

1> f (\/P). De manera

similar se prueba que < 1> {0r/k- Elcasop =1 (mod 4) es similar.

U
++vp—4 +vp—4
ﬁ++1>y<3,\/ﬁ+—l>nose

ramifican en Oy, de hecho como veremos a continuacién, dichos ideales se descomponen
totalmente en Oj,.

De la proposicion anterior, <3,

+p—1
Lema 3.39. Sea P, = <3, \/ﬁ+ n 1>

. La congruencia v* = p (mod P)) es

soluble.

Demostracion. Notemos que
3 )
1l—p = 1+(—\/p—4+4)\/ﬁ+—p
7+ 2 P+ VD
= 3{ P o5t (\/_ )]

2
N R VIEVETT 14 VP =
+ Y +1 - +2 .
2 2 2
Asi, 1 — u € P, es decir, la congruencia 2% = p (mod P;) es soluble con z = 1. O
_ /o2 — 4
Lema 3.40. Sea v = P+t 2]) p' Entonces

§) K (/) = K(v7).
Gi) v ¢ <3,\/ﬁ+ VP—4 1> .

Demostracion. Para (i) s6lo notemos que p = ( Pt V i ) P Vp—A-1)%
VP < VPV =1 +\/pT

Para (ii), si

(8 () o2

-1 > , entonces

_p:

Y

lo cudl no puede ser. U
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37\/p+;/m_1>

Lema 3.41. Sea P, = < . La congruencia v* = v (mod P,) es

soluble.

Demostracion. Sea x = . Entonces

VP +Vp—4
2

(i W>2_<—p+¢2p2—4p)_p_1ep2. 5

y

+vp—14
37ﬁ++1>

Proposicion 3.42. La factorizacion en Oy, de los ideales P, = <

RS

con 3 | p— 4 es la siguiente.

PO, =PiPy y POp="P3Py,

donde
1+ p—14 +Vp—14
731:<3,ﬁ++1,1—¢ﬁ>, P2:<3,\/ﬁ++1,1+\//7>,
JVp—4 Jp—1
733=<3,‘/ﬁ+2p - ,\/me —ﬁ>,

7>4z<3,\/]3+;/m— ,‘/ﬁ+2¢m+\/ﬂ>.

Demostracion. Por el Lema 3.39, tenemos que la congruencia x? = p (mod P;) es soluble
en Ok, con x = 1. Por lo tanto, por la Proposicion 1.68 (i),

PO ="P1 Py,
con

p (2, YT Pt V=1
’ 2 ’ 2

+1,1—\//7>, 732:<3 +1,1+\/ﬁ>.

Dado que i € P,, el Lema 3.40 nos proporciona un nuevo generador v tal que v ¢ P y

++vp—4
por el Lema 3.41, la congruencia x> = v (mod ) es soluble con z = ﬁ+
Asi por la Proposicion 1.68 (i),
PQOL = P37D47
con
++vp—4 ++vp—4
733:<3’\/l_? 2\/29 VP 2\/17 _\/;>
y
++vp—4 ++vp—4
7;4:<37\/13 2\/19 L VP 2\/2? +ﬁ>.
O

Ahora veremos cudl es la ramificacién de 30y, con 3 | p — 4.
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Teorema 3.43. Sea L = Q(0) con 0 = /i1y 3 | p — 4. Entonces
30, = PiP;P; P}

donde

Vp—4 VvVp—4
731:<37\/Z_)+++171_ <37\/]3++

\/ﬁ> Py = +1,1+\/ﬁ>,

P3:<37¢p+;/m_1’@+2¢m_ﬁ>

Y

794_<3,\/]3+2”p_4—1,ﬁ+2vp_4+\/5>.

Demostracion.

30, = (30k)0y
- (P12P22>OL
= (POL)*(POL)
_ prp2pipl.
U
Lo que sigue a continuacion es dar la ramificacion de los primos 2 y p cuando p = 3

(mod 4). Para dichos primos no podremos usar el Teorema de Dedekind, por lo menos, no
con el generador . Lo que haremos es usar la teoria de las extensiones relativas.

Teorema 3.44. Sea L = Q(0) con 0 = /11y j1 como en el Teorema 3.33. Entonces

(i) 20; = Q* con Q un ideal primo de Oy,
(ii) pOr = P* con P un ideal primo de Of..

Demostracion. Sip =3 (mod 4), por el Teorema 3.32 entonces

Or/x = (2)(V/P);
<2 P+ B+ DA+ m>2
’ 2

y como 20§ = , los tnicos ideales primos de Ok

,esdecir,e > 1

5 PP+ Vp—4+/p*—4p
’ 2

que se ramifican en Of, son (\/p) y

y como efg = 2 dado que la extension L|K es Galois, podemos concluirque e = 2, f =1
y g = 1. De lo anterior tenemos que

<2 PHVP+vp—A+ \/p2—4p>OL_Q2
) 2 - )

(VP)OL = P*
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con Py Q ideales primos de Op. Asi para el caso (i) tenemos que

20, = (205)0;

2
<2 p+\/]_9+\/p—_4+\/p2—4p> o
’ 2

<2 P+VP+HVp—4+ \/p2—4p>o .<2 p+\/ﬁ+\/m+\/p2—4p>0
) 2 L ) 2

= Q- Q*=0"
y para el caso (ii) tenemos que

pOL = (pOk)OL, = (/p)’Or = (VP)OL{(\/P)Or = P* - P> = P*.

A continuacién damos los generadores de Q' y P.

1 —vp—4
Lema 3.45. Sean L = Q(0) yn = ( +2\/]_9> (ﬁ 5 b -1- 9>. Entonces

4

n

, — € 0.
772 L

Demostracion. Primero veremos que 7 es entero algebraico. Notemos que 7 es raiz de

hz) = z —(1+\/_)<\/_ vp—1 1>x

+<p+1+\/_><3p—1 1—0—\/]9 I - \/pT

+W>,

y h(z) € Oklz], es decir, n es entero sobre Ok y como Ok es entero sobre Z, por la

Proposicién 1.11, n es entero sobre Z. Por lo tanto n € Oy.
4

Ahora veremos que % es entero algebraico. Notemos que

n2=<]%1+\/13) (—p— p2—4p—2\/_—(\/_ \/F)(HHH@)-
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Como p = 4t + 3, tenemos

4

% = p2<1%1+\/ﬁ)2+p<\/M+2\/5> (1%1+\/]3)2
+(p+ VPP =T+ 20p) ((\/_ \/PT)(HQ)_Q)( +\/—)
() () 20

(‘/_ \/F)( +6)0 (]il—f—\/]_?) (6t+5)< +f)

_(2t+1)<p;—1) (p;1+f> —2\f(p+1 \/13)2
+(2t+1)<1+\/m> (p+1+\/13>2

2

_m<p_2_2¢m) (75 vm)

4 4
Dado que % es suma y producto de enteros algebraicos de Oy, tenemos que % € Or.

1 /o — 4
Lema 3.46. Sean L. = Q(0) yn = < +2\/]—)> <\/_ b -1- 9). Entonces

n4
<87 4777 27727 773’ 7> = OL-
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4
s . n .
Demostracion. Lo que haremos es calcular la norma de OR para ello necesitamos la norma

(115(7777.) = oo(n)oi(n)oa(n)os(n)oa(n)os(n)os(n)oz(n) -

_ (VR (WovP N (LR (v v
<12ﬁ>(ﬁi )( f)( P )
() (Pt ) (50 (P e
() (285 (50) (25 )
() () () ()

O (= (=

[(—ﬁgm_l)ieg] [(—f‘/—)el

Del Lema3.5 tenemos

0, = \/@mH) Vi-p 6= \/_ (gm+4) vi-2p,

3 5 3 5
‘93—\/(5 p—4—4)\/]_7—§p, 94—\/—<§ p—4—4)\/}_7—§p.
p—1\"
N(n) = (—4 ) (4p* —4p* = 3p° +2p+ 1)
o (P—1 ° 2

4 1 24 4 4
De lo anterior, N <77_) = (p_) (2p+1)8. Como N <%) € <8,47), 2n%, 3, %>,

Asi

2 2
!
concluimos que <8,477, 202, 3, 5> = 0Or. O
Proposicion 3.47. Sea L = Q(0). Entonces

20 = (2,m)*.
Demostracion.
2,m* = (16,8n,4n°,20°, n*

)
4
= (2) <8,4n, 2n°,n°, %>
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4

Del lema anterior, <87 4n, 2n?, 03, %> = Oy, entonces (2,n)* = (2) = 20;. O

Lema 3.48. Sea Q el ideal primo del Teorema 3.44. Entonces Q = (2,n).

Demostracion. Supongamos que (2, 7) no es ideal primo. Sea Q; un ideal méaximo tal que
(2,m) C Q;. Entonces por la Proposicion 1.42 existe un ideal R tal que

(2,m) = QR
Asi
2,n)* = QIR* =20, = Q*.
Como Q y OQ; son ideales primos, por factorizacion tinica tenemos R* = Oy, de donde
Q; = Q y portanto Q = (2, 7). O

Lema 3.49. Sean L = Q(0) y T = <p\/ﬁ, g\/]_?—i— g\/p — 4+ 4> un ideal de O;. En-

tonces1 €T.

Demostracion. Notemos que p? € T'y

§\/ﬁ+§\/m+4:(\/_ ” ) (Vp+vp—4+1)7€
y como (\/_ b= ) es unidad de Oy, entonces (/p +/p —4+1)* € T. Asi
BG+2vp)’ =P+ vVp—4+1)°(p—Vp—4+1

De lo anterior, (25 + 20\/]3 + 4p)p € T, de donde 25p € T'. Por otro lado,

5% — 8(25p) + 16p° = (5+2/p)*(5 — 2/p)* €T
y asi 5* € T. Dado que p > 7, entonces mcd(p?, 5*) = 1. Por lo tanto, 1 € 7. O
Proposicion 3.50. Sea L = Q(0). Entonces (p,0)* = pOy..

Demostracion. Notemos
(p.0)*> = (p°,p0,p0, )
= (p*,p0, )

— WA (VI G- V1),

Sea T como en el lema anterior. Observemos que

TC <p\/ﬁ Vo, —g\f— g\/m— 4> ,
por tanto

(PP Vi35 GV -1) =0
Asi (p,0)* = pOr. O
Lema 3.51. Sea P el ideal primo del Teorema 3.44 (ii). Entonces P = (p, 0).
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Demostracion. La demostracion es idéntica a la demostracion de Lema 3.48 O

Por iltimo daremos la ramificacién de p en O, con p = 1 (mod 4) y de nuevo usa-
remos la teoria de extensiones relativas. Recordemos que la ramificacion de p en el caso
p =3 (mod 4) la hemos estudiado en el Teorema 3.44 y en la Proposiciéon 3.50.

Teorema 3.52. Sea L = Q(0) con p =1 (mod 4). Entonces
pOL = ,Piltpg,
con Py y Py ideales primos de Oy,

Demostracion. En este caso, 61,5 = (/p) y por el Corolario 3.17, tenemos

++vp—4 ++vp—4
0 = (n () ) (n () )
donde b* = —1 (mod p). Los dnicos ideales primos de Ok que se ramifican en Of, son
++vp—4 ++vp—4
e ) )y ()

De igual manera tenemos que efg = 2cone = 2, f = g = 1. Asi

+ —4 + —4
b (25 oy (5 (2T o,
con P; y P, ideales primos de 0. De lo anterior,

pOp = (pOK)OL
= ((Vp)OL)*

- (G o (02 e

Lo que sigue a continuacién es dar los generadores de P; y Ps.

Proposicion 3.53. Con las mismas hipdtesis del teorema anterior tenemos:

e () h) 0 o (B2 )
Demostracion. Por el Lema 3.10 uOx = (\/p)(—+/p —v/p — 4—1)? y el Corolario 3.17,
tenemos

00— (0 (V) ) (o () )

entonces por la Proposicion 1.67, cont = 0 y h = 2, se cumple

(n (B o= (n () )
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(r (25) oo (p (57 v
en (o (FVT) )y (o () 0 s e

Asf tenemos que
R = s

Por tanto, por la factorizacion Unica de ideales

A= () ) 5 mm (25 o).

U
En los proximos dos teoremas resumimos la factorizacion de los primos racionales
ramificados en Oy,

Teorema 3.54. Sea L. = Q(0) con 6 = \/— (;\/p — 4+ 4) VP — gpyp = 3 (mod 4).

Entonces

() 6 = 2'2(p — 4)*p°. Ver Teorema 3.33.
(ii) Si q > 7 es un primo racional tal que q | p — 4, entonces

O (q,0% +2)*(q, 0> + 18)? si ¢=5,7 (mod 8)
L= <q)9_a1>2<q)9+a1>2<q70_a2>2<Q70+a2>2 Si q= ]-73 (mOd 8)7
donde a? = —2 (mod ¢) y a3 = —18 (mod q). Ver Teorema 3.37.

_ /02 — 4
(i) Si3|p—dyv = L+ 2p P

30, = PXPIPIP}

, entonces

donde
/p—4 /p—4
7>1:<3,‘/23+++1,1—9>, P2:<3,\/]3+++1,1+9>,

P, — < | VP + \/—4 \/_—l— \/— \/;>
y
Py = <3,\/ﬁ+;/pT4— ,\/]3+2@T4+ﬁ>.
Ver Teorema 3.43.
(iv) 20 = Q* con Q = (2,n) un ideal primo de Oy. Ver Teorema 3.44 (i) y Lema
3.48.

(v) pOr, = P* con P = (p,0) un ideal primo de Oy. Ver Teorema 3.44 (ii) y Lema
3.51.
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3 D
Teorema 3.55. Sea L = Q(6) con 6 = \/— (5\/]9 — 4+ 4) N SPYP= 1 (mod 4).

Entonces
(i) 0 = (p — 4)*p". Ver Teorema 3.33.
(ii) Si ¢ > 7 es un primo racional tal que q | p — 4, entonces
0 _ (q,0% +2)*(q, 0> + 18)? si ¢=5,7 (mod 8)
LT (0,6 —a)Xg, 0+ a)*(g,0 — a)*(g,0 + az)* si g=1,3 (mod 8),
donde a3 = —2 (mod q) y a3 = —18 (mod q). Ver Teorema 3.37.
_ /02— 4
(i) Si3|p—4yv = Pt 2p p’ entonces
30, = PiPyPIP;

donde
p—4
Py = <3,\/ﬁ+++1,1—9>

Y

vp—4
P2:<37\/Z_)+2p +171+0>7

773:<3,\/2—9+;/m— ,\/ﬁ+g/m—f>

v
y

Py = <3,\/]3+;/m— ,\/ﬁ+;/pT4+\/;>.
Ver Teorema 3.43.

(iv) pOr, = PPy con
/o — 4 vp—4

ideales primos de Oy b* = —1 (mod p). Ver Teorema 3.52 y Proposicién 3.53.






Conclusiones generales

Se cumplieron todos los objetivos planteados en el proyecto:

(i) Dar la factorizacién de cualquier primo racional ¢ en O cuando Gy = (4 para
f(z) = a* + pa® + p.
(ii) Dar la ramificacién (e > 1) en Oy, de los primos racionales ¢ cuando Gy = Dy
para f(z) = ' + pz? + p.
(i11) Dar generadores de todos los ideales primos que aparecen en la ramificacion y
factorizacion de los primos racionales q.

Trabajo inmediato

(i) Creemos que podemos construir extensiones ciclicas monogénicas cuarticas con

primos de la forma p = 4 + n? = 3k + 2. (ver Teorema 2.14).

(i1) Dar la descomposicion de primos racionales no ramificados en Oy, en el caso
diédrico.

(iii) Encontrar una base entera para Oy, en donde L|Q es una extension de Galois
diédrica de grado 8.

(iv) Encontrar una base entera de una extensioén de campos de nimeros L|K dada una
base entera de O.
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