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' PROLOGO: -

| Aunque la fuerza gravitatoria es una de las cuatro
interacciones fundamentales de la naturaleza conocidas Ve
la primera'en_:econocerse, es en la actualidad una de las
més ‘dificiles de comprender. Varios han sido los inten-=~
tos, después de haberse manifestado en la conciencia del
~“hombre gracxas 'a Newton; EQI:SQIQ£§;1a"dERtrO de un marco

b e e e e o

‘tebrico apropxado. La evoluczén de las 1deas de la fisica

U —

ocasxonagla modiﬁicacxan,de estos marcos teéricos Y por 1o

e gk P

mismo el concepty. ‘que se tiene de la fuerza gravitatoria.
Es asf que Einstein a través de su Teorfa General de la Re
lqtividad le da a la gravitacién un caracter‘geométrico.
Lueqofﬂla iﬁé&~&e geometfizar—también a las dtras fuerzas

P
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prlnclpalmante a-que bajo esto est& el deseo de—unificaciﬁn‘

de las.lnteracciones fundamentales, ahora muy perseguido.

La unificaci6n también se ha buscadoa través de

- la cuantizacién, de tal modo que se habla de cuantizar

la gravitacidén por ejemplo.

AsI es que ahora tenemos teorfas de unl&lcac16n como la de
. 1a supergravedad y la de supercuerdas que manejan a la
vez  cuantizacién y geometrizacién. '

En estas teorlas, del lado de la geometrizaci6n, -

‘aparece la necesidad de reducir el n@imero original de dimen

siones espacio-temporales lo cual da lugar, entre otras co-
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sas, a la aparicifn de campos escalares que en el pasado y

aun ahora, debido a lo que podrfamos llamar prejuicios cua-

dridimensionales, se igualaban a cero mutilando . o alteran
do estas teorfas multidimensionales producxendo problemas

de inconsistencia.

Al mantener un campr escalar el prbpﬁsito de esta
tesis eé exibirlo desde dilentos puntos delvista-buscando
justificarlo, sobretodo en el contexto cosmolégico. Esta
tesis esta dividida en cinco capftulos.

La introduccién expone-en-forma"breve-yhun"tanta su -
perficial la teorfa de Kaluza-Klein desde una prespectiva -

" moderna por ‘la importancia que tiene ahora. La corresponden-

cla clésica y orlglnal desde el punto de v;stangrupal.entre

una teorfa de gravitacién en cinco dimensiones y una teorfa

unificada en cuatro dimensiones constituye el tema del se-
gundo capftulo. En el tercer capftulo se muestran los aspec

. tos matemSticos de la teorfa original de Jordan y la rela--

ci6én que guarda con otras teorfas escalar-tensoriales de -
otros autores, principalmente con la de Brans-Dicke.

 Vistas desde un principic como teorfas en cuatro -
dimensiones las teorfas escalar-tensoriales pueden motivar-

' se, en principio, con razones de tipo filos6ficas_como las

expuestas por Dirac y otros.

N El capftulo cuatro destaca el "principio de invarianza

conforme" al considerar gque -aungue su d;fuslén Yy su uso en
'la ffsica ha sido muy limitado, puede ser partlcularmente - -
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gtil para entender mejor la relacisn entre la teorfa geheral
de la relatividad de Einstqin y las teorfas escalar  —tenso-
riales a través-de concebir a:la masa como una propiedad ex-
trinseca, podria decirse, que adquxeren las partfculas por
1nterac016n con la materia en el :ﬂsto del Universo.

Por'ﬁltim0; »n el capftulo cinco se presenta un méto -
do, de aplicacién Q‘uzral en modelos cosmol8gicos de teorfas
escalar —teénsoriales, para tésolver-las ecuaciones diferen-
ciales que -surgen en la teorfa cosmolSgica de -Jordan-Brans-
Dicke exélusivamente} tanto_en modelos isotrBpicos ' como
no-isotrépicos. Este'métado:permitié'obtener varias solu--
ciones nuevas-y-en - —modelos-anisotrépicos podrfa servir—
pafa el estudio.de algunos probléemas de la isotropizacién
de - 'modelos hbmogéneos.




CAPITULO I. INTRODUCCION.

MOTIVACION PARA ESTUDIAR LAS TEORIAS ESCALARES-TENSORIA
LES DE GRAVITACION. |

La Eeéria de Kaluza-Klein.

Esta teorfa (Kaluza, 1921}'fue,el_primer.intento serio -
para unificar a la gravitacién con las- interacciones de
norma, concretamente con el electromagnetismo y el pro-
cedimiento general.para lograrlo sigue vigente. Origi-
. nalmente se obtiene el lagrangiano de Einstein-Maxwell
. —en cuat:o-dimmnqiones;ampartir'dsl:iagrangiano de - -
. Einstein en cinco dimensiones: |

XL -.:fRJ:ﬁ’ dx® . aa

donde g es el determinante del tensor mé&trico Yy Rel --
-escalar de curvatura en cinco dimensiones.

El-problema que surge de inmediato és,qué'podemos-ha——
cer con la nueva dimensifn, pues de.existir no se puede
percibir directamente aungue en forma indirecta puede
manifestarse coma un‘grado de libertad extra de cargas -
generalizadas. Es mds, algunas teorfas de campo tales
como la supergravedad o los modelos duales: cuerdas y su-
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do de comparar la energia de M con la de M

per-cuerdas necesitan de mis de cinco dimensiones para te
ner sentido apropiado. '

Kaluza y Klein (1926) suponen que los campos en su teo--
rIa‘son‘independienteS‘de la coordenada extra (condicidn
de cilindricidad), pero no dan una explicaciéq del porqué
de la cilindricidad lo cual es insatisfactorio.aparte de

que esta condicifn rompe con la invariancia de las trans-

formaciones de coordenadas en cinco dimensiones.. Einstein
Y Bergman (1938) sugir’iarm que si la guinta coordenada --
se cierra sobre si misma formando una circunferencia pe--
quefia, la propuesta de Kaluza-Klein es una aproximacién a
la verdadera te@:i;zde gravitacién en cinco dimensiones.
Lo podemos ver de la siguiente manera: En cualquier teo--
rfia el primer pasoc es encontrar el vacfo clésico y expan-
dir alrededor de &1 y entonces ¢cudl es el vacfo en cinco
dimensiones? Por las razones expuestas anteriormente, &s

‘te no puede ser el espacio de Minkowski en cinco dimensio-

4 4

x_S1 donde M" es el espacio de Min-

nes MS. En cambio, M
' 1

kowski en cuatro dimensiones y S~ una circunferencia peque |
‘fia, quiz8 del orden de la longitud de Planck, es acepta--

ble: Primero gue todo, por satisfacer las ecuaciones clési-
cas de Einstein, lo mismo que M>, Por otro lado, la no--

cién de que el verdadero estado base, en casi cualquier teo

rfa, es aquel estado de mfnima energfa no es directamente
aplicable en relatividad general debido a que el concepto -
de energia depende de condiciones a la frontera; no hay mo-
ar 4 x Sl, por ejem
plo. M&s éﬁh; como no tenemos un criterio para decidir -
cudl es el estado base sélo nog queda aceptar alguno - -
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_ '(M4 x S]')' y estudiar. las consequencias. Cremmer y Schwarz

(1975) y Cremmer y Scherk (1976) sugirieron gue la Teoria

de Kaluza~Klein es una Teorfa de "rotura espontinea de 1la

simetrfa”, espec{ficamente de "compactificacifn espontdnea"
por lo siguiente. La simetrfa de M° es el grupo de Poinca
- r& en cinco dimensiones Ps, mientras que la simetria de Ma
x Sl;es P% x U(l), con P4 el grupo de Poincaré en cuatro -
dimensiones 0 sea el grupo de simetrfa de M4 y U(1l) el gru
po de rotacién de la circunferencia s’
estado base es M? x s! y no ¥°

trfa P°

. Al suponer que el

s el posible grupo de sime--

'se ha "roto espontaneamente" en el subgrupo p? x

ULy,

.

Las ‘simetrfas de M? x s;l son simetrfas- geométricas, es de-

‘cir, son transformaciones que prdservan a Ia métrica sobre
la variedad. También se les conoce como simetrfas del espa
cio~tiempo. Ademfs, como partimos de relavitidad general
en cinco'dimensiones, la covarianza de la teorfa implica -
que‘todas las simetrfas del espacioﬁtieu@o son simetrias -

 locales y; por lo tanto, las simetrfas P4

X U(l) son tam--
bién locales y asociadas a &stas, deben existir partfculas
de "norma"™ sin masa, llamadas también bosones de norma: Los

"gravitones" asociados a la simetria P4

y los "fotones" que
_adem&s son *apelianos" asociados a la simetrfa U(l). Es

por esta razén que la Teorfa de Kaluza-Klein es una teorfa
unificada de la gravitacién con el electromagnetismo. En

‘la actualidad, las teorfas de campo como la Supergravita--—

© @ién y también los llamados modelos duales (cuerdas y su--

N R 2 ot TR

pexcuerdas) _necesitande m&s de cinco dimensiones para te-
ner sentido apropiado y por lo tanto, también, la comp?cti—
ficacién espontdnea o algo semejante. :

e e ks it
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Kaluza, para manejar la coordenada extra Supone Qu
' e

‘nos permite -escribir

vamos a exponer ahora, con mis deta‘ .
118, 2)qunae 4"
ideas. | ' ;'Mtu -

los

campos en su teorfa son independientes de la coorden .
adyg,

extra (condicién de clllndrn.cldad)

Sea 9"" (x;e) el tensor métrico en cinco dlmensmnes,
con X representando a las coordenadas de Minkowski en
cuatro dimensiones. La cilindricidad

.;(X,‘E’)-.- - -.(.1.

PRI T TP

auvo‘\ _LAH()‘)
A, %) #00)

. | (1.3)

% OF

J A

Kaluza supone, adenés, ¢(x) =.1, Por lo tanto

(%) &) Ay
R - R —"LF;J,VF /

. : -
| F,uv = Avm“‘Amv :

R(5) o (&)

cuatro dimensiones, respectivamente. Todo lo que gueda

(1.4)

‘son los escalares de curvatura en cinco y

de la dimensifn extra es un nimero mayor de campos.

'El resultado de que A{x) en (1.1)es el campo electromag
‘nético, no es trivial. :
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para aceptar la cilindricidad, podemas argumentar, ra-
.‘ ' -
pidamente, 'c_i.e-l siguiente modo. ‘Supongamos que tenemos

una funcién £ = £ (x, y) con expansién de Taylor
ﬂx/Y) = ﬂfx;o)w f:y(xfo)'i'O( Yy, e s

Si y es suficientemente pequefia, podemos despréciar. to-
dos los términos en (1.5), salvo el primero y entonces _
'~ jobtenemos la condicién de cilindricidadl.

El mismo argumento, pero ien un contexto m&s definido
- va de la siguiente manera.

‘Nuestro supuesto astado base o vacio esta dado pd::

| Js“-_-. Oﬂ.vc!x”dxiv-t- d‘(’a. . 1.6

Ny €8 la métrica de4Min]§owsIfi y21a53 xY son las coor-
denadas usuales de M": x ', X, X, X*; mientras que@ es
una variable angular tal que 0£ €<% a.ﬂR . Una vez

. éncontrado el estado base, el siguiente paso consiste

' En -desarrollar alrededorrde él y determinar el espectro
cié las excitaciones. Las excitaciones se estudian en
la métrica de cinco dimensiones gﬂ’f‘(x", ¥ )} con MNZOealy
Sin perder generalidad, podemos expandir la dependencia
¢ de la métrica en una. serie de Fourier

| m0=3 g xentieny/R) .7

MN
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~ puesto que f-e[o,iﬂR] .

Resulta gque los modos conngo tienen masas del orden de
n/R que provienen de la energfa cinética. en_la direccién
¥ como vamos a mostrar.

Con una norma apropiada, cada componénte de la fluctua--
ci6n de la métrica satisface la ecuacién de onda sin ma-
sa en cinco dimensiones

6Y=(%2a—¥ 3‘}!1 - %?%n)’\l/:(é—— %,)Y (1.8)

con 0¥ el d'Alembertiano en cuatro dimensiones, vemos °
que el té&rmino 3%*€ da lugar a una masa cuadrada n¥%R>
al modo 9-:1"“) . Asf que 5iR es del orden de la longi-
tud de Planck (10%%m), los modos con n# O tienen masas
de alrededar de 10''GeV. Esto quiere decir que resulta
muy diffcil excitar estos modos. E1 modocero corres-
ponde a una partfcula sin masa en.cuatro dimensiones y

a bajas energfas y a longitudes de onda mucho mayores que
el radio de la quinta dimehsidn, dominan los modos sin ma
sa conn=0 ; de aquf que la métrica se descompone asf

| |
: i
- - i Y Ap(X™) '
EMN('X“;"G)"‘ e o], (1.9)

LA S0




donde gm, representa al campo grav:.tator:l.o en cuatro di-
. mensiones, A, a los fotones sin masa Y ﬁ a particulas

escdlares sin masa. Los campos de norma g, y Ay es-
tan asociados a la simetria P"x ey . E1 campo ¢ , en
cambio, e€s algo asf{ como un pseudo boson de Goldstone:
una oscilacién en ¢ corresponde a un cambio en el radio
de la quinta dimenéién como. podemos ver del elemento de
linea

ds* = g, dx"dx’y__4 dde* . (.4

El radio de la quinta dimensibn es aWREF vy las ecua
ciones de Einstein clisicas no determinan este radio ya
que M“‘x S—' es plano, independientemente de su valor. :
Por tanto ¢ no tiene masa. f es el escalar de Brans-—
Dicke que hist8ricamente da lugar a la Teorfa de Jordan-

.z +..- Brans-Dicke.” Por otro lado, debemos tener presente que —
es probable que correcciones cusnticas hagan de ¢ un cam
po masivo y de ser éste el caso, incluso una masa muy pe-
quefia, ¢ no podrfa detectarse cosmolGgicamente.

Ya dijimos que la aproximacién (1.2) no es compatible con
el principio de la invarianza general de coordenadas en
cinco dimensiones. La invarianza es ahora (X, €)y—>
(X ey=(X+ EX), €+ WK))  donde X—3 X 4 F(X)
es una transformada general de coordenadas en cuatro di-
T T"mensiones y ﬂ-——)‘( +uu(x) representa una transformacién

= de norma.

- La simetria del estado base es P7«x () y vamos
a mostrar que las componentes no diagonales de la métri-




ca, Ay(x™) , son campos de norma.

general |
: . -, ‘ L. K ' ) -
. QMN(Z)_Q gMN(ZI): %’%‘n %%IN %KL(Z) (1.1

en la cual z = (X% ¥)—> 2'=(x, €)=(X™ s CHWX))  impl s,
que gv_s.-_g,gyb_.-_w,v es decir, AV(X)""*A»(X}-HUW(X)

A partir de la £8rmy)
a

'1a transformacién de coordenadas (x,\¢ )=¥ (x,e+wox)) |
se compensa con la transformacién de norma ApvAL+rw,, . ;

otra manera de ver lo anterior es partiendo del elemento 1
__—de linea-en cinco dimensiones para el cual resulta mds 1
conveniente la siguiente parametrizacién - E
(o) _ { Sav ~AuAy '-Au(x) o | |
gMN(X) - m— e e = e — - {1.12) —
e - . ‘.AV {_¢ ' .
o (o) ‘
o sea gue ahora Sy = GJuv -\-AAAV

‘s 1a definici6n de g, - El elemento de lfnea en

cinco dimensiones es
&s‘: g,,,,dz" dz"= g, dx* dx"_(desA, ), (1.13)

en donde, para mayor ‘claridad, estamos ponxendofz- .
Entonces, si ¥ — e = e+ wix) ’ de’z cl’e+w,,,dx
de modo-que para tener invarianza en ds>, debemos pedj.r

Todavia se tiene otra forma m&s para motivar las ideas de
Kaluza-Klein: Supongase el acoplamiento de gravitacidn
~en cinco dimensiones a un campo escalar "V.(X,'C) . El1
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1agrang1ano 11bre en cinco dimensiones es g ‘{/,H\Vm-mam
\\") 3"'"‘ es el inverso de 8§mn - Ahora se pide que el la-
grangiano libre en- cinco -dimensiones de -lugar-al- lagran-
giano en cuatro dimensiones para un cam;:o escalar acopla

do al campo de Maxwell, [(a,,-na A,,)‘V(X)] - mo \l" (x) .
Asi pues, gi 8"'“ es - la inversa de (1.12), entonces:

- - (1.14)

donde, ‘ahora,:al:campo_de norma astLr‘peseala&o_Aﬁ&Ay
y si WX, ) =exP(imeY(X) , no se tieme el

" "modo cero" sino el "primer modo masivo”™ de la expan--
" 8i6n harmfnica. mes el inverso del radio R de S, y
pedimos

mé-:-.z | | |  {1.15)

Para determinar 5. se calcula el escalar de curvatura en
cinco dlmenslenes.

R(Sm()} &(g‘w) uv “u+—-- " a1.1e)

donde F.Mv- é A a Ay . El signo

.menos en el lado derecho de.(l 16) se debe a que ée pide

que la ‘quinta dimensifn sea espacialoide. Por lo tanto
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}
|

x . -2
_38
é, .=R~1o (G-e\/) ’- K es la constante de-
gravitacién.’ Para un acoplamiento razonable R
S, ' -1 apn ‘
1, asf que m = g‘. ~ 10'%°GeV . Es asf como la masa

de Planck queda incorporada a la Teorfa de Kaluza-Xlein.
Dos cosas que podemos notar es que la masa para el caumpo
escalar ¥ en cuatro dimensiones puede ser mayor que la
masa de Planck que resulta un lfmite inferior y la otra

es: ~ La necesidad de introducir materia en cin

-

co dimensiones para tener (1.15) ya que el radio de §,
no queda determinado por las ecuaciones de campo.

Regresemos ahora a la accién en cinco dimensiones
y expandimos en potencias de los campos. Si suponemos -

- -que las longitudes de onda :son mucho mayores que el radio

de la quinta dimensidn podemos ignorar . los modos masivos
y obtenemos la teorfa de Einstein-Maxwell-Jordan-Brans-
Dicke, en el lfimite de bajas energfas:

I‘ 2 ic;n:__ - fJ"ng [W*FWF”:"S”#;M 4»}.‘._.. -”‘17.’

Las correcciones a esta teorfa, los modos masivos, dan lu-
gar a que bajo una transformacién U} €>¢ + W ,

€l campo . _
(n) (n) . .
w
un > Gun EXP&—L@”-} K (1.18)

Estn quiere decir que g:‘,} tiene una carga eléctrica pro--

porcional an , © sea que la teorfa de Kaluza-Klein uni--
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fica a Einstein-Mﬂxwel1-Jordan—sxana-niékc con un nGmero
infinite de campos masivos y cargados con spines cero,.

ano Y dos, puesto que bajo transformaciones de Lorentz de
Gun asi s$9transforman. Estos campos tiénen masas dei
orden de 107" GeV y no se pueden identificar con particu-
ias.conocidas. A pesar de &sta y otras dificultades 1la
teorfa de Kaluza-Klein muestra que en principio la unifi-
cacién de la gravitacién y el electromagnetismo con la ma
teria es posible. M4&s adn, la Teorfa de Kaluza=Kle¢ o es la
finica teorfa de campo conocida Que contiene campos-masivos
y cargados de spin igual a dos. Por dltimo, solamente men
cionaré que la generalizacifén no-Abeliana de la teorfa ya
también esté desarrnlladé; entre otros por E. Witten - ~

(1981 a,b). o | ‘
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. CcAPITULO II LA ESTRUCTURA DE LA TEORIA DE JORDAN-

. BR_ANS-—DICKE .

A partir del sigquiente principio variacional

(G. .QE.IFFV F}w rdXdX'an’dX“O (2.1)

obtenemos las ecuaciones de la Teoria de Einstein-Maxwell
sin fuentes. Esta ‘teorfa contiene catorce variables Qv
A&;L que'aparecen en esas ecuaciones: |

G)w-'r-u‘(F#xP -q-gﬁw F )- (2.2)

F“V_p_-_:o - {2.3)

]
Fav = Ay u— Auyy | e

La ecuacifn (2.4) se puede tomar como la definici6n del

tensor eiectromagnético F%uy , mientras que en (2.3) la

derivada ordinaria estd sustituida por la derivada cova-

-~ riante. Expuesta de eéta.forma, podemos decir que hemgs
_ obtenido una teorfa unificada, de manera trivial, de la
gravitacién con electromagnetismo. La trivialidad de

“la unién de los dos campos se manifiesta en la asimetrfa

obvia que hay entre las variables Suy Y A y. Podemos
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. formular la teorfa de tal modo que &ésta tenga una gran si-

metfia, por lo menos, ademds de alguna novedad. Como ya. -

se dijo, estd teorfa tiene su origen en las ideas de Kaluza-~
Klein y fue generalizada por Jordan (1948, 1951) y particu
larizada nuevamente por Brans-Dicke (1961).

Vamos a ver prirﬁex;r.=',f - cbmo es la teorfa desde el punto
de vista de la teorfa .. grupos: las ecuaciones (2.2), (2.3)
y (2.4) son invariantes ante transformaciones de coordenadas
y ante transformaciones de norma bajo las cuales las AV cam

- bian as_i

Ay—_)A'y = A, + A,y , O (2.5)
es decir, a-los—potenciales A, se les _afade- el gradiente de
una funcién A ’ mieﬁt;'as que las coordenadas X*™ no cam-—
bian bajo estas transformaciones. Con el sistema de coorde
nadas fijo, las trasnformaciones de norma forman el grupo
aditivo de las funciones arbitrarias de las x¥ . Denotemos
a este grupo con la letra N y al grupo de las transforma-

‘ciones de coordenadas, en cuatro d:.mensiones, con la letra

P . Consecuentemente, la teorfa de Einstein-Maxwell es -
invariante ante el grupo J generado por N v P . Entonces,
los elementos de P son

‘:é-‘_x(x\ ;- A;i = %KAV (2.6)

mientras que las transformaciones de norma son

Ayt Ao e
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donde A"A(XJ es funcién de las coordenadas x*. Ei re-
sultado de hacer primero, una transformacién de coordena-
das (2.6) y despuéq una transformacién de norma, da como
resultado ‘

(X )-—ﬁ’(x’ ’ (Aﬁ-) = ()(V,FA”)':: X :nA"y
= x”;ﬁ.Av""x‘;n A(‘K),p =
Xl;}-IAV'i' Aﬁ(),n . (2.8)

4

AG) tiene la misma forma funcional que A(X).
Si ahora realizamos la transformacién inversa a (2.6) en
(2. 8), obtenemos

Cxi- x *

(} :;I(AV*A{")M» AA"‘ A(R),g, _" (2-5;'

Por lo tanto 8i i)e p y a la transformacifn de norma
dada.por A(X) 1la denotamos por [A(x) ], tenemos que

P [Aw ] p = [Ax)] , (2.10)

o puesto de otra manera

PHNP = N | (2.11)

- -

es decir, N es un subgrupo normal de J , no asf P . Todo
elemento de J se puede expresar de manera finica en la for
‘ma NP ya que Nn P es la “identidad. Debemos repetir que

J construfdo de esta manera tiene poca ,simetr':ta y en con
secuencia poco estético es.

- 8in embargo, resulta que J es isomorfo al grupo HS'
—compuesto por todas-aquellas transformaciones de.las cin-

R Ao N

T e e ) ————




ct; variables X° _..-,K" para las que las nuevas variables

X son func1ones homogéneas del primer grado de las x
Usando la relacisn de homogeneidad de Euler escribimos
™ n 20} ' ‘
X" nX =X (2.12)

que prq.w:l.ane de derivar con respecto a A la relacién gene
ral u.( 2“')" )\u(xﬁ) y poner despus A= .

Los elementos generales de -H,- son transformaciones de la
_forma

XSz x"F" (x'/x‘;,x%‘,%?x‘-,x"/x') .o 42.13)

Podemos- poner an correspondencia, uno a uno, a aquellos
elementos especiales de Hypara los cuales F"=z F conn
cualquiera (entre © y Q) , con los elementos de N¢ J asi:

[roa]- [’\(xﬁ- --XY~tF (XX,---)= @A) - --XY) (2. 14 )

que aparte del signo es finica. AdemSs, vemos .que se hace
‘la interpretacifn siguiente

xXY/x° = xV | | (2.15)

Mientras, a las transfoimaclftones pertenecientes a P, dados
por (2.6), les corresponden las transformaciones de HS'.

dadas por s | _
xf=%® - -
KR
v s [v(x 5 (2.16)
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En forma aniloga a (2.10), para Hs puede uno construir -
la_siguiente relacién: Partimos de (2.16) transformando
la.con F"=F y al resultado. lo denotamos por x ™’

"= X°F(XT/XE, )

XF'/XW: f’()('/)(z ——=) | (2.17)

.ﬂfL'a transformacién . inversa correspondiente a (2.16) apli-
" cada a (2.17) da

X%z (x7) 2 X (XX, - - )
x""/x‘ (XVIx*)" = x¥[x* @

Hemos mostrado que las transformaciones de HS. para los
cuales F™=F forman el grupo normal de’ HS’ Yy que aparte

de la transformacién idéntica, no tiene elementos en comfn

con el subgrupo formado por elementos arbxtrarios =™,
Sobretodo, hemos establecido el homomorfismo entre el gru
po de simetrfa J=F,®MN de las ecuaciones de Einstein-
Maxwell (N es el grupo de transformaciones de norma elec-
tromagnéticas) y el grupo Hg , Siempre vy cuando'uno iden

tifique a las coordenadas espacio-temporales con las funcio

nes homogéneas de grado cero de las coordenadas en cinco
dimensiones. He aquf la razén del porqué de la unificacién
de la relatividad general con el electromagnetismo cuando
se formula a partir de una teorfa. proyectiva de la relati-
vidad cuyas caracterfsticas esenciales exponemos a conti-
nuacidn,

(i) La geometrfa Riemanniana es v&lida tanto en el espa-
cio de cinco dimensiones como en el espacio-tiempo
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de cuatro dimensiones.

ii) E1 formalismOjde'proyeccidn qué conecta a la geometrfa
del espacio de cinco dimensiones con la geometrfa del
espacio-tiempo de cuatro dimensiones Yy a las que lla-
mamos, en cinco dimensiones, ecuaciones proyectivas

! ‘ proyectadas a ecuaciones tensoriales en cuatro dimen-
‘siones, esta basado en la restriccién de aceptar sélo
transformadas de coordenadas en cinco dimensiones que |

: pertenezcan al grupo Hg © sea a las transformaciones

f?- homogéneas de primer grado. '

PRIEN TSR

iii) Las cocrdenadas de los puntos del espacio*tiempo'en‘
_cuatro ‘dimensiones son funciones-homogéneas-de grado :
cero de las coordenadas del espacio de cinco dimensio é
_nes. '

‘Debemos hacer notar gque el formalismo de proyeccién
puede manejarse de varias maneras (Jordan 1955, Bergmann
1948, Ludwing 1951 y Schmutzer 1968, entre otros).
vamos a presentar ahora este formalismo de proyeccifn si--
guiendo a Jordan.

- PROYECTORES.

P v——

'Expresamos que 1as roordenadgs espacio-temporales x¥ son
'cuatro funcxones 1ndependlentes y homogé&neas de grado cerxo ;
de las coorqenadas en cincc dimensiones )(h por medio de
la relacifn de Euler

X =0 | (2.19)
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También con la relacién de Euler, s8lo son v&lidas las
transformadas de coordenadas en cinco dimehsione_s. tales que
R R o
X"= X" ,aX (2.20)

La geometrfa de Riemann es vilida en cinco y en cuatro di-
mensidnes y las ecuaciones en cinco dimensiones deben tener

su equivalente en cuatro por lo cual es necesario el concep

to de proyector: Un pmyectOr Pt“:"'h"‘ se transforma co-
=T A :
mo un tensor y, adem&s,

Ry=--kn 4 - |
P,Q __._Qm . X® = (n-m) P:‘i | 'E':n (2.21)

y es por tanto; funcién homogéhea-de:-grado—(inwm) ~-de-las-

)(s N&tese.- que_lés diferenciales—cb( no- son—proyectoras —— -
y sin embargo, las xR mismas si 10 son Y se transforman co

mo vectores. Las g Wl ’ 3“ Yy g L= Cf Q, también son pro-
yectores. NG&tese, también, que supondremos siempre que el
invariante '

X_.hx_h: gmxhxk: J#£ O . (2.22)

Un proyector O.Q'_ se puede deséomponer en una parte ortogo-
nal ( ofh ) y otra paralela a X”' , de manera finica:
. S ’
03 = o) +"X.Q 2 Xs , : _
J | C(2.23)

Xy =




i
oo e

B R

Yy

En particular X.o y todo gradiente s w =S OB

40 LI " o
ba- bm'—’- “Q . &%bn)( ) (2.24)

(k) % $ — of _ X Jﬁl |

g ' {2.25)

&)S
8‘:'3-— --Xa—{r—x‘—"g?‘ -

La proyeccién de un vector o®  (en cinco dimensiones)
estad dada por el cuadrivector a¥ asi:

V_ .V LR .
o- ".x"‘.& ' _ (2.26)

Yy sus componentes son funciones homogéneas de grado cero
de las X La ecuacifn.(2.19) se puede escribir, ahora,

x'= o . o - (2.27)
La proyeccifn oY ge o es lgual a la proyeccifn de la par
te of® que es ortogonal a Xh

o= oa¥ (2.28)
Y en general' lo anterior es vilido para cualguier tensor

VAU Y Ny (V3 DU (VA | | -
T =T . (2.29)

' Es decir, uno puede generalizar (2.26) para proyectar a un
- proyector c‘orf un nmero arbitrario deé indices. Tenemos

ademis, que

¥

Y Y ' | | .




3“.9 '-’. xﬂ;h xvl 3 ghg '—" %»h %\f& %hﬂ

1a matriz inversa de g™ es

- . C {Guy) = }-“")’1
. | Tuy g 2.32)

' La independencia de las cuatro funciones x¥(X) dan lugar a 1o siquiente
primero, 8i la reduccitn a¥ g 2 es nula eso implica que a* '

eg
paralela 2 o | | |
. k ' . .
' 2t = o | | o
- Ya que Détlgkll#(),_sesiguaque D_gt[gk-l]-#o y
. T N x
a, =gga* =g a" q,, ‘ @
g1 sfmbolo ¢, Significa lo siquiente.
- gkv = duy g,.k = g‘n,gul g ‘2 )
por lo cual podemos escribir (2.34) en la forma
a,=d,a | (2.36)
y en forma semejante:
v x (2.37)

a = gvk a L
las cuales se pueden generalizar' para reducir proyectores arbitrarios.

1a operaci6n de reduccifn commsta con la operacifn de intercambios de fndi_

- Tenemos cque

gkpgk=qp= Crpl. ’ (2 )
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de acuerdo con (2.35):
k kl v | ]
g ;ggvk = Gay g)\l g g k = g‘“ghl gvk gkl = gﬂgkv . - (2.39)
- k) _ k _V , - |
Puesto que a™" — g ya esorbog_cnala X 3
| [._a(k‘) - g ,a 1% = a® x k) - X, a¥=0 (2.40)
y ademis camo su reduccifén es nula, resulta que
calk) gk,av .
_ v (2.41)
2y = 9% Ay .
k (ky | |
¥ n,=a™ b, =8 (2.42)
y en general
M T S L , (2.43) - —-
aAsf que
x*
v 1 1 X N
.gk gyggk-' 3 . (2.,4“)

 Rune las diferenciales axx nosm W, de todos modos dx' =
g’k ax® y de acuerds con (2.44), ‘
2
%, dx)

guyax” Xt =g, et - —S5— (2.45)

El concepto de reduccién nos perhite trasladar las ecuaciones de proyecto
res en cinco dimensicnes a su equ:.valent.e an cuatro d.mmswnes, de modo

que ak = 0 equivale: a’v=0 vy axk

Notese que si A]‘:l =0 con Akl simétrico, cotenemos

uny

Ao Ax =0 A%y xt =0 . (2.46)

¢ b) La derivada en cinco d:i.m@ﬁsi'ones;
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1a derivada covarimte de un proyec'or es un proyector, sinevhargo,las-

" propiedades de hamogeneidad de éstos dan lugar a ciertas peculariedades.

ja ecuaciin de Buler

L1 _ Wl .
KT br,1 TR T XUy (2.47)
implica que
L | |
X7 by = byrg ) = xkbk )y (2.49)

Pero podms cambiar las derivadas ordinarias por coveriantes vara cbtener

k k

X'byip + X i3b =0 . (2.49)
La _ﬁltinaﬁdmi;lasepmdégmemlim_apmyecmaﬂﬁtxarim, pero en
especial: , ‘
x13-+x1-3 +xt: B, =0 )
“km’ 1 ‘%x°1m mPkl T (2.50)
Mora, si %fg]m cbtenemos la siguiente ecuacidn de Killing,
Xnik T Xgxip =0 - (2.51)
Usaramos la siguiente notacifin
'ka = me"k = xm'k - xk'm ' {(2.52)
- Con lo que (2.49) queda asi:
- Uk, _ 1 k




U Xyigig) famny =0 - (2.54)°

por otro lado, si B_=X ., (2.50) implica que

k
X% =
Im‘k | (2.55)

Bemos cbtenido, de raso, las mledades del m:oyc“w'sr de curvatura en
cinco dimensiones. Definimog a &ste mediante la siguierite relacifn

k'1'm T ¥;fmfl T xlm3n (2.56)

si‘an=xh‘ymsenmmta {2.54) cbm

B i

R kilmn = ml’k 2.57)

Y 8i contraemos: K nl™ Rk]_: entonces

k

k _ X

Rklx l;k - (2.58)

" a . " .

Cada ecuacifin con proyectores (en cinco dimensiones) da lugar a una se—
rie de ecuac:.ones tensoriales en cuatro dimensiones vy al pmceﬁmimm
dado para obtener &stas a partir de acuéllas Jordan le llama "alcrebrlza
" ¢ifn": Cada proyector P ~ T estd construido a partir de las %y ¥ -
las Xk utilizando un ndmerc finito de operacionss incluyendo derivadas
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en cinéo dimensiones. En cuanto. a.la ecuacifn P___ = 0, &sta df lu-_
garawégdemMOiifitodepam:imcmjmwdemm—
tensoriales T ___ -r=0 u__ =0, vV ____=0, == — =" ; €n
donde T___, U__, V___, etc.; se construyena través de un ndmero -
finito de operaciones tensoriales, incluyendo a la derivada covariante

encmtrddixmsiones,apartirdelaégw las X ¥ el invariante J.

vanos a decir que dos proyectores P y Q -  son congruentes -

si ambos tienen la ‘misma reduccifn, es decir:

m, === -,

significa

(m )-—--(m ) (m )-'--(mk)
k

® (n, )= (np) = Qn) }---(ny) © 0 (260

Dada una congruencia podmoa ejecutar las siguientes operaciones en am

bos lados: suma, miltiplicacién e intercarbio de fndices. Sin embarco,

la contraccifn de fndices no pusde llevarse a cabo en (2.59): SSlo es

.mmledmmmdemmmms Menmfls, tamroco | |

mmmmaarimm {2.59) yaque,porejwlo P . A0
no implica P "s ~0 .

Esto ﬁltim conduce a definir otra oPeracidn similar a la derivada co
variante, A ésta se le llm "derivada congruente" , tiene la siguiente
propiedad vy la denotaremos por dos barras verticales: '

k ——k o : | o
m o _ . (2.61)
ll—-—l us = Proyector

Ia derivada congruente es semejante a la derivada co{rariante y se defi-

. he, para vectores, por cualesquiera de las siguientes dos ecuaciones -

equivalentes




[P

Fo ]

Ary T Bip t 23 A
k k '
a = a ;. + x-lgm . lx a™
'nl a1 ﬁ
mientras que
k _ Ak
Algmy = By '
Se obtiene al contraer Aﬁk"l’ ya que
= 0 . .

Iim"n

Asi, también.

( Sak)“l = S"lak + Sak"l R

A partir de la congruencia

n
: X'a
am"l o~ am’l + xml 7-39—
v en vista de (2.52) se deduce que
X o~ 0

ysiP__ ~ 0 entonces P__ ~ 0  también.

En-general

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)
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+
amnl"\'a(m) "lNa(m);'l ' (2-69)
Y
! S, i (2.70)
| .o S Siphy - 7
M&s adn,
A K /Ty Vimnyy ~ 0 : (2.71)
por ser congruente a
' 2
0=(—(xkl/J -)J'rl'rﬂl (X s l/ZJ ) + Xl (X X /ZJ— )_)_[K"rlﬁr (2.72)

camo se puede conprobar por medio de (2.52) y de (2.54) ya que claramente,
de la definicién de J:

xx__ =g, | - © (2.7

% : bhdlante el procedimiento de algebrizacién se 51mp11f1ca el modo de nasar
derivadas auclmxadnmmsﬂmwsaadervm@asexncummx:dmmmshxmm-

Teorema Principal .

L -a'ﬂ‘ma" 2N,
- St wn-q_.
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La reduccifn de una derivada congruente Py 1 g ©8 la deri-
S 1 n" My =--p
vada covariante Pvl____v ;g de la reduccibn -Pvl___vm de
-} n n
Pkl"' km
i
pemostracifn.
| k,=---k K,-=-k
La reduccibn de Q ____lm s = Pll___lm L E
1 n 1 n "s
Nl
ey : (2.74)
1 n o
(ky)-—~1(k,)
queda determinada por 'P(l )—--(l') de acuerdo con (2.68) que a
1 n o '
: kl—-~kn_ . '
su vez se obtiene reduciendo P, ———l‘ por medio de la fSrmula
— S 1 n :
1) ' g2 Hy T tambi &
(2.41) y entonces, — = P, . Tenemos ién, -
_ Yy ’UnO" Vi v, He

debido a (2.41), (2.69) y a que g"k,n = q"n.k , lo siguiente:

ak..n - a

= 9Vkav'n - Phawk = 994 Ay auy)
Por otré. parte, de (2.71):

con

n'k ™ 2(x)'n —.._a(n)_’.k = qkx)'n ~

a(n) 'k =
. : (2.75)

(2.76)

(2.77)




Definj.mos

.a(k)nlnm - a(k)"m"l = -

y en vista de (2.70) tenesos que

¢"k"l ¢tl1 k ’ : (2-79)
por lo tanto
(n) =
a (a (n) "k"1 -a(n) " ."]';) = 0 ) (2.80)
oga, (2.78) es lineal en. a(s) y a(_s)“.r no aparece.
la reduccién de (2.78) es
_ o
ap_?y;‘ - aA;x;U = -G ,‘*-'i{“acl ’ (2-81)

dcmde G“er estd definida camo la recu «'i6r de G(.)klm y
adanas, el tensor de la curvatura en cuatro ¢ imensianes. A partir de
{2, 69)

20" 1m ™ B () 1 R KX Ay 7 XX Ay o 13 (2.82)

o i e i




Y Y

n B .
de que X apy) =0 'yoconlaayuda de (2.53); encontravemos
20" 1'm ™ 3k)itim T WK X+ XXy 1 2y /I , (2.83)
por lo tanto

(n} n _ - |
6 ian™ Kam = 50 5]~ Ba¥ 0 £ 208 1 9 . @80

Asitmsquelamdmciﬁndelgtoyectordemmuiraloobtma}g
ra reemplazando en (2.84), los fndices latinos por Indices griegos.

Vamos a contraer (2.84) para obtener el proyector de Ricei Rkl .
Ia comtraccién para congruencias, recuerdese, s6lo podemos hacerla con -

- Indices entre paréntesis:

G(n)k(n)m~ R(n)k{n)m.- % x(n)mx(n)k t (2.85)
Debido a (2.52), (2.57) y (2.73);
anlx“xm =% T, + % xlmf“k - (2.86)
y también de -:1(12.73)-'.
Kin xmk'.",' 1 (1_“1)X(H;')2< Pl Jz_ . - @287




{ ).‘ = RO - Yht .
el = R Rim 7/ J

= Ry - %3, /3 - 5 X X /3

{m)

i

Rep =% Juyedy 19 =% %y X
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K /3 +%3, 3, /. (2.88)

| Con lo anterior y en vista de que J'k’}. ~ J"k"i‘- finalmente obtenemos

G}-‘-V = Rﬂv-kxmxlva’ /J _%J'.M;V /J +.% JI}LIV /‘Tz

| Regresmns a (2.87) y contraemos. El resultado es

yde (2.73):

, _ S
) _ ‘ -J'k;l )é{xl = 15 J k J'k

As{ mism, con la ayuda de  (2.44),

k (k)(1)

x (k) (1)
J ;k-Jk'lq

okl .
+J|k;1xx_/J"“Jukllg

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

+hIT, =
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lk ] i)‘
J Vi = J’(;H + X J J,“ , (2.93)
y, de nuevo,‘con (2.73):
Xmm = Xom P Xp Ty /I |
| {(2.94)
Xmy) = X1t KTy - Xp3a)
1
que juntq con _a(“b( a“l,bl ayudan a obtener
S S S I W1 _
x(l)nx m xlnx m J'nJ'm/J ’
(1) (2.95)
L o im _ o
X1 m* = XX 2 J3,,3 /3

y con (2.91) y (2.39} conseguir, de (2.87), -1la relacién

k,1 v

_ y 1
= o, = - MY
R, XX | X3 iy ¥ J J.'V/J B Xy X7V/3. (2.96)
Vvamos a reducir (2.58) y para ello, por (2.55) y (2.25),
tenemos que '

xl 1

i

o, M1
R i Xoki19 . {2.97)

mn
k1 % Xeig9

Después, con auxilio de (2.66) y (2.73)

1 )

(m) (1)
1 ) (2.98)

'y entonces

_IR‘"'(xk = X X“y}q‘ + % x"v Je/ T . (2.99)

o

o YRR N T
S e ] e
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por Gltimo, el escalar R = nkiqkl expresado en té&rminos
de tensores de cuatro dimensiones, con ayuda de (2.25) y

de (2.95) ¢ €8

R = R, g0 %"’53” =
= Rggg.uv + X J‘vFv/J - % J'uJ”’ "‘

- & Xy X*V/g 5 (2.100)
y, por lo tanto, de‘(2;89)=
R = G + %x¥WXu/J + IVi/0 + %533, /3% .

(2.101)
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CAPITULO III.

" UNA INTERPRETACION FISICA DE LA TEOKIA.

Para obtener las ecuaciones de Einstein-Maxwell
que contienena las catorce variables Guy Y A, a par-
tir de las guince .. , se impone la condicién

J = gy X% =1 (3.1)

para reducir en uno el némero de variables independien-
tes. Esta condicién implica la modificacifn -de variag
de 1las ecuaciones anterigrmente expuestas, a saber:

( xklu‘n )[kl“ll = 0 - ’ ) (3.2,
™, = 0 . (3.3)
( xp,y?,\ ) [LVA] = 0 {3.4)
Yy Xuy repres-enta una rotacién. También,
Rypu= Gy + % Xy X, (3.5)
py= Guy AX Ay et .
Rk = 4X'pk . (3.6)

R, KA = - XX | . (3.7
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- v
R = G + % &HVX“ (3.8)

. Se supone;- ahora, que Xy, es proporcional al tensor --

electromagnético Fuy

%
_ 2K ‘

Por otro-iido, las ecuaciones de campo provienen de una
variacién que contiene explicitamente la condicién J=1:

0 =Jf[a - AT - 1) 1(-5)"&°—-—<m4 . (3.10) |

A .es un multiplicador de Lagrange y §:= Detl g, 1.

La signatura de la métrica g,, en cuatro dimensiones .
es - + + +. Ahora, '

43 = §4%dgy v dUI- 0% = (D dg, @

implican gque

R - 5 dhp 4 A% = 0 . (3.12)

Al pasar a cuatro-dimensiones A gqueda eliminada de mo

do que en este caso tenemos:




' .T’;E gﬂ-vR + Rﬁv= 0 H

(3.13)

o

>
>
il
Q

"estas dos ecuaciones corresponden a las ecuaciones de

movimiento en cinco dimensiones proyectadas a cuatro.
Usando lés'relaciones (3.5) a (3.8B) gue conectan obje-
tos  geométricos en cinco y en cuatro dimensiones, trans
forinamos las ecuaciones (3.13) en |

Guy = % GG + ¥ XX} - X guX,x® = 0
b4 | | (3.14)

Xﬁviﬂ.“' 0

las cuales representan, una vez que se acepta a (3.9) y

se pone G=0- ', a las ecuaciones de Einstein-Maxwell.

Vemos asi que las ecuaciones de Einstein-Maxwell que en
cuatro dimensiones carecen de cierta simetrfa, provie
nen de una teorfa que en cinco dimensiones si es simé- .
trica(J&l); En resuﬁen, dambiamos una asimetrfa por

una constriccifn. 8Si por razones estéticas eliminamos

esta constriccifén y aceptamos las consecuencias tene-

mos gue una de éstas es gque la constante de gravitacién
K se convierte en un campo escalar. Claro, las razo-

nes estéticas no son suficientes. Por el momento, bas-

ta con decir que, por ejemplo Dirac-1937, de conside-

raciones disfifitAs propone también 1la variabilidad de
X . Se puede decir, por lo tanto, que el trabajo

de Jordan formaliza y puede justificar la propuesta de

Dirac.




Aparte de estas consideraciones, debemos ante to-
do obtener las ecuaciones de campo fundamentales a par-
tir de un principio variacional, por ejemplo de

: JJR -3 a®--ax* = 0, (3.15)

se obtienen las quince ecuaciones de campo dadas por

Rkl = ( ’ {3.16)

las cuales, en cuatro dimensiones, se transfofman en
una ecuacidn tensorial, una ecuacién vectorial y en una
ecuacifn escalar:

Ruy= 0 5 RgX* =10 ; R ¥ = 0.(3.17

Sin embargo, esteé principio variacional, debido a que
ahora contamos con nuevas invariantes Jy J/J,,.=JYJ,,, no
es Qinice. Volveremos a este punto m&s adelante.

A continuacibn exponemos la forma de relacionar la teo
rfa proyectiva de Jordan con la de Kaluza-Klein.

i).- La relacién entre las teorfas proyectivas de Jor
~ dan y la de Kaluza-Klein. '

Sean"xl-i—:—Lx5 las coordenadas en Kaluza-XKlein, en-
tonces '

xV = x%¥° , V= 1,4 (3.18)

| ~
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xV = x¥ e ’ V=1,-——,4
(3.19)
X = X . '

Las XY con V<5 son las coordenadas en cuatro dimensiones
a las que simplemente se les agrega la x3 .

Al hacer, en cuatro dimensiones, una transforma--
c16n de coordenadas ademis de una transformacién de norma
obtenemos lo 31gu1ente '

x5 = ¥ + apt,——xY - (3.20)
Mmientras qmadé:CLiQ)cimemamm
1 4 %
* = Ft,—xY) e i C(3.21)

Las f£X son funciones arbitrarias.

Por otro lado, las condiciones de homogeneidad so
. : ; k —
bre las componentes tensoriales, funciones de las X ’

. . 1 . s
se expresan en Xaluza-Klein ( X ,- - -, x> ) dieiendo
gque s6lo se permiten .tensores que no dependen de X
1.-=-1
Tt P, = o0 : (3.22)
.nl nk z

Por ejemplo, para el vector ak © el b , partiendo
-de (3.18) -tenemos que

xv'k = gvk = C{vk/ x.o ’ k) 0

=B
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T (3.23)

. ' V. :
Debemos aclarar que las X  no representan aqui a2 las re
ducc'iones de los proyectores Xk , las cuales son nulas.
Entonces, las componentes del vector a*l' en K-K en térmi-~

nos de las componentes al_ de la teorfa de Jordan estén
dadas. por |

. 1 }
1 m OX . 1=1,—,5
ar = a axm H ms= 0:__..,4 (3.24)
o
at = et - K™, 1=1,—u
) {3.25)
a*s z= aotxo)ql .
. 1 ) o
Las cinco componentes @  son funciones homogéneas de -
grado cero de las X' e independientes de X .
Para obteper el tensor métrico g, en coorde-
nadas de KK partimos de (3.19):
5 5 5

5 5

mead - e el ¢ ox e

xkexdxv-i- Xk-Akdxs

xk‘(k ax’® + -xkx° ax” =

N
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= gax o+ x%x,axV (3.26)

T

Recordemos que aquf, las X, Son las componentes de
las Xk con k = 0. ‘ '

. _ 2 | ,
El elementc de lfnea  dS , en cinco dimensio
nes, expresado en coordenadas de K-K es

&
]

g, et = gafa’ + &YYo
Gupdtaxy + @ac + KxyaM¥ . @

Vamos ahora a mostrar que la ecuvacifn (3.18) implica
que ‘

Ruy/ T = (key /TN - %y 3, . (3.28)

Paté dsto’ necesitamos, primero, las. componentes que satis

facen lag siguientes veintinco ecuaciones, O Sea las ka 3

n X _x" - 4N _ X"

| De hecho, s6lo necesitamos las veinte componentes para -
las cuales m=Yy)>0:




_gvm‘gnv = Jl)\ /‘x°. , M=\

P29
de acuerdo con (3.23) y por lo tanto
‘ N -
.gnA = x° (J)\ - X)\Xn/J ). (3.30)
La reduccién Xy) del proyector X, es
_ _ k 1
Xgn = (Xpe = 3 ) 97 97y,
2
o k k ;
= x® (g =Xy XD iy - Kxtae s
{ X

1,k - %) -

. Deb-ido ‘a la homogeneidad de las X, tenemos que

' . . k " , i
Xpoe (dy = Xy X/3) =535 - G (3.32)
o sea, |

Xy x°2» X X, X x,xt X, XX

i [(al “l)(d’l- v)_(ak__kv,*

T T 73 §xX* J v J Xy T g
. ) . .

k _ XuX (x° ) 3 _.Z_vx)-xg—,—(ié—)}
(d, - “4%)) 71 X3e= 5 KeX” ' J

o, o x°x x°x

[ERRPR VAP
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NStese que las derivadas en (3.28) son con respecto
a las coordenadas x de K-K. '

A continuacidn, con la siguiente notacibn

Xoxv /J = Ay ’ . ’ (3.34)

- escribimos-el-tensor métrico g, - -—de—la-teorfa de
K-K: '

uy I AnAvlJ An,

( gl:) = » (3.35)
kl J A, [ J
Mientras que la matriz inversa es
»y -AM
k1 g A
(g ) = > v T/ (3.36)
-A ,.AvA + I
Para especializar a la Teorfa de Einstein en la cual
K = cte. 'y que en la teorfa proyectiva de Jordan
implica hacer J = Cte.; en la teoria de K~K se

expresa con la condicién

= Cte. . (3.37)




Capitulo 1IV.

LAS TEORIAS ESCALARES-TENSCRIALES EN CUATRO

DIMENSIONES Y EL PRINCIPIO DE INVARIANZA CONF(O2ME

En este capfitulo proponemos otra manera, distinta a la
que originalmente expusigrbn sus autores, de motivar
el estudio de las Teorfas escaiares-tensoriales y par-
ticularmente la de Brans-Dicke. Las razones para ello
son varias, pero la principal es el deseo de poner de
relieve un principio que hasta ahora no parece tenerlo:
el de invarianza conforme, sobre todo en el coﬂtexto-de
la cosmologfa por su posible consecuencia a nivel local.
Establecemos su relevancia a3 través de uraversifdn del -
- principio de Mach, el que por carecer de expresién mate
mitica parece inspirar distintas interpretacibnes. Pa-
rece que la idea original de Mach (1883) es la de gque
las fuerzas inerciales soh generadas, en su totalidad,-
por la aceleracién relativa entre la materia. Algo més
elaborada resulta la idea de que sélo tiene sentido el
concepto de masa de un cuerpo cuando est&’éste én pre--
sencia de otros cuerpos. Antes de seguir por este cami
no, conviene mencionar otro principio relacionado, pero
diferente, del de Mach: el principio de equivalencia,
que también.tiene ahora distintos grados pero que en su
- forma primitiva simplemente establece la eﬁuivalencia -
entie las fuerzas gravitatorias y las fuerzas inercia--
les. Son estos dos principios scbre los gue descansan,
sinpsus cuerpos al enos sus espiritus, las teorfas de gra

i
T Rt T BRI
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-

vitacidn relativistas. La pertinencia de este itlimo
domentario resulta, dadc que ni la teoria de la relati-
vidad general de Einstein ni la de Brans-Dicke (que, -
‘irénicamente, fue propuesta en sustituéién]de la de -~ -
Einstein por considerar que &sta no es explicita y to-
talmente Machiana) son, en el sentido tradicional, - -
_Machianas. - |

No estando preparados para hacer una discusifn m&s am-
plia y profunda del.principdo de Mach simplemente'propg
nemos, sin pretender que nuestro puntode vista resuelvé
o por lo menos aclara el problema, la versién de que en
apariencia el principio de Mach implica gque la masa no
es una propiedad intrinseca (atSmica) de las particulas
sino el resultado de su interaccifn con el resto del -
Universo. Esto quiere decir que la "masa" viene a ser
acaso la Gnica manifestaci6p local tanto en la ffsica
clisica como en la microffsica del Universo: manifestg'
cién de la presencia cosmolBgica a nivel local.

Los extremos en cierta forma se acercan, pues si por un
lado en la microfisica toda observacién, por pequeiia que
sea, altera al sistema obsekvado y éste, a su vez, al ob
servador (colapsc de la onda}; por el otro, a nivel cos
molégico cualquier observacifn por vasta que sea, se pien
sa, no altera el Universo ¢es &sto ﬁltimo posible, acaso
‘una parte del Universo y su resto forman sistemas aisla-
dos entre sf? No lo creemos. Queda entonces decir como

se manifiesta esa interacci®n.

Del lado Microffsica»Cosmos ¢la gravitacifn cufintica, por
ejemplo?‘Del otro, Cosmos-Microfisica aPrincipio de Mach
tradicional o mejor, masas variables en el sentido con-
forme? Parte del conflicto con el Principio de - -

1
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Mach surge al obtenerse soluciones de vacio en la forma
de métrica espacialmente plana , o sea qué,‘parece‘admi*
tirse el concepto de espacio absoluto. Especificamente,:
en la teoria de Einstein'la geometrfa no queda inica-
mente determinada por la distribucién de la materia aun
que es posible que existan condiciones a la frontera, -
hasta ahora desconocidas, que s6lo permitan soluciones
machianas. Como este problema también lo tienen las teo-
rias esCalares—tensorialés podemos decir gue ninguna de
eilas es totalmente "machiana”™. 8Si bien la idea original
de Mach se enfoca sobre el concepto de las fuerzas iner-
ciales observadas localmente en un laboratorio acelerado,
que pueden interpretarse como efectos gravitacionales ori
ginados por la materia lejana y acelerada respecto al la
boratorio, Narlikar pone el acento sobre las masas al ar-
gumentar gue la condicién necesaria para-—tener movimien-
to reiativo, es que el movimiento de un cuerpo en un es-
pacio vacfo quede indeterminado; lo cual sucederi si su
masa ineréial es nula puesto que aceleraciones arbitra-
rias son consistentes con una fuerza nula (Fsma) .
Generalmente, en relatividad general se considera que la
‘'masa inercial es una propiedad atémica independiente e
invariable. S8in embargo, el estudio de la invarianza con
forme ha llevado a distintos autores, con distintos enfo-
- ques, a la conclusién de que bajo una transformacién con-
forme las unidades de tiempo, distancia y el inverso de la
masa deben cambiar localmente del mismo modo. Las trans-
fo:maciones conformes  (TC) :epresentan cambios de unida--
des locales, es decir, dependientes del espacio-tiempo.

A la propiedad de invarianza bajo estas transformaciones
se le llama invarianza conforme (I€). Las TC fueron con
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sideradas inicialmente por Weyl (1952) y posteriormente 7
discutidas por Dicke (}962); Hoyle y Narlikar (1974) y
por Hoyle (1275) entre ot.ros.

El que nos ocupemos de las TC en este trabajo, es para
contrastar desde otro punto de vista a la teorIa_de'— -
Einstein con la de Brans-Dicke en una forma un tanto dis |
tinta a la usual, asf combamencionar que bajo este crite
rio es posible desechar algunas otras teorlas, como la

de Canuto et al, 1977, 1980.

Ridpidamente, podemos decir gue la diferencia entre RG y
BD consiste en que para la primera todas las "constantes®
uniﬁersales y en particular, G, la constante.de gravita-
cifn, son constantes autédticamente { principio de equiva
1ehcia superfuerte) mientraS'que para la segunda G es

' variapble ¥y sélo es v&lido el principio de eguivalencia

débil (todos los cuerpos, independiente de su composicién
caen con la misma aceleraci®n, véase Reins, 198l).

Bekenstein Y Meisels (1980), mostraron que desde un pun-
to de vista tedrico la variabilidad o no de G depende de

'si la teorfa de gravitacifn no es o si es IC de tal forma

gue no es posible tener una teoria de gravitaciénﬁIC con
G variabie por lo cuai teorias como la de Dirac (1938) y
la de Canuto et al (1977, 1980) no son aceptables. Ante
todo es necesario enfatizar que, independientemente de wna
teoria de gravitaci6n particular, la variabilidad de la ma
Sa inercial en el sentido conforme queda establecido in-
cluso a nivel de relatiﬁidad especial debido a que aquf h

una transformacién conforme puede interpretarse como un

cambio de un sistema de referencia acelerado a otro sis-

i




ey

46

tema de referencia con distinta aceleracifn aunque tam--
bién constante. Por el principio de equivalencia, las

aceleraciones constantes equivalen a campos gravitato- -
rios (aparentes) uniformes y consecuentemente, puesto -

que masa y energfa son similares, el cambio de un siste

ma de referencia acelerado a otro implica, vista la masa
como energfa potencial de las partfculas, segln Fulton,

Rohrlich y Witten, 1962: |

mcd 3 mc* (1 +,3§-)' .

-, .

Al admitir la variabilidad de la masa ésta se convierte
en un campo mds en el espacio-tiempo y que segfin - -
Bekenstein y'Meisels (BM) es el mismo para todas las -
particulas: miabye con bP{ = constante adimensiocnal.

- Las dimensiones de ¥ son de longitud inversa. Para ob-

tener las ecuaciones de campo de ééte, las cuales deben
formularse en espacio curvo debido a que una TC general
vuelve al espacio-tiempo no plano, es tradicifén que &s-
tas, se obtengan a partir de un principio variacional y
BM, con postulados apropiados, construyen una accién IC
para dicho campo: | |

*S:é""f( 6, 0%+ -_é_f?'e3~+ fe*)g'd%. .

S~e se puede reinterpretar como la accifén para gravita-
cibén ya que en unidades de Particulas en las que por de
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finicién las masas de las partfculas son constantes Y
en donde 1as unidades de longitud y de masa son ‘K/mpc '
Y mp , respectivamente, con m, la masa del protfn:
la accibn S¢ se reduce a la de relatividad genera. is
Einstein: |

Se ~ JJ—_g-'(R-F A) dx (4.2)

en donde A. es la constante cosmolégica.

Relacionado con lo anterior, debemoS mencionar que. la..
IC es tambi&n una caracterfstica de toda la microffsica:
la electrodindmica, el campo de Dirac, el campo escalar,
etc. (vedse BM, 1980). En cambio, si tanto la gravita-
cién como el "campo de masa" rompen explicftamente la -
ICI,- X:: Gm‘/cﬁ ~que es la constante de acoplamiento

de la gravitacién adimensional y por lo tanto independien
te de las unidades- es variable, de tal modo que en uni-
dades de partfculas donde las masas son por definicién -
constantes G varia. Mientras que en unidades de Planck-
Wheeler-en donde la unidad de longitud es (K G/e>)* y
la de masa es ( ¢h/ G }%- la G es por‘definicién constan
te y las masas variables y e§ en estas unidades en donde

‘BM construyen, en analogfa con (4.1}, una accibn explici-

tamente no IC:

Swe N [f’:afx’“ + q.R \exa](‘g)yaaqx- (4.3)
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S+a :

€ = La fT, con Lz ("ﬂe-/c_‘)yj $ y q son constan-
tes arbitrarias que controlan, se puede decir, el grado
de la no IC de (4.3): nbtese qﬁe si sz0o y qQ= \/6
obtenemos (4.1) {coh f= o ). Para ver esta accién co
mo la accidn de gravitacién, hacemos una TC con A=L¥€ pa
' ra pasar a unidadeés de Particulas ( m = Cte. )}: A par-
tir de (4.3), con g“"= Azﬁuﬁ, ©=X€ Y L=X’E encontram a
que _ | : _

(-q1t/2 = a4 gy Y25 R = xR - 6 X -0 20 M2,
| (4.4)

Susti tuyendo ’
s ~f{t§°‘ A**e".-e., ¥ gRI e sq)\ (=g 2 ( (=g) 1/ 2g¥Bx o) T

=f{qm~2t'? + g2 e ,.ee,,+ 6aX® (-3) "1/ 2 g;lfzx 2"""&«3

f,‘ ”2d4x (qRe? + 5Be% s+ 6qe? Al (- g)llzaupk z,\

J ==f(-g)1/2d x{_qRL gl-r GqL—zfl-(r/Z)(_Ej;-l/z[(_a-)l/zg-«ﬁf-r‘

. fr/Z’a] ’ﬂ+ %L“zguﬁf-l—rf'“f’ﬁ}
=f1."2t—§)1/2d4x {qRET 4 4[1+6qr(r 2)15% 11T £ 5} (4.5)
ya que ' | ,

BNE- AR o Ll AP IR e R S g

__(_Ei)_(_q)l/Z ncpf-2-r/2 £,.F,

f(r/Z) -1
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: -r o ' _
Llamando a 3_3, rg# y a _&?’Wgw (4.5) que

,.,f{ 4R w M“} (-9’ . .6

da como

#

. Esta es la accién de JBD tradicional, es decir, con masas

constantes y G variable. Hacemos notar que, vista como
una teoria de gra?itacién que no es IC &sta es tal que el
valor de la constante de acoplamiento w - no es en s{ sig
nificativo puesto que est3 formada por los dos fndices -
fundamentales g y s que controlan la IC: Para g=l/6 y
=0 (r--_-.t) obtenemos (4.1) con | 'y en_cambio si q=17ay
Yy s= 0.a(r=0.9), w= 5%¢ . Con- respecto a otros
trabéjos que tienen que ver con cambios de unidades o con
IC en relacién a teorfas chalares-tensoriales en parti--
cular, a relatividad general de Einstein y a otras teo--
rfas fisicas en general, debemos mencionar los de H..
Bateman, 1910; E. Cunningham, 1910; B. Hoffmann, 1953;
H. Nariai y Y. Ueno, 1960; J.L. Anderson, 1971; R.E. -
Morganstern, 1970; J.L. Anderson, 1971; y J. dHanlon y
B.0.J. Tupper,'1973;principalmente. Queda como resumen
de este capitulo'la idea de gue si aceptamos el concepto
de masa, no como propiedad aislada  ge los objetos si no,

- como la manifestacién de la’interaccifn cosmolégica a ni

vel local cabe admitir la posibilidad de la variacién de
la masa y de aceptar o rechazar a aiguna de varias teo=--
rias de gravitacibn como viables para la explicacién del
fundionaﬁiento y constitucidn de nugstro_Universo (Cos~
mologfa), en base a sus propiedades de invarianza con
forme. Esto mismo eleva  a dicho principio en importan-
ciay , gquiz& eventualmente podrfa llegar a ser tan fruc-




]

tifero como el principio de la invarianza de norma lo es
para la ffsica actualmente.
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CAPITULO V.

SOLUCIONES COSMOLOGICAS EN LA TEORIA DE

JORDAN-BRANS-DICKE,

La accibn original de Brans-Dicke, ¢on G variable
y masas constantes, a partir de la cual obtuvieron las .
ecuaciones de campo de su teorfa es

d |[#R-w(fd /) + LT L](-s)vady)(.'—:o. (5.1)

Nbétese que en esta accifén ya se incluye el té&rmino %ﬂg[_
que corresponde a la densidad lagrangiana de la materia
la cual es idéntica a la utilizada en la accifn de --
Einstein.

Resulta interesante comparar (5.1) con la accién -
de la teorfa de Jordan:

I f [R+ XX G XL g %0 .

‘ -1 _
Vemos que si n= -} , llamamos ﬁsX Yy w:_::__‘g' ’
la accifn resultante es la de BD. En particular si
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L= o (vacio), un renombramiento de las variables, seme

- jante al anterior, hace a estas dos teorfas idé&nticas.

Sin embargo, con L #0 y para n £~ | , hi el principio
de conservacién ni la naturaleza gecdésica de las trayec
torias en la teorfa de Jordan son v&lidas (Brill, 1962).

La varjacién de (5.1) con respecto a las componentes del
tensor métrlco da 1os siguientes té&rminos:

a'd-[w¢’“¢"3“p¢'(~3)’ﬂ %[56’“#"(3)“‘ k' ¢,.,g“‘”eg>"ﬂ

wd[dRea)Tea SR -4 97 R, +alg IR,

con

cats WR@ 2 kaH(gPd M )]

-y como

800 =5 8 (080)+ (98 p)n- (980 )

se obtiene que

q‘(..g)yag“f’J R«p o nguﬁ { gup O¢— #fﬁ,ﬁ]éa)\/&

en donde 2 significa que despreciamos todas las diver~--
gencias. En esta forma se encuentra que

d|#- %R] (‘8313[3«:3‘]9‘ huie + $(R Rup=4 %R

'”Tenemos tamblén que

(5.3)

J[L(g) J_ qpT™R
Cfgup }(_g) |
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y por lo tanto
, R}Avf'."il gan"':. ‘*95 MY +“U§7a (951}196!»’*'
-t 3“11 ,°<¢ )+-a(¢{/u,y 84‘4VD¢) (5.4)

donde

D¢ = ¢”;V.. = (,_8)%-&—8)%&%”}];» | (5.3)

.as el d'_Alembertiano covariante o divergencia covariante
de #I v,

La variacibn del lagrangianc con respecto a ﬁ da

Bt g Lo ]

O Sea
Q_U:lD¢ - w.‘?{,o‘é]w*—R = O (5.5’
# #2

Puesto que L no depende de ;5 resulta que T/"V_;V: o .
Por otro lado, contrayendo (5.4) encontramos que (¢=\)

-R= %—T" ¢a5£f«95'°< ;Dfé (5.7).

la cual, al ser Sustz.tulda en (5.6) da lugar a

— T | |
Dé 3+aw ! - (5-8)
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donde T es el tensor de energfa-momento contrafdo.

El propésito en este capftulo es mostrar, primero, un
método para estudiar y obtener soluciones cosmolégicas
de la teorfa escalar-tenéorial de JBD y segundo, dar un
" panorama general de las soluciones cosmolégicas de esta
teorfa obtenidas por otros autores.

Este es también un buen lugar para hacer notar que debi
do a una mayor dificultad aparente en resolver las ecta-
ciones (5.4)'y (5.8) en comparacién con las correspon-
dientes ecuaciones de relatividad general de Einstein
(RGE) es que se ha difundido la idea de que la teorfa

de JBD es por lo menos inferior (si no es gue incorrec
ta) a la de RGE. Claro que.la‘manera de decir lo ante-
rior es, como debe ser en filtima instancia, dando argu-
mentos basados en experimentos gue invaliden a JBD - -
(1wW» | , por ejemplo). Sin embargo, en el caso de &s
tos siempre es posible hacer a la de JBD experimental-
mente indistinguible de la RGE y por lo tanto ¢para -
qué ocuparse de la teorfa diffcil? En este contexto la
anterioridad'de RGE, ademds, la hace mads conocida, mejor
estudiada y familiar que la de JBD. Por otro lado, para
d6jicamente,.las similitudes y hasta ciertas diferencias
pueden utilizarse, en ciertos casos al menos, como auxi-
liares o aclaradores de aspectos en una teorfa que pu--
dieran ser md8s f&ciles de tratar en otra teorfa. Por - -
‘ejemplo, en forma concreta tenemos el caso del problema
de la "isotropizaci6én" del Universo scbre el cual hemos
comenzado a trabajar y que parece ser mids claro de plan
tearse y Qui%és de resolver en JBD que en RGE y que -
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ayuda, si uno asi lo desea, a entender el problema corres
pondiente en RGE. ‘

Como sabemos, obtener soluciones cosmolégicas significa
que dada una métrica hay que obtener la forma funcional
del factor de escala (R) y en el caso de las teorfas es-
calares-tensorii’es tambidn la funcién escalar ( g ) pues
' to que son &sta: las dos funciones que caracterizan al -
Universo a gran escala, adem&s de un tensor de energfa-mo
mento y una ecuacién de estado apropiada.

Como veremos a continuacidn, en las teorfas es@aiar—*tenf
soriales la obtencién de soluciones se facilita bastante
si se hace unre-escalamiento de las funciones que apare-
cen en las ecuaciones a resolver.

Si comenzamos a partir de las suposiciones usuales, es de
cir, del Principio Cosmoldgico:
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El Universo es homogénec e isotrSpico, lo cual se entiende
en el sentido de que a escalas suficientemente grandes no
hay en el Universo'posicién o direccién preferida alguna.
El elemento de linea s6lo puede ser el de Robertson-~-Walker
{ RW ) {(vefdnse Wlenberg, 1971, Raychandhuri, 1979). Es -
necesario, ademés, suponer que # es funcién del tiempo - -
ﬁnlcamente, ‘f'aes por ejemplo McIntoéh 1973 pudo encon--
trar solucieres para el elemento de linea de Robertson-
Walker (RW) en las que gf es funcién tanto de t como de la
coordenada espacial r , lo mismo que la densidad de mate-
ria.

El elemento de lfnea de RW,

ds*= dt™_ Rl('t)[(l-kra)f‘dr‘n'-q- r‘c!Q“] ; (5.9)

con k =+ 1, 0, - 1 para el éspacio de curvatura positi-
va, nula o negativa, respectivamente, sustituido en (5.4)
y (5.8) da lugar a las ecuaciones siquientes:

i
)
T

. . : . 2' .. B |
3% +w‘§'5- + __g_ @immT¢Ll+w P+3(\+w)p] ; (5. 10)

N

\_¢ Ra} s (9 3P)R C san
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para un fluido perfecto cuyo tensor de energfa-momento —-
es

Tay 2 (P+P)UL, —P Yy (5.13)

en donde P _és la densidad de energfa en el Uﬂivgrso,‘p:_es
la presifén isotrfpic: del fluido y U, su cuadrivelocidad.

Los puntos sobre las variables significan derivadas con res
pecto al tiempo c8smico € .

Las ecuaciones anteriores se complementan-con la ecuacién
de conservacibn

P:“3BQ"(P+P) . | (5.14)

Tradicionalmente han sido 1as'ecuacioﬁes (5l10)} (5.11) y
(5.12), para ecuaciones de estado particulares, a las que
la-mayorfa les han buscado soluciones. Ciertamente la no-
linealidad de esas ecuaciones hace gue las posibles solu--
ciones sean difiéiles de éﬁCOntrar. Es por eso que damos
un método para simplificar esas ecvaciones, que ademis de
haber permitido obtener nuevas soluciones generaliza otras
ya antes encontradas y también las clasifica, se puede dg‘
cir, en "grupos" o "categdriaﬁ",-lc cual no habfa sido po-

sible hacer antes.




E 58

Comenzemos por sumar (5.11) con (5.12) para obtener'

3%+ G.BR: +6 %g- + ‘g- [#+3w)p 3(!+w)p] SEE .'1 5)

Reescalamos ahora el campo: ¢ ¢—> fSRa Yy a éste denomine
mosle W= ¢f?3 Ficilmente podemos ver gque

3+§-

<€
il

(5.16a, b)

~

|€:
ofo:
T

con lo cual (5.15) se escribe asf:

i—: %[{Qﬂw)?-?(\*:-uﬂp] - 6%1- ,o X = % 7

mientras (5.10) se puede escribir en la forma

i -~ 2 [a+uu)? +3(1 +UU)P] '-}+3UJ)B1+ 6“*“”)%'“)%;

Para poder seguir con el reescalamiento de P YP conviene
antes suponer una ecuacifn de estado. La comfin son las lla
madas ecuaciones de estado "“barotr8picas" en las que la pre

sidn es proporcional a la densidad:

R
aE a"ﬁrxmaﬁ' e

e A

[
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P=pp ., Ipl&] | -5

‘Reescalamos ahora la presién y la densidad: p —

3 . '
PR =P Y P PQaa €. Con esto la ecuacibén de conserva--
cién (5.14) se escribe, en general,

£ = -3 P -‘% | | (5.18) ..

y en particular, para la ecuacién barotrépica como

é=-3ﬁ£% / | _ | - (5.19)

cuya integral es

¢ = FR , F=Cte. (5.20)

Con las anteriores suposiciones obtenemos la versidén fi-
‘nal de las ecuaciones a resolver. Por ejemplo, (5.12) y

(5.15) son ahora

[q»..-w%] :&(eeaP):a(l—Bﬁ)E (5.21)

%:_ N&‘{-&-B@)"XHW)}?] Ekl‘}-l - 6 %ﬁ_\ ’ (5.22)

mientras que (5.10) queda asf
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A\
\:(1+w)+3( t+w)ﬁli-3(w+aw, R’“ (5.23)
+¢ Lkuifnfh—tﬂ—
(e~
Inmediatamente notamos gque, para el espacio plano v vacfo

(e:.-P-:o) la ecuacidn (5.22) se integra inmediatamente
con él resultado |

Y=at+b,; a,b=Const. (5.24)

que sustituido en (5.21) nos permite obtener

-
R; Lp“ /a')_ , ¢= Const. {5.25)

Estas soludiones generales de vacio y para el espacio
-plano fueron encontradas 1n1cia1mente por O Hanlon Yy
Tupper, 1972 (v8ase también Chauvet, 1983).

El siéuiente escaldn, podriamos decir, consta
de las soluciones de vacfo para el espacio no plano. Es
tas se encuentran al resolver el siguiente conjunto de
ecudciones correspondientesa(5.21, 22 y 23) respectivamen
te:

_3_@_

W/ - qj Y, , {5.26a)
'\C.\‘:__:_; 6 ¥ / | | (5.26b)
Y
P

pa pa {5.26¢c)




d
i
aE

A pesar de que (5 26c) es no lineal, &sta puede :Lntegrar

se escribiendo W= ‘P(d\P/d‘P} de modo que con B‘P\P- 24?4
2/\41 - (4+3UJ) )\2 =2Z, encontramos

o \V% lz\ exp (-%'*_M‘C.\'&nh a‘i’a i&) / Qyz ,]3§3+aw)

1z] exp(-—&g%cmn E%g:\) K Q.éh(%@))
Ly qug. para simplificar la notacién escribimbs como
Y= Y(¥)=\, |2\%e’(P(t%ét) (5.27)

con

. *-—_?.'.. | . ’ .
\H = \l’a ) &.‘. = O:l-"\ ‘ + . I#’.Edt-n e 4V
lJXQJ+' . ;%S_
: No es posible invertir W (\il) » Sin embargo de
(5.26c), también, vemos que

t = 3[2""’ d¥ - (5.28)

dé tal modo gque para el espacio cerrado con X= a..'th inghe
~ encontramos que '

t :-%@f I‘Hx) dx (5.29)

"’“‘1’.(>~Q+)%[ﬁ?§%§h—§@t)—] i (5.30)

eon




y . de (5.26b) obtenemos

. A Ve T | v l -
R.—.—. 3'(&)\Q+) A %QQ} (5.31)

An&logamente, para el espacio abierto con Yy = m&Wﬁ-X ?
tenemos que L | -
- .3 - '
= -m-_f\V(Y)d')' / (5.32)
—3/4 ¥ o -
= T OQD exp(Y/Q-) (5.33)
. cosy | f
Y a |
3(&)\Q_) \Y EL_YZQ:)] ce (5.34)
~ Teosy
r b). Soluciones para espacio plano y ecuaciones de estado
f barotrépicas. '
Las ecuaciones a resolver son (5. 21) v 1(5.22) con ;

" R=zo y (5 23). o DTG e e e

Sea gd_‘t = dq "'('podriamos interpretarlo- écﬁw 'uﬁ' ‘reescala
e miento del tiempo) {(5.21) y (5.22) se pueden 1.n egrar- !
ahor& con el resultado: z=;; :- - o

e‘V 3‘1’5-‘3- «(1—3;3)('7*-%) (l 313?‘7]

FC

\
3
(5.3
! ’ ")‘ l‘“
T
X
4
i

'
i
L




e’z [uaw-3(swIg)(n40) - (s

Podemos tomarﬁmviﬁrvr_ sin perder generalidad y sustituir - -

(5.19) (-38R/R=¢/¢ ) y (5.35) en (5.35):
eV /3\”8' - (l-—3p)9_y :Eu-t—aw)—-‘:l(\q-w)%]?)—rﬁ“\@',
ﬁ\kf_' = 3[““}3 é—(l+®)]97. (5.37)

P g e .

de manera que sumando (5.36) vy (5.37) obtenemod

(E\H_.__[3(I+w) ("‘“3""’2@“'3——;&]9}%&%

" c¢uya integral es

eV = mr)a+b|7 +C , o.,b,C=C°n$t-§ (5.38)

- Este resultado permlte encontrar las func1ones‘ﬁ(7) Y
W{Q)al sustituir (5. 38) en (5.37) y en (5.36}, respectlva-
mente

| I
= fexP{a.(qagqif Q)}d? O (5.39)

T et JE R

CL? + ;c’+ C.
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_ El sn.gu:.ente paso es sustituir estos resultados en (5.23)
para poder determinar el valor de algunas constantes, sin
embargo, ‘no wvamos a hacerlo en estos momentos. La razsn
es que estas soluciones. generales ya fueron encontrad—as‘
usando otro mé&todo, inicialmente por Gurevich et al, 1973.
Creemos que resulta m&s interesante ahora hacer notar dos
cosas. Primero, gue cuando p=0, o sea p=o0 , e=Cte. -
y debemos trabajar las ecuaciornes anteriores d;’.rectamente
conR en lugar de € . Asimismo, el caso de radiacién o

de materia ultrarelativista, con ﬁ:l/a , también debe

ser tratado aparte.---Segunda cosa, pero mis --signifi_.eativa
resulta el hecho de que el procédimiento anterior no puede
emplearse cuando el espacio es no plano puesto gue el t&xrmi
‘no 6k/R1 ‘impide la integracifn de (5.22). 8Sin em_bargo,-
haciendo la suposicién de‘que la "solucién" 'E_‘\": Aq:‘-i-B-r) +C
para el espacio plano se vale tambi&n para estos otros es
pacios uno encuentra soluciones correspondientes.

Caso concreto, para "ppliro" (P=0 ). Parte de la "solu-
cidn" con K= 0 esta dada por

Y= at?+bt + ¢ (a,:'—'-"%’io(;)

y para el espacio cerrado ( k= ;\ ) ésta se conviegte é’n;ﬁ
V= —xFt* (5.41) .
: Y | o Lo
R=|=2_ . (5142)

Be RISV

.
e
BT PR o PR

T e T U e et
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con w<~a, hecesariamente.

 Esta solucifn la encontraron inicialmente, por otro mé&to
do, Dehaén y Obregdn, 1971. La correspondiente para rgm
diacifn la obtuvieron Obregfn y Chauvet, 1978 y para 3
arbitraria Chauvet y Obregén, 1979.

En cambio, para el espacio abierto ( h:éq.) tenemos que

Y= ;«Ft_a a (5.43)
Y E

R= a?;w t C (5.40)
con wd>2.

i

;these que w>i D x>0 ¥ puesto que F>o "P( 0;
lo que pddrfia 1nterpretarse como *&atigravedad"

c) Soluciones para el espacic plano con ecuaciones de
estado politrSpicas o para dos flufdos barotr8picos que
no interaccionan.

Una manera en la cual se puede 1ntroduc1r una -
.pre516n gue no sea linealmente proporcional a la densidad
es por medio de las llamadas ecuaciones de estado poll-
trépicas las cuales soh'de la forma (vedse Mc Vittie,
1965 y Stabell, 1968):

P_=pp’** , B,n=Ctes. (5.45

- via
a.-c"ﬂ'ﬂﬂ«!"‘ L
B T T

;
i

oy R

e e T T Ty, S L AR
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n es el Iindice politrépico.

También se obtiene un modelo cosmoldgico con pfg
sién en el caso de tener "polvo" y "radiacifn" sin inte?
raccién, por ejemplo. Los dos modelos anteriores y tam-
b:i.éﬁ el modelo de dos flufdos barotrépicos sin interac-
cibn se pueden‘tratar el manera unificada con nuyestro
m&todo (Chauvet, 1984 y Chauvet y Klapp, 1986), como lo
mostramos a continuacién:

Sean Y= ¢R3,:£! ?Qa P2pRPy definamos |

€= o'._l).I ; P=zo'x con ( )."—_'1 d/dt | {5.46)

con & = 8T (3+aw) = gn B y y=Y+Yo, x=X+X,

g:ori Xo , Y° = Ctes,
Podemos ver gque

plp= €/P =dy/dx =y, (3-47)

Las definiciones anteriores sustituidas en (5.21), (5.22)
y (5.23) | permiten una primera integracifn, como ya vimos

en casos anteriores. El resultado es una ecuacién que re
laciona a €£,¥Y, x ey :

ax eV= ayt = 3wxkt- 6(+w)XY + (4+3w)y > (5.48)

Derivandola y eliminando a Y y a VY obtenemos
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G 6o wx-(rw)Y s
4 BwxP - 6(1+w)Xy +{H+3w) y> (5-49)

Por otro lado, la ecuacidn de conservacién nos da la rela
cién '

'j}z-—ai(l'n[?)" (5.50)

la cual se puede integrar una vez gue adoptamos una ecua
cién de estado especffica P = P(g)}).

Para un fluido polltréplco

-

PzaetFo e ;, a=Cte. . (5.51)

R= [/g_(yx% \)]Ws © (5.52)

Derivando (5.53) encontramos

%%&B;a('ﬂn Rl =2 72—’%‘— (5.53)

y sustituyendo este resultado en (5.49) cobtenemos la - -~
“ecuacién diferencial no lineal

W)Y - wx] (Y2 %) S
x;x- n ‘?u:-%u)y Uie(\+w)—;<y+3wxa (5.34)
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Perm‘tase1e h1 er en este punto un paréntesis para sefialar
gue si en lugar de una polltropa tenemos dos fluidos baro-
tréplcos que no 1nteracc10nan con ecJaaciones de estado da-
das por

R=EQy Y px:'k?)u / w__‘/p\\f-\

P=Pet Pa + p’-_—*Pa"'Px' .

La ecuacién de conservacién implica que

-3 | | -30+1)
Px-—F R " 7 P)\'-:FxR 00 ,'F;«,F:Ctes.

Yy '8i ahora- deflnlmos

g,2 PR = oy y e,z AR = o'

E‘ &a-‘l“ EA *

Encontramos, como para la politropa, que
) B . a : .
: axeV¥ = ay®*+ bx™ racxy (5.55)
eh donde.

=,('~%+3w)£l-'-éb’) + (a+3wX) &
b = y+3uw){1-aX) + (a+3w¥) A
¢ = Yy-3w+ 3WIA =30+ (¥+N) .
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_Asimismo,

Yex = 6{\- x) (r"\‘/-’rhx)d/)’x + (h‘/+mx))\(§ +yi:) (5.56)

)f +bx> 4 acyx e+

con m= ltw-wY 'y N =+ w-w

Como siempre, el caso, m&s Lnteresante lo constltuye el

??delo de "radiacién" y "polvo" para los cudles 3=l/3)/
= 0 S ‘ )
z a3 4 30rwlX v 5 57

Esta ecuacibn es semejante a la politrépa (5.54) y en es
te sentido podemos hablar de: que tenemos una ecuacién di
ferencial reduc1da de la forma -

Yax = GOV YR +%) . . (5.58)

La homogeneidad de la funcifén g(X,Y) nos permite trans
formar (5.58) a un tipo de ecuacién diferencial no lineal

. ya conocido, aunque poco estudiado, la ecuacién de Abel:

sea y=xZ = y,= 2+ %%, (W)= 2 —xxX5X,, |
Definamos:

X;X" = Viz) COn 80('3’) = \"‘(z))’-

con lo gque (5.58) se convierte en

VZ + (Za-i-'?.)!'\va-\-[{&fl_-?‘)h— I]Va.g. I-‘v-_-_ o . (5-‘59)

. ]
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A &sta, llamada ecuacifn de Abel de primera clase, le he-
mos podido encontrar tres soluc10nes partlculares, vélldas
para h arbltrarlas. S

Reescribase‘(5.59) en la fqrma:

vi-v, =hv(vz+)(vz+ t+v) - : {5.60)

Soluciones de esta ecuacmén la constltuyen sus rafces, a
saber

(5.61)

v =—{z+ )} .

Las soluciones anteriores, vdlidas para h arbitraria, no
resultan de interés cosmolégico. Actualmente se estd traba
jando para obtener lo que parece ser una solucifin general,
pero para h particulares.

d} Soluciones para Universos homogé&neos.
. o

Varias son Las razones por las cuales se ha tenido
inter&s por estudia? modelos espacialmente homogéneos:
principalmente po# gus la aproximacidn de caracterizar al
Universo real por médio de un modelo homogénec se presta
para tratar problemas complejos que a su vez, debido a
las grandes simietrias de estos modelos, son factibles de
darle solucibn.
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En un modelo espacialménte homogyZneo concebimos al espa-
cio-tiempo como un conjunto de hipersuperficies invarian
tes S(t). La homogeneidad espacial significa que la -
métrica en cada S (t) queda_especifidadé por medio da2
constantes de tal modo que ésta solamente puede ser .-

cidn del pardmetro t: guy = gyt )

Actualmente se conocen ya bastantes soluciones exactas
para modelos espacialmente homogé&neos en la teorfa RGE

. Estos son los llamados modelos de Bianchi tipo I al IX

y también el de Kantowski-Sachs (Kramer et al. 1980). Los
mbdeﬁps isotrbpicos de Friedmann-Robertson-Walker. ( FRW )
estéin contenidos, como casos particulares, dentro de los
de Bianchi:

IQ =0 en Bianchis I Y Vii, , k=-1 en Bianchis V
y VIIZ, yk =-1 en el Bianchi IX.

Por otro lado, son relativamerite pocas las soluciones tipo
Bianchi en la teorfa de JBD. Por ejemplo, para vacfo en
Bianchi tipo I Ruban y Finkelstein, 1972 y Belinski y
‘Khalatnikov, 1972 son los primeros en obtener las solucio
nes generales. Varias otras soluciones, para vacfo, matg
ria rigida (p=¢) y otros fluldos perfectos con ecuacio-
nes de estado barotrépicos (p:ﬁf), 13]1<1 ) fueron obte-
nidas por Lorentz-Petzold, 1983, 1984a,b ~ para distintos
tipos de Bianchi de manera sistemitica aplicando un méto
- do pafecido al nuestro. Este autor cita tambi&n una ex-
tensa lista de referencias sobre estas y otras solucio-
nes tanto en JBD como en RGE. Sin embargo, debeios men-
cionar que no siempre es-objetivo en algunos de los comen
tarios que hace. ' _

4




En general, estos modelos pucdenser bastante complicados
Y nosotros nos limitamos a trabajar con versiones simples
de ellos:

Las, métricas de estos modelos se pueden escribir en forma

general como

' ' | | : b
ds?=—dt*+ 9., EE”, - (5.62)

en donde los EQ_‘ son tales que

[E&,E-b_]: N ab Ed_ ;o . (5.63)

con fC.AQ_b las constantes de estructura que caracterizan
a los distintos tipos de Bianchi (véase, por ejemplo, Mac
€Callum, 1979). Los casos mds Senciilos se obtienen cuando
la métrica es diagonal y son ¢on los gue nosotros traba

jamos.

A continuacifn se presentan las ecuaciones cosmolS
gicas a que dan lugar las distirtas métricas de los tipos

de Bianchi que hemos estudiado.

Bianchi I

(%J')+ '(““""““""3'%30«3- %Ig 3‘.’_ = %[?J,—wcp PY, (i=1,a 3,'

4.0, 4 4,4, 4 .94, +(°~°~Q3_)¢ w% £

% Q; @, Qa3 0505 ¢

—




(RP¢) ==(p=3p)R?, ( Y=d/Mc , R= a,a, 0,

(5-64a1’2’3;b, c)

En &stas y en las siguientes supondremos que p= ﬁf’ ’

—l<ﬁ < | {fluido politrépico), o bien, que P=p= O
La ecuacién de conservac16n para un fluido barotrépico
da lugar, en todos los Blanchls, a

PR?’(Hﬁ) M M Cons‘t . | (5. 65)

Bianchi II.
(%r)+ .(%;L% + g_g L4 a‘ré"g_i‘ (—’:—)S( t=1 ,(-)st =2 ,3)
= «_%[H(l-ﬁ)w] (i=1,2,3) (5.658, b |

%fal"'a‘a +a1a3+"§’r§“’"% —%——a._
(I33¢)—°<(‘-3ﬁ)PR3 RN

Bianchi VI,

(—%:)-&- (%3)-—&1--1- %ﬁ—%—a——fziﬁ%‘{&- = oc_-%[n(i-ﬁ)w:]

(_% + _a%_ a&iﬁg, = c‘><£.[+(;-p)w]

(& m) ; ) «%B+ -]
4 S

” &
= +
a-, ) aN i (5 67&1'2'3lbf c)

(R%¢) = x(1-3p8) p R
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(R%)=(p=3P)R>, ( )= d/de
{(5.64a

En éstas y en las siguientes supondremos que p ﬁf’ R

' R3§ 0,0,

1,2,3°2

c)

..|<ﬁ < | (fluido politrépico), o bien, que p=p= o

La ecuacién de conservacidn para un fluido barot::pico"

da lugar( en todos los Blanchls, a
i+ 2) , ' |
PR“ P} =M , Mz Const . (5.65)

Bianchi II

b P 851 4

- ==gliea-me], (L—-'”) wesalw

"a’.“a’; Qds 4 8P L%,lﬁ w% %5‘3 %
(Q3¢) _oc(\—Bﬁ)PRa

Bianchi VI,

(& @_3_L_¢+_J%+& Rg.u._:u-%[l+(i-ﬁ)iﬂ]

(39 81 815 - 4 Sl = wgliatopd
) B 4 g;% i&“’r&a)il..q-&[\-ﬁ-(i-ﬁ)w]

....J___A+. °~ (
qa, G.a . 0..|Q-3 Q,ac_a %’a . (5.67&1 2 3:'br c)

| (a% -

el = 4
(R %) = x(1-3p)pR?

c)

((+) st =1 ,(—-)SL L-Q 3)
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Bianchi VIII - ) '
e i

(s (s + 228 rsiseel *“‘;"‘"“;’fﬂ—"’
R

3Y o L3 la
Chcta_ a.a; Qaﬁ; LY . UF 15 QY ¥ ¥} Loy
Q\Qaf at Q3 + Qa Qj + ‘d : 2?'

-3 (03&&—_&:0-3— o,;?a%):’] — ,% | (5.68a1’2'3;b, c)
(R = <O-3p)pR°
Blanchl IX
() y G 4 %_‘ 1 QL(_J.-'-_..GL_.AL L+‘__f)t_u_19
(’?ﬁ‘) 3' ) % ga-—ﬁﬁﬁaal xllel-glw]o

&i:') ({%) A3, ggd__*_! (r%;-g-aj)_ I‘-l-(l-_Jw,P

Q.83 + Q4Q3 + sy

Q{Ql Q4 Q3 03,(1.3 R3 ¢ + .(5'69al’.2’37br C)_
wgd g laleat +ai-2(@at+0dd+aiadd)|
2 Y R% : s

(R#)= ext1-3p)pR?
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Bianchi III y Kantowski- Sachs

(R BB+ 5 - o (app _“mu-mwlp
S "“%@—lp
ai-—“a-—R , G3=3§ - :
fee RE FE-w 2 ‘(Tf’f)
(Q'«Sp’) = (1-38)pR°S

con d= 1 para Bianchi IIT v J -}f- q con q= _fi
para Kantowski-Sachs.

(5 70a1 2, 3,b <)

Bianchi v




o e e

PR

Anr—————

_- (R?ﬁ) = o<(l--3,9)pP’
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Bianchi VI, con h < o.

i) _(E)cx o R (. R T - PY
R L

f%") Iﬁ’)_"pa'% +Fha _aqlizp) o oliellzllp
A
)+ (Bl + 44 —asngpl s llipedy

a%-:—: (1+Ia)-,3_-EL + (1-R) —5};—

Qydg a,0.3 &aa.a Rs ) +
883 T A Y Reos T Q‘L—E‘}@ _%

(5.72?h2’3ﬂh c,

-.:.Cte., k= (—-h)

Estos son los (nicos tipos de modelos anisotrfpicos que

consideramos.

En forma rnarecida a lo realizado anteriormente
con las ecuaciones para los espacios isotrSpicos defini-
. . . 3 3 .
mos las siguientes variaoles Y=gR?, ez pR’, Edt‘&dl’) .

86lo mostranos exnlicitamente la manera de trans
formar las ecuaciores del tipo Bianchi I y posteriormen-
te, presentamos"'ﬁ'nicamente los resultados para el resto

de los modelos.:

d)
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Con las definiciones usuales para ﬁd e 4
{(5.64c) se escribe como Y '7'

. (Pn-Rs).z U)ﬁ\"))— O'C(E-f'ﬁ)o?\lfl; 97?-"')**'7.- {5.73)

l?,- es constante de integracifn. Derivando la anterior

obtenemos

(R = (In)" + -3ty -] Y™ 70
'Por 6tro lado, sumamos (5.64&1"2-,--3) ‘para obtener

(InRe) + (Y (I RPY = 3ex[i+ (1-2)] e

Si ahora sustituimos (InR*" y (I R3Y encontramos =

(Pn‘f’) (pn‘f’) x[‘f—-3p+2 w]e‘\’ (5.75)

Hacemos algo similar con (5.64b}, sustituimos (M R3?)

y (Pn ;{) y obtenemos

a O.Lﬂ_l O.| 0-3_ + _aa G-a-‘
Ay aa T A, Qa0 |

{(5.76)

eV - !-BB[QUY(PP“V (fl+w)o’(| 337 J‘\J >

De -(5.73}, elevando al cuadrado vemos que

(?nR’) -a[%}%i +“&§3§] [—asll-r———}-&-—-g’-] 5.77)
:-..(Pn\j’)'a-acz(t-a,a)?g“l’ "IN + o139 Y
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0 sea que

la\ .a

. ‘3 v _ ) |
%— T %& ¥ % =Un‘F) -“71“3;5)3(7a‘+’ °—:—1&‘Jg’ ' 5.78)

i

después de igualar (5.77) con (5.76). En seguida le res

tamos de la mitad de (5.76) la ecuacibn (5.78) y tomando

~en cuenta que de (5.75) podemos escribir

%%-i—% a.~(q73,@)o<—3.(|'~p)wu}-g{7 - 3 -‘%7 .

Obtenemos; | : .
' 0-10-1. -Jﬁl 01&3 G + o %_"*-3_[
(5.79)

(3= 3p)o<=3 ‘"ﬁ)w"‘i-@-—:%f—m(l 38) 7L + Ut ol Py

La razén para escribir esta dltima ecuacién es gue re-

sulta fundamental para el estudio de la posible isotrépi

zacién de los universos homogé@neos. Sin embargo, por el

momento regresémonos e integremos (5.75), con el resulta

do de que,

5‘1/ oc[q 38 +3f|—/5’)u.)197 ( )Eg-r-? . (5.80)
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También, en forma similar, integramos (5.73) pero ahora
! !
recordando que (IR = -~ (fne) y sus-

tituyendo en ella (5.80):
/ Y :
-‘i\;— + I‘é"% = oc(l-sﬁ}% —-9‘}”& + 8N = ec(1-38)1) —

B = xli-38) - ofi-3p0 314 p=oaeiniophy
v 30{/3[‘ . (-|../3}Lu] ” ~(se

Sumando (5.80j y (5.81) y después intégrando obtenemos

Ve = o[(a-38)+ R(1-8) W] 0 + by + ¢

O sea

Ye= an®sbp +c O-'E'a:(a-taﬁ)—!—%(\-.-ﬁ)a]oo

L 5.82
b,< = Cres. ( )

Este resultado sustituido en (5.80) y (5.81l) nos permite

encontrar ‘Y0 y €(h) por separado, respectivamente y pos

i : : L= .
teriormente de (5.64a1' 2, 3)¢ a.(n),i=1,2 L3g,¥ {
Los detalles pueden consultarse en Guzmén, 19385. TFueron
Ruban y Finkelstein, 1975 los prineros autores en obtener

estas soluciones.

No es posible aplicar este mismo procedimiento
para integrar las ecuaciones equivalentes para el resto
de los modelos debido a que lés términos de curvatura co-

rrespondientes no lo permiten. 35in embargo, haciendo la

supcsicidn de que V= aqa-t- b‘? + C es tanbién vilida
en el resto de los modelos hemos podido encontrar nuevas

[ R B

PR

. o e R S e
e T S TS N T T

o i o e e T




=t W 7= ST mr——
1 :

T b S
e e e

B

Chauvet y Guzm&n,1986. Uno de los resultados mds inte-
resantes de esta solucidn: V= aqz + bn + c es que,
salvo para Bianchi tipo IX, se obtienen soluciones aniso-
trépicas, es decir, a; #a, #a, y por lo tanto, forzosa
mente, este modelo es isotrdpico. ‘

Es hasta agquf a donde se ha podido llegar en nuestras in-
vestigacidnes acerca de soluciones cosmolfgicas en la teo-

rfa de JBD.
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