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Capı́tulo 1

Resumen

Usando la variedad Lagrangianna-Grassmanniana, una variedad algebraica sua-
ve de dimensión n(n+1)

2 que parametriza subespacios isotropicos de dimensión
n en un espacio vectorial simpléctico de dimensión 2n construimos una nueva
clase de códigos lineales generados por esta variedad los códigos Lagrangiannos-
Grassmannianos. También calculamos explicitamente la longitud de la palabra, una
fórmula para la dimensión y una cota superior para la distancia mı́nima en terminos
de la dimensión de la variedad Lagrangianna-Grassmanniana. Damos una relación
entre los pesos grandes del código Lagrangianno-Grassmanniano y los pesos gran-
des del código de Grassmann. Desmostramos ademas que el código Lagrangianno-
Grassmanniano como el código de Schubert son casos particulares de códigos in-
ducidos por variedades proyectivas las cuales son la intersección de una variedad
proyectiva arbitraria y una variedad lineal.
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4 1. RESUMEN

Introducción
El problema central de la Teoria de Codigos es como trasmitir información

traves de un canal poco fiable, es decir aquel canal que tiene la posibilidad de que el
mensaje llege alterado. En este caso se dice que el canal tiene ruido.entendiendo por
ruido no sólo lo que nos impide oir con claridad cuando se establece una conexión
defectuosa, sino cualquier otra que dificulte la correcta recepción del mensaje.

En 1950 Hamming publicó su artı́culo [14] sobre códigos de detección y co-
rrección de errores, lo que provocó el uso del código de Hamming en muchos de
los nuevos computadores y creo una nueva rama de la teorı́a de la información, la
Teorı́a de Códigos.

En 1960 R. C. Bose y D. K. Chaudhuri [2] propusieron una clase de códigos
correctores de errores múltiples . Estos códigos correctores son conocidos como
códigos BCH (por las iniciales de los autores). También en 1960, I. S. Reed y G.
Solomon [23] publicaron un esquema de codificación que usa todo el potencial de
los códigos de bloque. Los códigos Reed-Solomon que han sido muy utilizados
por la NASA, para la trasmisión de la información en las misiones espaciales.

La introducción en los años 70 por Goppa [7] de una nueva construcción de
códigos linales a partir de curvas algebraicas lisas (llamados códigos geométri-
cos Goppa o códigos álgebro-geometricos ) cambio por completo el panorama de
investigación en el terreno de la teorı́a de códigos correctores de errores; por un
lado, la codificación de dichos códigos parecı́a sencilla, y por otro sus parámetros
podı́an ser fácilmente controlables a partir de la fórmulas clásicas de la geometrı́a
algebraica, sin embargo, a pesar del interés que suscito el estudio de los códigos
geométricos de Goppa desde su origen, no pudieron encontrarse algoritmos efi-
cientes para su decodificación hasta finales de los años 80, gracias a sucesivos tra-
bajos de Justesen et al., Skorobogatov y Vladut, y Porter. No obstante, los códigos
algebro-geometricos apenas han sido implementadas en la práctica por los ingenie-
ros debido a la profundidad matemática de las ideas subyacentes.

Por este motivo, los matemáticos estan haciendo actualmente una descrip-
ción de este tipo de códigos y de su tratamiento práctico mediante una aproxima-
ción más elemental. Por otra parte, aunque los parámetros de los códigos algebro-
geometricos son mucho mejores que los clásicos en sentido asintótico (es decir,
para códigos de longitud arbitrariamente grande), las aplicaciones técnicas no se
han visto aún en la práctica de sustituir los que actualmente se utilizan por otros
de mayor longitud sin que se dispare simúltaneamente el coste y la tasa de error.
Como contrapartida, los códigos clásicos que actualmente se utilizan tienen una
decodificación bastante más rápida y efectiva.

Ejemplos de códigos algebro-geometricos definidos por objetos geometricos
de dimensión grande son los códigos de Grassmann y los códigos de Schubert. En
el primer caso conocemos todos los parámetros del código, en particular su distan-
cia mı́nima esta dada en terminos de la dimensión de la varieadad de Grassmann;
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para los códigos de Schubert, la distancia mı́nima es acotada en terminos de la
dimensión de la correspondiente variedad y se conjetura que debe ser dada tam-
bién en terminos de la dimensión. Los códigos de Grassmann fueron construidos
en 1990 por C.T. Ryan y K. M. Ryan para el caso binario [25], [26], [27] y en 1996
por D. Yu Nogin [22] para el caso de potencias primas. Códigos de Schubert, son
una generalización de los códigos de Grassmann, fueron introducidos por Ghorpa-
de y Lachaud en 1998 como códigos asociados a un sistema proyectivo definidos
por la variedad de Schubert, y ellos dan una cota superior para la distancia mı́nima
con una conjetura para su valor actual [8] y [9]. Ver también [11], [12], [15], [16],
[17] y [24], para recientes investigaciones, donde se enfatiza en la determinación
de los pesos grandes de los códigos lineales asociados a estas variedades.

1.1. Teorı́a algebraica de códigos
En esta sección damos resultados generales y bien conocidos de la teorı́a de

códigos lineales ver [18]. Sea Fq un campo fı́nito. En terminos matemáticos, un
código lineal es la imagen C = φ(Fkq ) ⊂ Fnq de un monomorfismo lineal (es
decir trasformación lineal inyectiva) φ : Fkq → Fnq . De la definición vemos que la
codificación esta dado por la transformación lineal φ.

En el mismo orden de ideas la decodificación puede verse como una función
lineal θ : Fnq → Fkq tal que θ ◦ φ es la identidad en Fkq .

Ası́ de lo anterior diremos que C es un [n, k]q-código lineal si C es un código
lineal cuya longitud de palabra es n y cuya dimensión, como subespacio vectorial
de Fnq es k.

Definición 1.1. Una matriz generadora G de un [n, k]q-código lineal C es una
matriz de orden k × n cuyos k renglones son linealmente independientes

Si u es un vector información de longitud k, podemos establecer la regla de
codificación como

c = uG

El mismo código puede ser descrito por diferentes matrices generadoras. Las
operaciónes elementales de renglones de matrices no cambia el código, pero la
matriz G modificada representa una forma diferente de codificación. Dado que G
tiene rango k, nosotros podemos obtener una forma conveniente de G por opera-
ciones en renglones de tal modo k columnas formen una k × k matriz identidad.
Podemos suponer que esta matriz puede elegirse tomando las primeras k columnas
y escribir la matriz generadora

G = (I, A)

a esta forma le llamamos la forma estándar de G.

Definición 1.2. Una matriz Paridad de Chequeo H para un [n, k]q-código C es
una (n− k)× n matriz cuyos renglones son linealmente independientes.
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Ası́ si G es una matriz generadora para el código C y H es una matriz paridad
de chequeo, nosotros tenemos que GHT = 0 donde 0 es a k × (n − k) matriz de
ceros. De la forma estándar de G encontramos que H es de la forma

H = (−AT , I)

donde I ahora es una matriz identidad de orden (n− k)× (n− k).

Definición 1.3. Sea H una matriz Paridad de Chequeo para un [n, k]q-código C y
sea r un vector de Fn, entonces el sindrome, s = syn(r), esta dado por

s = HrT

Ahora note que si la palabra recibida, es r = c + e,donde c es una palabra de
C y e es un vector error, entonces

s = H(c+ e)T = HeT

El término sindrome se refiere al hecho de que s en la palabra recibida. La palabra
no contribuye al sindrome, y para una palabra libre de error tenemos que s = 0.

Se sigue de la definición de arriba que los renglones de H son ortogonales a
las palabras de C. El código generado por los renglones de H es llamado el código
dual C⊥, definido por

C⊥ = {x ∈ Fn : x · c = 0 : para : todo : c ∈ C}

1.2. Distancia Mı́nima y peso mı́nimo.
En orden para determinar la capacidad de corregir errores de un [n, k]q-código

lineal C introducimos los siguientes conceptos usuales.

Definición 1.4. El peso de Hamming de una palabra x ∈ C, denotado por wH(x)
es igual al número de coordenadas diferentes de cero en x. En ocasiones el peso de
Hamming se le llama simplemente peso.

La distancia de Hamming entre dos palabras x e y, denotada por dH(x, y) es
el número de coordenadas donde ellas difieren. Como para el peso de Hamming la
distancia de Hamming es simplemente llamada distancia y normalmente se supri-
me el subindice H de la definición.

No es dificil ver que

dH(x, y) = 0siysolosix = y

dH(x, y) = dH(y, x)

dH(x, y) ≤ dH(x, z) + dH(z, y)

Ası́ dH cumple las propiedades de una distancia, en particular la tercer propiedad
es la desigualdad del triángulo. Con esta distancia el espacio vectorial produce un
espacio metrico.
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Definición 1.5. La distancia mı́nima de un código, d es la distancia mı́nima entre
cada pareja de palabras diferentes. Decimos que C es un [n, k, d]-código lineal
cuando C es de longitud n, de dimensión k y distancia mı́nima d.

Ası́ para poder calcular la distancia mı́nima tendrı́amos que calcular la distan-
cia de todos los pares de palabras, pero para códigos lineales esto no tiene que ser
necesario ya que tenemos el resultado siguiente:

Lema 1.6. En un [n, k]q-código C la distancia mı́nima es igual al peso mı́nimo de
las palabras diferentes de cero

DEMOSTRACIÓN. Claramente w(x) = d(0, x) ası́ que d(x, y) = w(x − y).
Sea c la palabra de peso mı́nimo, entonces w(c) = d(0, c) y dado que 0 es una
palabra tenemos que dmin ≤ wmin. En el otro lado, si c1 y c2 son palabras en
la distancia mı́nima, tenemos que d(c1, c2) = w(c1 − c2) y dado que c1 − c2 es
también una palabra y tenemos que wmin ≤ dmin. Combinando ambos resultados
y tenemos lo que deseamos

�

Teorema 1.7. Un [n, k]q-código corrige t errores si y sólo si t < d
2

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que t < d
2 y que tenemos dos palabras ci y cj

y dos vectores de error e1 y e2 de peso ≤ t tal que ci + e1 = cj + e2. Entonces
ci − cj = e2 − e1 pero w(e2 − e1) = w(ci − cj) ≤ 2t < d, contradiciendo el
hecho de que el peso mı́nimo es d. Por otro lado supongamos que t ≥ 2 y sea c una
palabra con peso d. Cambia t+ 1 bit’s diferentes de cero a cero para obtener la un
vector y. Entonces d(0, y) ≤ d− (t+1) ≤ t y d(c, y) ≤ t pero 0+y = c+(y− c)
ası́ que el código no corrige t errores

�

Lema 1.8. Sea C un [n, k]q-código y H una matriz paridad de chequeo para C.
Entonces si j columnas de H son linealmente dependientes, C contiene una pala-
bra con elementos diferentes de cero en alguna de las posiciones correspondientes,
y si C contiene una palabra de peso j, entonces existen j columnas linealmente
linealmente dependientes de H

DEMOSTRACIÓN. Se sigue directamente de la definición de la multiplicación
de matrices, dado que dada una palabra c del código tenemos que HcT = 0

�

Lema 1.9. SeaC un [n, k]q-código con matriz paridad de chequeoH . La distancia
mı́nima de C es igual al número mı́nimo de columnas linealmente dependientes de
H
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DEMOSTRACIÓN. Se sigue de manera inmediata del lema y teorema anterio-
res

�

1.3. Sistemas proyectivos no degenerados
Los conceptos de sistema proyectivo (en este trabajo a este tipo de sistemas les

llamamos sistemas proyectivos no degenerados) y demas que se desarrollan en esta
sección se presentan en el librode Tsfasman y Vladut []. La noción de código lineal
puede ser reformulado usando los conceptos siguientes. Como antes sea F = Fq
un campo fı́nito, con q una potencia de un primo p y seaE un Fq-espacio vectorial,
y sea P(E) el espacio proyectivo inducido por E.

Definición 1.10. Un [n, k, d]q-sistema proyectivo es una familia fı́nita, sin ordenar,
χ = {P1, ..., Pn} de puntos de P(E) la cual no esta en ningún hiperplano H de
P(E). Sus parámetros [n, k, d] se definen como sigue: n = |χ|, k = dimP(E) + 1
y d = n−max{|χ ∩H| : H es Hiperplano de P(E)}

Dos [n, k, d]q-sistemas proyectivos χ ⊂ P(E) y χ′ ⊂ P(E′) son llamados
equivalentes si y sólo si existe un isomorfismo P(E) ∼= P(E′) que mapea χ sobre
χ′

Llamamos a un código lineal degenerado C ⊂ Fnq si y sólo si C ⊂ Fn−1
q ⊂

Fnq , donde Fn−1
q es el subespacio de vectores que tienen cero en alguna posición

fija.

Teorema 1.11. Sea k ≥ 1 y d ≥ 1. Existe una correspondencia uno-uno entre el
conjunto de clases de equivalencia de los [r, k, d]q-códigos lineales no degenera-
dos y el conjunto de clases de equivalencia de los [r, k, d]q-sistemas proyectivos

DEMOSTRACIÓN. Dado un sistema proyectivo no degenerado χ ⊂ P(E) le
asociamos por evaluación un código lineal no degenerado definido por Cχ :=
{(f(P1), . . . , f(Pr)) : f ∈ E∗}. Para veer que esta asignación no depende del
representante se han χ = {P1, . . . , Pr} ⊂ P(E) y χ′ = {P ′1, . . . , P ′r} ⊂ P(E′)
dos sistemas proyectivos no degenerados y sean Cχ y Cχ′ sus códigos lineales aso-
ciados. Entonces χ es equivalente a χ′ si y sólo si existe (ρij) para todo i, j ∈
{1, 2, . . . , n} si y sólo si (ρij)Gχ = Gχχ matrices generadoras de los códigos Cχ
y Cχ′ respectivamente si y sólo si Cχ es equivalente por permutaciones al códi-
go Cχ′ . Ası́ esta asignación no depende del representante. Para probar que es una
biyección basta demostrar que para cada C código lineal no degenerado existe un
sistema proyectivo χ no degenerado tal que C es equivalente por permutaciones a
Cχ. Sea C un [r, k]-código lineal no degerado y sea

G =


v1,1 v1,2 , . . . , v1,r

v2,1 v2,2 , . . . , v2,r
...

...
...

...
vk,1 vk,2 , . . . , vk,r
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una matriz generadora del código C. Denotamos por vi := {vi,1, . . . , vr,1} los
vectores renglón de G y sea Pj := [v1,j , . . . , vk,j ] para cada j = 1. . . . , r los r
puntos del espacio proyectivo de dimensión k − 1. El conjunto χ = {P1, . . . , Pr}
es un sistema proyectivo no degenrado por ser vi una base de C. Además por
la forma como definimos el sistema proyectivo χ definimos facilmente que las
matrices generadoras G y Gχ son iguales y luego entonces C es equivalente por
permutación al código Cχ. �

Definición 1.12. Sea χ un sistema proyectivo no degenerado no degenerado en
P(E). Denotamos por Cχ el código lineal no degerado inducido por χ. Claramente
Cχ := {(f(P1), . . . , f(Pr)) : f ∈ E∗}

1.4. Variedades proyectivas
Sea F un campo arbitrario y denotamos por Pn al espacio proyectivo de dimen-

sión n sobre el campo F. Sea T un conjunto de polinomios en n+ 1 variables con
coeficientes en F. Definimos al conjunto cero de T como

Z〈T 〉 = {x ∈ Pn : f(x) = 0 para cada f ∈ T}
Un subconjunto Y de Pn es un conjunto algebraico si existe un conjunto T de
polinomios homogeneos en n+1 variables con coeficientes en F tal que Y = Z〈T 〉.

Definición 1.13. Una variedad algebraica proyectiva o simplemente variedad ws
un conjunto algebraico irreducible, con la topologı́a de Zariski, en el espacio pro-
yectivo Pn. Una hipersuperficie definida por un polinomio lineal homogéneo es
llamado hiperplano.

Observación 1.14. Recordemos algunos hechos bien conocidos en geometrı́a al-
gebraica.
a) Las siguientes condiciones son equivalentes para una variedad Y en Pn:

i) I(Y ) esta generado por polinomios lineales.
ii) Y puede ser escrito como intersección de hiperplanos.
En este caso decimos que Y es una Variedad Lineal en Pn.
b) Si Y es una variedad lineal de dimensión r en Pn, entonces I(Y ) es mini-

mamente por n− r polinomios lineales.
c) Sean Y y Z variedades lineales en Pn, con dimY = r y dimZ = s. Si

r + s − n ≥ 0 entonces Y
⋂
Z 6= ∅. Además si Y

⋂
Z 6= ∅, entonces Y

⋂
Z es

una variedad lineal de dimensión mayor o igual a r + s− n.

Proposición 1.15. Todo hiperplano proyectivo es maximal, es decir no existe va-
riedad lineal, distinta de H y de P(E) que contenga completamente a H . Además
la parte {a,H} de P(E), constituida por un hiperplano H y un punto a ∈ P(E)
que no esta en H , engendra a todo el espacio P(E)

DEMOSTRACIÓN. Sea π : E → P la proyección natural y sea H un hiper-
plano de P(E). Entonces por definición π−1(H) es un hiperplano en el espacio
vectorial en E, por consiguiente máximal en E y ası́ para cualquier subespacio
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vectorial V de E tal que π−1(H) ⊆ V se tiene que V = π−1(H) pero esto impli-
ca que V = E �

1.5. La variedad de Grassmann
Sea E un espacio vectorial de dimensión m ≥ 2 sobre el campo F. Sea 1 ≤

n ≤ m algún entero, sea I(n,m) : (a1, . . . , an) ∈ Zn : 1 ≤ a1 <, . . . , an ≤ m}.
Entonces la Grassmanniana o variedad de Grassmann se define el conjunto de
todos los subespacios n-dimensionales W de E ver [] es decir

G(n,m) = {W : W es subespacio de E de dimension n}

Se puede encajar G(n,m) en el espacio proyectivo P(
∧nE) via la inclusión de

Plücker como sigue, sea W un n-subespacio vectorial de E que tiene como base
{v1, . . . , vn},

ϕ : G(n,m) −→ P(∧nE)

ϕ(W ) = v1∧, · · · ,∧vn
Se puede demostrar que ϕ esta bien definido y es una inclusión no degerada. Para
cada W en G(n,m), las coordenadas de Plücker de ϕ(W ) son las coordenadas en
la base {eα : α ∈ I(n,m)} donde eα = eα1∧, . . . ,∧eαn ası́

ϕ(W ) =
∑

α∈I(n,m)

pαeα

donde los coeficientes pα ∈ F.
Sea W ∈ G(n,m) y sea {v1, ..., vn} una base para este espacio vectorial y

sea vj =
∑m

i=1 aijei, entonces las coordenadas de Plücker estan dadas por los
(
m
n

)
menores maximales de la matriz (aij)1≤i≤m,1≤j≤n.

Se puede demostrar queG(n,m) es una variedad algebraica definida por poli-
nomios cuadricos llamadas relaciones de Plücker ver []. La grassmannianaG(n,m)

puede ser cubierta por conjuntos abiertos isomorfos a los espacios afines An(m−n)

y ası́ tenemos que dim(G(n,m)) = n(m− n)

1.6. Número de puntos de G(n,m)(Fq)
Let F un campo perfecto. El grupo de Galois Γ := Gal(F/F ) actuab en

(Pm(F ) como sigue: para σ ∈ Γ y (a0 :, a1 :, ..., : am) ∈ Pm(k) definimos

σ[a0 :, a1 :, ..., : am] = [σ(a0) :, σ(a1) :, ..., : σ(am)]

esta acción esta bien definida y se tiene que:

Lema 1.16. El grupo de Galois Γ = Gal(F/F ) actua en Pm(F ) y los puntos fijos
son precisamente los puntos en P m(F )

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que para cada σ ∈ Γ se tiene que

σ[a0 :, a1 :, ..., : am] = [a0 :, a1 :, ..., : am]
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entonces existe un escalar λσ tal que σ(ai) = λσai para cada i = 0, . . . , n. Sin
perdida de generalidad podemos suponer que a0 6= 0 entonces para i = 0, . . . , n
tenemos

σ(a0) · ai
a0

Consecuentemente para cada σ ∈ Γ tenemos que
a1

a0
= σ(

ai
a0

)

esto significa que ai
a0
∈ F . Esto implica que

[a0 : . . . : an] = [1 :
a1

a0
: . . . :

a1

an
] ∈ Pm(F )

Entonces el grupo de Galois Γ = Gal(F/F ) actua en Pm(F ) y los puntos fijos
son precisamente los puntos Pm(F ) �

La acción del grupo de Galois Γ en es espacio Pm(F ) se restringe a una acción
en la Grassmanniana correspondiente como sigue. Para comenzar y sin perdida de
generalidad podemos suponer que el espacio vectorial E es (F )n. La Grassman-
niana G(n,m) es la colección de todos los subespacios n-dimensionales de (F )n

y Γ actua en G(n,m) como sigue: para W ∈ G(n,m) y σ ∈ Γ definimos

σ(W ) = {σ[x1, ..., xn] : [x1, ..., xn] ∈W}
donde σ[x1, ..., xn] = [σ(x1), ..., σ(xn)].

Podemos pensar a G(n,m) como encajado en el espacio proyectivo Pn =
P(
∧nE) vı́a la inclusión de Plücker y podemos considerar la acción de Γ en

G(n,m) como la acción inducidad por la acción en el espacio proyectivo. Note que
estas dos acciones Γ en G(n,m) son Γ equivalentes. Decimos que W ∈ G(n,m)
es Γ invariante si σ(W ) = W para todo σ ∈ Γ.

Lema 1.17. W ∈ G(n,m) es Γ es Γ invariante si y sólo si W tiene una base
{v1, ..., vn} con cada vi ∈ Fn

DEMOSTRACIÓN. Claramente si el subespacio W tiene una base {v1, ..., vn}
con cada wi ∈ Fm entonces W es Γ-invariante. Ahora sea W un subespacio n-
dimensional de E generado por los vectores {v1, ..., vn} tal que σ(W ) = W , para
cada σ ∈ Γ y cada i = 1, 2, . . . , n

σ(wi) = wi

Como σ(W ) = W existe A(σ) ∈ GL(n, F ) tal que

σ


v1

v2
...
vn

 = A(σ)


v1

v2
...
vn
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Entonces tenemos

A(στ)


v1

v2
...
vn

 = σ[τ


v1

v2
...
vn

] = σ[A(τ)


v1

v2
...
vn

]

= σ[A(σ)]σ


v1

v2
...
vn

 = σ[A(τ)]A(σ)


v1

v2
...
vn

]

entonces A(στ) = [σA(τ)]A(σ) consecuentemente existe B ∈ GL(n, F ) tal que
B = (σB)A(σ)
Ahora sea 

w1

w2
...
wn

 = B


v1

v2
...
vn


Entonces tenemos

w1

w2
...
wn

 = B


v1

v2
...
vn

 = (σB) ·A(σ)


v1

v2
...
vn

 = (σB) · σ


v1

v2
...
vn



σ[B


v1

v2
...
vn

] = σ


w1

w2
...
wn


Ası́ para todo σ ∈ Γ, σ(wi) = wi, i = 1, . . . , n lo cual implica que W tiene una
base {w1, w2, . . . , wn} con wi ∈ Fn. �

Ahora usaremos esto para calcular la cardinalidad de G(n,m)(Fq)

Proposición 1.18. El número de puntos de G(n,m)(Fq) esta dado por

|G(n,m)(Fq)| =
f(n)

f(d) · f(n− d) · qd(n−d)

donde f(n)(qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qn−1)

DEMOSTRACIÓN. Sea F = Fq, entoncers tenemos que

|G(n,m)(F)| = |[[G(n,m)(F)]]Γ|
el cual es el número de espacios n-dimensionales de (F))m que son los σ-invariantes.
Sea J que denota la colección de todas las ordenadas {v1, . . . , vn} con cada vi ∈
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(F))m. Entonces J define un subconjunto abierto de ((F))m)n por el lema anterior
se sigue que para calcular el número de subespacios los cuales son σ-invariantes
uno puede calcular el número de elemnstos de J y contar cuantas bases orde-
nadas diferentes dan lugar al mismo elemento de G(n,m). La cardinalidad de
G(n,m(Fq)) esta dada por el cociente

|G(n,m(Fq))| =
número de puntos de J

número de bases ordenadas para cada U

Ahora para encontrar J tenemos que el grupo lineal generalGL(n,F) = Aut(Fm)
actúa naturalmente en J y la acción es transitiva. El estabilizador deX = {e1, . . . , en}
tiene bloque de matrices de la forma(

In, ∗
0, GL(m− n,F)

)
De aquı́

|J | = GL(n,F)

|stabX|
=

1

qn(m−n)
· GL(n,F)

GL(m− n,F)

Entonces tenemos que

|GL(n,F)| = |GL(n,F)|
|GL(n,F)| · |GL(m− n,F)| · qn(m−n)

=
f(m)

f(m) · f(m− n) · qn(m−n)

donde f(m) = (qm − 1)(qm − q) · · · (qm − qm−1). �

Definición 1.19. Definimos erl q-factorial de un entero no negativo d por

[d]! = (qd − 1)(qd−1 − 1) · · · (q − 1)

y el coeficiente binomial Gaussiano correspondiente a los enteros m y n por(
m

n

)
=

[m]!

[n]![m− n]!
=

(qm − 1)(qm − q) · · · (qm − qn−1)

qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qn−1)

Teorema 1.20. El número de puntos de G(n,m)(Fq) esta dada por la fórmula

|G(n,m)(Fq)| =
(qm − 1)(qm − q) · · · (qm − qn−1)

qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qn−1)

DEMOSTRACIÓN. Por la proposición anterior tenemos que

|G(n,m)(Fq)| =
f(m)

f(n) · f(m− n) · qn(m−n)

donde f(m) = (qm − 1)(qm − q) · · · (qm − qn−1) entonces multiplicando y divi-
diendo por qn(m−n) tenemos que

|G(n,m)(Fq)| =
(qm − 1)(qm−1 − 1) · · · (qm−n+1 − 1)

(qn − 1)(qn−1 − 1) · · · (q − 1)
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Luego entonces

|GL(n,F)| = [m]!

[n]![m− n]!
=

(qm − 1)(qm − q) · · · (qm − qn−1)

(qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qn−1)

y ası́ hemos demostrado el teorema. �



Capı́tulo 2

Códigos álgebro-geométricos de Grassmann

En esta sección damos una construcción general de códigos geométricos, cuan-
do tomamos variedades algebraicas proyectivas con buenas propiedades geométri-
cas y consideramos esta construcción en el conjunto de todos los puntos racionales.
Los códigos resultantes reflejan estas propiedades est6as propiedades geométricas
en sus parámetros. También si reinterpretamos esta construcción en la variedad de
Grassmann recobramos los códigos clásicos de Grassmann y Schubert.
Sea Fq un campo finito, E un Fq-espacio vectorial de dimensión fı́nita y P(E) el
espacio proyectivo inducido por E.

Definición 2.1. Un Sistema Proyectivo no degenado es un conjunto de puntos χ =
{P1, ..., Pr} del espacio proyectivo P(E) no completamente contenido en ningún
hiperplano H de P(E). Los parámetros [r, k, d]q del sistema proyectivo χ están
definidos por r = |χ|, k = dimP(E) y

d = |χ| −max{|χ ∩H| : H es un hiperplano de P(E)}

El concepto de sistema proyectivo se desarrolla en [] capitulo !, sección 1.3.
Llamemos a un código lineal C ⊆ Frq degenerado si y sólo si C ⊆ Fr−1

q ⊆ Frq,
donde Fr−1

q es el subespacio de vectores que tienen cero en alguna posición fija.
Es bien sabido que si k ≥ 1 y d ≥ 1, entonces existe una correspondencia uno-
uno entre el conjunto de clases de equivalencia de los [r, k, d]q-códigos lineales
no degenerados y el conjunto de clases de equivalencia de los [r, k, d]q-sistemas
proyectivos ver el teorema 2.12 .

Lema 2.2. Sea χ := {P1, ..., Pr} una familia fı́nita de puntos de P(E). Sea K :=
{h ∈ E∗ : h(P1) = · · · = h(Pr) = 0}. También sea V := {x ∈ E : h(x) =
0paratodoh ∈ K}. Entonces P(V) es la subvariedad lineal más pequeña de P(E)
que contiene a χ

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que H es una subvariedad lineal de P(E) tal
que χ ⊆ H y H ⊆ P(V). Entonces H =

⋂t
i=1Hi es la intersección de hiperplanos

Hi de P(E), esto significa que existe hi ∈ E∗ tal que Hi = Z〈hi〉 para cada
i = 1, ..., t. Por lo tanto tenemos que H = z〈h1, ..., ht〉. Por estar χ ⊆ H, hi(P1) =
... = hi(Pr) = 0 para todo i = 1, ..., t, esto implica que hi ∈ K, sea entonces
hi =

∑t
i=1 αiki es una combinación lineal con coeficientes αi ∈ F . Sea x ∈ P(V)

un elemento arbitrario entonces es fácil ver que hi(x) = 0 para todo i = 1, ..., t,
ası́ que x ∈ Z〈h1, ...ht〉 y en consecuencia P(V) ⊆ Z〈h1, ..., ht〉 = H

�
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Note que en la última parte de la prueba tenemos que P(V) = Z〈h1, ..., ht〉 si
h1, ..., ht es una base de K.

Corolario 2.3. Con la notación de arriba, χ es un sistema proyectivo no degene-
rado en P(V)

DEMOSTRACIÓN. Si H es un hiperplano de P(V) tal que χ ⊆ H , entonces
existe h ∈ E∗ tal que H = Z〈h1, ..., hk, h〉 la cual es una subvariedad lineal más
pequeña que P(V). Lo cual contradice al lema anterior �

Sea Cχ el código lineal no degenerado inducido por el sistema proyectivo χ
en P(V). Entonces su longitud es igual a cardinalidad de χ y que su dimensión es
dimCχ = dimV (véase 2.11)

Sea E un espacio vectorial de dimensión fı́nita sobre un campo fı́nito F = Fq.
Si X es una variedad algebraica sobre F la cerradura algebraica del campo fı́nito
F. Supongamos que χ := {P1, . . . , Pr} es el conjunto de sus Fq

X = Z〈f1, ..., fM , g1...gN 〉 con fi polinomios homogeneos de grado ≥ 2 los
gj de grado uno con coeficientes en F . Como arriba K := {h ∈ E∗ : h(P1) =
· · · = h(Pr) = 0} y V := {x ∈ E : h(x) = 0 para todo h ∈ K}.

Lema 2.4. Para V y gj como arriba, P(V) = Z〈g1...gN 〉

DEMOSTRACIÓN. Del lema 2.2 tenemos que P(V) ⊆ Z〈g1...gN 〉 . Nosotros
usamos subindices para denotar donde consideramos el ideal de polinomios. Por
ejemplo IF o IF , donde F es la cerradura algebraica de F . Ahora si h1, ..., hs es
una base de K, entonces hj(P ) = 0 para todo P ∈ χ, se sigue que
Z〈f1, ..., fM , g1, ..., gN 〉 ⊆ Z < hj > para todo j. Consecuentemente
hj ∈ I(Z〈hj〉) ⊆ I(Z〈f1, ..., fM , g1, ..., gN 〉) =

√
〈f1, ..., fM , g1, ..., gN 〉F

y dado que 〈f1, ..., fM , g1, ..., gN 〉F ⊆ 〈f1, ..., fM , g1, ..., gN 〉F
entonces htj ∈ 〈f1, ..., fM , g1, ..., gN 〉F
para algún t entero positivo, y dado que X es una variedad algebraica tenemos que
hj ∈ 〈f1, ..., fM , g1, ..., gN 〉F . Entonces hj ∈ 〈g1, ..., gN 〉F , ası́ que hj =

∑
αigi

con αi ∈ F . Para cada x ∈ Z〈g1, ..., gN 〉 implica hj(x) =
∑N

i=1 αigi(x) =
0 para todo j = 1, ..., s consecuentemente Z〈g1, ..., gN 〉 ⊆ P(V). Por lo tanto
Z〈g1, ..., gN 〉 = P(V). �

Es inmediato que:

Corolario 2.5. Sea V y gi como en el lema 2.4 entonces V = {x ∈ E : g1(x) =
, ...,= gN (x) = 0}

�
Y también
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Corolario 2.6. Si Fq es un campo finito y E es un espacio vectorial de dimensión
finita sobre Fq y si χ = {P1, ..., Pr} ⊆ P(E) es un conjunto fı́nito de puntos no
contenidos en ningún hiperplano entonces K = 0 y para el código asociado Cχ,
tenemos que dimCχ = dimE∗

�

2.1. Códigos Grassmann
Para un m-espacio vectorial E, denotamos por G(n,m) el conjunto de subes-

pacios vectoriales de dimensión n de E. La Grassmanniana G(n,m) es una varie-
dad algebraica de dimensión n(m− n) y puede ser encajada en el espacio proyec-
tivo P (

∧nE), donde
∧nE es el álgebra de Grassmann generada por el espacio

vectorial E, mediante la inclusión de Plücker. Por elegir una base v1, ...vn para
cada W ∈ G(n,m) y mandar esta base a v1 ∧ ...∧ vn ∈

∧nE, uno tiene entonces
la siguiente descripción para la variedad Grassmanniana

G(n,m) = {v1 ∧ ... ∧ vn ∈
n∧
E : v1, ..., vn son linealmente independientes}

Si además Fq es un campo fı́nito entonces G(n,m) es un conjunto fı́nito
{P1, ..., Pr} de puntos del espacio proyectivo P (

∧nE), donde
(
m
n

)
q

al coeficiente
binomial Gaussiano, ver definición 2.20 y teorema 2.21.

Lema 2.7. Sea Fq un campo fı́nito entonces G(n,m) es un sistema proyectivo en
P (
∧nE)

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que existe H hiperplano en P (
∧nE) tal que

G(n,m) ⊆ H , entonces existe h ∈ (
∧nE)∗ lineal homogeneo tal que H =

Z〈h〉 y Z〈f1, ..., fM 〉 ⊆ Z〈h〉, ası́ que h ∈ (
√
〈f1, ..., fM 〉)Fq y esto implica la

existencia de algun s > 0 tal que hs ∈ 〈f1, ..., fM 〉Fq ⊆ 〈f1, ..., fM 〉F q y donde
F q es la cerradura algebraica de Fq, ası́ tenemos entonces que h ∈ 〈f1, ..., fM 〉F q
por ser G(n,m) variedad algebraica irreducible, pero esto es una contradicción ya
que h es un polinomio lineal homogéneo �

Sea Fq un campo fı́nito, denotemos por C(n,m) el código lineal no degene-
rado inducido por el sistema proyectivo G(n,m) en P(E). Como es usual en la
literatura a C(n,m) le llamamos el código de Grassmann.

Corolario 2.8. Sea Fq un campo fı́nito y sea C(n,m) el código de Grassmann,
entonces dimC(n,m) =

(
m
n

)
DEMOSTRACIÓN. Esto es una fácil consecuencia del corolario 3.6 y lema 3.1

de arriba. �
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Resumiendo concluimos que siFq es un campo fı́nito, la cardinalidad deG(n,m)
es igual al coieficiente binomial Gaussiano

|G(n,m)| =
(
m

n

)
q

y que dimC(n,m) =
(
m
n

)
. También Ryan (1990) y Nogin (1996) demuestran que

si Fq es un campo fı́nito entonces la distancia mı́nima d = dC(n,m) del código
de Grassmann es igual a d = qn(m−n), ver [25], [26], [27] y [22]. ası́ podemos
concluir el siguiente corolario.

Corolario 2.9. El código de Grassmann es un (n, k, d)q-código donde n =
(
m
n

)
q
,

k =
(
m
n

)
y d = qn(m−n)

�

2.2. Códigos de Schubert

Como antes sea P(E) el espacio proyectivo inducido por el espacio vectorial
de dimensión n sobre el campo Fq.

La variedad de Grassman G(n,m) parametriza los subespacios vectoriales de
dimensión n de E. Denotamos un punto de P(E) por x, donde x denota un vector
distinto de cero. Si w = v0 ∧ ... ∧ vn el correspondiente subespacio L(w) =
〈x0, ..., xn〉.

Sea A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An una bandera de espacios lineales in P n =
P(E), estrictamente creciente, cuya secuencia de dimensiones denotamos por α =
(a0, ...an). La variedad de Schubert Ω(α) es una subvariedad de la variedad de
Grassmann, cuyos puntos corresponden a los subespacios L tal que dimL∩Ai ≥ i
para cada i. La variedad de Schubert es esencialmente independiente de la bandera
especificada de subespacios de una dimensión dada, hasta un automorfismo lineal
de la Grassmanniana.

Supongamos que Ω(α) = {P1, ..., Pr} como un conjunto de puntos del espacio
proyectivo P (

∧nE) bajo la inclusión de Plücker, entonces definimos un código
lineal no degenerado C(α) inducido por el sistema proyectivo Ω(α) de puntos de
la variedad de Schubert en el espacio proyectivo P(V), donde V = {x ∈ E :
h(x)=0 para todo h ∈ K} y K = {h ∈ (

∧
E)∗ : h(P1) = · · · = h(Pr) = 0} ver

lema 3.2. Al código lineal C(α) le llamaremos código de Schubert.
Se demuestra en [8] que la longitud nα y la dimensión kα de Cα son abs-

tratamente dados por nα = |Ω(α)| y kα = |{β ∈ I(n,m) : β ≤ α}| donde
para β = (β1, ..., βn) ∈ I(n,m) entendemos que β ≤ α si y sólo si βi ≤ αi para
i = 1, ..., n. Se demuestra también que la distancia mı́nima d = d(C(α))vsatisface
la desigualdad d ≤ qδα donde δα =

∑n
i=1(αi − i) = α1 + · · · + αn − n(n+1)

2 .
Además se conjetura que la igualdad debe cumplirse.
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2.3. Códigos algebro-geometricos de intersección

Sea E un esapcio vectorial de dimesión finita sobre un campo finito F = F2.
Si χ es una varieadad proyectiva sobre F una cerradura lagebraica de F. Suponga-
mos que χ := {P1, . . . , Pr} es el conjunto de todos sus Fq-puntos racionales. Sea
Y una variedad proyectiva y V un subespacio vectorial deE, tal queX = Y ∩F(V )

Definición 2.10. Si X , V y χ son como arriba entonces al código Cχ es llamado
código álgebro-geométrico de intersección

Proposición 2.11. El código de Schubet C(α) es un código algebro-geometrico
de intersección

DEMOSTRACIÓN. Sea V := {L ∈
∧nE : Lβ = 0para todoβ � α}. Se

demuestra en la sección 5 de [8] que Ω(α) = G(n,m) ∩ P(V ), ası́ que Cα es un
código geometrico de intersección. �





Capı́tulo 3

Códigos Lagrangianos-Grassmannianos

En este capt́ulo construimos los códigos Lagrangianos-Grassmannianos, cal-
culamos la longitud de la palabra, damos una fórmula en coordenadas de Plüker
que nos permite determinar la dimensión y establecemos una cota superior para
la distancia mı́mima en términos de la dimensión de la variedad Lagrangianna-
Grassmanniana, establecemos una relación entre los pesos grandes de los códigos
Lagrangiannos-Grassmannianos y los pesos del código de Grassmann.

3.1. La variedad Lagrangianna-Grassmanniana
Definición 3.1. SeaE un espacio vectorial sobre un campoF . Una forma simplécti-
ca

〈, 〉 : E × E :−→ F

es una forma bilineal antisimetrica y no degenerada que satisface

〈w,w〉 = 0 para todo w ∈ E

〈w′, w〉 = 0 para todo w′ ∈ E
entoncesw = 0. Un espacio vectorial (E, 〈, 〉) es llamado espacio vectorial simplécti-
co si esta equipado con una forma simplética 〈, 〉

Teorema 3.2. Un espacio vectorial simplécticoE es necesariamente de dimensión
par y si existe una base v1, ..., vn, v

′
1, ..., v

′
n de E tal que

〈vi, vj〉 = 〈v′i, v′j〉 = 0

y
〈vi, v′j〉 = δij

es llamada base estándar. Con tal elección una forma simplética puede ser
descrita para x, y ∈ E, donde x = (x1, ..., x2n) y y = (y1, ..., y2n) como

〈x, y〉 =

n∑
i=1

[(xi · y2n+1−i)− (x2n+1−i · yi)]

DEMOSTRACIÓN. es fácil ver que este es un pairing alternante no-degenrado
en E. La forma anterior en E llamada la forma simpléctica estándar

�
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Definición 3.3. Sea E un espacio vectorial simpléctico, con forma simpléctica
〈, 〉. Decimos que W ∈ G(n, 2n) es isotropico si y sólo si 〈x, y〉 = 0 para todo
x, y ∈W

Definición 3.4. La Lagrangianna-Grassmanniana se define como

L(n, 2n) = {W ∈ G(n, 2n) : W es isotropico}

Se puede demostrar que L(n, 2n) es una subvariedad proyectiva de G(n, 2n)

de dimensión n(n+1)
2 .

Definición 3.5. SeanE1,E2 dos espacios vectoriales simplécticos. Sea φ : E1 −→
E2 un mapeo lineal. Llamamos a φ un mapeo simpléctico si para todo w,w′ ∈ E1

〈φ(w), φ(w′)〉 = 〈w,w′〉

Supongamos ahora que E1 = E2 = E con la misma forma simplética. Si
φ : E −→ E es algún mapeo simpléctico entonces es un automorfismo de E. La
colección de todos los automorfismos deE es un grupo bajo la composición llama-
do grupo simpléctico de (E, 〈, 〉) denotado por Sp(E), Si E = F 2n

q con la forma
simpléctica estandar, denotamos a este grupo como Sp2n(Fq) ⊂ GL(2n, Fq). Si
definimos

J =

(
0 In
−In 0

)
se puede verificar que una matriz A ∈ GL(2n, Fq) deja la forma estándar

invariante si y sólo si ATJA = J donde, AT denota la matriz transpuesta de A.
Ası́

Sp2n(Fq) = {A ∈ GL(2n, Fq) : ATJA = J}

3.2. El número de puntos en L(n, 2n)(Fq)

Usando el teorema de Witt, tenemos que el grupo simpléctico Sp2n(Fq) actua
transitivamente en el conjunto de todos los subespacios simpécticos deG(n, 2n)(Fq)
es decir en la Lagrangianna-Grassmnniana. En otras palabras dados W1, W2 en
L(n, 2n) existe φ ∈ Sp(E) tal que

φ(W1) = W2

En virtud de lo antes dicho tenemos que

|L(n, 2n)(Fq)| =
|Sp2n(Fq)|
|StabW |

donde StabW es el estabilizador de W ∈ L(n, 2n)

Para encontrar |Sp2n(Fq)| usamos el siguiente resultado de álgebra lineal.

Lema 3.6. Si f es una forma simpléctica en un 2n-espacio vectorial E sobre
un campo de q elementos entonces el número de pares {u, v} tal que f(u, v) =
〈u, v〉 = 1 es (q2n − 1)q2n−1
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Para una demostración ver [28].

Proposición 3.7. El número de puntos de Sp2n(Fq) esta dado por la siguiente
formula

|Sp2n(Fq)| = qn
2
n∏
1

(qi − 1)(qi + 1)

DEMOSTRACIÓN. Dada una forma simpléctica f en un espacio vectorialE de
dimensión 2n por resultados estándar existe una base simpléctica {v1, v2, ..., v2n}
para E tal que 〈vi, vi+n〉 = 1 para todo i = 1, ..., n y 〈vi, vj〉 = 0 para |i− j| 6= n.

Usando el lema anterior el numero de pares {θv1, θv1+n} tal que 〈θv1, θv1+n〉 =
1 es (q2n − 1)q2n−1. Ası́ que elegimos {θv1, θv1+n} para que {θvi} sea una
base simpléctica el numero de pares {θv2, θv2+n} tal que 〈θv2, θv2+n〉 = 1 es
igual a (q(2n−2)−1)(q2n−2 − 1) y ası́ sucesivamente. Finalmente el número de pa-
res {θvn, θv2n} tal que 〈θvn, θv2n〉 = 1 es igual a q(q2 − 1). Ası́ tenemos que
|Sp2n(Fq)| =

∏n
1 (q2i − 1)q2i−1 = qn

2∏n
1 (q2i − 1) = qn

2∏n
1 (qi − 1)(qi + 1)

�

Lema 3.8. Sea E un espacio vectorial simpléctico de dimensión 2n.
Sea u1, ..., un, v1, ..., vn la base estándar deE tal que 〈ui, uj〉 = 〈vi, vj〉 = 0 y

〈ui, vj〉 = δij . El grupo simpléctico Sp2n(Fq) actua transitivamente enL(n, 2n)(Fq)
y el número de elementos en el estabilizador para W = 〈u1, u2, ..., un〉 esta dado
por la fórmula

|Stab(W )(Fq)| = q
n(n+1)

2 q
n(n−1)

2

n∏
1

(qi − 1)

DEMOSTRACIÓN. Primero note que si
(
A B
D C

)
∈ Stab(W ) entonces D

tiene que ser cero.

Sea M =

(
A B
0 C

)
∈ Stab(W ). Si tiene que estar en Sp(2n) debemos

tener (
A B
0 C

)T (
0 In
−In 0

)(
A B
0 C

)
=

(
0 In
−In 0

)
que es (

0 ATC
−CTA BTC − CTB

)
=

(
0 In
−In 0

)
Ası́ tenemos que C = (A−1)T y BTC = CTB, es decir CTB es una matriz

simétrica. Ası́ M es de la forma

M =

(
A AS
0 (A−1)T

)
para alguna matriz simétrica S de orden n × n. Sea MSym

n el grupo de matrices
simetricas de orden n× n.
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Consideremos los mapeos φ1 : GL(n) −→ Sp(2n) y φ2 : MSym
n −→ Sp(2n)

dados por φ1(A) =

(
A 0
0 (A−1)T

)
y φ2(S) =

(
I S
0 I

)
.

Entonces φ1 y φ2 son homomorfismos tal que

φ1(A)φ2(S) =

(
A 0
0 (A−1)T

)(
I S
0 I

)
=

(
A AS
0 (A−1)T

)
Tenemos

entonces Im(φ1) ∩ Im(φ2) = I . Puede verificarse que Stab(W ) es el producto
semidirecto deGL(n), el n×n grupo lineal general, yMSym

n , el grupo de matrices
de orden n× n simétricas . Consecuentemente tenemos, que

|Stab(W )(Fq| = |MSym
n (Fq)| · |GL(n)(Fq)| = q

n(n+1)
2

n−1∏
i=0

(qn − qi)

= q
n(n+1)

2 q
n(n−1)

2

n−1∏
i=0

(qi − 1)

�

Proposición 3.9. El número de puntos en L(n, 2n)(Fq) es dado por

|L(n, 2n)(Fq)| =
n∏
i=1

(1 + qi)

DEMOSTRACIÓN. La prueba se sigue inmediatamente de la proposición 4.8 y
del lema 4.9. Tenemos entonces

|L(n, 2n)(Fq)| =
|Sp2n(Fq)|

|GL(n)(Fq)| · |Sn(Fq)|

=
qn

2
∏n
i=1(qi−1)(qi+1)

q
n(n+1)

2 q
n(n−1)

2
∏n
i=1(qi − 1)

=
n∏
i=1

(1 + qi)

�

Definición 3.10. Si E un espacio vectorial simpléctico y
∧nE el álgebra exterior

de E, definimos el mapeo lineal f definido de la siguiente manera

f :

n∧
E −→

n−2∧
E

v1 ∧ ... ∧ vn 7−→
∑

1≤r<s≤n
〈vr, vs〉v1 ∧ ... ∧ v̂r ∧ ... ∧ v̂s... ∧ vn

donde v̂ significa que el correspondiente término es omitido.
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Sea V al nucleo de f y denotemos por P(V) la proyectivización de V . Enton-
ces P(V) es un subconjunto cerrado irreducible (bajo la inclusión de Plücker) en
P (
∧nE), y P(V) = Z〈g1, ..., gN 〉 es el conjunto cero de una familia de polino-

mios lineales homogeneos g1, ..., gN , podemos suponer que los gi son un conjunto
minimal de generadores.

Lema 3.11. L(n, 2n) = G(n, 2n)
⋂
P(V)

DEMOSTRACIÓN. Claramente L(n, 2n) ⊆ G(n, 2n) ∩ P(E). Para la otra
inclusión, si w ∈ G(n, 2n) ∩ P(E), entonces w es la clase de equivalencia de
v1 ∧ ... ∧ vn con v1, ...vn linealmente independientes y f(w) = 0, que es

f(w) =
∑

1≤r<s≤n
〈vr, vs〉v1 ∧ ... ∧ v̂r ∧ ... ∧ v̂s ∧ ... ∧ vn = 0

y ası́ 〈vr, vs〉 = 0 para todo 1 ≤ r < s ≤ n �

Ahora, dado que P(V) = Z〈g1, ..., gN 〉 con gi una familia minimal de poli-
nomios lineales homogeneos, y dado que la Grassmanniana es la intersección de
cuadricas, digamos G(n, 2n) = Z〈f1, ..., fM 〉, entonces

L(n, 2n) = Z〈f1, ..., fM , g1, ..., gN 〉

3.3. Código Lagrangianno-Grassmanniano
Ya que Fq es un campo finito entonces la variedad algebraica L(n, 2n) es un

conjunto finito {P1, ..., Pr} de puntos en el espacio proyectivo P (
∧nE), entonces

por corolario 2.3 es un sistema proyectivo no degenerado en P(V)

Definición 3.12. CL(n,2n) el código lineal no degenerado asociado a la Lagrangiana-
GrassmannianaL(n, 2n) sobre el campoFq fı́nito y le llamamos código Lagrangiano-
Grassmanniano. Aquı́ la dimensión del código es dimV , para V = kerf , y la
longitud de la palabra es |L(n, 2n)| =

∏n
i=1(1 + qi) y la distancia mı́nima es

d = |L(n, 2n)| −max{|H ∩ L(n, 2n)| : H es un hiperplano de P(V)}

A continuación mostramos que una cota superior para esta distancia es qn(n+1)/2.
Desde luego denotemos por I(n, 2n) = {(α1, ..., αn) ∈ Z n : 1 ≤ α1 <, ..., <
αn ≤ 2n}

y para α = (α1, ..., αn) ∈ I(n, 2n), denotemos por eα := eα1∧, ...,∧eαn la
base estándar para

∧nE, donde e1, ..., e2n es una base de E. Sea Λα = {w ∈
L(n, 2n) : pα = 0}, donde pα es el coeficiente correspondiente en coordenadas de
Plücker de w en la base estándar {eα : α ∈ I(n, 2n)} para ΛnE

Sea W ∈ L(n, 2n) sea

LW,0 := {W ′ ∈ L(n, 2n) : dim(W ′ ∩W ) = 0}
SeanU ,W elementos deL(n, 2n) tal queE ∼= U⊕W y siU∗ = HomF (U,F )

es el dual de U , usando el isomorfismo W ' U∗ dado por w 7−→ 〈w,−〉 : U −→
F y fijando un splitting E ' U

⊕
U∗ tenemos una correspondencia uno-a-uno
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LW,0 ←→ Homsym(U,U∗)

donde Homsym(U,U∗) es el espacio de mapeos lineales f : U −→ U∗ tal que
f = f∗ identificando f∗ : U∗∗ ' U −→ U∗. Se sigue que para F = Fq

|LW,0| = qn(n+1)/2

.
Sea Lcw,0 = {W ′ ∈ L(n, 2n) : dim(W ′ ∩ W > 0)} el complemento de

LW,0. Si L ∈ LcW,0 y {l1, ..., ln} es una base de L, entonces (l1∧, ...,∧ln) ∧
(v1∧, ...,∧vn) = 0 dado por otro lado que el conjunto {l1, ..., ln, v1, ..., vn} de-
ben ser linealmente independientes en E . Pero entonces, para x ∈ L ∩ W no
cero si nosotros escribimos en la base de L como x =

∑
aili,y en la base de

W como x =
∑
bivi con al menos un coeficiente diferente de cero y ası́ 0 =∑

aili −
∑
bivi, lo cual es una contradicción. Consecuentemente (l1 ∧ · · · ∧

ln) ∧ (v1 ∧ · · · ∧ vn) = 0. Ahora extendemos el conjunto {v1, ..., vn} a una ba-
se {v1, ..., vn, vn+1, ..., v2n} de E y usamos esta base para definir coordenadas
de Plücker para l1 ∧ · · · ∧ ln =

∑
α∈I(n,2n) pα(vα1 ∧ · · · ∧ vαn). Se sigue que

(l1∧· · ·∧ ln)∧(v1∧· · ·∧vn) =
∑

α∈I(n,2n) pα(vα1 ∧· · ·∧vαn)∧(v1∧· · ·∧vn) =

p(n+1,...,2n)(vn+1∧···∧v2n)∧(v1∧···∧vn) = 0 y esto implica que p(n+1,...,2n) = 0
lo cual significa que LcW,0 ⊆ Λ(n+1,...,2n) y ası́ Λc(n+1,...,2n) ⊆ LW,0, nosotros he-
mos probado que:

Lema 3.13. Λc(n+1,...,2n) ⊆ LW,0
DEMOSTRACIÓN. Se sigue inmediatamente de arriba �

Obserbe ahora queL(n, 2n) = Λ(n+1,...,2n)∪Λc(n+1,...,2n) y que |Λc(n+1,...,2n)| =
|L(n, 2n)| − |Λ(n+1,...,2n)|.
Proposición 3.14. Para la distancia mı́nima d del código Lagrangiano-Grassmanniano
CL(n,2n) nosotros tenemos que d ≤ qn(n+1)/2

DEMOSTRACIÓN. Por defición d = |L(n, 2n)| − max{|H ∩ L(n, 2n)| :
H es un hiperplano de P(V)} ≤ |L(n, 2n)| − |Λ(n+1,...,2n)| = |Λc(n+1,...,2n)| y
por las obserevaciones previas y lema se sigue que |Λc(n+1,...,2n)| ≤ |LW,0| =

qn(n+1)/2 �

Ejemplo: Sea F = F2 es fácil que L(2, 4) es una hipersuperficie de P4 gene-
rada cuadrica (una variante de la cuadrica de Klein):

x12x34 − x13x24 + x2
14 = 0

y también que

L(2, 4)(F2) = {(10000), (00001), (01000), (00010), (11000),

(00011), (10010), (01001), (11011), (10101), (01110),

(11101), (10111), (01111), (11110)}
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ii) La siguiente matriz de orden 10× 15

H :=



1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1


del código Lagrangiano grassmanniano CL(2,4)(F2)

iii) Usando el teorema que establece que: La distancia mı́nima de un código es
igual al número mı́nimo de columnas linealmente dependientes de H la matriz de
paridad de chequeo ver lemma 2.10 y el inciso (ii) anterior tenemos que la distancia
mı́nima d de CL(2,4)(F2) es igual a 6 y ası́ para este caso vemos que la desigualdad
es estricta en la proposición 3.14 de arriba.

3.4. Geometrı́a del espacio V

Elegimos una base {e1, ..., e2n} de el espacio simpléctico E tal que

〈ei, ej〉 =

{
1 si j = 2n+ 1− i ,
0 en otro caso

para el mapeo lineal f :
∧nE −→

∧n−2E de la definición 4.9 . Escribimos
wε ∧n E en coordenadas de Plücker w =

∑
αεI(n,2n) pαeα donde

eα := eα1 ∧ ... ∧ eαn
entonces aplicando f y usando la siguiente notación

eαrs := eα1 ∧ ... ∧ êαr ∧ ...êαr ∧ ... ∧ eαn
para 1 ≤ r < s <≤ n

σ(eαrs) := σ(eα1) ∧ ... ∧ σ̂(eαr) ∧ ...σ̂(eαr) ∧ ... ∧ σ(eαn)
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vemos que

f(w) =
∑

αεI(n,2n)

pαf(eα)

=
∑

αεI(n,2n)

pα(
∑

1≤r<s≤n
< eαr , eαs > eαrs)

=
∑

1≤r<s≤n
(

∑
1≤β1<β2≤n

(sgn(σ)pσ(αrs)σ(β1)σ(β2) < eβ1 , eβ2 >))eαrs

donde σ es una permutación de {α1, ..., α̂r, ..., α̂s, ..., αn, β1, β2} tal que

(σ(α1), ..., σ̂(αr), ..., σ̂(αs)..., σ(αn), σ(β1), σ(β2))εI(n, 2n).
Denotamos por V el kernel de f .

Lema 3.15. wεV si y sólo si
∑n

i=1, ai,α1,...,α(n−2),2n−i+1pi,α1,...,αn−2,2n−i+1 = 0
para todo 1 ≤ α1 < · · · < αn− 2 ≤ 2n y

ai,α1,...,αn−2,2n−i+1 =

{
1 si |i, α1, ..., αn−2, 2n− i+ 1| = n

0 en otro caso

DEMOSTRACIÓN. wεV si y sólo si∑
1≤β1<β2≤n sgn(σ)pσ(αrs)σ(β1)σ(β2) < eβ1 , eβ2 >= 0

para todo 1 ≤ α1 < ... < α̂r < ... < α̂s < ... ≤ αn y σ como arriba, y dado
que {ei}n1 es una base simpléctica tenemos que∑

1≤β1<β2≤n sgn(σ)pσ(αrs)σ(β1)σ(β2) < eβ1 , eβ2 >=

=
∑n

i=1 sgn(σ)aαrspσ(αrs)σ(i)σ(2n−i+1)〈ei, e2n−i+1〉 = 0 donde aαrs como
en la proposición, y reordenando los indices de p usando la permutación inversa
σ−1 el resultado se sigue.

�

Para 1 ≤ α1 <, ..., < αn−2 ≤ 2n y ai,α1,...,αn−2,2n−i+1 como en el lema an-
terior, considere los siguientes polinomios lineales y los hiperplanos en P (

∧nE)
definido por estos

Πα1,α2,...,αn−2 =

n∑
i=1

ai,α1,...,αn−2,2n−i+1Xi,α1,...,αn−2,2n−i+1

dondeXα ∈ Fq[Xα]α∈I(n,2n) una variable en el anillo de polinomios indicado.

Corolario 3.16. V = {wε ∧n E : Πα1,α2,...,αn−2(x) = 0 para todo 1 ≤ α1 ≤
α2, ...,≤ αn−2 ≤ 2n}

DEMOSTRACIÓN. Se sigue facilmente del corolario 2.5 arriba.
�
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Ejemplos:

En los siguiente ejemplos E es un espacio vectorial simpléctico de dimensión
2n con {e1, e2, ..., e2n} una base simpléctica ver (1 ) de esta notas.

1) Si n = 2 entonces claramente f : ∧2E → ∧0E ∼= F es suprayectivo y ası́
dimV = 5

2)Si n = 3 entonces es fácil probar directamente que f : ∧3E → ∧1E ∼= E
es suprayectivo y ası́ dimV = 14

3) Si n = 4 entonces V es la solución del siguiente sistema de ecuaciones el
cual escribimos explicitamente:

X1278 +X1368 +X1458 = 0
X1278 +X2367 +X2457 = 0
X1368 +X2367 +X3456 = 0
X1458 +X2457 +X3456 = 0
X1236 +X1245 = 0
X1237 −X1345 = 0
X1247 +X1346 = 0
X1257 +X1356 = 0
X1267 −X1456 = 0
X1367 +X1457 = 0
X1238 +X2345 = 0
X1248 −X2346 = 0
X1258 −X2356 = 0
X1268 +X2456 = 0
X2368 +X2458 = 0
X1348 +X2347 = 0
X1358 +X2357 = 0
X1378 +X3457 = 0
X2378 −X3458 = 0
X1468 +X2467 = 0
X1478 −X3467 = 0
X2478 +X3468 = 0
X1568 +X2567 = 0
X1578 −X3567 = 0
X2578 +X3568 = 0
X1678 +X4567 = 0
X2678 −X4568 = 0
X3678 +X4578 = 0

podemos observar que este sistema es de 28× 70 y las 24 ecuaciones con sólo
2 variables todas son linealmente independientes ya que ninguna variable se repite.

Por otro lado el subsistema de 4 ecuaciones (con tres variables cada una), tiene
la siguiente forma:

A1 +A2 +A3 = 0
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A1 +A4 +A5 = 0

A2 +A4 +A6 = 0

A3 +A5 +A6 = 0

usando operaciones elementales de matrices tenemos que
1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1

 ∼ ... ∼


1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1
0 0 0 −2 −2 −2



Claramente si CharF = 2 entonces el rango de nuestro sistema es 27 y si
CharF 6= 2 entonces el rango es 28. En el primer caso f no es un epimorfismo y
en el segundo f si es epimorfismo.

3.5. Otra construcción de V
Sea n entero positivo y seaW ∈ G(n, 2n), también consideremos una base fija

v1, v2, ..., vn del espacio W donde vi := (wi,1, wi,2, ..., wi,2n) con wi,j elementos
del campo. Denotamos por GW la matriz de orden n × 2n usando los vectores
básicos de la base fija, ası́:

GW := (wij)

A continuación definimos la función

Pit(2n−i+1)

del anillo de matrices de orden n× (n− 2) al campo F tal que

x :=


a1,1 a1,2 ... a1,(n−2)

a2,1 a2,2 ... a2,(n−2)

. . . .

. . . .

. . . .
an,1 an,2 ... an,(n−2)

 7→ Pit(2n−i+1)(x)

donde

Pit(2n−i+1)(x) := det


w1,i a1,1 a1,2 ... a1,(n−2) w1,(2n−i+1)

w2,i a2,1 a2,2 ... a2,(n−2) w2,(2n−i+1)

. . . ... . .

. . . ... . .

. . . ... . .
wn,i an,1 an,2 ... an,(n−2) wn,(2n−i+1)
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Con lo anterior definimos la función :

ΨW : Mn×(n−2) −→ F

tal que

ΨW (x) =
n∑
i=1

Pit(2n−i+1)(x)

Sea D una matriz de orden k×n, el k-menor obtenido de la matrizD por mantener

sólo los elementos pertenecientes a renglones con sufijos r1, ..., rk y columnas con
sufijos s1, ..., sk es denotado por

D(r1, ..., rk|s1, ..., sk)

Definición 3.17. El cofactor o complemento algebraico D̃(r1, ..., rk|s1, ..., sk) del
menor D(r1, ..., rk|s1, ..., sk) en un determinante D es definido como

D̃(r1, ..., rk|s1, ..., sk) = (−1)r1+...+rk+s1+...+skD(rk+1, ..., rn|sk+1, ..., sn)

donde rk+1, ..., rnson los (n−k) números entre 1,...,n diferentes de r1, ..., rk y los
otros sk+1, ..., sn son los números entre 1,...,n diferentes de s1, ..., sk

Para comodida del lector enunciamos sin prueba el teorema de expanción de
Laplace.

Teorema 3.18. (de expanción de Laplace) Sea D un determinante de orden n , y
sea r1, ..., rk enteros tal que 1 ≤ k < n y 1 ≤ r1 < ... < rk ≤ n. Entonces

D =
∑

1≤u1<...<uk≤n
D(r1, ..., rk|u1, ..., uk)D̃(r1, ..., rk|u1, ..., uk)

Sean a := 1+2+ ...+(n−2) y b(r, s) := (−1)a+(1+2+...+r̂+...+ŝ+...n) (donde
r̂ y ŝ son omitidos de la suma) y 1 ≤ r < s ≤ n.

Aquı́ xT denota la matriz transpuesta del elemento xεMn×(n−2) y los determi-
nantes

DxT (r1, ..., rk|u1, ..., ûr, ...ûs, ..., uk)

y
D̃xT (r1, ..., rk|u1, ..., ûr, ...ûs, ..., uk)

se interpretan de acuerdo a la notación de la sección (6.2) aplicados a la matriz de
orden n× n que resulta de aplicar Pit(2n−i+1) al elemento x.

Lema 3.19. Sea n ≥ 2 entero positivo y sea WεG(n, 2n) entonces

ΨW (x) = (−1)n−2
∑

1≤r<s≤n
b(r, s)〈vr, vs〉DxT (1, 2, ..., (n−2)|1, 2, ...r̂, ..., ŝ, ..., n)

(donde r̂ y ŝ son omitidos ) para todo xεMn×(n−2)
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DEMOSTRACIÓN. Por definición tenemos:

Pit(2n−i+1)(x) = (−1)(n−2)det



a1,1 a2,1 ... an,1
a1,2 a2,2 ... an,2
. . ... .
. . ... .
. . ... .

a1,(n−2) a2,(n−2) ... an,(n−2)

w1,i w2,i ... wn,i
w1,(2n−i+1) w2,(2n−i+1) ... wn,(2n−i+1)


= (−1)(n−2)

∑
1≤u1<...<un−2≤nDxT (1, ..., (n− 2)|u1, ..., un−2)

· D̃(1, ..., (n− 2)|u1, ..., un−2) =

= (−1)(n−2){b(1, 2)det

(
w1,i w2,i

w1,(2n−i+1) w2,(2n−i+1)

)
DxT (1, ..., (n−2)|3, ..., n)

+b(1, 3)det

(
w1,i w3,i

w1,(2n−i+1) w3,(2n−i+1)

)
DxT (1, 2, ..., (n− 2)|2, 4, 5, ..., n)+

+...+

b((n−1), n)det

(
w(n−1),i wn,i

w(n−1),(2n−i+1 wn,(2n−i+1)

)
DxT (1, 2, ..., (n−2)|1, 2, ..., (n−2))}

Ası́ por definición tenemos que:

ΨW (x) =

n∑
i=1

Pit(2n−i+1)(x) =

= (−1)n−2b(1, 2){
n∑
i=1

det

(
w1,i w2,i

w1,(2n−i+1) w2,(2n−i+1)

)
}DxT (1, 2, ..., (n−2)|3, 4, ..., n)+
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+(−1)(n−2)b(1, 3){
n∑
i=1

det

(
w1,i w3,i

w1,(2n−i+1) w3,(2n−i+1)

)
}DxT (1, 2, ..., (n−2)|2, 4, , 5, ..., n)+

+...+

+(−1)(n−2)b((n−1), n){
∑n

i=1 det

(
w(n−1),i wn,i

w(n−1),(2n−i+1) wn,(2n−i+1)

)
}DxT (1, 2, ..., (n−

2)|1, 2, ..., (n− 2)) =

= (−1)n−2b(1, 2)〈v1, v2〉DxT (1, 2, ..., (n− 2)|3, 4, ..., n)+

+(−1)n−2b(1, 3)〈v1, v3〉DxT (1, 2, ..., n|2, 4, 5, ..., n)+

+. . .+

+(−1)n−2b(n− 1, n)〈vn−1, vn〉DxT (1, 2, ..., (n− 2)|1, 2, ..., (n− 2)) = 0

Por lo tanto tenemos que

ΨW (x) = (−1)n−2
∑

1≤r<s≤n
b(r, s)〈vr, vs〉DxT (1, 2, ..., (n−2)|1, 2, ...r̂, ..., ŝ, ..., n)

(donde r̂ y ŝ son omitidos ) para todo xεMn×(n−2)

�

Lema 3.20. Para cada 1 ≤ r < s ≤ n existe un elemento xαβ en Mn×(n−2) tal
que

DxT (r1, ..., rk|u1, ..., ûr, ...ûs, ..., uk) =

{
1 si r = α y s = β

0 en otro caso
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DEMOSTRACIÓN. xαβ es la matriz de orden n× (n− 2) tal que las columnas
x1α

x2α

.

.

.
xnα

 y


x1β

x2β

.

.

.
xnβ


de la matriz xαβ son columnas de ceros. En las otras n − 2 colunas acomodamos
la matriz identidad de orden (n− 2)× (n− 2). Es fácil ver que esta matriz cumple
la afirmación del lema. �

Teorema 3.21. Sea WεG(n, 2n) entonces WεL(n, 2n) si y sólo si ΨW (x) = 0
para todo xεMn×(n−2)

DEMOSTRACIÓN. Esto es consecuencia inmediata de los lemas de 3.19 y 3.20
�

El Teorema anterior puede expresarse, como la siguiente fórmula en coordena-
das de Plücker :

P1t2n + P2t(2n−1) + ...+ Pnt(n+1) = 0

3.6. Código Lagrangiano-Grassmanniano de una Varie-
dad de Schubert

Sea F = Fq un campo fı́nito y E un F-espacio vectorial simpléctico de dimen-
sión 2n, L(n, 2n) la variedad Lagrangiana-Grassmanniana como en la seción 3.1
de este documento.

Definición 3.22. Sea W : 0 ⊂ W1 ⊂ W2 ⊂ · · · ⊂ Wn ⊂ E una bandera fija
de subespacios isotrópicos de E tal que dimWi = i para todo i = 1, 2, ..., n. Tal
bandera es llamada Bandera Isotropica de E

Aquı́ Wn es subespacio isotrópico de dimensión n ası́ que Wn ∈ L(n, 2n).En
otras palabras, una bandera isotrópica completa no es otra cosa que un subespacio
Wn ∈ L(n, 2n) junto con una bandera completa de subespacios de Wn. Note que
cada bandera isotrópica W : 0 ⊂ W1 ⊂ W2 ⊂ · · · ⊂ Wn ⊂ E puede ser
completada a una bandera completa en E por poner Wn+i = W⊥n−i para todo
1 ≤ i ≤ n.



3.7. PESOS GRANDES PARA EL CÓDIGO CL(n,2n) 35

Definición 3.23. Sea λ = (λ1, ..., λn) ∈ I(n, 2n). Sea W : 0 ⊂W1 ⊂W2 ⊂ ··· ⊂
Wn ⊂ E una bandera isotrópica completa de E. Con respecto a esta partición λ
definimos la variedad de Schubert en el caso de la Lagrangiana-Grassmanniana
como

L(n, 2n)λ := {W ∈ L(n, 2n) : dim(W ∩Wn+1−λi) ≥ i, 1 ≤ i ≤ l(λ)}
donde l(λ) = |{p ∈: λp 6= 0}|.

Se sabe que L(n, 2n)λ es una subvariedad proyectiva de L(n, 2n) de codimen-
sión |λ| :=

∑l
p=1 λp en P(

∧n E) bajo la inclusión de Plücker.

Sea r = r(λ) := |L(n, 2n)λ| el cual es fı́nito por ser Fq fı́nito. Supongamos
que L(N, 2n)λ = {P1, ..., Pr} una familia de r representantes, hasta proporciona-
lidad, en P(

∧n E).

Sea K = {h ∈ (
∧nE)∗ : h(P1) = · · ·h(Pr) = 0}

y sean

V = {w ∈
∧nE : h(w) = 0 para todo h ∈ K} como en la sección 2.

Entonces L(n, 2n)λ es un sistema proyectivo no degenerado en P(V) y sea
CL(n,2n)λ el código lineal no degenerado asociado a este sistema lineal no proyec-
tivo.

-

3.7. Pesos grandes para el código CL(n,2n)

Si el campo es F = Fq fı́nito entonces sean χG(n,2n) y χL(n,2n) los sistemas
proyectivos generados por la variedad de Grassmann y la variedad Lagrangiana-
Grassmanniana, respectivamente, bajo la inclusión de Plücker y sean C(n, 2n)
y CL(n,2n) los códigos lineales no degenarados inducidos (bajo la inclusión de
Plücker ) por las variedades algebraicas G(n, 2n) y L(n, 2n) respectivamente.

Para un entero no negativo r consideremos las secciones linealesH
⋂
G(n, 2n)

yH
⋂
L(n, 2n) de la variedad de Grassman y de la variedad Lagrangiana-Grassmsnniana,

por una subvariedad lineal H de codimensión r en P (
∧nE) y de P(V) respecti-

vamente.
Definimos el r-peso grande del código de Grassmann y del código Lagrangiano

Grassmanniano dr(C(n, 2n)) y dr(CL(n,2n)), respectivamente por:

a) |G(n, 2n)| −maxH≤P(∧nE){|H
⋂
G(n, 2n)| : codimH = r}

b) |L(n, 2n)| −maxH≤P(V){|L(n, 2n)
⋂
H| : codimH = r}
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Es bien conocido que dr(C(l,m − l)) ≥ qδ + ... + qδ − r + 1 donde δ =
n(2n − n) y si r es pequeño o más precisamente, cuando r ≤ max{l,m − l}
entonces dr(C(l,m− l)) = qδ + ...+ qδ − r + 1

Sea H hiperplano de codimensión r en P(V) entonces H es un hiperplano de
codimensión R(con R > r ), en P(∧nE).

Sea H un hiperplano de P(V) de codimensión r entonces:

|L(n, 2n)
⋂
H| = |G(n, 2n)

⋂
P(V)

⋂
H| = |G(n, 2n)

⋂
H|

Esto implica que

maxH≤P(V){|L(n, 2n)
⋂
H| : codimH = r}

= maxH≤P(V){|G(n, 2n)
⋂
H| : codimH = r}

≤ maxH≤P(∧nE){|G(n, 2n)
⋂
H| : codimH = R}

|L(n, 2n)| −maxH≤P(∧nE){|G(n, 2n)
⋂
H| : codimH = R}

≤ |L(n, 2n)| −maxH≤P(V){|L(n, 2n)
⋂
H| : codimH = r}

De lo anterior podemos comcluir el siguiente teorema

|L(n, 2n)|−|G(n, 2n)|+|G(n, 2n)|−maxH≤P(∧nE){|G(n, 2n)
⋂
H| : codimH =

R} ≤ dr(CL(n,2n))

|L(n, 2n)| − |G(n, 2n)|+ dR(C(n, 2n)) ≤ dr(CL(n,2n))

De lo anterior podemos concluir el siguiente teorema

Teorema 3.24. |L(n, 2n)| − |G(n, 2n)|+ dR(C(n, 2n)) ≤ dr(CL(n,2n))

�

Corolario 3.25. |L(n, 2n)|−|G(n, 2n)|+dR(C(n, 2n)) ≤ dr(CL(n,2n)) ≤ |L(n, 2n)|−
dimV + r
donde R =

(
2n
n

)
− dimV + r y |G(n, 2n)| =

(
2n
n

)
q

Ahora siguiendo la sección 5 de [8], fijamos un conjunto T (n, 2n) = {W −
1, . . . ,Wt} de representantes en

∧nE correspondiente a los puntos de G(n, 2n).
Dado un subespacio S de

∧nE, nosotros ponemos g(S) = |S ∩ T (n, 2n)| y sea

gr(n, 2n) = max{g(S) : S es subespacio de codimensión r de
n∧
E}

Consideremos el mapeo lineal f y V = ker f , entonces |L(n, 2n)| = g(V ) y es
inmediato que g(V ) ≤ gr(n, 2n) para r =

(
2n
n

)
− dimV . Consecuentemente por

el corolario 17 de [8] obtenemos

dr(CL(n,2n)) = |G(n, 2n)|−gr(n, 2n) ≤ |G(n, 2n)|−gr(V ) = |G(n, 2n)|−|L(n, 2n)|
y con esto hemos probado la siguiente proposición.
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Proposición 3.26. Si 1 ≤ r ≤
(

2n
n

)
, entonces dr(C(n, 2n)) ≤ |G(n, 2n)| −

|L(n, 2n)|

�
También siguiendo [8] podemos determinar el número máximo de puntos en las
secciones lineales H de L(n, 2n) para subvariedades lineales H ⊆ P(

∧nE) de
codimensión r. Este problema puede trasladarse al mismo problema para la varie-
dad de Grassmann como sigue: Sea H la subvariedad lineal de codimensión r del
espacio proyectivo P(V ) = Z〈g1, . . . , gN 〉. Podemos calcular el número de puntos
en la intersección H ∩ L(n, 2n). Ası́ hemos probado la siguiente proposición

Proposición 3.27. Si Λ es una familis cerrada de I(n, 2n) con k elementos enton-
ces |HΛ ∩ L(n, 2n)| ≤

(
2n
n

)
q
− qn2 − · · · qn2−k−1

�

3.8. Ejemplos
A) Si F = Fq y r = 1 entonces tenemos que:
R = 2 y |L(2, 4)| − |G(2, 4)|+ d2(C(2, 4)) ≤ d1(CL(2,4))

(1 + q)(1 + q2) + (q4 + q3) ≤ (q4−1)(q4−q)
(q2−1)(q2−q) + d1(CL(2,4))

(1 + q)(1 + q2) ≤ 2q2 + q + 1 + d1(CL(2,4))

(1 + q)(1 + q2) ≤ (q + 1)2 + q2 − q + d1(CL(2,4))

(1 + q)(q2 − q) ≤ q2 − q + d1(CL(2,4))

q3 − q ≤ q2 − q + d1(CL(2,4))
Ası́ hemos obtenido una cota inferior para la distacia minima:

q3 − q2 ≤ d1(CL(2,4))

Sea Λ14 la intersección de L(n, 2n) con el hiperplano coordenado

H14 := Z < x14 >

la ecuación homogenea de esta intersección es

x12x34 − x13x24 − x2
14 = 0 y x14 = 0

ası́ que Λ14 = {(P12, P13, P14, P24, P34)εL(n, 2n) : P14 = 0}
Claramente Λ14 = L(n, 2n)

⋂
Z < x14 > es una hipersuperficie dada por la

ecuación
x12x34 − x13x24 = 0

entonces existe una correspondencia uno-uno;

P× P↔ Λ14

(Por la inclusión de Segre) dada por la correspondencia

[[a : b] : [c : d]] 7→ (ac, ad, bc, bd)

Si F = Fq entonces |Λ14| = |P× P| = (1 + q)2
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|Λ14| ≤ max{|L(2, 4)
⋂
H| : H hiperplano de P(V ) de codimension 1}

d = |L(2, 4)|−max{|L(2, 4)|
⋂
H| : H hiperplanodeP(V )de codimension1}

≤ |L(2, 4)| − |Λ14| = (1 + q)(1 + q)2 − (1 + q)2 = q3 − q Ası́ acotamos inferior
y superior la distancia mı́nima

q3 − q2 ≤ d ≤ q3 − q
En general, para CL(n,2n) podemos dar una cota inferior para la distancia mı́ni-

ma d = d1;

B) Como segunda aplicación tenemos en general, una cota inferior para la
distancia mı́nima d = d1 del código Lagrangiano-Grassmanniano CL(n,2n) en ter-
minos de pesos grandes del código de Grassmann G(n, 2n)

Corolario 3.28. |L(n, 2n)| − |G(n, 2n)| + dR(C(n, 2n)) ≤ d1(CL(n,2n)) donde
R = dim

∧n(E)− dimV + 1

DEMOSTRACIÓN. Es consecuencia del teorema 3.23. �

Proposición 3.29. El código Lagrangiano-Grassmanniano CL(n,2n) es un código
ágebro-geométrico de intersección.

DEMOSTRACIÓN. Se sigue directamente del lema 3.10 �
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Capitulo 4

Conclusiones y Perspectivas
3.9. Conclusiones

Estas pueden enumerarse de la siguiente manera:
1) Los códigos algebro-geoetricos de intersección son una generalización de los
códigos de Schubert y los códigos Lagrangiannos-Grassmannianos.
2) La dimensión del código Lagrangianno-Grassmanniano puede calcularse algo-
ritmicamente.
3) Existe una relación entre los pesos grandes del código de Grassmann y el código
Lagrangiano-Grassmanniano.

3.10. Perspectivas
Las perspectivas pueden enumerarse de la siguiente manera:

1) Demostrar que en los códigos algebro-geoetricos de intersección que resultan
de tomar todos los puntos racionales de la intersección de una variedad proyectiva
y una variedad lineal, que sea ademas el cociente de la acción de un grupo el cual
actua transitivamente, pueden calcularse de manera canónica; la longitud de las pa-
labras y la dimensión del código.
2) Determinar los parametros básicos del código Lagrangiano-Grassmanniano de
una variedad de Schubert. 3) Demostrar que el código Lagrangiano-Grassmanniano
de una variedad de Schubet es una genralización del código Lagranggiano-Grassmanniano.
4) Estudiar el comportamiento de los pesos grandes de los códigos algebro-geometricos
de intersección.
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xicana, México, 2003.
15. Hartshorne, R., Algebraic Geometry. Springer-Verlag, New York, 1977.
16. Lütkebohmert, W., On compactification of schemes. Manuscripta Math.

80 (1993), 95-111.
17. McLane, S., Categories for the Working Mathematician. Springer-Verlag,

Berlin, 1979.
18. Milne, J., Étale Cohomology. Princeton University Press. Princeton, 1980.
19. Milne, J., Lectures on étale cohomology. v2.10 (20 de mayo 2008).
20. Milne J., Abelian Varieties. v2.00 (17 de marzo 2008).

41



42 BIBLIOGRAFÍA
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