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Resumen

En los modelos de Teoria de Juegos la meta ultima es hallar una solucién, conocida
como un equilibrio, de dichos juegos, en la cual los jugadores estan satisfechos con
su decision, y no desean cambiar la misma de forma unilateral. En este caso, nos
enfocamos en los juegos dindmicos en los cuales existen varios momentos de decision
para los jugadores: en primera instancia proponemos un modelo base para estudiar
juegos en los que la estructura de turnos no es conocida de antemano por los jugadores, y
estudiamos algunas variaciones de este modelo para observar que es posible asegurar la
existencia de equilibrios; en segunda instancia se trabajo en Teoria de Juegos epistémica
y se propone un concepto de racionalidad en el cual los jugadores en cada turno deciden
basados en la racionalidad futura y la “racionalidad” pasada de los oponentes, mediante
el cual es posible obtener soluciones para estos juegos, ademas de proponer el algoritmo
que las encuentra, y relacionar este concepto de racionalidad con racionalizabilidad
propia, que es un concepto de racionalidad para juegos en forma normal.
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Introduccion

La presente tesis es la conclusion del trabajo de varios anos en Teoria de Juegos,
principalmente en la parte de juegos secuenciales o dindmicos. Aunque es posible hallar
trabajo desarrollado al respecto, tiene sus complicaciones al estudiarse, principalmente
porque el elemento temporal hace que algunas suposiciones se deban realizar respecto
a la forma en la que debemos modificar las utilidades que reciben los jugadores.

En nuestro caso, la primera mitad es el trabajo realizado en Teoria de Juegos clésica,
en donde se trabaja un modelo dindmico en el cual no se conoce de antemano cual
jugador decide en cada turno. Usualmente esta informacion es conocida por todos los
jugadores, y en general se obvia. Existen formas de especificar a quién le corresponde
el turno de manera formal, pero si observamos cémo se definen los modelos dinamicos,
en muchas ocasiones no se especifica mas alla de que esto es observable en la gréfica
que representa al juego. Sin embargo, no hay flexibilidad en cuanto a que, una vez que
se tiene el juego, el jugador que corresponde a cada turno se establece de antemano.
La idea entonces, es permitir que los turnos no estén acordados desde antes de que se
lleve a cabo el juego, y por ende, introducir otra variacién en los modelos. Mas aun,
la idea es que durante el juego, las decisiones puedan influenciar el proceso mediante
el que se selecciona el siguiente jugador que tomard una eleccién.

Por otra parte, en la segunda parte de este documento se tiene trabajo realizado en
Teoria de Juegos epistémica. A grandes rasgos, la diferencia entre la teoria clésica y
la teoria epistémica recae en las suposiciones que se realizan respecto a como razonan
los jugadores acerca de sus oponentes, y como razonan los jugadores acerca de como
razonan sus oponentes acerca de sus oponentes, y asi ad nauseam. La teoria epistémica
relaja las hipdtesis respecto a este razonamiento, y esto nos permite considerar otras
soluciones razonables para algunos juegos que no se consideran en la teoria clasica.
Muchos de estos conceptos de razonamiento son analogos a los conocidos en la teoria
clasica, pero se tienen conceptos de razonamiento completamente nuevos. De hecho,
el concepto que desarrollamos es un concepto que no tiene como tal un andlogo en
teoria clasica, ademés de que se relaciona con un concepto para juegos simultdneos,
de manera similar a como existen conceptos clasicos que se pueden aplicar a la forma
normal de un juego dindmico para obtener soluciones.

En el capitulo 1 se da un resumen de los conceptos de la Teoria de Juegos clésica,
principalmente de los conceptos de solucién méas conocidos, y la relacion que guardan
entre si. En el capitulo 2 se introduce el modelo de juego con proceso de seleccién
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de turnos, en el que, como ya se menciond, no se conoce de antemano a quién corres-
ponde cada turno, y el cual se public6 en [12]. En el capitulo 3 se extiende el modelo
introducido en el capitulo anterior para trabajar el caso de informaciéon incompleta,
como se conoce en la teoria cldsica y el caso de jugadores sensibles al riesgo, el cual
fue publicado en [13]. En el capitulo 4 se da un resumen de los conceptos de la
Teoria de Juegos epistémica, incluyendo algunos conceptos de razonamiento bajo este
esquema. En el capitulo 5 se describe el concepto de creencia comun en racionalidad
futura y pasada restringida que es el concepto de razonamiento que se trabajo, y en el
cual, se refina el concepto de creencia comun en racionalidad futura en el cual no se
considera como se llega al momento presente, solamente lo que puede pasar en el futuro,
a pesar de que el pasado puede tener informacién importante que se esta perdiendo
al no tomarlo en cuenta, el cual estd publicado como [14]. Por ultimo, se discuten
algunas conclusiones y trabajo futuro que se podria realizar para extender los modelos
presentados en esta tesis.



Capitulo 1

Teoria de juegos clasica

1.1 Introduccion

En la mayoria de las interacciones que realiza una persona diariamente se involucran
a otras personas. En algunos casos la forma de interactuar estda definida de manera
estructurada, en otros casos, solamente se da un marco dentro del cual se pueden tomar
diferentes decisiones. En este segundo caso, decidir de manera adecuada se complica,
ya que la decision de un individuo no solamente le afecta a dicho individuo, sino a otros
que estan involucrados, y de igual manera lo que los otros decidan le afecta.

Para poder estudiar estas situaciones, John von Neumann y Oskar Morgenstern
publicaron en 1944 [89] el texto que comenzaria la rama de teorfa de juegos. Antes
de 1944 ya habian modelos que posteriormente se observaria se habian resuelto con
ideas similares o equivalentes a lo obtenido utilizando teoria de juegos, tales como los
modelos de Cournot en 1838 [25], Bertrand en 1883 [16] y Stackelberg en 1934 [79]
que trabajaron competencia entre agentes, principalmente en duopolios, aunque estos
se generalizaron a cualquier nimero de individuos. También Emile Borel entre 1921
y 1927 [19], [20], [21] propuso algunas ideas con juegos de suma cero en los que pos-
tul6 una versién del teorema minimax que posteriormente von Neumann en 1928 [89]
generalizaria, mostrando que todo juego finito de suma cero entre dos personas tiene
una solucién. Ernst Zermelo en 1913 [93] probaria que en juegos de dos personas con
informacion perfecta y movimientos secuenciales entre los jugadores, debe haber una
estrategia ganadora para alguno de los jugadores, salvo que un empate sea posible, es
decir, si un jugador se encuentra en una situacién ganadora (como sea que esto se deter-
mine) lo que haga el otro jugador no debe afectar siempre y cuando el primer jugador
siga la estrategia que lo haga ganar; e incluso una serie de “paradojas” propuestas por
Morgenstern en 1935 [52] en las que proponia situaciones en las que los jugadores no
tenian forma de decidir con total certeza la manera de jugar, en este caso el problema
se encontraba en que Morgenstern no asigné utilidades a los jugadores y faltaba lo que
von Neumann habia definido como estrategias mixtas.

En 1950 John Nash [54] propondria una solucién, llamada un equilibrio, para todos
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los juegos finitos de n personas, y mostrando que dicho equilibrio existe para este
conjunto de juegos, ademas de que era equivalente a las soluciones propuestas en otros
casos, como en los juegos de suma cero de von Neumann, mientras que en 1951 [55]
formalizaria lo que son los juegos no cooperativos de n jugadores, en contraposicién a
lo que von Neumann y Morgenstern propusieron como juegos cooperativos. A partir
de entonces se obtendrian generalizaciones del teorema de Nash para otros modelos
utilizando técnicas similares, y se tendrian varios refinamientos al concepto de equilibrio
de Nash, como los propuestos por Selten en 1975 [74], Myerson en 1978 [53], Harsanyi
en 1973 [40] y Okada en 1981 [62] entre otros (algunos conceptos de equilibrio menos
conocidos se pueden encontrar en [39], [45], [90]), todos estos para juegos simultaneos;
mientras que al mismo tiempo se analizarian los juegos dindmicos o secuenciales, para
los que se tiene una variedad de conceptos de equilibrio como los propuestos por Selten
en 1975 [74], Kreps y Wilson en 1982 [50], y van Damme entre 1984 y 1991 [84], [85],
[86].

Por otro lado, se trabajé también lo que es la teoria de juegos cooperativos (la
cual no incluimos en este capitulo, pero mencionamos por completez) en donde los
jugadores actian en coaliciones, y donde no todos los jugadores de una coalicion tienen
el mismo poder. Para el estudio de esta rama de la teoria de juegos, mas alla de lo que
anteriormente von Neumann y Morgenstern ya proponian, el trabajo de Shapley que
empezé en 1951 [75], permitié analizar estos juegos.

En esta seccion vamos a definir lo que es un juego y algunos de los conceptos de
solucién mencionados anteriormente. Ademas de las referencias ya mencionadas arriba,
algunos libros que cubren gran parte de los temas en teoria de juegos cldsica son [23],

321, [33], [35], [36], [46], [81].

1.2 ;Qué es un juego?

Como hemos enunciado anteriormente, lo que se busca es modelar situaciones en las
que hay varios individuos involucrados los cudles toman decisiones que afectaran a
todos. Esos son los elementos minimos que tendra un juego.

Definicién 1.1. Un juego en forma normal consiste en una tripleta (I, (S;)icr, (4;)ier)
donde sus elementos son:

1. Un conjunto finito de jugadores I = {1,2,...,n} que son los individuos involu-
crados en el juego.

2. Para cada jugador i € I un conjunto finito S; de estrategias (puras) que seran
las elecciones posibles de cada jugador dentro del juego.

3. Para cada jugador ¢ € [ una funcién de utilidad u;: S — R donde S = X;¢; 5;
que seran los pagos de cada jugador dentro del juego, los cuales dependen de las
elecciones de todos los jugadores.
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Con base en esta definicién se pueden anadir algunas caracteristicas para obtener
otros modelos mas complejos que se adapten a otras situaciones, como puede ser el
considerar la forma en que los jugadores van a tomar las decisiones, la forma en que
razonan, o bien, lo que es conocido por cada jugador a lo largo del juego.

Para poder estudiar un modelo de un juego que tenga algiin sentido y pueda predecir
algo, requerimos que los jugadores sean racionales, es decir, que si un jugador se
encuentra en posibilidad de elegir entre dos o mas situaciones con utilidades diferentes,
elegird siempre aquella que le dé mayor utilidad; y también pedimos que los jugadores
conozcan los elementos del juego, y no solamente eso, sino que sepan que los otros
jugadores conocen los elementos del juego, y que sepan que los otros jugadores saben
que los otros jugadores conocen los elementos del juego, y asi hasta el infinito, lo cual
se llama conocimiento comun. Este tltimo requerimiento es un tanto fuerte, pero
nos permite asegurar que cada jugador puede pensar en lo que haran los demés y por
lo tanto determinar qué elecciones podrian realizar los otros jugadores.

Por otra parte, la forma en la que los jugadores llevan a cabo sus elecciones influye en
la forma de estudiar un juego. Las mas comunes son considerar que todos los jugadores
eligen de forma simultanea o que los jugadores eligen por turnos. En el primer caso no
es necesario que los jugadores literalmente hagan las decisiones de forma simultanea,
lo Unico que esto significa es que los jugadores no saben las decisiones de los otros
jugadores para que esto influya sus propias decisiones, en este sentido es equivalente a
que lo hicieran de forma simultdntea. En el caso de que los jugadores elijan por turnos,
existe la posibilidad de que se sepan los movimientos que han hecho otros jugadores
anteriormente y a partir de esto, los jugadores que eligen después pueden ajustar su
eleccion.

Definicién 1.2. Un perfil de estrategias es un vector s = (s, 82,...,8,) € S de
estrategias en el cual tenemos exactamente una estrategia s; € S; para cada jugador
1€ 1.

Como ya se menciond, los pagos o utilidades que reciben los jugadores dentro del
juego dependen de las elecciones de todos los jugadores involucrados, y cada jugador
obtiene un pago de acuerdo a su funcién de utilidad. Seria deseable que se pudiera
encontrar en todo juego un perfil de estrategias tal que se maximizara la utilidad de
todos los jugadores. Sin embargo, veremos que esto serd usualmente la excepcién en
vez de la regla. Por otra parte, debemos darnos cuenta de que cada jugador solamente
puede decidir lo que hace él mismo, de forma tal que, aunque haya perfiles de estrategias
que para un jugador sean 6ptimos, si no lo son para los demads, no hay forma de que
fuerce que ocurran solamente modificando su eleccion de estrategia. Esto también se
tiene que tomar en cuenta al decidir como definir una solucién para un juego.
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1.3 Solucién de un juego

Una primera idea que se puede proponer para resolver un juego es buscar que en el
perfil elegido como solucién, todos los individuos estén en la mejor situaciéon posible
y por lo tanto, que la sociedad en conjunto coopere para llegar al mejor resultado sin
afectar a ninguno de los individuos involucrados. Esto se conoce como un éptimo de
Pareto.

Definicién 1.3. Un perfil de estrategias s’ € S es Pareto dominado por s € S (o bien,
s Pareto domina a §') si u;(s) > u;(s’) para todo i € I y existe al menos un i € I tal
que w;(s) > u;(s’). Decimos que un perfil de estrategias es un 6ptimo de Pareto si no
es Pareto dominado por algin otro perfil de estrategias.

Esta definicion, aunque deseable, es un tanto débil ya que podemos tener juegos en
los que todos los escenarios son éptimos. Y tanto més, si cada jugador puede tomar su
decision aparte de los demas, uno consideraria que la idea es que cada jugador mejore
su situacién, por lo que la parte individual también debe formar parte del razonamiento
de cada individuo.

Anteriormente se pidié que los individuos que se modelan en un juego sean indi-
viduos racionales, es decir, que tratan de maximizar su utilidad en lo posible mediante
sus propias elecciones. Esto nos lleva a observar que si independientemente de las elec-
ciones realizadas por los otros jugadores, un individuo tiene dos opciones una de las
cuales siempre le da una mayor utilidad respecto a la otra, nunca elegird la segunda
opcion.

Notacion. Un perfil de estrategias s € S también se puede representar como s =
(si,s_;) en donde se pueden observar la estrategia s; € S; del jugador i y el perfil de
estrategias s_; € S_; de los otros jugadores que no son 7. Esto nos permitira modificar
la estrategia de un solo jugador y mantener lo que eligen los otros jugadores fijo.

Definicién 1.4. Una estrategia s, € 5; es estrictamente dominada por otra es-
trategia s; € S; si para todo s_; € S_; se tiene que

wi(8iy5-3) > ui(s}, 5-4)

Por otra parte, también podriamos tener una estrategia que siempre de una utilidad
mayor que otras, independientemente de las elecciones que realicen los otros jugadores.
En este caso un jugador siempre elegira dicha estrategia.

Definiciéon 1.5. Una estrategia s; es estrictamente dominante si para toda estrate-
gia s, € S;, s # s; y todo s_; € S_; se tiene que
ui(54,5-;) > Ui(SQ, 5_;)

Si todos los jugadores tienen una estrategia estrictamente dominante en un juego,
entonces dado que esta estrategia no depende de lo que hagan los otros jugadores, es
lo que cada jugador va a elegir y por lo tanto, son las estrategias éptimas.
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Definicién 1.6. Un perfil de estrategias s € S es un equilibrio estrictamente
dominante si s; es una estrategia estrictamente dominante para todos los jugadores
1€ 1.

En caso de que exista un equilibrio estrictamente dominante, se puede observar que
éste es tnico.

Proposicién 1.1. Si un juego tiene un equilibrio estrictamente dominante, entonces
éste es el unico equilibrio estrictamente dominante.

Ejemplo 1.1 (Dilema del prisionero). El dilema del prisionero es uno de los juegos
clasicos que se estudian pues muestra cémo los equilibrios no cooperativos no coinciden
con los que es mejor socialmente. Originalmente fue concebido por Merrill Flood y
Melvin Dresher, mientras que Albert Tucker lo puso en el marco de una prisién. El
dilema en una de sus multiples versiones dice:

Dos individuos son arrestados al considerarse sospechosos de un crimen que come-
tieron juntos. Cada uno de ellos esta separado del otro de forma que no pueden
intercambiar mensajes o informacion entre si. La policia admite que no tiene suficiente
evidencia para condenarlos por el crimen, pero dado que se les hallé con armas ilegales
al momento del arresto la sentencia por esto tltimo es de un ano de carcel. Sin embargo,
se puede llegar a un arreglo. Dado que el crimen principal lleva una condena de 10 anos
de carcel, si uno de ellos confiesa, mientras que su companero no lo hace, el individuo
que cooper¢ sale libre, mientras que el otro tendra que pasar los 10 anos en carcel. Si
ambos confiesan, la sentencia se divide entre los dos y por lo tanto ambos pasaran 5
anos en la carcel. Por ultimo, si ambos deciden no confesar, entonces ambos pasaran
1 ano en carcel.

Para este problema, lo que se puede observar es que el tnico equilibrio de Nash es
que ambos jugadores confiesen y por lo tanto pasen 5 anos en la carcel cada uno. Esto
ocurre ya que la estrategia “confesar” es estrictamente dominante para ambos, y como
hemos visto anteriormente, al ser un equilibrio estrictamente dominante, debe ser el
unico equilibrio de Nash. Se puede observar ademas que dicho equilibrio no coincide
con el 6ptimo de Pareto, puesto que los individuos terminan pasando en conjunto 10
anos en carcel, mientras que de haber decidido quedarse callados, en conjunto habrian
pasado 2 anos.

Al no poderse asegurar siempre la existencia de un equilibrio estrictamente domi-
nante, continuamos la busqueda de un concepto de solucién. Para esto, usaremos
la definicién de estrategias estrictamente dominadas, ya que si un jugador tiene una
estrategia estrictamente dominada, podemos reducir el juego al eliminar (o dejar de
tomar en cuenta) dichas estrategias y tener conjuntos reducidos de estrategias.

Observemos que al ponderar qué decisién tomar, un jugador debe considerar lo que
haran los otros, y tomando en cuenta esto, decidir la mejor opcién en cada caso. Si un
jugador observa que otro tiene una estrategia estrictamente dominada, al considerar
Sus opciones, ya no es necesario que razone acerca de lo que pasaria si el otro elige
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dicha estrategia estrictamente dominada, pues eso no va a ocurrir. Lo ultimo ocurre
dado que los jugadores saben por conocimiento comun que todos son racionales. Esto
nos lleva a tener un procedimiento iterativo para eliminar estrategias estrictamente
dominadas.

Definicién 1.7. Denotamos por SF a los conjuntos de estrategias de cada jugador i
en el paso k, que formaran los conjuntos de estrategias del juego que se obtienen en
el paso k, y adecuadamente se restringe el dominio de las funciones de utilidad a los
perfiles que se pueden obtener a partir de los conjuntos de estrategias reducidos (este
juego se llamard k-reducido). Definimos S? = S; para todo jugador i. El algoritmo
de eliminacion iterada de estrategias estrictamente dominadas consiste para
k>1

Paso k: eliminamos las estrategias estrictamente dominadas en el juego k£ — 1-
reducido para cada jugador i, y las estrategias que sobreviven forman el conjunto S¥.
Formalmente

SF = {s; € S¥! | 5; no es estrictamente dominada en el juego k — 1-reducido}

El algoritmo termina cuando ninguno de los conjuntos de estrategias se puede reducir,
es decir, termina en el paso K cuando S¥ = SZ-K+1 para todo i € I.

Las estrategias que se tienen en los conjuntos SiK son estrategias razonables para
cada jugador 1.

En este caso cada jugador considera todas los posibles perfiles de estrategias de los
otros jugadores, lo cual restringe las posibles soluciones que pueden obtenerse. Lo que
podria hacer un jugador es considerar un perfil para los otros jugadores y a partir de
esto, obtener la mejor estrategia, la cual llamamos mejor respuesta al perfil de los otros
jugadores.

Definicién 1.8. Para un jugador ¢ € I decimos que s; € S; es mejor respuesta al
perfil de estrategias s_; € S_; de los otros jugadores si

wi(Si; 5-i) > ui(s}, 5-4)
para toda s} € S;.

Si el jugador hace esto para todos los posibles perfiles de los otros jugadores, en-
tonces tiene las mejores respuestas para cualquier posible situacién que ocurra. Esto
lo podemos simplificar como una funcién multivaluada o correspondencia.

Definicién 1.9. Para un jugador ¢ € I definimos la correspondencia de mejor
respuesta BR;: S_; — S; como

BRi(s_;) = {s; € Si | ui(si,5-:) > u;(s;, s—;) para toda s, € S;}
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A partir de esto, podemos obtener también estrategias que no son mejores respuestas
para ningun perfil de los otros jugadores, y por lo tanto, definir un algoritmo similar
al que se trabajo para estrategias estrictamente dominadas.

Definicién 1.10. Una estrategia s; nunca es mejor respuesta si para todo s_; € S_;
se tiene que s; & BR;(s_;)

Definicién 1.11. Denotemos por S¥ a los conjuntos de estrategias obtenidos en el
paso k para cada jugador i, que formaran parte de un juego k-reducido con estos
conjuntos de estrategias y con una funciéon de utilidad restringida adecuadamente; y
Sk, = X el jui S¥. Definimos S} = S;, BR) = BR;. El algoritmo de eliminacién
iterativa de estrategias que nunca son mejor respuesta consiste para k > 1 en

Paso k: eliminamos las estrategias que nunca son mejor respuesta en el juego k£ — 1
reducido para cada jugador 7, y las estrategias que sobreviven forman el conjunto S¥,

es decir
SF={s; € SF' | s; € BRI (s_;) para algiin s_; € S*7'}

y definimos también para cada s_; € S* ;

BRf(s_i) ={s; € Sf | wi(si,8-4) > u;(sq, $—;) para todo s, € Sf}
El algoritmo termina en el paso K cuando SX = S*** para todo i € I.
Las estrategias que se obtienen en SX son estrategias racionalizables para cada

jugador ¢ € I.

Estos conceptos que hemos definido van dando una idea de algo que funcionaria
como una solucion deseable. Por una parte, las estrategias estrictamente dominantes
piden demasiado al requerir que sean la mejor opcion frente a lo que elijan los otros
jugadores, y no siempre existen; por otra parte, las estrategias que sobreviven a los
algoritmos de eliminacién iterativa nos dan idea de algunas estrategias que son buenas
para los jugadores en algunos casos.

Ahora tenemos que utilizar el hecho de que los jugadores son racionales, que esto
es de conocimiento comun, y ademas buscar perfiles de estrategias en los cuales las
estrategias que se involucran sean mejores respuestas entre si. La razén de esto, es
que, si pensamos en un juego con dos jugadores, y relajamos la forma en que los ju-
gadores eligen estrategias de forma que pueden cambiar de estrategia si lo que eligieron
anteriormente no les parece (que equivale al proceso de razonamiento al infinito que
realizarian los jugadores), si el primer jugador elige una estrategia, a la cual el segundo
jugador propone su mejor respuesta, entonces el primer jugador cambiara de estrategia
a su mejor respuesta, tras de lo cual el segundo jugador cambiara a la mejor respuesta
de la nueva estrategia del jugador 1, y asi, hasta que ambos jugadores decidan no cam-
biar de estrategia. Esto se puede ver que ocurre solamente si ambos jugadores eligen
estrategias que son mejores respuestas a las mejores respuestas de los otros jugadores.

Esta idea de buscar mejores respuestas es precisamente lo que va a definir el con-
cepto que ahora se conoce como un equilibrio de Nash.
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Definicién 1.12. Un perfil de estrategias s* € S es un equilibrio de Nash en
estrategias puras si se cumple que

wi(sh, s%;) > wi(si, s*;)

—1
para toda s; € S;.

Observemos que esa definicion esencialmente nos pide ir preguntando a cada jugador
si desean cambiar de estrategia. Dado que la estrategia en el equilibrio de Nash es la que
maximiza su utilidad, y no hay forma de que el jugador por si mismo puede mejorar su
utilidad, no tiene sentido que cambie de estrategia ya que ha elegido su mejor respuesta
al perfil presentado por los otros jugadores. Y esto ocurre para todos los jugadores,
por lo que nadie desea modificar su estrategia y por ello se ha llegado a un equilibrio.

Sin embargo, tenemos juegos como el que se describe a continuacién, donde veremos
que no se puede encontrar un equlibrio como el que se pide arriba.

Ejemplo 1.2 (Piedra, papel o tijeras). Dos individuos deciden jugar piedra, papel o
tijeras. Para ello, solamente llevaran a cabo un juego, y en dicho juego apuestan 1
unidad monetaria. El jugador que pierda el juego le pagara al otro, y en caso de que
el juego termine en empate, ninguno debe pagar.

En este juego se puede ver facilmente que, sin importar lo que elijan ambos ju-
gadores, siempre alguno de ellos tendra un incentivo a cambiar de estrategia. Para
observar esto, notemos que para cada posible movimiento del oponente, un jugador
tiene exactamente una estrategia ganadora, una estrategia que empata y una estrate-
gia perdedora, por lo que el andlisis que se realiza a continuacion no depende de las
estrategias con que empezamos, ya que se puede adaptar a cualquiera de los casos
posibles.

Si empezamos en el caso en que uno de los jugadores elige piedra, y el otro elige
papel, entonces el jugador que eligié piedra tiene un incentivo a cambiar a tijeras. Pero
ahora el jugador que eligié papel tiene un incentivo a cambiar a piedra. Y ahora el
jugador que ya habia cambiado a tijeras decide cambiar a papel. Podemos observar
que los roles se intercambiaron, pero el ciclo seguiria de la misma manera, por lo que
en ninguin momento los jugadores llegan a un punto en el que ninguno decida cambiar.

Si en cambio, empezamos en el caso en que ambos jugadores eligen lo mismo, por
ejemplo piedra, uno de ellos tendra el incentivo de cambiar a papel, y llegariamos a la
situacion descrita arriba, por lo que de nueva cuenta los jugadores nunca llegaran a un
punto en el que ninguno decida cambiar su estrategia. Por ello, podemos concluir que
en este juego, no se tiene un equlibrio como el descrito anteriormente.

Observemos que aun con este concepto de equilibrio, no podemos asegurar su exis-
tencia para cualquier juego, ni siquiera para juegos finitos con dos jugadores. Para ello,
se requiere introducir la nocion de estrategia mixta. La idea es que, en vez de pedir que
los jugadores elijan con certeza una sola de sus estrategias, puedan elegir una mezcla
de las estrategias que tienen disponibles. Dicha mezcla es una posible distribucion de
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probabilidad entre las estrategias, de forma que podemos interpretar a una estrategia
mixta de varias maneras: una interpretacién es considerar que en el juego el jugador
mediante algiin proceso, de acuerdo a la distribuciéon de probabilidad que se asigné
en su estrategia mixta, elige una de las estrategias para ser la que va a elegir en el
juego; otra interpretacion es pensar en que se realizaran varias instancias del juego, y
la distribucién de probabilidad de la estrategia mixta asigna una distribucién a dichas
instancias del juego en las que se elige cada una de las estrategias.

Definicién 1.13. A partir de un conjunto de estrategias puras S; podemos definir el
conjunto de estrategias mixtas M; como M; = AS;, es decir, M; consiste en el conjunto
de posibles distribuciones de probabilidad z; con soporte S;. De forma andaloga a lo
hecho con las estrategias puras, definimos M = X;c; M; como el conjunto de perfiles
de estrategias mixtas.

Para poder utilizar el concepto de estrategias mixtas, ya no es posible comparar
utilizando la funcion de utilidad que tiene cada jugador, al menos no directamente, ya
que no estamos eligiendo una estrategia en .S;. Para ello, se define la utilidad esperada
para un jugador 7, en la cual se ve como una estrategia mixta funciona como una
distribucién de probabilidad.

Definicién 1.14. Para un jugador ¢ definimos la funcién de utilidad esperada
cuando ocurre el perfil de estrategias mixtas x € M como

Ei(z) = ui(s)x(s)

seSs

Dicha funcién de utilidad esperada estd definida en el espacio de probabilidad
(S,25% 7).

Ademas, podemos definir los analogos a los conceptos de solucién que hemos tra-
bajado. En particular, podemos extender el concepto de equilibrio de Nash

Definicién 1.15. Un perfil de estrategias mixtas z* € M es un equilibrio de Nash
si se cumple que

Ei(x7,2;) > Ei(zi, 27;)
para toda x; € M.

El resultado que puso en el mapa a John Nash fue demostrar que todo juego finito
de n jugadores tiene un equilibrio de Nash.

Teorema 1.1. Todo juego finito de n-jugadores tiene al menos un equilibrio de Nash.

Ejemplo 1.3 (Piedra, papel o tijeras). Dado que el resultado anterior garantiza la
existencia de un equilibrio de Nash en estrategias mixtas para todo juego, entonces
sabemos que este juego debe tener un equilibrio en estrategias mixtas. Mostraremos
que dicho equilibrio es aquel en el que se mezcla uniformemente entre ambas estrategias
para ambos jugadores.
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Anteriormente hemos mostrado que no es posible que algin jugador elija una es-
trategia pura de forma Optima, ya que el otro jugador tiene incentivo a elegir la es-
trategia pura que contrarresta a lo elegido anteriormente por el primer jugador.

Ahora, supongamos que uno de los jugadores elige una estrategia mixta que da
probabilidad positiva a exactamente dos de las posibles elecciones. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que el jugador 1 elige Piedra con probabilidad positiva « y
Papel con probabilidad positiva  y a + 5 = 1. Entonces observamos que el jugador
2 no puede asignar probabilidad positiva a Piedra, ya que, si el jugador 2 asignara
probabilidades v, § y € respectivamente a cada una de las opciones, la estrategia en
la que asigna v + ¢ a Papel y € a Tijeras es siempre mejor. Sin embargo, dado que el
jugador 2 no elige Piedra en ningin posible equilibrio, entonces el jugador 1 no tiene
incentivo para asignar probabilidad positiva a Papel, ya que seria mejor asignar esa
probabilidad a Tijeras. Pero este razonamiento se puede extender a cualesquiera dos
elecciones que se deseé tener en la estrategia mixta y por ende, jamas llegamos a un
equilibrio.

Por lo tanto, el equilibrio que buscamos debe encontrarse cuando mezclamos entre
las tres estrategias. Aunque no lo hemos dicho, un resultado que se conoce en estrate-
gias mixtas nos dice que, si se tiene un equilibrio de Nash x*, y para el jugador i, se
tiene que zf(s;) > 0 para alguna estrategia s; € S;, entonces la utilidad esperada en
el equilibrio debe ser la misma que la utilidad esperada si reemplazamos la estrategia
mixta del jugador ¢ por la estrategia pura s;.

Sea el equilibrio que buscamos (z7, %), con lo cual el jugador 1 asignaria las pro-
babilidades xj(Pi), x5(Pa) y x3(T). Para cada utilidad esperada donde el jugador 2
juega una estrategia pura obtenemos lo siguiente:

Ey(Pi,x}) = —x)(Pa) + 27(T)

Es(Pa, x}) = 21(Pi) — 21(T)

Ey(Ti, 7)) = —27(Pi) + x7(Pa)
ademds de que tenemos la igualdad zj(Pi) + x(Pa) + 27(T) = 1, y sabemos que
Ey(Pi,x3) = Ey(Pa,zt) = E5(T, 27). Resolviendo para las probabilidades del jugador

1 obtenemos que x(Pi) = xj(Pa) = zj(T) = % Es decir, que el jugador 2 juega una
estrategia mixta donde se incluyan las tres posibilidades solamente si el jugador 1 juega

la estrategia mixta (%, %, %) Y al poder hacer el mismo analisis cambiando los roles
- Tibr s ((L 11y (111
de los jugadores, observamos que el equilibrio es z* = ((3, 35 3) , (3, 35 3))

1.4 Refinamientos al equilibrio de Nash

En algunos casos, cuando los juegos tienen utilidades no todas diferentes, aunque pode-
mos encontrar equilibrios de Nash, incluso en estrategias puras, a veces no son estables,
en el sentido de que, dado que hay utilidades iguales sin importar que se elija una u otra
estrategia, podria pensarse que no importa cudl de éstas se elija. Sin embargo, recorde-
mos que las decisiones de un jugador afectan las de los otros, y por lo tanto, puede que
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el cambio de estrategia permita que otro jugador modifique la suya y terminen en otro
equilibrio completamente diferente.

Lo que ahora se buscan son perfiles de estrategias que sean estables. Claro esta
que estos perfiles seran equilibrios de Nash, pero ahora tenemos que categorizarlos,
pidiendo algunas condiciones adicionales.

Definicién 1.16. Un temblor en un juego es un vector n = (11, ...,n,) tal que, para
cada i, n;: S; — R que cumple

1. Para cada s; € S;, m;(s;) > 0

Definicién 1.17. Dado un juego y un temblor 7, el juego n-perturbado es aquel con
las siguientes caracteristicas definidas a partir del juego original:

e El mismo conjunto de jugadores I.

e Los conjuntos de estrategias mixtas
M;(n;) = {x; € M; | z4(s;) > n:(s;) para toda s; € S;}

Como antes, podemos definir el conjunto de perfiles de estrategias mixtas M (n) =
Xier Mi(1;)

e Las mismas funciones de utilidad u; para cada jugador 7.

La idea del equilibrio que vamos a definir es considerar qué pasaria si los jugadores
realizan pequenos errores al elegir sus estrategias, si dichos errores al ser pequenos
no alteran la forma de elegir estrategias, entonces tenemos estabilidad alrededor del
equilibrio, pues a pesar del error, regresamos al equilibrio.

En el juego n-perturbado, al hacer que los jugadores elijan estrategias mixtas en
las cuales a toda eleccion se le da una probabilidad positiva, permite introducir errores
al menos de tamano 7 y al reducir dicho valor, en el limite deberiamos llegar a un
equilibrio con la estabilidad deseada.

Definicién 1.18. Un perfil de estrategias mixtas x* € M es un equilibrio perfecto
del juego si existen una sucesién {n*} de temblores, con n* — 0 y una sucesién {z*}
de perfiles de estrategias mixtas, con ¥ — x*, tales que, para cada k € N, 2¥ es un
equilibrio de Nash del juego n*-perturbado.

Otra manera de definir un equilibrio perfecto consiste en pensar que las estrategias
que no son mejores respuestas se van a jugar con muy poca probabilidad, de forma tal
que ponemos una cota superior € a dichas estrategias.
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Definicién 1.19. Una estrategia mixta z; € M; es completamente mixta si z;(s;) >
0 para toda s; € S;. Un perfil de estrategias es completamente mixto si consiste de
estrategias completamente mixtas para todo jugador i.

Definicién 1.20. Dado € > 0, un perfil de estrategias z* es un equilibrio e-perfecto
del juego si x* es completamente mixto y satisface que para cada i, y cualesquiera
estrategias s;, s; € S;, si Ei(s;,x*,;) < E;(s;, x_;) entonces z;(s;) < €.

En otras palabras, si enfrentado al perfil z_;, algunas estrategias de un jugador
dan utilidades menores a otras estrategias, en x; el jugador debe asignar probabilidad
¢ o menor de jugar dichas estrategias que no son 6ptimas. A partir de los equilibros
e-perfectos podemos definir un equilibrio perfecto.

Definicién 1.21. Un perfil de estrategias mixtas z* es un equilibrio perfecto del
juego si existen una sucesion {e*} con e¥ > 0 para toda k € Ny ¥ — 0, y una sucesién
{z*} de perfiles de estrategias mixtas, con 2* — z* tales que, para cada k € N, z* es
un equilibrio e*-perfecto del juego.

Se puede demostrar que las dos definiciones de equilibrio perfecto son equivalentes.

Sucede que la definicion de equilibrio perfecto no es necesariamente adecuada, ya
que se pensaria que si tenemos un juego, y después a dicho juego se le anaden estrategias
para algunos jugadores, las cuales son dominadas, no deberia de alterar los posibles
equilibrios. Sin embargo, es posible ver que esto no es asi.

Para ello, se pide mas de los equilibrios que buscamos. La idea detras de esto es
categorizar no solamente a las estrategias que son 6ptimas y las que no lo son, sino que,
dentro de las estrategias que no son 6ptimas, también tenerlas ordenadas, de forma que
la estrategia mixta que elija cada jugador sea tal que mientras menos utilidad deseada
se obtenga de elegir una estrategia, menor probabilidad tendra, incluso frente a otras
estrategias que no son Optimas, pero que son mejores en comparacion.

Definicién 1.22. Dado € > 0, un perfil de estrategias x* es un equilibrio e-propio
del juego si z* es completamente mixto y satisface que para cada ¢, y cualesquiera
estrategias s;, s; € S;, si Ei(s;,x*,) < E;(s,, x*,), entonces z;(s;) < ex;(s})

De forma similar al equilibrio perfecto, a partir de la definiciéon anterior podemos
definir lo que es un equilibrio propio.

Definicién 1.23. Un perfil de estrategias mixtas * es un equilibrio propio del juego
si existen una sucesién {e¥} con e¥ > 0 para toda k € Ny e — 0, y una sucesién {z*}
de perfiles de estrategias mixtas, con z¥ — z* tales que, para cada k € N, z¥ es un
equilibrio e*-propio del juego.

Otra forma de refinar los equilibrios que son mejores en un juego es pedir que
la desigualdad en el equilibrio de Nash sea estricta, de forma que las estrategias del
equilibrio ahora también son las tinicas que dan la mayor utilidad frente a las estrategias
de los demas.
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Definicién 1.24. Un perfil de estrategias * es un equilibrio estricto si, para todo
1 se cumple que

para toda z; € M con x; # z;.

O bien, en vez de que exista alguna sucesién de temblores cada vez més pequenos
y una sucesion de equilibrios bajo dichos temblores que tienda al equilibrio, podemos
pedir que esto ocurra para cualesquiera temblores que eventualmente se hagan més
pequenos.

Definicién 1.25. Un perfil de estrategias x* es un equilibrio estrictamente per-
fecto si para toda sucesién {n*} de temblores con n* — 0, existe una sucesién de
perfiles de estrategias {z*} con 2% — z* tal que, para todo k € N, z* es un equilibrio
de Nash del juego n*-perturbado.

Entre todos estos refinamientos del equilibrio de Nash, se tienen relaciones, algunas
se pueden observar directamente a partir de las definiciones.

Teorema 1.2. Si z* € M es un equilibrio perfecto, entonces es un equilibrio de Nash.

Demostracién. Sea z* un equilibrio perfecto. Entonces existen {n*} y {s*} que
cumplen la definicién 1.21.

Sabemos que una estrategia pura es una mejor respuesta a un equilibrio de Nash si
es que dicha estrategia pura es elegida con probabilidad positiva en la estrategia mixta.
Esto implica que si una estrategia pura es elegida con probabilidad 0, entonces no es
mejor respuesta a un equilibrio de Nash.

En el caso de un juego n*-perturbado, al no poder asignar probabilidad 0 dado que
tenemos la cota inferior provista por 7¥, como

Ei(z") = Z u;i(si, 2" )y ()

SZ‘ESi

entonces para minimizar el efecto de las estrategias puras que no son mejores respuesta
al equilibrio de Nash, les asignamos la minima probabilidad, es decir, z¥(s;) = n¥(s;).

Ahora, en z* si el jugador i tiene alguna estrategia pura s; € S; que no es mejor
respuesta a z*,, debemos probar que se le asigna probabilidad 0. Por continuidad
de la funcion de utilidad esperada, para K suficientemente grande, tenemos que s;
no es mejor respuesta a z™;, para m > K, por lo cual se le asigna probabilidad
n(s;). En la estrategia x* que es el limite, se le asigna entonces probabilidad =7 (s;) =

limg_,00 ¥ (s;) = 0. Por lo tanto, z* es equilibrio de Nash. [ |
Teorema 1.3. Todo juego tiene al menos un equilibrio perfecto.

Demostracién. Sea {n"} una sucesién de temblores tal que n* — 0. Para cada
k € N, sea z¥ un equilibrio de Nash para cada uno de los juegos n¥-perturbados.
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Por compacidad del conjunto M, la sucesién {s¥} tiene una subsucesién convergente
{zFm} a algtin #* € M. Tomando entonces la sucesién de temblores {n*"} que sigue
cumpliendo nf» — 0y {2} la cual cumple que 2* — 2*, tenemos que z* es equilibrio
perfecto del juego. |

Teorema 1.4. Si x* € M es un equilibrio propio, entonces es un equilibrio perfecto y
también es un equilibrio de Nash.

Demostracién. Si * € M es equilibrio propio, entonces existen {¢*} con e¥ — 0y
{2*} con 2% — x* tales que 2% es e-equilibrio propio del juego. Es decir, para cada
k € N se cumple que z* es Completamente mixto y dadas cualesquiera dos estrategias
puras s;, s, € S;, si Ei(s;, 2*,) < E; (3 x*.), entonces x;(s;) < e*x;(s)). En particular,
ya que xl(s;) < 1 para cualquier s, € S; entonces tenemos que también se cumple
7;(s;) < e, es decir, z* es equilibrio e-perfecto del juego.

Tomando entonces las mismas sucesiones, tenemos que z* es equilibrio perfecto del
juego.

Finalmente, dado que es equilibrio perfecto, también es equilibrio de Nash. |
Teorema 1.5. Todo juego tiene al menos un equilibrio propio.
Demostracién. Sea k € N, y definimos m = max;es [Si| y 0 = - k}n

Denotamos por M;(6x) = {x; € M; | z;(s;) > J; para toda s; € S;} que es un
conjunto compacto y no vacio que consiste de estrategias completamente mixtas.

Sea F(x) = (Fi(z), Fy(x),..., Fn(x)), con F;: M(dg) — M(0) donde M (dy) =
x| M;(6;) y para cada z € M;(;) y cada i € I:

1
Fi(z) = {33“2 € M;(6;) | si para s;, s, Fi(x_i,8) < Ej(x_;,8)) = &i(s;) < E:?: (s')}

Mostraremos que cada F; cumple las condiciones del teorema de Kakutani, y por lo
tanto, también las cumple F'.

1. Fi(z) es no vacio para todo x € M (dy).
Sea x € M(6y), definimos 7(z,s;) = |{s} € S; | Ei(v—;,s:) < Ei(x_i, s}, ¥

1 7(x,8;)
W)

Zi(s:) = (@,
Z (%) (z,s7)

SQESZ'

Observamos que #;(s;) > = =. Por lo tanto &; € M;(y)
si, s tales que Ei(z_;,s;) < Ei(x;,s,), entonces ;(s;) <

y cumple que, de haber
22(s;). De esta forma
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2. F;(x) es convexo para toda x € M (dy).

Sean ;, ¥; € Fi(x). Sea AZ; + (1 — \)Z; una combinacién convexa, entonces
AT + (L= N)Z; > Ao + (1 — A\)dg = g

por lo cual Az; + (1 — \)Z; € M;(0%).

Sean s;, s, tales que Fi(z_;,s;) < F;(x_;, s}), entonces

Ndi(50) + (1= Ns(s0) < Aa(st) + (1= N pi(s)

es decir, F;(z) es convexo.

3. F; es de gréfica cerrada.

Sea (™), con ™ € M(d) tal que 2™ — x € M () v (y")32, con yP* € F;(a")

n=1
tal que y — y;. Mostraremos que y; € F;(x).
Sean s;, s, € S; tales que Fi(z_;, s;) < E;j(x_;,s;). Por continuidad de la funcién
de utilidad esperada, existe Q(s;, s}) € N tal que E;(z*,,s;) < Ej(x%,,s) para
toda £ > Q(s;, s}). Sea

Q= mix Qs !
{(56,8)|Ei(x—i,8:)<Ei(x—i,5-:)} ( )

entonces para cualesquiera s;, s; tales que E;(x_;,s;) < Ei(v_;,s;), tenemos que

Ei(z;,5) < Ei(z*;,s]) para toda ¢ > @, lo cual implica que y!(s;) < zyi(s})

para toda ¢ > @, que quiere decir que y;(s;) < %yi(s;), o bien, y; € Fi(x).

De esta forma, F; cumple las condiciones del teorema de Kakutani, y por lo tanto
F también las cumple. Asi, para cada k € N encontramos el punto fijo de F', digamos
2%, el cual es equilibrio %—propio.

La sucesién de equilibrios %-propios (%)%, estd contenida en M, que es un conjunto
compacto al ser el producto de simplices. Por lo tanto, existe una subsucesion (xkj)‘]?‘;l
convergente a algin z* € M. Dicho z* es un equilibrio propio. |

Con el siguiente ejemplo mostraremos que no todo equilibrio perfecto es equilibrio
propio.

Ejemplo 1.4. Sea el juego dado por la siguiente matriz:

I C D
A 1,1 0 0 —9-9
E 0,0 0 0 —7,-7
B —9,-9 —7,-7 —7,—7

Y
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Este juego tiene dos equilibrios de Nash: (A, ) y (E,C). Sin embargo, solamente nos
enfocaremos en (£, C).

Primero mostramos que (E,C) es equilibrio perfecto. Sea e* = 710 y af =
1 2 1
(k Tl 1— L0 h 10> para i € {1,2}. Observamos que e¥ — 0, z¥ — (E,C)

puntualmente y tenemos las siguientes utilidades esperadas para el jugador 1:

1 2 1 1 1 8
B ((1,0,0 1- = -9 =
1<(, : )’(k—i—lO’ k+10’k+10)> k+10 “k+10 k+10

1 2 1 1 7
E1<(071>0)7(k+10=1_k+10’k+10)>__7k+10__k+10

Ey ((0,0,1) Lo, 2 ! P Y
PV k1007 k+100k+10)) 0 k410 k+10
16

E+10

por lo cual, vemos que si se cumple que z;(A) < ¥ y x;(B) < &*. Podemos verificar
lo mismo para el jugador 2, y por lo tanto, z* es un equilibrio e*-perfecto. Por ello,
(E,C) es un equilibrio perfecto.

Ahora mostramos que (E,C) no es equilibrio propio. Calculamos las utilidades
esperadas para cada jugador dadas cualesquiera perfiles de estrategias mixtas (p, q,r) €
M,y (s,t,u) € My:

E15((p,q,7), (s,t,u)) = ps + Opt — 9pu + 0gs + Ogt — Tqu — 9rs — Trt — Tru
=ps —9(pu+rs) — T(qu +rt + ru)

Por lo tanto, si cada jugador elige una estrategia pura frente a una estrategia
completamente mixta del oponente tenemos que:

FEy((1,0,0), (s, t,u)) = s —9u

E1((0,1,0), (s,t,u)) = =Tu

E1((0,0,1), (s,t,u)) = =95 — 7(t + u)

Ey((p,q,7),(1,0,0)) = p —9r

Ex((p,q,7),(0,1,0)) = =T7r

Es((p,q;7),(0,0,1)) = =9p = 7(qg + )
(P,

Observamos que, dado que

E1((0,1,0), (s, £,u)) > E1((0,0,1), (s, £, 1))
E ((p>Qv ),(O, ’ ))>E2((p>Qa ),(0,0,1))

por lo cual, en la sucesién de equilibrios e*-propios tenemos que r < efq u < ¥t
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Ahora, comparemos la primera y la tercera utilidades esperadas del jugador 1:

s—9u>—-9s - Tt —Tu
10s + 7t > 2u
10s+ 7t >2(1—s—1t)
125 +9t > 2

lo cual se cumple para ¥ < %, ya que

2
ugf—:kt<5k<§

y por lo tanto

2 7
t=1-u>1—-=—
S+ (7 909
con lo que
7
3s+9(s+1t) >3s+9 <§) =35+7>2
Por lo cual, para £* lo suficientemente pequefia debemos tener que
u < s

Por tltimo, comparamos la primera y la segunda utilidades esperadas del jugador
1. Supongamos que

s—9u > —Tu
s > 2u

por lo que para tener un e*-equilibrio propio, tendriamos que
ks >t

Sin embargo, tanto ¥ — 0 como s — 0, por lo que t — 0 y por lo tanto la sucesién de
equilibrios no convergeria al equilibrio que deseamos. Por ende, tenemos que

s—9u < —Tu
s < 2u
s < 2u < 2"
1< 2
para todo £”, lo cual observamos no se cumple para ¥ < % Por lo tanto, no es posible

encontrar la sucesién de estrategias completamente mixtas que se busca para (E,C').
Es decir, (E,C) no es equilibrio propio.
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Teorema 1.6. Si x* es un equilibrio estricto, entonces es un equilibrio estrictamente
perfecto.

Para demostrar esto, requerimos probar el siguiente enunciado.

Lema 1.1. Si x* es un equilibrio estricto, entonces consiste solamente de estrategias
puras.

Demostracion. Ya hemos observado que si se tiene una estrategia mixta para uno
de los jugadores, y en cambio, dicha estrategia mixta se intercambia por alguna de las
estrategias puras que tienen probabilidad positiva asignada en dicha estrategia mixta,
la utilidad esperada del jugador no cambia.

Sea z* un equilibrio estricto. Supogamos que para algun ¢ € I, 7 es una estrategia
mixta en la cual se le asigna probabilidad positiva al menos a dos estrategias puras,
digamos s; y s;. Entonces

EZ(.T?, :L‘*_l) = Ei<3i> -T*_l) = E’i<3;, l'*_l)
Pero sabemos que al ser z* un equilibrio estricto se cumple que
Ei(z},x*;) > E(x, z*,)

para toda x} # zf. Sin embargo, hemos mostrado dos estrategias diferentes a x; que
dan exactamente la misma utilidad esperada, que son z; = s; y x; = s.. Por lo tanto,
un equilibrio estricto puede asignar probabilidad positiva a lo més a una estrategia
pura para cada jugador 7. |

Se demostrara ahora el teorema.

Demostracién (Teorema 1.6). Sea x* equilibrio estricto. Por el lema 1.1, consiste
solamente de estrategias puras. Sea {#*} una sucesién cualquiera de temblores tal que
n* — 0. Definimos la sucesiéon {z*} de la siguiente forma para cadai € I y k € N.
Sis; € S; es tal que x*(s;) = 0, entonces x¥(s;) = nF(s;), es decir, para las estrategias
puras a las que el equilibrio estricto asigna probabilidad 0, en la sucesién les asignamos
la probabilidad minima.

En este caso, observamos que 2*(s;) — 0 = 2*(s;).

Si s; € S; es tal que z*(s;) = 1, entonces x¥(s;) = 1 — Zs;esi\{si} nF(s;), es decir, a
la estrategia pura a la que el equilibrio estricto asigna probabilidad 1, en la sucesién le
asignamos la probabilidad maxima posible tomando en cuenta las otras estrategias.

Aqui tenemos que z*(s;) — 1 = z*(s;).

Por lo tanto ¥ — z*. Por continuidad de la funcién esperada de cada jugador, para
K suficientemente grande, como x* es equilibrio de Nash, entonces si m > K tenemos
que x™ es equilibrio de Nash para el juego n™-perturbado. Si sucediera que para los
juegos nF-perturbados con k < K el perfil 2% no es equilibrio de Nash, simplemente se
puede sustituir por un equilibrio de Nash del juego n*-perturbado, y la nueva sucesién

sigue cumpliendo lo necesario. |
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Sin embargo, un equilibrio estrictamente perfecto no necesariamente es un equilibrio
estricto.

También tenemos que un juego no necesariamente tiene equilibrios estrictamente
perfectos, y por ende, un equilibrio propio no implica equilibrio estrictamente perfecto.

Teorema 1.7. Si z* es un equilibrio estricto, entonces es un equilibrio propio.

Demostracion. Como x* es un equilibrio estricto, por el lema 1.1 consiste solamente
de estrategias puras, es decir x; = s; para alguna s; € S; para cada i. Por otra
parte, para cada jugador 7, podemos ordenar las estrategias puras de acuerdo a la
utilidad que otorgan frente al perfil s*; de los otros jugadores, es decir, podemos asignar
un orden lexicografico con base en el perfil s*,. Por el equilibrio estricto, s} es la
primera estrategia en el orden lexicografico de cada jugador, y las otras estrategias dan
estrictamente menor utilidad.

A partir de lo anterior, se considera una sucesién {} tal que ¥ — 0y con & < %
Entonces, definimos cada z* de la siguiente forma para cada i € I y k € N.

Si s; # s} entonces z¥(s;) = (¢¥)? donde p es el lugar en el orden lexicografico de
Si.

Para s} asignamos zf(sf) =1 — ZsieSi\{s;‘} zk(s;).

Observemos que z¥(s}) > % ya que

> k) =Yk < g -1- 5=

SiESi\{S;‘} p=2

=

y ademés z¥ — x*. Por continuidad de la funcién de utilidad esperada de cada jugador,
existe K € N tal que para toda m > K, el orden lexicografico de las estrategias puras
frente a =™, es el mismo que teniamos frente a z*, = s*, para todos los jugadores i.
Por otra parte, para toda & € N, tenemos por construccién que si s, es la segunda
estrategia en el orden lexicografico con el que empezamos, entonces

zh(s) = (e")? < ek% < fal(sh)

y de igual forma por construccion, si comparamos cualesquiera otras dos estrategias
que no son s;, digamos s} y s; tales que E;(s;, z}) > E;(s], x}), y a,b son los lugares de
s,y s en el orden lexicografico frente a z* ;, respectivamente, entonces a < b y para
toda k € N

PH(s!) = () = () (e)" < Hh)* = ebak(s)

(2 3

Por dltimo, reindizamos las sucesiones a partir de K con lo cual tenemos las suce-
siones {eF}2 - v {x1.}5% ¢ con las cuales tenemos que cada zj es completamente mixto,
es equilibrio e*-propio y e — 0 y 2¥ — 2*. Por lo tanto, z* es un equilibrio propio. l

Ahora mostraremos que un equilibrio estrictamente perfecto no necesariamente es
un equilibrio propio. Para ello, trabajamos los siguientes ejemplos que muestran por
separado que no existe relacién entre estos equilibrios.
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Ejemplo 1.5 (Equilibrio propio # Equilibrio estrictamente perfecto).
Consideremos el siguiente juego:

,0
0

Primero observemos, que de haber equilibrios estrictamente perfectos, deben estar
en el conjunto de equilibrios de Nash. Asi, para cualquier perfil de0 estrategias mixtas
de la forma z = ((p, q), (r, s, t)) calculamos las utilidades esperadas de ambos jugadores:

Ei((p,q),(r,s,t)) =pr+ps+qr+qt =pr+ (1 —p)r+ps+ (1 —p)t
=r4+t+ps—pt=r—+t+p(s—t)
Esx((p,q), (r,s,t)) =pr+qr=pr+(1—p)r=r

De esta manera, podemos ver que r = 1,s = 0,t = 0, y por lo tanto, p € [0, 1],
q =1 — p son los equilibrios de Nash, es decir:

EN = {((pv 1 _p)> (17070)) | D€ [07 1]}

Mostraremos que z* = ((1,0),(1,0,0)) no es equilibrio estrictamente perfecto.
Sea (n*)2°, dada por

A =
n(B) = k—leQ
WO =
HE) =y
D) =

Observamos que el perfil de estrategias mixtas:

2F = ((nf(A),1 =i (A)), (1 = 15(C) — n5 (D), n5(C),n5(D)))

es el unico equilibrio de Nash en el juego perturbado por n*, pues por las utilidades
calculadas arriba, tenemos que s = n5(C) y t = n5(D), y para el jugador 1, como
s —t < 0, entonces p = n’f(A). Pero z*¥ /4 z*, por lo que z* no es estrictamente
perfecto.

Lo mismo podemos hacer para el equilibrio de la forma z** = ((0,1),(1,0,0)),
intercambiando los valores de n5(C) y n5(D).

Finalmente, notemos que cualquiera de las dos sucesiones de arriba, al converger
a ¥ o ™ no convergen a un equilibrio mixto, por lo que éstos también fallan en ser
equilibrios estrictamente perfectos.
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Para mostrar que no se cumple la otra implicaciéon, primero demostramos el sigu-
iente resultado.

Lema 1.2. Un perfil de estrategias x* es equilibrio de Nash para el juego n-perturbado
si para todo jugador ¢ y toda estrategia pura s; € 5; tal que s; no es mejor respuesta
a x*, tenemos que x;(s;) = n;i(s;).

Demostracién. Supongamos que x* es un equilibrio de Nash tal que para el jugador
i existe s; que no es mejor respuesta para x*,, con x}(s;) > n;(s;).

—

Dado que s; no es mejor respuesta a x*, esto implica que existe s/ € S; tal que
* " *
E ui(si; s—i)ali(5-3) < E (s, s—i)xZi(5-3)
S_;E€S_; S_;€S_;

Multiplicando ambos lados por x}(s;) — 1;(s;), esto nos da la desigualdad en la
siguiente cadena de expresiones.

Ei(z%) = Z Z (i, s-i) 7 (8)) a7 (5-) + wilsi, s-9)a7 (si)aZ;(s )

s—;€S_; \sieSi\{s:}

= > S wilshsoa)al (st (s)

s—;€S_; \s,eSi\{si,s]}

+ (i, 5-0) (27 (50) = mi(si) +mi(s0)) w75 (s ) + wlsi, 5-3) (7 (57) 274 (5-4)

< Z Z wi(sh, s_i)xr(sh)a” (s—i) + ui(si, s_i)mi(si)x™;(s—;)

s—;€S_; \s;eSi\{si,s]}
+ i (57, 5-5) (2i(s]) + 2i(s:) — mi(s:)) 2™ 1 (5-5)

es decir, existe un perfil de estrategias mixtas que asigna 7;(s;) a la estrategia s; y asigna
xi(s]) + xf(si) — ni(s;) a la estrategia s/ el cual tiene mayor utilidad esperada. Por lo
tanto 2} no es equilibrio de Nash, lo cual es una contradiccién. Asi, x7(s;) = n;(s;). B

Ahora trabajamos el ejemplo publicado en 1996 por Vermeulen y Jansen [87].

Ejemplo 1.6 (Equilibrio estrictamente perfecto # Equilibrio propio).
Tenemos el siguiente juego bipersonal
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Mostraremos que z* = (B,d) = ((0,1,0),(0,0,0,1)) es equilibrio estrictamente per-
fecto, pero no es equilibrio propio.
Caso 1: Sinf(A) > n¥(C), consideramos el siguiente perfil:

o = (nf(A),1 = 3nj(A), 20} (A))
xs = (05 (a), Tn5(a) + 5 (b) + 15 (c), Hnb(a) + 205 (b) + 215 (),
— A (a) — 305 (b) — 3n5(c))

Observemos que si 1¥(s;) es suficientemente pequefio para toda s; € S; y toda i € I,
entonces ¥ € M(n*). También notemos que x* — z* cuando n* — 0. Ademéds

E1((0,1,0),2" ) = E1((0,0,1),2% ) > E1((1,0,0),2% )
E?(xli% (07 L 07 0)) = EQ(xli% (Oa Oa 17 0)) = EQ(xli% (O’ 07 07 1)) > E2($52? (17 07 07 O))

Como 2% es tal que para las estrategias puras que no son mejor respuesta, la es-
trategia mixta respectiva es igual a la perturbacién, por el lema 1.2, 2* es un equilibrio
de Nash del juego perturbado por n*.

Caso 2: Sinf(A) < nf(C), consideramos el perfil

zf = 207 (C),1 = 3n4(C),nf(C))
x5 = (n5(a) + En5(b) + 15 (c), n5 (b), 205 (a) + nb(b) + 2n5(c),
1—3n5(a) — b (b) — 3n5(c))

Observamos que z*

una manera analoga al caso 1 podemos probar que x
perturbado por n*.

Por lo tanto, x* es equilibrio estrictamente perfecto. Ahora probaremos que z* no
es equilibrio propio.

Supongamos que el perfil de estrategias mixtas z = ((p1, p2, P3), (¢1, @2, ¢3,¢4)) s un
equilibrio n-propio de la sucesiéon que converge a x* para 7 suficientemente pequena,
con la condicién de que n < 3/13.

Supongamos que Ey(z_2,(1,0,0,0)) > Es(x_2,(0,0,0,1)). Por ser x equilibrio 7-
propio, esto implica que ¢4 < ng;. Pero g4 — 1, que lleva a una contradiccion.

Por lo tanto Ey(z_2, (1,0,0,0)) < Ey(z_2,(0,0,0,1)). Por un razonamiento similar,
tenemos que Eo(z_2,(0,1,0,0)) < Ei(x_9,(0,0,0,1)).

Calculamos las utilidades esperadas:

— 2* y que para 77"C suficientemente pequeio, ok e M(Uk) De
k es equilibrio de Nash del juego

EQ(x—Qv (L 07 07 0)) = 3]91
EQ(Q:*Q; <07 17 07 0)) = 3p3
EQ(-T—Qa (Oa 07 07 1)) = 2p1 + 2p3

y sustituyendo en las desigualdades obtenidas anteriormente, tenemos que

3p1 < 2p1 + 2p3 & p1r < 2p3
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3p3 < 2py + 2p3 = p3 < 2py

Supongamos que F;((1,0,0),z_1) < E;((0,0,1),2_1), entonces por ser z un equi-
librio n-propio, y por las desigualdades anteriores, implica que p; < nps < 2npy, por lo
cual p; = 0. Pero = es una estrategia que es completamente mixta, o no estaria en el
conjunto de estrategias perturbado, lo que lleva a una contradiccion.

Supongamos entonces que F;((1,0,0),z_1) > E1((0,0,1),z_1), entonces por ser x
un equilibrio n-propio y las desigualdades de arriba, tenemos p3 < np; < 2nps, que
implica que ps = 0. Igualmente, como = es completamente mixta, llegamos a una
contradiccion.

Por lo tanto F1((1,0,0),z_1) = E1((0,0,1),2_1). Calculando ambas utilidades
esperadas, quiere decir que ¢; = ¢s.

Ahora supongamos que F1((0,1,0),z_1) < Ey((0,0,1),2_1), entonces por ser x
equilibrio n-propio, ps < nps, lo cual no es posible, pues p — 1. Por lo tanto
E1((0,1,0),z_1) > E1((0,0,1),2_;). Calculando ambas utilidades esperadas:

Ei1((0,1,0),2_1) = Tq1 + Tq2 — 33
E1((0,0,1),2-1) = o

tenemos que
Tq1+7q2 = 3q3 = @2 < Tq1 + 62 — 3¢3 = 0

Como ya probamos que ¢; = ¢o, entonces 13¢s > 3¢3.

Supongamos que Es(z_2,(0,1,0,0)) < Es(x_s,(0,0,1,0)). Por ser x equilibrio 7-
propio, g2 < ngs, o bien, 13¢s < 13ng3. Como n < 3/13 y por la desigualdad obtenida
arriba

13g2 < 13ng3 < 3g3 < 13¢2

que es una contradiccion.

Por lo tanto FEs(z_5,(0,1,0,0)) > FEs(x_5,(0,0,1,0)). Finalmente, haciendo el

calculo directo, observamos que Es(x_2,(0,0,1,0)) = Ex(x_2,(0,0,0,1)), por lo cual
EQ(.I',Q, (O, 1, 0, 0)) > EQ(.%',Q, (O, O, 1, O)) = EQ(.%,Q, (O, O, O, 1)) > Eg(l',Q, (O, 1, 0, 0))
es decir, todas son igualdades.

Ahora, como = es equilibrio 7-propio, y ¢ = ¢o, entonces q¢; > nge ¥ q2 > nqi,
lo que 1mphca que EQ('I—% (17 07 07 O)) > E2<I—27 (07 L, 07 0)) y EQ('I—% (07 17 07 O)) >
Es(x_5,(1,0,0,0)), es decir Ey(x_5,(1,0,0,0)) = Ey(z_9,(0,1,0,0)).

Como

EQ({E_Q,(LO,O,O)) EQ(ZL‘_Q,(O, 0,170))
EQ(SL’,Q, (O, 1, 0, 0)) = E2($72, (O, 0, 1, 0))

tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

3p1 = 2p1 + 2p3
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3p3 = 2p1 + 2p3

o bien

2p3 —p1 =0
2p1 —p3 =0

cuya tunica solucién es p; = p3 = 0, pero esto es una contradiccién, ya que x; € M;(n),
es decir, x1 debe ser completamente mixta.

Por lo tanto = no puede ser un equilibrio 7-propio, para toda n < 3/13, es decir, no
existe sucesién (n¥)22, de temblores con n* — 0 y una sucesién (z%)2°, de perfiles de
estrategias mixtas con 2% — z* tal que z* sea equilibrio n*-propio. Es decir, 2* no es
equilibrio propio.

En los juegos en forma normal los jugadores toman sus decisiones simultaneamente,
sin embargo, esto no es necesariamente adecuado para modelar algunas situaciones, en
particular, cuando los jugadores ganan informacion a partir de las decisiones realizadas
por los oponentes. Para ello, introducimos el concepto de juego dindmico.

Definicién 1.26. Un juego dinamico es una tupla G = (I, H, (S;(h))iernen, (Wi)ier)
donde sus elementos son:

1. Un conjunto finito de jugadores I = {1,2,...,n} que son los individuos involu-
crados en el juego.

2. La coleccion H de conjuntos de informacién, que son aquellos puntos en el
juego en los que los jugadores que realizan una eleccion en ese momento tienen
la misma informacién del juego.

3. Para cada jugador i € I y cada h € H un conjunto finito S;(h) de estrategias
puras que son las elecciones que el jugador ¢ puede realizar en el conjunto de
informacion h.

4. Para cada jugador ¢ € I una funcién de utilidad u;: Z — R que serédn los pagos
de cada jugador dentro del juego. El conjunto Z son las historias terminales del
juego las cuales son sucesiones de elecciones realizadas por los jugadores en los
conjuntos de informacion.

Como tal, en esta definicién de juego, se asume que hay un orden entre los conjuntos
de informacién, y que al realizar una elecciéon en uno de éstos, el juego avanza al
siguiente conjunto de informacién (lo que esto signifique en el juego). Por lo tanto,
el nimero de turnos esta determinado por las elecciones que se realicen en el juego y
la sucesion que ocurra en el mismo, y a su vez esto define las historias terminales del
juego.

Para los juegos dinamicos tendremos también un equilibrio de Nash definido a partir
de la forma normal de un juego. La forma normal de un juego se obtendra al tomar
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como conjunto de estrategias para cada jugador aquel conjunto formado por los perfiles
de elecciones con tantas elecciones como conjuntos de informacién en los que participa
cada jugador, y cada una de estas elecciones es una de las disponibles para el jugador
en el respectivo conjunto de informacién. Si realizamos esto, podemos pensar en un
equilibrio de Nash como se ha trabajado anteriormente.

Definicién 1.27. Dado un juego dinamico GG, definimos un subjuego
G' = (Il, H, (Si)iel’,heH’a (u)ier)
como un juego dindmico en el cual se cumple que I' C I, H C H 'y

e Si h € H' entonces todos los conjuntos de informacion que siguen a h también
estan en H'.

e Las funciones de utilidad se restringen de manera natural, considerando que las
historias terminales solamente tienen las elecciones correspondientes a los con-
juntos de informacién en H’, pero no las anteriores.

Sin embargo, no es la tnica solucién posible para un juego, y para ello tenemos
lo que se conoce como un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos. En este caso lo
que se pide es que para cada subjuego el equilibrio sea un equilibrio de Nash para
la forma normal del subjuego. Esto restringe las posibles soluciones, pero pide que
consideremos no solamente lo que sucede en los conjuntos de informacién por los que
pasa el juego al llevarse a cabo las elecciones que estan en la solucién, sino que también
se considera lo que ocurre en los conjuntos de informacién fuera de la solucién, y se
tienen mejores respuestas en estos casos también; en otras palabras, si en algin punto
del juego ocurriera un error y se eligiera algo fuera del equilibrio, en lo que sigue del
juego se puede seguir lo que se tiene en el equilibrio perfecto en subjuegos y aun asi
llegar a la mejor situacion dado el error ocurrido anteriormente.

Definicién 1.28. Un perfil de estrategias x* es un equilibrio de Nash perfecto en
subjuegos del juego G si para cada subjuego G’ de G se tiene que z* restringida a G’
es un equilibrio de Nash en la forma normal de G’.

Por ultimo, para preparar lo que se trabajara en los siguientes dos capitulos, a
diferencia de lo que se permitia en los juegos dindmicos anteriormente, se considerara
que los juegos tienen una cantidad de turnos conocida de antemano, y por lo tanto,
esto se puede pedir como un elemento del juego. Mas aun, ya que no se sabra de ante-
mano a qué jugador corresponde cada uno de los diferentes conjuntos de informacion,
para facilitar el estudio de los modelos, se utilizara la siguiente definicién de un juego
dindmico.

Definicién 1.29. Un juego dindmico es una cuarteta G' = (I, (S;)ier, (w;)ier, T') donde
sus elementos son:
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. Un conjunto finito de jugadores I = {1,2,...,n} que son los individuos involu-

crados en el juego.

. Para cada jugador i € I y cada h € H un conjunto finito S; de estrategias

(puras) que seran las elecciones posibles de cada jugador dentro del juego.

. Para cada jugador i € I una funcién de utilidad u;: Z — R que seran los pagos

de cada jugador dentro del juego. El conjunto Z son las historias terminales del
juego las cuales son sucesiones de elecciones realizadas por los jugadores en los
conjuntos de informacién

. El horizonte del juego 7' € N que es el nimero de turnos que tendra el juego.



Capitulo 2

Juegos con proceso de seleccion de
turnos

Como se ha discutido previamente, para lidiar con aquellos juegos en los que hay
elementos aleatorios se trabaja con juegos estocasticos los cuales permiten que eventos
aleatorios ocurran a lo largo del juego. Mucho de lo que se ha trabajado es en un
contexto de juegos simultdneos que se repiten a lo largo del tiempo y en los cuales hay
varios estados a los cuales se mueve el juego, y donde la utilidad final es una suma de
las utilidades descontadas.

En este capitulo se introducira una familia de modelos para juegos secuenciales en
los que la estructura del juego en lo que concierne al orden en el que se toman las
decisiones no esta fijo desde el inicio. Dicha seleccién se lleva a cabo mediante un
proceso de seleccién que es aleatorio a los ojos de cada jugador (dicho proceso puede
ser determinista desde un inicio, pero esto no es observable por ningin jugador), por lo
que se utilizard una distribucién de probabilidad para modelarlo, y la utilidad recibida
en el juego es una utilidad final, que depende de las decisiones realizadas por todos
los jugadores. Se mostrara la existencia de un equilibrio adecuado al modelo y se
describiran otros modelos para los cuales otras caracteristicas se modifican, con lo cual
cubrimos varias situaciones.

2.1 Modelo de juego con proceso de seleccion de
turnos

Consideremos un juego dindmico G = (I, (S;)ier, (4i)ier, T). Ademads, consideramos
para cada jugador ¢ € I una densidad de probabilidad p;: I — [0, 1] que describe la
distribucién utilizada para modelar el proceso de seleccién de turnos en el juego segin
el jugador 1.

Observemos que los jugadores no saben en qué turnos del juego les corresponde
llevar a cabo una accién, por lo que cada jugador requiere de un plan de estrategias
que tiene una estrategia para cada posible periodo. Como todos los jugadores pueden

27



28 Capitulo 2. Juegos con proceso de seleccion de turnos

observar las estrategias que se han elegido en periodos anteriores, la eleccion realizada
en el periodo £ debe estar condicionada por un escenario s = (s‘~1,s!), en el cual s* es
la eleccion realizada en k. De esta forma, cada jugador i tiene lo que denominaremos
un plan de estrategias condicionadas, denotado por s; en el cual hay una estrategia st
para cada periodo ¢ y para cada posible escenario s’ que se pueda dar en el periodo /.
Dicho conjunto de planes de estrategias condicionadas se denotara por P; si los planes
consisten de estrategias puras, y se denotara por (J; al conjunto de planes de estrategias
condicionales que también considera estrategias mixtas.

Finalmente, tenemos vectores de planes que nos sirven para considerar las estrate-
gias de todos los jugadores en todos los posibles escenarios. Dichos vectores seran
denominados perfiles de estrategias condicionadas, y sus conjuntos se denotaran por P
y Q) de acuerdo a si consisten solo de estrategias puras, o admiten estrategias mixtas.

2.1.1 Un turno por jugador

Primero empezamos con un par de situaciones bésicas en las cuales podriamos encontrar
juegos donde se desconoce el orden de turnos. Iniciamos con el caso en el que cada
jugador tiene exactamente un turno en el juego. Esto podria ejemplificarse con una
subasta en la que cada jugador se acerca en algiin momento a una hoja en la que
se escriben las pujas, y solamente puede realizarse una. Una vez que se ha decidido
acercarse a la hoja, se debe ofertar por el objeto, y como se puede ver, se pueden
observar las ofertas realizadas anteriormente, pues éstas se encuentran escritas.

Para evaluar algtin perfil de estrategias condicionadas = = (x1,...,zy) € Q defini-
mos la utilidad esperada para cada jugador ¢ € I como

Ei(x) = Z Z Z ui(s™,... s

(n',...,nN)eP(I) s*€S, 1 sNeS, N
X av (V| sN T s pa(n) - (spi(n')

donde P([) es el conjunto de permutaciones de /. Dicha utilidad esperada esta definida
en el espacio de probabilidad ((S x N)T,2(5*M” ;) donde p es aquella distribucién de
probabilidad tal que

p((st,nh), . o (sT,n")) = zon (8N | SN L s () - (8D pa(nt)

cuando s* € S,x para todo k € {1,...,T}, y es igual a 0 en otro caso. En este ejemplo,
dado que solamente tenemos un turno por jugador, T'= N.

Con base en la definicién anterior, decimos que un equilibrio de Nash es un perfil
de estrategias condicionadas x* € @) tal que para todo jugador ¢ €

para todo z; € ;. Esta definicién serd utilizada a lo largo del capitulo, tan sélo
realizando modificaciones en la forma en que se define la utilidad esperada en cada
version de juego.
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2.1.2 Numero fijo de turnos por jugador

Generalizamos el modelo anterior al permitir que cada jugador realice mas de una
eleccién, aunque de antemano fijamos el nimero de elecciones permitidas a cada ju-
gador, el cual puede ser diferente para cada uno, pero mantenemos que cada jugador
desconoce cuando realizaréa cada una de dichas acciones. Un ejemplo seria la subasta
antes descrita, pero ahora cada jugador sabe cuantas veces le estd permitido acercarse
a ofertar por el articulo.

Para esto, si el vector que nos dice el nimero de turnos para cada jugador esta dado
por m = (myq,...,my) la utilidad esperada del jugador i para el perfil x € @ es de la

forma
Ei(z) = Z Z Z ui(s”, ..., sY)

(n',...,nT)EPm(I) sT€S, 1 sTeS, 1
X an(sT | sT=t . s )pz(n ) 'l‘nl(S )pi(nl)

donde Py, () es el conjunto de permutaciones de I con my, repeticiones de k, y T =

Zz‘e] m.

2.1.3 Numero desconocido de turnos por jugador

En este caso no sabemos el nimero de decisiones que cada jugador realizara, en cambio,
sabemos el total de decisiones que se realizan a lo largo del juego, T'. Para este modelo
tenemos una subasta en la que se permiten 7' ofertas y una vez que éstas se han
realizado, el objeto se le asigna al jugador que paga mas por éste, ya que no hemos
requerido que los jugadores hagan ofertas mas altas sucesivamente.

Asi, la utilidad esperada del perfil x € ) para el jugador i es:

x)zz Z Z Z ui(s”, ..., s")

1 1
ntelsles, 1 nTelsTeS r

X an(ST | st Sl)pz‘(”T) e 'xl(sl)pi(”l)

2.1.4 Actualizacion de la distribucion de turnos

En los modelos presentados anteriormente, se considera que cada jugador decide como
modelar el proceso de seleccién de turnos antes de que el juego inicie. Sin embargo,
dicha prediccién puede no ser adecuada, y conforme el juego se desarrolla, esto puede
dar méas informacién acerca de como se comporta el proceso de selecciéon. Por lo tanto,
permitimos que cada jugador tenga diferentes distribuciones para cada periodo.

En vez de tener una densidad de probabilidad fija p;, cada jugador tiene un vector
de densidades (p',p3,...,p] ). De esta forma, la utilidad esperada para el perfil z € Q
para el jugador ¢ es:

m):Z Z Z Z ui(st, ..., s")

nlelslesS, nTelsTeS r
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x ar(sh [ 877 s pl (0T - (8T (n)

2.1.5 Seleccion de turnos condicionada en las decisiones ante-
riores

Anteriormente, sélo las estrategias mixtas dependian de las decisiones que se llevan
a cabo en turnos anteriores. Podemos permitir también que el proceso de seleccién
de turnos cambie de acuerdo a las decisiones que han ocurrido anteriormente. Aqui
también se incluyen los casos en los que el proceso sélo depende de la decision inme-
diatamente anterior, y también el caso en el que el proceso sélo depende de su propio
comportamiento, es decir, de los jugadores que han sido seleccionados en los turnos
anteriores.
En este caso, la utilidad esperada del perfil x € Q para el jugador i es

:Z Z Z Z ui(s”,...,s")

1 1
nltelslesS, 1 nTel sTeS, r

X InT(ST ’ 5T?17 SRR 51>pi(nT | STilv s 81) T Tpl (Sl)pi(nl)

2.1.6 Conjuntos de estrategias cambiantes a lo largo del juego

Ahora permitiremos que cambien los conjuntos de estrategia de acuerdo al periodo del
juego que se esté llevando a cabo. Esto también se puede modificar para tener un
modelo en el que los conjuntos de estrategias cambien con base en las decisiones que
se han tomado anteriormente. De esta forma, la utilidad esperada para el perfil x € @)
para el jugador 7 es

= g E E g ui(st, ..., sh)
nlel sles! nTel STesT,

X e (sT | 8T p () - g (sVpi(n)

o en el caso en que los conjuntos de estrategias estan condicionados a las decisiones
previas

Z Z Z Z ui(st, ..., sh)

nlelsles i nTelsTeS r(sT—1,...,s!)

X ar(st |87 s pi(nT) - (sT)pa(n)

2.1.7 Modelo bayesiano

En este modelo, tenemos un conjunto de tipos ©; para cada jugador i. La naturaleza
elige un tipo #; € ©; para . Cada jugador sabe su propio tipo, cada uno con una
distribucién a priori b;(- | 6;): ©_; — [0, 1] para los tipos de los otros jugadores, para
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cada #; € ©;. La tnica condicién de b; es que sus probabilidades se actualizan de forma
bayesiana, es decir, para cualesquiera jugadores ¢,j € I, si §; = a y 0; = ¢, entonces
bi([0; = a]N[0; = d])

b,(9320|922a):

Ademas, la funcién de utilidad depende del tipo de cada jugador, por lo que tenemos
funciones de utilidad de la forma u;(- | 6;): ¥ — R, lo que afecta las estrategias, pues
cada tipo podria elegir diferentes estrategias.

Con lo anterior podemos definir la utilidad esperada del jugador ¢ para el perfil de
estrategias x € () como

Ex)= > > > > > wils"(0ur), .. 8" (00) | 6:)

0_,€0_;nlel s'eS 1 nTelsTeS r
x b;(0_; | ei)l'nT(ST(enT) | sT_l(Ganl), . ,31(0n1))pi(nT)
X w1 (85 (001))ps(nt)

2.2 Existencia de equilibrios de Nash

En esta seccién presentaremos una serie de resultados que aseguran la existencia de
equilibrios de Nash para el modelo presentado en la seccién 2.1.3. Estos resultados se
pueden adaptar para los otros modelos propuestos y mostrar también la existencia de
equilibrios de Nash.

El procedimiento que seguimos es mostrar que se cumplen las condiciones del teo-
rema de punto fijo de Kakutani para la correspondencia de mejor respuesta asociada
con la funcion de utilidad esperada del modelo.

Para empezar, mostramos la continuidad de la funcién de utilidad esperada.

Teorema 2.1. La funcién de utilidad esperada es una funcién continua en el plan de
estrategias condicionadas de cada jugador.

Ahora tenemos algunas propiedades del conjunto de perfiles de estrategias condi-
cionadas.

Teorema 2.2. El conjunto () es un subconjunto no vacio, compacto y convexo de R?
t—1
T
con g =, 15 S0 (Ser 1931)

Definimos para cada jugador i la correspondencia de mejor respuesta BR; para el
perfil parcial x_; como:

BRi(x_;) = {2} € Q; | Ei(x_;,x}) > Ei(x_;,y;) para todo y; € Q;}

y mostramos algunas propiedades de dicha correspondencia.
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Teorema 2.3. La correspondencia de mejor respuesta BR: () — ) dada por
BR({L') = (BRl(I'_l), BRQ(ZL'_Q), ey BRN(I_N))
es una correspondencia no vacia con grafica cerrada.

Para demostrar la convexidad de la correspondencia de mejor respuesta se requieren
mas argumentos. Dado un plan de estrategias mixtas z;, decimos que un plan de
estrategias y; para el escenario s = (s‘7!,...,s!) es similar a z; si 3 es un plan
en el que todas las estrategias mixtas son idénticas a las de x;, excepto la que esta
condicionada por s, la cual es reemplazada en y; por una estrategia pura s{ para la
cual se cumple que z;(s¢ | s*) > 0. Es decir, la estrategia s se elige con probabilidad
positiva bajo x; frente al escenario s’. El conjunto de planes similares a z; para el
escenario s’ se denota por Wj(x; | s).

A continuacion mostramos una serie de resultados que nos llevaran a demostrar la
convexidad de la correspondencia de mejor respuesta.

Lema 2.1. Seax € @ tal que para el jugador i, z; € BR;(z_;). Entonces para cualquier
escenario s’ = (s*~1, ... s!) y cualesquiera planes y;, 2; € Wi(x; | s) se cumple que

Ei(m—hyi) = Ei(x—ia Zz)

Lema 2.2. Sea x € @ tal que para el jugador i, z; € BR;(z_;). Entonces para
cualquier escenario s* = (s7!,... s!) y cualquier plan y; € W;(z; | s) tenemos que

Ei(z) = Ei(x_i,ys)

El siguiente corolario se sigue facilmente al aplicar el resultado anterior a cada
estrategia pura en el plan de estrategias mixtas ;.

Corolario 2.1. Sea z € @ tal que para el jugador i, x; € BR;(z_;). Para cualquier
escenario s = (s*~1, ... s!), si el plan de estrategias mixtas condicionadas y; para el
escenario s’ es tal que W (y; | s*) C Wi(z; | s*), entonces

Ei(x) = Ei(v—i, i)
Y el siguiente corolario se sigue de aplicar el corolario anterior a los planes y; y z;.

Corolario 2.2. Sea z € (@ tal que para el jugador i, z; € BR;(xz_;). Para cualquier
escenario s = (s‘71,...,s!), si los planes de estrategias mixtas condicionadas y; y z;
para el escenario s* son tales que Wi(y; | s*) C Wi(z; | s°) y Wi(z | s') C€ Wiz | s),
entonces

Ei(mfhyi) = Ei(xfia Zz)

Generalizamos los resultados anteriores en el siguiente teorema.
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Teorema 2.4. Sea = € @ tal que para el jugador i, x; € BR;(z_;). Entonces para
cualquier escenario s’ = (s*71,... s!) y cualesquiera dos planes de estrategias y;, z;,
tales que W;(y; | 8°) C Wi(x; | s*) y Wi(z | s*) € Wi(w; | ), se cumple que

Ez'(l’—i,yi> = Ei(iU—i,Zz‘)

Notemos que si x; y «} son mejores respuestas para x_;, entonces E;(x_;, x;) =
Ei(x_;,x}) y por lo tanto el plan z = (z; + x})/2 es una mejor respuesta a z_;, y
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.5. Sea x_; un perfil parcial de planes de estrategias. Si y;, z; son planes de
estrategias tales que para el escenario s = (s*~!,...s!) existen z;, 7} € BR;(z_;) para
los que se cumple que W(y; | s°) C Wi(x; | s) y Wiz | s¥) € Wi(a | %), entonces

Ei(l’—i,yi) = Ez(l’—iyzz‘)

Con lo anterior podemos demostrar la condiciéon de convexidad para la correspon-
dencia de mejor respuesta.

Teorema 2.6. La correspondencia de mejor respuesta BR es convexa.

Dados los resultados anteriores, tenemos que la correspondencia de mejor respuesta
cumple las condiciones del teorema de punto fijo de Kakutani, que garantiza la exis-
tencia de al menos un punto fijo para BR. Facilmente podemos ver que un punto fijo
de BR corresponde a un equilibrio de Nash del modelo y viceversa. De esta forma,
tenemos el resultado principal.

Teorema 2.7. Todo juego secuencial con horizonte finito y proceso de seleccién de
turnos con conjuntos de estrategias finitos tiene al menos un equilibrio de Nash.

2.3 Ejemplos

2.3.1 Unos y ceros

Dos jugadores realizan el siguiente juego: en cada turno, una moneda es lanzada al aire
para elegir un jugador, si cae aguila se selecciona al jugador 1, si cae sol se selecciona al
jugador 2. Tras este lanzamiento, el jugador seleccionado puede elegir entre anadir al
contador del juego 0 6 1. Lo anterior se repite T" veces. El contador del juego empieza
en cero, e indica lo que un jugador pagara al otro, de acuerdo a la paridad del contador
después de los T' turnos. Si el contador es impar, el jugador 1 gana esa cantidad del
jugador 2, y si el contador es par, el jugador 2 gana esa cantidad del jugador 1.

Notemos que en el juego anterior, el jugador que es seleccionado al ultimo es el que
decide quién gana, pues con su eleccion puede cambiar la paridad del contador. Las
elecciones realizadas anteriormente solamente afectan la cantidad que se intercambia
al final del juego.
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Para el caso de T' = 2 periodos, podemos hallar facilmente que:

z1(00)=0 z1(1]0)=1
r1(0]1)=1 z1(1]1)=0
29(00) =1 x9(1]0)=0
(0] 1) =0  a9(1]1)=1

1 1 sl4s241
x1(52\sl):§+( >2

1 1 sl+s
x2(32|31):§—|—( )2

En este juego, las funciones de utilidad estan dadas por:

wi(s?,5) = (1) (s 4 )

uy(s?,51) = (—1)° Hs? (s* + 5?)

La utilidad esperada del jugador 1 esta dada por:

= > > S ST )T 4 (s | S pu(nP)w (s)pi(n)

nle{1,2} s1€{0,1} n2€{1,2} s2€{0,1}

= p® — 2pqz1(1) + pg — 2¢°z5(1)

donde p;(1) = py p1(2) = ¢ = 1 — p para cualquier jugador i. Facilmente podemos ver
que Ej(x) = —Fs(x) ya que las ganancias de un jugador son las pérdidas del otro.

Por lo tanto, el jugador 1, para maximizar su utilidad esperada, debe elegir z;(1) =
0, mientras que el jugador 2 debe elegir x9(1) = 1. Es decir, si el jugador 1 es selec-
cionado en el primer turno, elige mantener el contador en 0, mientras que si el jugador
2 es seleccionado, elige incrementar el contador a 1.

Ahora estudiemos el caso en el que T' = 3. de igual forma que antes, tenemos las
estrategias para cada uno de los jugadores en forma sintetizada:

1 -1 sl4s24s3+1
$1(83|82,Sl):§+( ) 5

1 _1 sl4s24s3
zo(s? | 8%, 8') = 5t (Gl 5

y las funciones de utilidad son:

u1($3,82,81) _ (_1)51+52+s3+1<81 + 24 53)

_ (_1)51+52+s3<81 + 24 83)
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La funcién de utilidad esperada para el jugador 1 se puede reducir hasta llegar a la
siguiente expresion:

Ey(z) = (1 —z:(1))p” + (1 — 22(1))pg
— 2(z1(1 | 0)pg + z2(1 | 0)¢*((1 — 21(1))p + (1 — 22(1))q)
+ (1 + 221 (1 | 1))p® + (1 + 222(1 | 1))pg)(z1(1)p + z2(1)q)
— 221(1)pg — 225(1)¢?

donde los términos que tienen z1(1 | 0) son no positivos, por lo que para maximizar
la utilidad esperada, z1(1 | 0) = 0. Como Ey(x) = —Ej(x), los términos que tienen
x9(1 | 0) son no negativos en Fy(z), por lo que z5(1 | 0) = 1 maximiza la utilidad
esperada. De esta forma obtenemos

Ei(z) = (1 —21(1))p" + (1 — 22(1))pg — 2¢*((1 — 21(1))p + (1 — 22(1))q)
+ (1= 2z1(1 | 1))p* + (1 + 222(1 | 1))pg) (z1(1)p + 22(1)q)
— 221(1)pg — 222(1)¢*

y siguiendo un razonamiento similar a lo hecho anteriormente, observamos que (1 |
1) =1y z2(1]1) =0 maximizan la utilidad esperada del jugador respectivo, asi

Ey(x) = (1 —a1(1))p” 4+ (1 — 22(1))pg — 2¢°((1 — 21(1))p + (1 — 22(1))q)
+ (3p* + pg) (21 (1)p + 22(1)q) — 221 (1)pq — 222(1)¢?
=p—2¢> + (2pa1(1) + 2q22(1))(p — q)

Por lo tanto, z1(1) y x2(1) se eligen de acuerdo a la relacién entre p y g¢:
1. Sip < ¢, entonces z1(1) =0y z5(1) = 1.
2. Sip> q, entonces z1(1) =1y x2(1) = 0.

3. Si p =g, entonces x; y x2(1) pueden tomar cualesquiera valores en [0, 1].

2.3.2 Seleccién de deportistas

Ahora tenemos un juego en el que combinamos dos de los modelos presentados ante-
riormente, pues las probabilidades del proceso de seleccion de turnos y los conjuntos
de estrategias cambian en cada periodo de acuerdo a las decisiones hechas antes en el
juego.

En una liga de deportes, cada ano los dos equipos involucrados deben elegir entre
algunos atletas para ser parte de su equipo. En este ano deben decidir entre el atleta
Ay el atleta B. Ambos equipos saben que elegir a A les da una utilidad de 1, mientras
que elegir a B les da una utilidad de 2. La utilidad final obtenida es la suma de las
utilidades de los atletas elegidos para el equipo.
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Sin embargo, el método por el cual elegiran es el siguiente: en cada uno de los dos
turnos de eleccién, cada equipo tiene una probabilidad positiva de ser elegido para ser
el que haga la decision en ese turno. Como el equipo 1 fue el mejor el ano anterior, tiene
una probabilidad de ser elegido en el primer periodo de 1/3, mientras que el equipo 2
tiene una probabilidad de ser elegido en el primer periodo de 2/3.

Para la seleccion en el segundo periodo, las probabilidades cambian dependiendo
de la eleccién realizada en el primer turno, y de cual fue el equipo que decidio. Si el
equipo que decide en el primer turno toma al atleta A, entonces su probabilidad de ser
elegido para el segundo turno se reduce a la mitad de lo que tenia anteriormente. Si el
equipo que decide en el primer turno toma al atleta B, entonces su probabilidad de ser
elegido para el segundo turno se reduce a la tercera parte de lo que tenia anteriormente.

Denotemos por S; = {A;, B1} y Sa = {As, B2}, donde los subindices de A y B
solamente indican el jugador que tomé dicha decisiéon. Como ambos jugadores conocen
las probabilidades del proceso de seleccion de turnos, tenemos que p; = ps y ambas las
denotaremos simplemente por p.

p(l) =1/3 p(2) =2/3

p(1]A) =1/6 p(2 ] A) =5/6
p(1]By) =1/9 p(2| Bi) =8/9
p(1] Ay) =2/3 p(2] Ay) =1/3
p(1] By) =17/9 p(2] Bs) =2/9

Con esto podemos calcular la funcion de utilidad esperada para cada equipo. Note-
mos que, dado que la segunda eleccién es automética, z;(A; | By) = x;(B; | Ax) =1
para todas j, k € {1,2}.

25 1 10
Ei(z) = 22 & a1 (A) + ——as(A
1) = 57 + gzn () + gea(A)
16 7 10
EQ(ZE‘) = 3 + 2—7[E1<A1) — 2—7.T2(A2>

Por lo tanto, para maximizar sus funciones de utilidad esperada, el equipo 1 debe
seguir la estrategia x1(A;) = 1y el equipo 2 debe seguir la estrategia z3(As) = 0. Es
decir, el equipo 1 debe elegir al atleta A si les corresponde elegir en el primer turno,
mientras que el equipo 2 debe elegir al atleta B si les corresponde elegir en el primer
turno.

2.4 Demostraciones

Demostracién (Teorema 2.1). Para un perfil dado de estrategias condicionadas x =
(z1,...,2,), la utilidad esperada del i-ésimo jugador se puede escribir de la siguiente
forma:

Ej(l‘) = Z Z ui(STw"’Sl)xi(ST | ST_lv"'731)pi(i)"'xi(sl)pi(i)

Slesi STGSi
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+ Z Z Z Z wi(sh, . 8T ST sh)

ntel\{i} s'€S 1 s2€5; sTes;
X pi(i) - 2 (s* | s)ps (D) (s )ps(nt) + - -

+ Z Z Z Z wi(s?, ... s (st | s st

stes; sT-leS; nTel\{i} sTeS,

xpi(nD)a(sT 1| 872, s i) - (sY)pa(d) | + -

+ Z Z Z Z ui (st ... s )w,r(sT ] 8T s

ntel\{i} s'€S, 1 nTel\{i} sTeS, r
X pi(nT) = ~xn1(51)pi(n1)

donde el primer término es la suma de las funciones en T  variables que dependen
todas del jugador i, luego el siguiente término entre paréntesis es la suma de todas las
funciones en T' — 1 variables que dependen del jugador i, y asi sucesivamente hasta el
ultimo término que es una funcién constante para i. Por lo tanto, la funcién de utilidad
esperada es una funcién continua sobre el plan de estrategias del jugador 1. |

sc=1 ... s!), la estrategia

Demostracién (Teorema 2.2). Para un escenario fijo s’ = (
condicionada mixta del jugador i para el escenario s’ se encuentra en un (a‘—1)-sfmplex
Ay(Si(sY)) € RI¥l donde af = |S;(s’)| v Si(s) son las estrategias que puede elegir el
jugador i dado el escenario s'.

Para cada periodo t, el escenario s'~! depende de t — 1 elecciones previas, por lo que

el jugador debe tener una estrategia para cada posible escenario. En el peor de los casos,

t—1
hay (Zjel |Sj|> escenarios. Esto es para todos los periodos t € {1,...,T} y para

t—1
todos los jugadores i € I. Por lo tanto, tenemos ¢ = >, [S;| - S <Zj61 |Sj\> :

Ademis, Q; = XsA;(Si(8)), @ = Xier Qi Dado que @ es el producto cartesiano de
simplices, () es un subconjunto no vacio, compacto y convexo.

Demostracién (Teorema 2.3). Dado que la funcién de utilidad esperada es una funcién
continua definida sobre un conjunto compacto, para cada jugador ¢ y cada x € () debe
alcanzar su maximo en algin punto z; € ();. Por lo tanto, BR; es no vacia para cada
jugador y para cada x € (@, lo que implica que BR es una correspondencia no vacia
para toda x € Q).

Ahora, consideremos una sucesion de perfiles de estrategias (zp));2,, y la sucesién
de mejores respuestas asociada (z,);2,, es decir, zp € BR(xy) para toda h € N.
Supongamos que ambas sucesiones son convergentes y z* = limy_,oozp y o7 =
limy, o a:fh]. Si fijamos al jugador 7, tenemos que x{h]i € BR(xp)_,), por lo que

Ei(x[h]_px/[h]i) 2 Ei(x[h]_iayi)
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para cualquier y; € Q;. Como la funcién de utilidad esperada es continua sobre el plan
de estrategias de cada jugador, podemos tomar limites en ambos lados y preservar la
desigualdad

lm E; () z”x/[h}i) hlm Ei(rw_,;,vi)

h—o00

e intercambiando el orden de los limites y las sumas
Ey(a%;,2}7) > Ei(a%;, i)

para toda y; € Q. Esto implica que x}" € BR(z* ) para cada jugador i, y por lo tanto,

" € BR(x*). [ ]
Demostracién (Lema 2.1). Fijamos el escenario s* = (s*%,...,s!), con s’ € S1,...,
s“=1 € S..—1 para los jugadores n', ... n‘"! seleccionados en los primeros £ — 1 turnos.

Supongamos que E;(z_;, ;) > Eij(x_;, z;) para algunas y;, z; € Wj(z; | 8°). Observemos
que E;(z_;,y;) se puede reescribir en dos partes como

(i, yi) Z Z Z Z Z ui(st,. .., z’se)

steS; nftlel s*+1eS 444 nTelsTeS p
X apr(sT | 5770 st s s () - -
X e (8770 80 s s pi (T (st | s L s ps(d)

0—1 | L2 1 -1 1 1
X xpe-1(sT |82 s )pi(nT ) e (s)pi(n)
T 1 T T-1 1
—i—E E E E wi(s ... 8 )xr(st | s, s
ntelsteS, 1 nTelsTeS r
T 1 1
< pin?) - (")
dond 1 d t 1 1 -1 ¢ 1 -1 0
onde en la segunda parte se cumple que (n',...,n" ', n") # (n*,...,n""' n") o que
(st, ..., 871 # (s, ..., s"71). Unaexpresion andloga se puede encontrar para E;(z_;, z;).
Podemos observar que y; v 2; solamente se utilizan en la primera parte de la expresiéon
anterior, por lo que

Z Z Z Z Z wi(sT, .. st s

steS; nftlel s*+1eS 14 nTel sTeS 1
x apr(sT | 877 st s L s () - -
X Lo (87 8685 s pi (T ) ys(st | s L s )pi(d)
x wpe (s s s p (0T - (s ps ()
>Z Z Z Z Z wi(s”, ..., s% 8%
steS; nttiel st+ies 414 nTel sTeS r
x apr(sT | 8T 80 s L s () - -

X Lo (870 s s s pi () zi(s | s L s )pi(d)
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X et (s s pa(nTh) - (s pa(n)

Esto implica que, si s y t¢ son estrategias tales que y;(sf | st) =1y 2z;(tf | sf) =1
entonces es posible reemplazar la probabilidad de elegir s¢ en x; dado el escenario s
por x;(s! | s*) 4+ (! | s) y la probabilidad de elegir t{ en z; dado el escenario s* por 0.
De esta forma, encontramos una respuesta a r_; que da una mayor utilidad esperada
que x;. Pero esto es una contradicciéon al hecho de que x; era una mejor respuesta a
x_;. Por lo tanto, E;(x_;,y;) = Ei(r_;, z;) para todo y;, z; € Wi(z; | ). [ |

~

Demostracién (Lema 2.2). De manera similar al lema anterior, E;(z) se puede escribir
en dos partes

Ei(x_iy;) = Z Z Z Z Z ui(sT,...,se,sg)

steS; nttlel s*T1tesS o1y nTelsTeS, r
x x,r(sT | 8T st st L s )pi(nT) - -
X Tperr (87| 868 L s () (st | T L s pa(d)
X Tpe-1 (s s s pi (T o (8D pa(n?)

+Z Z Z Z ui(s”, ..., s z,r(st | 5T st

ntelslesS, ) nTelsTeS r
x pi(nt) - wpn (s )pi(nt)
donde en la segunda parte se cumple que (n',..., n"t n?) # (n!,... . n*1 n%) o que

(st,..., s # (st,...s"71). La primera parte de la expresién anterior se puede ree-
scribir como

DD S SRS SIb ST
ZiGWi((EﬂSz) Slesi nttlecl SZ+1€STL[+1 nTel STESnT
sT T o st s sp(nT) -
S (st S st | sp)

Se_l | 56_27 cee 7sl)pi<n€_1> t Tt (Sl)pi(nl)

X $nT(

X Tperr (8771 ] 54,871

X ZEnefl(

es decir, la primera parte de la expresién en el lema 2.1 se escribe como una suma
ponderada donde para cada z; € W;(z; | s'), ponderamos con z;(s; | s*) y ademas
tenemos que s; se elige como la estrategia en el escenario s’ tal que z;(s; | s*) = 1
para cada z;. De esta forma tenemos que la utilidad esperada del perfil = se escribe
como la suma ponderada de las utilidades esperadas de todos los planes similares en
Wi(z; | s°). En el lema 2.1 mostramos que todas las utilidades esperadas son iguales
para todos los planes similares dentro de un mismo W;(z; | s) y por lo tanto tienen el
mismo valor. Dado que los pesos con que se ponderé la suma cumplen que suman 1,
se sigue la igualdad. |
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Demostracién (Teorema 2.6). Como se observé anteriormente, dadas x;, x; mejores
respuestas a un perfil parcial x_;, tenemos que cualquier combinacién convexa de x; y
x_; también es una mejor respuesta, ya que E;(x_;, x;) = E;(x_;, x}), por lo que para
zf = Ax; + (1 — A\)z} con X € [0, 1] tenemos también que E;(z_;, x}) = Ej(x_;,z;). A

i



Capitulo 3

Juegos con proceso de seleccion de
turnos con informacion incompleta
y analisis de sensibilidad al riesgo

En este capitulo se discute el modelo que se abordé anteriormente y lo adaptamos para
poder considerar, por una parte, la situacion en la que los jugadores desconocen toda
la informacién de sus oponentes, para lo cual procedemos de una forma analoga a lo
hecho por Harsanyi [37], [38] al considerar tipos para cada uno de los jugadores, de
forma que al menos los individuos conocen las posibles alternativas de oponentes que
pueden tener y por ende, asignar una probabilidad a cada alternativa. Por otra parte,
también consideramos el caso en el que los jugadores son sensibles al riesgo, es decir,
ya no consideramos directamente su utilidad a lo largo del juego, sino que anadimos el
elemento temporal a las utilidades, y esto lo hacemos siguiendo a Arrow [2] y a Pratt
[69].

3.1 Modelos

3.1.1 Modelos neutrales al riesgo

Primero modificamos el modelo para considerar informacion incompleta, es decir, per-
mitimos que los jugadores puedan tener diferentes tipos 6;, que cambian el compor-
tamiento de cada jugador al modificar sus funciones de utilidad. Cada jugador tiene
un tipo determinado antes de que empiece el juego, y el tipo especifico de cada jugador
solamente es conocido por el jugador mismo, sin embargo, todos los jugadores conocen
el conjunto de posibles tipos que puede tener cada jugador, y las funciones de utilidad
asociadas a cada uno de los posibles tipos.

Por lo tanto, para cada jugador ¢ tenemos un conjunto finito de tipos ©;. Antes de
que empiece el juego, un tipo 6; € ©); se elige para cada i. Para poder estudiar el juego,
cada jugador tiene una distribucién a priori de los tipos de todos los jugadores (incluido

41
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¢l mismo) d;: © — [0, 1], donde © = X;¢;0;; dicha distribucién se puede refinar una
vez que el jugador sabe cual es su tipo en el juego. Para esto, la distribucion d; debe
ser bayesiana, es decir, para cada jugador i:

AN =)
0=

i = |8 — o) = 0=

Q.

para todo a € ©; y todo ¢ € ©_; = x;4,0;, en donde d}": ©; — [0, 1] es la distribucién
marginal para el jugador <.

Para este caso, las funciones de utilidad, como se mencionaba anteriormente, también
dependen del tipo de cada jugador, es decir, ahora se definirdn como u;(- | 6;): Z — R.

Para facilitarnos el trabajar con diferentes situaciones de incertidumbre, ésta se
trabajarda por pasos, siguiendo las ideas presentadas en Shoham y Leyton-Brown [77]
y adaptandolas a nuestros modelos.

Dado que ya dentro de los modelos tenemos las utilidades que dependen del tipo de
los jugadores, ademas de que tenemos las distribuciones de probabilidad de los tipos,
podemos definir la utilidad esperada ex-ante para el jugador ¢ cuando el perfil z € @)
se ha elegido como:

:ZZ Z Z Z di(O)ui(s”, ..., s" | 6;)

0O nlelsteS 1 nTelsTeS r
X xr(st [T N 0, pi(nT) - @ (s ] G0 )pi(nt)

A partir de esta utilidad, podemos definir un equilibrio de Bayes-Nash para
nuestro modelo, que sera un perfil z* € @) tal que

Ei(z*) > Ei(x;, 27,)

para todo x; € () y todo jugador .

Sin embargo, como se mencionaba en las definiciones para modelos clasicos, hay
varias fuentes de incertidumbre en el juego, por lo que se trabaja en pasos mediante
las definiciones intermedias de utilidades esperadas. Por ello, definimos también las
versiones de éstas para nuestro modelo.

La utilidad esperada ex-post para el jugador ¢ dado que se elige el perfil x € @)
y el vector de tipos de los jugadores es 6 y conocido, se define como:

9):2 Z Z Z ui(s, ..., 5" 6;)

nltelsleS, 1 nTel sTeS, r
stLsT s On)pi(nT) (5T | O )pi(n')

La utilidad esperada ex-interim para el jugador i dado que se elige el perfil
x € @ y el jugador conoce su tipo 6;, se define como:

Z Z Z Z Z di(ei‘efi)UKST,...,Sl‘(91-)

0—€0_;ntelslesS, 1 nTelsTeS r

X .an(
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< ayr(st | T s O )pi(nT) (s ] 00 )pi(n')

Por lo tanto, tenemos que la utilidad esperada ex-interim se puede escribir en
términos de la utilidad esperada ex-post como

0_;€0_;

y de manera similar, utilizando la definicién anterior, tenemos que la utilidad esperada
ex-ante se puede escribir en términos de la utilidad esperada ex-interim como

Ei(x) = d"(0)Ei(x,0:)
916@1'
o bien, en términos de la utilidad esperada ex-post como

Ei(z) = di(0)Ei(x,0)

0cO

3.1.2 Modelos sensibles al riesgo

Modificamos nuestro modelo de juegos secuenciales sin orden de turnos para estudiar
el comportamiento de jugadores propensos al riesgo y adversos al riesgo. Para esto,
utilizamos una variable de sensibilidad al riesgo A;, con la cual podemos definir el
coeficiente de aversién al riesgo [2], [69] como

_UM(2)
UM (2)

ri(z) = z € (—00,00)

donde Ui’\i es la funcién de utilidad modificada del jugador 7. Cuando el coeficiente
ri(z) es positivo, decimos que el jugador i es adverso al riesgo, mientras que si 7;(z) es
negativo, entonces i es propenso al riesgo.
El caso en el que r;(z) = 0 corresponde a los jugadores que son neutrales al riesgo,
ya que
d

ril2) = =5 los(U} () = 0

log(UM'(2)) +c =k
eCUZf\i/(z) =<
UM (2) +d = ez
y por lo tanto, la funcién de utilidad es lineal, que corresponde al caso neutral al riesgo.

Para los propositos de nuestros modelos, no vamos a tomar en cuenta el hecho
de que la sensibilidad al riesgo depende de la riqueza de cada jugador, ya que dada
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una ganancia o pérdida fija, ésta es relativa al estado actual del jugador si queremos
considerar un modelo completo de sensibilidad al riesgo. En este caso, se supondra que
esto no afecta, y por lo tanto r;(z) = \; constante.

Otra propiedad importante es lo que se conoce como la A-propiedad, que nos dice
que si una recompensa se incrementa en A, entonces el equivalente cierto del jugador se
debe incrementar exactamente en A sin importar si el jugador es adverso al riesgo, neu-
tral al riesgo o propenso al riesgo. En otras palabras, que dicho equivalente cierto (que
se define formalmente més adelante) no depende de variables externas (principalmente
de lo que se puede definir como la riqueza del jugador).

A partir de estas caracteristicas, se puede obtener que entonces la funcion de utilidad
modificada que usaremos debe ser de la siguiente forma:

— exp(—)\iz) if )\,L >0
UM (z) = 2 if A =0
exp(—A;z) if A <O

salvo transformaciones afines. Para el caso z # 0 podemos reescribir la funcién como
UMi(z) = —(sgn ;) exp(—\;2)

cuya funcién inversa estd dada por

1 1
UM (w) = =5 log(~(sgn M )w)
(2

El equivalente cierto para z se define como aquel valor cuya utilidad es exactamente
la utilidad esperada de elegir Z. Es decir, es aquel valor con el cual somos indiferentes
entre tomar el riesgo que conlleva z, o bien, la seguridad de recibir directamente Z.
Formalmente

U(c(2)) = E(U (%))

entonces tenemos que el equivalente cierto es

o(2) = UM (B(UX(2))

(2

= _%i log(—(sgn ;) E(—(sgn ;) exp(—AZ2)))

— 3 log(B(exp(~Ai2)

Ahora, para poder definir una utilidad esperada y un equilibrio para nuestro modelo
con sensibilidad al riesgo, definimos un operador de utilidad esperada EZ’\ tal que
E)(2) = E(exp(—\:Z2)).

La utilidad esperada para el jugador i con sensibilidad al riesgo A\; dado que se elige
el perfil z € ) se define como

Ez)\l(l’) — Z Z ... Z Z ef)‘iui(sT""’Sl)iL‘nT (ST | STily cee 31)

ntelsles, nTelsTeS r
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x pi(n®) -z (sH)pi(nt)
y a partir de esta podemos definir un equilibrio de Nash como un perfil z* € @ tal que
B} (%) > B (@i, 27,)

para todo jugador i.

3.1.3 Modelo sensible al riesgo y con informacion incompleta

Los dos modelos que se presentaron en las dos secciones anteriores se pueden combinar
en uno sélo para estudiar situaciones en las que el juego tiene informacién incompleta
respecto a los tipos de los jugadores mismos que tienen sensibilidad al riesgo. Como
se hizo antes, los tipos de los jugadores afectan solamente la funciéon de utilidad, y en
este caso, son independientes de la sensibilidad al riesgo de los jugadores.

En este caso, también tenemos que definir utilidades esperadas que dependen de la
informacion que se tenga. Para empezar, la utilidad esperada ex-post del jugador
1 al elegirse el perfil x € () cuando el vector de tipos para los jugadores es 6 € ©
conocido, se define como

CRCTED DD VRN Sl DSy

nlel st €51 nTel STESnT
ST ’ STila ceey 81; enT)pz<nT) T Tl (51 ‘ enl)pz<n1)

A continuacion, la utilidad esperada ex-interim para el jugador i al elegirse el
perfil x € () si i sabe que su tipo es #; € O; se define como

CCUES D 3 3D o sETRTEE

0_i€0_; nlel s'eS 1 nTelsTeS, r

sT 1Tt sh 0,0 )pi(nT) - (st ] 0n)pi(nt)

X :L'nT(

X Z‘nT(

Y finalmente, la utilidad esperada ex-ante para el jugador i al elegirse el perfil
x €  se define como

A J]) — Z Z Z Z Z di(Q)B_Aiui(STv'“vSIWi)

e nlecrl sleSnl nTel STESnT

xayr (st | s s 0, )pi(nT) - x (st | 0 )pi(nt);

De manera similar a como se realizé anteriormente, la utilidad esperada ex-interim
se puede definir en términos de la utilidad esperada ex-post como

E)\ I 0 Z d 0 |9—7, E)\( 7<0i7e—i))
0_;€0_;
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y la utilidad esperada ex-ante se puede definir en términos de la utilidad esperada

ex-interim como
=) d"(0,)EN (x,0;)
0;€0;

o bien, en términos de la utilidad esperada ex-post como

= di(0)E} (x,0)
0cO
Por 1ltimo, podemos definir un equilibrio de Bayes-Nash como un perfil z* € @) tal
que
EM(a*) > B (x5, 27,)

para todo jugador 1.

3.1.4 Correspondencias de mejor respuesta

Para estudiar la existencia de los equilibrios definidos anteriormente, definimos las
correspondencias de mejor respuesta para cada uno de los casos en los que se tiene
informacion incompleta, ya que el caso de informacién completa respecto al tipo de
los jugadores es equivalente al caso en el que el conjunto de tipos es un singulete para
todos los jugadores.

Para el caso de informacién completa con jugadores neutrales al riesgo (o sin con-
siderar la aversién o propension de los jugadores al riesgo), la correspondencia de mejor
respuesta para el jugador i, dado que se enfrenta al perfil x_; € Q_; esta dada como

BRl([E_Z> = {Iz S Qz ’ EZ(I'“J]_l) Z EZ(Z%Z,I_J para todo Z%z € Qz}

Por otro lado, para el caso en que se considera la sensibilidad al riesgo de los
jugadores, ésta es conocida por todos los jugadores involucrados, es decir, los valores
A; son de conocimiento comun. De esta forma, la correspondencia de mejor respuesta
para el jugador ¢ se define con base en el equivalente cierto y dependiendo de si el
jugador en cuestién es propenso o adverso al riesgo. En el caso de ser propenso al
riesgo (es decir, A; < 0) la correspondencia de mejor respuesta para i se define como

1 1
— log (B} (x4, 7)) > —ylog(E?i(i’i;x—i))

para todo I; € Qi}

mientras que si el jugador es adverso al riesgo (es decir, A\; > 0) la correspondencia de
mejor respuesta para ¢ se define como

— g (BN (2, 71)) < —— log (B (35, 71))

BRi(x-;) = qx; € Qi
Ri(x_;) {IEQ N : N

para todo I; € QZ}
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3.2 Existencia de los equilibrios

Como se mencioné anteriormente, dado que el caso de informaciéon completa es un caso
especial del caso de informacién incompleta, trabajaremos con el caso de informaciéon
incompleta para las demostraciones.

El plan para demostrar en 1ltima instancia que el modelo propuesto tiene los equi-
librios que se definen arriba es mostrar que las correspondencias de mejor respuesta
satisfacen las hipdtesis del teorema de punto fijo de Kakutani, de forma tal que obte-
nemos que las correspondencias de mejor respuesta tienen un punto fijo y finalmente,
observando que un punto fijo de dichas correspondencias equivale a los equilibrios que
buscamos, tenemos el resultado.

Ademas, podemos observar que las proposiciones que se van demostrando, aunque
solamente se presentan para las utilidades esperadas ex-post, al tener las definiciones
de la utilidad esperada ex-interim y, més importante, de la utilidad esperada ex-ante
en términos de la utilidad esperada ex-post, tenemos que las proposiciones también se
cumplen para estas utilidades esperadas.

Teorema 3.1. Para cada jugador 7, la utilidad esperada ex-post es una funcién con-
tinua respecto al plan de estrategias condicionadas del jugador 7

Corolario 3.1. Para el caso de sensibilidad al riesgo, también tenemos que la utilidad
esperada ex-post es una funcién continua respecto al plan de estrategias condicionadas
de 7, para todo jugador 7.

El siguiente resultado es muy similar a lo que se tiene en el Teorema 2.2 y se
demuestra de forma analoga.

Teorema 3.2. El conjunto de perfiles de estrategias condicionadas () es un subconjunto

t—1
no vacio, compacto y convexo de R? con ¢ = 3, |Si|->1_, (Zje] |Sj|> Tier 1©k]-

Ahora trabajamos con la correspondencia de mejor respuesta, en donde veremos
que se encuentran las soluciones que buscamos.

Teorema 3.3. La correspondencia de mejor respuesta BR: () — () definida como
BR(xz) = (BRy(x-1),...,BRy(z_y))
es no vacia y tiene grafica cerrada.
Ademas, necesitamos que la correspondencia de mejor respuesta sea convexa.
Teorema 3.4. La correspondencia de mejor respuesta BR es convexa.

En resumen, los resultados anteriores muestran que la correspondencia de mejor
respuesta BR es no vacia, de gréfica cerrada y convexa definida en un subconjunto de
R4. Por el teorema de Kakutani, existe al menos un punto fijo de dicha correspondencia.
Dichos puntos fijos de la correspondencia de mejor respuesta son precisamente los
equilibrios de Nash (o Bayes-Nash).
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Teorema 3.5. Un perfil de estrategias condicionadas x* € () es un punto fijo de la
correspondencia de mejor respuesta BR si y solo si es equilibrio de Nash para el juego
con sensibilidad al riesgo (o equilibrio de Bayes-Nash para el juego con informacién
incompleta).

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado para los juegos que se proponen en este
capitulo:

Teorema 3.6. Todo juego modelado mediante juegos secuenciales sin orden de turnos,
los cuales pueden tener informacién incompleta o sensibilidad al riesgo, tienen al menos
un equilibrio de Nash (o de Bayes-Nash).

3.3 Ejemplos

Ejemplo 3.1. En el primer juego que proponemos se tienen dos jugadores, y dos turnos
en los cuales no se sabe cudl jugador va a tomar una decisiéon. En el primer turno,
los jugadores tienen la opcion de elegir entre A y B, mientras que en el segundo turno
pueden elegir entre C' y D. Para cada uno de los turnos, ambos jugadores tienen las
mismas probabilidades de ser elegidos. Por ultimo, el jugador que elige en el segundo
turno desconoce la eleccion del jugador en el primer turno a menos que él mismo haya
tomado la primera decisién. En resumen, el juego se puede representar mediante la
siguiente figura.

Figura 3.1: Un juego secuencial con dos periodos.

Podemos notar que en dicho juego no se tienen estrategias dominadas, ya que ambos
jugadores pueden preferir C' o D en el segundo turno dependiendo de lo que ocurrié
en el primero, y de igual forma, ambos jugadores pueden preferir A o B en el primer
turno dependiendo de lo que se vaya a elegir en el segundo.
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Para estudiar este juego, se empieza con el segundo turno y viendo las diferentes
posibilidades, principalmente en el caso en que diferentes jugadores eligen en cada
turno.

Si tenemos que el jugador 2 elige en el primer turno, y el jugador 1 elige en el
segundo turno, entonces la utilidad esperada del jugador 1 es

E@)= Y > w(ssHpDzi(s | s )pi(2)wa(s")

sle{A,B} s?2¢{C,D}

= 0.25(u1 (C, A)z1(C | A)z2(A) + ui (C, B)x1(C' | B)z2(B)
+uy(D, A)z1(D | A)za(A) + wi (D, B)z1(D | B)za(B))

= 0.25(u1 (C, A)z1(C' | A)z2(A) + ur (C, B)x1(C' | B)(1 — 25(A))
(D, A)r(D | A)za(A) + (D, Byra(D | B)(1 — 2(A)))

= 0.25(uy (C, A)z1(C)ag(A) + ur (C, B)x1(C)(1 — z2(A))
+ui(D, A)xy(D)x2(A) + ur(D, B)z1 (D) (1 — x2(A)))

= 0.25(5 — 2x5(A))z1(C) + (222(A) + 4)(1 — 21(C)))

= 0.25((1 — 422(A))z1(C) + 229(A) + 4),

donde las estrategias del jugador 1 se pueden escribir sin la condicion de qué se eligio
en el primer turno puesto que ese movimiento es desconocido para el jugador 1.
Por lo tanto, se tienen tres casos:

1. Sia9(A) > 1, entonces z1(C) =0y z1(D) =1

2. Si @y(A) < 1, entonces 21(C) =1y z1(D) =0

3. Si x9(A) = 1, entonces x1(C) € [0,1] y 1(D) = 1 — 25(C)

Ahora vemos la utilidad esperada del jugador 2 para el juego que esta dada por

B@= 3 Y Y Y w s | s (s)

nle{1,2} sle{A,B} n2€{1,2} s2€{C,D}
= 0.25{[2u2(C, B) 4+ uz(C, B)x1(C' | By) + us(C, B)x2(C' | By)
+ us(C, B) + ua(D, B)x1(D | By) 4+ us(D, B)za(D | By)]
+ [—u2(C, B) + us(C, A)xo(C' | A1) — ua(C, B)ea(C' | By)
+us(D, A) +ua(D, A)xo(D | Ay) — ua(D, B)xo(D | By)]z1(A)
+ [uz(C, A)xq(C' | Ay) — uz(C, B)z1(C' | Bg) — ue(C, B)
+us(D, A)x1(D | Ay) — ua(D, B)x1(D | Bg) + ua(D, A)]z2(A)}

en la cual nos enfocamos en el factor que multiplica a z5(A), el cual es

de forma que obtenemos tres casos:
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1. Si21(C) < 2, entonces z9(A) =1y 22(B) =0
2. Sizy(C) > 2, entonces z2(A) =0y 21(B) =1

3. Six1(C) = 2, entonces z2(A) € [0,1] y z1(B) =1 — z2(A)

87

Juntando lo que hemos obtenido al estudiar cada turno por separado obtenemos
que los posibles equilibrios cuando el jugador 2 es elegido primero y el jugador 1 es
elegido segundo son:

1. 29(A) =1, 29(B) =0, 21(C) =0y 21:(D) =1
2. JIQ(A) = 0, IQ(B) ==

—_

,21(C) =1y (D) =0

3. wa(A) = §, aa(B) =}, (€)= Fy (D) = §

1 3
47 8

Realizando un analisis similar para el caso en que el jugador 1 es elegido en el primer

turno y el jugador 2 es elegido en el segundo turno obtenemos que los equilibrios para
el juego son

Lo 2(A)=1,2,(B) =0, 25(C) =0y 22(D) =1
2. 21(A)=0,21(B) =1, 22(C) =1y z2(D) =0
3. 01(4) = 1 (B) = &, 42(C) = 3 ¥ (D) = }

4

Ejemplo 3.2. Utilizando el mismo juego que se propuso en el ejemplo 3.1, ahora
hacemos que el jugador 1 sea adverso o propenso al riesgo, mientras que el jugador 2
se mantiene neutral al riesgo. En este caso, la utilidad esperada del jugador 1 estard
dada por

Bo= 3 3 Y 3 e (@ | e (s ()
nle{1,2} s1e{A,B} n2e{1,2} s2€{C,D}
= 0.25((e” 1 OB (2 4 21 (C' | By) + 25(C' | By))

+e M PB) (21 (D | By) 4+ 25(D | By)))

+ [—e @B (1 4 2(C | B)) + e M@z, (C| 4))
+ e 2P L gy (D] Ay) — e P By (D | By)]z1(A)

+ {7 O (O] Ap) — e OB (1 41 (C| By))
+e P 4 g (D | Ay)) — e 1P By (D | By)}aa(A))

y de manera similar a lo que se hizo en el ejemplo anterior, lo que nos interesa es

estudiar el factor que se encuentra dentro de los corchetes para determinar como sera
x1(A). Sustituyendo en ese factor obtenemos

P14 21(C) + e Paa(C) + e (L + 2(D)) — e Py (D)
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— 2676>\ _ 675/\ _ 674)\ + (673)\ 4 674/\ _ 675)\ _ 676)‘)1'2(0)
por lo cual el equilibrio no trivial se obtiene cuando

. eAA 4 oA _ 9p6)
22(C) = e 1 o—4A _ o-5A _ o—6A

Cuando el jugador 1 es propenso al riesgo, es decir A < 0, entonces x5(C) > %, y
pensando en que x5(C') representa lo que el jugador 1 cree acerca de lo que el jugador
2 va a hacer, entonces el jugador 1 escoge x1(A) incluso cuando cree que z5(C') se elige
con mayor probabilidad que %. Por otra parte, si el jugador 1 es adverso al riesgo, es
decir A > 0, entonces x5(C) < % lo que quiere decir que el jugador 1 requiere que C'
sea elegida con menor probabilidad por el jugador 2 para que se arriesgue a elegir A.

Si al contrario de lo que se especificd al principio, al jugador 1 se le deja neutral
al riesgo mientras que el jugador 2 ahora es propenso o adverso al riesgo, podemos
estudiar lo que ocurre. Para ello, obtenemos la utilidad esperada para el jugador 2

& () = 0.25((e P2+ 21 (C | By) + 2(C | By))
+ e PB) (4 (D | By) + 25(D | By)))
+ [—e OB (1 4 2,(C | B)) + e 2@, (C | Ay)
+ e Pt ay(D | Ay) — PPy (D | By (A)
4 {e @Ay (O] Ay) — e*/\“2(C’B)( +21(C' | By))

Jay (
+ e BN 4 2 (D | Ay)) — e 2P Bz (D | By)}as(A))

de donde el factor que nos interesa esta entre llaves. Al sustituir los valores obtenemos

e 201(0) = N1+ 21(C)) + e (1 4 21(D)) — e Py (D)
— 2677)\ _ 676/\ _ 673)\ + (672)\ 4 673/\ _ 676)\ _ 677)‘)£U1(C>
con lo que el equilibrio no trivial ocurre cuando

. eB 4 g6 _ 9= TA
21(C) = 62X 1 g BX _ o6 _ oA

En este caso, cuando el jugador 2 es propenso al riesgo, tenemos que z1(C') > g por
lo que el jugador 2 se arriesga a escoger A incluso cuando el jugador 1 escoge C' con
mayor probabilidad; mientras que cuando el jugador 2 es adverso al riesgo, entonces
r1(C) < g asi que el jugador 2 requiere que el jugador 1 elija C' con menor probabilidad
a comparacion del caso neutral al riesgo.

Ejemplo 3.3. Por ultimo, anadimos otra variacién al juego. Ahora el jugador 2 tiene
dos diferentes tipos, con lo cual sus utilidades van a cambiar. Para el tipo «, utilizare-
mos las utilidades del juego que se propuso en el ejemplo 3.1 mientras que para el tipo
5 el juego tendra la estructura que se muestra en la figura 3.2
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3,7

6,2

9,3

b
s

/ \/ |

4,6

Figura 3.2: Variacion del juego en la cual el jugador 2 es de tipo 5.

Ademas de esto, se sabe por todos que el jugador 2 es tipo a con probabilidad 0.4
y es tipo 3 con probabilidad 0.6.

Estudiamos el caso en el que el jugador 1 es elegido en el primer turno y el jugador
2 en el segundo turno. El término que nos interesa en la utilidad esperada del jugador
1, con las sustituciones adecuadas, es:

(3 — 4(0.425(C; ) + 0.625(C; B)))x1(A)

mientras que el término que nos interesa en el caso del jugador 2, también con las
sustituciones pertinentes, es

94 25(C; a)[—8x1(A) + 3] + x2(C; 5)[8x1(A) — 3]

Usando estas dos expresiones, podemos determinar los equilibrios que serian:

2. r1(A) = %, x1(B) = g y para el %ugador 2, cualesquiera estrategias mixtas tales
que 0.4z5(C; a) + 0.625(C; ) = 4

Por 1ltimo, podemos ahora hacer que el jugador 1 sea sensible al riesgo, con lo cual
el término que se estudia en la utilidad esperada es

267 — e — e (@7 e — e — o7 (0,425 (C a + 0.625(C; B))] w1 (A)

de tal forma que el segundo equilibrio que habiamos encontrado antes cambiard a

zr1(A) = %, x9(B) = g y para el jugador 2, cualesquiera estrategias mixtas tales que

e\ | =BA _ 9p—6A
3% 4 o=\ _ g=BX _ o—6X

0.425(C; ) + 0.625(C; B) =
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En este caso, si el jugador 1 es propenso al riesgo, esta dispuesto a elegir A cuando
el jugador 2 elige C' con mayor probabilidad en al menos alguno de sus tipos respecto al
caso neutral al riesgo. Y al contrario, si el jugador 1 es adverso al riesgo, esta dispuesto
a elegir A cuando el jugador 2 elige C' con menor probabilidad en al menos alguno de
sus tipos respecto a lo que ocurre cuando es neutral al riesgo.

3.4 Demostraciones

Demostracién (Teorema 3.1). Notemos que la utilidad esperada ex-post se puede
escribir de la siguiente forma

EZ(ZL’,H) = Z T Z ui(ST7 s 781 | Qi>xi(8T | 8T_17' : '781;0i>

sles; sTes;

X pz(@) .. -%(31 | Qz)pz@)

n Z Z Z Z wi(st,. o st 0)w(sT | 8T s 0;)

ntel\{i} s'eS 1 s2€5; sTeS;

X pi(i) - xi(s | 85 0;)ps (D (' | O,0)ps(nt) + - - -

+ Z Z Z Z ui(sT,...,sl | Qi)an(sT | ST_I,...,SI;QRT)

sles; sT-leS; nTel\{i} sTeS, r

x pi(n)ai(sT [ sT2 s 0)pi(E) (st | 0)pi(E) | + -

+ Z Z Z Zui(ST"”’81|9i>

ntel\{i} s'€S 1 nTel\{i} sTeS,

X an(sT | sT=t st QnT)pi(nT) e xnl(sl | 0n1)pi(n1)

donde hemos agrupado en el primer paréntesis los términos en los que el jugador ¢ hizo
T elecciones; en el segundo paréntesis se agrupan los términos en los que el jugador ¢
hizo T' — 1 elecciones; y asi sucesivamente, hasta que en el dltimo paréntesis tenemos
los términos en los que el jugador ¢ hizo 0 elecciones. Cada uno de estos paréntesis es
continuo respecto al plan de estrategias del jugador 7, por lo que la suma a su vez es
continua respecto al plan de estrategias del jugador . |
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Demostracién (Corolario 3.1). Usando los mismos argumentos que arriba, tenemos

que la funcién de utilidad wu;(s”,...,s" | 6;) se sustituye por e (s 510 que es
una transformacién continua de la funcion de utilidad, por lo que la continuidad de la
utilidad esperada ex-post se mantiene. |

Demostracién (Teorema 3.3). Dado que las funciones de utilidad esperada ex-ante
en ambos modelos son funciones continuas definidas en un conjunto compacto, para el
modelo sin sensibilidad al riesgo, para cada jugador ¢ y perfil de estrategias x_; € Q)_;
al que se enfrenta, debe existir z} tal que la funcién de utilidad esperada ex-ante para
1 alcanza el maximo. Por otra parte, en el modelo sensible al riesgo, observamos que
la funcion de utilidad esperada ex-ante para todo i esta acotada por debajo por 0, de
forma que —/\iilog(EiA" (xf,x_;)) estd bien definida y es continua. Si el jugador i es
propenso al riesgo, esto quiere decir que existe z; tal que el logaritmo de la utilidad
esperada ex-ante alcanza un méaximo; mientras que si el jugador ¢ es adverso al riesgo,
esto quiere decir que existe z} tal que el logaritmo de la utilidad esperada ex-ante
alcanza un minimo.

Por lo tanto, para cada jugador ¢, BR; es no vacia para todo z_; € Q)_;, por lo que
BR es no-vacia para todo x € ().

Para probar que BR tiene gréafica vacia, sea (z5)52; una sucesién de perfiles de
estrategias y (yx)52; una sucesion de mejores respuestas obtenida a partir de la sucesién
(x), es decir, yp € BR(xj) para todo k. Supongamos que ambas sucesiones son
convergentes a z* y y*, respectivamente. Por definicién de la sucesién (yy) se tiene que
Yri € BR;(xy —;), es decir, que para todo Z; € @); y cada k fijo es cierto que

Ei(Yki, tr—i) > Ei(Ti, g —;)
en el caso neutral al riesgo, mientras que en los casos sensibles al riesgo se cumple que
1 \, ]_ N/~
W log(E7 (Yr,is T,—i)) = Y log(E;" (Ti, Tr,—i))

para el caso en que el jugador ¢ es propenso al riesgo, y

1 . 1 .
W log(EN (yh, Tr—i)) < - log(E} (i, w1, i)

para el caso en que el jugador ¢ es adverso al riesgo.
En los tres casos podemos tomar el limite en ambos lados de las desigualdades
cuando k tiende a infinito

im E;(Yki, vk—i) > Um E;(Z;, x5 ;)
k—o0 k—o0

1 1
lim _/\_log(Ei)\i(yk,ink,—i)) > lim _ylog(E?i<jiaxk,—i))

k—o0 i k—o0 i

1 1
lim —— log(E) (Y., 2k —i)) < klim —)\—log(E;‘i(j,»,xkﬁ_i))
—00 ;

k—o0 A’L 3
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y por continuidad del logaritmo, e intercambiando limites y sumas, se sigue que

Ei(y:,x*,) > BT, x*,)

1 1
— (BN (47, 0%)) 2 — - log(B (7, 27.)
1 1

3 o8B (7, 27,) < = log (B (3, 27))

>

se cumple para todo Z; € @;. Por lo tanto, yF € BR;(x}) para cada jugador i, lo cual
implica que y* € BR(x*). [ |

Demostracién (Teorema 3.4). Sean x, x! € BR;(x_;) para z_; € ()_;, entonces en

[RRad?

el caso neutral al riesgo, la utilidad esperada ex-post para la combinacién convexa
puxh + (1 — p)z para p € [0,1] frente a x_; estd dada por

Ey((pa} + (1= p)al), o, 0) = | D - > us”, 8" [ 6)

$;€S; sTes;

X (M:L‘;(ST | ST_I’ SR Sl; 92) + (]‘ - [,L)CL’Q’(ST | ST_la SR 781; 491))]?1(@) T
x (pai(s' [ 0;) + (1 — p)ay (s" | 0:))pi(d)

+ Z Z Z---Zui(sT,...,sl\Qi)

ntel\{i} s'eS 1 s2€5; sTes;
X (pai(s™ [T s 0:) + (U= p)af (sT | 8T 8T 0))pid) -
x (paf(s | s%0:) + (L= )i (s* | 8750:))pi(d)wn (s | Oma)ps(n') + -
T ST DEED DD DI TSR P T R
stes; sT-teS; nTel\{i} sTeS, 1

< (5™ | T2 s 0) 4 (1= (T ]S s 0)p) -

x (uai(s' ] 0;) + (L — p)al(s" | 0)pi(i) | + -+~
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+ Z Z Z Z ui (s, ... st 6;)

nlel\{i} sleS,1  nTel\{i} sT€S, 1

ST ’ STfl

X x,r( ., st QnT)pi(nT) v (st ) pi(n?)

— Z...Zui(sT,...,Sl|ei)

8;€S5; sTesS;

X (M:L‘;(ST | ST_17 SRR Sl; 91) + (1 - p’)x;/(ST | ST_la SR 731; 02))pl(7’) T
x (pai(s' [ 0;) + (1 — p)ay (s" | 0:))pi(d)

i Z Z Z...Zui(sT,...,Sl|Qi>

ntel\{i} s'€S, 1 s2€S; sTes;

x (uai(s | 7Nt 0) + (L= e (sT [ 8T sh0))pa(i) -

x (uai(s” | 8% 0) + (1 — paf (s | %:6))pii)
X (:U'xnl (51 ‘ enl) + (1 — ,Lb)xnl (51 | @nl))pi(nl) 4+

Y Y Y Y w6

stes; sT—1eS; nTel\{i} sTeS, 1

< (e (5™ | 87708 0) 4 (1= e (57 | 87T Br)pi(n)

x (pai(sT 7 8T 8N 0) (1 — ) (sTH | sT2 s 0:)pa(d) - - -

7

x (pai(s' [ 05) + (1= )i (s" [ 02))pia) | + -
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+ Z Z Z Z ui(st,...,s" | 6;)

nlel\{i} steS,1  nTel\{i} sT€S, 1

X (,uan<ST ‘ ST?la s 751; enT> + (1 - :u)an<ST ‘ ST?la s 751; enT>)pz(nT) e

X (:uxnl(sl | 0n1> + (1 - :u)xnl (31 | enl))pi(nl)

= uEi(x,x_;,0)+ (1 — p)Ey(z], 2_;,0)

Por otra parte, tenemos que F;(z}, x_;) = E;(x/,z_;). Esto ya que por definicién,
dado que z} es mejor respuesta a x_; entonces F;(x},x_;) > E;(Z;,x_;) para toda
Z; € Q;, en particular, E;(x},x_;) > E;(«,x_;). La desigualdad opuesta se obtiene al
invertir los papeles de 2, y /. Por lo tanto

Ei((pay 4+ (L — p)ay), x—) = pEi(x), x—;) + (1 — p) Ei(xy, x_;)
= pEi(zy, 2_;) + (1 — p)Ei(z), ) = Ei(z, 2_;)

es decir, px; 4+ (1 — p)zf es también mejor respuesta a x_;. Por lo tanto, BR es una
correspondencia convexa.

Demostracién (Teorema 3.5). Sea z* € () un perfil que es punto fijo de la correspon-
dencia de mejor respuesta BR, esto quiere decir que satisface la condicion de cada una
de las correspondencias de mejor respuesta para cada jugador 7, es decir

1 A 1 _
— < log(BN(af,a,)) = — < log(E (31,27,))
para todo x; € (); si el jugador i es propenso al riesgo, o bien

1 . 1 o
— T log(BY (a7, 07,)) < —-log(E (31,47.))
para todo x; € (); si el jugador i es adverso al riesgo.

En ambos casos, dicha condicién se puede reescribir como

n;log( B (], 27,)) = mlog(B;" (&, 27,))

con 1; > 0. Podemos entonces eliminar dicha n; y dado que el logaritmo es creciente
entonces obtenemos que

es decir, x} es 6ptimo para el jugador i frente a x*,. Y esto ocurre para todos los
jugadores i, por lo tanto, * es un equilibrio de Nash (o un equilibrio de Bayes-Nash).
El otro sentido de la demostracién es analogo ya que todos los pasos se pueden seguir
en orden inverso.






Capitulo 4
Teoria de juegos epistémica

La teoria de juegos epistémica nace del observar que, en la teoria de juegos clésica, las
hipotesis que se tienen acerca de la forma de razonar de los jugadores piden demasiado,
por lo que es posible relajar dichas hipotesis y permitir que los jugadores formen sus
propias maneras de razonar acerca de los oponentes, aunque claro estd, dicho razona-
miento tiene algunos lineamientos que aseguran la racionalidad de los jugadores. Mas
adelante en la seccién 4.6 se veran cudles son las hipotesis adicionales que se realizan
en el caso clasico.

Podremos ver que la teoria de juegos epistémica al relajar las hipétesis nos permitira
razonar de formas cuyos andlogos no se pueden encontrar en la teoria clasica, y por lo
tanto nos da una mayor riqueza de conceptos de razonamiento.

Por ello, en este capitulo describiremos los conceptos de razonamiento que se tra-
bajan, puesto que, como se observara, todos estan relacionados con el primero el cual
nos sirve como base para poder refinar la forma en que los jugadores piensan acerca de
sus oponentes.

Para empezar, trabajaremos con los conceptos que se emplean para juegos estaticos.

Definicién 4.1. Un juego estatico es una tupla (I, (C;)ier, (ui)icr) que consiste de:

1. Un conjunto finito de jugadores [ = {1,2,...,n}.
2. Para cada jugador ¢ € I, el conjunto C; de elecciones del jugador .

3. Para cada jugador ¢ € I, una funcién de utilidad u;: C' — R que da los pagos
de cada jugador, donde C' = X;¢; C;.
4.1 Creencia comuin en racionalidad

Antes que nada, en el caso epistémico los jugadores no eligen entre estrategias, con lo
cual no se tendra el concepto de estrategia mixta. Por lo tanto el concepto de solucién
que se trabajara no sera el mismo que en el caso clasico. Pero si se tendra que los

29
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jugadores piensan acerca del comportamiento de los otros jugadores, aunque en este
caso, los jugadores no piensan directamente acerca del oponente, sino que, de alguna
forma, consideran una version del oponente en su mente, la cual puede tener creencias
diferentes a las del oponente real, en otras palabras, el “oponente” sobre el cual razona
un jugador, solamente existe en la mente de dicho jugador. Lo que si se respeta son
las funciones de utilidad y el conjunto de elecciones de los oponentes, ya que esto sigue
siendo de conocimiento publico. Para facilitar el estudio de estos modelos, se considera
que se tiene un conjunto de “versiones” de cada jugador sobre las cuales razona un
oponente, y que los jugadores mismos son una de estas “versiones” (aunque esto en
general no es de conocimiento de los demads). Las “versiones” de cada jugador se llaman
tipos, y cada conjunto finito de tipos de cada jugador se denotara por T;.

Dado que cada tipo t; € T; funciona de alguna forma como un jugador diferente, las
elecciones de cada t; podrian ser diferentes. Para describir cémo razonan los jugadores
acerca de los tipos de los oponentes, cada t; tendra una creencia acerca de las elecciones
realizadas por cada uno de los tipos del oponente. En otras palabras, tenemos la
siguiente definicion.

Definicién 4.2. Una creencia para el tipo ¢; € T; del jugador i es una distribucion
de probabilidad b;(t;) sobre el conjunto

(Cy xT1) X (CoxTp) x -+ x (Ciy X Tj—1) X (Cipq X Tigq) x -+ x (C, x Tp,)
o bien, sobre el conjunto C_; x T__;. Es decir

bi(ti)((c1,t1), (e, t2), -, (Cima tica), (Ciprs L), - - s (Cny ta))

nos da la probabilidad de que cada jugador j € {1,2,...,i — 1,9+ 1,...,n} sea del
tipo t; y elija c¢;, segtn el razonamiento del jugador ¢ cuando es del tipo ¢;.

Con estos dos elementos, los conjuntos de tipos y las creencias de cada jugador,
basta para tener el modelo que utilizaremos, y a partir del cual podemos derivar los
diferentes niveles de creencia que tendran los jugadores. Algo similar a lo que ocurria
en el caso clasico donde los jugadores saben que los oponentes saben que sus oponentes
saben que... y asi sucesivamente.

Definicién 4.3. Un modelo epistémico estd compuesto por (T}, b;):cr, es decir, un
conjunto de tipos para cada jugador ¢ y una creencia para cada tipo t; de cada jugador
i.

Por dltimo, antes de empezar a describir los diferentes niveles de razonamiento,
tenemos que definir lo que serd una eleccién racional para un jugador.

Definicién 4.4. Una eleccién ¢ € C; es 6ptima para el jugador ¢ cuando es del tipo
t; si tiene la creencia b;(t;) y

wi(cf, bi(ti) > uilei, bi(t:))
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para toda eleccion ¢; € C;, donde

wi(ciy bi(t)) = > bi(ti)(c_st_i)ui(ca, . . ., cn)

(C,i,t,i)EC,iXT,i
Ahora si podemos definir los niveles de creencia en racionalidad.

Definicién 4.5. Sean un modelo epistémico (73, b;);er y un tipo t; € T;. Decimos que
el tipo t; cree en la racionalidad de los oponentes si b;(t;) asigna probabilidad
positiva solamente a combinaciones de elecciones y tipos (c_;,t_;) € C_; x T_; tales
que ¢; es Optima para t; dado b;(t;), para todo jugador j € {1,2,...,i—1,i+1,...,n}.

En otras palabras, tenemos otro nivel de racionalidad, ya que antes solamente
pediamos que las elecciones fueran éptimas para un jugador, sin importar como eran sus
creencias, mientras que ahora el jugador al razonar sobre los otros jugadores, solamente
debe considerar aquellas elecciones que son éptimas para los otros jugadores (o al menos
para alguna versién de los otros jugadores).

Esta idea la podemos extender tantos niveles como sea necesario. En estos casos
posteriores lo importante es como son los tipos de los otros jugadores, no tanto las
elecciones que realizarian.

Definicién 4.6. Sean un modelo epistémico (7}, b;);c; v un tipo t; € T;.

1. El tipo t; expresa creencia de nivel 1 en racionalidad si ¢; cree en la racio-
nalidad de los oponentes.

2. El tipo t; expresa creencia de nivel 2 en racionalidad si b;(t;) asigna pro-
babilidad positiva solamente a combinaciones de elecciones y tipos (c_;,t_;) €
C_; x T_; tales que t; expresa creencia de nivel 1 en racionalidad para todo
je{l,2,...;i—1i+1,...,n}.

3. El tipo t; expresa creencia de nivel 3 en racionalidad si b;(¢;) asigna pro-
babilidad positiva solamente a combinaciones de elecciones y tipos (c_;,t_;) €
C_; x T_; tales que t; expresa creencia de nivel 2 en racionalidad para todo
je{l,2,...,;i—1i+1,...,n}.

4. En general, el tipo t; expresa creencia de nivel k en racionalidad si b;(t;)
asigna probabilidad positiva solamente a combinaciones de elecciones y tipos
(c_,t_;) € C_; x T_; tales que t; expresa creencia de nivel £ — 1 en racionalidad
para todo j € {1,2,...,i—1,i+1,...,n}.

Notese que, aunque la definicién de los diferentes niveles es recursiva, esto no quiere
decir que si, por ejemplo, un tipo ¢; expresa creencia de nivel 3 en racionalidad, esto
implique que expresa creencia de niveles 1 y 2, ya que los otros niveles realmente se
imponen sobre los oponentes, y no sobre el jugador. Por ello, en la siguiente definicion
se piden todos los niveles.
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Definicién 4.7. Dado un modelo epistémico (75, b;);c; y un tipo ¢; € T; para el jugador
17, decimos que t; expresa creencia comiin en racionalidad si expresa creencia de
nivel k£ en racionalidad para todo k € N.

Ahora notemos que hasta el momento nuestras elecciones no han formado parte de
la manera de definir estos niveles de creencia, tan solo las elecciones de los oponentes
en el nivel 1. Esto es ya que ahora si podemos definir lo que serdn las elecciones que
nos interesan como soluciones de nuestro modelo.

Definicién 4.8. Una eleccion ¢; € C; se puede realizar racionalmente bajo creen-
cia comun en racionalidad si existe un modelo epistémico (73, b;);e; y un tipo t; € T;
tales que t; expresa creencia comun en racionalidad y ¢; es éptima para t; bajo la creen-

Por lo tanto, una solucién a nuestro modelo serd un perfil de elecciones tales que
dado algin modelo epistémico, cada una de ellas se pueda realizar racionalmente bajo
creencia comun en racionalidad. Y aqui hablamos de “algiin modelo epistémico” porque
los diferentes conjuntos de tipos y de creencias pueden variar de muchas formas, sin
embargo, basta con que se obtenga un modelo epistémico que funcione. Mas aun, si
hay varios perfiles de elecciones que pueden ser solucién, podemos encontrar un modelo
epistémico para cada uno de ellos, e incluso puede suceder que una de las soluciones
funcione bajo un modelo, pero no bajo otro, lo cual es perfectamente valido.

Por otra parte, la condicién de expresar creencia comun en racionalidad no es
facil de checar, ya que requeriria revisar una infinidad de niveles. Sin embargo, dado
que estamos trabajando con juegos finitos, es posible siempre encontrar un modelo
epistémico en el cual exista una solucion, es decir, en el cual se tenga un perfil de
elecciones tales que éstas se puedan realizar racionalmente bajo creencia comun en
racionalidad.

Maés aun, no es necesario encontrar el modelo epistémico para tener la solucion,
en general se trabaja al revés, es decir, encontramos aquellas elecciones que se pueden
realizar bajo creencia comun en racionalidad y posteriormente, se puede encontrar el
modelo epistémico. Para realizar lo primero se sigue el algoritmo de eliminacion iterada
de elecciones estrictamente dominadas.

Algoritmo 1.

1. Partiendo del juego original, se eliminan todas las estrategias que estén estricta-
mente dominadas.

2. A partir del juego reducido obtenido en el paso anterior, se eliminan todas las
estrategias que estan estrictamente dominadas.

3. En general, para cada iteracion del algoritmo, a partir del juego reducido que se
obtiene en el paso anterior, se eliminan todas las estrategias que estan estricta-
mente dominadas.
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El algoritmo termina cuando ya no se pueden eliminar estrategias. Las estrategias
que sobreviven son aquellas que se pueden elegir bajo creencia comtun en racionalidad,
y para las cuales existe un modelo epistémico en el cual se pueden elegir bajo creencia
comun en racionalidad.

Observemos que al final, deben de sobrevivir algunas estrategias, ya que al menos
una estrategia debe dominar estrictamente, y por ende, no es eliminada en cada paso.
Por otra parte, el algoritmo debe terminar ya que se tiene una cantidad finita de
estrategias para cada jugador.

Este concepto de racionalizacion se puede remontar al trabajo realizado por Bern-
heim [15] y Pearce [63], aunque el concepto como tal en el contexto epistémico, ademés
del algoritmo aparecen en el trabajo de Tan y Werlang [82].

4.2 Creencia total comiin en respeto de preferen-
cias

Para el siguiente concepto de solucién necesitamos una nueva definicién de creencias.
Esto ya que necesitamos considerar todas las opciones que tienen los oponentes, pues
esto ayuda a identificar aquellas soluciones para un juego que son mejores en caso de
que los oponentes realizaran elecciones subéptimas.

Definicién 4.9. Dado un juego con dos jugadores y conjuntos 7; y Tj de tipos para
los jugadores 7 y j, respectivamente, una creencia lexicografica para el jugador 7
cuando es del tipo t; € T; acerca de las combinaciones eleccién-tipo del jugador j es un
vector

bi(t:) = (b (:); b7 (t:); - -5 b ()
de distribuciones de probabilidad, cada una sobre el conjunto C; x T;. La creencia
bE(t;) se llama la creencia de nivel k.

Estos diferentes niveles de creencias cumplen la funciéon de que, si dos combina-
ciones eleccién-tipo tienen probabilidad positiva en creencias de diferente nivel, en-
tonces aquella con probabilidad positiva en la creencia de menor nivel es infinitamente
mas probable que la que tiene probabilidad positiva en la creencia de mayor nivel. Esto
lo asentamos mejor en la siguiente definicion.

Definicién 4.10. Sean b;(t;) = (b}(t;); b3(t;); . .., b (;)) una creencia lexicografica del
jugador i del tipo t; acerca del jugador j, y (¢;,t;), (¢}, t;) dos combinaciones eleccién-
tipo del jugador j. Decimos que la creencia lexicogréfica b;(¢;) considera que (c;,t;) es
infinitamente més probable que (c,t}) si existe un nivel k tal que:

1. Las creencias b} (¢;) asignan probabilidad 0 tanto a ¢; como a ¢}, para toda m < k.

2. La creencia bf asigna probabilidad positiva a ¢;, pero asigna probabilidad 0 a c.
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Por otra parte, hemos mencionado que queremos considerar las elecciones que tienen
los oponentes, aunque si observamos, las creencias que habiamos definido en la seccién
anterior también funcionan como creencias lexicograficas, aunque solamente tienen un
nivel, y no necesariamente consideran todas las elecciones. Por ello, nos aseguraremos
de que toda posible eleccién de un oponente aparezca en una creencia lexicografica.

Definicién 4.11. Dada una creencia lexicogréfica b;(t;) del jugador ¢ cuando es del
tipo t; acerca del jugador j, decimos que esta es cautelosa si para todo tipo tj que se
considera posible en b;(t;), se tiene que para toda ¢; € C; existe k € {1,2,..., K} tal
que bf(t;) asigna probabilidad positiva a (c;, ¢;).

Ahora, como hemos modificado nuestra definicién de creencia, tenemos que modi-
ficar la definicién de utilidad esperada, para tener una forma de comparar elecciones.
Para ello, definimos utilidades a cada nivel lexicogréfico.

Definicién 4.12. Sea b;(t;) = (b} (t;); b(t:); ... ;b (¢;)) una creencia lexicografica del

jugador ¢ cuando es del tipo t; acerca del jugador j, y sea ¢; € C; una eleccién del
jugador i. Para cada nivel k € {1,2,..., K} calculamos la utilidad esperada de
elegir ¢; bajo la creencia b¥ (t;) como:

k E k
u; Cz; z z b C] U Czacj)

c;eC

con lo cual obtenemos un vector de utilidades esperadas

(ug (e, bs(ta)); - 3wy (ci, bi(t))

La relacion de preferencia entre dos elecciones ¢;, ¢, € C; se define de la siguiente
forma: ¢; es preferida a ¢ bajo la creencia lexicografica b;(t;) si existe k € {1,2,..., K}
tal que

w;"(ci, bi(ti) = ui" (¢, bi(ti)

para todam € {1,...,k—1},y

(i, bi(t:) > i (¢, bi(t;))
Con esto podemos hablar de una eleccion éptima en este contexto.

Definicién 4.13. Sea b;(t;) = (b} (t;); b(t:); ... ;b (;)) una creencia lexicografica del
jugador 7 cuando es del tipo t; acerca del jugador j. Una eleccion ¢; es Optima para
el jugador ¢ bajo la creencia lexicografica b; si no existe ¢, € C; preferida a ¢;

bajo b;.

Ahora si podemos empezar a construir el concepto de solucién, para lo cual vamos
a requerir varios conceptos auxiliares.
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Definicién 4.14. Sea un modelo epistémico con creencias lexicograficas (7}, b;)icr y un
tipo t; del jugador 7. Decimos que el tipo t; respeta las preferencias del oponente
si para todos los tipos ¢; considerados posibles por t; y cualesquiera dos elecciones c;,
c; tales que t; prefiere ¢; a ¢}, tenemos que ¢; considera la combinacién eleccién-tipo
(¢j,t;) infinitamente mds probable que la combinacién eleccién-tipo (¢}, ;).

Con esto tenemos la primera definicién recursiva de esta seccion.

Definicién 4.15. Sean un modelo epistémico con creencias lexicograficas (T;, b;)ier v
un tipo t; € T;.

1. El tipo t; expresa creencia total de nivel 1 en respeto de preferencias si
t; respeta las preferencias del oponente.

2. El tipo t; expresa creencia total de nivel 2 en respeto de preferencias si
t; solamente considera posibles tipos del oponente j que expresan creencia total
de nivel 1 en respeto de preferencias.

3. En general, el tipo t; expresa creencia total de nivel k£ en respeto de
preferencias si ¢; solamente considera posibles tipos del oponente j que expresan
creencia total de nivel kK — 1 en respeto de preferencias.

Por tltimo, el tipo t; expresa creencia total comiun en respeto de prefe-
rencias si t; expresa creencia total de nivel k en respeto de preferencias para todo

ke N.

De igual forma que con los conceptos de solucion anteriores, cada uno de los niveles
es independiente de los demés. Notemos también que este concepto no considera que
los tipos sean cautelosos, lo cual es parte importante del concepto de solucién, para lo
cual tenemos la segunda definicién recursiva.

Definicién 4.16. Sean un modelo epistémico con creencias lexicograficas (75, b;)icr v
un tipo t; € T;.

1. El tipo t; expresa creencia total de nivel 1 en cautela si ¢; solamente con-
sidera posibles tipos del oponente j que son cautelosos.

2. El tipo t; expresa creencia total de nivel 2 en cautela si ¢; solamente con-
sidera posibles tipos del oponente j que expresan creencia total de nivel 1 en
cautela.

3. En general, el tipo t; expresa creencia total de nivel k£ en cautela si ¢;
solamente considera posibles tipos del oponente j que expresan creencia total de
nivel £ — 1 en cautela.

Por 1ltimo, el tipo t; expresa creencia total comun en cautela si ¢; expresa
creencia total a nivel k£ en cautela para todo k € N.
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Aqui notamos dos cosas: primero, que al igual que el concepto anterior, expresar
creencia de nivel k£ en cautela no implica los niveles anteriores; y segundo, que no se pide
que el tipo ¢; en algiin momento sea cauteloso, por lo cual se debe pedir esta propiedad
para realmente tener el concepto de solucién que deseamos. Ahora si, podemos definir
las soluciones que nos van a interesar.

Definicién 4.17. Sea ¢; una eleccién del jugador i. Decimos que ¢ puede elegir
racionalmente ¢; bajo creencia total comin en cautela y respeto de prefe-
rencias si existe un modelo epistémico con creencias lexicograficas (T3, b;);cr v algin
tipo t; en el modelo tal que:

1. t; es cauteloso, t; expresa creencia total comun en cautela, y ¢; expresa creencia
total comin en respeto de preferencias.

2. ¢; es una eleccién racional para t;.

Este concepto de racionalidad se remonta al trabajo mencionado en el capitulo 2 de
Myerson [53] respecto al concepto de equilibrio propio, ya que las estrategias elegidas
en un equilibrio propio son aquellas elecciones para las que se puede construir un tipo
propiamente racionalizable (o bien, se puede definir un andlogo a la condicién limite
asociada al equilibrio propio para el caso epistémico), como se muestra en Schuhmacher
[73] y Asheim [3]. De hecho, es posible mostrar que el concepto de racionalizabilidad
propia se relaciona con equilibrios propios utilizando las mismas condiciones adicionales
que se plantean en el apéndice de este capitulo para relacionar creencia comun en
racionalidad con equilibrios de Nash.

Ejemplo 4.1. Consideramos el siguiente ejemplo:

a b c
0,
L
1

J

L,
0,
1

I

1,1
1,1
0,1

9

QW=
W W W
O

Bajo creencia comtun en racionalidad, podemos observar que para el jugador 2, las
elecciones b y ¢ estan estrictamente dominadas por la eleccién a, por lo que se eliminan
en el primer paso. Posteriormente, para el jugador 1 en el juego reducido, la eleccién
A esté estrictamente dominada tanto por B como por C, por lo que se elimina. En
este punto, ya no hay mas elecciones estrictamente dominadas, por lo que sobreviven
(B,a)y (C,a).

Sin embargo, si ahora trabajamos con creencia total comtn en respeto de preferen-
cias, podemos observar que el jugador 1 en su creencia lexicografica debe considerar
que a es infinitamente méas probable de ser elegida a b o ¢, y a su vez, b es infinitamente
mas probable de ser elegida que c. Por ende, la creencia lexicografica para el jugador
1 acerca del jugador 2 debe verse de la siguiente forma:

bl(t1> = ((a: t2)> (ba t2>7 (Ca t2>)
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mientras que, dada esta creencia lexicografica, podemos observar que para el jugador 1
es 6ptimo elegir C', dado que a y b son infinitamente mas probables que ¢, y por lo tanto,
C es infinitamente m&s probable que A y B. Posteriormente, B debe ser considerado
infinitamente m&s probable que A dado que a es infinitamente mas probable que b. Asi,
la creencia lexicografica del jugador 2 acerca del jugador 1 serd de la siguiente forma

bQ(tQ) = ((Ca tl)v (Bv tl)? (A7 tl))

y por lo tanto, la Unica pareja de elecciones que es éptima bajo creencia total comin
en respeto de preferencias es (C,a).

4.3 Presumir la racionalidad del oponente

En la seccion anterior se propuso una condicion que se puede imponer en las creencias
lexicograficas de tal manera que se obtiene una solucién en la cual se considera cuéles
son las preferencias de cada jugador y con base en esto se define el orden.

Sin embargo, podemos pensar en que hay muchos modelos epistémicos, y en par-
ticular, muchas creencias lexicograficas que podriamos utilizar. Existen juegos en los
cuales, sin importar las creencias lexicograficas que se propongan en el modelo, algunas
elecciones nunca son 6ptimas, mientras que algunas elecciones son 6ptimas para creen-
cias lexicograficas particulares. En este caso, podriamos considerar que las elecciones
que nunca pueden ser éptimas deberian considerarse infinitamente menos probables
que las elecciones que pueden ser éptimas en algunos casos. Mas aun, dichas elec-
ciones que nunca pueden ser 6ptimas pueden ser infinitamente mas probables bajo el
concepto definido en la seccién anterior, por lo cual no son el mismo concepto de ra-
zonamiento. Esta nueva forma de razonar sobre un juego presume que el oponente es
racional respecto a sus elecciones.

Definicién 4.18. Sean un modelo epistémico con creencias lexicogréficas (71}, b;)icr v
un tipo cauteloso t;. Decimos que t; presume la racionalidad del oponente j si

1. Para todas las elecciones c¢; del oponente que son éptimas para alguna creencia
lexicogréfica cautelosa, t; considera posible algin tipo ¢; del oponente para el
cual ¢; es 6ptima.

2. El tipo t; considera todas las combinaciones eleccién-tipo (c;,t;), donde t; es
cauteloso y ¢; es éptima para ¢;, infinitamente mas probables que las combina-

ciones eleccién-tipo (c}, ;) que no cumplen dicha propiedad.

Definicién 4.19. Sean un modelo epistémico con creencias lexicograficas M = (T}, b;)ier
y un tipo cauteloso t; € T;.

1. El tipo t; expresa presuncién de racionalidad de nivel 1 si ¢; presume la
racionalidad de j.
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2. En general, el tipo t; expresa presuncion de racionalidad de nivel k si

(a) Dada una eleccién ¢; del oponente que es dptima para algin tipo cauteloso
(el cual puede o no estar en el modelo M) que exprese presuncién de racio-
nalidad hasta el nivel k£ — 1, el tipo t; considera posible algin tipo cauteloso
t; del oponente que expresa presuncion de racionalidad hasta el nivel £ — 1
para el cual ¢; es 6ptimo.

(b) El tipo t; considera todas las combinaciones eleccién-tipo (c;,t;), donde ¢,
es cauteloso, t; expresa presuncién de racionalidad hasta el nivel kK — 1y ¢;
es 6ptimo para t;, infinitamente mas probables que todas las combinaciones
eleccion-tipo (c, ;) que no tienen dicha propiedad.

Por tltimo, el tipo t; expresa presuncién comiin de racionalidad si ¢; expresa
presuncion de racionalidad de nivel k£ para todo k € N.

Solamente haremos notar que durante la definicién anterior, a diferencia de las
otras definiciones recursivas, se pide que los tipos del oponente expresen presuncién de
racionalidad hasta el nivel k— 1, es decir, que deben cumplir todos los niveles anteriores
e incluyendo el (k — 1)-ésimo.

A continuacién presentamos el algoritmo correspondiente a presuncién de la racio-
nalidad del oponente.

Algoritmo 2.

1. Partiendo del juego original, se eliminan todas las estrategias que estan débilmente
dominadas.

2. A partir del juego reducido obtenido en el paso anterior, se eliminan todas las
estrategias que estan débilmente dominadas.

3. En general, para cada iteracion del algoritmo, a partir del juego reducido que se
obtiene en el paso anterior, se eliminan todas las estrategias que estan estricta-
mente dominadas.

El algoritmo termina cuando ya no se pueden eliminar mas estrategias. Las estrate-
gias que sobreviven son aquellas que se pueden elegir bajo presuncion de la racionalidad
del oponente, y para las cuales existe un modelo epistémico con creencias lexicograficas
en el cual se pueden elegir bajo presuncion de la racionalidad del oponente.

Este concepto de racionalidad se propuso originalmente en el trabajo de Branden-
burger, Friedenberg y Keisler [22], aunque en ese caso, el concepto requiere que un
modelo epistémico sea completo, en el sentido de considerar todos los tipos posibles
para un jugador, lo cual implica que dichos modelos deben tener una cantidad no
contable de tipos para cada jugador.
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Ejemplo 4.2. Trabajamos con la siguiente matriz de utilidades

a b c
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Bajo creencia total comun en respeto de preferencias, el jugador 2 prefiere a a b,
por lo que debemos considerar a infinitamente més probable que b. Esto lleva a que el
jugador 1 prefiera B a A, es decir que tenemos que B se considera infinitamente mas
probable que A. En consecuencia, el jugador 2 prefiere b a ¢, por lo que consideramos
b infinitamente més probable que c¢. Dado que a es infinitamente mas probable que by
ésta es infinitamente mas probable que ¢, el jugador 1 prefiere C' a las otras opciones.
Asi, las creencias lexicograficas se verian de la siguiente forma:

bl(tl) - <<a7t2)7 (bv t2)’ (Cv t2))
ba(t2) = ((C. 1), (B, 1), (A, 1))

lo que significa que las elecciones éptimas que se realizan bajo creencia total comun en
respeto de preferencias son (C,a).

Por otra parte, bajo presuncién comun de racionalidad, observamos que b esta
débilmente dominada por a, por lo que eliminamos b. En el juego reducido, tenemos
que A y C estan débilmente dominadas por B, por lo que se eliminan. Por ultimo, en
el juego reducido, ¢ esta débilmente dominada por a, por lo que las elecciones 6ptimas
que se realizan bajo presuncién comin de racionalidad son (B, a).

4.4 Creencia comun en racionalidad futura

Ahora trabajaremos con juegos dinamicos, es decir, juegos donde no todas las elecciones
se realizan simultaneamente, sino que los jugadores pueden ir aprendiendo informacion
de sus oponentes durante el transcurso del juego para tomar las decisiones posteriores
con base en dicha informacion adquirida.

Definicién 4.20. Un juego dindmico G es una tupla formada por

G = (I, (Cz‘)iela X, Z, (Hi)iel, (Ci(h))iel,heH“ (Ui)iel)

donde

e [ es el conjunto finito de jugadores.

e (; es el conjunto finito de elecciones para cada jugador i € I.
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e X es el conjunto de historias no terminales, que son secuencias de perfiles de
elecciones © = (21, ..., ;) donde cada x, = (¢;),c; € X, C; para algin ICl,
y tal que para todo ¢ < k, (x1,...,z,) € X, es decir, también es una historia.
Dado que I puede contener mas de un jugador, cada perfil z,, puede contener
mas de una eleccién y por lo tanto, es posible tener elecciones simultaneas en
algunos puntos temporales.

e / es el conjunto de historias terminales del juego. Para estas historias se tiene
que si z = (z1,...,x) € Z, entonces para todo ¢ < k, (x1,...,x4) € X.

e H; es una coleccion finita de conjuntos de informacién del jugador i. Los conjuntos
de informaciéon h € H; son conjuntos no vacios de historias no terminales. Si h
contiene mas de una historia, entonces el jugador ¢ no sabe con certeza cual de
estas historias ocurrié para llegar a h. Las colecciones H; no necesariamente
son disjuntas, ya que se permiten elecciones simultaneas, lo cual permite que
un conjunto de informacién pertenezca a la coleccién de todos los jugadores que
deben realizar una eleccion en ese momento. La coleccion de todos los conjuntos
de informacién en el juego se denota por H.

e (C;(h) C C; es el conjunto finito de elecciones disponibles para el jugador i en el
conjunto de informacién h € H;. Diremos que ¢ € C;(h) si existe una historia
reXya,=(g);cltalquezehicl ¢=cy @z, =2¢XULZ,
es decir, si ¢ es una eleccién en un perfil que incluye al jugador ¢ y que con este
lleva a una historia futura, terminal o no terminal.

u;: 4 — R es la funcion de utilidad del jugador .

A continuacién definimos un orden parcial para los conjuntos de informacién. Para
ello, primero definimos el orden entre los conjuntos que se encuentran inmediatamente
junto a otro, y posteriormente, generalizamos dicho orden.

Definicién 4.21. Decimos que un conjunto de informacién A’ sigue inmediatamente
a otro conjunto de informacién h, o bien, que h precede inmediatamente a h' si
existe un conjunto de jugadores no vacio I C I, una eleccion ¢; € C; (h) para cada i € I
y x € h tal que (z,(¢;);c;) € P

Ahora bien, decimos que un conjunto de informacién b’ sigue débilmente a otro
conjunto de informacién h, o bien que h precede débilmente a h' si h = h’ o bien,
existe una sucesiéon hg, hi, ha, ..., hy tal que hg = h, hy = h' y cada h; sigue inmediata-
mente a h;_1 parat € {1,2,...,¢}. En caso de que se cumpla lo segundo, pero h # I/,
podemos decir que A’ sigue estrictamente a h, o bien, que h precede estrictamente
ah'.

En lo que sigue respecto a juegos dinamicos, consideramos que los jugadores no
haran planes en los cudles consideren realizar ciertas elecciones al principio del juego
que impidan que realicen algunas otras mas adelante. En este sentido, estos planes
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se llaman estrategias y solamente permiten elecciones a futuro que, tras realizar una
eleccién pasada tienen posibilidad de elegirse posteriormente [71]. Para ejemplificar,
utilizando el juego de la figura 1, las posibles estrategias para cada jugador seran
S1 = {(a, f),(a,9),(),(c)} v So = {(d),(e)}. Una “estrategia” como (b, f) no la
tomaremos en cuenta, ya que el jugador 1 al elegir b al principio, se impide a si mismo
elegir algo en el conjunto de informacion hy y por ende, nunca elegiria f en un futuro.

Definicién 4.22. Sean h € H, h' € H;, donde b’ precede estrictamente a h. Decimos
que una eleccién ¢; € C;(h') lleva a h si existe x € b/, I C T coni € I,y ¢; € C;j(R)
para todo j € I'\ {i} tal que (,(c;),c;) precede débilmente a h.

Definicién 4.23. Un conjunto de informaciéon h € H es alcanzable a través de
S F[Z- = Upem, C;(h), con FIi C H;, si para todo conjunto de informacién b’ € ﬁi que
precede estrictamente a h, la eleccién s;(h') lleva a h. Decimos que s; es una estrategia
si ]:Ii contiene exactamente los conjuntos de informacion en H; que son alcanzables a
través de s;. Una estrategia s; lleva a h € H si h es alcanzable a través de s;.

El conjunto de estrategias del jugador ¢ se denota por S;. El conjunto de com-
binaciones de estrategias para los oponentes de ¢ se denota por S_; = X, S;. Una
combinacién de estrategias para todos los jugadores se escribird como (s;,s_;) con
S, €S,y s; €8

El conjunto de estrategias para el jugador i que llevan a h se denota por S;(h),
mientras que el conjunto de combinaciones de estrategias para los oponentes de ¢ que
llevan a h se denota por S_;(h).

La coleccion de conjuntos de informacién del jugador ¢ a los que lleva la estrategia
s; se denota por H;(s;). Por ltimo, la coleccién de conjuntos de informacién h tales
que s; € S;(h) y s—; € S_;(h) se denota por H(s;,s_;), es decir, son los conjuntos de
informacién que son alcanzables a través de la combinacién de estrategias (s;, s_;).

Una suposicion razonable que podemos hacer es que los jugadores recuerden la
informacion que van ganando a lo largo del juego para poder realizar inferencias acerca
del comportamiento de los oponentes. Esto se formaliza a continuacion.

Definicién 4.24. Dado un juego dindmico, decimos que los jugadores tienen memoria
perfecta si en todo conjunto de informacion h, cada jugador recuerda sus propias
elecciones pasadas y recuerda la informacién que ha obtenido previamente acerca de
las elecciones de sus oponentes. De manera formal, dado un conjunto de informacion
h € H; un jugador i recuerda sus propias elecciones pasadas si para todo b’ € H;

tal que b’ precede a h y cualesquiera dos historias x,y € h con x = (x1,...,x)) #y =
(y1,---,Y¢), tenemos que la eleccién ¢; € C;(h') que lleva a h cumple que ¢; = x; = y;
para alguna t € {1,...,¢}. Por otra parte, dado un conjunto de informacién h € H;

un jugador ¢ recuerda la informacién que ha obtenido previamente acerca de
las elecciones de sus oponentes si para todo A’ € H; tal que A’ precede a h y
cualesquiera dos historias z,y € h con z = (x1,...,2¢) #y = (y1,-..,ye) tenemos que
existe t € {1,...,¢} tal que (z1,...,2¢), (Y1,...,4) €'
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En lo que sigue, respecto a juegos dinamicos, tanto en éste como en el siguiente
capitulo, se supondra que los jugadores tienen memoria perfecta.

De manera similar a como se trabaja para juegos simultaneos, el objeto en el que
se concentraran las jerarquias de decisién de los jugadores serd un modelo epistémico.

Definicién 4.25. Un modelo epistémico para un juego dinamico G estd dado
por M = ( I3 51)16 ; donde T} es un conjunto finito de tipos T; para cada jugador 7, y
para cada tipo ; € T, y cada conjunto de informacion h € H; definimos una creencia
condicional f3;(Z;, h) que es una distribucién de probabilidad sobre S;(h) x T ; que es
el conjunto de combinaciones estrategia-tipo de los oponentes de i que llevan a h.

Una vez que tenemos un modelo epistémico para nuestro juego, necesitamos una
forma de comparar diferentes estrategias para decidir si son adecuadas o no.

Definicién 4.26. Dados #; € T} un tipo del jugador i, un conjunto de informacion
h € H; y una creencia condicional 5;(f;, h), definimos la utilidad esperada de elegir
la estrategia s; € S;(h) como

wi(si, Bi(ti, h) = >, Biti, h) (s, t—i)ui(=(si, 5-4))

(S,i,ffi)ES,i XT,,’

donde z(s;, s—;) es la historia terminal alcanzada por (s;, s_;).
Decimos que la estrategia s; € S;(h) es éptima para t; en h si para toda s, € S;(h)

Ui(Siaﬁi(fi,h» > Uz‘(sgﬁi(fu h))

Ahora si, podemos pensar en un concepto de solucién para estos juegos en el cual
cada jugador, al encontrarse en un punto donde debe elegir una accién, para poder
razonar acerca de sus oponentes considerara que, sin importar como se llegd al punto
presente, de ahora en adelante los oponentes realizaran las elecciones futuras de forma
racional.

En algunas de las definiciones y resultados que siguen se permite que los conjuntos
de informacion sigan o precedan débilmente a otro, ya que es posible que en cada
conjunto de informacion haya més de un jugador tomando una decisiéon en ese instante
dada la definicién de juego dindamico que estamos utilizando.

Definicién 4.27. Dado un modelo epistémico M = (Tz, B:)ier, decimos que un tipo #;
cree en la racionalidad futura de j si para todo h € H;, tenemos que S;(t;, h)(s;,t;) >
0 sélo si para todo h' € H;(s;) que sigue débilmente a h:

u;(sj, Bi(t;, 1)) > uy(s), B;(E5,0))

para toda s € Sj(h).
Un tipo t; cree en la racionalidad futura de los oponentes si #; cree en la
racionalidad futura de j para todo j € I\ {i}.
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Definicién 4.28. Dado un modelo epistémico M = (Ti,@)ig, sean f; € T; un tipo
para el jugador .

1. El tipo t; expresa creencia de orden 1 en racionalidad futura si ¢; cree en
la racionalidad futura de los oponentes.

2. El tipo t; expresa creencia de orden 2 en racionalidad futura si en cada
conjunto de informacién h € H;, t; solamente asigna probabilidad positiva a los
tipos de los oponentes que expresan creencia de orden 1 en racionalidad futura.

3. En general, el tipo f; expresa creencia de orden k en racionalidad futura
si en cada conjunto de informacién h € H;, t; solamente asigna probabilidad
positiva a los tipos de los oponentes que expresan creencia de orden k£ — 1 en
racionalidad futura.

Por 1ltimo, el tipo t; expresa creencia comun en racionalidad futura si ¢;
expresa creencia de orden k en racionalidad futura para todo k € N.

Para presentar el algoritmo que encuentra las elecciones que se pueden realizar
bajo creencia comtn en racionalidad futura, necesitamos definir lo que son problemas
de decision completos y reducidos.

Definicién 4.29. Sea h € H; un conjunto de informacion para el jugador . La pareja
%h) = (S2(h),S%,(h)) es el problema de decisién completo para i en h, donde
S9(h) = S;(h) y S°,(h) = S_;(h). Una pareja I'¥(h) = (S¥(h), S*.(h)) es un problema
de decisién reducido para el jugador i en h, si S¥(h) C S?(h) y S*.(h) C S°,(h).

Definicién 4.30. Sea h € H; un conjunto de informacién para el jugador 4, y I'¥(h) =
(S¥(h), S*,(h)) un problema de decisién completo o reducido para i en h. Una estrate-
gia s; € SF(h) esta estrictamente dominada en S*,(h) por una randomizacién
en A; C S;(h) si existe p; € A(A;) tal que

> pilsiui(=(sh, s-0)) > wil=(si, 5-0))
S;€Ai
para toda s_; € S*.(h).

Ahora podemos describir el algoritmo para esta seccién, el procedimiento de domi-
nancia hacia atras.

Algoritmo 3. Sean S?(h) = S;(h) y S°,(h) = S_;(h) para todo i € I y todo h € H;.
Para k > 1 y cada jugador ¢ y conjunto de informacién h € H definimos los siguientes
conjuntos del k-ésimo paso.

SF(h) = {s; € SF7*(h) | s; no esté estrictamente dominada en S*7*(h/)

por una randomizacién en S;(h’) para todo
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h' € H;(s;) que sigue débilmente a h}
Ademas para todo jugador ¢ € I y h € H, definimos

Sk(h)= x S%h
(%) jen{iy (*)

Este concepto de racionalidad aparece originalmente en el trabajo de Perea [65],
refinando lo propuesto por Reny [70] al mostrar que no es posible considerar que los
oponentes son racionales tanto en el pasado como en el futuro al mismo tiempo, salvo
en juegos muy particulares. Ademads, es un intento de extender el concepto de creen-
cia comun en racionalidad para juegos dinamicos, aunque el mero hecho de que los
oponentes no necesariamente son racionales en el pasado y en el futuro permite una
variedad de formas de razonamiento, como se observa tanto en la siguiente seccién
como en el capitulo 6.

4.5 Creencia comun fuerte en racionalidad

En la seccion anterior se dio un concepto de racionalizacién en el cual, en cada conjunto
de informacién se razona acerca de los oponentes pensando en que, a partir de ese mo-
mento, sin importar como llegamos al conjunto de informacién presente, los oponentes
seran racionales. Pero podemos razonar de otra forma, considerando que para cada
conjunto de informacién, si es posible que todos los oponentes sean racionales para
llegar a ese conjunto de informacion, entonces debemos de considerar que lo son.

Definicién 4.31. Dado un modelo epistémico M = (Ti,@)iel, sean 1; € T; un tipo
y h € H; un conjunto de informacién para el jugador i. Decimos que el tipo t; cree
fuertemente en la racionalidad de los oponentes en h si, al existir al menos
una combinacién de tipos para los oponentes (no necesariamente en M ) para los cuales
existe una combinacién de estrategias 6ptimas que llevan a h, entonces tenemos que:

1. El modelo epistémico M contiene al menos una combinacién de tipos como la
descrita anteriormente.

2. Eltipo t;, en h, solamente asigna probabilidad positiva a combinaciones estrategia-
tipo de los oponentes para las cuales la combinacion de estrategia lleva a h y las
estrategias son Optimas para los tipos.

Por tltimo, decimos que #; cree fuertemente en la racionalidad de los opo-
nentes si cree fuertemente en la racionalidad de los oponentes en todo h € H;.

Definicién 4.32. Dado un modelo epistémico M = (TZ, B:)ier, sean t; € T, un tipo y
h € H; un conjunto de informacion para el jugador .
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1. El tipo t; expresa creencia fuerte de orden 1 en racionalidad en & si %,
cree fuertemente en la racionalidad de los oponentes en h. Ademds, el tipo
expresa creencia fuerte de orden 1 en racionalidad si #; cree fuertemente
en la racionalidad de los oponentes en todo h € H;.

2. El tipo {; expresa creencia fuerte de orden 2 en racionalidad en £ si, al
existir al menos una combinacién de tipos para los oponentes (no necesariamente
en M ) los cuales expresan creencia fuerte de orden 1 en racionalidad, y para los
cuales existe una combinacion de estrategias optimas que llevan a h, entonces
tenemos que:

e El modelo epistémico M contiene al menos una combinacién de tipos como
la descrita anteriormente.

e El tipo #;, en h, solamente asigna probabilidad positiva a combinaciones
estrategia-tipo de los oponentes para las cuales la combinacién de estrategias
lleva a h, los tipos expresan creencia fuerte de orden 1 en racionalidad y las
estrategias son 6ptimas para los tipos.

~

Decimos que t; expresa creencia fuerte de orden 2 en racionalidad si
expresa creencia fuerte de orden 2 en racionalidad en todo h € H;.

3. En general, el tipo #; expresa creencia fuerte de orden k en racionali-
dad en £ si, al existir al menos una combinacion de tipos para los oponentes
(no necesariamente en M ) que expresan creencia fuerte hasta el orden k — 1 en
racionalidad, y para los cuales existe una combinacion de estrategias éptimas que
llevan a h, entonces tenemos que:

e El modelo epistémico M contiene al menos una combinacion de tipos como
la descrita anteriormente.

e El tipo #;, en h, solamente asigna probabilidad positiva a combinaciones
estrategia-tipo de los oponentes para las cuales la combinaciéon de estrate-
gias lleva a h, los tipos expresan creencia fuerte hasta el orden k£ — 1 en
racionalidad y las estrategias son optimas para los tipos.

~

Decimos que t; expresa creencia fuerte de orden k en racionalidad si expresa
creencia fuerte de orden k en racionalidad en todo h € H,.

Por tultimo, decimos que t; expresa creencia fuerte comin en racionalidad si
t; expresa creencia fuerte de orden k en racionalidad para todo k € N.

Definicién 4.33. Decimos que el jugador ¢ puede elegir la estrategia s; racional-
mente bajo creencia fuerte comiin en racionalidad si existe un modelo epistémico
con creencias condicionales M = (T;, ;)icr y un tipo t; € T; tales que el tipo ¢; expresa

creencia fuerte comin en racionalidad, y la estrategia s; es 6ptima para el tipo ¢; en
todo h € H; al que lleva s;.
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El algoritmo para encontrar las estrategias que se pueden elegir bajo creencia fuerte
comun en racionalidad es el procedimiento de dominancia condicional iterada.

Algoritmo 4. Sean SY(h) = S;(h) y S°;(h) = S_;(h) para todo i € I y todo h € H,.
Para cada k > 1 y cada jugador ¢ € I y conjunto de informacion h € H definimos los
siguientes conjuntos auxiliares del k-ésimo paso.

St = {s; € S¥71(h) | s; no est estrictamente dominada en S*71(R)

por una randomizacién en S;(h’) para todo
h/ S Hz(sz)}

A partir de éstos, definimos los conjuntos que forman los problemas de decisién reduci-
dos, primero definimos

_ ] Sty siSHh) £ 2
Si(h) = {Sf—l(h) si SE(h) =@

y por ultimo, para los conjuntos de informacién h € H; definimos

k k
S = x SK

Este concepto de racionalidad fue propuesto por Pearce [63] bajo el nombre de
racionalizabilidad en forma extensiva, junto con un algoritmo que identifica las elec-
ciones posibles bajo este razonamiento. Posteriormente, Battigalli [10] propuso otro
algoritmo que simplificaba lo propuesto por Pearce, mientras que Battigalli y Siniscalchi
[11] mostraron la equivalencia entre racionalizabilidad en forma extensiva y creencia
fuerte comun en racionalidad, con lo que creencia fuerte comtn en racionalidad es el
concepto epistémico correspondiente a la racionalizabilidad en forma extensiva.

El algoritmo se debe a Shimoji y Watson [76] quienes mostraron que se obtenian
exactamente las estrategias que se pueden elegir bajo racionalizabilidad en forma ex-
tensiva, por lo que el mismo algoritmo obtiene las estrategias que se pueden elegir bajo
creencia fuerte comun en racionalidad.

Ejemplo 4.3. Consideramos el ejemplo descrito mediante la figura 4.1.
Bajo creencia comin en racionalidad futura, tenemos los siguientes conjuntos de
estrategias iniciales:

S1 (@) = {(.a), (x,0), (z,¢), (v,d), y}
S (@) =1{A,B,C, D}
S?(hl) = {(:p,a), ("L‘ab% (:L‘,C), (l’, d)}

(

Primero, en &, las estrategias (z,a), (x,b) v (z,d) estdn estrictamente dominadas
por y para el jugador 1. Asi que las eliminamos en S3(&). Por otra parte, en hy las
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4 - 100,100
xﬁgzii::::E:::j 200, 0
\;
—— 200,0
d ™ 200, 0

W+ 0,200
Y b
‘ 0,300
350, 500 -
i —— 0,400
d ™ 250,250

Figura 4.1: Un primer juego en forma extensiva

estrategias (z,d) y D estan estrictamente dominadas, por lo que las eliminamos tanto
en h; como en &. De esta forma obtenemos los siguientes conjuntos de estrategias
reducidos:

Ahora, en @, la estrategia (z, c) estd estrictamente dominada por y. En hq, las es-
trategias (z, c) y C estén estrictamente dominadas. Obtenemos los siguientes conjuntos
de estrategias reducidos:

S1(@) = {y}
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S3(@) = {A, B}
S%(hl) = {(l’, CL), (ZE, b)}
S3(h) = {A, B}
Por ultimo, en @ solamente tenemos una estrategia para el jugador 1, por lo que

ya no podemos eliminar més estrategias. En hy, las estrategias (z,b) y B estan estric-
tamente dominadas. Por lo tanto los conjuntos de estrategias reducidos finales son:

Si(@) = {y}

S3(2) = {A}

Si(h) = {(z,a)}

S5 (h1) = {A}
con lo cual, el jugador 1 elegird la estrategia y, mientras que el jugador 2 elegira la
estrategia A bajo creencia comun en racionalidad futura.

Ahora, bajo creencia comun fuerte en racionalidad tenemos los siguientes conjuntos
de estrategias iniciales:

SY(@) = {(z,a), (z,0), (z,¢), (z,d),y}
S @) ={A,B,C,D}

Sg(hl) = {(IL’, a)? (IB, b)? ($7 C)? (‘T? d)}
S9(hy) ={A, B,C, D}

En el primer paso, observamos que en & las estrategias del jugador 1 (x,a), (z,b)
y (x,d) estan estrictamente dominadas por y. Por lo tanto las eliminamos tanto en @
como en hy. Para el jugador 2, la estrategia D estd estrictamente dominada, por lo
que los conjuntos de estrategias reducidos son:

S1(@) = {(z,0). y}
(@) ={4,B,C}
Si(hi) = {(z,c)}
Por ultimo, tenemos que en & la estrategia (z, c) estd estrictamente dominada por
y, por lo que la eliminamos en &, pero no en h; ya que el conjunto de estrategias en

hy quedaria vacio. En h; las estrategias A y C estan estrictamente dominadas por B.
Asi, los conjuntos de estrategias finales son:

Si(@) = {y}
S3(@) = {B}
Si(hy) = {(z,)}
Sg(hl) = {B}

por lo que el jugador 1 elegird la estrategia y, mientras que el jugador 2 elegira la
estrategia B bajo creencia comun fuerte en racionalidad.
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4.6 Apéndice: Creencia comin en racionalidad vs.
Equilibrio de Nash

Podriamos pensar que el equilibrio de Nash es uno de los conceptos de soluciéon mas
naturales para un juego, y que por ende, en cierta forma resultaria ser el mas simple
en cuanto a condiciones que impone sobre la forma de razonar de los jugadores. Sin
embargo, cuando se trabaja en el contexto epistémico, podemos darnos cuenta de que
las condiciones que impone son bastante restrictivas. Para empezar, un equilibrio de
Nash presupone que los jugadores creen en cada nivel lo mismo. Es decir, para cada
nivel de creencia, si la creencia es sobre un mismo jugador, todos los jugadores deben
de creer exactamente lo mismo. Esto claramente no es algo que deba de ocurrir, ni que
mucho menos podamos asegurar, ademas de que implicaria que los jugadores piensan
de exactamente la misma forma, y que ademas todos saben exactamente de qué forma
piensan los oponentes. En el modelo epistémico, dicha condicién se relaja y solamente
se pide que los jugadores en cada nivel sean razonables en sus creencias.

Por otra parte, ademas para un mismo jugador, dentro de sus diferentes niveles de
creencia, si en dos o mas de ellos estd razonando acerca de otro jugador, necesariamente
la creencia en todos estos niveles debe de ser la misma. Esto como ya hemos visto en
el caso epistémico no es necesario, y es posible que dentro de una misma jerarquia, un
jugador razone de dos o mas formas acerca de otro jugador en diferentes niveles de la
jerarquia.

Estas condiciones adicionales que el equilibrio de Nash impone sobre las creencias de
los jugadores se estableceran a continuacién y se mencionan los resultados que muestran
como esto lleva a un equlibrio de Nash. Para la demostracién de dichos resultados se
puede consultar el libro de Perea [65].

Definicién 4.34. Decimos que el tipo t; de un jugador ¢ cree que sus oponentes
tienen creencias correctas si cuando el tipo t¢; asigna probabilidad p al perfil de
combinaciones creencia-tipo (c;,t;);en iy de los oponentes, el tipo t; cree que con pro-
babilidad 1 todos los oponentes creen con probabilidad 1, que el jugador i asigna
probabilidad p al perfil de combinaciones creencia-tipo (c;, ;) en (i}

Definicién 4.35. Decimos que un jugador i tiene creencias proyectivas si dados
cualesquiera otros jugadores j, k # 7, la creencia del jugador i acerca del jugador k es
la misma creencia del jugador j acerca del jugador k.

Definicién 4.36. Decimos que un jugador i tiene creencias independientes si la
creencia del jugador ¢ acerca de la eleccién del jugador j es estocasticamente indepen-
diente de la creencia del jugador i acerca de la eleccion del jugador k para cualesquiera
jugadores j, k # i y para cualesquiera elecciones de los jugadores j y k.






Capitulo 5

Creencia comun en racionalidad
futura y pasada restringida

5.1 Introduccion

Como se vio en el capitulo anterior, tenemos algunos modelos para juegos dinamicos
en los cudles se consideran dos tipos de racionalidad para poder dar soluciones. En
particular, el concepto de creencia comin en racionalidad futura es tal que considera
que en cualquier punto del juego, el saber como se llegd hasta dicho punto es irrelevante
y por ende, permite que se consideren cualesquiera elecciones anteriores, incluyendo
elecciones que son irracionales, y por lo que nunca se llegaria al punto en el que nos
encontramos.

La idea que se propone es considerar también el pasado para entender por qué lle-
gamos a cada punto en el juego. En particular, que las elecciones posibles en el pasado,
que nos llevan hasta el punto en que nos encontramos, se pueden considerar como las
unicas posibles elecciones que se realizaron, y por ende, que dentro de este conjunto
reducido de elecciones, se pueden hacer elecciones racionales. Esto implica que aunque
en el juego en general hayan elecciones que se consideren irracionales, si reducimos el
conjunto de posibles elecciones, algunas se vuelven racionales, considerando las otras
posibilidades. De esta manera, permitimos que los jugadores también tengan que
razonar hacia el pasado y puedan pensar acerca de cudles elecciones pasadas son las
mejores que ademas nos llevan hasta cierto punto.

Utilizando el ejemplo de la figura 5.1, observamos que en @& la eleccién 6ptima
del jugador 1 es ¢. Sin embargo, si suponemos que el juego llega a hy, entonces el
jugador 2 bajo el concepto de creencia comun en racionalidad futura, debe considerar
que el jugador 1 llevd a cabo una elecciéon subdptima, y por lo tanto, tanto a como
b son elecciones perfectamente validas, por lo que no aportan informaciéon acerca de
la eleccion del jugador 1. Sin embargo, claramente se puede ver en el juego, que si
restringimos al jugador 1 a las elecciones que llevan a hq, éste debe elegir a y luego f.
Por ello, el jugador 2 deberia usar esta informacion y considerar que a eligié a en el
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}%2,2

d \
/h2 ; 0,0

Figura 5.1: Juego base en forma extensiva

pasado. a es una eleccién que es subdptima en el juego completo, sin embargo, de las
elecciones que nos llevan a hy es éptima.

El concepto de creencia comun en racionalidad futura y pasada restringida es un
refinamiento de creencia comin en racionalidad futura, en el que si un jugador al revisar
el comportamiento pasado de los otros jugadores se encuentra con que necesariamente
hubo elecciones irracionales, es posible razonar sobre estas elecciones y elegir la “menos
irracional”. En el caso de que las elecciones pasadas sean todas racionales, no cambia en
absoluto el estudio de un juego, con lo cual, este nuevo concepto nos permite estudiar lo
que ocurre en el juego si es que en algiin momento se realiza alguna eleccion irracional,
cosa que no es posible con creencia comin en racionalidad futura.

La utilidad de este concepto se observa en los juegos que tienen elecciones pasadas
no observadas, dado que facilmente se puede observar que de tener elecciones pasadas
observadas, creencia comun en racionalidad futura y creencia comiun en racionalidad
futura y pasada restringida son equivalentes, dado que los conjuntos de elecciones
pasadas para cada tiempo son singuletes y por ende, no se necesita razonar sobre
varias elecciones posibles.

El concepto que se propone en este capitulo intenta extender un poco mas lo que
intenté en su momento Reny [70] al observar que no es posible considerar que los
oponentes son racionales tanto en el pasado como en el futuro. Nosotros mostraremos
que es posible tener una versién de racionalidad en el pasado que permite considerar
cualquier juego en general, mientras que, en cierta forma es tan amplia como es posible
a partir del conjunto de informacién en el cual estamos razonando. Ademas, como
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se observard, esto también refina el concepto propuesto por Perea [66] al anadir la
racionalidad en el pasado. Ademds de esto, se mostrara que existe una relacién entre
el concepto de racionalizabilidad propia para juegos en forma normal y creencia comin
en racionalidad futura y pasada restringida.

5.2 Ejemplo base

A lo largo del capitulo trabajaremos con el siguiente ejemplo para precisar ideas y
explicar algunos de los conceptos.

Ejemplo 5.1. Consideremos el juego descrito en la figura 5.1. Observamos que en
dicho juego, se tienen los siguientes elementos:

o [ =1{1,2}.
C1 =A{a,b,c, f,g9}, Co ={d, e}.
X = {@,(a),(b),(a,d)}.

o /= {(C),(CL, 6),(5, d)v(b7 6)7(a7d7 f),((l,d,g)}.
o Hi ={, hy}, Hy={h}, H= {9, hy, hy, donde hy = {(a), (b)} v he = {(a,d)}.
o C1(2) ={a,b,c}, Ci(h) ={[ g}, Co(h1) = {d, e}
(3 siz=(c)
o 1) = 2 siz=(a,e)oz=/(a,d,f)
! 1 siz=(bd) oz=(be)
L0 siz=(a,d,g)
(3 siz=(c)
)2 siz=(a,d,f)
ua(z) = 1 siz=(a,e)oz=(be)
L0 siz=(bd)oz=(a,d,g)

Por otra parte, los conjuntos de estrategias que llevan a cada conjunto de infor-

macién son S1(h1) = {(a, f), (a, ), ()}, Si(h2) = {(a, f), (a,9)}, S2(h2) = {(d)}.

5.3 Creencia comun en racionalidad futura y pasada
restringida

En el capitulo anterior ya se definié6 lo que es un modelo epistémico para juegos
dindmicos y la creencia en la racionalidad futura de los oponentes. Se usaran estas
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definiciones en lo que sigue, ademéds de un nuevo concepto en el cual se introduce la
racionalidad pasada restringida.

Definicién 5.1. Decimos que un tipo ¢; cree en la racionalidad pasada restringida
de j si en cualquier h € H;, 5;(t;, h)(s;,t;) > 0 solamente si para todo h' € H;(s;) tal
que h' precede débilmente a h, se cumple que

i (s, Bi(E5, ') > uy(s), B, (5, 1))

para todo s € Sj(h) N .S;(M).
El tipo #; cree en la racionalidad pasada restringida de los oponentes si #;
cree en la racionalidad pasada restringida de j para todo jugador j € I'\ {i}.

En otras palabras, el tipo #; considera en h aquellas estrategias en A’ que le dan
mayor utilidad a su oponente j en A/, siempre y cuando dichas estrategias puedan
alcanzar a h.

Al igual que con conceptos anteriores, definimos la creencia de orden k y la creencia
comun para este concepto de racionalidad.

Definicién 5.2. Dado un modelo epistémico M = (TAz7 B)ier, sea t; € T} un tipo para
el jugador 1.

1. El tipo ¢; expresa creencia de orden 1 en racionalidad pasada restringida
si t; cree en la racionalidad pasada restringida de los oponentes.

2. El tipo t; expresa creencia de orden 2 en racionalidad pasada restringida si
en cada conjunto de informacién h € H;, t; solamente asigna probabilidad positiva
a los tipos de los oponentes que expresan creencia de orden 1 en racionalidad
pasada restringida.

3. En general, el tipo t; expresa creencia de orden k en racionalidad pasada
restringida si en cada conjunto de informaciéon h € H;, t; solamente asigna
probabilidad positiva a los tipos de los oponentes que expresan creencia de orden
k — 1 en racionalidad pasada restringida.

Por dltimo, el tipo ¢; expresa creencia comin en racionalidad pasada res-
tringida si t; expresa creencia de orden k en racionalidad pasada restringida para
todo k € N.

Definicién 5.3. Una estrategia s; para el jugador ¢ se puede elegir racionalmente
bajo creencia comiin en racionalidad futura y pasada restringida y creencia
comuin en actualizacién bayesiana si existe un modelo epistémico M = (TZ, Bi)ier
y algin tipo ¢; € T, tal que ; expresa creencia comin en racionalidad futura y pasada
restringida y creencia comtun en actualizacion bayesiana, y la estrategia s; es éptima
para el tipo #; en todo conjunto de informacién h € H;(s;).
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Para el juego de la figura 5.1, consideremos el siguiente modelo epistémico:
Tl = {51}7 TQ - {52}
51(517 Q) = (d7 2?2)
Bi(ty, ha) = (d, )
62(527 hl) = ((aa f)7 tAl)

Explicamos por qué dicho modelo es tal que todos los tipos expresan creencia comin
en racionalidad pasada restringida y satisfacen actualizaciéon bayesiana.

En el conjunto @ € Hy, t; cree que el jugador 2 elige d y es de tipo t,. El tipo t,
cree en hy el cual sigue débilmente a @ que el jugador 1 elige (a, f), de forma que la
estrategia 6ptima para el jugador 2 de Sy(hy) = {(d), (e)} es elegir d. Por lo tanto,
t; cree en la racionalidad futura del oponente en @. Y dado que no hay conjuntos
de informacién para el jugador 2 que precedan débilmente a @, entonces ¢; cree en la
racionalidad pasada restringida del oponente en &.

En el conjunto hy € H; no hay conjuntos de informacién para el jugador 2 que sigan
débilmente a hy por lo que t; cree en la racionalidad futura del oponente en hy. Por
otra parte, el tipo t; cree en hy que el jugador 2 elige d y es de tipo to. Sin embargo,
tenemos que Sa(h1) N Sa(he) = {(d)} y por lo tanto, es la estrategia éptima de entre
las que llegan a hs. Por ello, ¢; cree en la racionalidad pasada restringida del oponente
en hs.

Dado que en ambos conjuntos de informacion, a saber @ y hy se definié de igual
forma la creencia del tipo t;, t; satisface actualizacién bayesiana.

En el conjunto hy € Hy, £, cree que el jugador 1 elige (a, f) v es de tipo £;. El tipo
t1 cree en hy, el cual sigue débilmente a h; que el jugador 2 elige d en hy, para lo cual
la estrategia 6ptima para el jugador 1 de la que se tienen en Si(hs) = {(a, f), (a,9)}
es (a, f). Por lo tanto, ty cree en la racionalidad futura del oponente. Por otra parte,
el tipo #; cree que en @, el cual precede débilmente a hy que el jugador 2 elige d en hy,
por lo que la estrategia éptima en Sy (@) N.Si(h1) = {(a, f), (a,g), (b)} para el jugador
1 es (a, f). Por lo tanto, t, cree en la racionalidad pasada restringida del oponente.

Dado que solamente tenemos un conjunto de informacién, a saber h; para el jugador
2, t, satisface actualizaciéon bayesiana.

Notemos que en el ultimo caso la estrategia (a, f) no es una estrategia éptima para
el jugador 1, ya que ¢ da una mayor utilidad. Sin embargo, el jugador 2 puede razonar
acerca de las estrategias que lo llevaron a estar en el conjunto de informacion h; y por
ende, tomar la decision de que el jugador 1 por alguna razon eligié a en 9.

Dado que todos los tipos del modelo epistémico creen en la racionalidad futura y
pasada restringida del oponente y satisfacen actualizacion bayesiana, entonces todos los
tipos expresan creencia comun en racionalidad futura y pasada restringida y creencia
comun en actualizacion bayesiana. En conclusion, ¢ es 6ptima para el jugador 1 en & y
d es 6ptima para el jugador 2 en hy. Por lo tanto, ¢ y d se pueden elegir racionalmente
bajo creencia comun en racionalidad futura y pasada restringida y creencia comtn en
actualizacién bayesiana.
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El juego de la figura 5.1 se puede trabajar en su forma normal y por lo tanto se
pueden aplicar los conceptos que se discutieron en el capitulo anterior para juegos
normales. En particular, si consideramos el siguiente modelo epistémico:

T1 = {tl},TQ = {tg}
bi(t1) = ((d,t2); (e, t2))
ba(tz) = ((c,t1); ((a, f),t1); (b, t1); ((a, 9), 1))

en el cual cada nivel de las creencias lexicograficas es la medida de Dirac de cada
pareja estrategia-tipo (es decir, se le asigna probabilidad 1 a dicha pareja en ese nivel).
Mostraremos que los tipos de este modelo epistémico son propiamente racionalizables.

Para empezar, el tipo t; solamente considera posible al tipo ¢y, y observamos que
tanto (d,ty) como (e,ts) aparecen en algin nivel de by (1) por lo que t; es cauteloso.
De forma similar, ¢, solamente considera posible al tipo t;, y las parejas estrategia-tipo
((a, f),t1), ((a,g),t1), (b,t1) v (c,t1) aparecen en algun nivel de by(ty) por lo que ts es
cauteloso.

5.4 Conexidn entre creencia comun en racionalidad
futura y pasada restringida y racionalizabilidad
propia

En esta seccion tendremos uno de nuestros primeros teoremas principales del capitulo,
en el cual observaremos que una estrategia propiamente racionalizable de la forma
normal de un juego implica que la misma estrategia es éptima bajo creencia comun
en racionalidad futura y pasada restringida con actualizacién bayesiana en el juego
dindmico. Para ello, se adaptaran las definiciones que se utilizaron para racionalizabi-
lidad propia al contexto de la forma normal de un juego dindmico.

Definicién 5.4. Sea GG un juego dindmico. La forma normal de G es el juego
G’ = (1,(Si)ier, (vi)icr) en el cual todos los jugadores i eligen simultdneamente una
estrategia s; € S;, y cada jugador ¢ recibe la utilidad v;(s;, s_;) = w;(2(s;, s—;)) donde
2(si, s_;) es la historia terminal alcanzada por (s;, s_;).

Definicién 5.5. Un modelo epistémico M = (T},b;);c; para un juego en forma
normal G' = (I, (S;)icr, (vi)icr) consiste de un conjunto finito de tipos 7; para cada
jugador ¢, y para cada tipo t; € T; definimos una creencia lexicografica b;(t;) =
(b}(ti); .. ;b (t:)) sobre S_; X Ty = X2 (Sk x Tj), éste ultimo el conjunto de combi-
naciones de parejas estrategia-tipo de los oponentes de i. La creencia b¥ se denomina
el nivel £ de la creencia lexicografica.

Definiciéon 5.6. Decimos que un tipo ¢; se considera posible para la creencia le-
xicografica b;(t;) = (b} (t;);...b"(¢;)) si existe una combinacién de parejas estrategia-
tipo (s_i,t—i) € (S; X {t;}) X Xpri;(Sk x T}) tal que bi(t;)(s—i,t—;) > 0 para algtin
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¢ € {1,...,m}. El conjunto de tipos para el jugador j que se consideran posibles para
b;(t;) se denota por T}(t;).

Definicién 5.7. Sea b;(t;) = (b} (t;);...;b"(t;)) una creencia lexicografica para el tipo
t; del jugador i. Decimos que t; considera una combinacion de parejas estrategia-
tipo (s_;,t_;) infinitamente mas probable que (s’ ;, ¢’ ;) si existe k € {1,...,m}

tal que para todo £ < k, bf(s' ;¢ ;) = 0y b (t;)(s_i, t_;) > 0.

iy b

Definicién 5.8. Dado un modelo epistémico M = (T}, b;)icr v by = (b} (t:); ... ;6" (L))
una creencia lexicografica para el tipo t; del jugador i. Decimos que t; es cauteloso si
para cada (s_;,t_;) € x,4(S;xTj(t;)) existe k € {1,...,m} tal que b¥(¢;)(s_;,t_;) > 0.

Definicién 5.9. Dado un tipo t; para el jugador i y una creencia lexicografica b;(t;) =
(b};...; 07 (t;) definimos la utilidad esperada de elegir la estrategia s; al nivel k
de la siguiente forma:

0F (55, b5(t:)) = > Bt (s t)vilsi, 5o)

(s—it—i)€S—i,T—;

Un tipo ¢; con una creencia lexicografica b;(t;) prefiere la estrategia s; a s,
si existe k € {1,...,m} tal que para todo ¢ < k, vf(s;,bi(t;)) = vi(sh, bi(t;)) vy
vl (s, bi(ti)) > vf (sh, ba(ts)).

Una estrategia s; es éptima para ¢; si no existe otro s; € S; tal que t; prefiere s,
a s;.

Definicién 5.10. Sean M = (T}, b;);c; un modelo epistémico y b;(t;) = (b} (t;); .. .; b (¢;)
una creencia lexicografica para el tipo t; del jugador i. Decimos que t; respeta las
preferencias de j si para todo tipo ¢; del jugador j considerado posible por ¢;, y cua-
lesquiera estrategias s;, s € S tales que t; prefiere s; a s%, t; considera al menos una
combinacion estrategia-tipo en {(s;,¢;)} X Xy j(Sk % Tj) infinitamente més probable
que toda combinacién de parejas estrategia-tipo en {(s},#;) X Xpxi;(Sk X Tj).

Decimos que t; respeta las preferencias de los oponentes si t; respeta las
preferencias de j para todo jugador j € I\ {i}.

Definicién 5.11. Sea M = (T}, b;);e; un modelo epistémico.

1. El tipo t; expresa creencia total de orden 1 en cautela si ¢; solamente con-
sidera posibles aquellos tipos de los oponentes que son cautelosos.

2. Para todo k > 1, el tipo t; expresa creencia total de orden k en cautela
si t; solamente considera posibles aquellos tipos de los oponentes que expresan
creencia total de orden k£ — 1 en cautela.

3. El tipo t; expresa creencia total comin en cautela si ¢; expresa creencia de
orden k total en cautela para todo k € N.
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Definicién 5.12. Sea M = (T}, b;);cr un modelo epistémico.

1. El tipo t; expresa creencia total de orden 1 en respeto de preferencias
si t; solamente considera posibles aquellos tipos de los oponentes que respetan
preferencias.

2. Para todo k > 1, el tipo t; expresa creencia total de orden k en respeto de
preferencias si ¢; solamente considera posibles aquellos tipos de los oponentes
que expresan creencia total de orden £ — 1 en respeto de preferencias.

3. El tipo t; expresa creencia total comiin en respeto de preferencias si ¢;
expresa creencia de orden k total en respeto de preferencias para todo k € N.

Definicién 5.13. El tipo t; es propiamente racionalizable si ¢; es cauteloso, respeta
las preferencias de los oponentes y expresa creencia total comun en cautela y creencia
total comtn en respeto de preferencias.

Definicién 5.14. Decimos que una estrategia s; es propiamente racionalizable si
existe un modelo epistémico M = (T3, b;);c; y un tipo t; € T; tal que ¢; es propiamente
racionalizable y la estrategia s; es 6ptima para t;.

Teorema 5.1. Sea G un juego dinamico. Si una estrategia s; es propiamente racionali-
zable en la forma normal de GG, entonces s; se puede elegir racionalmente bajo creencia
comun en racionalidad futura y pasada restringida y creencia comin en actualizacién
bayesiana en el juego dinamico G.

Para ello, primero definimos una transformacién de un modelo epistémico de la
forma normal en un modelo epistémico del juego dinamico.

Sea M = (T;,b;)ic; un modelo epistémico de la forma normal del juego, para el
cual todo tipo t; € T; es cauteloso para todo jugador ¢ € I. El modelo epistémico
inducido para el juego dindmico se define de la siguiente forma: para cada jugador
i € I, renombramos cada tipo ¢; a #; mediante una biyeccién f: T; — TZ y la creencia
condicional para el tipo f;(¢;) en el conjunto de informacién h € H; se define como

DICER
bR (S-i(h) x T-;)

Bi(fi(ti), h)(s—i, [-i(t-i))
donde k es el minimo nimero tal que b¥(¢;)(S_;(h) x T_;) > 0, y

bE(t(S_i(h) x T_;) = > (s it )

(s,i,t,i)GS,i(h)xT,i

En otras palabras, tomamos el primer nivel k& de la creencia lexicografica para t;
en el cual existe al menos una combinacion de estrategias para los oponentes de
que alcanza h, y normalizamos las probabilidades. De esta forma, garantizamos que
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las creencias condicionales de los tipos son tales que los tipos satisfacen actualizacién
bayesiana.

Ahora enunciaremos algunos resultados auxiliares que seran utiles para demostrar
el teorema 5.1.

Lema 5.1. Sea M un modelo epistémico de la forma normal en el cual todos los tipos
son cautelosos, h € H;, h' es un conjunto de informacién que sigue o precede débilmente
a hy t; es un tipo del jugador i en M. Si s; € S;(h) N S;(h') no es éptima para f;(¢;)
entre las estrategias de S;(h) N S;(h') en h € H;, entonces existe §; € S;(h) N .S;(h') tal
que t; prefiere §; a s;.

Lema 5.2. Si ¢; respeta las preferencias del jugador j, entonces f;(¢;) cree en la racio-
nalidad futura y pasada restriginda de j y fi(t;) satisface actualizacién bayesiana.

Lema 5.3. Si t; es propiamente racionalizable, entonces f;(t;) expresa creencia comin
en racionalidad futura y pasada restringida y creencia comin en actualizacion bayesiana.

Corolario 5.1. Para todo juego dindmico G existe un modelo epistémico M y dentro
de éste, para cada jugador ¢ existe un tipo ¢; que expresa creencia comun en racionalidad
futura y pasada restringida y creencia comun en actualizacién bayesiana.

Utilizando los lemas 5.1 y 5.3 obtenemos el teorema 5.1, es decir, un juego dindmico
se puede escribir en forma normal y por lo tanto, encontrar tipos que expresen creencia
comun en racionalidad futura y pasada restringida y creencia comin en actualizacién
bayesiana, ademas de que las estrategias que se pueden escoger bajo racionalizabilidad
propia son las que se pueden escoger bajo creencia comtun en racionalidad futura y
pasada restringida y creencia comun en actualizacion bayesiana.

5.5 Algoritmo

Para encontrar las estrategias que se pueden elegir bajo creencia comin en racionali-
dad futura y pasada restringida (ya no escribimos la creencia comin en actualizacién
bayesiana, ya que ésta se tendrda automdticamente), proponemos el siguiente algo-
ritmo, basado en el procedimiento de dominancia hacia atras descrito en Perea [66], y
mostramos que las estrategias que sobreviven a la aplicacion del algoritmo son exacta-
mente las estrategias que buscamos.

Definicién 5.15 (Algoritmo). Sean S?(h) = S;(h) y S°;(h) = S_;(h) paratodoi € [ 'y
todo h € H;. Para k > 1 y cada jugador ¢ y conjunto de informaciéon h € H; definimos
los conjuntos del k-ésimo paso de la siguiente forma:

SF(h) = {s; € SF1(Rh) | 5; no estd estrictamente dominada en S*;*(h)
por una randomizacién en S;(h)}

SE.(h) = {(s);2 € S¥;'(h) | para todo j # i, s; no estd estrictamente

—1
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dominada en Sﬁ;l(h’) por una randomizacién
en S;(h') para todo h' € H,(s;) que sigue
débilmente a h, y s; no estd estrictamente
dominada en S*>' (") por una randomizacién
en S;(h) N S;(h") para todo " € H;(s;)

que precede débilmente a h}

El algoritmo termina en K pasos si S/ (h) = SK(h) y S (h) = SX(h) para todo
1 € I y para todo h € H;.

A partir de este algoritmo tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.2. Para todo k > 1 las estrategias que se pueden elegir racionalmente por
un tipo que expresa creencia de orden k en racionalidad futura y pasada restringida y
creencia de orden k en actualizacion bayesiana son exactamente las estrategias s; tales
que s; € S¥(h) para todo h € H,(s;) que sobreviven los primeros k 4 1 pasos del
algoritmo.

Las estrategias que se pueden elegir racionalmente por un tipo que expresa creencia
comun en racionalidad futura y pasada restringida y creencia comun en actualizacion
bayesiana son exactamente las estrategias que sobreviven todos los pasos del algoritmo,
es decir, las estrategias s; € S¥(h) para todo k > 1y todo h € H,(s;).

5.6 Ejemplos
Tomemos el siguiente modelo epistémico que corresponde al juego del ejemplo 5.1:

T1 — {tl}, T2 - {tz}
bi(tr) = ((d, 12); (e, t2))
bQ(t2) = ((Ca t1>; ((CL7 f)atl)); <b> tl); ((avg)v tl))

El tipo t; solamente considera posible el tipo t2, y observamos que (d,t2) v (e, t2)
aparecen en algun nivel de by(t;) por lo que t; es cauteloso. De forma similar, ¢,
solamente considera posible el tipo t; y tenemos que ((a, f),t1), ((a,9),t1), (b,t1) v
(c,t1) aparecen en algin nivel de by(t2) por lo que ¢y es cauteloso. Por lo tanto, dado
que todos los tipos son cautelosos, entonces expresan creencia total comun en cautela.

Por otra parte, el tipo t; cree que el jugador 2 es de tipo 5, el cual cree en el primer
nivel de by(t2) que el jugador 1 elegird ¢, y en un segundo nivel, que elegird (a, f), con
lo cual basta para ordenar las preferencias del jugador 2: primero elegiria d y luego e,
con lo cual observamos que t; respeta las preferencias del oponente.

El tipo t, cree que el jugador 1 es de tipo t1, el cual cree en el primer nivel de by ()
que el jugador 2 elegira d, con lo que basta para ordenar las preferencias del jugador 1:
primero elegiria ¢, después elegiria (a, f), posteriormente elegiria b y por ultimo (a, g),
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con lo cual observamos que t5 respeta las preferencias del oponente. Por lo tanto, dado
que todos los tipos expresan respeto de preferencias, entonces expresas creencia total
en respeto de preferencias.

Dado que todos los tipos del modelo son cautelosos, respetan las preferencias de los
oponentes, expresan creencia comun en cautela y expresan creencia comun en respeto
de preferencias, entonces todos los tipos osn propiamente racionalizables. Observamos
que para el jugador 1 ¢ es la estrategia éptima para t; y d es la estrategia 6ptima para
to. Por lo tanto, las estrategias ¢ y d son propiamente racionalizables.

La transformacion del modelo epistémico para el juego en forma normal a un modelo
epistémico para el juego dindmico nos lleva al modelo de la ”primera tabla”, por lo que
podemos observar con todo el analisis que hemos realizado que la estraategia ¢ para el
tipo t; y la estrategia d para el tipo 2 son 6ptimas y pueden ser elegidas bajo creencia
comun en racionalidad futura y pasada restringida y creencia comun en actualizacion
bayesiana, como lo dice el teorema 1.

Podemos aplicar el algoritmo al ejemplo que hemos trabajado. Para ello, recordemos
que Hy = {&,hs} y Hy = {h1} y tenemos los siguientes conjuntos de estrategias al
inicio:

S1(@) ={(a, ), (a, 9),b,c} S21(2) = {d, e}
Sy(h1) = {d, e} S%5(h) = {(a, f). (a, 9), b}
Si(h2) ={(a, f),(a,9)} 821 (he) = {d}

Aplicando la primera iteraciéon de algoritmo, tenemos los siguientes problemas de
decision reducidos:

S1(2) = {c} S11(2) = {d, e}
Sy(h1) = {d, e} Sla(h) = {(a. )}
Si(h2) = {(a, )} SL(he) = {d}

S1(@) = {c} dado que para el oponente se tienen las estrategias S°,(@) = {d, e},
por lo que la estrategia ¢ domina estrictamente a las otras estrategias posibles para el
jugador 1 que tenfamos en SY(2).

SLy(h) = {(a, f)} ya que:

e En el conjunto de informacién hy que sigue débilmente a hy tenemos que S°; (hy) =
{d}, y por lo tanto, (a, g) es dominada estrictamente por (a, f).

e En el conjunto de informacion @ que precede débilmente a h; tenemos que
Sl(hl) n Sl<®) = {(a7f)7(aug)7b} y Sgl(g) = {d,@}, y podemos ver que la

estrategia b es dominada estrictamente por (a, f).

S1(hy) = {(a, f)} puesto que SY, (hy) = {d}, por lo que (a, f) domina estrictamente
a (a,g) dada la estrategia que tiene el oponente.
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Aplicamos el algoritmo por segunda vez, y obtenemos los siguientes problemas de
decision reducidos:

Si(@) ={c} S%1 (@) = {d}
Sy (h) = {d} §2y(h1) = {(a. f)}
Si(hz) = {(a, )} §2,(he) = {d}

S2,(2) = {(d)} ya que en el conjunto de informacién h; que sigue débilmente a &
tenemos que S',(hy) = {(a, f)}, y por lo tanto, dada esa estrategia del jugador —2,
tenemos que d domina estrictamente a e.

S2(hy) = {d} dado que S',(h1) = {(a, f)} y dada esa estrategia del jugador —2, d
domina estrictamente a e.

Podemos observar que en este punto ya no obtendriamos nada nuevo al aplicar de
nueva cuenta el algoritmo puesto que todos los conjuntos son singuletes. Por lo tanto,
las estrategias que sobreviven para cada jugador son ¢ para el jugador 1, y d para el
jugador 2, que precisamente son las que se habia encontrado que se eligen bajo creencia
comun en racionalidad futura y pasada restringida.

5.7 Demostraciones

Demostracién (Lema 5.1). Sea s; € S;(h) N S;(h') una estrategia subdptima para
fi(t;) en h. Entonces existe s; € S;(h) N .S;(h') tal que

ui(si, Bi(fi(ti), 1)) > wilsq, Bi(fi(ti), b)) (5.1)

Definimos §; como
5;(h") = s;(h") para todo h" € H;(s;) si h” no sigue débilmente a h (5.2)
5;(h") = si(h") para todo h" € H;(s}) si h" sigue débilmente a h (5.3)

Mostramos primero que §; € Si(h) N .S;(h).

Como s; € S;(h), existe s_; € S — —i(h) tal que (s;,s_;) alcanza a h. Entonces en
todo h” € H(s;,s_;) tal que h sigue a h”, tenemos que $;(h”) = s;(h). Por lo tanto,
heH(S,s;)y§eSi(h).

Ahora mostramos que §; € S;(h'), para lo cual revisamos dos casos: cuando A’
precede débilmente a h, o cuando A’ sigue débilmente a h.

Si h' precede débilmente a h, como §; € S;(h), entonces tenemos que §; € S;(h').

Si B/ sigue débilmente a h, como s; € S;(h') entonces existe s_; € S_;(h') tal
que (s}, s_;) alcanza h'. Dividimos los conjuntos de informacién en H(s' ;, s ;) que
preceden débilmente a h’: aquellos h” que preceden débilmente a h y aquellos que
siguen débilmente a h.

En el primer caso, por definicién tenemos que $;(h”) = s;(h”), y dado que los
jugadores tienen memoria perfecta, existe una unica eleccién ¢} (h”) en el conjunto de
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informacién h” tal que h puede ser alcanzado. Como s;, s; € S;(h), ambas estrategias
deben elegir ¢;(h"), por lo que s;(h") = si(h”) para h” que sigue débilmente a h.

En el segundo caso, como h” sigue débilmente a h, por definicién §;(h”) = s;(h").

Por lo tanto, si h” € H(s},s_;) precede débilmente a h' entonces §;(h") = s}(h").
Entonces tenemos que ($;, s_;) alcanza a h’, por lo que §; € S;(h').

Combinando los dos resultados obtenidos hasta el momento, tenemos que §; €
Si(h) N Si(K).

Ahora mostramos que t; prefiere §; a s;. Sea b;(t;) = (b} (t;); b2(t;);...; b7 (t;)) la
creencia lexicografica para el tipo ¢;. Sea k el nimero minimo tal que bF(¢;)(S_;(h) x

T ;) > 0. Por ende, si £ < k, b5(t;)(S_;(h)) =0y (5.2):
wi (8, bi(ti)) = ug (s, bi(t:))
para toda ¢ < k. Ademas:

vf (85, bi(t)) = Z by (t:) (5, t—i)vi (4, 5;)

(S,i,t,i)ES,i xXT_;

_ S O (t:) (s, t—i)vi 57, 5-)

(S,i,t,i)ES,i(h) xXT_;

i Z bE (i) (5—iy t—i)vi(3i, 5-7)

(S,i,t,i)E(S,i\S,i(h)) xT_;

B > DE () (5—is t—i)vi(sly 54)

(S,i,t,i)ES,i(h)XT,i
+ Z b?(ti)(S_i,t_i)Ui(ShS_i)
(s,i,t,i)e(S,i\S,i(h))><T,i
= by (t:)(S-i(h) x T-,)
X Z Bi(fi(ts), ) (i, foi(t—s))ui(z(s}, 5-4))

(s_irt_i)ES_i(R)xT_;
+ Z bE(t) (5—is t_i)vi(si, 5_5)
(5—it—i)€(S—i\S—i(h))xT—;
= by (t:)(S=i(h) x T_s)u;(s}, B;(fi(t:), h))
+ Z bE(t) (5—is t—i)vi(si, 5_5)
(s—ist—i)€(S—i\S—i(h))xT—;
> bf (t:)(S_i(h) x T_i)u(sqi, Bi fi(t:), h))
+ Z VE(t) (5_s,t_i)vi(si, 5-0)

(S,i,t,i)E(S,i\S,i(h)) xXT_;

— Z bf(ti)(s_i,t_i)vi(si, s—i)

(S,i,t,i)ES,i(h) xT_;

4 Z bE () (s—iy t_i)vi(si, 5-7)

(s,i,t,i)e(S,i\S,i(h)) xT_;
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= vf (83, bs(t:)),

donde (5.2) y (5.3) se utilizaron en la tercera igualdad, y la desigualdad se obtiene de
(5.1) y el hecho de que bF(t;(S_;(h) x T_;) > 0, con lo que tenemos el resultado. MW

Demostracién (Lema 5.2). Primero demostramos que respeto de preferencias implica
creencia en racionalidad futura.

Sea h € H;. Supongamos que f;(t;) no cree en la racionalidad futura de j en h.
Entonces

Bi(fi(t:), h) (s, fi(t5)) >0
para alguna s; € Sj(h’) que es una estrategia subdptima para f;(¢;) en algin A’ que
sigue débilmente a h.
Por el lema 5.1 existe §; € S;(h) N S;(R') tal que t; prefiere 5; a s;. Por hipdtesis,
t; respeta las preferencias de j, por lo que debe considerar (§;,¢;) infinitamente més
probable que (s;,t;). Por lo tanto, existe k tal que b¥(¢;)(5;,t;) > 0y b7 (t;)(s;,t;) = 0
para toda m < k. Como §; € S;(h), tenemos que

Bi(fi(t:), h)(sj, fi(t;)) =0

por construccion de la creencia condicional en h. Pero esto es una contradiccion. Asi,
fi(t;) cree en la racionalidad futura de j en h para todo h € H;.

De forma similar, demostraremos que respecto de preferencias implica creencia en
racionalidad pasada restringida.

Sea h € H;. Supongamos que f;(t;) no cree en la racionalidad pasada restringida
de j en h. Entonces

Bi(fi(t:), h) (s, fi(t5)) >0

para alguna s; € Sj(h) N .S;(h”) que es una estrategia subéptima para f;(t;) entre las
estrategias en S;(h) N.S;(h”) en h” que precede débilmente a h. Por el lema 5.1, existe
s; € Sj(h)NS;(h") tal que t; prefiere §; a s;. Por hipdtesis, t; respeta las preferencias
de 7, por lo que debe considerar (§;,¢;) infinitamente méas probable que (s;,t;). Como
5; € S;(h), entonces por construccién de la creencia condicional en h

Bi(fi(ti), h)(ss, fi(t;)) =0

que es una contradiccién. Por lo tanto, f;(¢;) cree en la racionalidad pasada de j en h.
Finalmente, por construccién tenemos que f;(t;) satisface actualizacién bayesiana. B

Demostracién (Lema 5.3). Dado un tipo ¢; € T; del juego normal, definimos el
conjunto T*(t;) como el conjunto de tipos en la jerarquia de creencias de t; en la
forma normal del juego. En otras palabras T*(¢;) es el conjunto mas pequeno con la
propiedad de que t; € T*(¢;), y que para todo t; € T*(t;), si t; considera t; posible,
entonces t, € T*(t;).

De forma andloga, para un tipo ¢; € T, del juego dindmico, definimos el conjunto
T+ (fl) como el conjunto de tipos en la jerarquia de creencias de ¢; en la forma dindmica
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del juego. Es decir, T* (t;) es el conjunto més pequeiio tal que #; € T*(fi), y que para
todo t; € T*(£;), si B;(£;, h)(sk, tx) > 0 para algin h € H;, entonces &, € T*({;).

Sea t; € T; para el cual podemos construir el conjunto 7*(¢;). Como t; es propia-
mente racionalizable, todo tipo en T*(¢;) es cauteloso y respeta las preferencias del
oponente.

Por construccién, todo tipo en T*(t;) induce un tipo en T*(f;(t;)). Por el lema 5.2,
todos los tipos en T*(f;(t;)) creen en la racionalidad futura y pasada restringida de los
oponentes, y creenc que los oponentes satisfacen actualizacién bayesiana.

Entonces por definicién, como todos los tipos en T*( fi(t;)) solamente se refieren
a tipos en T*(fi(t;)), todos expresan creencia comin en racionalidad futura y pasada
restringida y creencia comun en actualizacion bayesiana.

En particular, dado que f;(t;) € T*(fi(t;)), entonces f;(t;) expresa creencia comin
en racionalidad futura y pasada restringida y creencia comin en actualizacion bayesiana.

Demostracién (Teorema 5.1). Como s; es propiamente racionalizable, existe un tipo
t; que es propiamente racionalizable tal que s; es 6ptima para t;. Por el lema 5.3, f;(t;)
expresa creencia comun en racionalidad futura y pasada restringida y creencia comin
en actualizacién bayesiana.

Ahora mostramos que s; también es éptima para el tipo f;(¢;) en todo conjunto de
informacion h € H;(s;).

Supongamos que s; es subéptima para f;(¢;) en el conjunto de informacién h. Por
el lema 5.1, si elegimos h' = h, existe una estrategia $; € S;(h) tal que t; prefiere §; a
s;. Entonces s; no es éptima para t;, lo cual es una contradiccién. |

Para la demostracion del teorema 5.2 requerimos algunos resultados auxiliares, y
la construccién de un modelo epistémico de acuerdo al algoritmo, y tal que tenga
las propiedades que deseamos. Para empezar, enunciamos el siguiente resultado, que
originalmente se demostré para 2 jugadores por Pearce [63], para el cual una prueba
més general se puede encontrar en el libro de Perea [65].

Teorema 5.3 (Lema de Pearce). Considere un problema de decisién reducido I'f(h) =
Sk(h),S*,(h)), A; C S¥(h) y s; € A;. Entonces s; es éptima entre las estrategias en A;
para alguna creencia b; € A(S*,(h)) si y sélo si s; no estd estrictamente dominada en
S*.(h) por una randomizacién en A;.

Paraie€ I, h € H; y k > 1sea B*,(h) el conjunto de combinaciones de estrategias
de los oponentes s_; = (s;);2 € S—i(h) tales que existe un tipo ¢; que expresa creencia
en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden k el cual asigna probabilidad
positiva a s_; en h.

Lema 5.4. Para todo jugador i € I, todo conjunto de informacién h € H; y todo
k > 1 tenemos que B*,(h) C S*.(h).
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Demostracion. Demostramos la afirmacién por induccion en k.

Sea k = 1. Consideremos un jugador ¢ € I, un conjunto de informacién h € H;
y sea s_; € B,(h). Entonces existe un tipo t; que expresa creencia en racionalidad
futura y pasada restringida hasta el orden 1 el cual asigna probabilidad positiva a s_;
en h.

Ahora consideremos un oponente j # i. Como t; cree en la racionalidad futura
y pasada restringida de j, entonces para todo h' € H;(s;) que sigue débilmente a h
podemos encontrar una creencia condicional 3;(¢;, h') para la cual s; es 6ptima entre
las estrategias en S;(h'), y para todo h” € H;(s;) que precede débilmente a h pode-
mos encontrar una creencia condicional §;(¢;, h”) para la cual s; es dptima entre las
estrategias en S;(h) N S;(R").

Por el lema de Pearce, para todo h' € H,;(s;) que sigue débilmente a h, s; no
estd estrictamente dominada en S ;(h') por una randomizacién en S;(h); y para todo
W' € Hj(s;) que precede débilmente a h, s; no estd estrictamente dominada en S ;(h")
por una randomizacién en S;(h)NS;(h"). Por lo tanto, s_; € S*,(h), es decir B, (h) C
S1.(h), y esto es cierto para todos los jugadores i € I y todo conjunto de informacién
h € H;.

Ahora revisamos el paso de induccién. Fijamos k > 2 y suponemos que para todo
jugador i € I y todo conjunto de informacién h € H;, B*71(h) C S*71(h).

Consideremos un jugador i, y sea s_; € B (h). Entonces existe un tipo ¢; que
expresa creencia en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden £ el cual
asigna probabilidad positiva a s_; en h.

Sea j # ¢ un oponente. Entonces existe un tipo ¢; que expresa creencia en racional-
idad futura y pasada restringida hasta el orden & — 1 tal que s; es 6ptima para ¢; en
todo h' € H,(s;) que sigue débilmente a h entre las estrategias en S;(h’), y en todo
h" € H;(sj) que precede débilmente a h entre las estrategias en S;(h) N S;(h").

Por induccién, como ¢; asigna en todo h' € H; probabilidad positiva solamente a
estrategias de los oponentes en Bf;l(h’ ), entonces t; debe asignar, en todo h' € H;,
probabilidad positiva solamente a estrategias de los oponentes en Sf;l(h’ ). Entonces
s; es Optima en todo h' € H,(s;) que siga débilmente a h entre las estrategias en
S;j(h') para alguna creencia condicional ;(t;,h') en ngl(h’), y en toda h"” € H;(s;)
que precede débilmente a h entre las estrategias en S;(h) N .S;(h”) para alguna creencia
condicional §;(t;, k") en Sﬁ;l(h”).

Por el lema de Pearce, en todo h' € Hj(s;) que sigue débilmente a h, s; no
estéstrictamente dominada en Sf;l(h’ ) por una randomizacién en S;(h'), y en todo
h" € H;(s;) que precede débilmente a h, s; no estd estrictamente dominada en S f;l(h’ )
por una randomizacién en S;(h) N S;(h”). Por lo tanto, s_; € S*,(h), y entonces
Bk, (h) C S*.(h), y esto se cumple para todo i € I y todo h € H;. [ |

Para i € I y k > 1 sea BRY el conjunto de estrategias para el jugador i que
son Optimas para algin tipo que expresa creencia en racionalidad futura y pasada
restringida hasta el orden k y creencia comun en actualizacién bayesiana. Ademdés,
definimos S¥ = {s; € S; | s; € SF(h) para todo h € H;(s;)}.
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Lema 5.5. Para todo jugador i € I y todo k > 1, BRF C SF*,

Demostracion. Sean i € [ y k > 1. Sea s; € BRf, entonces existe un tipo t;
que expresa creencia en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden £ tal
que s; es Optima para t; en todo h € H;(s;). Por definicién, en todo h € H;(s;),
t; asigna probabilidad positiva a s_; sélo si s_; € B¥.(h). Por el lema 5.4, en todo
h € H(s;), t; asigna probabilidad positiva a s_; solamente si s_; € S*.(h). Por lo
tanto, s; es éptima en h € H,(s;) para alguna creencia condicional 3;(t;, h) en S* (h).
Por el lema de Pearce, s; no esté estrictamente dominada en h € H;(s;) en S*,(h) por
una randomizacion en S;(h). Esto implica que s; sobrevive el (k + 1)-ésimo paso del
algoritmo, es decir, s; € Sﬁfl. Entonces tenemos que BRF C Sf“. |

Lema 5.6. Sea (; = (Bi(h))nen, un vector de creencias condicionales, tal que §;(h) €
A(S_;(h)) paratodo h € H;. Sean I/, h" € H; tales que h' precede a ", 5;(h')(S_;(h")) >

0,y
Pi(h)(s-)
Bi(h")(s-i) =
N G TEM G
para toda s_; € S_;(h”). Consideremos algiin h € H y s; € S;(h) N S;(h”), y supon-
gamos que s; es Optima para [;(h’) entre las estrategias en S;(h) N S;(h'). Entonces s;
es 6ptima para [;(h”) entre las estrategias en S;(h) N .S;(h”).

Demostracién. Supongamos que s; es éptima para (;(h') entre las estrategias en
S;(h) N S;(R'). Entonces

wils, Bi(h) = Y Bilh)(s-)ui(z(si,54))

s_;€S_i(h")

= Y B Dulasis)
+ Y B (smui(=(si5-0))

s5i€S_i(W)\S—i(h")

= Bi(W)(S=i(h") Y Bh) (s iui(=(si,5-4))

s_:€5_s(h")

Y ANl s)

s—i€S_i(W)\S—i(h")
= Bi(W)(S_i(R"))us (s, Bi(h"))
D ANl )

s_i€S_i(R")\S—i(h")

La tercera igualdad se sigue de que

" _ Bi(h,)(s_i)
Bl s=) = gans . m)
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para toda s_; € S_;(h").
Supongamos ahora, que s; no es éptima para [3;(h”) entre las estrategias en S;(h) N
S;(h"). Es decir, que existe una estrategia s; € S;(h) N S;(h”) para la cual

wi(si, Bi(h")) < (s, Bi(h"))

Sea s! la estrategia que coincide con s} en todos los conjuntos de informacién en
H; que siguen débilmente a h”, y que coincide con s; en todos los otros conjuntos de
informacién en H;. Como s;, s; € S;(h)N.S;(h") se sigue que s € S;(h)N.S;(h"). Como
R’ precede a h”, entonces s € S;(h) N S;(h'). Mas aun, por la construccién de s/

ui(sy, Bi(R')) = Bi(R')(S—i(h"))wi(s], Bi(h"))
+ Z Bi(h)(s—o)ui(z(s], 5-4))

§—i€5_i(W)\S—i(h")
= Bi()(S-i(h"))ui(s, Bi(h"))
+ >, Bi(h')(s—i)ui(z(si, 5-4))

§—i€5_i(W)\S—s(h")
> Bi(h)(S=i(h"))ui(si, Bi(h"))
+ Z Bi(h') (s—i)ui(2(si, 5-4))

5_;€S_;(W)\S_;(h'")
= uz’<5i7 Bi(h/))'

donde la desigualdad viene de la suposicién que f;(h')(S—;(h”)) > 0. Sin embargo, esto
significa que w; (s}, Bi(h')) > u;(si, Bi(h')). Como s € S;(h) N S;(h'), esto contradice la
suposicion de que s; era 6ptima para [3;(h') entre las estrategias en S;(h) N .S;(h’). Por
lo tanto, s; debe ser 6ptima para (;(h”) entre las estrategias en S;(h) N S;(h"). [ |

Lema 5.7. Sean h, i/ € H; tales que h' precede a h. Entonces si s_; € S*.(W)NS_;(h)
entonces tenemos que s_; € S* ;(h).

Demostracién. Sea s_; € S — —i"(h/) N S_;(h). Entonces para todo jugador j # i,
tenemos que para todo conjunto de informacién h” € H;(s;) que sigue débilmente a A’
que s; no esta estrictamente dominada en Sf;l por una randomizacién en S;(h”), y que
para todo conjunto de informacién A" € H,(s;) que precede débilmente a A’ que s; no
estd estrictamente dominada en Sf}l(h”’) por una randomizacién en S;(h’) N .S;(h").

Tomemos un conjunto de informaciéon h” € H;(s;) que sigue débilmente a h. En-
tonces h” sigue débilmente a h’, y en este caso ya sabemos que s; no estd estrictamente
dominada en S*>' (") por una randomizacién en S;(h").

Ahora tomemos un conjunto de informacién b € H;(s;) que precede débilmente a
h. Tenemos dos casos: ya sea que h” sigue débilmente a h', o A" precede débilmente
ah'.

En el primer caso, como h” sigue débilmente a h’ entonces sabemos que s; no
estd estrictamente dominada en Sﬁ;l(h’” ) por una randomizacién en S;(h"), y como
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Sj(h)NS;(R™) C S;(R™), entonces s; no estd estrictamente dominada en Sf;l(h’”) por
una randomizacién en S;(h) N .S;(A").

En el segundo caso, como h" precede débilmente a k', entonces sabemos que s; no
estd estrictamente dominada en SE;l(h’”) por una randomizacién en S;(h') N .S;(A").
Como Sj(h) C S;j(h'), concluimos que s; no esta estrictamente dominada en Sﬁ;l por
una randomizacién en S;(h) N S;(R").

Juntando todos los resultados, tenemos que s_; € S*,(h).

Definimos para cadai € I, h € Hy k > 1 el conjunto R¥(h) de estrategias s; € S;(h)
tal que s; no estd estrictamente dominada en S*; (') para todo ' € H,(s;) que sigue
débilmente a h entre las estrategias en S;(h'), y s; no esta estrictamente dominada en
S*1(h") para todo h" € H;(s;) que precede débilmente a h entre las estrategias en
Si(h) N S;(h"). Observamos que RE(h) C S¥(h) paratodoie€ I, he€ Hyk > 1.

Supongamos que el algoritmo termina después de K pasos, es decir SiKH(h) =
SK(n) y SE*Y(h) = SK(h) para todo jugador i € I y todo conjunto de informacién
h € H,;. Para demostrar que Sf“ C BRf construimos un modelo epistémico con las
siguientes caracteristicas:

1. Para todo conjunto de informacién h, todo jugador i y toda estrategia s; € R}(h)
hay un tipo " tal que s; es éptima para t" en todo k' € H,(s;) que sigue
débilmente a h entre las estrategias en S;(h'), y en todo h” € H;(s;) que precede
débilmente a h entre las estrategias en S;(h) N S;(h").

2. Para k > 2, si s; € RF(h) entonces el tipo asociado ¢") expresa creencia en
racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden k& — 1.

3. Si s; € RX(h) entonces el tipo asociado /" expresa creencia comin en raciona-
lidad futura y pasada restringida.

4. Todos los tipos satisfacen actualizacién bayesiana.

5.7.1 Construcciéon del modelo epistémico

Empezamos construyendo las creencias del modelo. Para ¢ € I y un conjunto de
informacién h € H, definimos el conjunto D¥(h) = RF(h)\ R¥**(h) para toda k > 1.
Sea k € {1,2,...,K —1} y s; € D¥(h). Por definicién y el lema de Pearce, para
cada I/ € H;(s;) que sigue débilmente a h existe una creencia condicional 57" (h/) sobre
SE-L(R) tal que s; es 6ptima para 35" (h') entre las estrategias en S;(h'), y para cada
W' € Hi(s;) que precede débilmente a h existe una creencia condicional 35" (h”) sobre
SE-L(R") tal que s; es 6ptima para 35" (h”) entre las estrategias en S;(h)N.S;(h"). Para
cualquier otro " € H; definimos " (K" sobre S*='(h") de forma arbitraria.
Consideremos s; € RX(h). Entonces s; € RX'!(h) también. Por definicién de
REFY(R), paratodo b’ € H;(s;) que sigue débilmente a h existe una creencia condicional

Beh(h!) sobre SE (W) tal que s; es 6ptima para 37" (1) entre las estrategias en S;(h/),

7 3
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y para cada h” € H;(s;) que precede débilmente a h existe una creencia condicional
3Ry sobre SK(h") tal que s; es éptima para G7"(h") entre las estrategias en
S;(h) N S;(h"). Para cualquier otro A" € H; definimos 55"(h") sobre S (h") de
forma arbitraria.

Para cada k > 1y todo h' € H;, definimos R¥;(h') = X, RF('). Entonces,
por construccién, S* (k') = RF, (h) Por lo tanto, para toda s; € DF(h) con k €
{1,2,...,K — 1}, tenemos que 35" (h’) € A(RF'(r")) para todo h' € H;. Ademis,
para toda s; € RX(h) tenemos que 55" (') € A(RX,(W)) para todo I’ € H;.

Sea s; € R(h). Transformamos el vector condicional 37" = (B5"(W))pen,
en un vector condicional ﬁs“ que satisface actualizacion bayesiana de la siguiente
forma. Consideremos un conjunto de informacién A’ € H;. Supongamos primero
que existe algin h” € H; que precede a b/ tal que 55" (h")(S_;(h')) > 0. Entonces,
tomemos a h” como aquel Unico conjunto de informacién en H; tal que h” precede
a b, 55“ (W")(S_;(h")) > 0, y el cual no tiene algin h” € H; que preceda a h” con
B () (S_;i(h)) > 0. En este caso, definimos

B (s") (s-4)
B () (S—i(h))

para toda s_; € S_;(h'). Si, por otro lado, no existe h” € H; que preceda a h' tal que
B2 (W) (S_s(R')) > 0, entonces definimos

BEM(W ) (5-i) = B (W) (5-;) (5.5)

B (W) (s—i) =

(5.4)

para toda s_; € S_;(h/).

Por construccion, el vector de creencias condicionales (37 vh satisface actualizacién
bayesiana. Ahora mostramos que, para todo b’ € H;(s;) que precede o sigue débilmente
a h, la estrategia s; es éptima para 87"(1) entre las estrategias en S;(h') N S;(h).
Consideremos algin b’ € H;(s;) que precede o sigue débilmente a h. Si no existe
W' € H; que preceda a B’ con 35"(h")(S_s(l')) > 0 entonces por (5.5), B! (h') =
BS“ (h'). Dado que, por construccién, s; es éptima para Bf i’h(h’ ) entre las estrate-
gias en S;(h) N S;(h') se sigue que s; es éptima para 7" (W) entre las estrategias en
Si(h) N Sl-(h’ ). Supongamos ahora que existe alguna h” € H, que precede a h' tal
que 3" (h")(S_s(h')) > 0. Entonces 55" (h') se obtiene de 55"(h") por (5.4), donde
n" e H; precede a b/, B5M(W")(S_i(h)) > 0, y no existe h" € H, que preceda a h”
tal que 3" (h”")(S_;(K)) > 0. Por construccién, s; es optima para 3°"(h") entre las
estrategias en S;(h) N S;(h"). Como h" € H; precede a h' € H; , por (5.5) y el lema
5.6 tenemos que s; es 6ptima para 57" (') entre las estrategias en S;(h) N S;(h'). Por
lo tanto, concluimos que para todo h’' € H;(s;) que precede o sigue débilmente a h, la
estrategia s; es Gptima para 57" (') entre las estrategias en S;(h) N S;(h).

Supongamos que s; € DF(h) para alguna k € {1,2,..., K —1}. Demostraremos que
Bsi’h(h/) € A(R*1(R')) paratoda b’ € H;. Tomemos alguna i’ € H;, y supongamos que
no existe h’ € H; que preceda a h' tal que 55“ (W")(S_;(h")) > 0. Entonces, por (5.5),
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BB = BE"(h'). Dado que § € AR®Y(W)), se sigue que 55" (h’) c A(RF1(R)).
Por otra parte, supongamos que existe h" € H; que precede a i’ con 55" (") (S_i(W)) >
0. Entonces 87" (1) se obtiene de 37" (h") mediante (5.4), donde h” € H; precede a I/,
B () (S_s(R')) > 0, y no existe " € H que preceda a h” con S5 (W) (S_;(h')) > 0.
Tomemos alguna s_; € S_;(k') con B5"(h')(s_;) > 0. Por (5.4) debemos tener que
B (W) (s_;) > 0. Por la primera parte, tenemos que 55"(h") € A(RFZYH(R")), lo
que quiere decir que s_; € T*7!(h"). Por lo tanto, s_; € R'iil(h”) N S_;(h'). Como
R¥H (W) = S*7H(W"), sabemos que s_; € S*7H(R") N S_y(h'). Como h" precede a I,

por el lema 5.7, s_; € S*71(h') = R*;'(I'). Esto se cumple para toda s_; € S_;(h') con
BEM (R (s_;) > 0, y podemos concluir que 7" (W) € A(R*;*(h')). De forma andloga
se puede demostrar que para toda s; € RX(h), tenemos que 37"(h') € A(RE(h))
para todo h' € H,.

Ahora procedemos con la construccién de tupos para el modelo epistémico. Para
el jugador i € I definimos el conjunto de tipos T; = {t{/ | h € H y s; € R!(h)}. Para
cada jugador ¢ € I, cada conjunto de 1nforma01on he Hycadake {1,2,..., K}, sea
TX(h) = {£" | 5 € R¥(h)}. Dado que RE(h) C RE-1(h =C - C RA(h) C R}(h),
entonces TX(h) C TX*(h) C --- C T?(h) C T}(h). para todo jugador i € I y todo
conjunto de informaciéon h € H.

Por el lema 5.7 sabemos que para todo jugador ¢ € I, toda k > 1y cualesquiera dos
conjuntos de informacién h, h’ donde h precede a h’ se cumple que R¥(h) N S;(h') C
RE(W). Por lo tanto, si t¥" € TF(h), con s; € R¥(h) N S;(K), entonces s; € Rk(h’). En
tal caso, los tipos 5" y ¢5" " son idénticos, y formalmente tendremos que et = tf"’h,
cuando h precede a b’ y s; € S;(h').

Para cada jugador ¢ € I y cada conjunto de informaciéon h € H construimos las
creencias para cada tipo en TH(h).

Consideremos 5" tal que s; € Dl(h), es decir, t5" € T}(h) \ T?(h). Definimos
el vector de creencias condicionales J;(t; goih ) de la siguiente forma: para cada j # i
tomamos un tipo arbitrario t] y consideramos un conjunto de informaciéon h' € H;.
Definimos

S / . A . .
h B“ (h')((s;)j2i) sit;=t; para todo j #1
Bt W) (5. 7) i) = Y
0 en otro caso
Entonces en todo &’ € Hj, el tipo 5" tiene la misma creencia acerca de las estrate-
Sl,h 81, . . ., .
gias elegidas por los opoentes que [3; Mas aun, ¢;"" satisface actualizaciéon bayesiana,
va que (37 sih gatisface actualizacion bayesiana. Por construccion de las creencias, s; es
6ptima para 37" (') en todo h' € Hl-(si) que sigue débilmente a h entre las estrategias
en S;(K), y s; es 6ptima para 55" (h") en todo h" € H;(s;) que precede débilmente a
h entre las estrategias en S;(h) N S;(h").
Por lo tanto, s; es éptima para el tipo tfi’h en todo h' € H;(s;) que sigue débilmente
a h entre las estrategias en S;(h’) y en todo h” € H;(s;) que precede débilmente a h
entre las estrategias en S;(h) N S;(h”).
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Ahora consideremos t" con s; € D¥(h) para algin k € {2,3,. — 1}. Por lo
tanto, £ € TF(h)\T*(h). Definimos el vector de creencias condlclonales Bi(t5") de
la siguiente forma: para cada conjunto de informacion h' € H;, la creencia condicional
en h' acerca de las combinaciones estrategia-tipo de los oponentes f3;(t; gl p ) esta dada
por:

sihpy . sk . .
Bt WY (55, 1)) = {5 (R')((s5)ji) sit;=1t;" paratodo j # i (5.6)

0 en otro caso

Mostramos primero que el tipo ¢}’ " satisface actualizacién bayesiana. Supongamos
que h',h" € H; son tales que h’/ precede a b’y Bi(t5™M)(S_i(h") x T_;) > 0. Entonces
por (5.6), BEM(S_;(h")) > 0. Como B7" satisface actualizacién bayesiana, entonces
tenemos que

58“ (h')((s5) )
B (W) (S—s(h"))
para toda (s;); € S_;(h"). Con&deramos el caso en que Gi(t5", h")((s;,t;)52) > 0.
Entonces por (5.6), t; = tj]’ para todo j # i. Como s; € S;(h”) y W' precede a h”

B (W) (55) ) = (5.7)

iy ny B ., o
sabemos por construccién que tj? = t;J para todo j # i. Esto implica que

Bits " ") (s, t)50) = Bilts™" W) (55,5 i)
= 651 "(W")((s5)24)
_ BN ((sg)i)
55“ (W) (S—i(h"))
Bty 1) (5,65 20)
BT (S (R X T
BT R (st 0)
B )(S-i(h) X T)
B (s t) )
Bi(t " W) (S_i(h") x T_;)

La primera y la tltima igualdad se siguen del hecho de que t; = t;j,h" para todo j % i,
la segunda igualdad se sigue de (5.6) aplicado a h”, la tercera igualdad se sigue de
(5.7), la cuarta iguialdad se sigue de (5.6) aplicado a A’ y la quinta igualdad se sigue

S‘,h/ . S',h//
del hecho de que /" =t

. h . . s 7 .
;7" satisface actualizacién bayesiana.

para todo j # i. Por lo tanto, podemos concluir que

Por construccion de las creencias, la estrategia s; es éptima para BS“ (k') en todo
r € H; (sl) que sigue débilmente a h entre las estrategias en S;(h') y s; es éptima
para 35" (h") en todo B € H;(s;) que precede débilmente a h entre las estrategias en
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S;(h) N S;(h"). Por lo tanto, s; es 6ptima para el tipo t" en todo h' € H;(s;) que
sigue débilmente a h entre las estrategias en S;(h’') y en todo h” € H;(s;) que precede
débilmente a h entre las estrategias en S;(h) N .S;(h").

Recordemos que en todo i’ € H;(s;) la creencia 85" € A(R*71(h')) asigna proba-
bilidad positiva solamente a las estrategias de los oponentes en Rf‘l(h’ ). Por lo tanto
el tipo tfi’h asigna en cada h’ € H; probabilidad positiva solamente a los tipos de los
oponentes t;j’h/ donde s; € R;?_l(h’). Es decir, el tipo ¢" asigna en todo h' € H,
probabilidad positiva solamente a tipos de los oponentes que estan en Tf‘l(h’ ).

Por tiltimo, consideremos tipos 5" con s; € RE(h), es decir, t7" € TX(h). Defi-
nimos el vector de creencias condicionales ﬁi(tf"’h) como sigue: para todo h' € H; sea
Bi(tfi’h, R') la creencia condicional en h' acerca de las combinaciones estrategia-tipo de
los oponentes dada por:

B (W) (s5)520) sty = 7" para todo j # i
0 en otro caso

Bilty " W) (5,1))510) = {

Sm

De forma similar a lo que se trabajé anteriormente podemos concluir que ;""" sa-
tisface actualizacion bayesiana, que la estrategia s; es Optima para el tipo ts“ en todo
h' € H;(s;) que sigue débilmente a h entre las estrategias en S;(h’) y en todo X €H,; (sz)
que precede débilmente a h entre las estrategias en S;(h) N S;(h"), y que el tipo ts“
asigna en todo h' € H; probabilidad positiva solamente a los tipos de los oponentes en
TjK ().

Con esto concluimos la construccién del modelo epistémico y procedemos a de-
mostrar algunas propiedades del mismo.

Lema 5.8. Para el modelo epistémico construido arriba, dado k& > 2, todo tipo t; €
TF(h) expresa creencia en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden k—1,
y creencia comun en actualizaciéon bayesiana.

Demostracion. Como todos los tipos del modelo epistémico satisfacen actualizacién
bayesiana, entonces todos los tipos expresan creencia comun en actualizacién bayesiana.
Ahora demostramos el resto del lema por induccién sobre k.

Sea k = 2 y consideremos un jugador ¢ € I y un conjunto de informaciéon h € H.
Sea t; € T2(h), entonces t; = 5" para algin s; € R2(h). Por construccion, el tipo "
asigna en cada h' € H; probabilidad positiva solamente a las combinaciones estrategia-
tipo de los oponentes (s;, t; st ) donde s; € Ri(h) y tsj’h € Tl(h’)

Para cada una de dichas combinaciones estrategia-tipo (s;, 7 i ) la estrategia s;

es Optima para el tipo t;j’h/ en todo h” € H,;(s;) que sigue débilmente a h' entre
las estrategias en S;(h”) y en todo A" € H,(s;) que predece débilmente a h' entre
las estrategias en S;(h') N S;(R™). Por lo tanto, el tipo ;" asigna en todo h' € H;
probabilidad positiva solamente a las combinaciones estrategia-tipo (s;, ‘;j’h,) donde s;

es 6ptima para tj-j’h, en todo A" € H,(s;) que sigue débilmente a h’ entre las estrategias
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en S;(h") y en todo A" € H,(s;) que precede débilmente a k' entre las estrategias en
S;(h") N S;(R™). Es decir, tf"’h cree en la racionalidad futura y pasada restringida del
oponente, o en otras palabras, tf"’h expresa creencia en racionalidad futura y pasada
restringida hasta el orden 1.

Ahora realizamos el paso de induccion. Sea k£ > 3 fijo y supongamos que para
todo jugador ¢ € I y todo conjunto de informacién h € H, se tiene que todo tipo
t; € TF7'(h) expresa creencia en la racionalidad futura y pasada restringida hasta el
orden k — 2.

Consideremos un jugador i € I y un conjunto de informaciéon h € H. Seat; € TF(h),
es decir t; = tfi’h para alguna s; € RF(h). El tipo tf“h asigna en todo h' € H; proba-
bilidad positiva solamente a combinaciones estrategia-tipo de los oponentes (s;, j-j ’h/)

donde s; € RN (W) y t;j’hl

estrategia-tipo, s; es 6ptima para el tipo t;j’h/ en todo A" € H;(s;) que sigue débilmente
a I/ entre las estrategias en S;(h") y en todo b € H,(s;) que precede débilmente a h’'
entre las estrategias en S;(h’) N S;(R").

Por la hipétesis de induccién, dado que t;j e Tf_l(h’ ) entonces t;j o expresa
creencia en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden k£ — 2. Entonces
tenemos que el tipo tf“h asigna en todo h' € H; probabilidad positiva solamente a

€ Tf‘l(h’ ). Para cada una de dichas combinaciones

combinaciones estrategia-tipo (s;, tj-j ’h/) donde s; es 6ptima para el tipo tj-j " en todo
h" € H;(sj) que sigue débilmente a h’ entre las estrategias en S;(h”) y en todo h" €

H;(s;) que precede débilmente a h’ entre las estrategias en S;(h') N S;(R"), y el tipo
s;,h'
tj]

el orden £ — 2. Por lo tanto, tfi’h expresa creencia en racionalidad futura y pasada

restringida hasta el orden k — 1. Esto es cierto para todo jugador ¢ € I y todo conjunto
de informacién h € H, por lo que todo tipo t; € T}(h) expresa creencia en racionalidad
futura y pasada restringida hasta el orden k — 1, para toda k£ > 3. |

€ Tf‘l(h' ) expresa creencia en racionalidad futura y pasada restringida hasta

Lema 5.9. Dado el modelo epistémico construido arriba, para toda k > K — 1, todo
tipo t; € T (h) expresa creencia en racionalidad futura y pasada restringida hasta el
orden k y expresa creencia comun en actualizacion bayesiana.

Demostracion. Al igual que en el lema anterior, todos los tipos involucrados satis-
facen actualizacién bayesiana y por lo tanto expresan creencia comun en actualizacion
bayesiana. El resto del lema se demuestra por induccion sobre k.

Sea k = K — 1. Por el lema 5.8 sabemos que todo tipo t; € T/X (h) expresa creencia
en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden K —1, con lo que el resultado
es cierto para k = K — 1.

Ahora realizamos el paso de induccién. Sea k > K fija y supongamos que para
todo jugador ¢ € I y todo conjunto de informacion h € H, se tiene que todo tipo
t; € TX(h) expresa creencia en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden
k — 1. Consideremos un jugador i« € I, un conjunto de informaciéon h € H y un tipo

t; € TX(h), es decir t; = t{" para alguna s; € RX(h). Por construccién, t{*" asigna en
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todo b’ € H; probabilidad positiva solamente a combinaciones estrategia-tipo (s;, t;j’h/)

sih
donde s; € R/]K(h’) vt :
tipo (sj,tjj’h) la estrategia s; es 6ptima para el tipo tjj’h en todo h" € H;(s;) que
sigue débilmente a h' entre las estrategias en S;(h”) y en todo " € H,(s;) que precede
débilmente a h' entre las estrategias en S;(h’) N .S;(A").

sj,h
J
lidad futura y pasada restringida hasta el orden k—1. Por lo tanto el tipo tfi’h asigna en

€ TJ(h'). Para cada una de dichas combinaciones estrategia-

Por la hipétesis de induccién, todo tipo t € T]-K (h') expresa creencia en raciona-

todo b’ € H; probabilidad positiva solamente a combinaciones estrategia-tipo (s;, jj’h/)
donde s; es éptima para el tipo tj-j " entodo B € H ;(s) que sigue débilmente a h entre
las estrategias en S;(h") y en todo b € H/ ;(s;) que precede débilmente a h’ entre las
estrategias en S;(h')NS;(h"), y el tipo tj-j’h € T (h') expresa creencia en racionalidad
futura y pasada restringida hasta el orden k — 1. Entonces el tipo tf“h expresa creencia
en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden k, y esto se cumple para
todo jugador ¢ € I y todo conjunto de informacién h € H. Por lo tanto todo tipo
t; € TX(h) expresa creencia en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden

k, para toda k > K — 1.

El siguiente resultado se sigue del lema 5.9 y la definicion de creencia comun en
racionalidad futura y pasada restringida.

Corolario 5.2. Dado el modelo epistémico construido arriba, todo tipo t; € T (h)
expresa creencia comun en racionalidad futura y pasada restringida y expresa creencia
comun en actualizacién bayesiana.

Finalmente, podemos demostrar el teorema 5.2.

Demostracién (Teorema 5.2). La primera parte del teorema se puede reescribir como
BRF = Sf“ para todo jugador 2 € [ y toda k € N.

Primero demostramos que Sf“ C BRY! para todo jugador i € I y toda k € N.
Seani € [y k>1. Seas; € Sf“. Entonces s; € Sf“(h) para todo h € H;(s;). Esto
implica que s; € Rf“(@) donde @ es el primer conjunto de informacién del juego.
Por lo tanto, el tipo £ est4 en Tf“(@), y por el lema 5.8, ¢;° expresa creencia en
racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden k y expresa creencia comun en
actualizacién bayesiana. Més aun, s; es éptima para tfi’g en todo h € H;(s;) que sigue
débilmente a @ entre las estrategias en S;(h). Por lo tanto, s; € BRF. Es decir, toda
estrategia s; € Sf“ también estd en BRY, por lo cual Sf“ C BRF, y esto se cumple
paratodoi el y k> 1.

Por el lema 5.5 ya sabemos que BRF C SF de forma que BRF = SF*

Para la segunda parte del teorema, consideremos una estrategia s; que puede ser
elegida de forma racional por un tipo que expresa creencia comun en racionalidad
futura y pasada restringida y que expresa creencia comun en actualizacién bayesiana.
Entonces s; € BRF = Sf“ para toda k € N, por lo que s; sobrevive todos los pasos
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del algoritmo. Por lo tanto, toda estrategia s; que puede ser elegida de forma racional
por un tipo que expresa creencia comun en racionalidad futura y pasada restringida y
que expresa creencia comun en actualizacion bayesiana sobrevive todos los pasos del
algoritmo.

Ahora, sea s; una estrategia que sobrevive todos los pasos del algoritmo. Entonces
s; € SK(h) para toda h € H;(s;). En particular s; € RX(2), y por el corolario 5.2
sabemos que el tipo ;"7 € TX(2) expresa creencia comin en racionalidad futura y
pasada restringida y expresa creencia comun en actualizaciéon bayesiana. Mas aun,
por la construccién del modelo epistémico, la estrategia s; es éptima para el tipo ¢
en todo h € H,(s;) que sigue débilmente a & entre las estrategias en S;(h). Por lo
tanto, s; es 6ptima para un tipo que expresa creencia comun en racionalidad futura y
pasada restringida y que expresa creencia comun en actualizacién bayesiana. Por ende,
toda estrategia s; que sobrevive a todos los pasos del algoritmo es éptima para un tipo
que expresa creencia comun en racionalidad futura y pasada restringida y que expresa

creencia comun en actualizacién bayesiana. |



Conclusiones

Los modelos presentados en el capitulo 2 permiten estudiar situaciones en las cuales los
jugadores desconocen el orden de decisién, ya sea solamente para ellos mismos o para
todos los jugadores. Esto permite también construir situaciones en las que algunas
reparticiones se puedan realizar de manera maés justa al igualar hasta cierto grado
a los jugadores de una forma externa. Ademads, como se puede observar, los modelos
permiten flexibilidad al ser varios componentes los que pueden conocerse o desconocerse
para adaptarse de mejor forma a lo que se esta estudiando. Para cada uno de estos
modelos se demostro la existencia de los equilibrios pertinentes.

Para permitir que los modelos se adaptaran mejor, se hacen los refinamientos del
capitulo 3, y se pudo observar que bajo sensibilidad al riesgo, los jugadores se comportan
de la forma esperada: al ser propensos al riesgo, toman elecciones que los acercan a
las utilidades mas grandes a pesar de una alta variabilidad, mientras que los jugadores
adversos al riesgo van por opciones mas seguras que no tienen tanta variabilidad.

El trabajo mostrado en estos capitulos es solamente un comienzo de lo que se
puede estudiar bajo estos modelos. Como se puede observar, los ejemplos trabajados
no son muy complejos ni consideran una gran cantidad de elecciones para cada ju-
gador, ni una gran cantidad de periodos de eleccién. Esto es debido a que se complica
rapidamente el procedimiento para encontrar los equilibrios conforme el problema crece
en sus componentes. Por ello, un primer punto de trabajo futuro consiste en estudiar
como aproximar los equilibrios dentro de estos modelos. Una segunda posibilidad de
trabajo a futuro consiste en permitir que, para los modelos con sensibilidad al riesgo,
el coeficiente que lo define dependa del nivel de riqueza de los jugadores, de tal man-
era que, al conocerse més informacion de la situacién, ésta se pueda modelar de una
manera mas cercana, ademas de permitirnos observar cémo estas variables externas
afectan en dichas situaciones para apegarnos mas a la realidad.

En el capitulo 5 se introdujo un nuevo concepto de razonamiento para juegos
dinamicos en el cual los jugadores suponen la racionalidad de los oponentes en el
futuro, mientras que también razonan en el pasado de una forma restringida solamente
a la parte pertinente del juego, que corresponde a aquella parte que permite que el
juego llegue al punto en el que se encuentran los jugadores en el presente. Ademds, se
mostré la relacion de este concepto dinamico con racionalizabilidad propia de la forma
normal, y se dio un algoritmo que permite encontrar las estrategias que se pueden elegir
bajo este concepto de razonamiento.
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Trabajo futuro en esta linea: primero, para este modelo no se ha revisado si las
soluciones obtenidas son afectadas por las elecciones que no son esenciales en el juego;
segundo, la aplicacion de este modelo a otros juegos: juegos infinitos, estocasticos,
repetidos, ademas de los algoritmos correspondientes a cada caso. Ademads, como se
mencion6 en el capitulo 4, muchos de los conceptos de razonamiento tienen analogos
en la teoria clasica, por lo que se podria investigar cudl es dicho andlogo, si es que
existe, o si es un concepto de equilibrio que no se ha estudiado atin. Por ltimo, no es
clara la relacién del concepto desarrollado con el concepto de creencia comun fuerte en
racionalidad, por lo que esto es otra posible linea de estudio.
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