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Resumen

En los modelos de Teoŕıa de Juegos la meta última es hallar una solución, conocida
como un equilibrio, de dichos juegos, en la cual los jugadores están satisfechos con
su decisión, y no desean cambiar la misma de forma unilateral. En este caso, nos
enfocamos en los juegos dinámicos en los cuales existen varios momentos de decisión
para los jugadores: en primera instancia proponemos un modelo base para estudiar
juegos en los que la estructura de turnos no es conocida de antemano por los jugadores, y
estudiamos algunas variaciones de este modelo para observar que es posible asegurar la
existencia de equilibrios; en segunda instancia se trabajó en Teoŕıa de Juegos epistémica
y se propone un concepto de racionalidad en el cual los jugadores en cada turno deciden
basados en la racionalidad futura y la “racionalidad” pasada de los oponentes, mediante
el cual es posible obtener soluciones para estos juegos, además de proponer el algoritmo
que las encuentra, y relacionar este concepto de racionalidad con racionalizabilidad
propia, que es un concepto de racionalidad para juegos en forma normal.
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Introducción

La presente tesis es la conclusión del trabajo de varios años en Teoŕıa de Juegos,
principalmente en la parte de juegos secuenciales o dinámicos. Aunque es posible hallar
trabajo desarrollado al respecto, tiene sus complicaciones al estudiarse, principalmente
porque el elemento temporal hace que algunas suposiciones se deban realizar respecto
a la forma en la que debemos modificar las utilidades que reciben los jugadores.

En nuestro caso, la primera mitad es el trabajo realizado en Teoŕıa de Juegos clásica,
en donde se trabaja un modelo dinámico en el cual no se conoce de antemano cuál
jugador decide en cada turno. Usualmente esta información es conocida por todos los
jugadores, y en general se obvia. Existen formas de especificar a quién le corresponde
el turno de manera formal, pero si observamos cómo se definen los modelos dinámicos,
en muchas ocasiones no se especifica más allá de que esto es observable en la gráfica
que representa al juego. Sin embargo, no hay flexibilidad en cuanto a que, una vez que
se tiene el juego, el jugador que corresponde a cada turno se establece de antemano.
La idea entonces, es permitir que los turnos no estén acordados desde antes de que se
lleve a cabo el juego, y por ende, introducir otra variación en los modelos. Más aun,
la idea es que durante el juego, las decisiones puedan influenciar el proceso mediante
el que se selecciona el siguiente jugador que tomará una elección.

Por otra parte, en la segunda parte de este documento se tiene trabajo realizado en
Teoŕıa de Juegos epistémica. A grandes rasgos, la diferencia entre la teoŕıa clásica y
la teoŕıa epistémica recae en las suposiciones que se realizan respecto a cómo razonan
los jugadores acerca de sus oponentes, y cómo razonan los jugadores acerca de cómo
razonan sus oponentes acerca de sus oponentes, y aśı ad nauseam. La teoŕıa epistémica
relaja las hipótesis respecto a este razonamiento, y esto nos permite considerar otras
soluciones razonables para algunos juegos que no se consideran en la teoŕıa clásica.
Muchos de estos conceptos de razonamiento son análogos a los conocidos en la teoŕıa
clásica, pero se tienen conceptos de razonamiento completamente nuevos. De hecho,
el concepto que desarrollamos es un concepto que no tiene como tal un análogo en
teoŕıa clásica, además de que se relaciona con un concepto para juegos simultáneos,
de manera similar a como existen conceptos clásicos que se pueden aplicar a la forma
normal de un juego dinámico para obtener soluciones.

En el caṕıtulo 1 se da un resumen de los conceptos de la Teoŕıa de Juegos clásica,
principalmente de los conceptos de solución más conocidos, y la relación que guardan
entre śı. En el caṕıtulo 2 se introduce el modelo de juego con proceso de selección
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viii Introducción

de turnos, en el que, como ya se mencionó, no se conoce de antemano a quién corres-
ponde cada turno, y el cual se publicó en [12]. En el caṕıtulo 3 se extiende el modelo
introducido en el caṕıtulo anterior para trabajar el caso de información incompleta,
como se conoce en la teoŕıa clásica y el caso de jugadores sensibles al riesgo, el cual
fue publicado en [13]. En el caṕıtulo 4 se da un resumen de los conceptos de la
Teoŕıa de Juegos epistémica, incluyendo algunos conceptos de razonamiento bajo este
esquema. En el caṕıtulo 5 se describe el concepto de creencia común en racionalidad
futura y pasada restringida que es el concepto de razonamiento que se trabajó, y en el
cual, se refina el concepto de creencia común en racionalidad futura en el cual no se
considera como se llega al momento presente, solamente lo que puede pasar en el futuro,
a pesar de que el pasado puede tener información importante que se está perdiendo
al no tomarlo en cuenta, el cual está publicado como [14]. Por último, se discuten
algunas conclusiones y trabajo futuro que se podŕıa realizar para extender los modelos
presentados en esta tesis.



Caṕıtulo 1

Teoŕıa de juegos clásica

1.1 Introducción

En la mayoŕıa de las interacciones que realiza una persona diariamente se involucran
a otras personas. En algunos casos la forma de interactuar está definida de manera
estructurada, en otros casos, solamente se da un marco dentro del cual se pueden tomar
diferentes decisiones. En este segundo caso, decidir de manera adecuada se complica,
ya que la decisión de un individuo no solamente le afecta a dicho individuo, sino a otros
que están involucrados, y de igual manera lo que los otros decidan le afecta.

Para poder estudiar estas situaciones, John von Neumann y Oskar Morgenstern
publicaron en 1944 [89] el texto que comenzaŕıa la rama de teoŕıa de juegos. Antes
de 1944 ya hab́ıan modelos que posteriormente se observaŕıa se hab́ıan resuelto con
ideas similares o equivalentes a lo obtenido utilizando teoŕıa de juegos, tales como los
modelos de Cournot en 1838 [25], Bertrand en 1883 [16] y Stackelberg en 1934 [79]
que trabajaron competencia entre agentes, principalmente en duopolios, aunque estos
se generalizaron a cualquier número de individuos. También Émile Borel entre 1921
y 1927 [19], [20], [21] propuso algunas ideas con juegos de suma cero en los que pos-
tuló una versión del teorema minimax que posteriormente von Neumann en 1928 [89]
generalizaŕıa, mostrando que todo juego finito de suma cero entre dos personas tiene
una solución. Ernst Zermelo en 1913 [93] probaŕıa que en juegos de dos personas con
información perfecta y movimientos secuenciales entre los jugadores, debe haber una
estrategia ganadora para alguno de los jugadores, salvo que un empate sea posible, es
decir, si un jugador se encuentra en una situación ganadora (como sea que esto se deter-
mine) lo que haga el otro jugador no debe afectar siempre y cuando el primer jugador
siga la estrategia que lo haga ganar; e incluso una serie de “paradojas” propuestas por
Morgenstern en 1935 [52] en las que propońıa situaciones en las que los jugadores no
teńıan forma de decidir con total certeza la manera de jugar, en este caso el problema
se encontraba en que Morgenstern no asignó utilidades a los jugadores y faltaba lo que
von Neumann hab́ıa definido como estrategias mixtas.

En 1950 John Nash [54] propondŕıa una solución, llamada un equilibrio, para todos
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2 Caṕıtulo 1. Teoŕıa de juegos clásica

los juegos finitos de n personas, y mostrando que dicho equilibrio existe para este
conjunto de juegos, además de que era equivalente a las soluciones propuestas en otros
casos, como en los juegos de suma cero de von Neumann, mientras que en 1951 [55]
formalizaŕıa lo que son los juegos no cooperativos de n jugadores, en contraposición a
lo que von Neumann y Morgenstern propusieron como juegos cooperativos. A partir
de entonces se obtendŕıan generalizaciones del teorema de Nash para otros modelos
utilizando técnicas similares, y se tendŕıan varios refinamientos al concepto de equilibrio
de Nash, como los propuestos por Selten en 1975 [74], Myerson en 1978 [53], Harsanyi
en 1973 [40] y Okada en 1981 [62] entre otros (algunos conceptos de equilibrio menos
conocidos se pueden encontrar en [39], [45], [90]), todos estos para juegos simultáneos;
mientras que al mismo tiempo se analizaŕıan los juegos dinámicos o secuenciales, para
los que se tiene una variedad de conceptos de equilibrio como los propuestos por Selten
en 1975 [74], Kreps y Wilson en 1982 [50], y van Damme entre 1984 y 1991 [84], [85],
[86].

Por otro lado, se trabajó también lo que es la teoŕıa de juegos cooperativos (la
cual no incluimos en este caṕıtulo, pero mencionamos por completez) en donde los
jugadores actúan en coaliciones, y donde no todos los jugadores de una coalición tienen
el mismo poder. Para el estudio de esta rama de la teoŕıa de juegos, más allá de lo que
anteriormente von Neumann y Morgenstern ya propońıan, el trabajo de Shapley que
empezó en 1951 [75], permitió analizar estos juegos.

En esta sección vamos a definir lo que es un juego y algunos de los conceptos de
solución mencionados anteriormente. Además de las referencias ya mencionadas arriba,
algunos libros que cubren gran parte de los temas en teoŕıa de juegos clásica son [23],
[32], [33], [35], [36], [46], [81].

1.2 ¿Qué es un juego?

Como hemos enunciado anteriormente, lo que se busca es modelar situaciones en las
que hay varios individuos involucrados los cuáles toman decisiones que afectarán a
todos. Esos son los elementos mı́nimos que tendrá un juego.

Definición 1.1. Un juego en forma normal consiste en una tripleta (I, (Si)i∈I , (ui)i∈I)
donde sus elementos son:

1. Un conjunto finito de jugadores I = {1, 2, . . . , n} que son los individuos involu-
crados en el juego.

2. Para cada jugador i ∈ I un conjunto finito Si de estrategias (puras) que serán
las elecciones posibles de cada jugador dentro del juego.

3. Para cada jugador i ∈ I una función de utilidad ui : S → R donde S = ×i∈I Si

que serán los pagos de cada jugador dentro del juego, los cuales dependen de las
elecciones de todos los jugadores.
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Con base en esta definición se pueden añadir algunas caracteŕısticas para obtener
otros modelos más complejos que se adapten a otras situaciones, como puede ser el
considerar la forma en que los jugadores van a tomar las decisiones, la forma en que
razonan, o bien, lo que es conocido por cada jugador a lo largo del juego.

Para poder estudiar un modelo de un juego que tenga algún sentido y pueda predecir
algo, requerimos que los jugadores sean racionales, es decir, que si un jugador se
encuentra en posibilidad de elegir entre dos o más situaciones con utilidades diferentes,
elegirá siempre aquella que le dé mayor utilidad; y también pedimos que los jugadores
conozcan los elementos del juego, y no solamente eso, sino que sepan que los otros
jugadores conocen los elementos del juego, y que sepan que los otros jugadores saben
que los otros jugadores conocen los elementos del juego, y aśı hasta el infinito, lo cual
se llama conocimiento común. Este último requerimiento es un tanto fuerte, pero
nos permite asegurar que cada jugador puede pensar en lo que harán los demás y por
lo tanto determinar qué elecciones podŕıan realizar los otros jugadores.

Por otra parte, la forma en la que los jugadores llevan a cabo sus elecciones influye en
la forma de estudiar un juego. Las más comunes son considerar que todos los jugadores
eligen de forma simultánea o que los jugadores eligen por turnos. En el primer caso no
es necesario que los jugadores literalmente hagan las decisiones de forma simultánea,
lo único que esto significa es que los jugadores no saben las decisiones de los otros
jugadores para que esto influya sus propias decisiones, en este sentido es equivalente a
que lo hicieran de forma simultántea. En el caso de que los jugadores elijan por turnos,
existe la posibilidad de que se sepan los movimientos que han hecho otros jugadores
anteriormente y a partir de esto, los jugadores que eligen después pueden ajustar su
elección.

Definición 1.2. Un perfil de estrategias es un vector s = (s1, s2, . . . , sn) ∈ S de
estrategias en el cual tenemos exactamente una estrategia si ∈ Si para cada jugador
i ∈ I.

Como ya se mencionó, los pagos o utilidades que reciben los jugadores dentro del
juego dependen de las elecciones de todos los jugadores involucrados, y cada jugador
obtiene un pago de acuerdo a su función de utilidad. Seŕıa deseable que se pudiera
encontrar en todo juego un perfil de estrategias tal que se maximizara la utilidad de
todos los jugadores. Sin embargo, veremos que esto será usualmente la excepción en
vez de la regla. Por otra parte, debemos darnos cuenta de que cada jugador solamente
puede decidir lo que hace él mismo, de forma tal que, aunque haya perfiles de estrategias
que para un jugador sean óptimos, si no lo son para los demás, no hay forma de que
fuerce que ocurran solamente modificando su elección de estrategia. Esto también se
tiene que tomar en cuenta al decidir cómo definir una solución para un juego.
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1.3 Solución de un juego

Una primera idea que se puede proponer para resolver un juego es buscar que en el
perfil elegido como solución, todos los individuos estén en la mejor situación posible
y por lo tanto, que la sociedad en conjunto coopere para llegar al mejor resultado sin
afectar a ninguno de los individuos involucrados. Esto se conoce como un óptimo de
Pareto.

Definición 1.3. Un perfil de estrategias s′ ∈ S es Pareto dominado por s ∈ S (o bien,
s Pareto domina a s′) si ui(s) ≥ ui(s

′) para todo i ∈ I y existe al menos un i ∈ I tal
que ui(s) > ui(s

′). Decimos que un perfil de estrategias es un óptimo de Pareto si no
es Pareto dominado por algún otro perfil de estrategias.

Esta definición, aunque deseable, es un tanto débil ya que podemos tener juegos en
los que todos los escenarios son óptimos. Y tanto más, si cada jugador puede tomar su
decisión aparte de los demás, uno consideraŕıa que la idea es que cada jugador mejore
su situación, por lo que la parte individual también debe formar parte del razonamiento
de cada individuo.

Anteriormente se pidió que los individuos que se modelan en un juego sean indi-
viduos racionales, es decir, que tratan de maximizar su utilidad en lo posible mediante
sus propias elecciones. Esto nos lleva a observar que si independientemente de las elec-
ciones realizadas por los otros jugadores, un individuo tiene dos opciones una de las
cuales siempre le da una mayor utilidad respecto a la otra, nunca elegirá la segunda
opción.

Notación. Un perfil de estrategias s ∈ S también se puede representar como s =
(si, s−i) en donde se pueden observar la estrategia si ∈ Si del jugador i y el perfil de
estrategias s−i ∈ S−i de los otros jugadores que no son i. Esto nos permitirá modificar
la estrategia de un solo jugador y mantener lo que eligen los otros jugadores fijo.

Definición 1.4. Una estrategia s′i ∈ Si es estrictamente dominada por otra es-
trategia si ∈ Si si para todo s−i ∈ S−i se tiene que

ui(si, s−i) > ui(s
′
i, s−i)

Por otra parte, también podŕıamos tener una estrategia que siempre de una utilidad
mayor que otras, independientemente de las elecciones que realicen los otros jugadores.
En este caso un jugador siempre elegirá dicha estrategia.

Definición 1.5. Una estrategia si es estrictamente dominante si para toda estrate-
gia s′i ∈ Si, s

′
i ̸= si y todo s−i ∈ S−i se tiene que

ui(si, s−i) > ui(s
′
i, s−i)

Si todos los jugadores tienen una estrategia estrictamente dominante en un juego,
entonces dado que esta estrategia no depende de lo que hagan los otros jugadores, es
lo que cada jugador va a elegir y por lo tanto, son las estrategias óptimas.
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Definición 1.6. Un perfil de estrategias s ∈ S es un equilibrio estrictamente
dominante si si es una estrategia estrictamente dominante para todos los jugadores
i ∈ I.

En caso de que exista un equilibrio estrictamente dominante, se puede observar que
éste es único.

Proposición 1.1. Si un juego tiene un equilibrio estrictamente dominante, entonces
éste es el único equilibrio estrictamente dominante.

Ejemplo 1.1 (Dilema del prisionero). El dilema del prisionero es uno de los juegos
clásicos que se estudian pues muestra cómo los equilibrios no cooperativos no coinciden
con los que es mejor socialmente. Originalmente fue concebido por Merrill Flood y
Melvin Dresher, mientras que Albert Tucker lo puso en el marco de una prisión. El
dilema en una de sus múltiples versiones dice:

Dos individuos son arrestados al considerarse sospechosos de un crimen que come-
tieron juntos. Cada uno de ellos está separado del otro de forma que no pueden
intercambiar mensajes o información entre śı. La polićıa admite que no tiene suficiente
evidencia para condenarlos por el crimen, pero dado que se les halló con armas ilegales
al momento del arresto la sentencia por esto último es de un año de cárcel. Sin embargo,
se puede llegar a un arreglo. Dado que el crimen principal lleva una condena de 10 años
de cárcel, si uno de ellos confiesa, mientras que su compañero no lo hace, el individuo
que cooperó sale libre, mientras que el otro tendrá que pasar los 10 años en cárcel. Si
ambos confiesan, la sentencia se divide entre los dos y por lo tanto ambos pasarán 5
años en la cárcel. Por último, si ambos deciden no confesar, entonces ambos pasarán
1 año en cárcel.

Para este problema, lo que se puede observar es que el único equilibrio de Nash es
que ambos jugadores confiesen y por lo tanto pasen 5 años en la cárcel cada uno. Esto
ocurre ya que la estrategia “confesar” es estrictamente dominante para ambos, y como
hemos visto anteriormente, al ser un equilibrio estrictamente dominante, debe ser el
único equilibrio de Nash. Se puede observar además que dicho equilibrio no coincide
con el óptimo de Pareto, puesto que los individuos terminan pasando en conjunto 10
años en cárcel, mientras que de haber decidido quedarse callados, en conjunto habŕıan
pasado 2 años.

Al no poderse asegurar siempre la existencia de un equilibrio estrictamente domi-
nante, continuamos la búsqueda de un concepto de solución. Para esto, usaremos
la definición de estrategias estrictamente dominadas, ya que si un jugador tiene una
estrategia estrictamente dominada, podemos reducir el juego al eliminar (o dejar de
tomar en cuenta) dichas estrategias y tener conjuntos reducidos de estrategias.

Observemos que al ponderar qué decisión tomar, un jugador debe considerar lo que
harán los otros, y tomando en cuenta esto, decidir la mejor opción en cada caso. Si un
jugador observa que otro tiene una estrategia estrictamente dominada, al considerar
sus opciones, ya no es necesario que razone acerca de lo que pasaŕıa si el otro elige
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dicha estrategia estrictamente dominada, pues eso no va a ocurrir. Lo último ocurre
dado que los jugadores saben por conocimiento común que todos son racionales. Esto
nos lleva a tener un procedimiento iterativo para eliminar estrategias estrictamente
dominadas.

Definición 1.7. Denotamos por Sk
i a los conjuntos de estrategias de cada jugador i

en el paso k, que formarán los conjuntos de estrategias del juego que se obtienen en
el paso k, y adecuadamente se restringe el dominio de las funciones de utilidad a los
perfiles que se pueden obtener a partir de los conjuntos de estrategias reducidos (este
juego se llamará k-reducido). Definimos S0

i = Si para todo jugador i. El algoritmo
de eliminación iterada de estrategias estrictamente dominadas consiste para
k ≥ 1

Paso k: eliminamos las estrategias estrictamente dominadas en el juego k − 1-
reducido para cada jugador i, y las estrategias que sobreviven forman el conjunto Sk

i .
Formalmente

Sk
i = {si ∈ Sk−1

i | si no es estrictamente dominada en el juego k − 1-reducido}

El algoritmo termina cuando ninguno de los conjuntos de estrategias se puede reducir,
es decir, termina en el paso K cuando SK

i = SK+1
i para todo i ∈ I.

Las estrategias que se tienen en los conjuntos SK
i son estrategias razonables para

cada jugador i.

En este caso cada jugador considera todas los posibles perfiles de estrategias de los
otros jugadores, lo cual restringe las posibles soluciones que pueden obtenerse. Lo que
podŕıa hacer un jugador es considerar un perfil para los otros jugadores y a partir de
esto, obtener la mejor estrategia, la cual llamamos mejor respuesta al perfil de los otros
jugadores.

Definición 1.8. Para un jugador i ∈ I decimos que si ∈ Si es mejor respuesta al
perfil de estrategias s−i ∈ S−i de los otros jugadores si

ui(si, s−i) ≥ ui(s
′
i, s−i)

para toda s′i ∈ Si.

Si el jugador hace esto para todos los posibles perfiles de los otros jugadores, en-
tonces tiene las mejores respuestas para cualquier posible situación que ocurra. Esto
lo podemos simplificar como una función multivaluada o correspondencia.

Definición 1.9. Para un jugador i ∈ I definimos la correspondencia de mejor
respuesta BRi : S−i → Si como

BRi(s−i) = {si ∈ Si | ui(si, s−i) ≥ ui(s
′
i, s−i) para toda s′i ∈ Si}
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A partir de esto, podemos obtener también estrategias que no son mejores respuestas
para ningún perfil de los otros jugadores, y por lo tanto, definir un algoritmo similar
al que se trabajó para estrategias estrictamente dominadas.

Definición 1.10. Una estrategia si nunca es mejor respuesta si para todo s−i ∈ S−i

se tiene que si ̸∈ BRi(s−i)

Definición 1.11. Denotemos por Sk
i a los conjuntos de estrategias obtenidos en el

paso k para cada jugador i, que formarán parte de un juego k-reducido con estos
conjuntos de estrategias y con una función de utilidad restringida adecuadamente; y
Sk
−i = ×j∈I j ̸=i S

k
j . Definimos S0

i = Si, BR0
i = BRi. El algoritmo de eliminación

iterativa de estrategias que nunca son mejor respuesta consiste para k ≥ 1 en
Paso k: eliminamos las estrategias que nunca son mejor respuesta en el juego k− 1

reducido para cada jugador i, y las estrategias que sobreviven forman el conjunto Sk
i ,

es decir
Sk
i = {si ∈ Sk−1

i | si ∈ BRk−1
i (s−i) para algún s−i ∈ Sk−1

−i }

y definimos también para cada s−i ∈ Sk
−i

BRk
i (s−i) = {si ∈ Sk

i | ui(si, s−i) ≥ ui(si, s−i) para todo s′i ∈ Sk
i }

El algoritmo termina en el paso K cuando SK
i = SK+1

i para todo i ∈ I.
Las estrategias que se obtienen en SK

i son estrategias racionalizables para cada
jugador i ∈ I.

Estos conceptos que hemos definido van dando una idea de algo que funcionaŕıa
como una solución deseable. Por una parte, las estrategias estrictamente dominantes
piden demasiado al requerir que sean la mejor opción frente a lo que elijan los otros
jugadores, y no siempre existen; por otra parte, las estrategias que sobreviven a los
algoritmos de eliminación iterativa nos dan idea de algunas estrategias que son buenas
para los jugadores en algunos casos.

Ahora tenemos que utilizar el hecho de que los jugadores son racionales, que esto
es de conocimiento común, y además buscar perfiles de estrategias en los cuales las
estrategias que se involucran sean mejores respuestas entre śı. La razón de esto, es
que, si pensamos en un juego con dos jugadores, y relajamos la forma en que los ju-
gadores eligen estrategias de forma que pueden cambiar de estrategia si lo que eligieron
anteriormente no les parece (que equivale al proceso de razonamiento al infinito que
realizaŕıan los jugadores), si el primer jugador elige una estrategia, a la cual el segundo
jugador propone su mejor respuesta, entonces el primer jugador cambiará de estrategia
a su mejor respuesta, tras de lo cual el segundo jugador cambiará a la mejor respuesta
de la nueva estrategia del jugador 1, y aśı, hasta que ambos jugadores decidan no cam-
biar de estrategia. Esto se puede ver que ocurre solamente si ambos jugadores eligen
estrategias que son mejores respuestas a las mejores respuestas de los otros jugadores.

Esta idea de buscar mejores respuestas es precisamente lo que va a definir el con-
cepto que ahora se conoce como un equilibrio de Nash.
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Definición 1.12. Un perfil de estrategias s∗ ∈ S es un equilibrio de Nash en
estrategias puras si se cumple que

ui(s
∗
i , s

∗
−i) ≥ ui(si, s

∗
−i)

para toda si ∈ Si.

Observemos que esa definición esencialmente nos pide ir preguntando a cada jugador
si desean cambiar de estrategia. Dado que la estrategia en el equilibrio de Nash es la que
maximiza su utilidad, y no hay forma de que el jugador por si mismo puede mejorar su
utilidad, no tiene sentido que cambie de estrategia ya que ha elegido su mejor respuesta
al perfil presentado por los otros jugadores. Y esto ocurre para todos los jugadores,
por lo que nadie desea modificar su estrategia y por ello se ha llegado a un equilibrio.

Sin embargo, tenemos juegos como el que se describe a continuación, donde veremos
que no se puede encontrar un equlibrio como el que se pide arriba.

Ejemplo 1.2 (Piedra, papel o tijeras). Dos individuos deciden jugar piedra, papel o
tijeras. Para ello, solamente llevarán a cabo un juego, y en dicho juego apuestan 1
unidad monetaria. El jugador que pierda el juego le pagará al otro, y en caso de que
el juego termine en empate, ninguno debe pagar.

En este juego se puede ver fácilmente que, sin importar lo que elijan ambos ju-
gadores, siempre alguno de ellos tendrá un incentivo a cambiar de estrategia. Para
observar esto, notemos que para cada posible movimiento del oponente, un jugador
tiene exactamente una estrategia ganadora, una estrategia que empata y una estrate-
gia perdedora, por lo que el análisis que se realiza a continuación no depende de las
estrategias con que empezamos, ya que se puede adaptar a cualquiera de los casos
posibles.

Si empezamos en el caso en que uno de los jugadores elige piedra, y el otro elige
papel, entonces el jugador que eligió piedra tiene un incentivo a cambiar a tijeras. Pero
ahora el jugador que eligió papel tiene un incentivo a cambiar a piedra. Y ahora el
jugador que ya hab́ıa cambiado a tijeras decide cambiar a papel. Podemos observar
que los roles se intercambiaron, pero el ciclo seguiŕıa de la misma manera, por lo que
en ningún momento los jugadores llegan a un punto en el que ninguno decida cambiar.

Si en cambio, empezamos en el caso en que ambos jugadores eligen lo mismo, por
ejemplo piedra, uno de ellos tendrá el incentivo de cambiar a papel, y llegaŕıamos a la
situación descrita arriba, por lo que de nueva cuenta los jugadores nunca llegarán a un
punto en el que ninguno decida cambiar su estrategia. Por ello, podemos concluir que
en este juego, no se tiene un equlibrio como el descrito anteriormente.

Observemos que aun con este concepto de equilibrio, no podemos asegurar su exis-
tencia para cualquier juego, ni siquiera para juegos finitos con dos jugadores. Para ello,
se requiere introducir la noción de estrategia mixta. La idea es que, en vez de pedir que
los jugadores elijan con certeza una sola de sus estrategias, puedan elegir una mezcla
de las estrategias que tienen disponibles. Dicha mezcla es una posible distribución de
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probabilidad entre las estrategias, de forma que podemos interpretar a una estrategia
mixta de varias maneras: una interpretación es considerar que en el juego el jugador
mediante algún proceso, de acuerdo a la distribución de probabilidad que se asignó
en su estrategia mixta, elige una de las estrategias para ser la que va a elegir en el
juego; otra interpretación es pensar en que se realizarán varias instancias del juego, y
la distribución de probabilidad de la estrategia mixta asigna una distribución a dichas
instancias del juego en las que se elige cada una de las estrategias.

Definición 1.13. A partir de un conjunto de estrategias puras Si podemos definir el
conjunto de estrategias mixtas Mi como Mi = ∆Si, es decir, Mi consiste en el conjunto
de posibles distribuciones de probabilidad xi con soporte Si. De forma análoga a lo
hecho con las estrategias puras, definimos M = ×i∈I Mi como el conjunto de perfiles
de estrategias mixtas.

Para poder utilizar el concepto de estrategias mixtas, ya no es posible comparar
utilizando la función de utilidad que tiene cada jugador, al menos no directamente, ya
que no estamos eligiendo una estrategia en Si. Para ello, se define la utilidad esperada
para un jugador i, en la cual se ve como una estrategia mixta funciona como una
distribución de probabilidad.

Definición 1.14. Para un jugador i definimos la función de utilidad esperada
cuando ocurre el perfil de estrategias mixtas x ∈ M como

Ei(x) =
∑
s∈S

ui(s)x(s)

Dicha función de utilidad esperada está definida en el espacio de probabilidad
(S, 2S, x).

Además, podemos definir los análogos a los conceptos de solución que hemos tra-
bajado. En particular, podemos extender el concepto de equilibrio de Nash

Definición 1.15. Un perfil de estrategias mixtas x∗ ∈ M es un equilibrio de Nash
si se cumple que

Ei(x
∗
i , x

∗
−i) ≥ Ei(xi, x

∗
−i)

para toda xi ∈ Mi.

El resultado que puso en el mapa a John Nash fue demostrar que todo juego finito
de n jugadores tiene un equilibrio de Nash.

Teorema 1.1. Todo juego finito de n-jugadores tiene al menos un equilibrio de Nash.

Ejemplo 1.3 (Piedra, papel o tijeras). Dado que el resultado anterior garantiza la
existencia de un equilibrio de Nash en estrategias mixtas para todo juego, entonces
sabemos que este juego debe tener un equilibrio en estrategias mixtas. Mostraremos
que dicho equilibrio es aquel en el que se mezcla uniformemente entre ambas estrategias
para ambos jugadores.
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Anteriormente hemos mostrado que no es posible que algún jugador elija una es-
trategia pura de forma óptima, ya que el otro jugador tiene incentivo a elegir la es-
trategia pura que contrarresta a lo elegido anteriormente por el primer jugador.

Ahora, supongamos que uno de los jugadores elige una estrategia mixta que da
probabilidad positiva a exactamente dos de las posibles elecciones. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que el jugador 1 elige Piedra con probabilidad positiva α y
Papel con probabilidad positiva β y α + β = 1. Entonces observamos que el jugador
2 no puede asignar probabilidad positiva a Piedra, ya que, si el jugador 2 asignara
probabilidades γ, δ y ε respectivamente a cada una de las opciones, la estrategia en
la que asigna γ + δ a Papel y ε a Tijeras es siempre mejor. Sin embargo, dado que el
jugador 2 no elige Piedra en ningún posible equilibrio, entonces el jugador 1 no tiene
incentivo para asignar probabilidad positiva a Papel, ya que seŕıa mejor asignar esa
probabilidad a Tijeras. Pero este razonamiento se puede extender a cualesquiera dos
elecciones que se deseé tener en la estrategia mixta y por ende, jamás llegamos a un
equilibrio.

Por lo tanto, el equilibrio que buscamos debe encontrarse cuando mezclamos entre
las tres estrategias. Aunque no lo hemos dicho, un resultado que se conoce en estrate-
gias mixtas nos dice que, si se tiene un equilibrio de Nash x∗, y para el jugador i, se
tiene que x∗

i (si) > 0 para alguna estrategia si ∈ Si, entonces la utilidad esperada en
el equilibrio debe ser la misma que la utilidad esperada si reemplazamos la estrategia
mixta del jugador i por la estrategia pura si.

Sea el equilibrio que buscamos (x∗
1, x

∗
2), con lo cual el jugador 1 asignaŕıa las pro-

babilidades x∗
1(Pi), x∗

1(Pa) y x∗
1(T ). Para cada utilidad esperada donde el jugador 2

juega una estrategia pura obtenemos lo siguiente:

E2(Pi, x∗
1) = −x∗

1(Pa) + x∗
1(T )

E2(Pa, x∗
1) = x∗

1(Pi) − x∗
1(T )

E2(Ti, x
∗
1) = −x∗

1(Pi) + x∗
1(Pa)

además de que tenemos la igualdad x∗
1(Pi) + x∗

1(Pa) + x∗
1(T ) = 1, y sabemos que

E2(Pi, x∗
1) = E2(Pa, x∗

1) = E2(T, x
∗
1). Resolviendo para las probabilidades del jugador

1 obtenemos que x∗
1(Pi) = x∗

1(Pa) = x∗
1(T ) = 1

3
. Es decir, que el jugador 2 juega una

estrategia mixta donde se incluyan las tres posibilidades solamente si el jugador 1 juega
la estrategia mixta

(
1
3
, 1
3
, 1
3

)
. Y al poder hacer el mismo análisis cambiando los roles

de los jugadores, observamos que el equilibrio es x∗ =
((

1
3
, 1
3
, 1
3

)
,
(
1
3
, 1
3
, 1
3

))
.

1.4 Refinamientos al equilibrio de Nash

En algunos casos, cuando los juegos tienen utilidades no todas diferentes, aunque pode-
mos encontrar equilibrios de Nash, incluso en estrategias puras, a veces no son estables,
en el sentido de que, dado que hay utilidades iguales sin importar que se elija una u otra
estrategia, podŕıa pensarse que no importa cuál de éstas se elija. Sin embargo, recorde-
mos que las decisiones de un jugador afectan las de los otros, y por lo tanto, puede que
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el cambio de estrategia permita que otro jugador modifique la suya y terminen en otro
equilibrio completamente diferente.

Lo que ahora se buscan son perfiles de estrategias que sean estables. Claro está
que estos perfiles serán equilibrios de Nash, pero ahora tenemos que categorizarlos,
pidiendo algunas condiciones adicionales.

Definición 1.16. Un temblor en un juego es un vector η = (η1, . . . , ηn) tal que, para
cada i, ηi : Si → R que cumple

1. Para cada si ∈ Si, ηi(si) > 0

2.
∑

si∈Si
ηi(si) < 1

Definición 1.17. Dado un juego y un temblor η, el juego η-perturbado es aquel con
las siguientes caracteŕısticas definidas a partir del juego original:

• El mismo conjunto de jugadores I.

• Los conjuntos de estrategias mixtas

Mi(ηi) = {xi ∈ Mi | xi(si) ≥ ηi(si) para toda si ∈ Si}

Como antes, podemos definir el conjunto de perfiles de estrategias mixtas M(η) =
×i∈I Mi(ηi)

• Las mismas funciones de utilidad ui para cada jugador i.

La idea del equilibrio que vamos a definir es considerar qué pasaŕıa si los jugadores
realizan pequeños errores al elegir sus estrategias, si dichos errores al ser pequeños
no alteran la forma de elegir estrategias, entonces tenemos estabilidad alrededor del
equilibrio, pues a pesar del error, regresamos al equilibrio.

En el juego η-perturbado, al hacer que los jugadores elijan estrategias mixtas en
las cuales a toda elección se le da una probabilidad positiva, permite introducir errores
al menos de tamaño η y al reducir dicho valor, en el ĺımite debeŕıamos llegar a un
equilibrio con la estabilidad deseada.

Definición 1.18. Un perfil de estrategias mixtas x∗ ∈ M es un equilibrio perfecto
del juego si existen una sucesión {ηk} de temblores, con ηk → 0 y una sucesión {xk}
de perfiles de estrategias mixtas, con xk → x∗, tales que, para cada k ∈ N, xk es un
equilibrio de Nash del juego ηk-perturbado.

Otra manera de definir un equilibrio perfecto consiste en pensar que las estrategias
que no son mejores respuestas se van a jugar con muy poca probabilidad, de forma tal
que ponemos una cota superior ε a dichas estrategias.
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Definición 1.19. Una estrategia mixta xi ∈ Mi es completamente mixta si xi(si) >
0 para toda si ∈ Si. Un perfil de estrategias es completamente mixto si consiste de
estrategias completamente mixtas para todo jugador i.

Definición 1.20. Dado ε > 0, un perfil de estrategias x∗ es un equilibrio ε-perfecto
del juego si x∗ es completamente mixto y satisface que para cada i, y cualesquiera
estrategias si, s

′
i ∈ Si, si Ei(si, x

∗
−i) < Ei(s

′
i, x−i) entonces xi(si) ≤ ε.

En otras palabras, si enfrentado al perfil x−i, algunas estrategias de un jugador
dan utilidades menores a otras estrategias, en xi el jugador debe asignar probabilidad
ε o menor de jugar dichas estrategias que no son óptimas. A partir de los equilibros
ε-perfectos podemos definir un equilibrio perfecto.

Definición 1.21. Un perfil de estrategias mixtas x∗ es un equilibrio perfecto del
juego si existen una sucesión {εk} con εk > 0 para toda k ∈ N y εk → 0, y una sucesión
{xk} de perfiles de estrategias mixtas, con xk → x∗ tales que, para cada k ∈ N, xk es
un equilibrio εk-perfecto del juego.

Se puede demostrar que las dos definiciones de equilibrio perfecto son equivalentes.
Sucede que la definición de equilibrio perfecto no es necesariamente adecuada, ya

que se pensaŕıa que si tenemos un juego, y después a dicho juego se le añaden estrategias
para algunos jugadores, las cuales son dominadas, no debeŕıa de alterar los posibles
equilibrios. Sin embargo, es posible ver que esto no es aśı.

Para ello, se pide más de los equilibrios que buscamos. La idea detrás de esto es
categorizar no solamente a las estrategias que son óptimas y las que no lo son, sino que,
dentro de las estrategias que no son óptimas, también tenerlas ordenadas, de forma que
la estrategia mixta que elija cada jugador sea tal que mientras menos utilidad deseada
se obtenga de elegir una estrategia, menor probabilidad tendrá, incluso frente a otras
estrategias que no son óptimas, pero que son mejores en comparación.

Definición 1.22. Dado ε > 0, un perfil de estrategias x∗ es un equilibrio ε-propio
del juego si x∗ es completamente mixto y satisface que para cada i, y cualesquiera
estrategias si, s

′
i ∈ Si, si Ei(si, x

∗
−i) < Ei(s

′
i, x

∗
−i), entonces xi(si) ≤ εxi(s

′
i)

De forma similar al equilibrio perfecto, a partir de la definición anterior podemos
definir lo que es un equilibrio propio.

Definición 1.23. Un perfil de estrategias mixtas x∗ es un equilibrio propio del juego
si existen una sucesión {εk} con εk > 0 para toda k ∈ N y εk → 0, y una sucesión {xk}
de perfiles de estrategias mixtas, con xk → x∗ tales que, para cada k ∈ N, xk es un
equilibrio εk-propio del juego.

Otra forma de refinar los equilibrios que son mejores en un juego es pedir que
la desigualdad en el equilibrio de Nash sea estricta, de forma que las estrategias del
equilibrio ahora también son las únicas que dan la mayor utilidad frente a las estrategias
de los demás.
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Definición 1.24. Un perfil de estrategias x∗ es un equilibrio estricto si, para todo
i se cumple que

Ei(x
∗
i , x

∗
−i) > Ei(xi, x

∗
−i)

para toda xi ∈ M con xi ̸= x∗
i .

O bien, en vez de que exista alguna sucesión de temblores cada vez más pequeños
y una sucesión de equilibrios bajo dichos temblores que tienda al equilibrio, podemos
pedir que esto ocurra para cualesquiera temblores que eventualmente se hagan más
pequeños.

Definición 1.25. Un perfil de estrategias x∗ es un equilibrio estrictamente per-
fecto si para toda sucesión {ηk} de temblores con ηk → 0, existe una sucesión de
perfiles de estrategias {xk} con xk → x∗ tal que, para todo k ∈ N, xk es un equilibrio
de Nash del juego ηk-perturbado.

Entre todos estos refinamientos del equilibrio de Nash, se tienen relaciones, algunas
se pueden observar directamente a partir de las definiciones.

Teorema 1.2. Si x∗ ∈ M es un equilibrio perfecto, entonces es un equilibrio de Nash.

Demostración. Sea x∗ un equilibrio perfecto. Entonces existen {ηk} y {sk} que
cumplen la definición 1.21.

Sabemos que una estrategia pura es una mejor respuesta a un equilibrio de Nash si
es que dicha estrategia pura es elegida con probabilidad positiva en la estrategia mixta.
Esto implica que si una estrategia pura es elegida con probabilidad 0, entonces no es
mejor respuesta a un equilibrio de Nash.

En el caso de un juego ηk-perturbado, al no poder asignar probabilidad 0 dado que
tenemos la cota inferior provista por ηk, como

Ei(x
k) =

∑
si∈Si

ui(si, x
k
−i)x

k
i (si)

entonces para minimizar el efecto de las estrategias puras que no son mejores respuesta
al equilibrio de Nash, les asignamos la mı́nima probabilidad, es decir, xk

i (si) = ηki (si).
Ahora, en x∗ si el jugador i tiene alguna estrategia pura si ∈ Si que no es mejor

respuesta a x∗
−i, debemos probar que se le asigna probabilidad 0. Por continuidad

de la función de utilidad esperada, para K suficientemente grande, tenemos que si
no es mejor respuesta a xm

−i para m ≥ K, por lo cual se le asigna probabilidad
ηmi (si). En la estrategia x∗ que es el ĺımite, se le asigna entonces probabilidad x∗

i (si) =
limk→∞ ηki (si) = 0. Por lo tanto, x∗ es equilibrio de Nash. ■

Teorema 1.3. Todo juego tiene al menos un equilibrio perfecto.

Demostración. Sea {ηk} una sucesión de temblores tal que ηk → 0. Para cada
k ∈ N, sea xk un equilibrio de Nash para cada uno de los juegos ηk-perturbados.
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Por compacidad del conjunto M , la sucesión {sk} tiene una subsucesión convergente
{xkm} a algún x∗ ∈ M . Tomando entonces la sucesión de temblores {ηkm} que sigue
cumpliendo ηkm → 0 y {xkm} la cual cumple que xkm → x∗, tenemos que x∗ es equilibrio
perfecto del juego. ■

Teorema 1.4. Si x∗ ∈ M es un equilibrio propio, entonces es un equilibrio perfecto y
también es un equilibrio de Nash.

Demostración. Si x∗ ∈ M es equilibrio propio, entonces existen {εk} con εk → 0 y
{xk} con xk → x∗ tales que xk es ε-equilibrio propio del juego. Es decir, para cada
k ∈ N se cumple que xk es completamente mixto y dadas cualesquiera dos estrategias
puras si, s

′
i ∈ Si, si Ei(si, x

k
−i) < Ei(s

′
i, x

k
−i), entonces xi(si) ≤ εkxi(s

′
i). En particular,

ya que xi(s
′
i) < 1 para cualquier s′i ∈ Si entonces tenemos que también se cumple

xi(si) ≤ ε, es decir, xk es equilibrio ε-perfecto del juego.
Tomando entonces las mismas sucesiones, tenemos que x∗ es equilibrio perfecto del

juego.
Finalmente, dado que es equilibrio perfecto, también es equilibrio de Nash. ■

Teorema 1.5. Todo juego tiene al menos un equilibrio propio.

Demostración. Sea k ∈ N, y definimos m = máxi∈I |Si| y δk = 1
m

1
km

.
Denotamos por Mi(δk) = {xi ∈ Mi | xi(si) ≥ δk para toda si ∈ Si} que es un

conjunto compacto y no vaćıo que consiste de estrategias completamente mixtas.
Sea F (x) = (F1(x), F2(x), . . . , FN(x)), con Fi : M(δk) → M(δk) donde M(δk) =

×N
i=1 Mi(δk) y para cada x ∈ Mi(δk) y cada i ∈ I:

Fi(x) =

{
x̂i ∈ Mi(δk) | si para si, s

′
i, Ei(x−i, si) < Ei(x−i, s

′
i) =⇒ x̂i(si) ≤

1

k
x̂i(s

′
i)

}
Mostraremos que cada Fi cumple las condiciones del teorema de Kakutani, y por lo
tanto, también las cumple F .

1. Fi(x) es no vaćıo para todo x ∈ M(δk).

Sea x ∈ M(δk), definimos τ(x, si) = |{s′i ∈ Si | Ei(x−i, si) < Ei(x−i, s
′
i)}|, y

x̂i(si) =

(
1

k

)τ(x,si)

∑
s′i∈Si

(
1

k

)τ(x,s′i)

Observamos que x̂i(si) ≥ 1
m

1
km

. Por lo tanto x̂i ∈ Mi(δk) y cumple que, de haber
si, s

′
i tales que Ei(x−i, si) < Ei(xi, s

′
i), entonces x̂i(si) ≤ 1

k
x̂i(s

′
i). De esta forma

x̂i ∈ Fi(x).
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2. Fi(x) es convexo para toda x ∈ M(δk).

Sean x̂i, x̃i ∈ Fi(x). Sea λx̂i + (1 − λ)x̃i una combinación convexa, entonces

λx̂i + (1 − λ)x̃i ≥ λδk + (1 − λ)δk = δk

por lo cual λx̂i + (1 − λ)x̃i ∈ Mi(δk).

Sean si, s
′
i tales que Ei(x−i, si) < Ei(x−i, s

′
i), entonces

λx̂i(si) + (1 − λ)x̃i(si) ≤ λ
1

k
x̂i(s

′
i) + (1 − λ)

1

k
x̃i(s

′
i)

=
1

k
(λx̂i(s

′
i) + (1 − λ)x̃i(s

′
i))

es decir, Fi(x) es convexo.

3. Fi es de gráfica cerrada.

Sea (xn)∞n=1 con xn ∈ M(δk) tal que xn → x ∈ M(δk) y (yni )∞n=1 con yni ∈ Fi(x
n)

tal que yni → yi. Mostraremos que yi ∈ Fi(x).

Sean si, s
′
i ∈ Si tales que Ei(x−i, si) < Ei(x−i, s

′
i). Por continuidad de la función

de utilidad esperada, existe Q(si, s
′
i) ∈ N tal que Ei(x

ℓ
−i, si) < Ei(x

ℓ
−i, s

′
i) para

toda ℓ ≥ Q(si, s
′
i). Sea

Q = máx
{(si,s′i)|Ei(x−i,si)<Ei(x−i,s−i)}

Q(si, s
′
i)

entonces para cualesquiera si, s
′
i tales que Ei(x−i, si) < Ei(x−i, si), tenemos que

Ei(x
ℓ
−i, si) < Ei(x

ℓ
−i, s

′
i) para toda ℓ ≥ Q, lo cual implica que yℓi (si) ≤ 1

k
yℓi (s

′
i)

para toda ℓ ≥ Q, que quiere decir que yi(si) ≤ 1
k
yi(s

′
i), o bien, yi ∈ Fi(x).

De esta forma, Fi cumple las condiciones del teorema de Kakutani, y por lo tanto
F también las cumple. Aśı, para cada k ∈ N encontramos el punto fijo de F , digamos
xk, el cual es equilibrio 1

k
-propio.

La sucesión de equilibrios 1
k
-propios (xk)∞k=1 está contenida en M , que es un conjunto

compacto al ser el producto de śımplices. Por lo tanto, existe una subsucesión (xkj)∞j=1

convergente a algún x∗ ∈ M . Dicho x∗ es un equilibrio propio. ■

Con el siguiente ejemplo mostraremos que no todo equilibrio perfecto es equilibrio
propio.

Ejemplo 1.4. Sea el juego dado por la siguiente matriz:

I C D
A 1, 1 0, 0 −9,−9
E 0, 0 0, 0 −7,−7
B −9,−9 −7,−7 −7,−7
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Este juego tiene dos equilibrios de Nash: (A, I) y (E,C). Sin embargo, solamente nos
enfocaremos en (E,C).

Primero mostramos que (E,C) es equilibrio perfecto. Sea εk =
1

k + 10
y xk

i =(
1

k + 10
, 1 − 2

k + 10
,

1

k + 10

)
para i ∈ {1, 2}. Observamos que εk → 0, xk

i → (E,C)

puntualmente y tenemos las siguientes utilidades esperadas para el jugador 1:

E1

(
(1, 0, 0),

(
1

k + 10
, 1 − 2

k + 10
,

1

k + 10

))
=

1

k + 10
− 9

1

k + 10
= − 8

k + 10

E1

(
(0, 1, 0),

(
1

k + 10
, 1 − 2

k + 10
,

1

k + 10

))
= −7

1

k + 10
= − 7

k + 10

E1

(
(0, 0, 1),

(
1

k + 10
, 1 − 2

k + 10
,

1

k + 10

))
= −9

1

k + 10
− 7

(
1 − 1

k + 10

)
= − 16

k + 10
− 7

por lo cual, vemos que si se cumple que xi(A) ≤ εk y xi(B) ≤ εk. Podemos verificar
lo mismo para el jugador 2, y por lo tanto, xk es un equilibrio εk-perfecto. Por ello,
(E,C) es un equilibrio perfecto.

Ahora mostramos que (E,C) no es equilibrio propio. Calculamos las utilidades
esperadas para cada jugador dadas cualesquiera perfiles de estrategias mixtas (p, q, r) ∈
M1 y (s, t, u) ∈ M2:

E1,2((p, q, r), (s, t, u)) = ps + 0pt− 9pu + 0qs + 0qt− 7qu− 9rs− 7rt− 7ru

= ps− 9(pu + rs) − 7(qu + rt + ru)

Por lo tanto, si cada jugador elige una estrategia pura frente a una estrategia
completamente mixta del oponente tenemos que:

E1((1, 0, 0), (s, t, u)) = s− 9u

E1((0, 1, 0), (s, t, u)) = −7u

E1((0, 0, 1), (s, t, u)) = −9s− 7(t + u)

E2((p, q, r), (1, 0, 0)) = p− 9r

E2((p, q, r), (0, 1, 0)) = −7r

E2((p, q, r), (0, 0, 1)) = −9p− 7(q + r)

Observamos que, dado que (p, q, r) y (s, t, u) son completamente mixtas entonces

E1((0, 1, 0), (s, t, u)) > E1((0, 0, 1), (s, t, u))

E2((p, q, r), (0, 1, 0)) > E2((p, q, r), (0, 0, 1))

por lo cual, en la sucesión de equilibrios εk-propios tenemos que r ≤ εkq u ≤ εkt.
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Ahora, comparemos la primera y la tercera utilidades esperadas del jugador 1:

s− 9u > −9s− 7t− 7u

10s + 7t > 2u

10s + 7t > 2(1 − s− t)

12s + 9t > 2

lo cual se cumple para εk < 2
9
, ya que

u ≤ εkt < εk <
2

9

y por lo tanto

s + t = 1 − u > 1 − 2

9
=

7

9

con lo que

3s + 9(s + t) > 3s + 9

(
7

9

)
= 3s + 7 > 2

Por lo cual, para εk lo suficientemente pequeña debemos tener que

u ≤ εks

Por último, comparamos la primera y la segunda utilidades esperadas del jugador
1. Supongamos que

s− 9u > −7u

s > 2u

por lo que para tener un εk-equilibrio propio, tendŕıamos que

εks ≥ t

Sin embargo, tanto εk → 0 como s → 0, por lo que t → 0 y por lo tanto la sucesión de
equilibrios no convergeŕıa al equilibrio que deseamos. Por ende, tenemos que

s− 9u ≤ −7u

s ≤ 2u

s ≤ 2u < 2εks

1 < 2εk

para todo εk, lo cual observamos no se cumple para εk < 1
2
. Por lo tanto, no es posible

encontrar la sucesión de estrategias completamente mixtas que se busca para (E,C).
Es decir, (E,C) no es equilibrio propio.
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Teorema 1.6. Si x∗ es un equilibrio estricto, entonces es un equilibrio estrictamente
perfecto.

Para demostrar esto, requerimos probar el siguiente enunciado.

Lema 1.1. Si x∗ es un equilibrio estricto, entonces consiste solamente de estrategias
puras.

Demostración. Ya hemos observado que si se tiene una estrategia mixta para uno
de los jugadores, y en cambio, dicha estrategia mixta se intercambia por alguna de las
estrategias puras que tienen probabilidad positiva asignada en dicha estrategia mixta,
la utilidad esperada del jugador no cambia.

Sea x∗ un equilibrio estricto. Supogamos que para algún i ∈ I, x∗
i es una estrategia

mixta en la cual se le asigna probabilidad positiva al menos a dos estrategias puras,
digamos si y s′i. Entonces

Ei(x
∗
i , x

∗
−i) = Ei(si, x

∗
−i) = Ei(s

′
i, x

∗
−i)

Pero sabemos que al ser x∗ un equilibrio estricto se cumple que

Ei(x
∗
i , x

∗
−i) > Ei(x

′
i, x

∗
−i)

para toda x′
i ̸= x∗

i . Sin embargo, hemos mostrado dos estrategias diferentes a x∗
i que

dan exactamente la misma utilidad esperada, que son x′
i = si y x′

i = s′i. Por lo tanto,
un equilibrio estricto puede asignar probabilidad positiva a lo más a una estrategia
pura para cada jugador i. ■

Se demostrará ahora el teorema.

Demostración (Teorema 1.6). Sea x∗ equilibrio estricto. Por el lema 1.1, consiste
solamente de estrategias puras. Sea {ηk} una sucesión cualquiera de temblores tal que
ηk → 0. Definimos la sucesión {xk} de la siguiente forma para cada i ∈ I y k ∈ N.

Si si ∈ Si es tal que x∗(si) = 0, entonces xk
i (si) = ηki (si), es decir, para las estrategias

puras a las que el equilibrio estricto asigna probabilidad 0, en la sucesión les asignamos
la probabilidad mı́nima.

En este caso, observamos que xk(si) → 0 = x∗(si).
Si si ∈ Si es tal que x∗(si) = 1, entonces xk

i (si) = 1 −
∑

s′i∈Si\{si} η
k
i (s′i), es decir, a

la estrategia pura a la que el equilibrio estricto asigna probabilidad 1, en la sucesión le
asignamos la probabilidad máxima posible tomando en cuenta las otras estrategias.

Aqúı tenemos que xk(si) → 1 = x∗(si).
Por lo tanto xk → x∗. Por continuidad de la función esperada de cada jugador, para

K suficientemente grande, como x∗ es equilibrio de Nash, entonces si m ≥ K tenemos
que xm es equilibrio de Nash para el juego ηm-perturbado. Si sucediera que para los
juegos ηk-perturbados con k < K el perfil xk no es equilibrio de Nash, simplemente se
puede sustituir por un equilibrio de Nash del juego ηk-perturbado, y la nueva sucesión
sigue cumpliendo lo necesario. ■
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Sin embargo, un equilibrio estrictamente perfecto no necesariamente es un equilibrio
estricto.

También tenemos que un juego no necesariamente tiene equilibrios estrictamente
perfectos, y por ende, un equilibrio propio no implica equilibrio estrictamente perfecto.

Teorema 1.7. Si x∗ es un equilibrio estricto, entonces es un equilibrio propio.

Demostración. Como x∗ es un equilibrio estricto, por el lema 1.1 consiste solamente
de estrategias puras, es decir x∗

i = s∗i para alguna s∗i ∈ Si para cada i. Por otra
parte, para cada jugador i, podemos ordenar las estrategias puras de acuerdo a la
utilidad que otorgan frente al perfil s∗−i de los otros jugadores, es decir, podemos asignar
un orden lexicográfico con base en el perfil s∗−i. Por el equilibrio estricto, s∗i es la
primera estrategia en el orden lexicográfico de cada jugador, y las otras estrategias dan
estrictamente menor utilidad.

A partir de lo anterior, se considera una sucesión {εk} tal que εk → 0 y con εk < 1
2
.

Entonces, definimos cada xk de la siguiente forma para cada i ∈ I y k ∈ N.
Si si ̸= s∗i entonces xk

i (si) = (εk)p donde p es el lugar en el orden lexicográfico de
si.

Para s∗i asignamos xk
i (s∗i ) = 1 −

∑
si∈Si\{s∗i }

xk
i (si).

Observemos que xk
i (s∗i ) >

1
2

ya que

∑
si∈Si\{s∗i }

xk
i (si) =

N∑
p=2

xk
i (si)(ε

k)p <
1
1
2

− 1 − 1

2
=

1

2

y además xk → x∗. Por continuidad de la función de utilidad esperada de cada jugador,
existe K ∈ N tal que para toda m ≥ K, el orden lexicográfico de las estrategias puras
frente a xm

−i es el mismo que teńıamos frente a x∗
−i = s∗−i para todos los jugadores i.

Por otra parte, para toda k ∈ N, tenemos por construcción que si s′i es la segunda
estrategia en el orden lexicográfico con el que empezamos, entonces

xk
i (s′i) = (εk)2 < εk

1

2
< εkxk

i (s∗i )

y de igual forma por construcción, si comparamos cualesquiera otras dos estrategias
que no son s∗i , digamos s′i y s′′i tales que Ei(s

′
i, x

∗
i ) > Ei(s

′′
i , x

∗
i ), y a, b son los lugares de

s′i y s′′i en el orden lexicográfico frente a x∗
−i, respectivamente, entonces a < b y para

toda k ∈ N
xk
i (s′′i ) = (εk)b = (εk)b−a(εk)a ≤ εk(εk)a = εkxk

i (s′i)

Por último, reindizamos las sucesiones a partir de K con lo cual tenemos las suce-
siones {εk}∞k=K y {xk}∞k=K con las cuales tenemos que cada xk es completamente mixto,
es equilibrio εk-propio y εk → 0 y xk → x∗. Por lo tanto, x∗ es un equilibrio propio. ■

Ahora mostraremos que un equilibrio estrictamente perfecto no necesariamente es
un equilibrio propio. Para ello, trabajamos los siguientes ejemplos que muestran por
separado que no existe relación entre estos equilibrios.
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Ejemplo 1.5 (Equilibrio propio ̸⇒ Equilibrio estrictamente perfecto).
Consideremos el siguiente juego:

I C D
A 1, 1 1, 0 0, 0
B 1, 1 0, 0 1, 0

Primero observemos, que de haber equilibrios estrictamente perfectos, deben estar
en el conjunto de equilibrios de Nash. Aśı, para cualquier perfil de0 estrategias mixtas
de la forma x = ((p, q), (r, s, t)) calculamos las utilidades esperadas de ambos jugadores:

E1((p, q), (r, s, t)) = pr + ps + qr + qt = pr + (1 − p)r + ps + (1 − p)t

= r + t + ps− pt = r + t + p(s− t)

E2((p, q), (r, s, t)) = pr + qr = pr + (1 − p)r = r

De esta manera, podemos ver que r = 1, s = 0, t = 0, y por lo tanto, p ∈ [0, 1],
q = 1 − p son los equilibrios de Nash, es decir:

EN = {((p, 1 − p), (1, 0, 0)) | p ∈ [0, 1]}

Mostraremos que x∗ = ((1, 0), (1, 0, 0)) no es equilibrio estrictamente perfecto.
Sea (ηk)∞k=1 dada por

ηk1(A) =
1

k + 2

ηk1(B) =
1

k + 2

ηk2(I) =
1

k + 4

ηk2(C) =
1

k + 4

ηk2(D) =
2

k + 4

Observamos que el perfil de estrategias mixtas:

xk = ((ηk1(A), 1 − ηk1(A)), (1 − ηk2(C) − ηk2(D), ηk2(C), ηk2(D)))

es el único equilibrio de Nash en el juego perturbado por ηk, pues por las utilidades
calculadas arriba, tenemos que s = ηk2(C) y t = ηk2(D), y para el jugador 1, como
s − t < 0, entonces p = ηk1(A). Pero xk ̸→ x∗, por lo que x∗ no es estrictamente
perfecto.

Lo mismo podemos hacer para el equilibrio de la forma x∗∗ = ((0, 1), (1, 0, 0)),
intercambiando los valores de ηk2(C) y ηk2(D).

Finalmente, notemos que cualquiera de las dos sucesiones de arriba, al converger
a x∗ o x∗∗ no convergen a un equilibrio mixto, por lo que éstos también fallan en ser
equilibrios estrictamente perfectos.
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Para mostrar que no se cumple la otra implicación, primero demostramos el sigu-
iente resultado.

Lema 1.2. Un perfil de estrategias x∗ es equilibrio de Nash para el juego η-perturbado
si para todo jugador i y toda estrategia pura si ∈ Si tal que si no es mejor respuesta
a x∗

−i tenemos que x∗
i (si) = ηi(si).

Demostración. Supongamos que x∗ es un equilibrio de Nash tal que para el jugador
i existe si que no es mejor respuesta para x∗

−i, con x∗
i (si) > ηi(si).

Dado que si no es mejor respuesta a x∗
−i esto implica que existe s′′i ∈ Si tal que∑

s−i∈S−i

ui(si, s−i)x
∗
−i(s−i) <

∑
s−i∈S−i

ui(s
′′
i , s−i)x

∗
−i(s−i)

Multiplicando ambos lados por x∗
i (si) − ηi(si), esto nos da la desigualdad en la

siguiente cadena de expresiones.

Ei(x
∗) =

∑
s−i∈S−i

 ∑
s′i∈Si\{si}

ui(s
′
i, s−i)x

∗
i (s

′
i)x

∗
−i(s−i) + ui(si, s−i)x

∗
i (si)x

∗
−i(s−i)


=

∑
s−i∈S−i

 ∑
s′i∈Si\{si,s′′i }

ui(s
′
i, s−i)x

∗
i (s

′
i)x

∗
−i(s−i)

+ ui(si, s−i)(x
∗
i (si) − ηi(si) + ηi(si))x

∗
−i(s−i) + ui(si, s−i)(x

∗
i (s

′′
i )x∗

−i(s−i)


<

∑
s−i∈S−i

 ∑
s′i∈Si\{si,s′′i }

ui(s
′
i, s−i)x

∗
i (s

′
i)x

∗
−i(s−i) + ui(si, s−i)ηi(si)x

∗
−i(s−i)

+ ui(s
′′
i , s−i)((xi(s

′′
i ) + xi(si) − ηi(si))x

∗
−i(s−i)


es decir, existe un perfil de estrategias mixtas que asigna ηi(si) a la estrategia si y asigna
x∗
i (s

′′
i ) + x∗

i (si) − ηi(si) a la estrategia s′′i el cual tiene mayor utilidad esperada. Por lo
tanto x∗

i no es equilibrio de Nash, lo cual es una contradicción. Aśı, x∗
i (si) = ηi(si). ■

Ahora trabajamos el ejemplo publicado en 1996 por Vermeulen y Jansen [87].

Ejemplo 1.6 (Equilibrio estrictamente perfecto ̸⇒ Equilibrio propio).
Tenemos el siguiente juego bipersonal

a b c d
A 1, 3 0, 0 0, 2 0, 2
B 7, 0 7, 0 −3, 0 0, 0
C 0, 0 1, 3 0, 2 0, 2
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Mostraremos que x∗ = (B, d) = ((0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)) es equilibrio estrictamente per-
fecto, pero no es equilibrio propio.

Caso 1: Si ηk1(A) ≥ ηk1(C), consideramos el siguiente perfil:

xk
1 = (ηk1(A), 1 − 3ηk1(A), 2ηk1(A))

xk
2 = (ηk2(a), 7

6
ηk2(a) + ηk2(b) + ηk2(c), 14

3
ηk2(a) + 2ηk2(b) + 2ηk2(c),

1 − 41
6
ηk2(a) − 3ηk2(b) − 3ηk2(c))

Observemos que si ηki (si) es suficientemente pequeño para toda si ∈ Si y toda i ∈ I,
entonces xk ∈ M(ηk). También notemos que xk → x∗ cuando ηk → 0. Además

E1((0, 1, 0), xk
−1) = E1((0, 0, 1), xk

−1) > E1((1, 0, 0), xk
−1)

E2(x
k
−2, (0, 1, 0, 0)) = E2(x

k
−2, (0, 0, 1, 0)) = E2(x

k
−2, (0, 0, 0, 1)) > E2(x

k
−2, (1, 0, 0, 0))

Como xk es tal que para las estrategias puras que no son mejor respuesta, la es-
trategia mixta respectiva es igual a la perturbación, por el lema 1.2, xk es un equilibrio
de Nash del juego perturbado por ηk.

Caso 2: Si ηk1(A) ≤ ηk1(C), consideramos el perfil

xk
1 = (2ηk1(C), 1 − 3η1k(C), ηk1(C))

xk
2 = (ηk2(a) + 7

6
ηk2(b) + ηk2(c), ηk2(b), 2ηk2(a) + 14

3
ηk2(b) + 2ηk2(c),

1 − 3ηk2(a) − 41
6
ηk2(b) − 3ηk2(c))

Observamos que xk → x∗ y que para ηk suficientemente pequeño, xk ∈ M(ηk). De
una manera análoga al caso 1 podemos probar que xk es equilibrio de Nash del juego
perturbado por ηk.

Por lo tanto, x∗ es equilibrio estrictamente perfecto. Ahora probaremos que x∗ no
es equilibrio propio.

Supongamos que el perfil de estrategias mixtas x = ((p1, p2, p3), (q1, q2, q3, q4)) es un
equilibrio η-propio de la sucesión que converge a x∗ para η suficientemente pequeña,
con la condición de que η < 3/13.

Supongamos que E2(x−2, (1, 0, 0, 0)) > E2(x−2, (0, 0, 0, 1)). Por ser x equilibrio η-
propio, esto implica que q4 ≤ ηq1. Pero q4 → 1, que lleva a una contradicción.

Por lo tanto E2(x−2, (1, 0, 0, 0)) ≤ E2(x−2, (0, 0, 0, 1)). Por un razonamiento similar,
tenemos que E2(x−2, (0, 1, 0, 0)) ≤ E2(x−2, (0, 0, 0, 1)).

Calculamos las utilidades esperadas:

E2(x−2, (1, 0, 0, 0)) = 3p1

E2(x−2, (0, 1, 0, 0)) = 3p3

E2(x−2, (0, 0, 0, 1)) = 2p1 + 2p3

y sustituyendo en las desigualdades obtenidas anteriormente, tenemos que

3p1 ≤ 2p1 + 2p3 ⇔ p1 ≤ 2p3
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3p3 ≤ 2p1 + 2p3 ⇔ p3 ≤ 2p1

Supongamos que E1((1, 0, 0), x−1) < E1((0, 0, 1), x−1), entonces por ser x un equi-
librio η-propio, y por las desigualdades anteriores, implica que p1 ≤ ηp3 ≤ 2ηp1, por lo
cual p1 = 0. Pero x es una estrategia que es completamente mixta, o no estaŕıa en el
conjunto de estrategias perturbado, lo que lleva a una contradicción.

Supongamos entonces que E1((1, 0, 0), x−1) > E1((0, 0, 1), x−1), entonces por ser x
un equilibrio η-propio y las desigualdades de arriba, tenemos p3 ≤ ηp1 ≤ 2ηp3, que
implica que p3 = 0. Igualmente, como x es completamente mixta, llegamos a una
contradicción.

Por lo tanto E1((1, 0, 0), x−1) = E1((0, 0, 1), x−1). Calculando ambas utilidades
esperadas, quiere decir que q1 = q2.

Ahora supongamos que E1((0, 1, 0), x−1) < E1((0, 0, 1), x−1), entonces por ser x
equilibrio η-propio, p2 ≤ ηp3, lo cual no es posible, pues p2 → 1. Por lo tanto
E1((0, 1, 0), x−1) ≥ E1((0, 0, 1), x−1). Calculando ambas utilidades esperadas:

E1((0, 1, 0), x−1) = 7q1 + 7q2 − 3q3

E1((0, 0, 1), x−1) = q2

tenemos que
7q1 + 7q2 − 3q3 ≥ q2 ⇔ 7q1 + 6q2 − 3q3 ≥ 0

Como ya probamos que q1 = q2, entonces 13q2 ≥ 3q3.
Supongamos que E2(x−2, (0, 1, 0, 0)) < E2(x−2, (0, 0, 1, 0)). Por ser x equilibrio η-

propio, q2 ≤ ηq3, o bien, 13q2 ≤ 13ηq3. Como η < 3/13 y por la desigualdad obtenida
arriba

13q2 ≤ 13ηq3 < 3q3 ≤ 13q2

que es una contradicción.
Por lo tanto E2(x−2, (0, 1, 0, 0)) ≥ E2(x−2, (0, 0, 1, 0)). Finalmente, haciendo el

cálculo directo, observamos que E2(x−2, (0, 0, 1, 0)) = E2(x−2, (0, 0, 0, 1)), por lo cual

E2(x−2, (0, 1, 0, 0)) ≥ E2(x−2, (0, 0, 1, 0)) = E2(x−2, (0, 0, 0, 1)) ≥ E2(x−2, (0, 1, 0, 0))

es decir, todas son igualdades.
Ahora, como x es equilibrio η-propio, y q1 = q2, entonces q1 > ηq2 y q2 > ηq1,

lo que implica que E2(x−2, (1, 0, 0, 0)) ≥ E2(x−2, (0, 1, 0, 0)) y E2(x−2, (0, 1, 0, 0)) ≥
E2(x−2, (1, 0, 0, 0)), es decir E2(x−2, (1, 0, 0, 0)) = E2(x−2, (0, 1, 0, 0)).

Como

E2(x−2, (1, 0, 0, 0)) = E2(x−2, (0, 0, 1, 0))

E2(x−2, (0, 1, 0, 0)) = E2(x−2, (0, 0, 1, 0))

tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

3p1 = 2p1 + 2p3



24 Caṕıtulo 1. Teoŕıa de juegos clásica

3p3 = 2p1 + 2p3

o bien

2p3 − p1 = 0

2p1 − p3 = 0

cuya única solución es p1 = p3 = 0, pero esto es una contradicción, ya que x1 ∈ M1(η),
es decir, x1 debe ser completamente mixta.

Por lo tanto x no puede ser un equilibrio η-propio, para toda η < 3/13, es decir, no
existe sucesión (ηk)∞k=1 de temblores con ηk → 0 y una sucesión (xk)∞k=1 de perfiles de
estrategias mixtas con xk → x∗ tal que xk sea equilibrio ηk-propio. Es decir, x∗ no es
equilibrio propio.

En los juegos en forma normal los jugadores toman sus decisiones simultáneamente,
sin embargo, esto no es necesariamente adecuado para modelar algunas situaciones, en
particular, cuando los jugadores ganan información a partir de las decisiones realizadas
por los oponentes. Para ello, introducimos el concepto de juego dinámico.

Definición 1.26. Un juego dinámico es una tupla G = (I,H, (Si(h))i∈I,h∈H , (ui)i∈I)
donde sus elementos son:

1. Un conjunto finito de jugadores I = {1, 2, . . . , n} que son los individuos involu-
crados en el juego.

2. La colección H de conjuntos de información, que son aquellos puntos en el
juego en los que los jugadores que realizan una elección en ese momento tienen
la misma información del juego.

3. Para cada jugador i ∈ I y cada h ∈ H un conjunto finito Si(h) de estrategias
puras que son las elecciones que el jugador i puede realizar en el conjunto de
información h.

4. Para cada jugador i ∈ I una función de utilidad ui : Z → R que serán los pagos
de cada jugador dentro del juego. El conjunto Z son las historias terminales del
juego las cuales son sucesiones de elecciones realizadas por los jugadores en los
conjuntos de información.

Como tal, en esta definición de juego, se asume que hay un orden entre los conjuntos
de información, y que al realizar una elección en uno de éstos, el juego avanza al
siguiente conjunto de información (lo que esto signifique en el juego). Por lo tanto,
el número de turnos está determinado por las elecciones que se realicen en el juego y
la sucesión que ocurra en el mismo, y a su vez esto define las historias terminales del
juego.

Para los juegos dinámicos tendremos también un equilibrio de Nash definido a partir
de la forma normal de un juego. La forma normal de un juego se obtendrá al tomar
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como conjunto de estrategias para cada jugador aquel conjunto formado por los perfiles
de elecciones con tantas elecciones como conjuntos de información en los que participa
cada jugador, y cada una de estas elecciones es una de las disponibles para el jugador
en el respectivo conjunto de información. Si realizamos esto, podemos pensar en un
equilibrio de Nash como se ha trabajado anteriormente.

Definición 1.27. Dado un juego dinámico G, definimos un subjuego

G′ = (I ′, H ′, (Si)i∈I′,h∈H′ , (ui)i∈I′)

como un juego dinámico en el cual se cumple que I ′ ⊆ I, H ′ ⊆ H y

• Si h ∈ H ′ entonces todos los conjuntos de información que siguen a h también
están en H ′.

• Las funciones de utilidad se restringen de manera natural, considerando que las
historias terminales solamente tienen las elecciones correspondientes a los con-
juntos de información en H ′, pero no las anteriores.

Sin embargo, no es la única solución posible para un juego, y para ello tenemos
lo que se conoce como un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos. En este caso lo
que se pide es que para cada subjuego el equilibrio sea un equilibrio de Nash para
la forma normal del subjuego. Esto restringe las posibles soluciones, pero pide que
consideremos no solamente lo que sucede en los conjuntos de información por los que
pasa el juego al llevarse a cabo las elecciones que están en la solución, sino que también
se considera lo que ocurre en los conjuntos de información fuera de la solución, y se
tienen mejores respuestas en estos casos también; en otras palabras, si en algún punto
del juego ocurriera un error y se eligiera algo fuera del equilibrio, en lo que sigue del
juego se puede seguir lo que se tiene en el equilibrio perfecto en subjuegos y aun aśı
llegar a la mejor situación dado el error ocurrido anteriormente.

Definición 1.28. Un perfil de estrategias x∗ es un equilibrio de Nash perfecto en
subjuegos del juego G si para cada subjuego G′ de G se tiene que x∗ restringida a G′

es un equilibrio de Nash en la forma normal de G′.

Por último, para preparar lo que se trabajará en los siguientes dos caṕıtulos, a
diferencia de lo que se permit́ıa en los juegos dinámicos anteriormente, se considerará
que los juegos tienen una cantidad de turnos conocida de antemano, y por lo tanto,
esto se puede pedir como un elemento del juego. Más aun, ya que no se sabrá de ante-
mano a qué jugador corresponde cada uno de los diferentes conjuntos de información,
para facilitar el estudio de los modelos, se utilizará la siguiente definición de un juego
dinámico.

Definición 1.29. Un juego dinámico es una cuarteta G = (I, (Si)i∈I , (ui)i∈I , T ) donde
sus elementos son:
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1. Un conjunto finito de jugadores I = {1, 2, . . . , n} que son los individuos involu-
crados en el juego.

2. Para cada jugador i ∈ I y cada h ∈ H un conjunto finito Si de estrategias
(puras) que serán las elecciones posibles de cada jugador dentro del juego.

3. Para cada jugador i ∈ I una función de utilidad ui : Z → R que serán los pagos
de cada jugador dentro del juego. El conjunto Z son las historias terminales del
juego las cuales son sucesiones de elecciones realizadas por los jugadores en los
conjuntos de información

4. El horizonte del juego T ∈ N que es el número de turnos que tendrá el juego.



Caṕıtulo 2

Juegos con proceso de selección de
turnos

Como se ha discutido previamente, para lidiar con aquellos juegos en los que hay
elementos aleatorios se trabaja con juegos estocásticos los cuales permiten que eventos
aleatorios ocurran a lo largo del juego. Mucho de lo que se ha trabajado es en un
contexto de juegos simultáneos que se repiten a lo largo del tiempo y en los cuales hay
varios estados a los cuales se mueve el juego, y donde la utilidad final es una suma de
las utilidades descontadas.

En este caṕıtulo se introducirá una familia de modelos para juegos secuenciales en
los que la estructura del juego en lo que concierne al orden en el que se toman las
decisiones no está fijo desde el inicio. Dicha selección se lleva a cabo mediante un
proceso de selección que es aleatorio a los ojos de cada jugador (dicho proceso puede
ser determinista desde un inicio, pero esto no es observable por ningún jugador), por lo
que se utilizará una distribución de probabilidad para modelarlo, y la utilidad recibida
en el juego es una utilidad final, que depende de las decisiones realizadas por todos
los jugadores. Se mostrará la existencia de un equilibrio adecuado al modelo y se
describirán otros modelos para los cuales otras caracteŕısticas se modifican, con lo cual
cubrimos varias situaciones.

2.1 Modelo de juego con proceso de selección de

turnos

Consideremos un juego dinámico G = (I, (Si)i∈I , (ui)i∈I , T ). Además, consideramos
para cada jugador i ∈ I una densidad de probabilidad pi : I → [0, 1] que describe la
distribución utilizada para modelar el proceso de selección de turnos en el juego según
el jugador i.

Observemos que los jugadores no saben en qué turnos del juego les corresponde
llevar a cabo una acción, por lo que cada jugador requiere de un plan de estrategias
que tiene una estrategia para cada posible periodo. Como todos los jugadores pueden

27
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observar las estrategias que se han elegido en periodos anteriores, la elección realizada
en el periodo ℓ debe estar condicionada por un escenario sℓ = (sℓ−1, s1), en el cual sk es
la elección realizada en k. De esta forma, cada jugador i tiene lo que denominaremos
un plan de estrategias condicionadas, denotado por si en el cual hay una estrategia sℓi
para cada periodo ℓ y para cada posible escenario sℓ que se pueda dar en el periodo ℓ.
Dicho conjunto de planes de estrategias condicionadas se denotará por Pi si los planes
consisten de estrategias puras, y se denotará por Qi al conjunto de planes de estrategias
condicionales que también considera estrategias mixtas.

Finalmente, tenemos vectores de planes que nos sirven para considerar las estrate-
gias de todos los jugadores en todos los posibles escenarios. Dichos vectores serán
denominados perfiles de estrategias condicionadas, y sus conjuntos se denotarán por P
y Q de acuerdo a si consisten sólo de estrategias puras, o admiten estrategias mixtas.

2.1.1 Un turno por jugador

Primero empezamos con un par de situaciones básicas en las cuales podŕıamos encontrar
juegos donde se desconoce el orden de turnos. Iniciamos con el caso en el que cada
jugador tiene exactamente un turno en el juego. Esto podŕıa ejemplificarse con una
subasta en la que cada jugador se acerca en algún momento a una hoja en la que
se escriben las pujas, y solamente puede realizarse una. Una vez que se ha decidido
acercarse a la hoja, se debe ofertar por el objeto, y como se puede ver, se pueden
observar las ofertas realizadas anteriormente, pues éstas se encuentran escritas.

Para evaluar algún perfil de estrategias condicionadas x = (x1, . . . , xN) ∈ Q defini-
mos la utilidad esperada para cada jugador i ∈ I como

Ei(x) =
∑

(n1,...,nN )∈P(I)

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑

sN∈S
nN

ui(s
N , . . . , s1)

× xnN (sN | sN−1, . . . , s1)pi(n
N) · · ·xn1(s1)pi(n

1)

donde P(I) es el conjunto de permutaciones de I. Dicha utilidad esperada está definida
en el espacio de probabilidad ((S×N)T , 2(S×N)T , µ) donde µ es aquella distribución de
probabilidad tal que

µ((s1, n1), . . . , (sT , nT )) = xnN (sN | sN−1, . . . , s1)pi(n
N) · · · xn1(s1)pi(n

1)

cuando sk ∈ Snk para todo k ∈ {1, . . . , T}, y es igual a 0 en otro caso. En este ejemplo,
dado que solamente tenemos un turno por jugador, T = N .

Con base en la definición anterior, decimos que un equilibrio de Nash es un perfil
de estrategias condicionadas x∗ ∈ Q tal que para todo jugador i ∈ I

Ei(x
∗) ≥ Ei(x

∗
−i, xi)

para todo xi ∈ Qi. Esta definición será utilizada a lo largo del caṕıtulo, tan sólo
realizando modificaciones en la forma en que se define la utilidad esperada en cada
versión de juego.
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2.1.2 Número fijo de turnos por jugador

Generalizamos el modelo anterior al permitir que cada jugador realice más de una
elección, aunque de antemano fijamos el número de elecciones permitidas a cada ju-
gador, el cual puede ser diferente para cada uno, pero mantenemos que cada jugador
desconoce cuando realizará cada una de dichas acciones. Un ejemplo seŕıa la subasta
antes descrita, pero ahora cada jugador sabe cuántas veces le está permitido acercarse
a ofertar por el art́ıculo.

Para esto, si el vector que nos dice el número de turnos para cada jugador está dado
por m = (m1, . . . ,mI) la utilidad esperada del jugador i para el perfil x ∈ Q es de la
forma

Ei(x) =
∑

(n1,...,nT )∈Pm(I)

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑

sT∈S
nT

ui(s
T , . . . , s1)

× xnT (sT | sT−1, . . . s1)pi(n
T ) · · ·xn1(s1)pi(n

1)

donde Pm(I) es el conjunto de permutaciones de I con mk repeticiones de k, y T =∑
i∈I mi.

2.1.3 Número desconocido de turnos por jugador

En este caso no sabemos el número de decisiones que cada jugador realizará, en cambio,
sabemos el total de decisiones que se realizan a lo largo del juego, T . Para este modelo
tenemos una subasta en la que se permiten T ofertas y una vez que éstas se han
realizado, el objeto se le asigna al jugador que paga más por éste, ya que no hemos
requerido que los jugadores hagan ofertas más altas sucesivamente.

Aśı, la utilidad esperada del perfil x ∈ Q para el jugador i es:

Ei(x) =
∑
n1∈I

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , s1)

× xnT (sT | sT−1, . . . s1)pi(n
T ) · · ·x1(s

1)pi(n
1)

2.1.4 Actualización de la distribución de turnos

En los modelos presentados anteriormente, se considera que cada jugador decide cómo
modelar el proceso de selección de turnos antes de que el juego inicie. Sin embargo,
dicha predicción puede no ser adecuada, y conforme el juego se desarrolla, esto puede
dar más información acerca de cómo se comporta el proceso de selección. Por lo tanto,
permitimos que cada jugador tenga diferentes distribuciones para cada periodo.

En vez de tener una densidad de probabilidad fija pj, cada jugador tiene un vector
de densidades (p1, p2j , . . . , p

T
j ). De esta forma, la utilidad esperada para el perfil x ∈ Q

para el jugador i es:

Ei(x) =
∑
n1∈I

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , s1)
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× xnT (sT | sT−1, . . . , s1)pTi (nT ) · · ·xn1(s1)p1i (n
1)

2.1.5 Selección de turnos condicionada en las decisiones ante-
riores

Anteriormente, sólo las estrategias mixtas depend́ıan de las decisiones que se llevan
a cabo en turnos anteriores. Podemos permitir también que el proceso de selección
de turnos cambie de acuerdo a las decisiones que han ocurrido anteriormente. Aqúı
también se incluyen los casos en los que el proceso sólo depende de la decisión inme-
diatamente anterior, y también el caso en el que el proceso sólo depende de su propio
comportamiento, es decir, de los jugadores que han sido seleccionados en los turnos
anteriores.

En este caso, la utilidad esperada del perfil x ∈ Q para el jugador i es

Ei(x) =
∑
n1∈I

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , s1)

× xnT (sT | sT−1, . . . , s1)pi(n
T | sT−1, . . . s1) · · ·xn1(s1)pi(n

1)

2.1.6 Conjuntos de estrategias cambiantes a lo largo del juego

Ahora permitiremos que cambien los conjuntos de estrategia de acuerdo al periodo del
juego que se esté llevando a cabo. Esto también se puede modificar para tener un
modelo en el que los conjuntos de estrategias cambien con base en las decisiones que
se han tomado anteriormente. De esta forma, la utilidad esperada para el perfil x ∈ Q
para el jugador i es

Ei(x) =
∑
n1∈I

∑
s1∈S1

n1

· · ·
∑
nT∈I

∑
ST∈ST

nT

ui(s
T , . . . , s1)

× xnT (sT | sT−1, . . . s1)pi(n
T ) · · ·xn1(s1)pi(n

1)

o en el caso en que los conjuntos de estrategias están condicionados a las decisiones
previas

Ei(x) =
∑
n1∈I

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT (sT−1,...,s1)

ui(s
T , . . . , s1)

× xnT (sT | sT−1, . . . , s1)pi(n
T ) · · ·xn1(s1)pi(n

1)

2.1.7 Modelo bayesiano

En este modelo, tenemos un conjunto de tipos Θi para cada jugador i. La naturaleza
elige un tipo θi ∈ Θi para i. Cada jugador sabe su propio tipo, cada uno con una
distribución a priori bi(· | θi) : Θ−i → [0, 1] para los tipos de los otros jugadores, para



2.2. Existencia de equilibrios de Nash 31

cada θi ∈ Θi. La única condición de bi es que sus probabilidades se actualizan de forma
bayesiana, es decir, para cualesquiera jugadores i, j ∈ I, si θi = a y θj = c, entonces

bi(θj = c | θi = a) =
bi([θi = a] ∩ [θj = c])

bi(θi = a)

Además, la función de utilidad depende del tipo de cada jugador, por lo que tenemos
funciones de utilidad de la forma ui(· | θi) : Σ → R, lo que afecta las estrategias, pues
cada tipo podŕıa elegir diferentes estrategias.

Con lo anterior podemos definir la utilidad esperada del jugador i para el perfil de
estrategias x ∈ Q como

Ei(x) =
∑

θ−i∈Θ−i

∑
n1∈I

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

ui(s
T (θnT ), . . . , s1(θn1) | θi)

× bi(θ−i | θi)xnT (sT (θnT ) | sT−1(θnT−1), . . . , s1(θn1))pi(n
T )

× · · · xn1(s1(θn1))pi(n
1)

2.2 Existencia de equilibrios de Nash

En esta sección presentaremos una serie de resultados que aseguran la existencia de
equilibrios de Nash para el modelo presentado en la sección 2.1.3. Estos resultados se
pueden adaptar para los otros modelos propuestos y mostrar también la existencia de
equilibrios de Nash.

El procedimiento que seguimos es mostrar que se cumplen las condiciones del teo-
rema de punto fijo de Kakutani para la correspondencia de mejor respuesta asociada
con la función de utilidad esperada del modelo.

Para empezar, mostramos la continuidad de la función de utilidad esperada.

Teorema 2.1. La función de utilidad esperada es una función continua en el plan de
estrategias condicionadas de cada jugador.

Ahora tenemos algunas propiedades del conjunto de perfiles de estrategias condi-
cionadas.

Teorema 2.2. El conjunto Q es un subconjunto no vaćıo, compacto y convexo de Rq

con q =
∑

i∈I |Si| ·
∑T

t=1

(∑
j∈I |Sj|

)t−1

.

Definimos para cada jugador i la correspondencia de mejor respuesta BRi para el
perfil parcial x−i como:

BRi(x−i) = {x′
i ∈ Qi | Ei(x−i, x

′
i) ≥ Ei(x−i, yi) para todo yi ∈ Qi}

y mostramos algunas propiedades de dicha correspondencia.
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Teorema 2.3. La correspondencia de mejor respuesta BR : Q → Q dada por

BR(x) = (BR1(x−1), BR2(x−2), . . . , BRN(x−N))

es una correspondencia no vaćıa con gráfica cerrada.

Para demostrar la convexidad de la correspondencia de mejor respuesta se requieren
más argumentos. Dado un plan de estrategias mixtas xi, decimos que un plan de
estrategias yi para el escenario sℓ = (sℓ−1, . . . , s1) es similar a xi si yi es un plan
en el que todas las estrategias mixtas son idénticas a las de xi, excepto la que está
condicionada por sℓ, la cual es reemplazada en yi por una estrategia pura sℓi para la
cual se cumple que xi(s

ℓ
i | sℓ) > 0. Es decir, la estrategia sℓi se elige con probabilidad

positiva bajo xj frente al escenario sℓ. El conjunto de planes similares a xj para el
escenario sℓ se denota por Wj(xj | sℓ).

A continuación mostramos una serie de resultados que nos llevarán a demostrar la
convexidad de la correspondencia de mejor respuesta.

Lema 2.1. Sea x ∈ Q tal que para el jugador i, xi ∈ BRi(x−i). Entonces para cualquier
escenario sℓ = (sℓ−1, . . . , s1) y cualesquiera planes yi, zi ∈ Wi(xi | sℓ) se cumple que

Ei(x−i, yi) = Ei(x−i, zi)

Lema 2.2. Sea x ∈ Q tal que para el jugador i, xi ∈ BRi(x−i). Entonces para
cualquier escenario sℓ = (sℓ−1, . . . , s1) y cualquier plan yi ∈ Wi(xi | sℓ) tenemos que

Ei(x) = Ei(x−i, yi)

El siguiente corolario se sigue fácilmente al aplicar el resultado anterior a cada
estrategia pura en el plan de estrategias mixtas yi.

Corolario 2.1. Sea x ∈ Q tal que para el jugador i, xi ∈ BRi(x−i). Para cualquier
escenario sℓ = (sℓ−1, . . . , s1), si el plan de estrategias mixtas condicionadas yi para el
escenario sℓ es tal que Wi(yi | sℓ) ⊆ Wi(xi | sℓ), entonces

Ei(x) = Ei(x−i, yi)

Y el siguiente corolario se sigue de aplicar el corolario anterior a los planes yi y zi.

Corolario 2.2. Sea x ∈ Q tal que para el jugador i, xi ∈ BRi(x−i). Para cualquier
escenario sℓ = (sℓ−1, . . . , s1), si los planes de estrategias mixtas condicionadas yi y zi
para el escenario sℓ son tales que Wi(yi | sℓ) ⊆ Wi(xi | sℓ) y Wi(zi | sℓ) ⊆ Wi(xi | sℓ),
entonces

Ei(x−i, yi) = Ei(x−i, zi)

Generalizamos los resultados anteriores en el siguiente teorema.
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Teorema 2.4. Sea x ∈ Q tal que para el jugador i, xi ∈ BRi(x−i). Entonces para
cualquier escenario sℓ = (sℓ−1, . . . , s1) y cualesquiera dos planes de estrategias yi, zi,
tales que Wi(yi | sℓ) ⊆ Wi(xi | sℓ) y Wi(zi | sℓ) ⊆ Wi(xi | sℓ), se cumple que

Ei(x−i, yi) = Ei(x−i, zi)

Notemos que si xi y x′
i son mejores respuestas para x−i, entonces Ei(x−i, xi) =

Ei(x−i, x
′
i) y por lo tanto el plan x′′

i = (xi + x′
i)/2 es una mejor respuesta a x−i, y

tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.5. Sea x−i un perfil parcial de planes de estrategias. Si yi, zi son planes de
estrategias tales que para el escenario sℓ = (sℓ−1, . . . s1) existen xi, x

′
i ∈ BRi(x−i) para

los que se cumple que Wi(yi | sℓ) ⊆ Wi(xi | sℓ) y Wi(zi | sℓ) ⊆ Wi(x
′
i | sℓ), entonces

Ei(x−i, yi) = Ei(x−i, zi)

Con lo anterior podemos demostrar la condición de convexidad para la correspon-
dencia de mejor respuesta.

Teorema 2.6. La correspondencia de mejor respuesta BR es convexa.

Dados los resultados anteriores, tenemos que la correspondencia de mejor respuesta
cumple las condiciones del teorema de punto fijo de Kakutani, que garantiza la exis-
tencia de al menos un punto fijo para BR. Fácilmente podemos ver que un punto fijo
de BR corresponde a un equilibrio de Nash del modelo y viceversa. De esta forma,
tenemos el resultado principal.

Teorema 2.7. Todo juego secuencial con horizonte finito y proceso de selección de
turnos con conjuntos de estrategias finitos tiene al menos un equilibrio de Nash.

2.3 Ejemplos

2.3.1 Unos y ceros

Dos jugadores realizan el siguiente juego: en cada turno, una moneda es lanzada al aire
para elegir un jugador, si cae águila se selecciona al jugador 1, si cae sol se selecciona al
jugador 2. Tras este lanzamiento, el jugador seleccionado puede elegir entre añadir al
contador del juego 0 ó 1. Lo anterior se repite T veces. El contador del juego empieza
en cero, e indica lo que un jugador pagará al otro, de acuerdo a la paridad del contador
después de los T turnos. Si el contador es impar, el jugador 1 gana esa cantidad del
jugador 2, y si el contador es par, el jugador 2 gana esa cantidad del jugador 1.

Notemos que en el juego anterior, el jugador que es seleccionado al último es el que
decide quién gana, pues con su elección puede cambiar la paridad del contador. Las
elecciones realizadas anteriormente solamente afectan la cantidad que se intercambia
al final del juego.
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Para el caso de T = 2 periodos, podemos hallar fácilmente que:

x1(0 | 0) = 0 x1(1 | 0) = 1

x1(0 | 1) = 1 x1(1 | 1) = 0

x2(0 | 0) = 1 x2(1 | 0) = 0

x2(0 | 1) = 0 x2(1 | 1) = 1

o en una forma más sintetizada, tenemos

x1(s
2 | s1) =

1

2
+

(−1)s
1+s2+1

2

x2(s
2 | s1) =

1

2
+

(−1)s
1+s2

2

En este juego, las funciones de utilidad están dadas por:

u1(s
2, s1) = (−1)s

1+s2+1(s1 + s2)

u2(s
2, s1) = (−1)s

1+s2(s1 + s2)

La utilidad esperada del jugador 1 está dada por:

E1(x) =
∑

n1∈{1,2}

∑
s1∈{0,1}

∑
n2∈{1,2}

∑
s2∈{0,1}

(−1)s
1+s2+1(s1 + s2)xn2(s2 | s1)p1(n2)xn1(s1)p1(n

1)

= p2 − 2pqx1(1) + pq − 2q2x2(1)

donde pi(1) = p y p1(2) = q = 1− p para cualquier jugador i. Fácilmente podemos ver
que E1(x) = −E2(x) ya que las ganancias de un jugador son las pérdidas del otro.

Por lo tanto, el jugador 1, para maximizar su utilidad esperada, debe elegir x1(1) =
0, mientras que el jugador 2 debe elegir x2(1) = 1. Es decir, si el jugador 1 es selec-
cionado en el primer turno, elige mantener el contador en 0, mientras que si el jugador
2 es seleccionado, elige incrementar el contador a 1.

Ahora estudiemos el caso en el que T = 3. de igual forma que antes, tenemos las
estrategias para cada uno de los jugadores en forma sintetizada:

x1(s
3 | s2, s1) =

1

2
+

(−1)s
1+s2+s3+1

2

x2(s
3 | s2, s1) =

1

2
+

(−1)s
1+s2+s3

2

y las funciones de utilidad son:

u1(s
3, s2, s1) = (−1)s

1+s2+s3+1(s1 + s2 + s3)

u2(s
3, s2, s1) = (−1)s

1+s2+s3(s1 + s2 + s3)



2.3. Ejemplos 35

La función de utilidad esperada para el jugador 1 se puede reducir hasta llegar a la
siguiente expresión:

E1(x) = (1 − x1(1))p2 + (1 − x2(1))pq

− 2(x1(1 | 0)pq + x2(1 | 0)q2((1 − x1(1))p + (1 − x2(1))q)

+ ((1 + 2x1(1 | 1))p2 + (1 + 2x2(1 | 1))pq)(x1(1)p + x2(1)q)

− 2x1(1)pq − 2x2(1)q2

donde los términos que tienen x1(1 | 0) son no positivos, por lo que para maximizar
la utilidad esperada, x1(1 | 0) = 0. Como E2(x) = −E1(x), los términos que tienen
x2(1 | 0) son no negativos en E2(x), por lo que x2(1 | 0) = 1 maximiza la utilidad
esperada. De esta forma obtenemos

E1(x) = (1 − x1(1))p2 + (1 − x2(1))pq − 2q2((1 − x1(1))p + (1 − x2(1))q)

+ ((1 − 2x1(1 | 1))p2 + (1 + 2x2(1 | 1))pq)(x1(1)p + x2(1)q)

− 2x1(1)pq − 2x2(1)q2

y siguiendo un razonamiento similar a lo hecho anteriormente, observamos que x1(1 |
1) = 1 y x2(1 | 1) = 0 maximizan la utilidad esperada del jugador respectivo, aśı

E1(x) = (1 − x1(1))p2 + (1 − x2(1))pq − 2q2((1 − x1(1))p + (1 − x2(1))q)

+ (3p2 + pq)(x1(1)p + x2(1)q) − 2x1(1)pq − 2x2(1)q2

= p− 2q2 + (2px1(1) + 2qx2(1))(p− q)

Por lo tanto, x1(1) y x2(1) se eligen de acuerdo a la relación entre p y q:

1. Si p < q, entonces x1(1) = 0 y x2(1) = 1.

2. Si p > q, entonces x1(1) = 1 y x2(1) = 0.

3. Si p = q, entonces x1 y x2(1) pueden tomar cualesquiera valores en [0, 1].

2.3.2 Selección de deportistas

Ahora tenemos un juego en el que combinamos dos de los modelos presentados ante-
riormente, pues las probabilidades del proceso de selección de turnos y los conjuntos
de estrategias cambian en cada periodo de acuerdo a las decisiones hechas antes en el
juego.

En una liga de deportes, cada año los dos equipos involucrados deben elegir entre
algunos atletas para ser parte de su equipo. En este año deben decidir entre el atleta
A y el atleta B. Ambos equipos saben que elegir a A les da una utilidad de 1, mientras
que elegir a B les da una utilidad de 2. La utilidad final obtenida es la suma de las
utilidades de los atletas elegidos para el equipo.
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Sin embargo, el método por el cual elegirán es el siguiente: en cada uno de los dos
turnos de elección, cada equipo tiene una probabilidad positiva de ser elegido para ser
el que haga la decisión en ese turno. Como el equipo 1 fue el mejor el año anterior, tiene
una probabilidad de ser elegido en el primer periodo de 1/3, mientras que el equipo 2
tiene una probabilidad de ser elegido en el primer periodo de 2/3.

Para la selección en el segundo periodo, las probabilidades cambian dependiendo
de la elección realizada en el primer turno, y de cual fue el equipo que decidió. Si el
equipo que decide en el primer turno toma al atleta A, entonces su probabilidad de ser
elegido para el segundo turno se reduce a la mitad de lo que teńıa anteriormente. Si el
equipo que decide en el primer turno toma al atleta B, entonces su probabilidad de ser
elegido para el segundo turno se reduce a la tercera parte de lo que teńıa anteriormente.

Denotemos por S1 = {A1, B1} y S2 = {A2, B2}, donde los sub́ındices de A y B
solamente indican el jugador que tomó dicha decisión. Como ambos jugadores conocen
las probabilidades del proceso de selección de turnos, tenemos que p1 = p2 y ambas las
denotaremos simplemente por p.

p(1) = 1/3 p(2) = 2/3

p(1 | A1) = 1/6 p(2 | A1) = 5/6

p(1 | B1) = 1/9 p(2 | B1) = 8/9

p(1 | A2) = 2/3 p(2 | A2) = 1/3

p(1 | B2) = 7/9 p(2 | B2) = 2/9

Con esto podemos calcular la función de utilidad esperada para cada equipo. Note-
mos que, dado que la segunda elección es automática, xj(Aj | Bk) = xj(Bj | Ak) = 1
para todas j, k ∈ {1, 2}.

E1(x) =
25

27
+

1

27
x1(A1) +

10

27
x2(A2)

E2(x) =
16

9
+

7

27
x1(A1) −

10

27
x2(A2)

Por lo tanto, para maximizar sus funciones de utilidad esperada, el equipo 1 debe
seguir la estrategia x1(A1) = 1 y el equipo 2 debe seguir la estrategia x2(A2) = 0. Es
decir, el equipo 1 debe elegir al atleta A si les corresponde elegir en el primer turno,
mientras que el equipo 2 debe elegir al atleta B si les corresponde elegir en el primer
turno.

2.4 Demostraciones

Demostración (Teorema 2.1). Para un perfil dado de estrategias condicionadas x =
(x1, . . . , xn), la utilidad esperada del i-ésimo jugador se puede escribir de la siguiente
forma:

Ej(x) =
∑
s1∈Si

· · ·
∑
sT∈Si

ui(s
T , . . . , s1)xi(s

T | sT−1, . . . , s1)pi(i) · · ·xi(s
1)pi(i)
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+

 ∑
n1∈I\{i}

∑
s1∈Sn1

∑
s2∈Si

· · ·
∑
sT∈Si

ui(s
T , . . . , s1)xi(s

T | sT−1, . . . , s1)

× pi(i) · · ·xi(s
2 | s1)pi(i)xn1(s1)pi(n

1) + · · ·

+
∑
s1∈Si

· · ·
∑

sT−1∈Sj

∑
nT∈I\{i}

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , s1)xnT (sT | sT−1, . . . , s1)

×pi(n
T )xi(s

T−1 | sT−2, . . . , s1)pi(i) · · ·xi(s
1)pi(i)

 + · · ·

+
∑

n1∈I\{i}

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑

nT∈I\{i}

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , s1)xnT (sT | sT−1, . . . , s1)

× pi(n
T ) · · ·xn1(s1)pi(n

1)

donde el primer término es la suma de las funciones en T variables que dependen
todas del jugador i, luego el siguiente término entre paréntesis es la suma de todas las
funciones en T − 1 variables que dependen del jugador i, y aśı sucesivamente hasta el
último término que es una función constante para i. Por lo tanto, la función de utilidad
esperada es una función continua sobre el plan de estrategias del jugador i. ■

Demostración (Teorema 2.2). Para un escenario fijo sℓ = (sℓ−1, . . . , s1), la estrategia
condicionada mixta del jugador i para el escenario sℓ se encuentra en un (aℓi−1)-śımplex
∆i(Si(s

ℓ)) ⊆ R|Si|, donde aℓi = |Si(s
ℓ)| y Si(s

ℓ) son las estrategias que puede elegir el
jugador i dado el escenario sℓ.

Para cada periodo t, el escenario st−1 depende de t−1 elecciones previas, por lo que
el jugador debe tener una estrategia para cada posible escenario. En el peor de los casos,

hay
(∑

j∈I |Sj|
)t−1

escenarios. Esto es para todos los periodos t ∈ {1, . . . , T} y para

todos los jugadores i ∈ I. Por lo tanto, tenemos q =
∑

i∈I |Si| ·
∑T

t=1

(∑
j∈I |Sj|

)t−1

.

Además, Qi = ×s∆i(Si(s)), Q = ×i∈I Qi. Dado que Q es el producto cartesiano de
śımplices, Q es un subconjunto no vaćıo, compacto y convexo.

Demostración (Teorema 2.3). Dado que la función de utilidad esperada es una función
continua definida sobre un conjunto compacto, para cada jugador i y cada x ∈ Q debe
alcanzar su máximo en algún punto x̂i ∈ Qi. Por lo tanto, BRi es no vaćıa para cada
jugador y para cada x ∈ Q, lo que implica que BR es una correspondencia no vaćıa
para toda x ∈ Q.

Ahora, consideremos una sucesión de perfiles de estrategias (x[h])
∞
h=1, y la sucesión

de mejores respuestas asociada (x′
[h])

∞
h=1, es decir, x[h] ∈ BR(x[h]) para toda h ∈ N.

Supongamos que ambas sucesiones son convergentes y x∗ = ĺımh→∞ x[h] y x′∗ =
ĺımh→∞ x′

[h]. Si fijamos al jugador i, tenemos que x′
[h]i

∈ BR(x[h]−i
), por lo que

Ei(x[h]−i
, x′

[h]i
) ≥ Ei(x[h]−i

, yi)
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para cualquier yi ∈ Qi. Como la función de utilidad esperada es continua sobre el plan
de estrategias de cada jugador, podemos tomar ĺımites en ambos lados y preservar la
desigualdad

ĺım
h→∞

Ei(x[h]−i
, x′

[h]i
) ≥ ĺım

h→∞
Ei(x[h]−i

, yi)

e intercambiando el orden de los ĺımites y las sumas

Ei(x
∗
−i, x

′
i
∗
) ≥ Ei(x

∗
−i, yi)

para toda yi ∈ Q. Esto implica que x′
i
∗ ∈ BR(x∗

−i) para cada jugador i, y por lo tanto,
x′∗ ∈ BR(x∗). ■

Demostración (Lema 2.1). Fijamos el escenario sℓ = (sℓ−1, . . . , s1), con s1 ∈ Sn1 , . . . ,
sℓ−1 ∈ Snℓ−1 para los jugadores n1, . . . , nℓ−1 seleccionados en los primeros ℓ− 1 turnos.
Supongamos que Ei(x−i, yi) > Ei(x−i, zi) para algunas yi, zi ∈ Wi(xi | sℓ). Observemos
que Ei(x−i, yi) se puede reescribir en dos partes como

Ei(x−i, yi) =
∑
sℓ∈Si

∑
nℓ+1∈I

∑
sℓ+1∈S

nℓ+1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , sℓ, sℓ)

× xnT (sT | sT−1, . . . , sℓ, sℓ−1, . . . , s1)pi(n
T ) · · ·

× xnℓ+1(sℓ+1 | sℓ, sℓ−1, . . . , s1)pi(n
ℓ+1)yi(s

ℓ | sℓ−1, . . . , s1)pi(i)

× xnℓ−1(sℓ−1 | sℓ−2, . . . , s1)pi(n
ℓ−1) · · ·xn1(s

1)pi(n
1)

+
∑
n1∈I

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , s1)xnT (sT | sT−1, . . . , s1)

× pi(n
T ) · · ·xn1(s1)pi(n

1)

donde en la segunda parte se cumple que (n1, . . . , nℓ−1, nℓ) ̸= (n1, . . . , nℓ−1, nℓ) o que
(s1, . . . , sℓ−1) ̸= (s1, . . . , sℓ−1). Una expresión análoga se puede encontrar para Ei(x−i, zi).
Podemos observar que yi y zi solamente se utilizan en la primera parte de la expresión
anterior, por lo que∑

sℓ∈Si

∑
nℓ+1∈I

∑
sℓ+1∈S

nℓ+1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , sℓ, sℓ)

× xnT (sT | sT−1, . . . , sℓ, sℓ−1, . . . , s1)pi(n
T ) · · ·

× xnℓ+1(sℓ+1 | sℓ, sℓ−1, . . . , s1)pi(n
ℓ+1)yi(s

ℓ | sℓ−1, . . . , s1)pi(i)

× xnℓ−1(sℓ−1 | sℓ−2, . . . , s1)pi(n
ℓ−1) · · ·xn1(s

1)pi(n
1)

>
∑
sℓ∈Si

∑
nℓ+1∈I

∑
sℓ+1∈S

nℓ+1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , sℓ, sℓ)

× xnT (sT | sT−1, . . . , sℓ, sℓ−1, . . . , s1)pi(n
T ) · · ·

× xnℓ+1(sℓ+1 | sℓ, sℓ−1, . . . , s1)pi(n
ℓ+1)zi(s

ℓ | sℓ−1, . . . , s1)pi(i)
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× xnℓ−1(sℓ−1 | sℓ−2, . . . , s1)pi(n
ℓ−1) · · ·xn1(s

1)pi(n
1)

Esto implica que, si sℓi y tℓi son estrategias tales que yi(s
ℓ
i | sℓ) = 1 y zj(t

ℓ
i | sℓ) = 1

entonces es posible reemplazar la probabilidad de elegir sℓi en xi dado el escenario sℓ

por xi(s
ℓ
i | sℓ) +xi(t

ℓ
i | sℓ) y la probabilidad de elegir tℓi en xi dado el escenario sℓ por 0.

De esta forma, encontramos una respuesta a x−i que da una mayor utilidad esperada
que xi. Pero esto es una contradicción al hecho de que xi era una mejor respuesta a
x−i. Por lo tanto, Ei(x−i, yi) = Ei(x−i, zi) para todo yi, zi ∈ Wi(xi | sℓ). ■

Demostración (Lema 2.2). De manera similar al lema anterior, Ei(x) se puede escribir
en dos partes

Ei(x−i, yi) =
∑
sℓ∈Si

∑
nℓ+1∈I

∑
sℓ+1∈S

nℓ+1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , sℓ, sℓ)

× xnT (sT | sT−1, . . . , sℓ, sℓ−1, . . . , s1)pi(n
T ) · · ·

× xnℓ+1(sℓ+1 | sℓ, sℓ−1, . . . , s1)pi(n
ℓ+1)xi(s

ℓ | sℓ−1, . . . , s1)pi(i)

× xnℓ−1(sℓ−1 | sℓ−2, . . . , s1)pi(n
ℓ−1) · · ·xn1(s

1)pi(n
1)

+
∑
n1∈I

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , s1)xnT (sT | sT−1, . . . , s1)

× pi(n
T ) · · ·xn1(s1)pi(n

1)

donde en la segunda parte se cumple que (n1, . . . , nℓ−1, nℓ) ̸= (n1, . . . , nℓ−1, nℓ) o que
(s1, . . . , sℓ−1) ̸= (s1, . . . sℓ−1). La primera parte de la expresión anterior se puede ree-
scribir como∑

zi∈Wi(xi|sℓ)

∑
sℓ∈Si

∑
nℓ+1∈I

∑
sℓ+1∈S

nℓ+1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . sℓ, sℓ)

× xnT (sT | sT−1, . . . , sℓ, sℓ−1, . . . , s1)pi(n
T ) · · ·

× xnℓ+1(sℓ+1 | sℓ, sℓ−1, . . . , s1)pi(n
ℓ+1)xi(s

ℓ | sℓ−1, . . . , s1)zi(s
ℓ | sℓ)pi(i)

× xnℓ−1(sℓ−1 | sℓ−2, . . . , s1)pi(n
ℓ−1) · · ·xn1(s

1)pi(n
1)

es decir, la primera parte de la expresión en el lema 2.1 se escribe como una suma
ponderada donde para cada zi ∈ Wi(xi | sℓ), ponderamos con xi(si | sℓ) y además
tenemos que si se elige como la estrategia en el escenario sℓ tal que zi(si | sℓ) = 1
para cada zi. De esta forma tenemos que la utilidad esperada del perfil x se escribe
como la suma ponderada de las utilidades esperadas de todos los planes similares en
Wi(xi | sℓ). En el lema 2.1 mostramos que todas las utilidades esperadas son iguales
para todos los planes similares dentro de un mismo Wi(xi | sℓ) y por lo tanto tienen el
mismo valor. Dado que los pesos con que se ponderó la suma cumplen que suman 1,
se sigue la igualdad. ■
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Demostración (Teorema 2.6). Como se observó anteriormente, dadas xi, x
′
i mejores

respuestas a un perfil parcial x−i, tenemos que cualquier combinación convexa de xi y
x−i también es una mejor respuesta, ya que Ei(x−i, xi) = Ei(x−i, x

′
i), por lo que para

x′′
i = λxi + (1 − λ)x′

i con λ ∈ [0, 1] tenemos también que Ei(x−i, x
′′
i ) = Ei(x−i, xi). ■



Caṕıtulo 3

Juegos con proceso de selección de
turnos con información incompleta
y análisis de sensibilidad al riesgo

En este caṕıtulo se discute el modelo que se abordó anteriormente y lo adaptamos para
poder considerar, por una parte, la situación en la que los jugadores desconocen toda
la información de sus oponentes, para lo cual procedemos de una forma análoga a lo
hecho por Harsanyi [37], [38] al considerar tipos para cada uno de los jugadores, de
forma que al menos los individuos conocen las posibles alternativas de oponentes que
pueden tener y por ende, asignar una probabilidad a cada alternativa. Por otra parte,
también consideramos el caso en el que los jugadores son sensibles al riesgo, es decir,
ya no consideramos directamente su utilidad a lo largo del juego, sino que añadimos el
elemento temporal a las utilidades, y esto lo hacemos siguiendo a Arrow [2] y a Pratt
[69].

3.1 Modelos

3.1.1 Modelos neutrales al riesgo

Primero modificamos el modelo para considerar información incompleta, es decir, per-
mitimos que los jugadores puedan tener diferentes tipos θi, que cambian el compor-
tamiento de cada jugador al modificar sus funciones de utilidad. Cada jugador tiene
un tipo determinado antes de que empiece el juego, y el tipo espećıfico de cada jugador
solamente es conocido por el jugador mismo, sin embargo, todos los jugadores conocen
el conjunto de posibles tipos que puede tener cada jugador, y las funciones de utilidad
asociadas a cada uno de los posibles tipos.

Por lo tanto, para cada jugador i tenemos un conjunto finito de tipos Θi. Antes de
que empiece el juego, un tipo θi ∈ Θi se elige para cada i. Para poder estudiar el juego,
cada jugador tiene una distribución a priori de los tipos de todos los jugadores (incluido

41
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él mismo) di : Θ → [0, 1], donde Θ = ×i∈IΘi; dicha distribución se puede refinar una
vez que el jugador sabe cual es su tipo en el juego. Para esto, la distribución di debe
ser bayesiana, es decir, para cada jugador i:

di(θ−i = c | θi = a) =
di([θi = a] ∩ [θ−i = c])

dmi (θi = a)

para todo a ∈ Θi y todo c ∈ Θ−i = ×j ̸=iΘj, en donde dmi : Θi → [0, 1] es la distribución
marginal para el jugador i.

Para este caso, las funciones de utilidad, como se mencionaba anteriormente, también
dependen del tipo de cada jugador, es decir, ahora se definirán como ui(· | θi) : Z → R.

Para facilitarnos el trabajar con diferentes situaciones de incertidumbre, ésta se
trabajará por pasos, siguiendo las ideas presentadas en Shoham y Leyton-Brown [77]
y adaptándolas a nuestros modelos.

Dado que ya dentro de los modelos tenemos las utilidades que dependen del tipo de
los jugadores, además de que tenemos las distribuciones de probabilidad de los tipos,
podemos definir la utilidad esperada ex-ante para el jugador i cuando el perfil x ∈ Q
se ha elegido como:

Ei(x) =
∑
θ∈Θ

∑
n1∈I

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

di(θ)ui(s
T , . . . , s1 | θi)

× xnT (sT | sT−1, . . . , s1; θnT )pi(n
T ) · · ·xn1(s1 | θn1)pi(n

1)

A partir de esta utilidad, podemos definir un equilibrio de Bayes-Nash para
nuestro modelo, que será un perfil x∗ ∈ Q tal que

Ei(x
∗) ≥ Ei(xi, x

∗
−i)

para todo xi ∈ Q y todo jugador i.
Sin embargo, como se mencionaba en las definiciones para modelos clásicos, hay

varias fuentes de incertidumbre en el juego, por lo que se trabaja en pasos mediante
las definiciones intermedias de utilidades esperadas. Por ello, definimos también las
versiones de éstas para nuestro modelo.

La utilidad esperada ex-post para el jugador i dado que se elige el perfil x ∈ Q
y el vector de tipos de los jugadores es θ y conocido, se define como:

Ei(x, θ) =
∑
n1∈I

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , s1 | θi)

× xnT (sT | sT−1, . . . , s1; θnT )pi(n
T ) · · ·xn1(s1 | θn1)pi(n

1)

La utilidad esperada ex-interim para el jugador i dado que se elige el perfil
x ∈ Q y el jugador conoce su tipo θi, se define como:

Ei(x, θi) =
∑

θ−i∈Θ−i

∑
n1∈I

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

di(θi | θ−i)ui(s
T , . . . , s1 | θi)
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× xnT (sT | sT−1, . . . , s1; θnT )pi(n
T ) · · · xn1(s1 | θn1)pi(n

1)

Por lo tanto, tenemos que la utilidad esperada ex-interim se puede escribir en
términos de la utilidad esperada ex-post como

Ei(x, θi) =
∑

θ−i∈Θ−i

di(θi | θ−i)Ei(x, (θi, θ−i))

y de manera similar, utilizando la definición anterior, tenemos que la utilidad esperada
ex-ante se puede escribir en términos de la utilidad esperada ex-interim como

Ei(x) =
∑
θi∈Θi

dmi (θi)Ei(x, θi)

o bien, en términos de la utilidad esperada ex-post como

Ei(x) =
∑
θ∈Θ

di(θ)Ei(x, θ)

3.1.2 Modelos sensibles al riesgo

Modificamos nuestro modelo de juegos secuenciales sin orden de turnos para estudiar
el comportamiento de jugadores propensos al riesgo y adversos al riesgo. Para esto,
utilizamos una variable de sensibilidad al riesgo λi, con la cual podemos definir el
coeficiente de aversión al riesgo [2], [69] como

ri(z) = −Uλi
i

′′
(z)

Uλi
i

′
(z)

z ∈ (−∞,∞)

donde Uλi
i es la función de utilidad modificada del jugador i. Cuando el coeficiente

ri(z) es positivo, decimos que el jugador i es adverso al riesgo, mientras que si ri(z) es
negativo, entonces i es propenso al riesgo.

El caso en el que ri(z) = 0 corresponde a los jugadores que son neutrales al riesgo,
ya que

ri(z) = − d

dz
log(Uλi

i

′
(z)) = 0

log(Uλi
i

′
(z)) + c = k

ecUλi
i

′
(z) = ek

ecUλi
i (z) + d = ekz

y por lo tanto, la función de utilidad es lineal, que corresponde al caso neutral al riesgo.
Para los propósitos de nuestros modelos, no vamos a tomar en cuenta el hecho

de que la sensibilidad al riesgo depende de la riqueza de cada jugador, ya que dada
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una ganancia o pérdida fija, ésta es relativa al estado actual del jugador si queremos
considerar un modelo completo de sensibilidad al riesgo. En este caso, se supondrá que
esto no afecta, y por lo tanto ri(z) = λi constante.

Otra propiedad importante es lo que se conoce como la ∆-propiedad, que nos dice
que si una recompensa se incrementa en ∆, entonces el equivalente cierto del jugador se
debe incrementar exactamente en ∆ sin importar si el jugador es adverso al riesgo, neu-
tral al riesgo o propenso al riesgo. En otras palabras, que dicho equivalente cierto (que
se define formalmente más adelante) no depende de variables externas (principalmente
de lo que se puede definir como la riqueza del jugador).

A partir de estas caracteŕısticas, se puede obtener que entonces la función de utilidad
modificada que usaremos debe ser de la siguiente forma:

Uλi
i (z) =


− exp(−λiz) if λi > 0

z if λi = 0

exp(−λiz) if λi < 0

salvo transformaciones afines. Para el caso z ̸= 0 podemos reescribir la función como

Uλi
i (z) = −(sgnλi) exp(−λiz)

cuya función inversa está dada por

Uλi
i

−1
(w) = − 1

λi

log(−(sgnλi)w)

El equivalente cierto para z̃ se define como aquel valor cuya utilidad es exactamente
la utilidad esperada de elegir z̃. Es decir, es aquel valor con el cual somos indiferentes
entre tomar el riesgo que conlleva z̃, o bien, la seguridad de recibir directamente z̃.
Formalmente

Uλi
i (c(z̃)) = E(Uλi

i (z̃))

entonces tenemos que el equivalente cierto es

c(z̃) = Uλi
i

−1
(E(Uλi

i (z̃)))

= − 1

λi

log(−(sgnλi)E(−(sgnλi) exp(−λz̃)))

= − 1

λi

log(E(exp(−λiz̃)))

Ahora, para poder definir una utilidad esperada y un equilibrio para nuestro modelo
con sensibilidad al riesgo, definimos un operador de utilidad esperada Eλi

i tal que
Eλi

i (z) = E(exp(−λiz̃)).
La utilidad esperada para el jugador i con sensibilidad al riesgo λi dado que se elige

el perfil x ∈ Q se define como

Eλi
i (x) =

∑
n1∈I

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

e−λiui(s
T ,...,s1)xnT (sT | sT−1, . . . , s1)
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× pi(n
T ) · · ·xn1(s1)pi(n

1)

y a partir de esta podemos definir un equilibrio de Nash como un perfil x∗ ∈ Q tal que

Eλi
i (x∗) ≥ Eλi

i (xi, x
∗
−i)

para todo jugador i.

3.1.3 Modelo sensible al riesgo y con información incompleta

Los dos modelos que se presentaron en las dos secciones anteriores se pueden combinar
en uno sólo para estudiar situaciones en las que el juego tiene información incompleta
respecto a los tipos de los jugadores mismos que tienen sensibilidad al riesgo. Como
se hizo antes, los tipos de los jugadores afectan solamente la función de utilidad, y en
este caso, son independientes de la sensibilidad al riesgo de los jugadores.

En este caso, también tenemos que definir utilidades esperadas que dependen de la
información que se tenga. Para empezar, la utilidad esperada ex-post del jugador
i al elegirse el perfil x ∈ Q cuando el vector de tipos para los jugadores es θ ∈ Θ
conocido, se define como

Eλi
i (x, θ) =

∑
n1∈I

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

e−λiui(s
T ,...,s1|θi)

× xnT (sT | sT−1, . . . , s1; θnT )pi(n
T ) · · ·xn1(s1 | θn1)pi(n

1)

A continuación, la utilidad esperada ex-interim para el jugador i al elegirse el
perfil x ∈ Q si i sabe que su tipo es θi ∈ Θi se define como

Eλi
i (x, θi) =

∑
θ−i∈Θ−i

∑
n1∈I

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

di(θ−i | θi)e−λiui(s
T ,...,s1|θi)

× xnT (sT | sT−1, . . . , s1; θnT )pi(n
T ) · · ·xn1(s1 | θn1)pi(n

1)

Y finalmente, la utilidad esperada ex-ante para el jugador i al elegirse el perfil
x ∈ Q se define como

Eλi
i (x) =

∑
θ∈Θ

∑
n1∈I

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑
nT∈I

∑
sT∈S

nT

di(θ)e−λiui(s
T ,...,s1|θi)

× xnT (sT | sT−1, . . . , s1; θnT )pi(n
T ) · · · xn1(s1 | θn1)pi(n

1);

De manera similar a como se realizó anteriormente, la utilidad esperada ex-interim
se puede definir en términos de la utilidad esperada ex-post como

Eλi
i (x, θi) =

∑
θ−i∈Θ−i

di(θi | θ−i)E
λi
i (x, (θi, θ−i))



46 Caṕıtulo 3. Juegos con proceso de selección de turnos con...

y la utilidad esperada ex-ante se puede definir en términos de la utilidad esperada
ex-interim como

Eλi
i (x) =

∑
θi∈Θi

dmi (θi)E
λi
i (x, θi)

o bien, en términos de la utilidad esperada ex-post como

Eλi
i (x) =

∑
θ∈Θ

di(θ)Eλi
i (x, θ)

Por último, podemos definir un equilibrio de Bayes-Nash como un perfil x∗ ∈ Q tal
que

Eλi
i (x∗) ≥ Eλi

i (xi, x
∗
−i)

para todo jugador i.

3.1.4 Correspondencias de mejor respuesta

Para estudiar la existencia de los equilibrios definidos anteriormente, definimos las
correspondencias de mejor respuesta para cada uno de los casos en los que se tiene
información incompleta, ya que el caso de información completa respecto al tipo de
los jugadores es equivalente al caso en el que el conjunto de tipos es un singulete para
todos los jugadores.

Para el caso de información completa con jugadores neutrales al riesgo (o sin con-
siderar la aversión o propensión de los jugadores al riesgo), la correspondencia de mejor
respuesta para el jugador i, dado que se enfrenta al perfil x−i ∈ Q−i está dada como

BRi(x−i) = {xi ∈ Qi | Ei(xi, x−i) ≥ Ei(x̃i, x−i) para todo x̃i ∈ Qi}

Por otro lado, para el caso en que se considera la sensibilidad al riesgo de los
jugadores, ésta es conocida por todos los jugadores involucrados, es decir, los valores
λi son de conocimiento común. De esta forma, la correspondencia de mejor respuesta
para el jugador i se define con base en el equivalente cierto y dependiendo de si el
jugador en cuestión es propenso o adverso al riesgo. En el caso de ser propenso al
riesgo (es decir, λi < 0) la correspondencia de mejor respuesta para i se define como

BRi(x−i) =

{
xi ∈ Qi

∣∣∣∣− 1

λi

log(Eλi
i (xi, x−i)) ≥ − 1

λi

log(Eλi
i (x̃i, x−i))

para todo x̃i ∈ Qi

}
mientras que si el jugador es adverso al riesgo (es decir, λi > 0) la correspondencia de
mejor respuesta para i se define como

BRi(x−i) =

{
xi ∈ Qi

∣∣∣∣− 1

λi

log(Eλi
i (xi, x−i)) ≤ − 1

λi

log(Eλi
i (x̃i, x−i))

para todo x̃i ∈ Qi

}
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3.2 Existencia de los equilibrios

Como se mencionó anteriormente, dado que el caso de información completa es un caso
especial del caso de información incompleta, trabajaremos con el caso de información
incompleta para las demostraciones.

El plan para demostrar en última instancia que el modelo propuesto tiene los equi-
librios que se definen arriba es mostrar que las correspondencias de mejor respuesta
satisfacen las hipótesis del teorema de punto fijo de Kakutani, de forma tal que obte-
nemos que las correspondencias de mejor respuesta tienen un punto fijo y finalmente,
observando que un punto fijo de dichas correspondencias equivale a los equilibrios que
buscamos, tenemos el resultado.

Además, podemos observar que las proposiciones que se van demostrando, aunque
solamente se presentan para las utilidades esperadas ex-post, al tener las definiciones
de la utilidad esperada ex-interim y, más importante, de la utilidad esperada ex-ante
en términos de la utilidad esperada ex-post, tenemos que las proposiciones también se
cumplen para estas utilidades esperadas.

Teorema 3.1. Para cada jugador i, la utilidad esperada ex-post es una función con-
tinua respecto al plan de estrategias condicionadas del jugador i

Corolario 3.1. Para el caso de sensibilidad al riesgo, también tenemos que la utilidad
esperada ex-post es una función continua respecto al plan de estrategias condicionadas
de i, para todo jugador i.

El siguiente resultado es muy similar a lo que se tiene en el Teorema 2.2 y se
demuestra de forma análoga.

Teorema 3.2. El conjunto de perfiles de estrategias condicionadas Q es un subconjunto

no vaćıo, compacto y convexo de Rq con q =
∑

i∈I |Si| ·
∑T

t=1

(∑
j∈I |Sj|

)t−1

·
∏

k∈I |Θk|.

Ahora trabajamos con la correspondencia de mejor respuesta, en donde veremos
que se encuentran las soluciones que buscamos.

Teorema 3.3. La correspondencia de mejor respuesta BR : Q → Q definida como

BR(x) = (BR1(x−1), . . . , BRN(x−N))

es no vaćıa y tiene gráfica cerrada.

Además, necesitamos que la correspondencia de mejor respuesta sea convexa.

Teorema 3.4. La correspondencia de mejor respuesta BR es convexa.

En resumen, los resultados anteriores muestran que la correspondencia de mejor
respuesta BR es no vaćıa, de gráfica cerrada y convexa definida en un subconjunto de
Rq. Por el teorema de Kakutani, existe al menos un punto fijo de dicha correspondencia.
Dichos puntos fijos de la correspondencia de mejor respuesta son precisamente los
equilibrios de Nash (o Bayes-Nash).
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Teorema 3.5. Un perfil de estrategias condicionadas x∗ ∈ Q es un punto fijo de la
correspondencia de mejor respuesta BR si y sólo si es equilibrio de Nash para el juego
con sensibilidad al riesgo (o equilibrio de Bayes-Nash para el juego con información
incompleta).

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado para los juegos que se proponen en este
caṕıtulo:

Teorema 3.6. Todo juego modelado mediante juegos secuenciales sin orden de turnos,
los cuales pueden tener información incompleta o sensibilidad al riesgo, tienen al menos
un equilibrio de Nash (o de Bayes-Nash).

3.3 Ejemplos

Ejemplo 3.1. En el primer juego que proponemos se tienen dos jugadores, y dos turnos
en los cuales no se sabe cuál jugador va a tomar una decisión. En el primer turno,
los jugadores tienen la opción de elegir entre A y B, mientras que en el segundo turno
pueden elegir entre C y D. Para cada uno de los turnos, ambos jugadores tienen las
mismas probabilidades de ser elegidos. Por último, el jugador que elige en el segundo
turno desconoce la elección del jugador en el primer turno a menos que él mismo haya
tomado la primera decisión. En resumen, el juego se puede representar mediante la
siguiente figura.

3, 2

6, 7

5, 6

4, 3

A

B

C

D

C

D

Figura 3.1: Un juego secuencial con dos periodos.

Podemos notar que en dicho juego no se tienen estrategias dominadas, ya que ambos
jugadores pueden preferir C o D en el segundo turno dependiendo de lo que ocurrió
en el primero, y de igual forma, ambos jugadores pueden preferir A o B en el primer
turno dependiendo de lo que se vaya a elegir en el segundo.
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Para estudiar este juego, se empieza con el segundo turno y viendo las diferentes
posibilidades, principalmente en el caso en que diferentes jugadores eligen en cada
turno.

Si tenemos que el jugador 2 elige en el primer turno, y el jugador 1 elige en el
segundo turno, entonces la utilidad esperada del jugador 1 es

E1(x) =
∑

s1∈{A,B}

∑
s2∈{C,D}

u1(s
2, s1)p1(1)x1(s

2 | s1)p1(2)x2(s
1)

= 0.25(u1(C,A)x1(C | A)x2(A) + u1(C,B)x1(C | B)x2(B)

+ u1(D,A)x1(D | A)x2(A) + u1(D,B)x1(D | B)x2(B))

= 0.25(u1(C,A)x1(C | A)x2(A) + u1(C,B)x1(C | B)(1 − x2(A))

+ u1(D,A)x1(D | A)x2(A) + u1(D,B)x1(D | B)(1 − x2(A)))

= 0.25(u1(C,A)x1(C)x2(A) + u1(C,B)x1(C)(1 − x2(A))

+ u1(D,A)x1(D)x2(A) + u1(D,B)x1(D)(1 − x2(A)))

= 0.25(5 − 2x2(A))x1(C) + (2x2(A) + 4)(1 − x1(C)))

= 0.25((1 − 4x2(A))x1(C) + 2x2(A) + 4),

donde las estrategias del jugador 1 se pueden escribir sin la condición de qué se eligió
en el primer turno puesto que ese movimiento es desconocido para el jugador 1.

Por lo tanto, se tienen tres casos:

1. Si x2(A) > 1
4
, entonces x1(C) = 0 y x1(D) = 1

2. Si x2(A) < 1
4
, entonces x1(C) = 1 y x1(D) = 0

3. Si x2(A) = 1
4
, entonces x1(C) ∈ [0, 1] y x1(D) = 1 − x2(C)

Ahora vemos la utilidad esperada del jugador 2 para el juego que está dada por

E2(x) =
∑

n1∈{1,2}

∑
s1∈{A,B}

∑
n2∈{1,2}

∑
s2∈{C,D}

u2(s
2, s1)p2(n

2)xn2(s2 | s1)p2(n1)xn1(s1)

= 0.25{[2u2(C,B) + u2(C,B)x1(C | B2) + u2(C,B)x2(C | B1)

+ u2(C,B) + u2(D,B)x1(D | B2) + u2(D,B)x2(D | B1)]

+ [−u2(C,B) + u2(C,A)x2(C | A1) − u2(C,B)c2(C | B1)

+ u2(D,A) + u2(D,A)x2(D | A1) − u2(D,B)x2(D | B1)]x1(A)

+ [u2(C,A)x1(C | A2) − u2(C,B)x1(C | B2) − u2(C,B)

+ u2(D,A)x1(D | A2) − u2(D,B)x1(D | B2) + u2(D,A)]x2(A)}

en la cual nos enfocamos en el factor que multiplica a x2(A), el cual es

2x2(C) − 6x1(C) − 6 + 7x1(D) − 3x1(D) + 7 = 5 − 8x1(C)

de forma que obtenemos tres casos:



50 Caṕıtulo 3. Juegos con proceso de selección de turnos con...

1. Si x1(C) < 5
8
, entonces x2(A) = 1 y x2(B) = 0

2. Si x1(C) > 5
8
, entonces x2(A) = 0 y x1(B) = 1

3. Si x1(C) = 5
8
, entonces x2(A) ∈ [0, 1] y x1(B) = 1 − x2(A)

Juntando lo que hemos obtenido al estudiar cada turno por separado obtenemos
que los posibles equilibrios cuando el jugador 2 es elegido primero y el jugador 1 es
elegido segundo son:

1. x2(A) = 1, x2(B) = 0, x1(C) = 0 y x1(D) = 1

2. x2(A) = 0, x2(B) = 1, x1(C) = 1 y x1(D) = 0

3. x2(A) = 1
4
, x2(B) = 3

4
, x1(C) = 5

8
y x1(D) = 3

8

Realizando un análisis similar para el caso en que el jugador 1 es elegido en el primer
turno y el jugador 2 es elegido en el segundo turno obtenemos que los equilibrios para
el juego son

1. x1(A) = 1, x1(B) = 0, x2(C) = 0 y x2(D) = 1

2. x1(A) = 0, x1(B) = 1, x2(C) = 1 y x2(D) = 0

3. x1(A) = 3
8
, x1(B) = 5

8
, x2(C) = 3

4
y x2(D) = 1

4

Ejemplo 3.2. Utilizando el mismo juego que se propuso en el ejemplo 3.1, ahora
hacemos que el jugador 1 sea adverso o propenso al riesgo, mientras que el jugador 2
se mantiene neutral al riesgo. En este caso, la utilidad esperada del jugador 1 estará
dada por

Eλ
1 (x) =

∑
n1∈{1,2}

∑
s1∈{A,B}

∑
n2∈{1,2}

∑
s2∈{C,D}

e−λu1(s2,s1)xn2(s2 | s1)p1(n2)xn1(s1)p1(n
1)

= 0.25((e−λu1(C,B)(2 + x1(C | B2) + x2(C | B1))

+ e−λu1(D,B)(x1(D | B2) + x2(D | B1)))

+ [−e−λu1(C,B)(1 + x1(C | B)) + e−λu1(C,A)x2(C | A1)

+ e−λu1(D,A)(1 + x2(D | A1) − e−λu1(D,B)x2(D | B1)]x1(A)

+ {e−λu1(C,A)x1(C | A2) − e−λu1(C,B)(1 + x1(C | B2))

+ e−λu1(D,A)(1 + x1(D | A2)) − e−λu1(D,B)x1(D | B2)}x2(A))

y de manera similar a lo que se hizo en el ejemplo anterior, lo que nos interesa es
estudiar el factor que se encuentra dentro de los corchetes para determinar como será
x1(A). Sustituyendo en ese factor obtenemos

− e−5λ(1 + x1(C)) + e−3λx2(C) + e−6λ(1 + x2(D)) − e−4λx1(D)
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= 2e−6λ − e−5λ − e−4λ + (e−3λ + e−4λ − e−5λ − e−6λ)x2(C)

por lo cual el equilibrio no trivial se obtiene cuando

x2(C) =
e−4λ + e−5λ − 2e−6λ

e−3λ + e−4λ − e−5λ − e−6λ

Cuando el jugador 1 es propenso al riesgo, es decir λ < 0, entonces x2(C) > 3
4
, y

pensando en que x2(C) representa lo que el jugador 1 cree acerca de lo que el jugador
2 va a hacer, entonces el jugador 1 escoge x1(A) incluso cuando cree que x2(C) se elige
con mayor probabilidad que 3

4
. Por otra parte, si el jugador 1 es adverso al riesgo, es

decir λ > 0, entonces x2(C) < 3
4

lo que quiere decir que el jugador 1 requiere que C
sea elegida con menor probabilidad por el jugador 2 para que se arriesgue a elegir A.

Si al contrario de lo que se especificó al principio, al jugador 1 se le deja neutral
al riesgo mientras que el jugador 2 ahora es propenso o adverso al riesgo, podemos
estudiar lo que ocurre. Para ello, obtenemos la utilidad esperada para el jugador 2

Eλ
2 (x) = 0.25((e−λu2(C,B)(2 + x1(C | B2) + x2(C | B1))

+ e−λu2(D,B)(x1(D | B2) + x2(D | B1)))

+ [−e−λu2(C,B)(1 + x1(C | B)) + e−λu2(C,A)x2(C | A1)

+ e−λu2(D,A)(1 + x2(D | A1) − e−λu2(D,B)x2(D | B1)]x1(A)

+ {e−λu2(C,A)x1(C | A2) − e−λu2(C,B)(1 + x1(C | B2))

+ e−λu2(D,A)(1 + x1(D | A2)) − e−λu2(D,B)x1(D | B2)}x2(A))

de donde el factor que nos interesa está entre llaves. Al sustituir los valores obtenemos

e−2λx1(C) − e−6λ(1 + x1(C)) + e−7λ(1 + x1(D)) − e−3λx1(D)

= 2e−7λ − e−6λ − e−3λ + (e−2λ + e−3λ − e−6λ − e−7λ)x1(C)

con lo que el equilibrio no trivial ocurre cuando

x1(C) =
e−3λ + e−6λ − 2e−7λ

e−2λ + e−3λ − e−6λ − e−7λ

En este caso, cuando el jugador 2 es propenso al riesgo, tenemos que x1(C) > 5
8

por
lo que el jugador 2 se arriesga a escoger A incluso cuando el jugador 1 escoge C con
mayor probabilidad; mientras que cuando el jugador 2 es adverso al riesgo, entonces
x1(C) < 5

8
aśı que el jugador 2 requiere que el jugador 1 elija C con menor probabilidad

a comparación del caso neutral al riesgo.

Ejemplo 3.3. Por último, añadimos otra variación al juego. Ahora el jugador 2 tiene
dos diferentes tipos, con lo cual sus utilidades van a cambiar. Para el tipo α, utilizare-
mos las utilidades del juego que se propuso en el ejemplo 3.1 mientras que para el tipo
β el juego tendrá la estructura que se muestra en la figura 3.2
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3, 7

6, 2

5, 3

4, 6

A

B

C

D

C

D

Figura 3.2: Variación del juego en la cual el jugador 2 es de tipo β.

Además de esto, se sabe por todos que el jugador 2 es tipo α con probabilidad 0.4
y es tipo β con probabilidad 0.6.

Estudiamos el caso en el que el jugador 1 es elegido en el primer turno y el jugador
2 en el segundo turno. El término que nos interesa en la utilidad esperada del jugador
1, con las sustituciones adecuadas, es:

(3 − 4(0.4x2(C;α) + 0.6x2(C; β)))x1(A)

mientras que el término que nos interesa en el caso del jugador 2, también con las
sustituciones pertinentes, es

9 + x2(C;α)[−8x1(A) + 3] + x2(C; β)[8x1(A) − 3]

Usando estas dos expresiones, podemos determinar los equilibrios que seŕıan:

1. x1(A) = 1, x1(B) = 0, x2(C;α) = 0, x2(D;α) = 1, x2(C; β) = 1, x2(D; β) = 0

2. x1(A) = 3
8
, x1(B) = 5

8
y para el jugador 2, cualesquiera estrategias mixtas tales

que 0.4x2(C;α) + 0.6x2(C; β) = 3
4

Por último, podemos ahora hacer que el jugador 1 sea sensible al riesgo, con lo cual
el término que se estudia en la utilidad esperada es

[2e−6λ − e−5λ − e−4λ + (e−3λ + e−4λ − e−5λ − e−6λ)(0.4x2(C;α + 0.6x2(C; β))]x1(A)

de tal forma que el segundo equilibrio que hab́ıamos encontrado antes cambiará a
x1(A) = 3

8
, x2(B) = 5

8
y para el jugador 2, cualesquiera estrategias mixtas tales que

0.4x2(C;α) + 0.6x2(C; β) =
e−4λ + e−5λ − 2e−6λ

e−3λ + e−4λ − e−5λ − e−6λ
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En este caso, si el jugador 1 es propenso al riesgo, está dispuesto a elegir A cuando
el jugador 2 elige C con mayor probabilidad en al menos alguno de sus tipos respecto al
caso neutral al riesgo. Y al contrario, si el jugador 1 es adverso al riesgo, está dispuesto
a elegir A cuando el jugador 2 elige C con menor probabilidad en al menos alguno de
sus tipos respecto a lo que ocurre cuando es neutral al riesgo.

3.4 Demostraciones

Demostración (Teorema 3.1). Notemos que la utilidad esperada ex-post se puede
escribir de la siguiente forma

Ei(x, θ) =

∑
s1∈Si

· · ·
∑
sT∈Si

ui(s
T , . . . , s1 | θi)xi(s

T | sT−1, . . . , s1; θi)

× pi(i) · · ·xi(s
1 | θi)pi(i)


+

 ∑
n1∈I\{i}

∑
s1∈Sn1

∑
s2∈Si

· · ·
∑
sT∈Si

ui(s
T , . . . , s1 | θi)xi(s

T | sT−1, . . . , s1; θi)

× pi(i) · · ·xi(s
2 | s1; θi)pi(i)xn1(s1 | θn1)pi(n

1) + · · ·

+
∑
s1∈Si

· · ·
∑

sT−1∈Si

∑
nT∈I\{i}

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , s1 | θi)xnT (sT | sT−1, . . . , s1; θnT )

× pi(n
T )xi(s

T−1 | sT−2, . . . , s1; θi)pi(i) · · ·xi(s
1 | θi)pi(i)

 + · · ·

+

 ∑
n1∈I\{i}

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑

nT∈I\{i}

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , s1 | θi)

× xnT (sT | sT−1, . . . , s1; θnT )pi(n
T ) · · ·xn1(s1 | θn1)pi(n

1)


donde hemos agrupado en el primer paréntesis los términos en los que el jugador i hizo
T elecciones; en el segundo paréntesis se agrupan los términos en los que el jugador i
hizo T − 1 elecciones; y aśı sucesivamente, hasta que en el último paréntesis tenemos
los términos en los que el jugador i hizo 0 elecciones. Cada uno de estos paréntesis es
continuo respecto al plan de estrategias del jugador i, por lo que la suma a su vez es
continua respecto al plan de estrategias del jugador i. ■
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Demostración (Corolario 3.1). Usando los mismos argumentos que arriba, tenemos
que la función de utilidad ui(s

T , . . . , s1 | θi) se sustituye por e−λiui(s
T ,...,s1|θi), que es

una transformación continua de la función de utilidad, por lo que la continuidad de la
utilidad esperada ex-post se mantiene. ■

Demostración (Teorema 3.3). Dado que las funciones de utilidad esperada ex-ante
en ambos modelos son funciones continuas definidas en un conjunto compacto, para el
modelo sin sensibilidad al riesgo, para cada jugador i y perfil de estrategias x−i ∈ Q−i

al que se enfrenta, debe existir x∗
i tal que la función de utilidad esperada ex-ante para

i alcanza el máximo. Por otra parte, en el modelo sensible al riesgo, observamos que
la función de utilidad esperada ex-ante para todo i está acotada por debajo por 0, de
forma que − 1

λi
log(Eλi

i (x∗
i , x−i)) está bien definida y es continua. Si el jugador i es

propenso al riesgo, esto quiere decir que existe x∗
i tal que el logaritmo de la utilidad

esperada ex-ante alcanza un máximo; mientras que si el jugador i es adverso al riesgo,
esto quiere decir que existe x∗

i tal que el logaritmo de la utilidad esperada ex-ante
alcanza un mı́nimo.

Por lo tanto, para cada jugador i, BRi es no vaćıa para todo x−i ∈ Q−i, por lo que
BR es no-vaćıa para todo x ∈ Q.

Para probar que BR tiene gráfica vaćıa, sea (xk)∞k=1 una sucesión de perfiles de
estrategias y (yk)∞k=1 una sucesión de mejores respuestas obtenida a partir de la sucesión
(xk), es decir, yk ∈ BR(xk) para todo k. Supongamos que ambas sucesiones son
convergentes a x∗ y y∗, respectivamente. Por definición de la sucesión (yk) se tiene que
yk,i ∈ BRi(xk,−i), es decir, que para todo x̃i ∈ Qi y cada k fijo es cierto que

Ei(yk,i, xk,−i) ≥ Ei(x̃i, xk,−i)

en el caso neutral al riesgo, mientras que en los casos sensibles al riesgo se cumple que

− 1

λi

log(Eλi
i (yk,i, xk,−i)) ≥ − 1

λi

log(Eλi
i (x̃i, xk,−i))

para el caso en que el jugador i es propenso al riesgo, y

− 1

λi

log(Eλi
i (yk,i, xk,−i)) ≤ − 1

λi

log(Eλi
i (x̃i, xk,−i))

para el caso en que el jugador i es adverso al riesgo.
En los tres casos podemos tomar el ĺımite en ambos lados de las desigualdades

cuando k tiende a infinito

lim
k→∞

Ei(yk,i, xk,−i) ≥ lim
k→∞

Ei(x̃i, xk,−i)

lim
k→∞

− 1

λi

log(Eλi
i (yk,i, xk,−i)) ≥ lim

k→∞
− 1

λi

log(Eλi
i (x̃i, xk,−i))

lim
k→∞

− 1

λi

log(Eλi
i (yk,i, xk,−i)) ≤ lim

k→∞
− 1

λi

log(Eλi
i (x̃i, xk,−i))
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y por continuidad del logaritmo, e intercambiando ĺımites y sumas, se sigue que

Ei(y
∗
i , x

∗
−i) ≥ Ei(x̃i, x

∗
−i)

− 1

λi

log(Eλi
i (y∗i , x

∗
−i)) ≥ − 1

λi

log(Eλi
i (x̃i, x

∗
−i))

− 1

λi

log(Eλi
i (y∗i , x

∗
−i)) ≤ − 1

λi

log(Eλi
i (x̃i, x

∗
−i))

se cumple para todo x̃i ∈ Qi. Por lo tanto, y∗i ∈ BRi(x
∗
i ) para cada jugador i, lo cual

implica que y∗ ∈ BR(x∗). ■

Demostración (Teorema 3.4). Sean x′
i, x

′′
i ∈ BRi(x−i) para x−i ∈ Q−i, entonces en

el caso neutral al riesgo, la utilidad esperada ex-post para la combinación convexa
µx′

i + (1 − µ)x′′
i para µ ∈ [0, 1] frente a x−i está dada por

Ei((µx
′
i + (1 − µ)x′′

i ), x−i, θ) =

∑
si∈Si

· · ·
∑
sT∈Si

ui(s
T , . . . , s1 | θi)

× (µx′
i(s

T | sT−1, . . . , s1; θi) + (1 − µ)x′′
i (sT | sT−1, . . . , s1; θi))pi(i) · · ·

× (µx′
i(s

1 | θi) + (1 − µ)x′′
i (s1 | θi))pi(i)


+

 ∑
n1∈I\{i}

∑
s1∈Sn1

∑
s2∈Si

· · ·
∑
sT∈Si

ui(s
T , . . . , s1 | θi)

× (µx′
i(s

T | sT−1, . . . , s1; θi) + (1 − µ)x′′
i (sT | sT−1, . . . , s1; θi))pi(i) · · ·

× (µx′
i(s

2 | s1; θi) + (1 − µ)x′′
i (s2 | s1; θi))pi(i)xn1(s1 | θn1)pi(n

1) + · · ·

+
∑
s1∈Si

· · ·
∑

sT−1∈Si

∑
nT∈I\{i}

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , sT | θi)xnT (sT | sT−1, . . . , s1; θnT )pi(n

T ) · · ·

× (µx′
i(s

T−1 | sT−2, . . . , s1; θi) + (1 − µ)x′′
i (sT−1 | sT−2, . . . , s1; θi))pi(i) · · ·

×(µx′
i(s

1 | θi) + (1 − µ)x′′
i (s1 | θi))pi(i)

 + · · ·
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+

 ∑
n1∈I\{i}

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑

nT∈I\{i}

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , s1 | θi)

× xnT (sT | sT−1, . . . , s1; θnT )pi(n
T ) · · ·xn1(s1 | xn1)pi(n

1)


=

∑
si∈Si

· · ·
∑
sT∈Si

ui(s
T , . . . , s1 | θi)

× (µx′
i(s

T | sT−1, . . . , s1; θi) + (1 − µ)x′′
i (sT | sT−1, . . . , s1; θi))pi(i) · · ·

× (µx′
i(s

1 | θi) + (1 − µ)x′′
i (s1 | θi))pi(i)


+

 ∑
n1∈I\{i}

∑
s1∈Sn1

∑
s2∈Si

· · ·
∑
sT∈Si

ui(s
T , . . . , s1 | θi)

× (µx′
i(s

T | sT−1, . . . , s1; θi) + (1 − µ)x′′
i (sT | sT−1, . . . , s1; θi))pi(i) · · ·

× (µx′
i(s

2 | s1; θi) + (1 − µ)x′′
i (s2 | s1; θi))pi(i)

× (µxn1(s1 | θn1) + (1 − µ)xn1(s1 | θn1))pi(n
1) + · · ·

+
∑
s1∈Si

· · ·
∑

sT−1∈Si

∑
nT∈I\{i}

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , sT | θi)

× (µxnT (sT | sT−1, . . . , s1; θnT ) + (1 − µ)xnT (sT | sT−1, . . . , s1; θnT ))pi(n
T )

× (µx′
i(s

T−1 | sT−2, . . . , s1; θi) + (1 − µ)x′′
i (sT−1 | sT−2, . . . , s1; θi))pi(i) · · ·

×(µx′
i(s

1 | θi) + (1 − µ)x′′
i (s1 | θi))pi(i)

 + · · ·
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+

 ∑
n1∈I\{i}

∑
s1∈Sn1

· · ·
∑

nT∈I\{i}

∑
sT∈S

nT

ui(s
T , . . . , s1 | θi)

× (µxnT (sT | sT−1, . . . , s1; θnT ) + (1 − µ)xnT (sT | sT−1, . . . , s1; θnT ))pi(n
T ) · · ·

× (µxn1(s1 | θn1) + (1 − µ)xn1(s1 | θn1))pi(n
1)


= µEi(x

′
i, x−i, θ) + (1 − µ)Ei(x

′′
i , x−i, θ)

Por otra parte, tenemos que Ei(x
′
i, x−i) = Ei(x

′′
i , x−i). Esto ya que por definición,

dado que x′
i es mejor respuesta a x−i entonces Ei(x

′
i, x−i) ≥ Ei(x̃i, x−i) para toda

x̃i ∈ Qi, en particular, Ei(x
′
i, x−i) ≥ Ei(x

′′
i , x−i). La desigualdad opuesta se obtiene al

invertir los papeles de x′
i y x′′

i . Por lo tanto

Ei((µx
′
i + (1 − µ)x′′

i ), x−i) = µEi(x
′
i, x−i) + (1 − µ)Ei(x

′′
i , x−i)

= µEi(x
′
i, x−i) + (1 − µ)Ei(x

′
i, x−i) = Ei(xi, x−i)

es decir, µx′
i + (1 − µ)x′′

i es también mejor respuesta a x−i. Por lo tanto, BR es una
correspondencia convexa.

Demostración (Teorema 3.5). Sea x∗ ∈ Q un perfil que es punto fijo de la correspon-
dencia de mejor respuesta BR, esto quiere decir que satisface la condición de cada una
de las correspondencias de mejor respuesta para cada jugador i, es decir

− 1

λi

log(Eλi
i (x∗

i , x
∗
−i)) ≥ − 1

λi

log(Eλi
i (x̃i, x

∗
−i))

para todo x̃i ∈ Qi si el jugador i es propenso al riesgo, o bien

− 1

λi

log(Eλi
i (x∗

i , x
∗
−i)) ≤ − 1

λi

log(Eλi
i (x̃i, x

∗
−i))

para todo x̃i ∈ Qi si el jugador i es adverso al riesgo.
En ambos casos, dicha condición se puede reescribir como

ηi log(Eλi
i (x∗

i , x
∗
−i)) ≥ ηi log(Eλi

i (x̃i, x
∗
−i))

con ηi > 0. Podemos entonces eliminar dicha ηi y dado que el logaritmo es creciente
entonces obtenemos que

Eλi
i (x∗

i , x
∗
−i) ≥ Eλi

i (x̃i, x
∗
−i)

es decir, x∗
i es óptimo para el jugador i frente a x∗

−i. Y esto ocurre para todos los
jugadores i, por lo tanto, x∗ es un equilibrio de Nash (o un equilibrio de Bayes-Nash).
El otro sentido de la demostración es análogo ya que todos los pasos se pueden seguir
en orden inverso.





Caṕıtulo 4

Teoŕıa de juegos epistémica

La teoŕıa de juegos epistémica nace del observar que, en la teoŕıa de juegos clásica, las
hipótesis que se tienen acerca de la forma de razonar de los jugadores piden demasiado,
por lo que es posible relajar dichas hipótesis y permitir que los jugadores formen sus
propias maneras de razonar acerca de los oponentes, aunque claro está, dicho razona-
miento tiene algunos lineamientos que aseguran la racionalidad de los jugadores. Más
adelante en la sección 4.6 se verán cuáles son las hipótesis adicionales que se realizan
en el caso clásico.

Podremos ver que la teoŕıa de juegos epistémica al relajar las hipótesis nos permitirá
razonar de formas cuyos análogos no se pueden encontrar en la teoŕıa clásica, y por lo
tanto nos da una mayor riqueza de conceptos de razonamiento.

Por ello, en este caṕıtulo describiremos los conceptos de razonamiento que se tra-
bajan, puesto que, como se observará, todos están relacionados con el primero el cual
nos sirve como base para poder refinar la forma en que los jugadores piensan acerca de
sus oponentes.

Para empezar, trabajaremos con los conceptos que se emplean para juegos estáticos.

Definición 4.1. Un juego estático es una tupla (I, (Ci)i∈I , (ui)i∈I) que consiste de:

1. Un conjunto finito de jugadores I = {1, 2, . . . , n}.

2. Para cada jugador i ∈ I, el conjunto Ci de elecciones del jugador i.

3. Para cada jugador i ∈ I, una función de utilidad ui : C → R que da los pagos
de cada jugador, donde C = ×i∈I Ci.

4.1 Creencia común en racionalidad

Antes que nada, en el caso epistémico los jugadores no eligen entre estrategias, con lo
cual no se tendrá el concepto de estrategia mixta. Por lo tanto el concepto de solución
que se trabajará no será el mismo que en el caso clásico. Pero si se tendrá que los

59
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jugadores piensan acerca del comportamiento de los otros jugadores, aunque en este
caso, los jugadores no piensan directamente acerca del oponente, sino que, de alguna
forma, consideran una versión del oponente en su mente, la cual puede tener creencias
diferentes a las del oponente real, en otras palabras, el “oponente” sobre el cual razona
un jugador, solamente existe en la mente de dicho jugador. Lo que śı se respeta son
las funciones de utilidad y el conjunto de elecciones de los oponentes, ya que esto sigue
siendo de conocimiento público. Para facilitar el estudio de estos modelos, se considera
que se tiene un conjunto de “versiones” de cada jugador sobre las cuales razona un
oponente, y que los jugadores mismos son una de estas “versiones” (aunque esto en
general no es de conocimiento de los demás). Las “versiones” de cada jugador se llaman
tipos, y cada conjunto finito de tipos de cada jugador se denotará por Ti.

Dado que cada tipo ti ∈ Ti funciona de alguna forma como un jugador diferente, las
elecciones de cada ti podŕıan ser diferentes. Para describir cómo razonan los jugadores
acerca de los tipos de los oponentes, cada ti tendrá una creencia acerca de las elecciones
realizadas por cada uno de los tipos del oponente. En otras palabras, tenemos la
siguiente definición.

Definición 4.2. Una creencia para el tipo ti ∈ Ti del jugador i es una distribución
de probabilidad bi(ti) sobre el conjunto

(C1 × T1) × (C2 × T2) × · · · × (Ci−1 × Ti−1) × (Ci+1 × Ti+1) × · · · × (Cn × Tn)

o bien, sobre el conjunto C−i × T−i. Es decir

bi(ti)((c1, t1), (c2, t2), . . . , (ci−1, ti−1), (ci+1, ti+1), . . . , (cn, tn))

nos da la probabilidad de que cada jugador j ∈ {1, 2, . . . , i − 1, i + 1, . . . , n} sea del
tipo tj y elija cj, según el razonamiento del jugador i cuando es del tipo ti.

Con estos dos elementos, los conjuntos de tipos y las creencias de cada jugador,
basta para tener el modelo que utilizaremos, y a partir del cual podemos derivar los
diferentes niveles de creencia que tendrán los jugadores. Algo similar a lo que ocurŕıa
en el caso clásico donde los jugadores saben que los oponentes saben que sus oponentes
saben que... y aśı sucesivamente.

Definición 4.3. Un modelo epistémico está compuesto por (Ti, bi)i∈I , es decir, un
conjunto de tipos para cada jugador i y una creencia para cada tipo ti de cada jugador
i.

Por último, antes de empezar a describir los diferentes niveles de razonamiento,
tenemos que definir lo que será una elección racional para un jugador.

Definición 4.4. Una elección c∗i ∈ Ci es óptima para el jugador i cuando es del tipo
ti si tiene la creencia bi(ti) y

ui(c
∗
i , bi(ti)) ≥ ui(ci, bi(ti))
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para toda elección ci ∈ Ci, donde

ui(ci, bi(ti)) =
∑

(c−i,t−i)∈C−i×T−i

bi(ti)(c−i, t−i)ui(c1, . . . , cn)

Ahora śı podemos definir los niveles de creencia en racionalidad.

Definición 4.5. Sean un modelo epistémico (Ti, bi)i∈I y un tipo ti ∈ Ti. Decimos que
el tipo ti cree en la racionalidad de los oponentes si bi(ti) asigna probabilidad
positiva solamente a combinaciones de elecciones y tipos (c−i, t−i) ∈ C−i × T−i tales
que cj es óptima para tj dado bj(tj), para todo jugador j ∈ {1, 2, . . . , i−1, i+1, . . . , n}.

En otras palabras, tenemos otro nivel de racionalidad, ya que antes solamente
ped́ıamos que las elecciones fueran óptimas para un jugador, sin importar como eran sus
creencias, mientras que ahora el jugador al razonar sobre los otros jugadores, solamente
debe considerar aquellas elecciones que son óptimas para los otros jugadores (o al menos
para alguna versión de los otros jugadores).

Esta idea la podemos extender tantos niveles como sea necesario. En estos casos
posteriores lo importante es cómo son los tipos de los otros jugadores, no tanto las
elecciones que realizaŕıan.

Definición 4.6. Sean un modelo epistémico (Ti, bi)i∈I y un tipo ti ∈ Ti.

1. El tipo ti expresa creencia de nivel 1 en racionalidad si ti cree en la racio-
nalidad de los oponentes.

2. El tipo ti expresa creencia de nivel 2 en racionalidad si bi(ti) asigna pro-
babilidad positiva solamente a combinaciones de elecciones y tipos (c−i, t−i) ∈
C−i × T−i tales que tj expresa creencia de nivel 1 en racionalidad para todo
j ∈ {1, 2, . . . , i− 1, i + 1, . . . , n}.

3. El tipo ti expresa creencia de nivel 3 en racionalidad si bi(ti) asigna pro-
babilidad positiva solamente a combinaciones de elecciones y tipos (c−i, t−i) ∈
C−i × T−i tales que tj expresa creencia de nivel 2 en racionalidad para todo
j ∈ {1, 2, . . . , i− 1, i + 1, . . . , n}.

4. En general, el tipo ti expresa creencia de nivel k en racionalidad si bi(ti)
asigna probabilidad positiva solamente a combinaciones de elecciones y tipos
(c−i, t−i) ∈ C−i × T−i tales que tj expresa creencia de nivel k− 1 en racionalidad
para todo j ∈ {1, 2, . . . , i− 1, i + 1, . . . , n}.

Nótese que, aunque la definición de los diferentes niveles es recursiva, esto no quiere
decir que si, por ejemplo, un tipo ti expresa creencia de nivel 3 en racionalidad, esto
implique que expresa creencia de niveles 1 y 2, ya que los otros niveles realmente se
imponen sobre los oponentes, y no sobre el jugador. Por ello, en la siguiente definición
se piden todos los niveles.
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Definición 4.7. Dado un modelo epistémico (Ti, bi)i∈I y un tipo ti ∈ Ti para el jugador
i, decimos que ti expresa creencia común en racionalidad si expresa creencia de
nivel k en racionalidad para todo k ∈ N.

Ahora notemos que hasta el momento nuestras elecciones no han formado parte de
la manera de definir estos niveles de creencia, tan solo las elecciones de los oponentes
en el nivel 1. Esto es ya que ahora śı podemos definir lo que serán las elecciones que
nos interesan como soluciones de nuestro modelo.

Definición 4.8. Una elección ci ∈ Ci se puede realizar racionalmente bajo creen-
cia común en racionalidad si existe un modelo epistémico (Ti, bi)i∈I y un tipo ti ∈ Ti

tales que ti expresa creencia común en racionalidad y ci es óptima para ti bajo la creen-
cia bi(ti)

Por lo tanto, una solución a nuestro modelo será un perfil de elecciones tales que
dado algún modelo epistémico, cada una de ellas se pueda realizar racionalmente bajo
creencia común en racionalidad. Y aqúı hablamos de “algún modelo epistémico” porque
los diferentes conjuntos de tipos y de creencias pueden variar de muchas formas, sin
embargo, basta con que se obtenga un modelo epistémico que funcione. Más aun, si
hay varios perfiles de elecciones que pueden ser solución, podemos encontrar un modelo
epistémico para cada uno de ellos, e incluso puede suceder que una de las soluciones
funcione bajo un modelo, pero no bajo otro, lo cual es perfectamente válido.

Por otra parte, la condición de expresar creencia común en racionalidad no es
fácil de checar, ya que requeriŕıa revisar una infinidad de niveles. Sin embargo, dado
que estamos trabajando con juegos finitos, es posible siempre encontrar un modelo
epistémico en el cual exista una solución, es decir, en el cual se tenga un perfil de
elecciones tales que éstas se puedan realizar racionalmente bajo creencia común en
racionalidad.

Más aun, no es necesario encontrar el modelo epistémico para tener la solución,
en general se trabaja al revés, es decir, encontramos aquellas elecciones que se pueden
realizar bajo creencia común en racionalidad y posteriormente, se puede encontrar el
modelo epistémico. Para realizar lo primero se sigue el algoritmo de eliminación iterada
de elecciones estrictamente dominadas.

Algoritmo 1.

1. Partiendo del juego original, se eliminan todas las estrategias que están estricta-
mente dominadas.

2. A partir del juego reducido obtenido en el paso anterior, se eliminan todas las
estrategias que están estrictamente dominadas.

3. En general, para cada iteración del algoritmo, a partir del juego reducido que se
obtiene en el paso anterior, se eliminan todas las estrategias que están estricta-
mente dominadas.
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El algoritmo termina cuando ya no se pueden eliminar estrategias. Las estrategias
que sobreviven son aquellas que se pueden elegir bajo creencia común en racionalidad,
y para las cuales existe un modelo epistémico en el cual se pueden elegir bajo creencia
común en racionalidad.

Observemos que al final, deben de sobrevivir algunas estrategias, ya que al menos
una estrategia debe dominar estrictamente, y por ende, no es eliminada en cada paso.
Por otra parte, el algoritmo debe terminar ya que se tiene una cantidad finita de
estrategias para cada jugador.

Este concepto de racionalización se puede remontar al trabajo realizado por Bern-
heim [15] y Pearce [63], aunque el concepto como tal en el contexto epistémico, además
del algoritmo aparecen en el trabajo de Tan y Werlang [82].

4.2 Creencia total común en respeto de preferen-

cias

Para el siguiente concepto de solución necesitamos una nueva definición de creencias.
Esto ya que necesitamos considerar todas las opciones que tienen los oponentes, pues
esto ayuda a identificar aquellas soluciones para un juego que son mejores en caso de
que los oponentes realizaran elecciones subóptimas.

Definición 4.9. Dado un juego con dos jugadores y conjuntos Ti y Tj de tipos para
los jugadores i y j, respectivamente, una creencia lexicográfica para el jugador i
cuando es del tipo ti ∈ Ti acerca de las combinaciones elección-tipo del jugador j es un
vector

bi(ti) = (b1i (ti); b
2
i (ti); . . . ; b

K
i (ti))

de distribuciones de probabilidad, cada una sobre el conjunto Cj × Tj. La creencia
bki (ti) se llama la creencia de nivel k.

Estos diferentes niveles de creencias cumplen la función de que, si dos combina-
ciones elección-tipo tienen probabilidad positiva en creencias de diferente nivel, en-
tonces aquella con probabilidad positiva en la creencia de menor nivel es infinitamente
más probable que la que tiene probabilidad positiva en la creencia de mayor nivel. Esto
lo asentamos mejor en la siguiente definición.

Definición 4.10. Sean bi(ti) = (b1i (ti); b
2
i (ti); . . . , b

K
i (ti)) una creencia lexicográfica del

jugador i del tipo ti acerca del jugador j, y (cj, tj), (c
′
j, t

′
j) dos combinaciones elección-

tipo del jugador j. Decimos que la creencia lexicográfica bi(ti) considera que (cj, tj) es
infinitamente más probable que (c′j, t

′
j) si existe un nivel k tal que:

1. Las creencias bmi (ti) asignan probabilidad 0 tanto a cj como a c′j, para toda m < k.

2. La creencia bki asigna probabilidad positiva a cj, pero asigna probabilidad 0 a c′j.
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Por otra parte, hemos mencionado que queremos considerar las elecciones que tienen
los oponentes, aunque si observamos, las creencias que hab́ıamos definido en la sección
anterior también funcionan como creencias lexicográficas, aunque solamente tienen un
nivel, y no necesariamente consideran todas las elecciones. Por ello, nos aseguraremos
de que toda posible elección de un oponente aparezca en una creencia lexicográfica.

Definición 4.11. Dada una creencia lexicográfica bi(ti) del jugador i cuando es del
tipo ti acerca del jugador j, decimos que esta es cautelosa si para todo tipo tj que se
considera posible en bi(ti), se tiene que para toda cj ∈ Cj existe k ∈ {1, 2, . . . , K} tal
que bki (ti) asigna probabilidad positiva a (cj, tj).

Ahora, como hemos modificado nuestra definición de creencia, tenemos que modi-
ficar la definición de utilidad esperada, para tener una forma de comparar elecciones.
Para ello, definimos utilidades a cada nivel lexicográfico.

Definición 4.12. Sea bi(ti) = (b1i (ti); b
2
i (ti); . . . ; b

K
i (ti)) una creencia lexicográfica del

jugador i cuando es del tipo ti acerca del jugador j, y sea ci ∈ Ci una elección del
jugador i. Para cada nivel k ∈ {1, 2, . . . , K} calculamos la utilidad esperada de
elegir ci bajo la creencia bKi (ti) como:

uk
i (ci, bi(ti)) =

∑
cj∈Cj

bki (ti)(cj)ui(ci, cj)

con lo cual obtenemos un vector de utilidades esperadas

(u1
i (ci, bi(ti)); . . . ;u

K
i (ci, bi(ti)))

La relación de preferencia entre dos elecciones ci, c
′
i ∈ Ci se define de la siguiente

forma: ci es preferida a c′i bajo la creencia lexicográfica bi(ti) si existe k ∈ {1, 2, . . . , K}
tal que

um
i (ci, bi(ti)) = um

i (c′i, bi(ti))

para toda m ∈ {1, . . . , k − 1}, y

uk
i (ci, bi(ti)) > uk

i (c′i, bi(ti))

Con esto podemos hablar de una elección óptima en este contexto.

Definición 4.13. Sea bi(ti) = (b1i (ti); b
2
i (ti); . . . ; b

K
i (ti)) una creencia lexicográfica del

jugador i cuando es del tipo ti acerca del jugador j. Una elección ci es óptima para
el jugador i bajo la creencia lexicográfica bi si no existe c′i ∈ Ci preferida a ci
bajo bi.

Ahora śı podemos empezar a construir el concepto de solución, para lo cual vamos
a requerir varios conceptos auxiliares.
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Definición 4.14. Sea un modelo epistémico con creencias lexicográficas (Ti, bi)i∈I y un
tipo ti del jugador i. Decimos que el tipo ti respeta las preferencias del oponente
si para todos los tipos tj considerados posibles por ti y cualesquiera dos elecciones cj,
c′j tales que tj prefiere cj a c′j, tenemos que ti considera la combinación elección-tipo
(cj, tj) infinitamente más probable que la combinación elección-tipo (c′j, tj).

Con esto tenemos la primera definición recursiva de esta sección.

Definición 4.15. Sean un modelo epistémico con creencias lexicográficas (Ti, bi)i∈I y
un tipo ti ∈ Ti.

1. El tipo ti expresa creencia total de nivel 1 en respeto de preferencias si
ti respeta las preferencias del oponente.

2. El tipo ti expresa creencia total de nivel 2 en respeto de preferencias si
ti solamente considera posibles tipos del oponente j que expresan creencia total
de nivel 1 en respeto de preferencias.

3. En general, el tipo ti expresa creencia total de nivel k en respeto de
preferencias si ti solamente considera posibles tipos del oponente j que expresan
creencia total de nivel k − 1 en respeto de preferencias.

Por último, el tipo ti expresa creencia total común en respeto de prefe-
rencias si ti expresa creencia total de nivel k en respeto de preferencias para todo
k ∈ N.

De igual forma que con los conceptos de solución anteriores, cada uno de los niveles
es independiente de los demás. Notemos también que este concepto no considera que
los tipos sean cautelosos, lo cual es parte importante del concepto de solución, para lo
cual tenemos la segunda definición recursiva.

Definición 4.16. Sean un modelo epistémico con creencias lexicográficas (Ti, bi)i∈I y
un tipo ti ∈ Ti.

1. El tipo ti expresa creencia total de nivel 1 en cautela si ti solamente con-
sidera posibles tipos del oponente j que son cautelosos.

2. El tipo ti expresa creencia total de nivel 2 en cautela si ti solamente con-
sidera posibles tipos del oponente j que expresan creencia total de nivel 1 en
cautela.

3. En general, el tipo ti expresa creencia total de nivel k en cautela si ti
solamente considera posibles tipos del oponente j que expresan creencia total de
nivel k − 1 en cautela.

Por último, el tipo ti expresa creencia total común en cautela si ti expresa
creencia total a nivel k en cautela para todo k ∈ N.
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Aqúı notamos dos cosas: primero, que al igual que el concepto anterior, expresar
creencia de nivel k en cautela no implica los niveles anteriores; y segundo, que no se pide
que el tipo ti en algún momento sea cauteloso, por lo cual se debe pedir esta propiedad
para realmente tener el concepto de solución que deseamos. Ahora śı, podemos definir
las soluciones que nos van a interesar.

Definición 4.17. Sea ci una elección del jugador i. Decimos que i puede elegir
racionalmente ci bajo creencia total común en cautela y respeto de prefe-
rencias si existe un modelo epistémico con creencias lexicográficas (Ti, bi)i∈I y algún
tipo ti en el modelo tal que:

1. ti es cauteloso, ti expresa creencia total común en cautela, y ti expresa creencia
total común en respeto de preferencias.

2. ci es una elección racional para ti.

Este concepto de racionalidad se remonta al trabajo mencionado en el caṕıtulo 2 de
Myerson [53] respecto al concepto de equilibrio propio, ya que las estrategias elegidas
en un equilibrio propio son aquellas elecciones para las que se puede construir un tipo
propiamente racionalizable (o bien, se puede definir un análogo a la condición ĺımite
asociada al equilibrio propio para el caso epistémico), como se muestra en Schuhmacher
[73] y Asheim [3]. De hecho, es posible mostrar que el concepto de racionalizabilidad
propia se relaciona con equilibrios propios utilizando las mismas condiciones adicionales
que se plantean en el apéndice de este caṕıtulo para relacionar creencia común en
racionalidad con equilibrios de Nash.

Ejemplo 4.1. Consideramos el siguiente ejemplo:

a b c
A 0, 3 1, 2 1, 1
B 1, 3 0, 2 1, 1
C 1, 3 1, 2 0, 1

Bajo creencia común en racionalidad, podemos observar que para el jugador 2, las
elecciones b y c están estrictamente dominadas por la elección a, por lo que se eliminan
en el primer paso. Posteriormente, para el jugador 1 en el juego reducido, la elección
A está estrictamente dominada tanto por B como por C, por lo que se elimina. En
este punto, ya no hay más elecciones estrictamente dominadas, por lo que sobreviven
(B, a) y (C, a).

Sin embargo, si ahora trabajamos con creencia total común en respeto de preferen-
cias, podemos observar que el jugador 1 en su creencia lexicográfica debe considerar
que a es infinitamente más probable de ser elegida a b o c, y a su vez, b es infinitamente
más probable de ser elegida que c. Por ende, la creencia lexicográfica para el jugador
1 acerca del jugador 2 debe verse de la siguiente forma:

b1(t1) = ((a, t2), (b, t2), (c, t2))
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mientras que, dada esta creencia lexicográfica, podemos observar que para el jugador 1
es óptimo elegir C, dado que a y b son infinitamente más probables que c, y por lo tanto,
C es infinitamente más probable que A y B. Posteriormente, B debe ser considerado
infinitamente más probable que A dado que a es infinitamente más probable que b. Aśı,
la creencia lexicográfica del jugador 2 acerca del jugador 1 será de la siguiente forma

b2(t2) = ((C, t1), (B, t1), (A, t1))

y por lo tanto, la única pareja de elecciones que es óptima bajo creencia total común
en respeto de preferencias es (C, a).

4.3 Presumir la racionalidad del oponente

En la sección anterior se propuso una condición que se puede imponer en las creencias
lexicográficas de tal manera que se obtiene una solución en la cual se considera cuáles
son las preferencias de cada jugador y con base en esto se define el orden.

Sin embargo, podemos pensar en que hay muchos modelos epistémicos, y en par-
ticular, muchas creencias lexicográficas que podŕıamos utilizar. Existen juegos en los
cuales, sin importar las creencias lexicográficas que se propongan en el modelo, algunas
elecciones nunca son óptimas, mientras que algunas elecciones son óptimas para creen-
cias lexicográficas particulares. En este caso, podŕıamos considerar que las elecciones
que nunca pueden ser óptimas debeŕıan considerarse infinitamente menos probables
que las elecciones que pueden ser óptimas en algunos casos. Más aun, dichas elec-
ciones que nunca pueden ser óptimas pueden ser infinitamente más probables bajo el
concepto definido en la sección anterior, por lo cual no son el mismo concepto de ra-
zonamiento. Esta nueva forma de razonar sobre un juego presume que el oponente es
racional respecto a sus elecciones.

Definición 4.18. Sean un modelo epistémico con creencias lexicográficas (Ti, bi)i∈I y
un tipo cauteloso ti. Decimos que ti presume la racionalidad del oponente j si

1. Para todas las elecciones cj del oponente que son óptimas para alguna creencia
lexicográfica cautelosa, ti considera posible algún tipo tj del oponente para el
cual cj es óptima.

2. El tipo ti considera todas las combinaciones elección-tipo (cj, tj), donde tj es
cauteloso y cj es óptima para tj, infinitamente más probables que las combina-
ciones elección-tipo (c′j, t

′
j) que no cumplen dicha propiedad.

Definición 4.19. Sean un modelo epistémico con creencias lexicográficas M = (Ti, bi)i∈I
y un tipo cauteloso ti ∈ Ti.

1. El tipo ti expresa presunción de racionalidad de nivel 1 si ti presume la
racionalidad de j.
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2. En general, el tipo ti expresa presunción de racionalidad de nivel k si

(a) Dada una elección cj del oponente que es óptima para algún tipo cauteloso
(el cual puede o no estar en el modelo M) que exprese presunción de racio-
nalidad hasta el nivel k− 1, el tipo ti considera posible algún tipo cauteloso
tj del oponente que expresa presunción de racionalidad hasta el nivel k − 1
para el cual cj es óptimo.

(b) El tipo ti considera todas las combinaciones elección-tipo (cj, tj), donde tj
es cauteloso, tj expresa presunción de racionalidad hasta el nivel k − 1 y cj
es óptimo para tj, infinitamente más probables que todas las combinaciones
elección-tipo (c′j, t

′
j) que no tienen dicha propiedad.

Por último, el tipo ti expresa presunción común de racionalidad si ti expresa
presunción de racionalidad de nivel k para todo k ∈ N.

Solamente haremos notar que durante la definición anterior, a diferencia de las
otras definiciones recursivas, se pide que los tipos del oponente expresen presunción de
racionalidad hasta el nivel k−1, es decir, que deben cumplir todos los niveles anteriores
e incluyendo el (k − 1)-ésimo.

A continuación presentamos el algoritmo correspondiente a presunción de la racio-
nalidad del oponente.

Algoritmo 2.

1. Partiendo del juego original, se eliminan todas las estrategias que están débilmente
dominadas.

2. A partir del juego reducido obtenido en el paso anterior, se eliminan todas las
estrategias que están débilmente dominadas.

3. En general, para cada iteración del algoritmo, a partir del juego reducido que se
obtiene en el paso anterior, se eliminan todas las estrategias que están estricta-
mente dominadas.

El algoritmo termina cuando ya no se pueden eliminar más estrategias. Las estrate-
gias que sobreviven son aquellas que se pueden elegir bajo presunción de la racionalidad
del oponente, y para las cuales existe un modelo epistémico con creencias lexicográficas
en el cual se pueden elegir bajo presunción de la racionalidad del oponente.

Este concepto de racionalidad se propuso originalmente en el trabajo de Branden-
burger, Friedenberg y Keisler [22], aunque en ese caso, el concepto requiere que un
modelo epistémico sea completo, en el sentido de considerar todos los tipos posibles
para un jugador, lo cual implica que dichos modelos deben tener una cantidad no
contable de tipos para cada jugador.
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Ejemplo 4.2. Trabajamos con la siguiente matriz de utilidades

a b c
A 0, 3 1, 2 1, 4
B 1, 3 0, 2 1, 1
C 1, 6 1, 2 0, 1

Bajo creencia total común en respeto de preferencias, el jugador 2 prefiere a a b,
por lo que debemos considerar a infinitamente más probable que b. Esto lleva a que el
jugador 1 prefiera B a A, es decir que tenemos que B se considera infinitamente más
probable que A. En consecuencia, el jugador 2 prefiere b a c, por lo que consideramos
b infinitamente más probable que c. Dado que a es infinitamente más probable que b y
ésta es infinitamente más probable que c, el jugador 1 prefiere C a las otras opciones.
Aśı, las creencias lexicográficas se veŕıan de la siguiente forma:

b1(t1) = ((a, t2), (b, t2), (c, t2))

b2(t2) = ((C, t1), (B, t1), (A, t1))

lo que significa que las elecciones óptimas que se realizan bajo creencia total común en
respeto de preferencias son (C, a).

Por otra parte, bajo presunción común de racionalidad, observamos que b está
débilmente dominada por a, por lo que eliminamos b. En el juego reducido, tenemos
que A y C están débilmente dominadas por B, por lo que se eliminan. Por último, en
el juego reducido, c está débilmente dominada por a, por lo que las elecciones óptimas
que se realizan bajo presunción común de racionalidad son (B, a).

4.4 Creencia común en racionalidad futura

Ahora trabajaremos con juegos dinámicos, es decir, juegos donde no todas las elecciones
se realizan simultáneamente, sino que los jugadores pueden ir aprendiendo información
de sus oponentes durante el transcurso del juego para tomar las decisiones posteriores
con base en dicha información adquirida.

Definición 4.20. Un juego dinámico G es una tupla formada por

G = (I, (Ci)i∈I , X, Z, (Hi)i∈I , (Ci(h))i∈I,h∈Hi
, (ui)i∈I)

donde

• I es el conjunto finito de jugadores.

• Ci es el conjunto finito de elecciones para cada jugador i ∈ I.
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• X es el conjunto de historias no terminales, que son secuencias de perfiles de
elecciones x = (x1, . . . , xk) donde cada xm = (ci)i∈Î ∈ ×i∈Î Ci para algún Î ⊆ I,
y tal que para todo ℓ < k, (x1, . . . , xℓ) ∈ X, es decir, también es una historia.
Dado que Î puede contener más de un jugador, cada perfil xm puede contener
más de una elección y por lo tanto, es posible tener elecciones simultáneas en
algunos puntos temporales.

• Z es el conjunto de historias terminales del juego. Para estas historias se tiene
que si z = (x1, . . . , xk) ∈ Z, entonces para todo ℓ < k, (x1, . . . , xℓ) ∈ X.

• Hi es una colección finita de conjuntos de información del jugador i. Los conjuntos
de información h ∈ Hi son conjuntos no vaćıos de historias no terminales. Si h
contiene más de una historia, entonces el jugador i no sabe con certeza cuál de
estas historias ocurrió para llegar a h. Las colecciones Hi no necesariamente
son disjuntas, ya que se permiten elecciones simultáneas, lo cual permite que
un conjunto de información pertenezca a la colección de todos los jugadores que
deben realizar una elección en ese momento. La colección de todos los conjuntos
de información en el juego se denota por H.

• Ci(h) ⊆ Ci es el conjunto finito de elecciones disponibles para el jugador i en el
conjunto de información h ∈ Hi. Diremos que c ∈ Ci(h) si existe una historia
x ∈ X y xm = (cj)j ∈ Î tal que x ∈ h, i ∈ Î, ci = c y (x, xm) = x′ ∈ X ∪ Z,
es decir, si c es una elección en un perfil que incluye al jugador i y que con este
lleva a una historia futura, terminal o no terminal.

• ui : Z → R es la función de utilidad del jugador i.

A continuación definimos un orden parcial para los conjuntos de información. Para
ello, primero definimos el orden entre los conjuntos que se encuentran inmediatamente
junto a otro, y posteriormente, generalizamos dicho orden.

Definición 4.21. Decimos que un conjunto de información h′ sigue inmediatamente
a otro conjunto de información h, o bien, que h precede inmediatamente a h′ si
existe un conjunto de jugadores no vaćıo Î ⊆ I, una elección ci ∈ Ci(h) para cada i ∈ Î
y x ∈ h tal que (x, (ci)i∈Î) ∈ h′.

Ahora bien, decimos que un conjunto de información h′ sigue débilmente a otro
conjunto de información h, o bien que h precede débilmente a h′ si h = h′ o bien,
existe una sucesión h0, h1, h2, . . . , hℓ tal que h0 = h, hℓ = h′ y cada ht sigue inmediata-
mente a ht−1 para t ∈ {1, 2, . . . , ℓ}. En caso de que se cumpla lo segundo, pero h ̸= h′,
podemos decir que h′ sigue estrictamente a h, o bien, que h precede estrictamente
a h′.

En lo que sigue respecto a juegos dinámicos, consideramos que los jugadores no
harán planes en los cuáles consideren realizar ciertas elecciones al principio del juego
que impidan que realicen algunas otras más adelante. En este sentido, estos planes
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se llaman estrategias y solamente permiten elecciones a futuro que, tras realizar una
elección pasada tienen posibilidad de elegirse posteriormente [71]. Para ejemplificar,
utilizando el juego de la figura 1, las posibles estrategias para cada jugador serán
S1 = {(a, f), (a, g), (b), (c)} y S2 = {(d), (e)}. Una “estrategia” como (b, f) no la
tomaremos en cuenta, ya que el jugador 1 al elegir b al principio, se impide a si mismo
elegir algo en el conjunto de información h2 y por ende, nunca elegiŕıa f en un futuro.

Definición 4.22. Sean h ∈ H, h′ ∈ Hi, donde h′ precede estrictamente a h. Decimos
que una elección ci ∈ Ci(h

′) lleva a h si existe x ∈ h′, Î ⊆ I con i ∈ Î, y cj ∈ Cj(h
′)

para todo j ∈ Î \ {i} tal que (x, (cj)j∈Î) precede débilmente a h.

Definición 4.23. Un conjunto de información h ∈ H es alcanzable a través de
si : H̃i → ∪h∈H̃i

Ci(h), con H̃i ⊆ Hi, si para todo conjunto de información h′ ∈ H̃i que
precede estrictamente a h, la elección si(h

′) lleva a h. Decimos que si es una estrategia
si H̃i contiene exactamente los conjuntos de información en Hi que son alcanzables a
través de si. Una estrategia si lleva a h ∈ H si h es alcanzable a través de si.

El conjunto de estrategias del jugador i se denota por Si. El conjunto de com-
binaciones de estrategias para los oponentes de i se denota por S−i = ×j ̸=i Sj. Una
combinación de estrategias para todos los jugadores se escribirá como (si, s−i) con
si ∈ Si y s−i ∈ S−i.

El conjunto de estrategias para el jugador i que llevan a h se denota por Si(h),
mientras que el conjunto de combinaciones de estrategias para los oponentes de i que
llevan a h se denota por S−i(h).

La colección de conjuntos de información del jugador i a los que lleva la estrategia
si se denota por Hi(si). Por último, la colección de conjuntos de información h tales
que si ∈ Si(h) y s−i ∈ S−i(h) se denota por H(si, s−i), es decir, son los conjuntos de
información que son alcanzables a través de la combinación de estrategias (si, s−i).

Una suposición razonable que podemos hacer es que los jugadores recuerden la
información que van ganando a lo largo del juego para poder realizar inferencias acerca
del comportamiento de los oponentes. Esto se formaliza a continuación.

Definición 4.24. Dado un juego dinámico, decimos que los jugadores tienen memoria
perfecta si en todo conjunto de información h, cada jugador recuerda sus propias
elecciones pasadas y recuerda la información que ha obtenido previamente acerca de
las elecciones de sus oponentes. De manera formal, dado un conjunto de información
h ∈ Hi un jugador i recuerda sus propias elecciones pasadas si para todo h′ ∈ Hi

tal que h′ precede a h y cualesquiera dos historias x, y ∈ h con x = (x1, . . . , xℓ) ̸= y =
(y1, . . . , yℓ), tenemos que la elección ci ∈ Ci(h

′) que lleva a h cumple que ci = xt = yt
para alguna t ∈ {1, . . . , ℓ}. Por otra parte, dado un conjunto de información h ∈ Hi

un jugador i recuerda la información que ha obtenido previamente acerca de
las elecciones de sus oponentes si para todo h′ ∈ Hi tal que h′ precede a h y
cualesquiera dos historias x, y ∈ h con x = (x1, . . . , xℓ) ̸= y = (y1, . . . , yℓ) tenemos que
existe t ∈ {1, . . . , ℓ} tal que (x1, . . . , xt), (y1, . . . , yt) ∈ h′.
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En lo que sigue, respecto a juegos dinámicos, tanto en éste como en el siguiente
caṕıtulo, se supondrá que los jugadores tienen memoria perfecta.

De manera similar a como se trabaja para juegos simultáneos, el objeto en el que
se concentrarán las jerarqúıas de decisión de los jugadores será un modelo epistémico.

Definición 4.25. Un modelo epistémico para un juego dinámico G está dado
por M̂ = (T̂i, βi)i∈I donde T̂i es un conjunto finito de tipos T̂i para cada jugador i, y
para cada tipo t̂i ∈ T̂i y cada conjunto de información h ∈ Hi definimos una creencia
condicional βi(t̂i, h) que es una distribución de probabilidad sobre Si(h) × T̂−i que es
el conjunto de combinaciones estrategia-tipo de los oponentes de i que llevan a h.

Una vez que tenemos un modelo epistémico para nuestro juego, necesitamos una
forma de comparar diferentes estrategias para decidir si son adecuadas o no.

Definición 4.26. Dados t̂i ∈ T̂i un tipo del jugador i, un conjunto de información
h ∈ Hi y una creencia condicional βi(t̂i, h), definimos la utilidad esperada de elegir
la estrategia si ∈ Si(h) como

ui(si, βi(t̂i, h)) =
∑

(s−i,t̂−i)∈S−i×T̂−i

βi(t̂i, h)(s−i, t−i)ui(z(si, s−i))

donde z(si, s−i) es la historia terminal alcanzada por (si, s−i).
Decimos que la estrategia si ∈ Si(h) es óptima para t̂i en h si para toda s′i ∈ Si(h)

ui(si, βi(t̂i, h)) ≥ ui(s
′
i, βi(t̂i, h))

Ahora śı, podemos pensar en un concepto de solución para estos juegos en el cual
cada jugador, al encontrarse en un punto donde debe elegir una acción, para poder
razonar acerca de sus oponentes considerará que, sin importar cómo se llegó al punto
presente, de ahora en adelante los oponentes realizarán las elecciones futuras de forma
racional.

En algunas de las definiciones y resultados que siguen se permite que los conjuntos
de información sigan o precedan débilmente a otro, ya que es posible que en cada
conjunto de información haya más de un jugador tomando una decisión en ese instante
dada la definición de juego dinámico que estamos utilizando.

Definición 4.27. Dado un modelo epistémico M̂ = (T̂i, βi)i∈I , decimos que un tipo t̂i
cree en la racionalidad futura de j si para todo h ∈ Hi, tenemos que βi(t̂i, h)(sj, t̂j) >
0 sólo si para todo h′ ∈ Hj(sj) que sigue débilmente a h:

uj(sj, βj(t̂j, h
′)) ≥ uj(s

′
j, βj(t̂j, h

′))

para toda s′j ∈ Sj(h
′).

Un tipo t̂i cree en la racionalidad futura de los oponentes si t̂i cree en la
racionalidad futura de j para todo j ∈ I \ {i}.
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Definición 4.28. Dado un modelo epistémico M̂ = (T̂i, βi)i∈I , sean t̂i ∈ T̂i un tipo
para el jugador i.

1. El tipo t̂i expresa creencia de orden 1 en racionalidad futura si t̂i cree en
la racionalidad futura de los oponentes.

2. El tipo t̂i expresa creencia de orden 2 en racionalidad futura si en cada
conjunto de información h ∈ Hi, t̂i solamente asigna probabilidad positiva a los
tipos de los oponentes que expresan creencia de orden 1 en racionalidad futura.

3. En general, el tipo t̂i expresa creencia de orden k en racionalidad futura
si en cada conjunto de información h ∈ Hi, t̂i solamente asigna probabilidad
positiva a los tipos de los oponentes que expresan creencia de orden k − 1 en
racionalidad futura.

Por último, el tipo t̂i expresa creencia común en racionalidad futura si t̂i
expresa creencia de orden k en racionalidad futura para todo k ∈ N.

Para presentar el algoritmo que encuentra las elecciones que se pueden realizar
bajo creencia común en racionalidad futura, necesitamos definir lo que son problemas
de decisión completos y reducidos.

Definición 4.29. Sea h ∈ Hi un conjunto de información para el jugador i. La pareja
Γ0
i (h) = (S0

i (h), S0
−i(h)) es el problema de decisión completo para i en h, donde

S0
i (h) = Si(h) y S0

−i(h) = S−i(h). Una pareja Γk
i (h) = (Sk

i (h), Sk
−i(h)) es un problema

de decisión reducido para el jugador i en h, si Sk
i (h) ⊆ S0

i (h) y Sk
−i(h) ⊆ S0

−i(h).

Definición 4.30. Sea h ∈ Hi un conjunto de información para el jugador i, y Γk
i (h) =

(Sk
i (h), Sk

−i(h)) un problema de decisión completo o reducido para i en h. Una estrate-
gia si ∈ Sk

i (h) está estrictamente dominada en Sk
−i(h) por una randomización

en Ai ⊆ Si(h) si existe ρi ∈ ∆(Ai) tal que∑
s′i∈Ai

ρi(s
′
i)ui(z(s′i, s−i)) > ui(z(si, s−i))

para toda s−i ∈ Sk
−i(h).

Ahora podemos describir el algoritmo para esta sección, el procedimiento de domi-
nancia hacia atrás.

Algoritmo 3. Sean S0
i (h) = Si(h) y S0

−i(h) = S−i(h) para todo i ∈ I y todo h ∈ Hi.
Para k ≥ 1 y cada jugador i y conjunto de información h ∈ H definimos los siguientes
conjuntos del k-ésimo paso.

Sk
i (h) = {si ∈ Sk−1

i (h) | si no está estrictamente dominada en Sk−1
−i (h′)

por una randomización en Si(h
′) para todo
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h′ ∈ Hi(si) que sigue débilmente a h}

Además para todo jugador i ∈ I y h ∈ H, definimos

Sk
−i(h) = ×

j∈I\{i}
Sk
j (h)

Este concepto de racionalidad aparece originalmente en el trabajo de Perea [65],
refinando lo propuesto por Reny [70] al mostrar que no es posible considerar que los
oponentes son racionales tanto en el pasado como en el futuro al mismo tiempo, salvo
en juegos muy particulares. Además, es un intento de extender el concepto de creen-
cia común en racionalidad para juegos dinámicos, aunque el mero hecho de que los
oponentes no necesariamente son racionales en el pasado y en el futuro permite una
variedad de formas de razonamiento, como se observa tanto en la siguiente sección
como en el caṕıtulo 6.

4.5 Creencia común fuerte en racionalidad

En la sección anterior se dio un concepto de racionalización en el cual, en cada conjunto
de información se razona acerca de los oponentes pensando en que, a partir de ese mo-
mento, sin importar cómo llegamos al conjunto de información presente, los oponentes
serán racionales. Pero podemos razonar de otra forma, considerando que para cada
conjunto de información, si es posible que todos los oponentes sean racionales para
llegar a ese conjunto de información, entonces debemos de considerar que lo son.

Definición 4.31. Dado un modelo epistémico M̂ = (T̂i, βi)i∈I , sean t̂i ∈ T̂i un tipo
y h ∈ Hi un conjunto de información para el jugador i. Decimos que el tipo t̂i cree
fuertemente en la racionalidad de los oponentes en h si, al existir al menos
una combinación de tipos para los oponentes (no necesariamente en M̂) para los cuales
existe una combinación de estrategias óptimas que llevan a h, entonces tenemos que:

1. El modelo epistémico M̂ contiene al menos una combinación de tipos como la
descrita anteriormente.

2. El tipo t̂i, en h, solamente asigna probabilidad positiva a combinaciones estrategia-
tipo de los oponentes para las cuales la combinación de estrategia lleva a h y las
estrategias son óptimas para los tipos.

Por último, decimos que t̂i cree fuertemente en la racionalidad de los opo-
nentes si cree fuertemente en la racionalidad de los oponentes en todo h ∈ Hi.

Definición 4.32. Dado un modelo epistémico M̂ = (T̂i, βi)i∈I , sean t̂i ∈ T̂i un tipo y
h ∈ Hi un conjunto de información para el jugador i.
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1. El tipo t̂i expresa creencia fuerte de orden 1 en racionalidad en h si t̂i
cree fuertemente en la racionalidad de los oponentes en h. Además, el tipo t̂i
expresa creencia fuerte de orden 1 en racionalidad si t̂i cree fuertemente
en la racionalidad de los oponentes en todo h ∈ Hi.

2. El tipo t̂i expresa creencia fuerte de orden 2 en racionalidad en h si, al
existir al menos una combinación de tipos para los oponentes (no necesariamente
en M̂) los cuales expresan creencia fuerte de orden 1 en racionalidad, y para los
cuales existe una combinación de estrategias óptimas que llevan a h, entonces
tenemos que:

• El modelo epistémico M̂ contiene al menos una combinación de tipos como
la descrita anteriormente.

• El tipo t̂i, en h, solamente asigna probabilidad positiva a combinaciones
estrategia-tipo de los oponentes para las cuales la combinación de estrategias
lleva a h, los tipos expresan creencia fuerte de orden 1 en racionalidad y las
estrategias son óptimas para los tipos.

Decimos que t̂i expresa creencia fuerte de orden 2 en racionalidad si
expresa creencia fuerte de orden 2 en racionalidad en todo h ∈ Hi.

3. En general, el tipo t̂i expresa creencia fuerte de orden k en racionali-
dad en h si, al existir al menos una combinación de tipos para los oponentes
(no necesariamente en M̂) que expresan creencia fuerte hasta el orden k − 1 en
racionalidad, y para los cuales existe una combinación de estrategias óptimas que
llevan a h, entonces tenemos que:

• El modelo epistémico M̂ contiene al menos una combinación de tipos como
la descrita anteriormente.

• El tipo t̂i, en h, solamente asigna probabilidad positiva a combinaciones
estrategia-tipo de los oponentes para las cuales la combinación de estrate-
gias lleva a h, los tipos expresan creencia fuerte hasta el orden k − 1 en
racionalidad y las estrategias son óptimas para los tipos.

Decimos que t̂i expresa creencia fuerte de orden k en racionalidad si expresa
creencia fuerte de orden k en racionalidad en todo h ∈ Hi.

Por último, decimos que t̂i expresa creencia fuerte común en racionalidad si
t̂i expresa creencia fuerte de orden k en racionalidad para todo k ∈ N.

Definición 4.33. Decimos que el jugador i puede elegir la estrategia si racional-
mente bajo creencia fuerte común en racionalidad si existe un modelo epistémico
con creencias condicionales M̂ = (T̂i, βi)i∈I y un tipo t̂i ∈ T̂i tales que el tipo ti expresa
creencia fuerte común en racionalidad, y la estrategia si es óptima para el tipo t̂i en
todo h ∈ Hi al que lleva si.
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El algoritmo para encontrar las estrategias que se pueden elegir bajo creencia fuerte
común en racionalidad es el procedimiento de dominancia condicional iterada.

Algoritmo 4. Sean S0
i (h) = Si(h) y S0

−i(h) = S−i(h) para todo i ∈ I y todo h ∈ Hi.
Para cada k ≥ 1 y cada jugador i ∈ I y conjunto de información h ∈ H definimos los
siguientes conjuntos auxiliares del k-ésimo paso.

S̃h
i = {si ∈ Sk−1

i (h) | si no está estrictamente dominada en Sk−1
−i (h′)

por una randomización en Si(h
′) para todo

h′ ∈ Hi(si)}

A partir de éstos, definimos los conjuntos que forman los problemas de decisión reduci-
dos, primero definimos

Sk
i (h) =

{
S̃k
i (h) si S̃k

i (h) ̸= ∅
Sk−1
i (h) si S̃k

i (h) = ∅

y por último, para los conjuntos de información h ∈ Hi definimos

Sk
−i(h) = ×

j∈I\{i}
Sk
j (h)

Este concepto de racionalidad fue propuesto por Pearce [63] bajo el nombre de
racionalizabilidad en forma extensiva, junto con un algoritmo que identifica las elec-
ciones posibles bajo este razonamiento. Posteriormente, Battigalli [10] propuso otro
algoritmo que simplificaba lo propuesto por Pearce, mientras que Battigalli y Siniscalchi
[11] mostraron la equivalencia entre racionalizabilidad en forma extensiva y creencia
fuerte común en racionalidad, con lo que creencia fuerte común en racionalidad es el
concepto epistémico correspondiente a la racionalizabilidad en forma extensiva.

El algoritmo se debe a Shimoji y Watson [76] quienes mostraron que se obteńıan
exactamente las estrategias que se pueden elegir bajo racionalizabilidad en forma ex-
tensiva, por lo que el mismo algoritmo obtiene las estrategias que se pueden elegir bajo
creencia fuerte común en racionalidad.

Ejemplo 4.3. Consideramos el ejemplo descrito mediante la figura 4.1.
Bajo creencia común en racionalidad futura, tenemos los siguientes conjuntos de

estrategias iniciales:

S0
1(∅) = {(x, a), (x, b), (x, c), (x, d), y}

S0
2(∅) = {A,B,C,D}

S0
1(h1) = {(x, a), (x, b), (x, c), (x, d)}

S0
2(h1) = {A,B,C,D}

Primero, en ∅, las estrategias (x, a), (x, b) y (x, d) están estrictamente dominadas
por y para el jugador 1. Aśı que las eliminamos en S1

2(∅). Por otra parte, en h1 las
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a
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b

c
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a
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c
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Figura 4.1: Un primer juego en forma extensiva

estrategias (x, d) y D están estrictamente dominadas, por lo que las eliminamos tanto
en h1 como en ∅. De esta forma obtenemos los siguientes conjuntos de estrategias
reducidos:

S1
1(∅) = {(x, c), y}

S1
2(∅) = {A,B,C}

S1
1(h1) = {(x, a), (x, b), (x, c)}

S1
2(h1) = {A,B,C}

Ahora, en ∅, la estrategia (x, c) está estrictamente dominada por y. En h1, las es-
trategias (x, c) y C están estrictamente dominadas. Obtenemos los siguientes conjuntos
de estrategias reducidos:

S2
1(∅) = {y}
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S2
2(∅) = {A,B}

S2
1(h1) = {(x, a), (x, b)}

S2
2(h1) = {A,B}

Por último, en ∅ solamente tenemos una estrategia para el jugador 1, por lo que
ya no podemos eliminar más estrategias. En h1, las estrategias (x, b) y B están estric-
tamente dominadas. Por lo tanto los conjuntos de estrategias reducidos finales son:

S3
1(∅) = {y}

S3
2(∅) = {A}

S3
1(h1) = {(x, a)}

S3
2(h1) = {A}

con lo cual, el jugador 1 elegirá la estrategia y, mientras que el jugador 2 elegirá la
estrategia A bajo creencia común en racionalidad futura.

Ahora, bajo creencia común fuerte en racionalidad tenemos los siguientes conjuntos
de estrategias iniciales:

S0
1(∅) = {(x, a), (x, b), (x, c), (x, d), y}

S0
2(∅) = {A,B,C,D}

S0
1(h1) = {(x, a), (x, b), (x, c), (x, d)}

S0
2(h1) = {A,B,C,D}

En el primer paso, observamos que en ∅ las estrategias del jugador 1 (x, a), (x, b)
y (x, d) están estrictamente dominadas por y. Por lo tanto las eliminamos tanto en ∅
como en h1. Para el jugador 2, la estrategia D está estrictamente dominada, por lo
que los conjuntos de estrategias reducidos son:

S1
1(∅) = {(x, c), y}

S1
2(∅) = {A,B,C}

S1
1(h1) = {(x, c)}

S1
2(h1) = {A,B,C)}

Por último, tenemos que en ∅ la estrategia (x, c) está estrictamente dominada por
y, por lo que la eliminamos en ∅, pero no en h1 ya que el conjunto de estrategias en
h1 quedaŕıa vaćıo. En h1 las estrategias A y C están estrictamente dominadas por B.
Aśı, los conjuntos de estrategias finales son:

S2
1(∅) = {y}

S2
2(∅) = {B}

S2
1(h1) = {(x, c)}

S2
2(h1) = {B}

por lo que el jugador 1 elegirá la estrategia y, mientras que el jugador 2 elegirá la
estrategia B bajo creencia común fuerte en racionalidad.
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4.6 Apéndice: Creencia común en racionalidad vs.

Equilibrio de Nash

Podŕıamos pensar que el equilibrio de Nash es uno de los conceptos de solución más
naturales para un juego, y que por ende, en cierta forma resultaŕıa ser el más simple
en cuanto a condiciones que impone sobre la forma de razonar de los jugadores. Sin
embargo, cuando se trabaja en el contexto epistémico, podemos darnos cuenta de que
las condiciones que impone son bastante restrictivas. Para empezar, un equilibrio de
Nash presupone que los jugadores creen en cada nivel lo mismo. Es decir, para cada
nivel de creencia, si la creencia es sobre un mismo jugador, todos los jugadores deben
de creer exactamente lo mismo. Esto claramente no es algo que deba de ocurrir, ni que
mucho menos podamos asegurar, además de que implicaŕıa que los jugadores piensan
de exactamente la misma forma, y que además todos saben exactamente de qué forma
piensan los oponentes. En el modelo epistémico, dicha condición se relaja y solamente
se pide que los jugadores en cada nivel sean razonables en sus creencias.

Por otra parte, además para un mismo jugador, dentro de sus diferentes niveles de
creencia, si en dos o más de ellos está razonando acerca de otro jugador, necesariamente
la creencia en todos estos niveles debe de ser la misma. Esto como ya hemos visto en
el caso epistémico no es necesario, y es posible que dentro de una misma jerarqúıa, un
jugador razone de dos o más formas acerca de otro jugador en diferentes niveles de la
jerarqúıa.

Estas condiciones adicionales que el equilibrio de Nash impone sobre las creencias de
los jugadores se establecerán a continuación y se mencionan los resultados que muestran
cómo esto lleva a un equlibrio de Nash. Para la demostración de dichos resultados se
puede consultar el libro de Perea [65].

Definición 4.34. Decimos que el tipo ti de un jugador i cree que sus oponentes
tienen creencias correctas si cuando el tipo ti asigna probabilidad p al perfil de
combinaciones creencia-tipo (cj, tj)j∈I\{i} de los oponentes, el tipo ti cree que con pro-
babilidad 1 todos los oponentes creen con probabilidad 1, que el jugador i asigna
probabilidad p al perfil de combinaciones creencia-tipo (cj, tj)j∈I\{i}

Definición 4.35. Decimos que un jugador i tiene creencias proyectivas si dados
cualesquiera otros jugadores j, k ̸= i, la creencia del jugador i acerca del jugador k es
la misma creencia del jugador j acerca del jugador k.

Definición 4.36. Decimos que un jugador i tiene creencias independientes si la
creencia del jugador i acerca de la elección del jugador j es estocásticamente indepen-
diente de la creencia del jugador i acerca de la elección del jugador k para cualesquiera
jugadores j, k ̸= i y para cualesquiera elecciones de los jugadores j y k.





Caṕıtulo 5

Creencia común en racionalidad
futura y pasada restringida

5.1 Introducción

Como se vio en el caṕıtulo anterior, tenemos algunos modelos para juegos dinámicos
en los cuáles se consideran dos tipos de racionalidad para poder dar soluciones. En
particular, el concepto de creencia común en racionalidad futura es tal que considera
que en cualquier punto del juego, el saber cómo se llegó hasta dicho punto es irrelevante
y por ende, permite que se consideren cualesquiera elecciones anteriores, incluyendo
elecciones que son irracionales, y por lo que nunca se llegaŕıa al punto en el que nos
encontramos.

La idea que se propone es considerar también el pasado para entender por qué lle-
gamos a cada punto en el juego. En particular, que las elecciones posibles en el pasado,
que nos llevan hasta el punto en que nos encontramos, se pueden considerar como las
únicas posibles elecciones que se realizaron, y por ende, que dentro de este conjunto
reducido de elecciones, se pueden hacer elecciones racionales. Esto implica que aunque
en el juego en general hayan elecciones que se consideren irracionales, si reducimos el
conjunto de posibles elecciones, algunas se vuelven racionales, considerando las otras
posibilidades. De esta manera, permitimos que los jugadores también tengan que
razonar hacia el pasado y puedan pensar acerca de cuáles elecciones pasadas son las
mejores que además nos llevan hasta cierto punto.

Utilizando el ejemplo de la figura 5.1, observamos que en ∅ la elección óptima
del jugador 1 es c. Sin embargo, si suponemos que el juego llega a h1, entonces el
jugador 2 bajo el concepto de creencia común en racionalidad futura, debe considerar
que el jugador 1 llevó a cabo una elección subóptima, y por lo tanto, tanto a como
b son elecciones perfectamente válidas, por lo que no aportan información acerca de
la elección del jugador 1. Sin embargo, claramente se puede ver en el juego, que si
restringimos al jugador 1 a las elecciones que llevan a h1, éste debe elegir a y luego f .
Por ello, el jugador 2 debeŕıa usar esta información y considerar que a eligió a en el

81
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Figura 5.1: Juego base en forma extensiva

pasado. a es una elección que es subóptima en el juego completo, sin embargo, de las
elecciones que nos llevan a h1 es óptima.

El concepto de creencia común en racionalidad futura y pasada restringida es un
refinamiento de creencia común en racionalidad futura, en el que si un jugador al revisar
el comportamiento pasado de los otros jugadores se encuentra con que necesariamente
hubo elecciones irracionales, es posible razonar sobre estas elecciones y elegir la “menos
irracional”. En el caso de que las elecciones pasadas sean todas racionales, no cambia en
absoluto el estudio de un juego, con lo cual, este nuevo concepto nos permite estudiar lo
que ocurre en el juego si es que en algún momento se realiza alguna elección irracional,
cosa que no es posible con creencia común en racionalidad futura.

La utilidad de este concepto se observa en los juegos que tienen elecciones pasadas
no observadas, dado que fácilmente se puede observar que de tener elecciones pasadas
observadas, creencia común en racionalidad futura y creencia común en racionalidad
futura y pasada restringida son equivalentes, dado que los conjuntos de elecciones
pasadas para cada tiempo son singuletes y por ende, no se necesita razonar sobre
varias elecciones posibles.

El concepto que se propone en este caṕıtulo intenta extender un poco más lo que
intentó en su momento Reny [70] al observar que no es posible considerar que los
oponentes son racionales tanto en el pasado como en el futuro. Nosotros mostraremos
que es posible tener una versión de racionalidad en el pasado que permite considerar
cualquier juego en general, mientras que, en cierta forma es tan amplia como es posible
a partir del conjunto de información en el cual estamos razonando. Además, como
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se observará, esto también refina el concepto propuesto por Perea [66] al añadir la
racionalidad en el pasado. Además de esto, se mostrará que existe una relación entre
el concepto de racionalizabilidad propia para juegos en forma normal y creencia común
en racionalidad futura y pasada restringida.

5.2 Ejemplo base

A lo largo del caṕıtulo trabajaremos con el siguiente ejemplo para precisar ideas y
explicar algunos de los conceptos.

Ejemplo 5.1. Consideremos el juego descrito en la figura 5.1. Observamos que en
dicho juego, se tienen los siguientes elementos:

• I = {1, 2}.

• C1 = {a, b, c, f, g}, C2 = {d, e}.

• X = {∅, (a), (b), (a, d)}.

• Z = {(c), (a, e), (b, d), (b, e), (a, d, f), (a, d, g)}.

• H1 = {∅, h2}, H2 = {h1}, H = {∅, h1, h2, donde h1 = {(a), (b)} y h2 = {(a, d)}.

• C1(∅) = {a, b, c}, C1(h2) = {f, g}, C2(h1) = {d, e}.

• u1(z) =


3 si z = (c)

2 si z = (a, e) o z = (a, d, f)

1 si z = (b, d) o z = (b, e)

0 si z = (a, d, g)

u2(z) =


3 si z = (c)

2 si z = (a, d, f)

1 si z = (a, e) o z = (b, e)

0 si z = (b, d) o z = (a, d, g)

Por otra parte, los conjuntos de estrategias que llevan a cada conjunto de infor-
mación son S1(h1) = {(a, f), (a, g), (b)}, S1(h2) = {(a, f), (a, g)}, S2(h2) = {(d)}.

5.3 Creencia común en racionalidad futura y pasada

restringida

En el caṕıtulo anterior ya se definió lo que es un modelo epistémico para juegos
dinámicos y la creencia en la racionalidad futura de los oponentes. Se usarán estas
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definiciones en lo que sigue, además de un nuevo concepto en el cual se introduce la
racionalidad pasada restringida.

Definición 5.1. Decimos que un tipo t̂i cree en la racionalidad pasada restringida
de j si en cualquier h ∈ Hi, βi(t̂i, h)(sj, t̂j) > 0 solamente si para todo h′ ∈ Hj(sj) tal
que h′ precede débilmente a h, se cumple que

uj(sj, βj(t̂j, h
′)) ≥ uj(s

′
j, βj(t̂j, h

′))

para todo s′j ∈ Sj(h) ∩ Sj(h
′).

El tipo t̂i cree en la racionalidad pasada restringida de los oponentes si t̂i
cree en la racionalidad pasada restringida de j para todo jugador j ∈ I \ {i}.

En otras palabras, el tipo t̂i considera en h aquellas estrategias en h′ que le dan
mayor utilidad a su oponente j en h′, siempre y cuando dichas estrategias puedan
alcanzar a h.

Al igual que con conceptos anteriores, definimos la creencia de orden k y la creencia
común para este concepto de racionalidad.

Definición 5.2. Dado un modelo epistémico M̂ = (T̂i, βi)i∈I , sea t̂i ∈ T̂i un tipo para
el jugador i.

1. El tipo t̂i expresa creencia de orden 1 en racionalidad pasada restringida
si t̂i cree en la racionalidad pasada restringida de los oponentes.

2. El tipo t̂i expresa creencia de orden 2 en racionalidad pasada restringida si
en cada conjunto de información h ∈ Hi, t̂i solamente asigna probabilidad positiva
a los tipos de los oponentes que expresan creencia de orden 1 en racionalidad
pasada restringida.

3. En general, el tipo t̂i expresa creencia de orden k en racionalidad pasada
restringida si en cada conjunto de información h ∈ Hi, t̂i solamente asigna
probabilidad positiva a los tipos de los oponentes que expresan creencia de orden
k − 1 en racionalidad pasada restringida.

Por último, el tipo t̂i expresa creencia común en racionalidad pasada res-
tringida si t̂i expresa creencia de orden k en racionalidad pasada restringida para
todo k ∈ N.

Definición 5.3. Una estrategia si para el jugador i se puede elegir racionalmente
bajo creencia común en racionalidad futura y pasada restringida y creencia
común en actualización bayesiana si existe un modelo epistémico M̂ = (T̂i, βi)i∈I
y algún tipo t̂i ∈ T̂i tal que t̂i expresa creencia común en racionalidad futura y pasada
restringida y creencia común en actualización bayesiana, y la estrategia si es óptima
para el tipo t̂i en todo conjunto de información h ∈ Hi(si).
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Para el juego de la figura 5.1, consideremos el siguiente modelo epistémico:

T̂1 = {t̂1}, T̂2 = {t̂2}
β1(t̂1,∅) = (d, t̂2)

β1(t̂1, h2) = (d, t̂2)

β2(t̂2, h1) = ((a, f), t̂1)

Explicamos por qué dicho modelo es tal que todos los tipos expresan creencia común
en racionalidad pasada restringida y satisfacen actualización bayesiana.

En el conjunto ∅ ∈ H1, t̂1 cree que el jugador 2 elige d y es de tipo t̂2. El tipo t̂2
cree en h1 el cual sigue débilmente a ∅ que el jugador 1 elige (a, f), de forma que la
estrategia óptima para el jugador 2 de S2(h1) = {(d), (e)} es elegir d. Por lo tanto,
t̂1 cree en la racionalidad futura del oponente en ∅. Y dado que no hay conjuntos
de información para el jugador 2 que precedan débilmente a ∅, entonces t̂1 cree en la
racionalidad pasada restringida del oponente en ∅.

En el conjunto h2 ∈ H1 no hay conjuntos de información para el jugador 2 que sigan
débilmente a h2 por lo que t̂1 cree en la racionalidad futura del oponente en h2. Por
otra parte, el tipo t̂1 cree en h2 que el jugador 2 elige d y es de tipo t2. Sin embargo,
tenemos que S2(h1) ∩ S2(h2) = {(d)} y por lo tanto, es la estrategia óptima de entre
las que llegan a h2. Por ello, t̂1 cree en la racionalidad pasada restringida del oponente
en h2.

Dado que en ambos conjuntos de información, a saber ∅ y h2 se definió de igual
forma la creencia del tipo t̂1, t̂1 satisface actualización bayesiana.

En el conjunto h1 ∈ H2, t̂2 cree que el jugador 1 elige (a, f) y es de tipo t̂1. El tipo
t̂1 cree en h2, el cual sigue débilmente a h1 que el jugador 2 elige d en h1, para lo cual
la estrategia óptima para el jugador 1 de la que se tienen en S1(h2) = {(a, f), (a, g)}
es (a, f). Por lo tanto, t̂2 cree en la racionalidad futura del oponente. Por otra parte,
el tipo t̂1 cree que en ∅, el cual precede débilmente a h1 que el jugador 2 elige d en h1,
por lo que la estrategia óptima en S1(∅) ∩ S1(h1) = {(a, f), (a, g), (b)} para el jugador
1 es (a, f). Por lo tanto, t̂2 cree en la racionalidad pasada restringida del oponente.

Dado que solamente tenemos un conjunto de información, a saber h1 para el jugador
2, t̂2 satisface actualización bayesiana.

Notemos que en el último caso la estrategia (a, f) no es una estrategia óptima para
el jugador 1, ya que c da una mayor utilidad. Sin embargo, el jugador 2 puede razonar
acerca de las estrategias que lo llevaron a estar en el conjunto de información h1 y por
ende, tomar la decisión de que el jugador 1 por alguna razón eligió a en ∅.

Dado que todos los tipos del modelo epistémico creen en la racionalidad futura y
pasada restringida del oponente y satisfacen actualización bayesiana, entonces todos los
tipos expresan creencia común en racionalidad futura y pasada restringida y creencia
común en actualización bayesiana. En conclusión, c es óptima para el jugador 1 en ∅ y
d es óptima para el jugador 2 en h1. Por lo tanto, c y d se pueden elegir racionalmente
bajo creencia común en racionalidad futura y pasada restringida y creencia común en
actualización bayesiana.
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El juego de la figura 5.1 se puede trabajar en su forma normal y por lo tanto se
pueden aplicar los conceptos que se discutieron en el caṕıtulo anterior para juegos
normales. En particular, si consideramos el siguiente modelo epistémico:

T1 = {t1}, T2 = {t2}
b1(t1) = ((d, t2); (e, t2))

b2(t2) = ((c, t1); ((a, f), t1); (b, t1); ((a, g), t1))

en el cual cada nivel de las creencias lexicográficas es la medida de Dirac de cada
pareja estrategia-tipo (es decir, se le asigna probabilidad 1 a dicha pareja en ese nivel).
Mostraremos que los tipos de este modelo epistémico son propiamente racionalizables.

Para empezar, el tipo t1 solamente considera posible al tipo t2, y observamos que
tanto (d, t2) como (e, t2) aparecen en algún nivel de b1(t1) por lo que t1 es cauteloso.
De forma similar, t2 solamente considera posible al tipo t1, y las parejas estrategia-tipo
((a, f), t1), ((a, g), t1), (b, t1) y (c, t1) aparecen en algún nivel de b2(t2) por lo que t2 es
cauteloso.

5.4 Conexión entre creencia común en racionalidad

futura y pasada restringida y racionalizabilidad

propia

En esta sección tendremos uno de nuestros primeros teoremas principales del caṕıtulo,
en el cual observaremos que una estrategia propiamente racionalizable de la forma
normal de un juego implica que la misma estrategia es óptima bajo creencia común
en racionalidad futura y pasada restringida con actualización bayesiana en el juego
dinámico. Para ello, se adaptarán las definiciones que se utilizaron para racionalizabi-
lidad propia al contexto de la forma normal de un juego dinámico.

Definición 5.4. Sea G un juego dinámico. La forma normal de G es el juego
G′ = (I, (Si)i∈I , (vi)i∈I) en el cual todos los jugadores i eligen simultáneamente una
estrategia si ∈ Si, y cada jugador i recibe la utilidad vi(si, s−i) = ui(z(si, s−i)) donde
z(si, s−i) es la historia terminal alcanzada por (si, s−i).

Definición 5.5. Un modelo epistémico M = (Ti, bi)i∈I para un juego en forma
normal G′ = (I, (Si)i∈I , (vi)i∈I) consiste de un conjunto finito de tipos Ti para cada
jugador i, y para cada tipo ti ∈ Ti definimos una creencia lexicográfica bi(ti) =
(b1i (ti); . . . ; b

m
i (ti)) sobre S−i × T−i = ×k ̸=i(Sk × Tk), éste último el conjunto de combi-

naciones de parejas estrategia-tipo de los oponentes de i. La creencia bki se denomina
el nivel k de la creencia lexicográfica.

Definición 5.6. Decimos que un tipo tj se considera posible para la creencia le-
xicográfica bi(ti) = (b1i (ti); . . . b

m
i (ti)) si existe una combinación de parejas estrategia-

tipo (s−i, t−i) ∈ (Sj × {tj}) × ×k ̸=i,j(Sk × Tk) tal que bℓk(ti)(s−i, t−i) > 0 para algún
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ℓ ∈ {1, . . . ,m}. El conjunto de tipos para el jugador j que se consideran posibles para
bi(ti) se denota por Tj(ti).

Definición 5.7. Sea bi(ti) = (b1i (ti); . . . ; b
m
i (ti)) una creencia lexicográfica para el tipo

ti del jugador i. Decimos que ti considera una combinación de parejas estrategia-
tipo (s−i, t−i) infinitamente más probable que (s′−i, t

′
−i) si existe k ∈ {1, . . . ,m}

tal que para todo ℓ ≤ k, bℓi(s
′
−i, t

′
−i) = 0 y bki (ti)(s−i, t−i) > 0.

Definición 5.8. Dado un modelo epistémico M = (Ti, bi)i∈I y bi = (b1i (ti); . . . ; b
m
i (ti))

una creencia lexicográfica para el tipo ti del jugador i. Decimos que ti es cauteloso si
para cada (s−i, t−i) ∈ ×j ̸=i(Sj×Tj(ti)) existe k ∈ {1, . . . ,m} tal que bki (ti)(s−i, t−i) > 0.

Definición 5.9. Dado un tipo ti para el jugador i y una creencia lexicográfica bi(ti) =
(b1i ; . . . ; b

m
i (ti) definimos la utilidad esperada de elegir la estrategia si al nivel k

de la siguiente forma:

vki (si, bi(ti)) =
∑

(s−i,t−i)∈S−i,T−i

bki (ti)(s−i, t−i)vi(si, s−i)

Un tipo ti con una creencia lexicográfica bi(ti) prefiere la estrategia si a s′i
si existe k ∈ {1, . . . ,m} tal que para todo ℓ < k, vℓi (si, bi(ti)) = vℓi (s

′
i, bi(ti)) y

vki (si, bi(ti)) > vki (s′i, bi(ti)).
Una estrategia si es óptima para ti si no existe otro s′i ∈ Si tal que ti prefiere s′i

a si.

Definición 5.10. Sean M = (Ti, bi)i∈I un modelo epistémico y bi(ti) = (b1i (ti); . . . ; b
m
i (ti)

una creencia lexicográfica para el tipo ti del jugador i. Decimos que ti respeta las
preferencias de j si para todo tipo tj del jugador j considerado posible por ti, y cua-
lesquiera estrategias sj, s

′
j ∈ Sj tales que tj prefiere sj a s′j, ti considera al menos una

combinación estrategia-tipo en {(sj, tj)} ××k ̸=i,j(Sk × Tk) infinitamente más probable
que toda combinación de parejas estrategia-tipo en {(s′j, tj) ××k ̸=i,j(Sk × Tk).

Decimos que ti respeta las preferencias de los oponentes si ti respeta las
preferencias de j para todo jugador j ∈ I \ {i}.

Definición 5.11. Sea M = (Ti, bi)i∈I un modelo epistémico.

1. El tipo ti expresa creencia total de orden 1 en cautela si ti solamente con-
sidera posibles aquellos tipos de los oponentes que son cautelosos.

2. Para todo k > 1, el tipo ti expresa creencia total de orden k en cautela
si ti solamente considera posibles aquellos tipos de los oponentes que expresan
creencia total de orden k − 1 en cautela.

3. El tipo ti expresa creencia total común en cautela si ti expresa creencia de
orden k total en cautela para todo k ∈ N.
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Definición 5.12. Sea M = (Ti, bi)i∈I un modelo epistémico.

1. El tipo ti expresa creencia total de orden 1 en respeto de preferencias
si ti solamente considera posibles aquellos tipos de los oponentes que respetan
preferencias.

2. Para todo k > 1, el tipo ti expresa creencia total de orden k en respeto de
preferencias si ti solamente considera posibles aquellos tipos de los oponentes
que expresan creencia total de orden k − 1 en respeto de preferencias.

3. El tipo ti expresa creencia total común en respeto de preferencias si ti
expresa creencia de orden k total en respeto de preferencias para todo k ∈ N.

Definición 5.13. El tipo ti es propiamente racionalizable si ti es cauteloso, respeta
las preferencias de los oponentes y expresa creencia total común en cautela y creencia
total común en respeto de preferencias.

Definición 5.14. Decimos que una estrategia si es propiamente racionalizable si
existe un modelo epistémico M = (Ti, bi)i∈I y un tipo ti ∈ Ti tal que ti es propiamente
racionalizable y la estrategia si es óptima para ti.

Teorema 5.1. Sea G un juego dinámico. Si una estrategia si es propiamente racionali-
zable en la forma normal de G, entonces si se puede elegir racionalmente bajo creencia
común en racionalidad futura y pasada restringida y creencia común en actualización
bayesiana en el juego dinámico G.

Para ello, primero definimos una transformación de un modelo epistémico de la
forma normal en un modelo epistémico del juego dinámico.

Sea M = (Ti, bi)i∈I un modelo epistémico de la forma normal del juego, para el
cual todo tipo ti ∈ Ti es cauteloso para todo jugador i ∈ I. El modelo epistémico
inducido para el juego dinámico se define de la siguiente forma: para cada jugador
i ∈ I, renombramos cada tipo ti a t̂i mediante una biyección f : Ti → T̂i y la creencia
condicional para el tipo fi(ti) en el conjunto de información h ∈ Hi se define como

βi(fi(ti), h)(s−i, f−i(t−i)) =
bki (ti)(s−i, t−i)

bki (ti)(S−i(h) × T−i)

donde k es el mı́nimo número tal que bki (ti)(S−i(h) × T−i) > 0, y

bki (ti(S−i(h) × T−i) =
∑

(s−i,t−i)∈S−i(h)×T−i

bki (s−i, t−i)

En otras palabras, tomamos el primer nivel k de la creencia lexicográfica para ti
en el cual existe al menos una combinación de estrategias para los oponentes de i
que alcanza h, y normalizamos las probabilidades. De esta forma, garantizamos que
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las creencias condicionales de los tipos son tales que los tipos satisfacen actualización
bayesiana.

Ahora enunciaremos algunos resultados auxiliares que serán útiles para demostrar
el teorema 5.1.

Lema 5.1. Sea M un modelo epistémico de la forma normal en el cual todos los tipos
son cautelosos, h ∈ Hi, h

′ es un conjunto de información que sigue o precede débilmente
a h y ti es un tipo del jugador i en M . Si si ∈ Si(h) ∩ Si(h

′) no es óptima para fi(ti)
entre las estrategias de Si(h) ∩ Si(h

′) en h ∈ Hi, entonces existe ŝi ∈ Si(h) ∩ Si(h
′) tal

que ti prefiere ŝi a si.

Lema 5.2. Si ti respeta las preferencias del jugador j, entonces fi(ti) cree en la racio-
nalidad futura y pasada restriginda de j y fi(ti) satisface actualización bayesiana.

Lema 5.3. Si ti es propiamente racionalizable, entonces fi(ti) expresa creencia común
en racionalidad futura y pasada restringida y creencia común en actualización bayesiana.

Corolario 5.1. Para todo juego dinámico G existe un modelo epistémico M y dentro
de éste, para cada jugador i existe un tipo t̂i que expresa creencia común en racionalidad
futura y pasada restringida y creencia común en actualización bayesiana.

Utilizando los lemas 5.1 y 5.3 obtenemos el teorema 5.1, es decir, un juego dinámico
se puede escribir en forma normal y por lo tanto, encontrar tipos que expresen creencia
común en racionalidad futura y pasada restringida y creencia común en actualización
bayesiana, además de que las estrategias que se pueden escoger bajo racionalizabilidad
propia son las que se pueden escoger bajo creencia común en racionalidad futura y
pasada restringida y creencia común en actualización bayesiana.

5.5 Algoritmo

Para encontrar las estrategias que se pueden elegir bajo creencia común en racionali-
dad futura y pasada restringida (ya no escribimos la creencia común en actualización
bayesiana, ya que ésta se tendrá automáticamente), proponemos el siguiente algo-
ritmo, basado en el procedimiento de dominancia hacia atrás descrito en Perea [66], y
mostramos que las estrategias que sobreviven a la aplicación del algoritmo son exacta-
mente las estrategias que buscamos.

Definición 5.15 (Algoritmo). Sean S0
i (h) = Si(h) y S0

−i(h) = S−i(h) para todo i ∈ I y
todo h ∈ Hi. Para k ≥ 1 y cada jugador i y conjunto de información h ∈ Hi definimos
los conjuntos del k-ésimo paso de la siguiente forma:

Sk
i (h) = {si ∈ Sk−1

i (h) | si no está estrictamente dominada en Sk−1
−i (h)

por una randomización en Si(h)}
Sk
−i(h) = {(sj)j ̸=i ∈ Sk−1

−i (h) | para todo j ̸= i, sj no está estrictamente
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dominada en Sk−1
−j (h′) por una randomización

en Sj(h
′) para todo h′ ∈ Hj(sj) que sigue

débilmente a h, y sj no está estrictamente

dominada en Sk−1
−j (h′′) por una randomización

en Sj(h) ∩ Sj(h
′′) para todo h′′ ∈ Hj(sj)

que precede débilmente a h}

El algoritmo termina en K pasos si SK+1
i (h) = SK

i (h) y SK+1
−i (h) = SK

−i(h) para todo
i ∈ I y para todo h ∈ Hi.

A partir de este algoritmo tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.2. Para todo k ≥ 1 las estrategias que se pueden elegir racionalmente por
un tipo que expresa creencia de orden k en racionalidad futura y pasada restringida y
creencia de orden k en actualización bayesiana son exactamente las estrategias si tales
que si ∈ Sk+1

i (h) para todo h ∈ Hi(si) que sobreviven los primeros k + 1 pasos del
algoritmo.

Las estrategias que se pueden elegir racionalmente por un tipo que expresa creencia
común en racionalidad futura y pasada restringida y creencia común en actualización
bayesiana son exactamente las estrategias que sobreviven todos los pasos del algoritmo,
es decir, las estrategias si ∈ Sk

i (h) para todo k ≥ 1 y todo h ∈ Hi(si).

5.6 Ejemplos

Tomemos el siguiente modelo epistémico que corresponde al juego del ejemplo 5.1:

T1 = {t1}, T2 = {t2}
b1(t1) = ((d, t2); (e, t2))

b2(t2) = ((c, t1); ((a, f), t1)); (b, t1); ((a, g), t1))

El tipo t1 solamente considera posible el tipo t2, y observamos que (d, t2) y (e, t2)
aparecen en algún nivel de b1(t1) por lo que t1 es cauteloso. De forma similar, t2
solamente considera posible el tipo t1 y tenemos que ((a, f), t1), ((a, g), t1), (b, t1) y
(c, t1) aparecen en algún nivel de b2(t2) por lo que t2 es cauteloso. Por lo tanto, dado
que todos los tipos son cautelosos, entonces expresan creencia total común en cautela.

Por otra parte, el tipo t1 cree que el jugador 2 es de tipo t2, el cual cree en el primer
nivel de b2(t2) que el jugador 1 elegirá c, y en un segundo nivel, que elegirá (a, f), con
lo cual basta para ordenar las preferencias del jugador 2: primero elegiŕıa d y luego e,
con lo cual observamos que t1 respeta las preferencias del oponente.

El tipo t2 cree que el jugador 1 es de tipo t1, el cual cree en el primer nivel de b1(t1)
que el jugador 2 elegirá d, con lo que basta para ordenar las preferencias del jugador 1:
primero elegiŕıa c, después elegiŕıa (a, f), posteriormente elegiŕıa b y por último (a, g),
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con lo cual observamos que t2 respeta las preferencias del oponente. Por lo tanto, dado
que todos los tipos expresan respeto de preferencias, entonces expresas creencia total
en respeto de preferencias.

Dado que todos los tipos del modelo son cautelosos, respetan las preferencias de los
oponentes, expresan creencia común en cautela y expresan creencia común en respeto
de preferencias, entonces todos los tipos osn propiamente racionalizables. Observamos
que para el jugador 1 c es la estrategia óptima para t1 y d es la estrategia óptima para
t2. Por lo tanto, las estrategias c y d son propiamente racionalizables.

La transformación del modelo epistémico para el juego en forma normal a un modelo
epistémico para el juego dinámico nos lleva al modelo de la ”primera tabla”, por lo que
podemos observar con todo el análisis que hemos realizado que la estraategia c para el
tipo t1 y la estrategia d para el tipo 2 son óptimas y pueden ser elegidas bajo creencia
común en racionalidad futura y pasada restringida y creencia común en actualización
bayesiana, como lo dice el teorema 1.

Podemos aplicar el algoritmo al ejemplo que hemos trabajado. Para ello, recordemos
que H1 = {∅, h2} y H2 = {h1} y tenemos los siguientes conjuntos de estrategias al
inicio:

S0
1(∅) = {(a, f), (a, g), b, c} S0

−1(∅) = {d, e}
S0
2(h1) = {d, e} S0

−2(h1) = {(a, f), (a, g), b}
S0
1(h2) = {(a, f), (a, g)} S0

−1(h2) = {d}

Aplicando la primera iteración de algoritmo, tenemos los siguientes problemas de
decisión reducidos:

S1
1(∅) = {c} S1

−1(∅) = {d, e}
S1
2(h1) = {d, e} S1

−2(h1) = {(a, f)}
S1
1(h2) = {(a, f)} S1

−1(h2) = {d}

S1
1(∅) = {c} dado que para el oponente se tienen las estrategias S0

−1(∅) = {d, e},
por lo que la estrategia c domina estrictamente a las otras estrategias posibles para el
jugador 1 que teńıamos en S0

1(∅).
S1
−2(h1) = {(a, f)} ya que:

• En el conjunto de información h2 que sigue débilmente a h1 tenemos que S0
−1(h2) =

{d}, y por lo tanto, (a, g) es dominada estrictamente por (a, f).

• En el conjunto de información ∅ que precede débilmente a h1 tenemos que
S1(h1) ∩ S1(∅) = {(a, f), (a, g), b} y S0

−1(∅) = {d, e}, y podemos ver que la
estrategia b es dominada estrictamente por (a, f).

S1
1(h2) = {(a, f)} puesto que S0

−1(h2) = {d}, por lo que (a, f) domina estrictamente
a (a, g) dada la estrategia que tiene el oponente.
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Aplicamos el algoritmo por segunda vez, y obtenemos los siguientes problemas de
decisión reducidos:

S2
1(∅) = {c} S2

−1(∅) = {d}
S2
2(h1) = {d} S2

−2(h1) = {(a, f)}
S2
1(h2) = {(a, f)} S2

−1(h2) = {d}

S2
−1(∅) = {(d)} ya que en el conjunto de información h1 que sigue débilmente a ∅

tenemos que S1
−2(h1) = {(a, f)}, y por lo tanto, dada esa estrategia del jugador −2,

tenemos que d domina estrictamente a e.
S2
2(h1) = {d} dado que S1

−2(h1) = {(a, f)} y dada esa estrategia del jugador −2, d
domina estrictamente a e.

Podemos observar que en este punto ya no obtendŕıamos nada nuevo al aplicar de
nueva cuenta el algoritmo puesto que todos los conjuntos son singuletes. Por lo tanto,
las estrategias que sobreviven para cada jugador son c para el jugador 1, y d para el
jugador 2, que precisamente son las que se hab́ıa encontrado que se eligen bajo creencia
común en racionalidad futura y pasada restringida.

5.7 Demostraciones

Demostración (Lema 5.1). Sea si ∈ Si(h) ∩ Si(h
′) una estrategia subóptima para

fi(ti) en h. Entonces existe s′i ∈ Si(h) ∩ Si(h
′) tal que

ui(s
′
i, βi(fi(ti), h)) > ui(si, βi(fi(ti), h)) (5.1)

Definimos ŝi como

ŝi(h
′′) = si(h

′′) para todo h′′ ∈ Hi(si) si h′′ no sigue débilmente a h (5.2)

ŝi(h
′′) = s′i(h

′′) para todo h′′ ∈ Hi(s
′
i) si h′′ sigue débilmente a h (5.3)

Mostramos primero que ŝi ∈ Si(h) ∩ Si(h
′).

Como si ∈ Si(h), existe s−i ∈ S −−i(h) tal que (si, s−i) alcanza a h. Entonces en
todo h′′ ∈ H(si, s−i) tal que h sigue a h′′, tenemos que ŝi(h

′′) = si(h). Por lo tanto,
h ∈ H(ŝi, s−i) y ŝ ∈ Si(h).

Ahora mostramos que ŝi ∈ Si(h
′), para lo cual revisamos dos casos: cuando h′

precede débilmente a h, o cuando h′ sigue débilmente a h.
Si h′ precede débilmente a h, como ŝi ∈ Si(h), entonces tenemos que ŝi ∈ Si(h

′).
Si h′ sigue débilmente a h, como s′i ∈ Si(h

′) entonces existe s−i ∈ S−i(h
′) tal

que (s′i, s−i) alcanza h′. Dividimos los conjuntos de información en H(s′−i, s−i) que
preceden débilmente a h’: aquellos h′′ que preceden débilmente a h y aquellos que
siguen débilmente a h.

En el primer caso, por definición tenemos que ŝi(h
′′) = si(h

′′), y dado que los
jugadores tienen memoria perfecta, existe una única elección c∗i (h

′′) en el conjunto de
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información h′′ tal que h puede ser alcanzado. Como si, s
′
i ∈ Si(h), ambas estrategias

deben elegir c∗i (h
′′), por lo que si(h

′′) = s′i(h
′′) para h′′ que sigue débilmente a h.

En el segundo caso, como h′′ sigue débilmente a h, por definición ŝi(h
′′) = s′i(h

′′).
Por lo tanto, si h′′ ∈ H(s′i, s−i) precede débilmente a h′ entonces ŝi(h

′′) = s′i(h
′′).

Entonces tenemos que (ŝi, s−i) alcanza a h′, por lo que ŝi ∈ Si(h
′).

Combinando los dos resultados obtenidos hasta el momento, tenemos que ŝi ∈
Si(h) ∩ Si(h

′).
Ahora mostramos que ti prefiere ŝi a si. Sea bi(ti) = (b1i (ti); b

2
i (ti); . . . ; b

m
i (ti)) la

creencia lexicográfica para el tipo ti. Sea k el número mı́nimo tal que bki (ti)(S−i(h) ×
T−i) > 0. Por ende, si ℓ < k, bℓi(ti)(S−i(h)) = 0 y (5.2):

uℓ
i(ŝi, bi(ti)) = uℓ

i(si, bi(ti))

para toda ℓ < k. Además:

vki (ŝi, bi(ti)) =
∑

(s−i,t−i)∈S−i×T−i

bki (ti)(s−i, t−i)vi(ŝi, s−i)

=
∑

(s−i,t−i)∈S−i(h)×T−i

bki (ti)(s−i, t−i)vi(ŝi, s−i)

+
∑

(s−i,t−i)∈(S−i\S−i(h))×T−i

bki (ti)(s−i, t−i)vi(ŝi, s−i)

=
∑

(s−i,t−i)∈S−i(h)×T−i

bki (ti)(s−i, t−i)vi(s
′
i, s−i)

+
∑

(s−i,t−i)∈(S−i\S−i(h))×T−i

bki (ti)(s−i, t−i)vi(si, s−i)

= bki (ti)(S−i(h) × T−i)

×
∑

(s−i,t−i)∈S−i(h)×T−i

βi(fi(ti), h)(s−i, f−i(t−i))ui(z(s′i, s−i))

+
∑

(s−i,t−i)∈(S−i\S−i(h))×T−i

bki (ti)(s−i, t−i)vi(si, s−i)

= bki (ti)(S−i(h) × T−i)ui(s
′
i, βi(fi(ti), h))

+
∑

(s−i,t−i)∈(S−i\S−i(h))×T−i

bki (ti)(s−i, t−i)vi(si, s−i)

> bki (ti)(S−i(h) × T−i)ui(si, βi(fi(ti), h))

+
∑

(s−i,t−i)∈(S−i\S−i(h))×T−i

bki (ti)(s−i, t−i)vi(si, s−i)

=
∑

(s−i,t−i)∈S−i(h)×T−i

bki (ti)(s−i, t−i)vi(si, s−i)

+
∑

(s−i,t−i)∈(S−i\S−i(h))×T−i

bki (ti)(s−i, t−i)vi(si, s−i)
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= vki (si, bi(ti)),

donde (5.2) y (5.3) se utilizaron en la tercera igualdad, y la desigualdad se obtiene de
(5.1) y el hecho de que bki (ti(S−i(h) × T−i) > 0, con lo que tenemos el resultado. ■

Demostración (Lema 5.2). Primero demostramos que respeto de preferencias implica
creencia en racionalidad futura.

Sea h ∈ Hi. Supongamos que fi(ti) no cree en la racionalidad futura de j en h.
Entonces

βi(fi(ti), h)(sj, fj(tj)) > 0

para alguna sj ∈ Sj(h
′) que es una estrategia subóptima para fj(tj) en algún h′ que

sigue débilmente a h.
Por el lema 5.1 existe ŝj ∈ Sj(h) ∩ Sj(h

′) tal que tj prefiere ŝj a sj. Por hipótesis,
ti respeta las preferencias de j, por lo que debe considerar (ŝj, tj) infinitamente más
probable que (sj, tj). Por lo tanto, existe k tal que bki (ti)(ŝj, tj) > 0 y bmi (ti)(sj, tj) = 0
para toda m ≤ k. Como ŝj ∈ Sj(h), tenemos que

βi(fi(ti), h)(sj, fj(tj)) = 0

por construcción de la creencia condicional en h. Pero esto es una contradicción. Aśı,
fi(ti) cree en la racionalidad futura de j en h para todo h ∈ Hi.

De forma similar, demostraremos que respecto de preferencias implica creencia en
racionalidad pasada restringida.

Sea h ∈ Hi. Supongamos que fi(ti) no cree en la racionalidad pasada restringida
de j en h. Entonces

βi(fi(ti), h)(sj, fj(tj)) > 0

para alguna sj ∈ Sj(h) ∩ Sj(h
′′) que es una estrategia subóptima para fj(tj) entre las

estrategias en Sj(h)∩Sj(h
′′) en h′′ que precede débilmente a h. Por el lema 5.1, existe

ŝj ∈ Sj(h) ∩ Sj(h
′′) tal que tj prefiere ŝj a sj. Por hipótesis, tj respeta las preferencias

de j, por lo que debe considerar (ŝj, tj) infinitamente más probable que (sj, tj). Como
ŝj ∈ Sj(h), entonces por construcción de la creencia condicional en h

βi(fi(ti), h)(sj, fj(tj)) = 0

que es una contradicción. Por lo tanto, fi(ti) cree en la racionalidad pasada de j en h.
Finalmente, por construcción tenemos que fi(ti) satisface actualización bayesiana. ■

Demostración (Lema 5.3). Dado un tipo ti ∈ Ti del juego normal, definimos el
conjunto T ∗(ti) como el conjunto de tipos en la jerarqúıa de creencias de ti en la
forma normal del juego. En otras palabras T ∗(ti) es el conjunto más pequeño con la
propiedad de que ti ∈ T ∗(ti), y que para todo tj ∈ T ∗(ti), si tj considera tk posible,
entonces tk ∈ T ∗(ti).

De forma análoga, para un tipo t̂i ∈ T̂i del juego dinámico, definimos el conjunto
T̂ ∗(t̂i) como el conjunto de tipos en la jerarqúıa de creencias de t̂i en la forma dinámica
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del juego. Es decir, T̂ ∗(t̂i) es el conjunto más pequeño tal que t̂i ∈ T̂ ∗(t̂i), y que para
todo t̂j ∈ T̂ ∗(t̂i), si βj(t̂j, h)(sk, t̂k) > 0 para algún h ∈ Hj, entonces t̂k ∈ T̂ ∗(t̂i).

Sea ti ∈ Ti para el cual podemos construir el conjunto T ∗(ti). Como ti es propia-
mente racionalizable, todo tipo en T ∗(ti) es cauteloso y respeta las preferencias del
oponente.

Por construcción, todo tipo en T ∗(ti) induce un tipo en T̂ ∗(fi(ti)). Por el lema 5.2,
todos los tipos en T̂ ∗(fi(ti)) creen en la racionalidad futura y pasada restringida de los
oponentes, y creenc que los oponentes satisfacen actualización bayesiana.

Entonces por definición, como todos los tipos en T̂ ∗(fi(ti)) solamente se refieren
a tipos en T̂ ∗(fi(ti)), todos expresan creencia común en racionalidad futura y pasada
restringida y creencia común en actualización bayesiana.

En particular, dado que fi(ti) ∈ T̂ ∗(fi(ti)), entonces fi(ti) expresa creencia común
en racionalidad futura y pasada restringida y creencia común en actualización bayesiana.

■

Demostración (Teorema 5.1). Como si es propiamente racionalizable, existe un tipo
ti que es propiamente racionalizable tal que si es óptima para ti. Por el lema 5.3, fi(ti)
expresa creencia común en racionalidad futura y pasada restringida y creencia común
en actualización bayesiana.

Ahora mostramos que si también es óptima para el tipo fi(ti) en todo conjunto de
información h ∈ Hi(si).

Supongamos que si es subóptima para fi(ti) en el conjunto de información h. Por
el lema 5.1, si elegimos h′ = h, existe una estrategia ŝi ∈ Si(h) tal que ti prefiere ŝi a
si. Entonces si no es óptima para ti, lo cual es una contradicción. ■

Para la demostración del teorema 5.2 requerimos algunos resultados auxiliares, y
la construcción de un modelo epistémico de acuerdo al algoritmo, y tal que tenga
las propiedades que deseamos. Para empezar, enunciamos el siguiente resultado, que
originalmente se demostró para 2 jugadores por Pearce [63], para el cual una prueba
más general se puede encontrar en el libro de Perea [65].

Teorema 5.3 (Lema de Pearce). Considere un problema de decisión reducido Γk
i (h) =

Sk
i (h), Sk

−i(h)), Ai ⊆ Sk
i (h) y si ∈ Ai. Entonces si es óptima entre las estrategias en Ai

para alguna creencia bi ∈ ∆(Sk
−i(h)) si y sólo si si no está estrictamente dominada en

Sk
−i(h) por una randomización en Ai.

Para i ∈ I, h ∈ Hi y k ≥ 1 sea Bk
−i(h) el conjunto de combinaciones de estrategias

de los oponentes s−i = (sj)j ̸=i ∈ S−i(h) tales que existe un tipo ti que expresa creencia
en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden k el cual asigna probabilidad
positiva a s−i en h.

Lema 5.4. Para todo jugador i ∈ I, todo conjunto de información h ∈ Hi y todo
k ≥ 1 tenemos que Bk

−i(h) ⊆ Sk
−i(h).
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Demostración. Demostramos la afirmación por inducción en k.
Sea k = 1. Consideremos un jugador i ∈ I, un conjunto de información h ∈ Hi

y sea s−i ∈ B1
−i(h). Entonces existe un tipo ti que expresa creencia en racionalidad

futura y pasada restringida hasta el orden 1 el cual asigna probabilidad positiva a s−i

en h.
Ahora consideremos un oponente j ̸= i. Como ti cree en la racionalidad futura

y pasada restringida de j, entonces para todo h′ ∈ Hj(sj) que sigue débilmente a h
podemos encontrar una creencia condicional βj(tj, h

′) para la cual sj es óptima entre
las estrategias en Sj(h

′), y para todo h′′ ∈ Hj(sj) que precede débilmente a h pode-
mos encontrar una creencia condicional βj(tj, h

′′) para la cual sj es óptima entre las
estrategias en Sj(h) ∩ Sj(h

′′).
Por el lema de Pearce, para todo h′ ∈ Hj(sj) que sigue débilmente a h, sj no

está estrictamente dominada en S0
−j(h

′) por una randomización en Sj(h
′); y para todo

h′′ ∈ Hj(sj) que precede débilmente a h, sj no está estrictamente dominada en S0
−j(h

′′)
por una randomización en Sj(h)∩Sj(h

′′). Por lo tanto, s−i ∈ S1
−i(h), es decir B1

−i(h) ⊆
S1
−i(h), y esto es cierto para todos los jugadores i ∈ I y todo conjunto de información

h ∈ Hi.
Ahora revisamos el paso de inducción. Fijamos k ≥ 2 y suponemos que para todo

jugador i ∈ I y todo conjunto de información h ∈ Hi, B
k−1
−i (h) ⊆ Sk−1

−i (h).
Consideremos un jugador i, y sea s−i ∈ Bk

−i(h). Entonces existe un tipo ti que
expresa creencia en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden k el cual
asigna probabilidad positiva a s−i en h.

Sea j ̸= i un oponente. Entonces existe un tipo tj que expresa creencia en racional-
idad futura y pasada restringida hasta el orden k − 1 tal que sj es óptima para tj en
todo h′ ∈ Hj(sj) que sigue débilmente a h entre las estrategias en Sj(h

′), y en todo
h′′ ∈ Hj(sj) que precede débilmente a h entre las estrategias en Sj(h) ∩ Sj(h

′′).
Por inducción, como tj asigna en todo h′ ∈ Hj probabilidad positiva solamente a

estrategias de los oponentes en Bk−1
−j (h′), entonces tj debe asignar, en todo h′ ∈ Hj,

probabilidad positiva solamente a estrategias de los oponentes en Sk−1
−j (h′). Entonces

sj es óptima en todo h′ ∈ Hj(sj) que siga débilmente a h entre las estrategias en
Sj(h

′) para alguna creencia condicional βj(tj, h
′) en Sk−1

−j (h′), y en toda h′′ ∈ Hj(sj)
que precede débilmente a h entre las estrategias en Sj(h)∩Sj(h

′′) para alguna creencia
condicional βj(tj, h

′′) en Sk−1
−j (h′′).

Por el lema de Pearce, en todo h′ ∈ Hj(sj) que sigue débilmente a h, sj no
estéstrictamente dominada en Sk−1

−j (h′) por una randomización en Sj(h
′), y en todo

h′′ ∈ Hj(sj) que precede débilmente a h, sj no está estrictamente dominada en Sk−1
−j (h′)

por una randomización en Sj(h) ∩ Sj(h
′′). Por lo tanto, s−i ∈ Sk

−i(h), y entonces
Bk

−i(h) ⊆ Sk
−i(h), y esto se cumple para todo i ∈ I y todo h ∈ Hi. ■

Para i ∈ I y k ≥ 1 sea BRk
i el conjunto de estrategias para el jugador i que

son óptimas para algún tipo que expresa creencia en racionalidad futura y pasada
restringida hasta el orden k y creencia común en actualización bayesiana. Además,
definimos Sk

i = {si ∈ Si | si ∈ Sk
i (h) para todo h ∈ Hi(si)}.
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Lema 5.5. Para todo jugador i ∈ I y todo k ≥ 1, BRk
i ⊆ Sk+1

i .

Demostración. Sean i ∈ I y k ≥ 1. Sea si ∈ BRk
i , entonces existe un tipo ti

que expresa creencia en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden k tal
que si es óptima para ti en todo h ∈ Hi(si). Por definición, en todo h ∈ Hi(si),
ti asigna probabilidad positiva a s−i sólo si s−i ∈ Bk

−i(h). Por el lema 5.4, en todo
h ∈ Hi(si), ti asigna probabilidad positiva a s−i solamente si s−i ∈ Sk

−i(h). Por lo
tanto, si es óptima en h ∈ Hi(si) para alguna creencia condicional βi(ti, h) en Sk

−i(h).
Por el lema de Pearce, si no está estrictamente dominada en h ∈ Hi(si) en Sk

−i(h) por
una randomización en Si(h). Esto implica que si sobrevive el (k + 1)-ésimo paso del
algoritmo, es decir, si ∈ Sk+1

−i . Entonces tenemos que BRk
i ⊆ Sk+1

i . ■

Lema 5.6. Sea βi = (βi(h))h∈Hi
un vector de creencias condicionales, tal que βi(h) ∈

∆(S−i(h)) para todo h ∈ Hi. Sean h′, h′′ ∈ Hi tales que h′ precede a h′′, βi(h
′)(S−i(h

′′)) >
0, y

βi(h
′′)(s−i) =

βi(h
′)(s−i)

βi(h′)(S−i(h′′))

para toda s−i ∈ S−i(h
′′). Consideremos algún h ∈ H y si ∈ Si(h) ∩ Si(h

′′), y supon-
gamos que si es óptima para βi(h

′) entre las estrategias en Si(h) ∩ Si(h
′). Entonces si

es óptima para βi(h
′′) entre las estrategias en Si(h) ∩ Si(h

′′).

Demostración. Supongamos que si es óptima para βi(h
′) entre las estrategias en

Si(h) ∩ Si(h
′). Entonces

ui(si, βi(h
′)) =

∑
s−i∈S−i(h′)

βi(h
′)(s−i)ui(z(si, s−i))

=
∑

s−i∈S−i(h′′)

βi(h
′)(s−i)ui(z(si, s−i))

+
∑

s−i∈S−i(h′)\S−i(h′′)

βi(h
′)(s−i)ui(z(si, s−i))

= βi(h
′)(S−i(h

′′))
∑

s−i∈S−i(h′′)

βi(h
′′)(s−i)ui(z(si, s−i))

+
∑

s−i∈S−i(h′)\S−i(h′′)

βi(h
′)(s−i)ui(z(si, s−i))

= βi(h
′)(S−i(h

′′))ui(si, βi(h
′′))

+
∑

s−i∈S−i(h′)\S−i(h′′)

βi(h
′)(s−i)ui(z(si, s−i)).

La tercera igualdad se sigue de que

βi(h
′′)(s−i) =

βi(h
′)(s−i)

βi(h′)(S−i(h′′))
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para toda s−i ∈ S−i(h
′′).

Supongamos ahora, que si no es óptima para βi(h
′′) entre las estrategias en Si(h)∩

Si(h
′′). Es decir, que existe una estrategia s′i ∈ Si(h) ∩ Si(h

′′) para la cual

ui(si, βi(h
′′)) < ui(s

′
i, βi(h

′′))

Sea s′′i la estrategia que coincide con s′i en todos los conjuntos de información en
Hi que siguen débilmente a h′′, y que coincide con si en todos los otros conjuntos de
información en Hi. Como si, s

′
i ∈ Si(h)∩Si(h

′′) se sigue que s′′i ∈ Si(h)∩Si(h
′′). Como

h′ precede a h′′, entonces s′′i ∈ Si(h) ∩ Si(h
′). Más aun, por la construcción de s′′i

ui(s
′′
i , βi(h

′)) = βi(h
′)(S−i(h

′′))ui(s
′′
i , βi(h

′′))

+
∑

s−i∈S−i(h′)\S−i(h′′)

βi(h
′)(s−i)ui(z(s′′i , s−i))

= βi(h
′)(S−i(h

′′))ui(s
′
i, βi(h

′′))

+
∑

s−i∈S−i(h′)\S−i(h′′)

βi(h
′)(s−i)ui(z(si, s−i))

> βi(h
′)(S−i(h

′′))ui(si, βi(h
′′))

+
∑

s−i∈S−i(h′)\S−i(h′′)

βi(h
′)(s−i)ui(z(si, s−i))

= ui(si, βi(h
′)).

donde la desigualdad viene de la suposición que βi(h
′)(S−i(h

′′)) > 0. Sin embargo, esto
significa que ui(s

′′
i , βi(h

′)) > ui(si, βi(h
′)). Como s′′i ∈ Si(h) ∩ Si(h

′), esto contradice la
suposición de que si era óptima para βi(h

′) entre las estrategias en Si(h) ∩ Si(h
′). Por

lo tanto, si debe ser óptima para βi(h
′′) entre las estrategias en Si(h) ∩ Si(h

′′). ■

Lema 5.7. Sean h, h′ ∈ Hi tales que h′ precede a h. Entonces si s−i ∈ Sk
−i(h

′)∩S−i(h)
entonces tenemos que s−i ∈ Sk

−i(h).

Demostración. Sea s−i ∈ S − −ik(h′) ∩ S−i(h). Entonces para todo jugador j ̸= i,
tenemos que para todo conjunto de información h′′ ∈ Hj(sj) que sigue débilmente a h′

que sj no está estrictamente dominada en Sk−1
−j por una randomización en Sj(h

′′), y que
para todo conjunto de información h′′′ ∈ Hj(sj) que precede débilmente a h′ que sj no
está estrictamente dominada en Sk−1

−j (h′′′) por una randomización en Sj(h
′) ∩ Sj(h

′′′).
Tomemos un conjunto de información h′′ ∈ Hj(sj) que sigue débilmente a h. En-

tonces h′′ sigue débilmente a h′, y en este caso ya sabemos que sj no está estrictamente
dominada en Sk−1

−j (h′′) por una randomización en Sj(h
′′).

Ahora tomemos un conjunto de información h′′′ ∈ Hj(sj) que precede débilmente a
h. Tenemos dos casos: ya sea que h′′′ sigue débilmente a h′, o h′′′ precede débilmente
a h′.

En el primer caso, como h′′′ sigue débilmente a h′ entonces sabemos que sj no
está estrictamente dominada en Sk−1

−j (h′′′) por una randomización en Sj(h
′′′), y como
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Sj(h)∩Sj(h
′′′) ⊆ Sj(h

′′′), entonces sj no está estrictamente dominada en Sk−1
−j (h′′′) por

una randomización en Sj(h) ∩ Sj(h
′′′).

En el segundo caso, como h′′′ precede débilmente a h′, entonces sabemos que sj no
está estrictamente dominada en Sk−1

−j (h′′′) por una randomización en Sj(h
′) ∩ Sj(h

′′′).

Como Sj(h) ⊆ Sj(h
′), concluimos que sj no está estrictamente dominada en Sk−1

−j por
una randomización en Sj(h) ∩ Sj(h

′′′).
Juntando todos los resultados, tenemos que s−i ∈ Sk

−i(h).

Definimos para cada i ∈ I, h ∈ H y k ≥ 1 el conjunto Rk
i (h) de estrategias si ∈ Si(h)

tal que si no está estrictamente dominada en Sk−1
−i (h′) para todo h′ ∈ Hi(si) que sigue

débilmente a h entre las estrategias en Si(h
′), y si no está estrictamente dominada en

Sk−1
−i (h′′) para todo h′′ ∈ Hi(si) que precede débilmente a h entre las estrategias en

Si(h) ∩ Si(h
′′). Observamos que Rk

i (h) ⊆ Sk
i (h) para todo i ∈ I, h ∈ H y k ≥ 1.

Supongamos que el algoritmo termina después de K pasos, es decir SK+1
i (h) =

SK
i (h) y SK+1

−i (h) = SK
−i(h) para todo jugador i ∈ I y todo conjunto de información

h ∈ Hi. Para demostrar que Sk+1
i ⊆ BRk

i construimos un modelo epistémico con las
siguientes caracteŕısticas:

1. Para todo conjunto de información h, todo jugador i y toda estrategia si ∈ R1
i (h)

hay un tipo tsi,hi tal que si es óptima para tsi,hi en todo h′ ∈ Hi(si) que sigue
débilmente a h entre las estrategias en Si(h

′), y en todo h′′ ∈ Hi(si) que precede
débilmente a h entre las estrategias en Si(h) ∩ Si(h

′′).

2. Para k ≥ 2, si si ∈ Rk
i (h) entonces el tipo asociado tsi,hi ) expresa creencia en

racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden k − 1.

3. Si si ∈ RK
i (h) entonces el tipo asociado tsi,hi expresa creencia común en raciona-

lidad futura y pasada restringida.

4. Todos los tipos satisfacen actualización bayesiana.

5.7.1 Construcción del modelo epistémico

Empezamos construyendo las creencias del modelo. Para i ∈ I y un conjunto de
información h ∈ H, definimos el conjunto Dk

i (h) = Rk
i (h) \Rk+1

i (h) para toda k ≥ 1.
Sea k ∈ {1, 2, . . . , K − 1} y si ∈ Dk

i (h). Por definición y el lema de Pearce, para
cada h′ ∈ Hi(si) que sigue débilmente a h existe una creencia condicional β̂si,h

i (h′) sobre

Sk−1
−i (h′) tal que si es óptima para β̂si,h

i (h′) entre las estrategias en Si(h
′), y para cada

h′′ ∈ Hi(si) que precede débilmente a h existe una creencia condicional β̂si,h
i (h′′) sobre

Sk−1
−i (h′′) tal que si es óptima para β̂si,h

i (h′′) entre las estrategias en Si(h)∩Si(h
′′). Para

cualquier otro h′′′ ∈ Hi definimos β̂si,h
i (h′′′) sobre Sk−1

−i (h′′′) de forma arbitraria.
Consideremos si ∈ RK

i (h). Entonces si ∈ RK+1
i (h) también. Por definición de

RK+1
i (h), para todo h′ ∈ Hi(si) que sigue débilmente a h existe una creencia condicional

β̂si,h
i (h′) sobre SK

−i(h
′) tal que si es óptima para β̂si,h

i (h′) entre las estrategias en Si(h
′),
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y para cada h′′ ∈ Hi(si) que precede débilmente a h existe una creencia condicional
β̂si,h
i (h′′) sobre SK

−i(h
′′) tal que si es óptima para β̂si,h

i (h′′) entre las estrategias en

Si(h) ∩ Si(h
′′). Para cualquier otro h′′′ ∈ Hi definimos β̂si,h

i (h′′′) sobre SK
−i(h

′′′) de
forma arbitraria.

Para cada k ≥ 1 y todo h′ ∈ Hi, definimos Rk
−i(h

′) = ×j ̸=i R
k
j (h′). Entonces,

por construcción, Sk
−i(h

′) = Rk
−i(h). Por lo tanto, para toda si ∈ Dk

i (h) con k ∈
{1, 2, . . . , K − 1}, tenemos que β̂si,h

i (h′) ∈ ∆(Rk−1
−i (h′)) para todo h′ ∈ Hi. Además,

para toda si ∈ RK
i (h) tenemos que β̂si,h

i (h′) ∈ ∆(RK
−i(h

′)) para todo h′ ∈ Hi.

Sea si ∈ R1
i (h). Transformamos el vector condicional β̂si,h

i = (β̂si,h
i (h′))h′∈Hi

en un vector condicional βsi,h
i que satisface actualización bayesiana de la siguiente

forma. Consideremos un conjunto de información h′ ∈ Hi. Supongamos primero
que existe algún h′′ ∈ Hi que precede a h′ tal que β̂si,h

i (h′′)(S−i(h
′)) > 0. Entonces,

tomemos a h′′ como aquel único conjunto de información en Hi tal que h′′ precede
a h′, β̂si,h

i (h′′)(S−i(h
′)) > 0, y el cual no tiene algún h′′′ ∈ Hi que preceda a h′′ con

β̂si,h
i (h′′′)(S−i(h)) > 0. En este caso, definimos

βsi,h
i (h′)(s−i) =

β̂si,h
i (s′′)(s−i)

β̂si,h
i (h′′)(S−i(h′))

(5.4)

para toda s−i ∈ S−i(h
′). Si, por otro lado, no existe h′′ ∈ Hi que preceda a h′ tal que

β̂si,h
i (h′′)(S−i(h

′)) > 0, entonces definimos

βsi,h
i (h′)(s−i) = β̂si,h

i (h′)(s−i) (5.5)

para toda s−i ∈ S−i(h
′).

Por construcción, el vector de creencias condicionales βsi,h
i satisface actualización

bayesiana. Ahora mostramos que, para todo h′ ∈ Hi(si) que precede o sigue débilmente
a h, la estrategia si es óptima para βsi,h

i (h′) entre las estrategias en Si(h
′) ∩ Si(h).

Consideremos algún h′ ∈ Hi(si) que precede o sigue débilmente a h. Si no existe
h′′ ∈ Hi que preceda a h′ con β̂si,h

i (h′′)(S−i(h
′)) > 0 entonces por (5.5), βsi,h

i (h′) =

β̂si,h
i (h′). Dado que, por construcción, si es óptima para β̂si,h

i (h′) entre las estrate-
gias en Si(h) ∩ Si(h

′) se sigue que si es óptima para βsi,h
i (h′) entre las estrategias en

Si(h) ∩ Si(h
′). Supongamos ahora que existe alguna h′′ ∈ Hi que precede a h′ tal

que β̂si,h
i (h′′)(S−i(h

′)) > 0. Entonces βsi,h
i (h′) se obtiene de β̂si,h

i (h′′) por (5.4), donde

h′′ ∈ Hi precede a h′, β̂si,h
i (h′′)(S−i(h

′)) > 0, y no existe h′′′ ∈ Hi que preceda a h′′

tal que β̂si,h
i (h′′′)(S−i(h

′)) > 0. Por construcción, si es óptima para β̂si,h
−i (h′′) entre las

estrategias en Si(h) ∩ Si(h
′′). Como h′′ ∈ Hi precede a h′ ∈ Hi , por (5.5) y el lema

5.6 tenemos que si es óptima para βsi,h
i (h′) entre las estrategias en Si(h) ∩ Si(h

′). Por
lo tanto, concluimos que para todo h′ ∈ Hi(si) que precede o sigue débilmente a h, la
estrategia si es óptima para βsi,h

i (h′) entre las estrategias en Si(h) ∩ Si(h
′).

Supongamos que si ∈ Dk
i (h) para alguna k ∈ {1, 2, . . . , K−1}. Demostraremos que

βsi,h
i (h′) ∈ ∆(Rk−1

−i (h′)) para toda h′ ∈ Hi. Tomemos alguna h′ ∈ Hi, y supongamos que

no existe h′′ ∈ Hi que preceda a h′ tal que β̂si,h
i (h′′)(S−i(h

′)) > 0. Entonces, por (5.5),
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βsi,h
i (h′) = β̂si,h

i (h′). Dado que β̂ ∈ ∆Rk−1
−i (h′)), se sigue que βsi,h

i (h′) ∈ ∆(Rk−1
−i (h′)).

Por otra parte, supongamos que existe h′′ ∈ Hi que precede a h′ con β̂si,h
i (h′′)(S−i(h

′)) >

0. Entonces βsi,h
i (h′) se obtiene de β̂si,h

i (h′′) mediante (5.4), donde h′′ ∈ Hi precede a h′,

β̂si,h
i (h′′)(S−i(h

′)) > 0, y no existe h′′′ ∈ Hi que preceda a h′′ con β̂si,h
i (h′′′)(S−i(h

′)) > 0.
Tomemos alguna s−i ∈ S−i(h

′) con βsi,h
i (h′)(s−i) > 0. Por (5.4) debemos tener que

β̂si,h
i (h′′)(s−i) > 0. Por la primera parte, tenemos que β̂si,h

i (h′′) ∈ ∆(Rk−1
−i (h′′)), lo

que quiere decir que s−i ∈ T k−1
−i (h′′). Por lo tanto, s−i ∈ Rk−1

−i (h′′) ∩ S−i(h
′). Como

Rk−1
−i (h′′) = Sk−1

−i (h′′), sabemos que s−i ∈ Sk−1
−i (h′′) ∩ S−i(h

′). Como h′′ precede a h′,
por el lema 5.7, s−i ∈ Sk−1

−i (h′) = Rk−1
−i (h′). Esto se cumple para toda s−i ∈ S−i(h

′) con

βsi,h
i (h′)(s−i) > 0, y podemos concluir que βsi,h

i (h′) ∈ ∆(Rk−1
−i (h′)). De forma análoga

se puede demostrar que para toda si ∈ RK
i (h), tenemos que βsi,h

i (h′) ∈ ∆(RK
−i(h

′))
para todo h′ ∈ Hi.

Ahora procedemos con la construcción de tupos para el modelo epistémico. Para
el jugador i ∈ I definimos el conjunto de tipos Ti = {tsi,ji | h ∈ H y si ∈ R1

i (h)}. Para
cada jugador i ∈ I, cada conjunto de información h ∈ H y cada k ∈ {1, 2, . . . , K}, sea
TK
i (h) = {tsi,hi | si ∈ Rk

i (h)}. Dado que RK
i (h) ⊆ RK−1

i (h =⊆ · · · ⊆ R2
i (h) ⊆ R1

i (h),
entonces TK

i (h) ⊆ TK−1
i (h) ⊆ · · · ⊆ T 2

i (h) ⊆ T 1
i (h). para todo jugador i ∈ I y todo

conjunto de información h ∈ H.
Por el lema 5.7 sabemos que para todo jugador i ∈ I, toda k ≥ 1 y cualesquiera dos

conjuntos de información h, h′ donde h precede a h′ se cumple que Rk
i (h) ∩ Si(h

′) ⊆
Rk

i (h′). Por lo tanto, si tsi,hi ∈ T k
i (h), con si ∈ Rk

i (h)∩Si(h
′), entonces si ∈ Rk

i (h′). En

tal caso, los tipos tsi,hi y tsi,h
′

i son idénticos, y formalmente tendremos que tsi,hi = tsi,h
′

i

cuando h precede a h′ y si ∈ Si(h
′).

Para cada jugador i ∈ I y cada conjunto de información h ∈ H construimos las
creencias para cada tipo en T 1

i (h).
Consideremos tsi,hi tal que si ∈ D1

i (h), es decir, tsi,hi ∈ T 1
i (h) \ T 2

i (h). Definimos
el vector de creencias condicionales βi(t

si,h
i ) de la siguiente forma: para cada j ̸= i

tomamos un tipo arbitrario t̂j y consideramos un conjunto de información h′ ∈ Hi.
Definimos

βi(t
si,h
i , h′)((sj, tj)j ̸=i) =

{
βsi,h
i (h′)((sj)j ̸=i) si tj = t̂j para todo j ̸= i

0 en otro caso

Entonces en todo h′ ∈ Hi, el tipo tsi,hi tiene la misma creencia acerca de las estrate-
gias elegidas por los opoentes que βsi,h

i . Mas aun, tsi,hi satisface actualización bayesiana,
ya que βsi,h

i satisface actualización bayesiana. Por construcción de las creencias, si es
óptima para βsi,h

i (h′) en todo h′ ∈ Hi(si) que sigue débilmente a h entre las estrategias
en Si(h

′), y si es óptima para βsi,h
i (h′′) en todo h′′ ∈ Hi(si) que precede débilmente a

h entre las estrategias en Si(h) ∩ Si(h
′′).

Por lo tanto, si es óptima para el tipo tsi,hi en todo h′ ∈ Hi(si) que sigue débilmente
a h entre las estrategias en Si(h

′) y en todo h′′ ∈ Hi(si) que precede débilmente a h
entre las estrategias en Si(h) ∩ Si(h

′′).
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Ahora consideremos tsi,hi con si ∈ Dk
i (h) para algún k ∈ {2, 3, . . . , K − 1}. Por lo

tanto, tsi,hi ∈ T k
i (h)\T k+1

i (h). Definimos el vector de creencias condicionales βi(t
si,h
i ) de

la siguiente forma: para cada conjunto de información h′ ∈ Hi, la creencia condicional
en h′ acerca de las combinaciones estrategia-tipo de los oponentes βi(t

si,h
i , h′) está dada

por:

βi(t
si,h
i , h′)((sj, tj)j ̸=i) =

{
βsi,h
i (h′)((sj)j ̸=i) si tj = t

sj ,h
′

j para todo j ̸= i

0 en otro caso
(5.6)

Mostramos primero que el tipo tsi,hi satisface actualización bayesiana. Supongamos
que h′, h′′ ∈ Hi son tales que h′ precede a h′′ y βi(t

si,h
i )(S−i(h

′′) × T−i) > 0. Entonces
por (5.6), βsi,h

i (S−i(h
′′)) > 0. Como βsi,h

i satisface actualización bayesiana, entonces
tenemos que

βsi,h
i (h′′)((sj)j ̸=i) =

βsi,h
i (h′)((sj)j ̸=i)

βsi,h
i (h′)(S−i(h′′))

(5.7)

para toda (sj)j ̸=i ∈ S−i(h
′′). Consideramos el caso en que βi(t

si,h
i , h′′)((sj, tj)j ̸=i) > 0.

Entonces por (5.6), tj = t
sj ,h

′′

j para todo j ̸= i. Como sj ∈ Sj(h
′′) y h′ precede a h′′

sabemos por construcción que t
sj ,h

′

j = t
sj ,h

′′

j para todo j ̸= i. Esto implica que

βi(t
si,h
i , h′′)((sj, tj)j ̸=i) = βi(t

si,h
i , h′′)((sj, t

sj ,h
′′

j )j ̸=i)

= βsi,h
i (h′′)((sj)j ̸=i)

=
βsi,h
i (h′)((sj)j ̸=i)

βsi,h
i (h′)(S−i(h′′))

=
βi(t

si,h
i , h′)((sj, t

sj ,h
′

j )j ̸=i)

βi(t
si,h
i , h′)(S−i(h′′) × T−i)

=
βi(t

si,h
i , h′)((sj, t

sj ,h
′′

j )j ̸=i)

βi(t
si,h
i , h′)(S−i(h′′) × T−i)

=
βi(t

si,h
i , h′)((sj, tj)j ̸=i)

βi(t
si,h
i , h′)(S−i(h′′) × T−i)

.

La primera y la última igualdad se siguen del hecho de que tj = t
sj ,h

′′

j para todo j ̸= i,
la segunda igualdad se sigue de (5.6) aplicado a h′′, la tercera igualdad se sigue de
(5.7), la cuarta iguialdad se sigue de (5.6) aplicado a h′ y la quinta igualdad se sigue

del hecho de que t
sj ,h

′

j = t
sj ,h

′′

j para todo j ̸= i. Por lo tanto, podemos concluir que

tsi,hi satisface actualización bayesiana.
Por construcción de las creencias, la estrategia si es óptima para βsi,h

i (h′) en todo
h′ ∈ Hi(si) que sigue débilmente a h entre las estrategias en Si(h

′) y si es óptima
para βsi,h

i (h′′) en todo h′′ ∈ Hi(si) que precede débilmente a h entre las estrategias en
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Si(h) ∩ Si(h
′′). Por lo tanto, si es óptima para el tipo tsi,hi en todo h′ ∈ Hi(si) que

sigue débilmente a h entre las estrategias en Si(h
′) y en todo h′′ ∈ Hi(si) que precede

débilmente a h entre las estrategias en Si(h) ∩ Si(h
′′).

Recordemos que en todo h′ ∈ Hi(si) la creencia βsi,h
i ∈ ∆(Rk−1

−i (h′)) asigna proba-
bilidad positiva solamente a las estrategias de los oponentes en Rk−1

j (h′). Por lo tanto

el tipo tsi,hi asigna en cada h′ ∈ Hi probabilidad positiva solamente a los tipos de los

oponentes t
sj ,h

′

j donde sj ∈ Rk−1
j (h′). Es decir, el tipo tsi,hi asigna en todo h′ ∈ Hi

probabilidad positiva solamente a tipos de los oponentes que están en T k−1
j (h′).

Por último, consideremos tipos tsi,hi con si ∈ RK
i (h), es decir, tsi,hi ∈ TK

i (h). Defi-
nimos el vector de creencias condicionales βi(t

si,h
i ) como sigue: para todo h′ ∈ Hi sea

βi(t
si,h
i , h′) la creencia condicional en h′ acerca de las combinaciones estrategia-tipo de

los oponentes dada por:

βi(t
si,h
i , h′)((sj, tj)j ̸=i) =

{
βsi,h
i (h′)((sj)j ̸=i) si tj = t

sj ,h
′

j para todo j ̸= i

0 en otro caso

De forma similar a lo que se trabajó anteriormente podemos concluir que tsi,hi sa-
tisface actualización bayesiana, que la estrategia si es óptima para el tipo tsi,hi en todo
h′ ∈ Hi(si) que sigue débilmente a h entre las estrategias en Si(h

′) y en todo h′′ ∈ Hi(si)
que precede débilmente a h entre las estrategias en Si(h) ∩ Si(h

′′), y que el tipo tsi,hi

asigna en todo h′ ∈ Hi probabilidad positiva solamente a los tipos de los oponentes en
TK
j (h′).

Con esto concluimos la construcción del modelo epistémico y procedemos a de-
mostrar algunas propiedades del mismo.

Lema 5.8. Para el modelo epistémico construido arriba, dado k ≥ 2, todo tipo ti ∈
T k
i (h) expresa creencia en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden k−1,

y creencia común en actualización bayesiana.

Demostración. Como todos los tipos del modelo epistémico satisfacen actualización
bayesiana, entonces todos los tipos expresan creencia común en actualización bayesiana.
Ahora demostramos el resto del lema por inducción sobre k.

Sea k = 2 y consideremos un jugador i ∈ I y un conjunto de información h ∈ H.
Sea ti ∈ T 2

i (h), entonces ti = tsi,hi para algún si ∈ R2
i (h). Por construcción, el tipo tsi,hi

asigna en cada h′ ∈ Hi probabilidad positiva solamente a las combinaciones estrategia-

tipo de los oponentes (sj, t
sj ,h

′

j ) donde sj ∈ R1
j (h

′) y t
sj ,h

′

j ∈ T 1
j (h′).

Para cada una de dichas combinaciones estrategia-tipo (sj, t
sj ,h

′

j ) la estrategia sj

es óptima para el tipo t
sj ,h

′

j en todo h′′ ∈ Hj(sj) que sigue débilmente a h′ entre
las estrategias en Sj(h

′′) y en todo h′′′ ∈ Hj(sj) que predece débilmente a h′ entre

las estrategias en Sj(h
′) ∩ Sj(h

′′′). Por lo tanto, el tipo tsi,hi asigna en todo h′ ∈ Hi

probabilidad positiva solamente a las combinaciones estrategia-tipo (sj, t
sj ,h

′

j ) donde sj

es óptima para t
sj ,h

′

j en todo h′′ ∈ Hj(sj) que sigue débilmente a h′ entre las estrategias
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en Sj(h
′′) y en todo h′′′ ∈ Hj(sj) que precede débilmente a h′ entre las estrategias en

Sj(h
′) ∩ Sj(h

′′′). Es decir, tsi,hi cree en la racionalidad futura y pasada restringida del

oponente, o en otras palabras, tsi,hi expresa creencia en racionalidad futura y pasada
restringida hasta el orden 1.

Ahora realizamos el paso de inducción. Sea k ≥ 3 fijo y supongamos que para
todo jugador i ∈ I y todo conjunto de información h ∈ H, se tiene que todo tipo
ti ∈ T k−1

i (h) expresa creencia en la racionalidad futura y pasada restringida hasta el
orden k − 2.

Consideremos un jugador i ∈ I y un conjunto de información h ∈ H. Sea ti ∈ T k
i (h),

es decir ti = tsi,hi para alguna si ∈ Rk
i (h). El tipo tsi,hi asigna en todo h′ ∈ Hi proba-

bilidad positiva solamente a combinaciones estrategia-tipo de los oponentes (sj, t
sj ,h

′

j )

donde sj ∈ Rk−1
j (h′) y t

sj ,h
′

j ∈ T k−1
j (h′). Para cada una de dichas combinaciones

estrategia-tipo, sj es óptima para el tipo t
sj ,h

′

j en todo h′′ ∈ Hj(sj) que sigue débilmente
a h′ entre las estrategias en Sj(h

′′) y en todo h′′′ ∈ Hj(sj) que precede débilmente a h′

entre las estrategias en Sj(h
′) ∩ Sj(h

′′′).

Por la hipótesis de inducción, dado que t
sj ,h

′

j ∈ T k−1
j (h′) entonces t

sj ,h
′

j expresa
creencia en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden k − 2. Entonces
tenemos que el tipo tsi,hi asigna en todo h′ ∈ Hi probabilidad positiva solamente a

combinaciones estrategia-tipo (sj, t
sj ,h

′

j ) donde sj es óptima para el tipo t
sj ,h

′

j en todo
h′′ ∈ Hj(sj) que sigue débilmente a h′ entre las estrategias en Sj(h

′′) y en todo h′′′ ∈
Hj(sj) que precede débilmente a h′ entre las estrategias en Sj(h

′) ∩ Sj(h
′′′), y el tipo

t
sj ,h

′

j ∈ T k−1
j (h′) expresa creencia en racionalidad futura y pasada restringida hasta

el orden k − 2. Por lo tanto, tsi,hi expresa creencia en racionalidad futura y pasada
restringida hasta el orden k−1. Esto es cierto para todo jugador i ∈ I y todo conjunto
de información h ∈ H, por lo que todo tipo ti ∈ T k

i (h) expresa creencia en racionalidad
futura y pasada restringida hasta el orden k − 1, para toda k ≥ 3. ■

Lema 5.9. Dado el modelo epistémico construido arriba, para toda k ≥ K − 1, todo
tipo ti ∈ TK

i (h) expresa creencia en racionalidad futura y pasada restringida hasta el
orden k y expresa creencia común en actualización bayesiana.

Demostración. Al igual que en el lema anterior, todos los tipos involucrados satis-
facen actualización bayesiana y por lo tanto expresan creencia común en actualización
bayesiana. El resto del lema se demuestra por inducción sobre k.

Sea k = K − 1. Por el lema 5.8 sabemos que todo tipo ti ∈ TK
i (h) expresa creencia

en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden K−1, con lo que el resultado
es cierto para k = K − 1.

Ahora realizamos el paso de inducción. Sea k ≥ K fija y supongamos que para
todo jugador i ∈ I y todo conjunto de información h ∈ H, se tiene que todo tipo
ti ∈ TK

i (h) expresa creencia en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden
k − 1. Consideremos un jugador i ∈ I, un conjunto de información h ∈ H y un tipo
ti ∈ TK

i (h), es decir ti = tsi,hi para alguna si ∈ RK
i (h). Por construcción, tsi,hi asigna en
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todo h′ ∈ Hi probabilidad positiva solamente a combinaciones estrategia-tipo (sj, t
sj ,h

′

j )

donde sj ∈ RK
j (h′) y t

sj ,h
′

j ∈ TK
j (h′). Para cada una de dichas combinaciones estrategia-

tipo (sj, t
sj ,h

′

j ) la estrategia sj es óptima para el tipo t
sj ,h

′

j en todo h′′ ∈ Hj(sj) que
sigue débilmente a h′ entre las estrategias en Sj(h

′′) y en todo h′′′ ∈ Hj(sj) que precede
débilmente a h′ entre las estrategias en Sj(h

′) ∩ Sj(h
′′′).

Por la hipótesis de inducción, todo tipo t
sj ,h

′

j ∈ TK
j (h′) expresa creencia en raciona-

lidad futura y pasada restringida hasta el orden k−1. Por lo tanto el tipo tsi,hi asigna en

todo h′ ∈ Hi probabilidad positiva solamente a combinaciones estrategia-tipo (sj, t
sj ,h

′

j )

donde sj es óptima para el tipo t
sj ,h

′

j en todo h′′ ∈ Hj(sj) que sigue débilmente a h entre
las estrategias en Sj(h

′′) y en todo h′′′ ∈ Hj(sj) que precede débilmente a h′ entre las

estrategias en Sj(h
′)∩Sj(h

′′′), y el tipo t
sj ,h

′

j ∈ TK
j (h′) expresa creencia en racionalidad

futura y pasada restringida hasta el orden k−1. Entonces el tipo tsi,hi expresa creencia
en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden k, y esto se cumple para
todo jugador i ∈ I y todo conjunto de información h ∈ H. Por lo tanto todo tipo
ti ∈ TK

i (h) expresa creencia en racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden
k, para toda k ≥ K − 1.

El siguiente resultado se sigue del lema 5.9 y la definición de creencia común en
racionalidad futura y pasada restringida.

Corolario 5.2. Dado el modelo epistémico construido arriba, todo tipo ti ∈ TK
i (h)

expresa creencia común en racionalidad futura y pasada restringida y expresa creencia
común en actualización bayesiana.

Finalmente, podemos demostrar el teorema 5.2.

Demostración (Teorema 5.2). La primera parte del teorema se puede reescribir como
BRk

i = Sk+1
i para todo jugador i ∈ I y toda k ∈ N.

Primero demostramos que Sk+1
i ⊆ BRk

i para todo jugador i ∈ I y toda k ∈ N.
Sean i ∈ I y k ≥ 1. Sea si ∈ Sk+1

i . Entonces si ∈ Sk+1
i (h) para todo h ∈ Hi(si). Esto

implica que si ∈ Rk+1
i (∅) donde ∅ es el primer conjunto de información del juego.

Por lo tanto, el tipo tsi,∅i está en T k+1
i (∅), y por el lema 5.8, tsi,∅i expresa creencia en

racionalidad futura y pasada restringida hasta el orden k y expresa creencia común en
actualización bayesiana. Más aun, si es óptima para tsi,∅i en todo h ∈ Hi(si) que sigue
débilmente a ∅ entre las estrategias en Si(h). Por lo tanto, si ∈ BRk

i . Es decir, toda
estrategia si ∈ Sk+1

i también está en BRk
i , por lo cual Sk+1

i ⊆ BRk
i , y esto se cumple

para todo i ∈ I y k ≥ 1.
Por el lema 5.5 ya sabemos que BRk

i ⊆ Sk+1
i de forma que BRk

i = Sk+1
i .

Para la segunda parte del teorema, consideremos una estrategia si que puede ser
elegida de forma racional por un tipo que expresa creencia común en racionalidad
futura y pasada restringida y que expresa creencia común en actualización bayesiana.
Entonces si ∈ BRk

i = Sk+1
i para toda k ∈ N, por lo que si sobrevive todos los pasos
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del algoritmo. Por lo tanto, toda estrategia si que puede ser elegida de forma racional
por un tipo que expresa creencia común en racionalidad futura y pasada restringida y
que expresa creencia común en actualización bayesiana sobrevive todos los pasos del
algoritmo.

Ahora, sea si una estrategia que sobrevive todos los pasos del algoritmo. Entonces
si ∈ SK

i (h) para toda h ∈ Hi(si). En particular si ∈ RK
i (∅), y por el corolario 5.2

sabemos que el tipo tsi,∅i ∈ TK
i (∅) expresa creencia común en racionalidad futura y

pasada restringida y expresa creencia común en actualización bayesiana. Más aun,
por la construcción del modelo epistémico, la estrategia si es óptima para el tipo tsi,∅i

en todo h ∈ Hi(si) que sigue débilmente a ∅ entre las estrategias en Si(h). Por lo
tanto, si es óptima para un tipo que expresa creencia común en racionalidad futura y
pasada restringida y que expresa creencia común en actualización bayesiana. Por ende,
toda estrategia si que sobrevive a todos los pasos del algoritmo es óptima para un tipo
que expresa creencia común en racionalidad futura y pasada restringida y que expresa
creencia común en actualización bayesiana. ■



Conclusiones

Los modelos presentados en el caṕıtulo 2 permiten estudiar situaciones en las cuáles los
jugadores desconocen el orden de decisión, ya sea solamente para ellos mismos o para
todos los jugadores. Esto permite también construir situaciones en las que algunas
reparticiones se puedan realizar de manera más justa al igualar hasta cierto grado
a los jugadores de una forma externa. Además, como se puede observar, los modelos
permiten flexibilidad al ser varios componentes los que pueden conocerse o desconocerse
para adaptarse de mejor forma a lo que se está estudiando. Para cada uno de estos
modelos se demostró la existencia de los equilibrios pertinentes.

Para permitir que los modelos se adaptaran mejor, se hacen los refinamientos del
caṕıtulo 3, y se pudo observar que bajo sensibilidad al riesgo, los jugadores se comportan
de la forma esperada: al ser propensos al riesgo, toman elecciones que los acercan a
las utilidades más grandes a pesar de una alta variabilidad, mientras que los jugadores
adversos al riesgo van por opciones más seguras que no tienen tanta variabilidad.

El trabajo mostrado en estos caṕıtulos es solamente un comienzo de lo que se
puede estudiar bajo estos modelos. Como se puede observar, los ejemplos trabajados
no son muy complejos ni consideran una gran cantidad de elecciones para cada ju-
gador, ni una gran cantidad de periodos de elección. Esto es debido a que se complica
rápidamente el procedimiento para encontrar los equilibrios conforme el problema crece
en sus componentes. Por ello, un primer punto de trabajo futuro consiste en estudiar
cómo aproximar los equilibrios dentro de estos modelos. Una segunda posibilidad de
trabajo a futuro consiste en permitir que, para los modelos con sensibilidad al riesgo,
el coeficiente que lo define dependa del nivel de riqueza de los jugadores, de tal man-
era que, al conocerse más información de la situación, ésta se pueda modelar de una
manera más cercana, además de permitirnos observar cómo estas variables externas
afectan en dichas situaciones para apegarnos más a la realidad.

En el caṕıtulo 5 se introdujo un nuevo concepto de razonamiento para juegos
dinámicos en el cual los jugadores suponen la racionalidad de los oponentes en el
futuro, mientras que también razonan en el pasado de una forma restringida solamente
a la parte pertinente del juego, que corresponde a aquella parte que permite que el
juego llegue al punto en el que se encuentran los jugadores en el presente. Además, se
mostró la relación de este concepto dinámico con racionalizabilidad propia de la forma
normal, y se dio un algoritmo que permite encontrar las estrategias que se pueden elegir
bajo este concepto de razonamiento.
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108 Conclusiones

Trabajo futuro en esta ĺınea: primero, para este modelo no se ha revisado si las
soluciones obtenidas son afectadas por las elecciones que no son esenciales en el juego;
segundo, la aplicación de este modelo a otros juegos: juegos infinitos, estocásticos,
repetidos, además de los algoritmos correspondientes a cada caso. Además, como se
mencionó en el caṕıtulo 4, muchos de los conceptos de razonamiento tienen análogos
en la teoŕıa clásica, por lo que se podŕıa investigar cuál es dicho análogo, si es que
existe, o si es un concepto de equilibrio que no se ha estudiado aún. Por último, no es
clara la relación del concepto desarrollado con el concepto de creencia común fuerte en
racionalidad, por lo que esto es otra posible ĺınea de estudio.
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