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SOBRE LA GEOMETRIZACION DEL PUNTO CRITICO EN LA

TERMODINAMICA

TINTRODUCCION

Gibbs® fue el primer cientificc que utilizé la geometria para
investigar el estado termodinamico de wuna substancia en 1las
variables entropiga, volumen y energia.’Entre sus conclusiones Sse
encuentra el hecho de Que la regidn cambio de fase de los fluidos
puaede ser representada en un sistema cartesiano ortogona\l cuyas
coordenadas son la entropia, el volumen ¥ la energia, por una
superficie reglada y que las transformaciones de fase a temperatura
y presidén constantes son las rectaas que forman la superficie.

fPiHa Yy Mata® hacen un estudio geométrico del cambio de fase
liqufdo-vapor de las subétancias puras de un solc componente en el
espacio de Gibbs con coordenadas antropi#. volumen y energia. Ellos
deducen algunas desigualdades e;tre exponentes criticos al analizar
la discontinuidad en el punto critico. Destacan adamﬁs el hecho de
uge las rectas que forman la superficie reglada son tangentés a una
curva alabsada y calculan la triada de Frenet, la curvatura y la»
torsidn para dicha curvz.

En esta tesis breferimos tomar como variables del espacio,que
llamamos de Gibbs, las cantidades adimensionales o densidades
termodinamicas p; u y s, Yy sus correspondientes variables
conjugadas E. T Yy F. Se encuentra la triada de frenet, la chvatura

Y la torsién en estas variables para la curva alabeada que llamamos

arista de regresiéon. Se calculan las curvaturas principales y las




3
direcciones principales de 1la | superficie termodinamica y se
demuestra que en el punto critico una de 1las direcciones
principales tiene la misma direccién que el vector tangente a la

arista de regresidn.

Para poder integrar las ecuaciones que resultan se considera
la parametrizacién de la ecuacién de estado propuesta por Ho y
Litster y se encuentran expresicnes en términos de r y & para la

densidad de energia , la densidad de entropia y la presioén.
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2. CALCULO DE LA CURVA ¥

Comenzaremos con la conocida relacién de Gibbs para una
substancia pura de un solo componente
dU = TdS-PdV €2.1>
donde U,S y V,son la energia,la entropia Yy el volumen molares
respectivamente; T es la temperatura absoluta y P es la presidn. :
Del tecrema de Euler para funciones homogéneas de primer
orden se tiene el potencial quimico o energia libre d:‘ Gibbs
mol ar
u=U-TS + PV ' 2.2
Al diferenciar la ecuacién (2.2) y sustituir la ecuacidn
c2.1> 5a'r: el resultado,se encuentra
du = - SAT + VdP c2.
Despejamos dS de la ecuacidn CB.l) y S de la ecuacidén (2.2
para obtener
ds = C1/1D dU + CP/TD dV c2. 4
S=Ci/O U+ POV - u/T , 2.2
Basta obtener la diferencial de la ecuacién (2.8) y restar
el resultado de la ecuacién (2.4 para llegar a una relacidn de
Gi bbs~Duhem
dCP/TD = —CU/VD dCi/TD + C1VD dQu/TD ca. 8D
donde hemos despejado d(P/1D.
Escribamos también la ecuacién 2.5 con P/T despejada.

P/T =CS V) + CQ1/VW wT - CQ/71D UV 2.7
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Si consideramos la diferencial de la cantidad SV y

sustituimos en ella las ecuaciocnes (2.42 y (2.8, se tiene

dCSAVD = (VdS - SV V°

dCSAVD = CVKCL/TDdU + CP DDAV~ <C1/DU + CP/DV - u/TxdvAV?
dCSAD = C1/TD € VdU - UdWDVE+ C1vE cumday

dCSAVY = C1/TD dCUAD - Cus/TD dC1 VD 2.8

Mas aun, podemos escribir las ecuaciocones (2.7 y (2.8 sin
dimensiones multiplicandolas por Te/Pe, donde Te,Pc ¥ Ve son la
tomperatura, la presién y el volumen fijos medidos en el punto
critico. Se tiene

—— ~

CP/TOCTe/Pcd = CSAVICTe/Ped +HCVeVICu/TICTe/PeVe2 (Te/T2CU/VPcD
c2.e0
dCS/VDCTb/PcD=CTb/T)dCU7V?cD-Cp/TDCTb/Vch)dCVb/VD (2.102

De esta manera conviene definir las densidades de masa,

energ.i}a y entropia por

-t

p = Verv u = U VPe s = (S/VO(Tc/Pcd €2.11d

respectivamente, asi como las variables conjugadas
correspondientes
2 = Cu/TCTe VP T ==Te T F =CP/TDCTePed 2.1

Mediante estas definiciones las ecuaciones (2.8 y (2.10) se
convierten en
P =5 + pp + ur c2.13
ds = - Tdu - udp , €2.14d
Ahora la ecuacién (2.6) toma la forma
dF = pdli + ud¥ c2.1%
al diferenciar (2.13) y sustituir (2.14) en el resultado.

La wecuacién (2.14) expresa la densidad de entropia en
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términos de la densidad de volumen y la densidad de energia.
s = sCp,uw (e.18D

Haremos uso de la notacion f para designar la derivada

x|yz
parcial de f(x,y,z) respecto de las variables que aparecen antes

de la linea mientras que las demids después de la linea se

mantienen constantes .
De la relacién diferencial (2.140 resulta entonces

~

s = —n -7 C2.17

s -
Plu ule

La ecuacién (2.16> representa la superficie de estados de ‘
equilibrioco termodinadmico del sistema y puede escribirse .en un
espacio euclidianc con ccordenadas cartesianas p,u y \ s, que

llamaré espacico de Gibbs,
Si designamos por X €l vector de posicién de wun punto

!
arbit‘.rario de esta superficie en las coordenadas p y u

xKp,uw) = Cpo,u,sCpo,udd (2.18
donde _ indica el caracter vecorial de la cantidad de que se
trate.

Los vectores tangentes a las coordenadas son:

=C1,0,s , D> = €1,0,-D cz2.1d
o T %1y plu e | ,
au = Zulp = CO.1.sU|p> = C0,1,-12 c2.200

donde se ha sustituido la ecuacioéon (2.172
El vector unitario perpendicul ar a la superficie
termodinamica es

i‘«c;:,m:c;p x X I0HX, x x B = Cp, 1,107

%y crt® cz2.21>
donde r = 2+ 3 %41 c2.22
Yy ~ ,» ‘b ¥ representan respectivamente vectores unitarios y




magnitudes de vectores,

Existen valores de las coordenadas g y u para los cuales la
superficie termodinamica presenta una rotura o© discontinuidad.
Estos puntos se conocen como cambio de fase liquido-vapor y son
tales que las fases liquido y vapor coexisten con 1la msﬁa
temperatura, presién y potencial quimi‘co‘ peroc diferente p,u y s.
Si designamos con L la fase liquida y con G la fase vapor, §e
tiene :

TL=T0 PL=PG Hy, = Hg

En las variables ?.; Y ;.3 estas igualdades son

~ ~ ~ -~

T, =T, P =P px.. = H 2.2

Estos puntos de discontinuidad s agrupan en una curva
llamada curva de coexistencia y que se divide en dos cur{r;s‘ :
la <curva correspondiente a la fase liquida y 1la curva A
correspondiente a la fase wvapor, cuyos vectores de posicidn

designaremas por

' =
>_cCpL,iuLD = (pL.uL.SLD 2. 24D
>_cCpo,uo> = (pa. ua.sob . ca;asn

Estas dos ramas de la curva de coexistencia se unen en el
puntc critico. Las variables extensivas molares volumen, energia

y entropia de liquido y vapor son diferentes en general, excepto

en el punto critico, por lo que sus densidades tampoé:o ‘Son

iguales en general.

e, * P, u *u s._#sa inCE.BB)
Las variables que no son discontinuas ;,; Y ;i resultan funcidén
de un solo parametro de acuerdo con la regla de £ asesa de Gibbs
f = r - m + 2= 1, dondé r es el numeroc de componentes,m el
namerc de fases y f los grados de libertad del sistema. Se elige el
parametro T porque se puede medir con presicién experimentalmente.

De esta manera tenemos que a un punto sobre la fase liquida de

AN
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la curva de coexiszstencia, a la temperatura ; le corresponde otro

punto sobre la fase vapor de la curva de coexistencia a la misma

temperatura T. Para ambos puntos de la curva de coexistencia, a

cada valor de t le corresponde un valor de ;C;D y un valor de Zc?a.
Los vectores de posicién para las fases liquida y vapor de

I

dicha curva los denctaremos por:

gLCTD = §(pLC1>,uLCTD) €2.27>

QGCTD = §(prr),uo(r)) ce.zed
La discontinuidad de la superficie termodinamica para un valor

fijo de ;, la podemos representar por

AT =a - a=Cp = p,u U, S - s, 2.2

donde hemos usado las ecuaciocnes (2.240> y (2.28D.
El vector perpendicular a la superficie termodindmica sobre la
curva de coexistencia toma la forma de:

gLC;) = (. T, .10 NP = CHy, T .10 c2. 300

que, de acuerdo con la$ ecuaciocnes (2.22) debe tenerse

-

N =N, C2.315
para un valor fijo de T. Asi que los planos que pasan por @ Y por
a, » son paralelos o coinciden.(Ver figura 10.

Al realizar el producto escalar o interior de EC;D con Ag(?) ’
NCTD © AcKTO = u(pL-pr +TCuL— uo) * s - s, TF - P = O 2,32
donde se ha usadco la ecuacidén (2.13D. Por tanto la recta que pasa

por gLC;) y gLC;D es ortogonal a gc;b de tal manera que el

plano tangente a la superficie pasa por o

. Y por gG.Es decir, los

planos tangentes no son paralelos sino que coinciden.
Para un valor fijo de T este plano tiene por ecuacidn:

NCTY ° r o= KT ptTu+s = PCTD 2.3
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Fig. 1. Para dos puntos sobre la curva de coexistencia con el mismo valor del parametro

¥, se encuentra que la descontinuidad tiene la misma direccion que la recta-,
caracteristica que resulta de la interseccion del plano tangenta a la curva en-
ambos puntos y el plano infinitesimalmente proximo. \

T [ y

‘
~

o 7 - -
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Fig. 2. La interseccion del plano tangente a la curva de coexistencia, para un valor
fijo de T, y dos planos Infinitesimalmente proximos es un punto 1lamado punteo
caracteristico, que a medida que cambia T determina una curva llamada curva
de regresion.

E1 vector tangente a dicha curva y una de las direcciones principales de la
superficie termodindmica tienen la misma direccion en el punto critico.

aa
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donde r = Cp,u,sd (2. 340
©s un punto genérico sobre el planoc y hemos usado la ecuacidn

.13 en el punto CpL.uL.sL) ‘de tangencia,para escribir 1la

ecuacidén C2.33D.

Al variar el parametro T la ecuacién 2.3 noé da una familia
monoparamét.rica5 de plancs que tienen como enveolvente una
superficie reglada cuyas rectas se encuentran en la interseccién

del plano (2.33) y el planc “infinitesimalmente préximo” en T +dT ,

por lo cual
NCTD C o= uCT p ¥ u = FCT c2.3®

que se obﬂiene al derivar la ecuacidn (2.33 respecto al barématro

o

T , operacién que denctaremcos con un punto encima de la literal.
Evaluando la relacidén de Gibbs-Duhem, ecuacidén (2.19), scbre

la gurva de coexistencia:

&~<= ~_~ -
FCTh P HCTY * u c2. 38

L Xe

€ w . M o
T P H"T u, c2.37D

y éomparando estos resultados con la ecuacidn (2.38),se deduce que
la recta que forma la interseccién de los planos (2.33 y (2.32

une los puntos Cpi.ui,sLD Yy Cpa, ua.séxpor lo que estos puntos

estan sobre el plano (2.39D.

Al hacer simultaneas las ecuacicnes (2.33) y (2.38, se
encuentra que:

o = C u-pd/C~1Dd p = Cs=[P-TP1I/C~L -T2l c2.38
determinando la forma simétrica de la recta.

p = Cu-PdIAC~1D = Cs—[F-TPIdA—[F-TH1D cz.30>
cuyos nameros directores concuerdan con la direccidén de
AcCTd = CPL-pb’ u - uo. s - sob'

En efecto, restando las ecuaciocnes (2.36 y (2.37> se

«\

5
\,
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encuentra:

u - U= —uCpL— pGD 2. 400

De la ecuacidn (2.330 evaluada sobre a Y e,y restando los

resultados, se tiene

s, - so=CpL— pG)[-u + Tul C2. 41>
al usar la ecuacidén (2.400. Luego
AT =Cpo, - P OC1, —H O YRS bt C2. 42>

La ecuacién (2.42) es equivalente a las ecuacicnes de

Clausius-Clapeyron y pueden escribirse en la forma

Y =Cu - u d/Cp ~ PO 2. 43

.
“~

-p =CuLpa- uopL)/ CpL- pc) | -— > C2. 440

Las rectas deo la interseccién de los planos dados por 1las
ecuacicnes (2.33) y (2.3% forman la envolvente de la familia
monoparamétrica de plancs tangentes a la curva de coexistencia.
Esta} envolvente es una superficie desarrollable que puede ser un
cono, un cilindro o una superficie formada por rectas tangentes a
una curva alabeada”.

En la refarenciazse argumenta que esta superficie no puede
ser un cono ni un cilindro, por lo que debe ser una superficie
desarrollable cuyas rectas son tangentes a una curva alabeada
llamada arista de regresidn. |

Los puntos de la arista de regresién estan scbre los planos
(2.33) y (2.35) y sobre el plano infinitesimalmente préximo al
plano C2.35>, por lo cual
NCTD C L= p KT = PCT c2. 45>
Despejando p de la ecuacidn (2.45> y sustituyéndola en las

ecuaciones (2.38B) se tieno:

10




i’-— ~ o “~ AR X A
F rCTd 7 1o u =p~(pP> U
: (2. 460

i

“ ROR_A A N R ~
TICP /DO Uu—~PI~uCP /LD + P
el vector de posicidén de esta curva:
C2.47D

S

Designando por zc;b
KT = Cr/p PP/ B, TICPADU-PI—CPAD + P
Las rectas tangentes a esta curva cortan a la curva de

~y
a para cada valor de T.

coexistencia en los puntos a Yy &,

11




3. ESTUDIO GEOMETRICO DE LA CURVA ¥

Se tiene el resul tado de que una curva del espacioc queda
determinada de modo Gnico por dos valores locales invariantes. que
son /la curvatura y la torsidn como funciones de la
longitud de arco".

Procedamos pues a calcular la triada dé Frenet para la curva
zC;). ecuacidén C2.47D

Al derivar la ecuacién (2.47> respecto del parametro ;,

Loy o S8R d < X 4 d & X ad
€1 =( Jxlpp) [ 3(P710] C-pd [ G2 (P/D] CTp=iD)
y tomando como factor comGn la derivada tenemos el vector tangente
a la curva

t

. L’ ~ N ~ ~ e :
wxo = S G, i BT | €3.1>

La magnitud de este vector es :

12 3.2

BT = g;c‘i-'/m(:nﬁc?:zl—a‘a‘-'ﬁ;'jﬂ‘]zu +721 )
asi es que el vector unitario en la direccién tangente a la curva

tiene por ecuacidn

L=y My = C1,—, ~[B-THI>R €3.3
donde

R = (1+nZay SEesRraen?inta? 3. 4
Y ~ , B I ,indican gue se trata de un vector unitariio y de su

i

norma respectivamente .

»

Como l.zl = dL/dT , domde L es la longitud de arco , se tiene




dT/dL = 1/lyl = 1. CR 3; [/ 1D 3.5

Derivando la ecuacién (3.3 respecto de T

€ =[RCO, =& ,THD -Cl,- ,~[} -*uIdR 1/ R®
R=rIn{uil1 +F31-TB1/R | c3. 8>
£ {CO.-1, T ORZ- <1, -I5-F RID[ML1 + F21-33] w/R°

SC—pll + T23+ Tp,-[1 +50) +3pp ., ¥ + p}/ R® 3.7

La magnitud de t tiene por ecuacidn

(R Iy [tf+t:+t:n/ R? donde

tf={-}3t1 + 723+ T )
to=f-11 +u"F vy 2 _

t3=ir™ pid) 2

tf+ t:+ t:= C1 +24T2) {1+ -2put - pol1 + 723}= r R® c3. 8
Asi que .
nEoae=cprt Ao R 3.

{
Por lo tanto la normal unitaria a lo largo del vector dado por

la ecuacidén (3.7 viene expresado por

B=tf 080 =c-ur1 + 523+ Th,-11 +5%) +50n . ¥ + mprY?R 3100

Usandc la férmula de Frenet,
dt/dL =Cdt dT>Cdr/dLy=* & €3.11)>

encontramos que la curvatura k de la arista de regresién esta dada

por la ecuacidén

d% fp u 13} = Ckd>~ CR r172

que resulta de sustituir las'ecuaciones C3.5),(3.7) y €3.100 en

cp - RD>{ 1/ Cr > €3.12

B

la ecuacion (3.11D. Al despejar k de la ecuacién C2.12) se tiene:

& = i -
k =cur*® {1 crR® s; Lr/p 1D} €3.13
Para encontrar el vector binormal a la curva,realizamos el

13
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pricducto vectorial de £ con n
’ 3 ~ N A " R
B =8 x A =1.Rr¥c- OG0T + md-Lp-1 {01 w2 d-rpp b,
~T —pp + [p-t pi{pll + 23— T .

— {1 73— Tupb-pdull + F23- TEp O

’ ~ ~avne ~ ~ ~ ~
B = 1.AR?’r? %>¢ 1+ P-2Tun +p [1+47°10Cp , -7, 1D
Usando la ecuacidn (3.40 en esta Gtima expresioén
B =c-p ,-1,-1> r*? | €3.14>

Derivemos la ecuaciédn (3.140 respecto de T,
s2

B = ciord 0¥7% -f1,-1,00 - C-f1,-F,-1>r?

14/2 —4/2

donde 1: = r [r +unl

B = {~fir ,-r,0> +CH,T,10CT +ppy O} r 2

Encontramos asi la ecuacién de la derivada de b:
B = c-pra + ¥+ TH.-[1 +57) TN . ¥ + mpr V2 €3.15)
al sustituir la expresién para r de la ecuacién C2.22.

itLLa direccidén de la derivada de la binormal es la misma que la
direc}cién de la normal; el factor escalar que iguala estos dos

vectores es R r_‘/z. Es decir, -

B=nRccrr ™ €3.18)
De acuerdo con la férmula de Frenet para la binormal,

dbsdL = ¢dB/dT CdF/dLd = - 7 ” : €317

donde 7 es la torsién de la curva cuya ecuacidén es fasil de cbtener

al sustituir las ecuaciocnes (3.58), (3,102 y (3.18) en la ecuacion

(3.17>. Se encuentra

d XX -1
T =~ $x P01 r} . €3.18

14




4. ESTUDIO GEOMETRICO DE LA SUPERFICIE

TERMODINAMICA

Dol mismo modo en que una curva queda completamente
determinada por las cantidades invariantes curvatura y torsién,una
superficie queda univocamente determinada® porciertas formas
cuadraticas invariantes llamadas primera y segunda formas
fundamentales de la superficie.

Procedamos al cllculc de estas formas para la superficie
denotada en la ecuacidtn (2.18>, con vectores tangentes a las
coordenadas p y u dados por las ecuaciénes (2.19) y CE.EQ? Yy con
vector unitario perpendicular expresado por la ecuacién C2.21).

La primera forma fundamental para esta superficie toma 1av

forma:

ICo, W =C1452> Cded®+ 20 Tdp du + €1 +T2>Cdw? 4.1
donde

zp' ;_c_p = 1+}:z ) ' | 4.2
Zp' x,~ ;3 T ' C4.30
X, XS~1+tT | 4.8

La matriz de coeficientes de la primera forma fundamant.alv es:

x x 1 nr
» - x
zsp e e u H H
GLpo,ud= = 4.5
. ) . L d ~z
%, T %, X, T X, uT 1 +r
Y su determinante
detGlpo,w= 1 +u°+ =1 4.8

Obtenemos las segundas derivadas del vector de posiciénde la

superficie representada por la ecuacidén (2.18)




x _=€0,0,Cs D , 3=C0,0,-p_, D C4.7
f='o) elu plu elu
= €0,0,C > . >=C0,0,-p ., JD=x C4.8>
Zou Spluulp Hulp” *up
x = Co.o,Csu'P>u|p3=co,0,--rulp) 4.0
En la ecuacién (4.8) se hace uso de la relacién de Maxuwel
!
~ = > C4.100
Hule ~ Tplu
En adelante escribiremcs CSPIU)PI u spp y de mangra similar
las demas derivadas parciales,para simplificar la notacidn.
La segunda forma fundamental se expresa por :
IICo, W= - r 23 | cded?+2u, dp du +r.., Cdw?} c4.11>
elu ujo ulp ",
donde L \\
N\
. -1z ~ \
x n=-r C4.120 \
Zop Hotu
A -1/2 ~ :
X _"n=-r C4.13
“pu Hulp :
A N P
% , P r Tulp 4. 1»4-)
iDe esto se obtienen las componentes de la segunda forma
fundamental -
x * A x_ A p p BT
Zop %pu Holu Hulp i
BCp,w = =172 C4.15D
x_ _*n x_ *n T T
Sup “uu elu ulp

que es una matriz simétrica debido a la ecuacidn (4.100 y cuyo

determinante

detBCo,wd= { 1 . T . — p T
e 1 olu Tulp™ Hule Tplu

puede escribirse como

| 16 g o) 4.1

detBCp,ud= C1/rd p_,~ T .
o r “plr Tulp C4.172

al usar el método de los jacocbianos en la ecuaciédn €4.18)., ° .
Otras dos cantidades que son importantes en el estudio de

superficies y que estan determinadas por la primera y por la

igd




3
segunda formas fundamentales son las curvaturas principales y' las
direcciones principales.

La curvatura normal a la superficie en un punto sobre una
curva de la superfic:le=s esta dada por el cociente entre la segunda

forma fundamental y la primera forma fundamental

—4/2 4 “ ~ 2
- Cdpd ™ +2 dp du +r Cduw
r {Hp‘u . Pulp £ du ulp }

k = €4.18)
~2 2 Lnibed ~2 2
Ci+u"D Cdpd“+ 2u vdp du + (1 +r7DCdw

depende de la direccidén 7\( ;—' deX LD 7dL y )\‘zf duCLD/dL, de la

1

curva p =LY , u = uCL) que se ha parametrizado con la longitud de

arco L. : — >

Nos ocuparemos de determinar aquellas direcciones sobre la

superficie termodinamica que maximizan la ecuacidn (4.180.

A
Como K = [7\ u’]es un vector unitario, k_ = debe maximizarse
' @
con *a ligadura

e KR =1 N C4.19
donde t indica el transpuesto del vector X .
Introduciendo un multiplicador de Lagrange A, la ecuacién a' 3

resolver toma la forma:-

BX =AGSK | C4.200
por lo que el valor propio, solucidn de la ecuacién (4.20) es 'un‘
valor extremo de ala'curvatura normal.

Si multiplicamos por xtla ecuacidén anterior y wusamos la
ecuacidén (4.19) se encuentrz; que
A =k | C4.210
Asi que las direcciones N que dan los valores extremos de kn son

las soluciones de
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3
CB-k G X=0 ' C4.22
Este sistema homogénec tiene soluciones distintas de 1la
solucién cero, si y sélo si los valores de k satisfacen la ecuacidén
det (B -k &® =0 C4.23
Esta ecuacitn tiene dos raices , &.‘y k’z' a las cuales les
corresponden dos direcciones diferentes N y %%, soluciones de 1la
ecuacién €4.22) las cuales son las direcciones que hacen extremal
la curvatura normal. l.os wvalores k1 y kzseran .1l amados

curvaturas principales.

Al sustituir las componentes de las matrices B y G dadas por

las ecuacicnes C4.18) y (4.8 respectivamente, se tiene \
—2/2 .o~ ~2 —4/2 ~ ~ A
-r Cu m) ~x C1 +u>D -r Cpul D =k uT \
iz s - . ez~ s vz |0 C4.24 '~
-r C 2~k T -r Cr 2-kC1 +r
Hule H ulp

la tual es equivalente a la ecuacién cuadratica

r k3 P VRS a4 2prh, + T, CL4EDK +
Holu My 1p* Tu gttt | |
—-~ ~ : :
+r ~ =0 . j
570! C4. 25D :

Las raices de la ecuacién C4.25 resultan ser

= ~8/2 ~2 e ~ “~2 .
k‘ —<12r {yp'uC1+'r b ayrpulp-i- 'rulp(1+p d)+
-8 -~ ~2 A, - . ~2 2
+ [areor Ci+r” D-Bur + T Cl+p O} -
[ R LT HTH 1 o Ty ot HH } |
r -(ppl T4 'P}] C4.2080
= 82z~ ~Z ot b Y o
kz —C1/2dr {yp'uC:l-H' b By'rpulpi- 'rquC:lﬂx o}

-8 ~ : ~2 ooy ~ ~Z 2
[aror {up'uc:l +T )-ay'rpu'p-'- Tu]pC1 +u D} -
-2~ ~ 172
- -~ c4.27>
T TP | |
La curvatura gaussiana K es el producto de las curvaturas® ' -
principales y es también el cociente de detB y det G’

= - = —z~ ~~ |
K=& &= ", =7} C4.28D

=




La curvatura media 1 es la semisuma de las curvaturas
principales
— = -~8/2 .~ ~2 - A tr e
2H = k1+ &’z r {pP'uC:H-'r b au'rpu'p ule C1+p o} C4.20
AL sustituir los valores maximos de la curvatura normal dados

!
por las ecuaciocnes (4.200 y (4.270 en la ecuacién (4.24> Yy

denotando las componentes de la matriz G por 6G=(g a(ip y las
componentes de la matriz B por B=Cbaﬁ),con a,f3= 1,2, se tienen los
siguientes sistemas para las direcciones principales:

k gwﬁ\‘m i=1l,2 C(sin sumar en i 4,30
donde se aplica la convencién de suma de Einstein pa‘;a}' indices \
repetidos comoc se explica en seguida: si en 2lguna expresidn \\
aparece algin indice dos veces, entenderemos que se estia sumando
resppcto a dicho indice para todos los valores admisibles del

Desarrollamos @l sistema repreosentade pébr la ecuacibdn (4. 30D
Cb, kg ON, + b ~Ag O\ =0 C4.31a>

1
Cb &'4921)7\(1) Cbzz k’gzzbkufo (4.31b>

1

S{ despejamos )\‘m de la ecuacién (4.31bd,por ejemplo,en |
términos de A'
Ty

b -f& g

. 214  1%21 .

h<z;_ b -k g 'k(s) 4,320
22 122 :

que al sustituir los valores correspondientes de la primera y 1la

segunda formas fundamentales se convierte en

Hulp AHT
L _ At C4.33
<2) T ewdlZh g4 T2y 7y
e ]

Y
Q




realizando el mi cme pv-ﬁr-nen ary, 'la ortracsi Arn C4 N arncrnt v amme

7\2 en términos de )\z .
<2) (L
ﬁul e W
2z _ P A2 C4.34)
T2 ~ .,4/2& c1+72> 7
THle
J
L.as componentes de estos vectores son
f 1
A )
£ ~ 172 hainnd .
= + .
K Hylp'™  RHT . c4.35
T, 72728 c147H| ®
Y Hie z T )
. \
1 y N ) \
1)
x2= ~ +r‘/zk ~ere
Hup 2HT 2 C4.38
) A
~ 172 band {4
v Tor *7 £&_ur
I “hle 2 )
Al normalizar &' ~
Eod oy 2 *
. H +rt7%p T
1,2 ule 1 42
1= & K°8°= 1+ v X, C4.37
T &, CL+7° i
ulp 2
~ 172 ~2 -~ 1/2 ~a
['r +r £ Cl+r )] + [ + ]
1 2 ulp 1 H ulp T k’ut
1 =[x 1

T ~ 372 az. 42

Despe jando )\( o’

~ _as2 ~2
) Tﬁ|p+ k1(1+-r b
AN =%
1) -4 /2 ~2_ aapn
r 'r +2r + .
{ [ ulp UIp] [Ci+r )rulp-!-pryulp] &.’-r Ce

~ — C4.38
+[ C1+T%> +Cum?] a: Pz




En forma anAloga se tiene de la normalizacidén de xz,
T, + 2728 c147%
kle 2

2
ulp

2
ulp

-4 . ~ ~4 /2 ~D A L
{r [T +L ] +er [Ci+T )rulp+urpulp] k2+

- 2 7 i,z C4.39
+[C1+7"D +Curd ]kz }

Vamos a demostrar ahora la perpendicularidad entre las
direcciocnes A! y &%
Tomandco la diferencia entre las curvaturas principales se

tiene la- expresidn:

~2 2 ——- N \‘\.
+T_ . Ci+pD]°- ’
ule ulp " H ] > \
-2~ ~ 1/2

~ T C4.40D \
HolF Tulp! \

— 8. 4, ~2 - L ~
&’z k‘ 2{C4r D [uu!pc:l +T°D —2uTU T

que en general es diferente de cero. Un punto donde las dos
curvai.uras son iguales se llama ombligo. Sélo para la esfera y
el péano todos sus puntos tienen dos curvaturas iguales. En lo
que_.sigue supongo kz— k‘ato. .
Al nmultiplicar la ecuacidén (4.22> por (x’)t',
cRiste £2= 4 i’ te R2=& cR*>'6 X2 donde hemos usado la igualdad
CX’Dt’B = &.‘Cx‘)t’G . Al restar estas expresiones se tiene
ca_-a>cR* %6 £%=0 | C4. 41>
De las ecuaciocnes (4.22) y (4.40> se concluye que si kzaeki
Y 6 R%=0 | C4. 425

luego Nt Yy 2% son ortogonales.

N




5. GEOMETRIA DEL PUNTO CRITICO

El caomportamiento termodinadmico de los fluidos en la vecindad
del punto critico es de excepcional importancia por que deé;aparecen
las condicicnes de estabilidad termodinamica. Esta estabilidéd esta
relacionada con el hecho de ser negativa definida la matriz de
coeficientes de la segunda forma fundamental , la cual se anula en
el punto critico lo que implica que en ese punto desaparezca la
ostabilidad.

El punto critico es wun punto terminal sobre la curva de
coexistencia que separa la rama liquida de la rama vapor. En este

———

puntoc tanto las densidades termodinamicas p,u,s; comoc las variables

conjugadas correspondientes P, ‘;. 3. son iguales en las dos fases
de coexistencia por lo que las fases ya no pueden distinguirse y la
curva de coexistencia termina.

En e1 punto critico ciertas cantidades termodinamicas tales

hd ~
” .T~

~ u -~
le " rle " elT T ulp

otras tales como C, .kT ,cP ,etc, divergen como cierta

como 2}; » etc.® permanecen fin}tas mientras que
po’oencia. de Ar.°

La manera en que estas cantidades divergen puede depender de
la trayectoria por la cual nos acercamos al punto critico. Las
principales trayectorias son : la curva de coexistencia, la isdcora
critica y la 1soterrﬁa critica.

Usaremos como variable indepéndient,e la desviacién AT de 1la
temperatura respecto de su valor en el punto critico que es ;
?c= - T e T, = -1 . Asi AT = ;—;CB T+ . Luego
AT = T+1 €8.1>

La compresibilidad isotérmica diverge a lo largo de la curva




i

v
de coexistencia y de la isdcora cr;tica con exponete y como
Kx ~~ |87 7 Cryr=1.2 8. 2>
mientras que el calor especifico a volumen constante diverge con
s
exponente a como
C, 1871 Caz=o0.2 | 8.3

La discontinuidad de la densidad tiende acero con el exponente

3 respecto de su valor de equilibrioc como

p jax . P, CBh=0.3 C8. 4

de modo que su derivada respecto dela temperatura diverge como *

Srex 10T _5.®
Los eprnentes a, 2,y estan limitados por la desig’uéldad de

Rushbrooke®

y+2p +a 22 ' 8.8

tExpresemos ahora todas las primeras derivadas parciales en que
se rLl acionan de manera imporitante las variables termodinamicas

p.u,?. y ﬁ en funcion de tres de ellas: Cv. ka~

5 Z't;'p tienden a

un limite
y;‘p#‘ 8.7
es una cantidad finita en el limite A;" —> 0

Por definicidn Cv= u'rlv

densidades termodinamicas y sus variables conjugadas

correspondientes, ecuaciones (2.11) y (2.12) , respectivamente ,

= = -~ - = 2 -~ V
(:V = (v P_ w riv v P U, {:'TIV vPT /Cp'rc) uﬂp s.8>
De manera similar ,
~ 1]
k'r= —Ci/va”T—--Cp/vc)(vc/p); r T '; = —Cr/p)p-;ﬁ

Yy de la ecuacidén €2.18 para T constante , d;=pd;:=('r°/c-r rcbbdr
Luego
kT=—C?/Crc o) p;;'; - €8.8D
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Yy kT=C-1/vaPlT. En términos de las




- -
.

De ando T &% .~ de las ecuaciones cs. 8 8.8
speJ ule” Holt Y

respectivamente ,
2

TUIP = (vc P, 7/ 1;)1 7Cp CVD } C8.100

~ — - 2 -~

B 3= —TC k3 €S5.11>
Usando las ecuaciocnes (8.2) y (8.3 se tiene

T, =1 |aF|% €S.12

ulp 2 .

Y T17 '

Mo 3= T, 187] cs.13>‘

dende fz Yy fa son cantidades finitas en el limite AT —> O,

Podemos calcular las demads derivadas termodinamicas >en‘ \\

términos de las tres derivadas expresadas por las ecuaciones \
€8.7),€8.12) y (8.13

P XKp, > 8p, T

= —f ~ ==F A ~= e8] ¥
Ml PuIF S 1o HolF 7 T2 147

m ~P = L. P Ny
T 1) XKpT> KID P |
- €8.14)

donde se ha usado la notacidén usual para jacobianos.

De la difencial dF=pdili+ud¥ encontramos la relacién de Maxwell

p?'y= uﬁ'? de donde | g ‘

Uy g = CF,2 £ 161 8.1 I
>Usando la composicién u=uC¥, D y u=ul¥,pD) y la regla de la

cadena, se encuentra

URET FIOTIET Yel#RIET YFleT Ve1Prm 9Onde Vgt 174y,

Y para evaluar u?l? construimos la funcidn ‘ i

f=s5 4+ 3Fu ’ .(5.15) Roum

con diferencial df = -fi dp + u d¥ €8.17>

Se ha sustituido ds de la ecuacién (2.14). De la expresion (S.17D

se encuentra la relacidén de Maxwell:

A




Yot = THy1p T 7T, ‘ €S. 18

Al sustituir las ecuaciones (85.12),(8.14) y (8.18 en la
expresidn para u?!ﬁ,

- -a 2 -7
ug iy = 18F1TC 21 el o0 17 ‘ CS.1D

por ser y > a ésta diverge como |Ai"|—".
Usando el método de los jaccbianos ,

Tolu = Uoi¥ Tuyp

Haciendo los cambios u—> @I y §——> u en la ecuacién para

=f f_ |a¥|< CS. 200
4 2

Y| S
= : = 2 y—a
donde hemos usado el hecho de e = 1/%F b \\
@'e u qu p?lu Tp'u \
Mediante jacobiancs tenemos T '
~ — ~ — 2 [ 2 rya
Toiu™ Bypgiorp = Fafo 18717 € 1 wer ce? o5 (a9} 5 ¢s.22

al sustituir las ecuaciones (8.20) y (8.21). Esta cantidad di verge ;
como’ |AF] TS,

Si forﬁamos la funcién g definida por:
g=s ¥ tip (8.2
v obtenemés su diferencial sustituyendo ds de la ecuacidén C2.14D

dg = p df - ¥du , | c8.24>

se encuentra la relacién de Maxwell phlﬁ = —?ﬁlu cuya relacién
inversa
= = - : z ra
uplﬁ P?IU f‘ 1 +cr8/cr‘ fz) | AT > 8. 25>
es finita en el limite |A¥| —> O.
De la ecuacién €2.14) se tiene la relacién.de Maxwell
o~ = a :
pulp = tPlU f‘ f2|A?| (8.2
En términos de estas cantidades los componentes de la matriz

de la Segunda Forma Fundamental son:




> b

a z 2 r—a
leA?l f“ C 1 +Cfa/Cf‘ fz) | AT b r

B (AT)=

rt/z . f‘ 1

€8.27

donde hemos sustituido las ecuaciones (5.22), (S.280 y (8.12> en la
ecuacidn C€4.18) . La ecuacién (8.270 muestra que todos 1los
componentes de la matriz de la segunda forma fundamental tienden a
ceroc como IA‘FIQ. |

Para la curvatura gaussiana K , tenemos, de acuerdo con la
ecuaﬁién C4.290,
K (an= cf £ 7 r |AF| S CS. 28>
que tiende a cero comolA?laW. De la expresién C4.30>, se tiene la

. i

curvxatura media :

2HCA?)=-C£2|A?|’a/r8/zD{1+Z‘1’z-—2ﬁ?f‘+C1+?2)f:C RS % < 3ot b (aF|¥ 7%y
CS. 20

que tiende a cero coxnom?la, por lc que la curvatura gaussiana
tiende maAs rapidamente a cero que la curvatura media.

Definiendo nuevas cantidades finitas por:

£, = —cr2/r°’2><1+ﬁz—a;§?f‘+c1 +¥>rf> | ¢S. 30
£ ==(C1+¥dr %75y 1 ¢5.31D
f =1 ¢ /r° CS. 32
(<] 2 B

y sustituyendo adecuadamente estas cantidades en las ecuaciones

c5.28> y (5.29 -
K ab= £ |AF| ST €S, 33
2H(AD)= [A¥|% 4 1ax17 C5. 34

encontramos que las curvas principales dadas por las raices de la

ecuacién C4.28> A°-2HA + K = O, son




-

|aF ¢ £, 2f

e ¥R o2 -5 __"-6 ra
ki- P {f‘+f5|Ai‘l +[r‘t1+ac . sz‘A?' +
- <
£2
+C S)tAﬂzcy-a)naxz }
£ _
o ¢S. 3
a .
|AT] S er
e YO o o2 —3 _ 6 r—a
kz- = {f‘+f‘5|A‘i‘l [f‘£1+EC - z)IA?I +
4 4 -
2
fS 2(y—c) 1,2
+(—';_;)|A"fl }] }
r
+ C8. 38

'
que koinciden con C4.28 y C4.27D.

Al desarrollar las expresiocnes encerradas en paréntesis en

potencias’ de |7,

£_~f_/f £ £ » _
& = |AF|Y 14+¢2—8—2 5 |aF|77® +-Bpr - By 1aF 2T 4y
1 4 f avs f )
P f‘ 4
€8.37D
fﬁx 2 1 fB r-o
4 == o 8| L i (- T ..} ¢S. 380
4 4 4 :
Los términos dominantes son :
= a "
A =T, |AT| | CS. 39
& =ct o8> |ax17 CS. 40D
2 [ <

de donde una curvatura principal va mas rapidamente a cero que la

otra.
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)
‘Utilizando las ecuaciones (85.12,(5.260,(8.380 y (8.38

podemos escribir las direcciones princi pales, ecuaci ones C4.42 Yy

C4.43) en términos de CAV.

=i:uhc’
+C 1+ A= .
1/2 F 3
r
£, 18¥]% | £_—-f_/f ot fo
= —~+ (14771 1AF |1 +—=—B—dy | A7) T ™% Br_- By (AT PTIY g=
1/ 4 f sV 5 f
r 4 - f
£, jaF | |
=E— — { r_+f, AT +... } C5. 41D
r
donde 2 2
c1+¥®H f 1+57 % £_—f_+f
= 4 . - S B 4 >
o= 1+ r-‘/z"-f P T = /32X . =) (8.4 .
2 1, \\
T 2 ] | 2 2 20 .2 L2
ulpe ule £ 1AT] b U
~ = -2 1 2 20
o+t ¢ 145> el ¥ o rET R = + [AF]
r' Tr r r
} P 'y f
+2L 1 |AFIOCE - D 1AFI TS - 2B 0 1ar P
s £
4 £ P’
<
’ Z1a¥1¢ r f _
[-'2——- CL+¥) + -————lAﬂ ] o+
r* r!

f .
+L 0218717 %ar (f - B3 1aF1T %L L] [T ] =
4

£2 14722
=—E —c1+r34
r
21A?! Te f
— [ |AF % - -->|A?|’+——<f - ;B ) aF 2oy
r ‘
-‘
c1+?z>+uarr1 200 __e_
(— -1 + f AT 42r rvia, 2 7
iz, [ 1 1aY] o )um +...] [c1+¥> +c;m] -

2




.
.

2 1472 C1+¥F2D +hFf £

£, -
=—E— -1 + 13 2[— L1 [r e L1877 . 1+
-1 4 s f
r T 4 P
2
cL++Cud fe ot
r I—. T3 1Ce ) [f, 420~ MAFIT %] )=
r f <4
2
= 2 p 2 |
ulpe - ule f ja¥|** . _
/z+c1 )k‘+r£/z+y?k‘-— A [f+f|Al+...]
C8. 43
donde
2 f4 2 f4 o
£=1 4 £+ —— {[ac:l+?z>+ﬁi‘f’]+[61+?z)+cﬁ?) IC—=)) €S, 44
—————-——(r - —){[C1+?23+p?f J+[C1+?z)+Cu?D I—2y s .-
rm272 P P C N
2 4 2 o
Asi que
yr—a
L £, |AF
NeoT1 " €. 480

ot 18
{ £, 1A ey

-

Haciendo un desarrolle en el donominador de 1@ ecuacian

CB. 48> en potencias de »-a se tiene la cantidad:
r—a
. . f? +f. | AY) o
AL = - C8.47>
¥ §) y-a ie
t‘o-o-rm | AT +. ..
que se mantiene finita en el punto critico ,A¥ —>0,

C1+¥%> £,
1 + — e
r o172 fz
A =t ot
0 fb - 2 f4 - 2 f4
14 £+ S {I2CAFO IR AT HER I )
r fi.' 'fz '7{3&.

8. 48

2
Para encontrar 1la componente x“),desarrollamos el numerador
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Yol denominador de la ecuacién 4. 432

T
ulpe

+C1+¥D & =
2 2

r

jAY S f £
= T2 - B -5 - 5 2y- =
= ot c1+¥> [AF]D - 1+ - - AT Z...}
r 4 4
<
i
Lol e S ST - B
r r £ r r f f . 4
2 4
CS. 48D
El denominador toma la forma
2 2 -
£2 c1+c? IA?I £, T,
R 1712 2 [ B—— o-Ludd ~ 149 + =B 1ax® 7 g
. r’ r - A
N \\
£ f £ \
) & 8 -o .
[ 149 —, or~7)aFf7% w1+ :
r 2 s f
4 f‘ 4

fe Lo £ _
v+ (R3O I F S a¥¥ - ;— o - s)mﬂ"’?' Y. ..1%=
‘

i 4

fa c1+§1> 20 o [C1+?z)+y?f1] o
=S |AF|T T — AT
r 14/2
r T
. f £ £
[ 2 1477 - £ o - ;%m?;”’ Ay .1 + [C14D% DY
4 f s
4 _
2 2 2
'y f £ fo
8 o -
[ 182l (-2 NanTT N2 -*-> 1a¥* % =
f 3 4
<4 4 <4
fz c1+rf> - - fg ‘o
= | AT [CL+F4TRL 1—= [AF|T7C -
r . 2 1~ T
r 4
Efa rB IXB 2’ a2 2 fé 2
- [CL+FD4TFL 1—(f _~——) AT % +. . . +[CL+FD +C D 12| AT
14,2 1" 25 2
r T 4 3
< P . .
fe  fg ar-a,
—2[ 1+ 3+ pd? ]——(r ——)IA?I ¥




! .

" 2 2 fS fa 2 @y 2o
+[ €1+ 24 e _——2 ¥ |ax | ... =
4 5 T
4
4
2 ]
£, ci+f D> 2 T
2 1 2a . o~ B r-a _
= . | AT {1+f‘v ~oz [C1+?z)+p'?'f‘J""—f‘ | AT
2
2 2 2 f; fs Y —ov
- — [C1+?2) +C O] (r_-——= ) |AT| +.. 3. ¢8.80D
£2 3 3 f‘
2 4
Sustituyendo las ecuaciocnes (38.48) y (59.8900) en la ecuacidn
C4.430,
1 +f |AF] VT2 - L.
2 . 11 :
A = - (S.81)

1) - —a
1+ 17 jan’ -

donde se han definido

C1+7%> f 2 £
£ = &8 y ¢ = [C1 439 +7RF 1—L
44 -31/2 12 -4/2 1° £
r £ f r T 4
2 e , 2
En el limite AT—>0,
' 1 ‘
z _t*
<4
, 2
1 + f_‘

que t:anzbi én se mantiene finita

Expresando af ¥ A? on 1a bamo a_-sp s 3 mo tieno

4 1 1 = 1 _ 1
x = k(’,)-Sp*‘ k(z,_’_‘u A“,Ci ’ot m"' h‘z,CO,i ,-a) =

-~ 1272 ~ 172
- /r -bTL - - LTk
M oc1 ‘uulp Lok S [ "ulp HEe,
= . , =T
Nt F . 37214758 ¥ . +r¥7%c1+75H2
ulp 1 ulp 1

al usar las ecuaciones (2.18),(2.200 y (4.40

En términos de AT encontramos que

1,147 T,y
—— ) e——

- — -~ a -
1,2 iﬁ'k‘— 1,2 ‘ﬁfc, 14¥) {1+Cf5 T
r r . 4

HPule

C8.520

(8.830

] ) (S.854

1A¥17 % ..}




v fz |AT | p'rf‘ uT fo

- —F - _ - —— r—a
- 12 {fs 1,2 Cfs f‘ > a7 ¢

g, 85D

Tomando en cuenta las ecuaciones (8.410 y (8.89 podemcs
reaescribir la ecuacién (5.854> como sigue : i

p _mx A2 r—a ‘
. f‘ LTr f‘/f2+f‘a|A?! +...
x‘#‘:n 1, - ’
f?+f°|A?|7 +. ..

o~ 1,2 yoa
BT r‘/fzﬂ‘“ {AT| L
. —B-T = »
£of 1T % ¢S. 562
» vt 4 fds - L
18 -as2 o 5 . - \
2 .
Cuandoc A¥ —>O0,
' e _mx. 372 e o 172
x‘ i r, T, h¥r f‘/fz . £, ¥ £,/f,
== — (1, Ry 1D
A . r 8. 88>
4 7 7

Para la otra direccidén principal K2 » tenemos

1,2 12
-5, /T ~-LiTh Y] v 2
R cn e e g ule T,
=, ”, —p—
1t % 32147558 ¥ 32145252 S. 880
ujg 2 ule 2
En términos de A%,
~ a '
‘uulp fxfz'A:“ fa > fcs 1 r-a
- ~172 - H?kz= - L3172 -'“?;‘-: 1% f-cr - f-‘_: )ft 1A% MR o
£ Ay
2 —a . .
= -, AT Ly ¢S. 80>
r _

©Cn




t!onde

ur oo £

S (=7 CS. 81>
14 r 172 r f
2 <4

Al sustituir las ecuaciocnes (85.490 y (8.800en la ecuacidn

cs: 59),
r—a r—a
. . -f‘+f“|Ai'| *+... -—f‘ﬂ‘“lA?l +... ‘
KF=nT,, € 1. ~a-¥ - D 3
o 140 1AF|T TN 145 16F|T % 8. 820

que en el limite AF¥ —>0,

1 - : 4‘\'
2=z :———-rz— 1, -f , -f#FF D CS. 83 .
: |

¥

De la definicién de ffﬁ?lp' observamos que nos conviene

encontrar la derivada de [ respecto de ¥, que toma la forma
dii dp S,
-—:;i?, +7i T} —.Al usar las ecuaciocnes (5.5,(5.13) y (5.18), se

d¥ ! L d¥ j S

}

e ~ ¥+ ~_ |

tiene '-—-=f{tf8|A1| que en el limite |JAT|—> 'O, nos queda

d¥ : '
dp .
—=f$ . luego la ecuacidén (38.83) es :
da¥ . -
=L ——c1, F, ¥ ED ~ 8.8

-~ 2 -
1 + u

Comparando las ecuaciones (3.3) y €5.84) concluimos que en*
punto critico la direccién principal Xzy el vector tangente ; la

curva (¥ , ¥ ,tienen la misma direccion. (Vevr ﬁg. 83..2\




6. PARAMETRIZACION DE LA SUPERFICIEE

TERMODINAMICA

Ho y Litster’ parametrizan la superficie termodinamica en la
vecindad del punto critico con ayuda de 1los parametros r.y 8
similares a coordenadas polares.

Aunque el modelo de Ho y Litster es muy sencillo, es una buena
representacién del compeortamiento | experimental’ de ' muchas

substancias cerca del punto critico’.

El modelo de Ho y Litster consiste en suponer s S
F=r 1% + F 6.1>
p = rﬁke + e, C_G.E)'
~ Bé 2 ’ ~ i oy
u =r'""a@ C1-67 tou , (8.3

dont;l% b, k y a son tres constantes caracteristicas de g
substancia considerada. - |
El comportamientce singular en el punto critico
determinadao por el comportamiento cuando r—>0, . pues en est.e
tendremos ?—>?--1. p——>p=1 yu""‘?C?/PV). |

De las ecuaciocnes (5.16) y (8.17), que repetiremos aqui

?=S+UT

df = ~p dp + u a1 - (6.5
se tiene:

=T o~ =T .

Y] ol u =Ty, €B. 8

Para encontrar una expresién para la densidad de energia

U-
e

’
e
I
|
I

en términos de r Yy de © haremos uso de la relacién de Maxwell -

¥ =To c'e.'b

Usaramos regla de la cadena en la expresién que se forma da 1a

o o e o . i . __[ _ A,J‘:"L_w__

i
i




i

1.
ecuacioén (6.8) y de la definicién de T s P Y ﬁ :
f = fcptr,8>,7Cr,ed : (e.8

para encontrar las cantidades

~ -~

~ ~ | 8.

o137 P +'r|p-r|6

fr|6= elr ‘'rj|e
fo1r= ¥o15 Porr Tle Telr S
Derivando parcialmente las ecuaciones (8.8 y (8.10) respecto

"

+

[}

- €8.102

de 6 y de r respectivamente encontramos:

?re = c?pl"i-' prle M ?;lp ;rleaalr':

. = ?pe prle +?p|; "ra+?'-i-'e;r|e + ?;lp ;re (8.115
Tor <Toiz Pore* T510 Torrie™ —

= ?pr Po|r ff"p'; per"'?;r;alr + V?;Ip.;er (812

Al sustituir las ecuaciocnes (8.6) en las ecuaciones (6.110 ¥y

(8.12) de manera adecuada ,

r =3-ﬁ e —z e + u T + uT : (8.1
re ejr “rle re 8ir rje re : _
for= Hr 1 PoirH Por *Urie Toir * Y Ter (8.14>

Si derivamos parcialmente las ecuaciones (8.1 é 8.3

. -

obtenemcs: _

T =C1-b%6% : p .=px r e  ; h_ .=psa r®® e c1-6% (B8.1®

rle ’ r 'e ’ rla ) . ’ ’ . s
T =-pb? . =y 7 . N =a —26%y
-re“_- £2b re ,,peh_— kr 3 “a|r ar C1-368"D CB.1B)_

- = - 2 . - i B.’_ |
T .o 2b e,pre 3k r Ce.:l'?’?

~ = - b4 . = ﬁ"ﬂ

'rer cb™ e ; per_ % r (6.18>

Con ayuda de la ecuacién (8.3) y las ecuaciones (B8.18) a

(B.18) escribamos las ecuaciones (8.13) y (8.14) en la forma:

-

f o= -a r%%1-36%> px rP7%6 ~[rP%a0 C1-8%> + 21 e rt s

+ ueer1-bzaz> + u C-2b%e> ¢s. 1
. = poa r°7%e c1-6® x rP-[rP%0 c1-6%> + Bl oaxrlt s

+ urlec-ab’rm + u C-2b%e> ¢B. 20>




Lt
1

La relacién de Maxwell, ecuacidon (6.72, nos permite igualar

las ecuciones (6.19 y (B8.20). Asi
-a rf%s1-36%>m rPte-[rP%0 c1-6" + H1m i
' L PR -2 2 =
+ ug) C1-b%6"> + u c-*b¥ed
=~ poa r7%6 c1-6% k rP-[rP%a0 c1-6% + 1 @ T4

+ -2b%re> + u ¢-*p¥e

) urlec
y cancelandc términocs iguales de ambos lados de la igualdad, nos
queda:
—a rf%c1-36%> @ vl + ug pC1-b%6%> = :
= - pea-r7%0 c1-6" x rf + u_ | -2pred
Ordenemos la expresién anterior para llegar a una écﬁacién en'

derivadas parciales con variable dependiente u.

cab®redu_, o+ C1-b2e%> ug . =—a POl g 1 es-154c3-636%]  €B.21D

ri|e
t Esta es una ecuacién diferencial parcial lineal de primer

orden en la var;able u .

Para encontrar las lineas caracteristicas de esta ecuacidn -

resol vemos el ’sis@ema de ecuaciones® y
vdr de du | i "
carire>  ca-b%6®> —pra rP 0271 [ s154ca-5067] o=
La solucén de la ecuacidn
.dr dé&
= €B8.23>

cab’red  c1-b%e®>

se encuentra separando variables e integrando
1 dr 1 dw dw
o 2.2
J == — f -~ » donde w=1-b“6" y - =0 de .
2b r 2b | 2b® , .

Luego lnr = -~ 1nc1-b%*6%> +1n c es la solucién de la ecuacidn

Y 1ln c ®s una constante de integracién.




Al exponenciar la solucién se tiene

r C1-b%e%> = e, CB. 24D

Para resclvwer la ecuacién

de du

FETRE (8.2

_ ,
c1-b%6%> -pxa r 8 [C6-1d+C3-626%)

despejamos r de la ecuacidn (8.24) y elevamos el resultade a la

potencia (&6+15-1
PO c‘c1—b"’92>’x6+‘>°‘ cB. 28>

donde hemos definido G, = c/*&H>~ .

Si se sustituye la ecuacién (8.26) en la ecuacién (8.25) y ss\\.

— Mo

separan variables, la expresién que se encuentra tiene laforma: \

-— - : ] \\
C pa [C6-0C1-b76%> 80 do+c3-63¢1-b76%> 2 0%0) =
= -du ‘ | ¢8.27>

tLas integrales que aparecen en el lado izquierdo de 1la

ecuac}ién anterior se realizan efectuando el sencillo cambio de

-

variable como se mostiré mas arriba, Asi

1 C1-pRgy ST+

2
ACE+Dy 4o [ w pCS+D ., _ . |
- E+1D—1 ’

J -b26®
' 2b 2b

ce.2e

‘

’ .
f ca-b’e® (CE+1> 98d9=——-:jw PO+ ) ddw=

1 1
=——fw BCE+1d o —fw Lo+ +1
- b‘ .

2b 2
‘ cl_bzezif(x&-u)-u
= + >
2b*  -prE+ad+s ,
1 C1-pe*yFCE*eI+a
+ — 8. 20
2b -(CE+1d +2

5




-
..

Sustituyendo las ecuacionea (6.28) y (8.290 en la integracidn -

de la ecuaciodn (6.27), y usando la ecuacidn (8,260

pra rfo+12e C6-8> [AC6+1>—-11Ca=-667
{CS-1D+ + pru=C
2b% [ 3Cs+1D 1) B2 pcs+sd~2) [ACS+2d-2] 2
, : 6. 300
donde Cz es una nueva constante de integracidn,
De las ecuaciones FCu.r.6)=C‘ Yy GCu,r,6>=Czdo las

caracteristicas viene la solucién general de una ecuacidn como
€6.21) en la forma® HCFCu,r,8),6Cu,r,83> =0 ¢8. 302
Como en la ecuacién (8.24) de una de las caracteristicas no

aparece la variable u , es trivial despejar u de (6.30a) en la

—- e

forma ' R
Ku,r,00=h(FC-,r,622 , ” €86, 30b>
donde la rayita recalca que F en este caso particular no es funcidn

de p y donde h es cualquier funcién decente de F. En forma

expl-'icita de (8.24) y (6,300 encuentro

fra rJ‘?c‘s‘H)“1 Cé—-8d mcau)—uc.--s)eﬁ
u=-—— {60+ — + }+
2b [ 6+2D~1] b IACE+1D 2] [pCO+1D-2)
+ hCrci-be® | 8. 31

Es claro que la ecuacién C8.31) satisface a la ecuacién C8.21)

En efecto, nZa2 = C4-n2Za2 :
ecto, h frci-b e“d} €1 b6)hrc1_bzez> Yy

rle
¢-2b%re>h

rc1-b26%

2 [rC1-b%6%>3

hrc1-p2e% eir"

rC1-bZe%y" Asi que al

sustituir estas expresiones en la ecuacién €6, 21D

2 P 2,2 2
2b"redci-b e B 1 -p2e? Y€1 b6 (~2b"redh 2, =0. (6.325

rc1-b%6%

lo que implica gue h es solucién de la ecuacién €6.21) en su forma

homogénea. : o
Veamos ahora que el otro término de u satisface la ecuaciédn

(8.210 en su forma no homogénea. Derivando parcialmente la ecuacién




Sustituyendo las ecuacionea (6.28) y (86.29) en la integracidn -

de la ecuacidn €B8.27), Yy usando la ecuacidn (6.2060

fra rfXor12-1 C5-8> [BCE+1>-11Ca-526°
' {&5-10+ + }+u=C2
2b% [ 6+1d>~1] b2 pcs+ad~2) [CS+1D 2]
: : C8. 300
donde C.'z es una nueva constante de integracidn.
De las ecuaciones FCu,r.e)=C‘ y GCu,r,9>=Czdo las

caracteristicas viene la solucién general de una ecuacidén como

€6.215 en la forma® HCFCu,r,0),GCu,r,8)) =0 8. 302>

Como on la ecuacién (B8.24) de una de las caracteristicas no

aparece la variable u , es trivial despejar u de (86.30a> en la

— D

forma _ .
GCu,r,8=h(FC~-,r,63D _ C8. 30bd>
donde la rayita recalca que F en este caso particular no es funcidn
de g y donde h es cualquier funcién decente de F. En forma

e:q:l{i cita de (8.24> y (8.30) encuentro

xa rm&"‘)“’ C&-ad [ﬂC6+n>—aJCa;6>92«L
= 2 {CS&-10+ 2 + , ~ }+
27 S+4D-1) b I E+aD—2) [pCE+eD-2)
+ hcrci-b%e%» ‘ 8. 321

Es claro que la ecuacién C8.31) satisface a la ecuacién €8.21) °
n2a2 22 ‘ ;
En efecto, ”r(i-bza")“'“ b~ e )Jr'9= Ci-pb" @ ”’r(i-—bzaz) y

h 2 2 [rc1-b%6%>) = ¢-2b%redh

rC1 ~-b26%> eir- Asi que al

rc1-p2e>"

sustituir estas expresiones en la ecuacién CB. 21D
2 22 1 Zn2 2 _

2b " redci1-b e )hrCi_bzez>+C1 b"e"> C(-2b ’9>hrc1-bzez>‘°' 6. 320

lo que implica que h es solucidn de la ecuacién (B.21D en su forma

homogénea. : o v

Veamos ahora que el otro término de u satisface la ecuacién

€8.211> en su forma no homogénea. Derivando parcialmente la ecuacién




16.31>. ,
E+10-2

fxa r C6-ad [AC6+1D~13Ca-626°
u = {CS-1D+ + }
rle 2b? b2 pCE+4d-2) [ACE+1D-2]
: - <)
fxa pfKE+1O1
u = Ca-6D6 - 8,34
OIr  p2ipcs+ad-2)

Si se sustituyen las ecuaciones (8.33) y (8.34) en la

ecuacién €68.210,

¢2b%red u + C1-b%6%> u =

rle eir
_ C6-8> [CE+1d-11Ca~626°
=—xar™ ¥ L s 154 . + jo -
b ECE+4d 2] [ACS+1D-2] :
Ca-6>6C1-b%6%> -’
£CS5+1D -1 N
_&ar =
b3 E+1>-2]
CS5-3d> [C6+1>~11Ca~-5267
= ~mar™%*12 s 54 ~ + -
bTIACS+2D~2] [ACS+1D-2]
’ C5-8> cs-sd6%
} ' - + =
bPIACE+1d-21  [(CE+1d-2)
[AC6+4D 1) 1 -
=—pxar S+ (o4 - Cs-526%18
[ACS+1D 2] [ACSE+1d—2) -
=—mxar® 4271 (5 15 + Co-6267%)0 " cB.3®

se concluye que (8.31) es la solucién de (B.21).

La forma mas sqncilla que puedévtener la funcién h compatiblé
con el hecho de que u sea un polinomio de seéundo grado en 8 es:
hCrc1-b%6%3> = Cdonde C e‘s una constante arbitraria. Con esta

eleccién de h, la ecuacién (8.31) se convierte en v .




i"" f3xa rrx&ﬂ)ﬁ C&-3D [ACS+12-11Ca-5)6°
u=- - {Cé6-1D+ 2 + P + C
2b [(6+1D~1) b IpACE+1D~2) [pCE+ad-2)
CH. 38
En el punto critico, es decir, en el limite r —0 ,
u=g= u_ - C6.37D
Calcularemos ahora las curvaturas principalés y las

direcciocnes principales de 1la superficie termodinamica en los

parametros r y € . ﬂl..a ecuacidén de la superficie (2.180 to:ha la

forma:

s = sCoCr,e,ulr,ed) . e3>
El vector de posicién de la superficie es }

gc_(r,8)=(pCr,9).utr,9).s(r.&)) » 66.39)7

con vectores tangentes a los parametros r y 6 dados por:

3:~=3r‘|e=c‘°r(e'“r|s'5r|e> ce.40
%9=%g|r=CPo|r* Yo |r*So|r> | | Ce. 41
y donde de acuerdo con la ecuacién €8.38), .

+ Ca, 422
5r|e= Spluprle sv.xlpul"le |

' a- : ) -~
Seir™ SpiuPeir® SulpVe|r < 43&

Si se utilizan 1las expresiones =—u ., sulp--.;; las

S
, Plu |
ecuacicnes (8.1) y (6.3, las ecuaciones (8.15) y (8.18. y las

ecuaciones (B0.33) y (8.34), se encuentra

Spe= | rae c1-6" + Blcm rP 70> + [ r ca-pPe®> + 5
vese .
fxa rCOt12-2 CS5-8d [AC6+1D-11Ca-86° .
. {C6-1D+ — + }
2b b2 [ K E+2> 2] [CE+2d 2]

CB. 445




s 2’;— [ r™ae c1-6%> «+ ] Cx v+ [ r ca-b?e® + 7]

r|e
fxa rﬁ(6+1>-1
[ Ca-6286 ] 6. 45D

b fpcs+rad-21

De esta manera tenemos la diferencial de 1la densidad de

entropia en funcidn de los parametros r y 8.

= / o
ds s, T dr + sa'r de ‘ (8. 48> ot

donde s y s estan dadas por (8.44) y C8,.45).

Es claroc que esta diferencial es exacta.

En efecto, expresando las ecuaciocnes (8.44) y (8.4 en

s

potencias de @ , : L

fAxa C6-8d ' - ~ .

Sp 10~ 3 (60 + — HrfCOTOT_ K102y 50 Bt -
2b b2[ K E+2d-2] | ¢ - N

1 C6~30C6E+1D E \

1 rfx S+12 152,

- fxa [1+ - {6~ +
b* [CE+2D-2]

S+1D-2 2+

fka [{5(6*-1)—1]
6

+ - Cé-—s)rﬂc
’ 2b™ [pCSt1d-2]
[RCS6+4D—-21C65~8D ﬂC5ﬂ>°£

+ Oxa {1+ }r e* CB. 47>
2lpCé+1D-2]
- X 5-8D i
s = =kM rﬁ— xa {1+ }rrxéﬂba -

elr o B2rACE+ad —23 A |
C2-4&2 . K2-62 c

—fna POy paf - ———— 1852 (o am

b* [ACSE+1D-2] {5(64-1)-:

Al derivar parcialmente (8.47) respecto de 6 y (8. 48D respecto L

de r se tiene

o= ~xi_ Pt
Py CEH-adfCs+10
—=fxa [1+ z {C&=1D+ p - r
b "IpCS+1d-2])

xa [RCE+1D -1
- £ = Cé—a)rﬁcéﬂ)_z

b? [pcE+1d-21
[3CO6+1D-11CE5-8D

Csr |6>6h? s.

(CS5+1D

6 -

e + .

88

&+
prf Ot CB. 49D

+43xa {1+
<. 2[pCE5+4D -2]

41




"

3C6-3d

CSg i 2p 5 ~PH rf7igcsrona {1+ — prfCot2 1y _
Ir7ri ° b2 [ ACE+1> 2]
CHACE+1D~1D(3-62 _ pC3-85 S
~fxa — pXOHO =25 4 ncdtdxafl ~ prO+B-1 48
DI ACStad -2]) pCSE+1D—2 :
’ ce. S0
Es facil probar las sigientes igualdades
1 C5-8dCE5+1D !
-20xa [1+ z {Co&-1d + > M =
b LRCE5+1D 2]
~ -1 3C&5-3d
=~ r' " -pCE+dka {1+ — } C8.81>
e b IpCS+1d-2] o
[ACE+1>~11CE-8D —_ N
4xa {1+ b o= : ) N
2L 5+1D~2)
~ _fi-1 _ 3}C&5—82 o
= fxp r' T-(&+Oka {1+ — } 8.5 \
© b*EpCE+1d —2)
de dgnde }
&
Sre © Ser C8.853

Para encontrar la* entropia integramos la ecuacién (8,47

respecto de r. El resultado es: ’
fxa - C6-3d) - w3643 P35+ 1 -
s = ~ {C6-> + — } - -xirf e -
2b b I 6+1D~2) B+ B6+f3-1 ¢
. C&-8dpCs+sd> OB
- fxa [1+ T {CE-D+— H 6%+
b I pCo+1d~2) pE+R
3kxa 1
* — cs-p> OBt g2
2b” [pC6+1Dd~-2]
£C6+14D-41CE-8D rﬂé*e
+ xa {1+ . } e* +god C6. 54>
2CE6+1D-2]) p&+R

. et

donde ¢(8> es una constante de integracién que puede ser

determinada derivando (8.84> respecto de € e igualando el




resultado con la ecuacién €B. 48). Se encuentra:

I SN £ SN
selr— kucr e
. c&-8dKE+s> OB
~2xa [1+ T {C6-D+— M e +
b LaCSE+1D-2] P+
fxa 1
+ cs-pd ¥t o

2
b? [ACE+1d~2) |
[AC6+1>-11C6-8> rlOYP

+4fixa {1+ } e® rcedg, . =
2l 6+1D>-2] 2]
- L S&-ad
se|r= ~kp rﬁ— ka {1+ P }rrx&ﬂ)e -
¢ b I pCE+1d-2]
C3-& _ pC3-8 :
~fxa — pCOHO1g aft - ——— 0103 .
b IpCE+2D-2) HE+ad>—s

De las ecuaciones (8.81) y (8.852) concluimos que “ageiﬁo- de \\\
donde | N
¢ce> = Constante = s_ CB. S5

;En el limite cuando r />0,

s =Ko =s_ | _ €8.98> ... .
La presidén pucde éalcularse mediante la ecuacidn (1.13D,

dF = p dp + u dT . €B.57

Donde

dii =psa rP%1co-6%3dr + arP® c1-36%>de | | . ce.8® g

dr =C1-b*6%>dr + C-2b red>de CB. S8

Sustituimoes las ecuaciones (8.88 y (8.59), as{ como _lasb

expresiocnes para o y u, en la ecuacidén (6,572

fxa C6-3> P S+13 -1
dF =(c- — €C6-1>+ — > + psarf®t g o
2b brAcs+d~2)  [C5+1D-1) .
CE+1D—3 )
_., PxaC3-&8r
+[ kﬁéarmé'“) 1 +
2b¥tpcs+id-21

43 : B




rﬁ’Céﬂ)-s

fxa C&6-2> _
+ ™ CCE&-1D+ > - cb® ) 6°-psartPt & +

2 bZrpcs+1d-21 [ SE+10-1

S+4D -1 xac 3_'5)’.‘?( ore 4
+[ ~kpsar™ + ] 6% +
20 ACE+1D-2)
Srio C6-3 pX6+10 s | ‘o
+(arPrikar O™ sckpadrccs-10+ — >+ -2cb?rie-
: B2 CE+1d-2)  pLEHd-1
S+42D
c3-6or%
~3ar®® 6% +[kpa - 3kar™%* 36%)40 8. 60>
K&+ -1

De la ecuacidén (8.800 se deducen las derivadas parciales de la

presion: - ' — > -
fka C6-3 pfET1I-1 (361 | \-
F =~ T3 <CS-10+ — > + pSar e +
rl a2b® bZIpAC6+1d-21 [ACS+1d-1])
fka C3-& pka , C&-30 1 ,
+([ kpSa — + 061+ —— . > ] |
T . 2bIprs+id-2) 2 b2 pCs+1d 2] pCE+Dd -1 1;
rﬁ(éﬂ)-:_cbz o -Béarpé—’ e® + ) 7 ‘

fka (3-6d _
+[ ~kpoat ] pfXOMI71 gty | ¢8.81>

20641 2]

C6-3d 1
Por = arPPa(ikasckpad<cs-13+ - > 18" ooprye-
bZIACEHI-2 LoD
C3-8D '
—3ar® 6% +[kpa —————— - 3Ka ) rPCOH g2 €. 82
ACE+13 -1

Por supuesto que, la diferencial de la presién es exacta. En

+

efecto, derivando parcialmente la ecuacidén (8.81) respecto do 8 y

la ecuacién (8.82> respecto de r,




)

, (361 kpa C3-6
C?r_ |9)8|r=cﬁéa>r +2C[ C(kpsSad 2 +
2b21 (C6+1d -2
kfa C6-3> 1
— CE-1D+ > 1r0C8*2 12 e -

2 b2IACE+1D-2) [AC6+1D-1)

kf3a C3-&2 OO o g

—3cpsadrPO AP+ kpas +

20 CE41D -2) CB. 83 /
(51 . C65-3D 1
SN |e=CBa>T +(-2cb™+[ CkBad ~<C6-10+ — >4+ +
B2Ipcs+1d-28)  [CE+1d-L

rkalpcerdr® O g _3cpsadrfoTt oF -

kfa (3-6d

]rxé-_u)r(xé'ﬂ)—s a®°

+[ -3ka + . .
Ko&+1d-2 (6.842

! Con un poco de paciencia se demuestra que

i

kBa C3-8& kf3a . C6~-3D i
2[ kpsa~ 2 + €C6-10+ 2 — > 7 1=
2bT I pCS6+10-2) =] beIpco+1d-21 X6+10-1
C6-3 1 _
= [kpRalCS-10+ 2 > +ka }pCd+1d CB8.863
P IpCE+IO-2) 64101

kfa €C3-62 kfaa C3-62 ‘
4[ ~kpaé + ' ]= [ -3ka + _ ] CE+1D '
PIACé+1D-B) fC6+10 -2 (8.68

y per lo tanto: .Crrle)e“_== cherrle , - C6.872

Al integrar la ecuacion (8.81> se tiene
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b kf3a C5-3 pCO+13-1 6
F = cr- ——z' £CE-1D+ Z > + ar’ @ +
2b C BPIACEHId-2) [KEHI-116C6H)
kfa C3-6>  kpa C&6-3> 1 p(X o+
HI kxpBa~ =7 +— €610+ > 1 -
C 2pPIpceMd-2l 2 BZIACE+ID-R] FCEHMI-1 [FCE+HLD
PP kf3a C3-5d p3C 6+ !
—<b“r)e™ -ar'"76" +[ -kp3Sa + )| e + yeo
2[pCE+1D-2)  PCEHD c8. 88>

Si derivamos la ecuacién (8.88) respecto de € y comparamos el

resultado con la ecuacién (8.62), se deducé que C_’_V_: =0 al wusar

las identidades (8.85) y (8.68). <° ‘
Asi que p = constaﬁta = ;c | o | —_ 5 (6,89
En el punto critico , r—>0, F=7 " .70

<

El determinante de la matriz de coeficientes de la primera

forma fundamental de la superficie termodihé.inica os:
'

— z_ : 2
det FCr,G) = det GCP’UDICP'U)CI‘.G)] Ci+u +r )[Cp.u)cr’e)]

€8.71>
&K p,ud
donde CP'UDCr.6)= 3(—:53- es el jacobiano de la transf?rmaciénr
e e |
= rlé éir -
CPoWer > = Prie Yeo|r~ Poir Yrie 8. 72
Yrie Yeir-

Con ayuda de las ecuaciones (86.18),0(6.163,(6.33) y ((86.34D

podemos escribir la ecuacion (6.72) en la forma:




2
k™ fa C&-3 _
Cow gy =7 € C6-13+ = 5 g (X6¥22-2
’ 2b b2 [ K 5+1>-2)
2 .2
k"B a
+ s> pfXotD2 g2 8. 73>
2b° '

Modiante la  sustitucién de las ecuaciones (6.1), (8.3 Yy Q

!

€8.73) eon (6.710 se obliene

det GCr.e>=c1+trf’6ace—e">+u°Jz+trc1-b e 215 »

2 : 2.2
x2pa CE-3D . k%p%a _
®x (— € C&-1D+ y oPCO¥D=2, _ s oy fROYDTZ 20
2 2 1 )
2b b2 [ ACE+1D -2 2b2 .
) . CB. 74 .

que tiende a cero cuandc r tiende a cero, es decir, en el punto '\ i
. ) . \‘

N

critico debido a que el jacobiano de la transformacién se anula ’
en el punto critico.

]

i
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7. Discusion
Siguiendo las ideas de Gibbs encontrames que la discontinuidad

de la superficie de estados de equilibrio termodinamico esta

cubierta por rectas que unen dos puntos de la curva de

‘copxistencia, uno de la fase liquida Y el otro de la fase vapeor,
para un mismo valor de T Y que estas rectas forman una superficie

desarrollable.

Los planos tangentes a la curva de coexistencia en puntos de

la fase liquida y de la fase vapor, para un valor fijo de ‘la

temperatura, infinitesimalmente préximos se  intersectan en unak

,\“

—— 3

AN

curva que llamamos arista 'da regreSién. 7
Una de las direcciones principales de la superficie

termodinAmica coincide en direccién con la direccién del vector

tangbnte a la arista de regresidn en el punto critico. Este hecheo ,

]

que es en si el aporte fundamental de esta tesis, marca 1la
posibilidad de obtener informacién de lo que 1le acontezca al
sistema en el punto critico analizando la curva de regresién lejos

del punto critico.

Al parametrizar 1la superficie de estados de ‘equilibrio :

termodinamico con los parametros r y 6, se encuentran expresiones
explicitas para la energia, la entropia y la presidn.
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