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SOBRE LA OEOMETRIZACION DEL PUNTO C R I T I C O  EM LA 

TERMODNAMlCA 

1 . I N T R O D U C C I O N  

Gibbs'  f u e  el p r i m e r   c i e n t i f i c o   q u e   u t i l i 2 6  l a  geometrla para 

i n v e s t i g a r  el estado termodi nfimi co d e  una substancia   en  1 as 

vati ab1 es e n t r o p i  ma, volumen y energi  a. Entre sus conclusiones se 

encuentra  el hecho de qqe 1 a regi Czn cambio de fase de 1 os f l u i d o s  

puede ser representada  en un sistema c a r t e s i a n o  ortogonal cuyas 

coordenadas  son la entropia, el volumen y l a  e n e r g f a ,  por una ', 

superficie reglada y que las t ransformaciones de fase a temperatura 

y presic5n  constantes  son las rectaas que  forman l a  superficie. 

1. . 

\, 

'PiGa y Mata' hacen un e s t u d i o  g d t r i c o  del cambio de fase 

15  qui do-vapor d e  1 as s u b s t a n c i a s  puras de un sol o componente  en el 

espacio de Gibbs con coordenadas e n t r o p l a ,  volumen y energia. Ellos 

deducen al gunas desigualdades entre exponentes criti cos al analizar 

la discont inuidad en el punto critico. Destacan adends el hecho de 

uge las rectas que forman l a  superf ids reglada son tangentes  a una 

curva alabada y c a l c u l a n  la triada de F r e n e t ,  l a  curvatura y la 

t 
-L 

. ,  

t o r s i b n  para dicha curva. 

En esta tesis preferimos tomar como variables del espacio ,   que 

11 amamos de Gí bbs, 1 as c a n t i  dades adimensional es o densidades 

termodinamicas p. u y s. y sus   correspondientes  variables 

conjugadas z. ? y P. Se encuentra  l a  trfada de f r e n e t .  l a  curvatura ' 
b * 

y l a  t o r s i 6 n   e n  estas variables para l a  curva alabada que llamamos 

arista de  r e g r e s i 6 n .  Se c a l c u l a n  las c u r v a t u r a s   p r i n c i p a l e s  y las 

"- . . - - 
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p r i n c i p a l  es t i e n e  1 a misma di r e c c i d n  que 0 1  vector t a n g e n t e  

arista de regresih. 

Utster y se encuentran  expresiones en terminos de r y €3 para la 

densidad d e  e n e r g f a  , 1 a densidad  de entropl a y l a  pres i6n .  

? 

t 
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2. CALCULO DE LA CURVA 

Comenzaremos con 1 a conoc ida  re1 aci 6n de Gi bbs para una 

s u b s t a n c i a   p u r a  de un solo componente 

dU = TdS-PdV c2.1> 

donde U,S y V,son la e n e r g í a , l a   e n t r o p í a  y el VolURIEin molares 

r e s p e c t i v a m e n t e ;  T es l a  t e m p e r a t u r a   a b s o l u t a  y P es la presibn.  I 

Del teorema de Euler para funciones  homogeneas de primer 

orden se t i e n e  el p o t e n c i a l   q u i  mi to o e n e r g i  a libre de' Gi bbs 

mol ar 

\ 
" 3  

p = U - T s + P V  c 2 . a  
Al d i f e r e n c i a r  1 a e c u a c i   6 n  C2.2> y s u s t i t u i r  1 a ecuac i6n  

c2.s 

Despejamos dS de la ecuacibn  C2.13  y S de la ecuac ibn  C 2 . D  

para obtener 

dS = C 1 n  dU + CP/n dV 

S = C l / n  u + CP/D v - prJi 

c2.43 

c2. ED 

el resul Lado de 1 a ecuaci6n  C2.43 para 11 egar a una   re1   ac ibn  de 

Gi  bbs-Duhem 

dCP/D = -Cum d C l / D  + C l N )  dCp/D 

donde hemos despejado dCPTT,. 

c 2 . m  
-. 

Fccri bamos tambidn 1 a ecuaci  6n C 2 . 5 3  con PrT despejada. 

PA- = c m  + c 1 m  p/T - c 1 m  U N  c2. n 
. .  



Si consí  deramos la d i f e r e n c i a l   d e  la cant idad SN y 

s u s t i t u i m o s  e n  el 1 a 1 as ecuaci   ones   C2.43  y C 2 . 5 3 ,  se t i e n e  

dCs/v)  = CVdS - Sdv)/vz 

d C S 4 9  = C V < C l / D d U  + CP/DdV)>/VZ- ( C l / D U  + C P m V  - p 4 3 d V d  

dCs/v) = C l / D  C VdU - Udv)/vz+ C i d 3   C p n d V  

d C W  = C i T T )  dCU/V) - C p m  dCl/V)  C2.83 

MAS aun, p o d e m o s  escribir 1 as e c u a c i   o n e s  C2.73 y C2.83 s i n  

dimensiones mul  ti pl i c a n d o l a s  por Tc/Pc, donde  Tc, PC y Vc son la 

temperatura ,  la p r e s i 6 n  y el valumen fí jos medi dos en el punto ; 

critico. Se t i e n e  - .  
C PA3 C Tc/Pc3 = C s/v) C TC/Pc> +C V c m  C p / n  C Tc/PcYd -C lc-  C U m c 3  . 

c2. Q:, 

dC SAD C TdPd =C Te43 dC U/vpc) -C p / D  C TcNcPc> dl: V c m  C2.103 

De esta m a n e r a   c o n v i e n e   d e f   í n i  r 1 as densi  dades de masa, 
t energsa y e n t r o p i a  por 

p = vc/v 
respecti varnente, asi como 1 as variabíes conjugadas 

4 

u = W C  S = C:S/V)CTc/Pc3 c2.113 

correspondientes 

Mediante estas d e f i n i c i o n e s  las ecuaciones C2.93 y C2.  PO3 se 

convi er t e n  en 
h 

p = s + p p + u r  
+ .c 

cc 
d s  = - Tdu - pdp 

.c 

Ahora la ecuacibn C2.63 tomi la forma 
4 

dg = pdp + udr 4 

C2.13) 

C2.143 

* 
c2. is) 

al diferenciar C2.133 y s u s t i t u i r  C2.143 en el resultado. 

L a  ecuaci6n  C2.14> expresa la densidad de e n t r o p i a  en 



\ 1" 
t6rminos  d e  la densidad de volumen y la densidad de e n e r g i a .  

S = s c p , u 3  c2. le:, 

Haremos u s o  de l a  n o t a c i  on f para des ignar  1 a derivada 
X l r Z  

parcial de fCx,y,z3 respecto d e  las variables que   aparecen   antes  

d a  la lf n e a   m i e n t r a s  que 1 as d d s  despues de la l f  nea se 

manti   enen  constantes  . 
De l a  r e l a c i 6 n   d i f e r e n c i a l  C2.14> r e s u l t a   e n t o n c e s  

S 
PlU = 'CI c2.173 

La e c u a c i 6 n  C 2 *  16> r e p r e s e n t a  l a  s u p e r f i c i e  de estados de 

e q u i l i b r i o  termodinAmico del s i s t w m a  y puede escribir- .on un 

espacio e u c l  i di  ano con  coordenadas cartesi a n a s  p, u y S ,  que 

llamar6 espacio de Gibbs. 

'\, 

1, 
\ 

Si designarnos por x_ el vector de posici 6n de un punto 
r 

t 
arbitrario de esta superficie en las coordenadas p y u 

g p , u >  = c p , u , s c p , u > >  C2.18> 

donde - i n d i c a  el caracter vecorial de l a  c a n t i d a d  de que se 

trate. 

Los vectores t a n g e n t e s  a las coordenadas  son: 

% = x  = C1.O.s > = C l , O , +  
-P -Plu P l U  

x = x  = CO.1 . S  > = CO.l,"T> -u T I P  U IP 

.c 

C2.193 

c2.20) 

donde se ha s u s t i  Luido l a  e c u a c i b n  C2.17'3 

El vector u n i t a r i o   p e r p e n d i c u l a r  a la s u p e r f i c i e  

termodinZtmi ca es : 

I. . .". . ." 



fc - .  

magni tudes de vector es 
F x i s t e n  valores de l a s  coordenadas p y u para los c u a l e s  l a  

superf ície termdin6mica presenta una rotura o discontinuidad. 
E s t o s  puntos re conocon como cambio do faso 114ui do-vapor y s o n  i 
tal es que 1 as fases 1 iquido  y vapor coexisten con 1 a misma 

temperatura ,  presiCln y p o t e n c i a l  qufmtco4 pero diferente  p , u  y s. 
Si designamos con L 1 a fase 1 i quida y con G 1 a fase vapor, se 

t i e n e  : 
TL = To PL = Po 

I 

'L - 'Q 
- 

En 1 as wariabl es T, P y estas igualdades son 
- 4  

h .c 
1 = T  P = P  

* .c 

% - " 
.c 

c2.233 ' 

L a L O 

Estos puntos de discontinuidad se agrupan en una 
1. . 

l lamada   curva  de c o e x i s t e n c i a  y que se divide en das curvas : 

l a  curva correspondiente  a la f a s e  l íquida y l a  'i, 
correspondí ente a 1 a fase vapar, cups vectores d e  posici 6n 
designaremos por : 

C2.24> 

"cp,,ua> = C P g . u , , " d  c2 .29)  & 

Estas dos ramas de 1 a curva de coexist.encia se unen en el 
punto critico. Las variables exbensivas molar- wlumen,  energsa 
y entropi a de liquido y vapor son díf e r e n t e s  e n  general . excepto ' " 

en el punto critico, por lo que sus donsídades tampoco son I 

' ' .:$ 

i g u a l  es en general. . ,  

. ..9 
. . ,. 

1 

PL Po uL # * so ~ c¿!.zm 

Las variables que no son disconti nuas P. T y p resultan f uncibn 
h ' *  rr 

de un solo parametro de acuerdo con la regla de fases de Gibbs : 8 

€ =  r -  m + 2= 1 ,  donde r es el numero de componentes,rn el 

nQmero de fases y f los grados de libertad del  sistema. Se cEflige el 

parametro f porque se puede medir con presicibn experimentalmente. 
* 

De esta manera 

-. .. . 

tenemos que a un punto 

7 

._ .- 

sobre l a  fase liquida de 



punto sobre l a  fase vapor 

a la Cempratura T le corresponde otro 
.2. 

de l a  curva  de c o e x i s t e n c i a  a l a  misma 

temperatura  G. Para ambos 
h 

puntos de 1 a curva d e  c o e x i s t e n c i a ,  a 

cada valor de T 1 e corresponde un val or be PC T> y un valor de pC ~ 3 .  

Los vectores de poslcí6n para las  fases liquida y vapor de 

- 4  " 

d i c h a  curva los denotaremos por: 

c2.273 

La d i s c o n t i n u i d a d  de la s u p e r f i c i e   t e r m o d i n h i c a  para un valor 

fijo de ;, 1 a podemos r e p r e s e n t a r  por : 

ACXC;> - = a - = cPL- PO.UL - u S - Sa> 
-L -a a '  L 

" 

c2.293 
'i 

donde hemos usado las e c u a c i o n e s  C2.243 y C2.251). '\ \ 

El vector perpendicular  a  la superficie termodinAmica sobre l a  

curvp de coexi s t e n c i a  toma l a  forma de: 

gue ? de  acuerdo  con las e c u a c i o n e s  C2.i33> debe t e n e r s e  

N = N  c2.31> 
"t -0 

para un valor f i j o  de ;. Asi que los planos  que pasan por ctL y por 

-0 ' a son paralelos o coinciden.CVer figura l>. 

Al realizar el producto  escalar o interim de NCG> con A&;> , 
C2.32) 

donde se ha usado 1 a ecuac ibn  C2.133. Por t a n t o  l a  recta que pasa 

por  gxCG3 y gLC T> es or togonal  a HCG> de tal manera que el 

plano t a n g e n t e  a l a  superficie pasa por a- y por caa. Es decir , los 

p l a n o s   t a n g e n t e s   n o   s o n  paralelos s i n o  que co inc iden .  

.b 

-L 

Para un valor fl jo de este plano t i e n e  por ecuaci6n:  



i 
\ -  

Fi g. 1.  Para dos puntos sobre la curva de  coexistencia con  el mismo valor.  del parámetro 
y ,  se encuentra  que la descontinuidad tiene la misma direccilin que l a  recta-,~ 
caracterlstica  que. resulta de la intersección del plano tangenta a la curva en- \%,> 

ambos puntos y el plano infinitesimalmente próximo. i 

A /  i 
F i g .  2. La  inter%ección  del plano tangente  a la curva de coexistencia, para un valor 

fijo de T, y dos planos infinitesimalmente  próximos es un punto llamado punto 
característico, que a medida que  cambia c' determina una curva llamada curva 
de regresiin. 
El vector tangente a  dicha  curva y una de las  direcciones  principales de la 
superficie  termodinámica tienen la misma dirección en  el punto crítico. 



donde = Cp,u,s> 

es un punto   gener i  co sobre el plano  y hemos usado 1 a 

C2.133 en el punto C pL , uL , sL3 de tangenc i  a, para 

ecuacir5n C2.333.  

A.I variar el parametro l a  e c u a c i e n  ~ 2 . 3 3 3  nus 

c2.343 

ecuaci   6n 

escribir l a  

da una familia 

monoparametri ca de p lanos  que ti enen como envol  vente  una S 

superficie reglada cuyas rectas se encuentran  en l a  in tersecc i r5n  

del p l a n o  C2.333 y el plano  "i n f   i n i   t e s i m a l m e n t e  pr6xi rno" en 7 + d; , 

por l o  cual 

i.r. &;> = @T> pL+ UL= PcT> 
ic 

c2.353 

que se o b t i e n e  al derivar la ecuac idn  C 2 . 3 3 3  respecto al pardmetro \~ 

- .  

h 
T , o p e r a c i e n  que denotaremos  con un punto encima de l a  literal. 

l a  Furva de  c o e x i s t e n c i a :  

k ; h =  p t $ h  + u L c2.303 
4 . r  
P'T' IpCrP T . i c - ,  

ua c2.373 

y ;omparando estos r e s u l t a d o s  con la e c u a c i h  C2.3El>,se deduce  que 

la recta que forma l a  i n t e r s e c c i h  de los planos  C2.333 y C2.353 

estos puntos 

c2.353, se 

C 2 . 3 8 3  

C 2 . 3 Q D  

cuyos  n6meros directores concuerdan  con l a  d i r e c c i b n  de ' 



encuentra: 

D e  1 a ecuaci 6n (2.33) eval uada sobre cxL y oto 

resultados, se ti en@ 

al usar I a e c u a c l 6 n  C 2 . 4 0 > .  Luego 

La ecuaci 6n C2.42) es e q u i v a l e n t e  a las 

Clausi  us-C1 apeyron y pueden wscri birse en 1 a forma 

Las rectas de 1 a int-wrswcci 6x1 de loo planas 

ecuaciones  C2.333 y C2.353 forman la envolvente  

C2.40) 

y r e s t a n d o  los 

C2.413 

1 

C2.42) 

ecuaci  ones de 

c 2 . 4 3 >  

- C2.44) ~, 

'~ 
dados por las 

de la familia 

monoparamcStri ca de planos  tangentes a l a  curva  de coexistenti a. 

Estal envolvente  es una s u p e r f i c i e  desarrollable que puede ser un 

cono,  un c i l i n d r o  o una s u p e r f i c i e  formada por ypct'as tangentes  a 

una curva al abeada . 

I 

3 

En la r e f e r e n c i a  se argumenta que est-a superf  í d e  n o  puede 2 

ser un cono ni un c i l i n d r o ,  por lo que debe ser una superficie ' 

desarrollable cuyas  reckas son  tangentes  a una curva alabada 

llamada arista de r e g r e s i b n .  

Los puntos de 1 a ari Sta de regresidn esth sobre los planos 

C2.33> y C2.35) y sobre el plano inf initesimalmente  pr6ximo al 

plano C2.353 , por 1 o c u a l  
'I .. 

$;> E = P N T F )  = PCT> 
.. . c +  " 

cr+ 
c 2 . 4 5 3  

I 

Despejando p d e  l a  ecuacl6n  C2.45) y s u s t l t u y h d o l a   e n  las 
ecuaciones  C2.383 se t i e n e :  



Las rectas tangentes  a .esta 'curva c o r t a n  a l a  curva de 

c o e x i s t e n c i a  e n  los puntos ctL y ea para cada valor de 5. 

r 

. 
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3. ESTUDIO GEOMETRICO DE LA CURVA z 

Se t i e n e  el r e s u l t a d o  de que  una  curva del espacio queda 

determinada de modo h i  co por dos val ores 1 ocal es i n v a r i a n t e s  I que 

son ! la c u r v a t u r a  y l a  t o r s i b n  como f u n c i o n e s  de  l a  

l o n g i t u d  de arco . S 

Procedamos  pues a c a l c u l a r  la triada de F r e n e t  para la curva 

ZC;>, e c u a c i b n  22. 473 

Al derivar l a  e c u a c i 6 n  C2.47> respecto del parametro ?, '~ 

y tomando como factor comen la derivada tenemos el vector t a n g e n t e  

a la curva 

4 

c3.1> 

23.2) 

asp es que el vector unitario en l a  d i r e c c i 6 n   t a n g e n t e  a l a  curva 

c3.4> 

Y A I It i ndi can que se trata de un vector u n i t a r i o  y de su 

norma r e s p e c t i v a m e n t e  . 
Como r i l l  = dud; domde L es 1 a longitud  de arco se t i e n e  



c3. m 

c3. e> 

c3.7> 

la ecuac idn  C 3 . n  v i e n e  expresado por 

6 = e /E c I = C - p t l  + T I+ ; ) ; , -tl  +;'I + ~ p p  . + GG>/r"ZR C3.10) 
i -2 d 

Usando l a  fdrmula de F r e n e t ,  
~ > (  - 'I 

d b d L  =Cdc/dkd3/dL>'L e 

encontrarnos que l a  c u r v a t u r a  k de l a  arista de r e g r e s i d n  esta dada 

por la ecuaci 6n 

C z  / Ra>( l/ CR d$ I P ? ~  13) = Ck>/ CR r 3 

que r e s u l t a  de s u s t i t u i r  las  ' e c u a c i o n e s  C3.S>,C3.7> y C3.10> en 

l a  e c u a c i 6 n  C3.11>. Al despejar k d e  l a  ecuacidn C3.12> se t i e n e :  

k = C p  r 3 4 l/ CR8 $; Icp/p I>) 

; ,. 

C 3 . 1 1 )  . . ' . . I .  

.*- 5 :/z 
C3.12) 

ilr 

5 5  p i/z 
C3.133 

Para e n c o n t r a r  el vector binormal a l a  curva , rea l izamos  el 

I. 

13 



6 = c i / r >  (r c -p , -1 ,0> - c-p,-T,-A>r 

donde r - r I r  +pp3 1/2- -i/2 

i / 2  4 . c . c  i / 2  

i 
= 4-p r ,-,O> +cp,T, l>~G +S 3) r 4 -  '8/2 

Encontramos as1 1 a ecuaci 6 n  de 1 a derivada 
a0.c -& + .&. 'W2 1; = c-$ri TpS'rP +TpP T + p&¿>r 

ai s u s t i  t u i r  l a  e x p r e s i d n  para r de l a  ecuac ibn  

L a  d i r e c c i d n  de l a  derivada de l a  binormal 

I. 

de 6: 
\ 

(3.153 

c2.22). 
es la misma que l a  

d i r e c c i b n  de l a  normal ; el factor escalar que Iguala estus dos i 

vectores es R r . Es d e c f r ,  -i/2 9 

G = G C R ~  - in, 
C 3 . l &  

De acuerdo c o n  l a  f 6 r m u l a  de Frenet para l a  binormal, : 

d&dL = C d b d h  Cd;/dL> = - 7 n A 

C 3 . 1 7 )  .- 

donde 7 es l a  torsi& de la curva cuya ecuaclc5n es fas i l  de obtener 

al s u s t i  t u i r  las ecuaciones C3.53, C3.103 y C3.15)  en la ecuacibn 

C3.17>. Se e n c u e n t r a  

C3.183 

. 



4. bTUDI0 GEOMETRIC0 DE LA SUPERFICIE 

TERMOMNAWCA 

Del mismo modo en  que una  curva  queda compl e taments  

determinada por las c a n t i d a d e s   i n v a r i a n t e s  curvatura y t o r s i 6 n , u n a  

superficie queda univocamente determinada" porciertas formas 

c u a d r a t i c a s   i n v a r i a n t e s  llamadas primera y segunda  formas 

fundamentales de la superficie. 

Procedamos a l  c a l c u l o  de estas formas para 1 a s u p e r f i c i e  

denotada  en 1 a ecuac ibn  C2.183 con vectores t a n g e n t e s  a las 

coordenadas p y u dados por l as  e c u a c i e n e s  C2.193 y C2.203 y con " , .  

vector unitario perpendicular expresado por l a  ecuac ibn  C2.213. 

2 .  

La primera forma fundamental para esta s u p e r f i c i e  toma l a  '> 

forma: 

y su determinante  

detGCp,u3= 1 +I;"+ f Z =  r ,x 

C 4.6> 
b * ,  

Obtenemos 1 as segundas derivadas del vector de posicihde l a  

superficie r e p r e s e n t a d a  por l a  e c u a c i 6 n  C2.18> 



x = co,o,cs  2 3=co.o,-pPlu> -w PlU PlU 

% PfU>UlP 
x = co,o,cs > >=co,o*-; 3 -uu U l P  UlP U l P  

.\r 

= CO,O.Cs >=co,o,-; >=x 
UlP -UP 

En la ecuacibn C4 .93  se hace uso  de l a  r e l a c i b n  de Maxuwel 
h 4 

= T  
PlU 

En a d e l a n t e  escribiremos Cs 2 S y de manera 

1 as deds deri vadas par ci al es, para si mpl i f i car 1 a notaci  6n. 
P l U  PIU PP 

La segunda forma fundamental se expresa por : 

c4.7> 

c4. e> 

c4.93 

! 
c4. I o> 

similar 

C4.113 ',, 

- .  \ 
donde 

C4.12) 

€4.133 

C4.143 

t I h  esto se obtienen 1 as componentes de l a  segunda forma 

fundamental 4 

deter mi nante  

detBC p, u> = 

puede  escribirse  como 

d e t B C p ,  u>= C l  /r3 

h -. + h. 

Pplu u l p  Pulp 
T '  - ) C l  A-2 

- 6 

C4.183 

c4.17;) 

al usar el metodo de los jacobianos en l a  ecuaci6n C4.163. ' 

Otras dos cant idades  que son  importantes m el e s t u d i o  de 

superf iciss y que estin determinadas por la primera y por la 

. .. 



it 
\ ,  - 

segunda formas fundamental es son 1 as c u r v a t u r a s   p r i n c i p a l e s  y 1 as 

di recci o n e s   p r i n c i p a l  es. 

La curvatura  normal a l a  s u p e r f i c i e   e n  un punto sobre una 

curva de la  superf  ides esta dada por el c o c i e n t e   e n t r e  1 a segunda 

forma fundamental y l a  primera forma fundamental 

k =  C4.183 " n 
C1 +zz> Cdp>'+ 2p rdp du + C l  +?>Cdu>z 

. c &  

depende de l a  direccih dp(:W/dt y duCW/dL, de l a  

curva p =pCW , u = uCW que se ha paransetrizado con l a  l o n g i t u d   d e  

arco L. " - >  

Nos ocuparemos de determinar aquellas direcciones sobre la , 
i 

val or extremo de 1 a curvatura   normal .  

si multiplicamos por Rtla ecuacibn a n t e r i o r  y usamos l a  

e c u a c i 6 n  C4.193 se encuentra que 

h = k  g4. a 3  

As1 que las direcciones que dan los valores extremos de k @cm , p  

I 

n 
las soluciones de 



! " 
C B - k G > R = Q  

Este si stem 

s o l u c í 6 n  cera, si y 

det  CB - k  m = O  

Esta ecuaci   6n  

c4.223 

homogeneo t i e n e  s o l u c i o n e s  di s t i n t a s  de 1 a 

sdlo si 1 os val ores de k s a t i s f a c e n  1 a ecuací6n 

CQ. 23:, 

t i e n e  dos raf ces , Ray R., a 1 as cual  es les 

corresponden dos d i r e c c i o n e s  dAf m e n t e s  2' y S', sol ucí  ones de 1 a 

ecuací6n  C 4 . 2 2 3  las c u a l e s  son las direcciones que hacen extremal 

l a  c u r v a t u r a  normal. L o s  valores Ri y 4k2serAn 

c u r v a t u r a s  princípales. 

Al sustituir las componentes d e  las matrices B y G - 
las ecuaciones  C4.152 y C4 .5)  respectivamente, se tiene 

la t u a l  es equivalente a l a  ecuacidn c u a d r a t i c a  

Las raices ,de la ecuacibn C4.25) resultan S& 

11 amadas 

dadas por 

C4.24) 

c 4 . m  

C4.28> 

(4.27) 

La c u r v a t u r a   g a u s s i a n a  K es el producto de las ctkvaturas * ' ' 

p r i n c i p a l e s  y es tambíh el cociente de d e t B  y det8 

c 4 . 2 8 3  



La c u r v a t u r a  media N es l a  semisuma de las c u r v a t u r a s  

pr i nci pal es 

AL sustituir los valores Mmos de l a  curvatura normal dados 

por 1 as e c u a c i   o n e s  C 4.262 y C4.27) en 1 a ecuaci6n C 4.24> , y 
I 

denotando las componentes de 1 a matriz G por G=Cg.lr) y 1 as 

componentes d e  l a  m a t r i z  B por B=Cb ,con a.(3=: 1,2, se t i e n e n  los 

s i g u i e n t e s  sistemas para las d i r e c c i o n e s   p r i n c i p a l e s :  
C d  

i=l,2 Csin sumar en i> c 4.30> 

donde se aplica la convencibn de suma de Einstein  pana f n d i c e s  

repti dos corn se explica er. s-ddz: si er: =Irs.= mprzsi5q 
aparece al gCrn 1 n d l c e  dos veces, entenderemos que se esta sumando 

resppcto a dicho i n d i c e  para todos los valoros admi siblos; del 

- >, 

\ 

mis&. . 

C4.32> 

que al s u s t i  t u i r  los valores correspondientes de l a  primera y l a  

segunda formas fundamentales se convierte en 

C 

c4.333 



t 
\ -  

2 L ,  

Las componentes de estos vectores son 

1-  I 

2 

x t í >  

2 

', 
'\ 

7 

2 

Despejando X:i, , 

c4.34> 

c4.303 

n 

c4.383 

- .  . 



En forma analoga  se t i e n e  de l a  normal izac i6n  de R', 

Vamos a demostrar ahora l a  p e r p e n d i c u l a r i d a d   e n t r e  las  

drecci o n e s  2' y R2. 

Tomando l a  d i f e r e n c i a   e n t r e  las  curvaturas p r i n c i p a l e s  .se 

t i e n e  la- e x p r e s i 6 n :  

-I- Tulp - ti'= -2 - C4.40) 

\ 
\ 

que e n   g e n e r a l  es d i f e r e n t e  de cero. Un punto  donde las dos 

c u r v a t u r a s  son i g u a l e s  se llama ombligo. S610 para l a  esfera y 

el p j a n o  todos sus p u n t o s   t i e n e n  dos curvaturas iguales .  En lo 

que,sigue supongo Rz- AiZO. 

f 

~l m u l t f p l i c a r  l a  ecuac ibn  ~ 4 . m  por CR > i t  

C R  D B R2= R C s  3 G Rz4L CR > G 2' donde hemos usado l a  igualdad 

CR 3 B = CL C$ 3 G . ~l restar estas e x p r e s i o n e s  se t i e n e  -. 

C&z-&.í>CR i t  3 G 2'5.0 C4.41) , . 

i t   i t  i t  . .  . 

r t  r t  

, . I  

_ .  

S 

De las  e c u a c i o n e s  C4 .223  y C4.403 se concluye que si R,'R, 

C z  > G Rz=O i t  C4.42) 

l u e g o  K y X' son ortogonales. i 



7 
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5. GEOMETRIA DEL PUNTO carlco 

El comportamiento  termodinhnico de los f l u i d o s   e n  la vecindad 

del punto cri ti co es de e x c e p c i o n a l   i m p o r t a n c i a  por que  desaparecen 

las c o n d i c i o n e s  de estabilidad t e r d i n a m i c a .  Esta estabilidad esta 
r e l a c i o n a d a   c o n  el hecho de ser n e g a t i v a   d e f i n i d a  l a  matriz de 

c o e f i c i e n t e s  de 1 a segunda  forma  fundamental , 1 a c u a l  se anula   en  

el punto cri tico l o  que implica que en ese punto desaparezca la 

estabilidad. 

El punto critico es un punto  terminal  sobre la curva de 

c o e x i s t e n c i a  que separa l a  rama liquida de l a  rama vapor. En este 

p u n t o   t a n t o  las  densidades   terrnodinamicas   p ,u ,s ;  como l a s  variables 

c o n j u g a d a s   c o r r e s p o n d i e n t e s  2, I ,  p. sun iguales en  las dos fases 

de c o e x i s t e n c i a  por l o  que las fases ya n o  pueden d i s t i n g u i r s e  y l a  

- z .  

\ 
- 4  

curd de c o e x i s t e n c f a   t e r m i n a .  
t 
En el punto cri tfco ciertas 

potencia de AT. + o  

cantidades ternuadínhicas tales 

permanecen f i n i t a s  mientras que 
7 

, etc, dfwrgen como cierta - . 

: '". 
, ^l. ,J,: 

I .  

La manera  en  que estas c a n t i d a d e s  dívergm puede  depender de 

l a  trayectoria por l a  c u a l  nos acercamos al punto critico. Las 

principales  trayectorias s o n  : la curva de coexistencia. la is6cora 

crltfca y la isoterma critica. 

Usaremos como variable' independiente  la d e s v i a c i b n  AT de la 

temperatura respecto de su valor en el punto crl t i co  que es 

T - T T = -1 . b i  ,A; T-TCP ;+I .Luego 
b 

6 - 4  

C C C 

4. 

a= T + l  c3.13 

La compresibilidad ísottkmica diverge a l o  largo de l a  curva 



de c o e x i s t e n c i a  y de l a  i skora crf ti ca con  exponete  y como 

K; z IA;~' c y b 1.2) C S .  2) 

mientras   que  el calor especifico a volumen c o n s t a n t e  diverge con 

exponente a como 6 

C a h 0.23 cs. 33 

L a  d i s c o n t i   n u í  dad de l a  dens i  dad ti ende acero con el exponente 

/3 respecto de s u  valor de equilibrio como 

C /3 = 0.33 cs. 43 

de modo que su derivada respecto dela temperatura &verge como 

Los exponentes  u,@,y  e s t a n   l i m i t a d a s  por l a  des igualdad de 

Rushbrooked 

y + 2 ( j + a  2 2  CS.  €33 

#Expresemos ahora todas las  primeras derivadas parciales en  que 

se r e l a c i o n a n  de manera  importante las variables terlmodinamLcas 

P , U , T .  y en fUnCiOn de tres de ellas: Cy, k;, t i e n d e n  a 

un 1 1 m i t e  I 

-a 4 

W P  

". 

es una c a n t i d a d  f inita e n  el l i m i t e  A; -> O 

Por d e f i n i c i b n  Cv= u y k,~-1/v3vp,,. En te rmina ;  de .las - -  . "'& t 
TIV 

densi dades termodi nami cas Y SUS varl ab1 es conjugadas  

c o r r e s p o n d i e n t e s ,   e c u a c i o n e s  C2.113 y C 2 . 1 2 3  , r e s p e c t i v a m e n t e  , 

cv = c v  P u3 
T I V = V  u C C T /GiV c c  T I P  

-2 = V P T /cmc> U* C S .  8) 
C 

De manera  similar , 



Despejando 
h 

TulpY 545 
4 

d e  las ecuaciones  C8.83 y CS.83  

respect ivamente  . 
cs. 103 

cs. 11> 
I 

Usando las e c u a c í o n e s  C S .  23 y C S .  3) se t i e n e  

cs. 123 

C S .  13> 

donde fz y fa son c a n t i d a d e s   f i n i t a s  e n  el 'limite A; W O. 
"L ,. 

Podemos calcular 1 as d8&s der1 vadas t e r d i n W  cas 

t6rminos de 1 as tres derí vadas expresadas por 1 as ecuaciones '1 

Cb .  72 , C S .  123 y C S .  I33 

4 

C5.143 . 

donde se ha usado  1 a n o t a c i  c5n usual para jacobí anos. ? 

' ., - _  ., I , 

De l a  d i f e n c i a l  &=pdz+udjr encontramos l a  relaci6n de Maxwell .;b2..,,' 

i a,' .: .I. 

I .2i@.,: 

pgI3= uPl9 de donde 

Usando 1 a composi c i 6 n  u=uCF. c3 y u=uC%, p3 y 1 a reg1 a d e  1 a 

cadena.  se encuentra  

con  di f erencí al d?c = -c d p  + u d? CS. 1 7 3  

Se h a   s u s t i t u i d o  d s  de l a  e c u a c í 6 n  C2.143. D e  la expresi6n CS.i7> 



Al s u s t i t u i r  las  ecuaciones  C5.123,C5.143 y CS.183 en l a  

expresi bra para u 
91 i;' 

por ser 7 > a Bsta diverge como lA%lY.  

Usando el *todo de lo5 jacobi anos , 

Hací endo los cambios m 3 y p Y  u m l a  e c u a c i 6 n  para 

uslp* 
";rip= uiT/p+ uplP3f lp  = f sc i + C f a / C f f  f23 

donde hemos usado el hecho de que +lu= 1 4  
PI 

Medi ante j acobi anos tenen& 

Gpru- %lu3p/?j = f2f : z lATla C i +CfaXf: f2> 

al s u s t i t u i r  las ecuaciones C5.203 y C 5 . 2 1 > .  

como 1 lA?l-cx. . 

Si f o r m a m o s  l a  funci6n g d e f i n i d a  por: 
.c 9 

g = s + p p  

es f i n i t a   e n  el limite IAFI O. 

D e  l a  e c u a c i 6 n  C2.143 se tiene  la  relaci6n.de Maxwell 

En t6rminos de estas cant idades  los componentes de l a  matriz 

de la Segunda Forma Fundamental son: 



i 
# 

, cs. 2n 
donde hemos s u s t i t u i d o  las  ecuaciones  C 5 . 2 2 3 ,  CS. 28> y C5,123 en la 

ecuaci6n  C4.103 . La ecuaci6n  CS. 27) muestra  que todos los 

# 

curvptura media : 

W C A ~ = - C f 2 ) A ~ l a ~ a ’ z ~ ( i + ~ z - 2 ~ , + C l + ~ > f ~ C  1 +CfaXfzf A- í 3 > lATIy-q) 

que t i e n d e  a cero comolATla, por l o  que l a  curvatura gausslana 

t i e n d e  d s  rapidamente a cero que la  curvatura d a .  

m. 2Q> 

Definiendo  nuevas  cantidades  finitas por: 

*4 = -Cfz0r~’=><1+p=--2ji3f : + C 1 & > f 2 >  1 cs. 303 

*5 
=-CCl  + f P r  ) f 3/z C S .  31 > 

= f  f /r 2 

f b  2 8  
cs. 32> 

y susti tuyendo adecuadamente estas cantidades en las ecuaci ones 

C5.283 y C5.293 ?I 

K Can= f6 l a+r cs. 33> 

2HCA?)= f4 IA?Ja +f5 IA?ly cs. 34) 

encontramos que 1 as curvas principales  dadas por las raices de la 



4 

+C-3 =S 2 y-a> I ]  í'2 } 
E= A 

4 

cs. 35) 

\ 

CB. 3 a  

que Loinciden con C4.262 y C4.27).  

Al desarrollar las expresiones  encerradas  en parhtesis en 

patencias- de \AS1 Y -a , 

cs. 373 

C S .  38> 

Los t6rminos dominantes son : 

C B .  403  

de donde una curvatura p r i n c i p a l  va mas r Apidamente a cero q u e  1 a 



* U t i l i z a n d o  las ecuaciones  CS. 12) ,CS. 2 8 >  , C 5 . 3 5 >  y C S .  38) 

podemos escribir las d i r e c c i o n e s   p r i n c i p a l e s ,   e c u a c i o n e s  C4.423 y 

C4.4.33 en t&rminos de CAB. 

. 

cs. 41> 



ci+P>+cpa = 
+ "*/* ] C f 4 >  [ f4 +2Cfb-- )lA?l'-*+. . . ] )= 

r f4 

donde 
m 

fo = 1 + f:+ I 4  

r "1/2 
*2 

(12Cl+5++3?f 3+1Cl+f>+cp3323~->) f4 cs.44; 
J 

f* ' 

f7 

c1 +e3 f4 
1 +  + -  

2 r " 1 0 2  f 

C3.483 

Para encontrar  l a  



\”. 
p.el denominador d m  la mcuacidn C 4.433 

El denominador toma la forma 

+ 1 
4 



Susti tuyendo las ecuaciones  CS. 402 y CS.  5 0 2  en la ecuacih 

donde se han def í n i  do 

C l  +P> 2 - ~ C 1 + f > + ~ f 1 J -  f6 
fíí- "1/2 y f iz=  - í / 2  r fz f 4  r *2 f 4  

c s .  a> 

& ?. 

cs. S23 
\ 
\ 

al usar las ecuaciones C2.19> C2.20> y C4.40) 

En terminos de A? encontramos que 
is 



Tomando en cuenta  las ecuaciones C S .  41> y CS.- pode- 

reescribir la e c u a c i h  CS.54> como sigue : I 

5% f 
f r ' í N 2  Cf,"? 

f* f4 

\ 

cs. S I >  \? 
'. 

En terminos de A;', 



Al s u s t i t u i r  las ecuaciones  C S .  49) y CS.BO>en l a  e c u a c i h  

cs. 592 I 



6. PARAMETREACION DE LA SUPERFICE 

T E R M O D I N A M I C A  

HO y Litster? parametrizan la  superficie t e r m i n a m i c a  en la 

vecindad del punto critico con ayuda de lus parametros r y 8 

similares a coordenadas polares. 

Aunque el modelo de H o  y U tster es m y  s e n c i l l o ,  es una buena 

representac ibn del comportamiento  experimental- de muchas 

s u b s t a n c i a s  cerca del punto criticoe. 
, 

El modelo de H o  y Litster c o n s i s t e   e n  suponer \ 
. 1 ?. .' i, 

+ 2 2  
, .  \ 

~ = r C l - b 8 >  +; 
I 

C6.1) \,\ \ 
C 

p = r k e + p  /3 
C 

C6.2) ; , ,  



ecuaci6n  C6.53 y de l a  definici'bn de f , P Y 2; : 
f" = FCHr ,e>, TCr ,833 

rcI ce. 83 

par a encontrar  1 as c a n t i  dades 

Al s u s t i  t.ui r 1 as ecuacf   ones  C 6. Q) en las ecuaci ones C6.113 y 

CQ. 123 de manera adecuada 

Cer. 133 . .  

c 

Si derivamos parcialmente las ecuaciones C8.13 a C8.33 
b 

obtenemos: 
. 

C o n  ayuda de la ecuacibn  C6.33  y las ecuaciones C B .  153 a 



La re1 aci 6n 

las e c u c i o n e s  Cts. 

-a r WC I -3e23 m 

de Maxwell , ecuacirSn C6.72, nos permi te i g u a l a r  

193 y C8.203. Asi 

r(+'e-[ c1-e8> + rpi+ 

+ U C l - b  8 > + u C"b28> = 2 2  

elr 
=- /36a r W-'e cI-e2> k rP-1 rp6ae c1-e2> + 1 r Fr + 

C 

+ u c-2bare> + u C"b28> r le 
y cancelando tt;Srminos iguales de ambos lados  de la igualdad, nos 

queda: 

-a rwCl-38'> rp-% + u Cl-b 2 2  8 > = elr 
= -  W a - r  C:i-B2> k r' + urIeC-2b2re> 

.-L ?, 

Ordenems la  e x p r e s i 6 n   a n t e r i o r  para llegar a una ecuaci6n en , .  

derivadas parciales con variable dependiente  u. 

i Esta es una ecuacih diferencial parcial l i n e a l  de primer 
t orden en l a  variable u . 

Para e n c o n t r a r  las l i n e a s  caracterfsticas de esta ecuaci6n  .. 
resolvernos el 'sistema d e  ecuaciones9 

ii 

dr de du . ". 

se encuentra   separando variables e Integrando 
1 dr 1 d W  

- S" =- -9" 
dW 

, donde -1-b 8 y -- =e de . 2 2  

2 b =  r 2tr2 2b' S 

C8.233  

Luego In r = - l d l - b  8 > +1n c es l a  solucicrJl de l a  ecuaci6n  2 2  

y I n  c es una c o n s t a n t e  d e  l n t e g r a c l 6 n .  



Al exponenci ar 1 a soluci 6n se tí ene 

r C1-b 8 3 = c 2 2  
: 

Para resol vwer la  ecuac16n 

de du 

CB. 243 

despejamos r de l a  ecuacl6n  C6.24> y elevamos el resultado a la 

potencia f#&+l3 -1 . 
m'*'r= CsCl-b 8 > r 2 2 f3CbW-l 

. 
C8.263 

#3c6ci>r donde hemos definido C s =  ci 1. 

Si se s u s t i t u y e  l a  e c u a c i  6n C6.26> en l a  ecuaci6n  C 8 . 2 3 3  y se ' \  - ... 
\ separan variables, la  expresibn que se encuentra  tiene la'forma: '\ 

>\ 

-du cam> 
bLas i n t e g r a l e s  que aparecen e n  el lado izquierdo de l a  

e c u a c i b n   a n t e r i o r  se r e a l i z a n   e f e c t u a n d o  el sencillo cambio de 

variable como se mostr6 d s  arriba.Asi 

i . .  

. &  

i 
="J"-(K6+l>dw + -pC 6+1> +ld" 

9 

a* 2b* 

" - + 



Susti tuyendo 1 as e c u a c i  onea C Q .  282 y CB. 29> en 1 a i n t e g r a c i  6n' 

de l a  e c u a c i 6 n  C8.273,  y usando 1 a ecuaci 6n C8.26) 

ma J- 

(Xb+i3-1 Cb-83 [ r # b + í > - í ~ c s - m e '  
IC &-í> + + ,+u=cz 

2bZ[pCd+i>-i3 bZC/#6+i>-z3 fpCb+í>-zl  
ce. 30) 

donde Cz es una  nueva  constante de i n t e g r a c i b n .  

b las ecuaciones  FCu,r .8><,  y GCu,r.B)=Czde las * 

caracteristicas viene la  solucick general  de una ecuacidn como 

C 6 . 2 1 )  en la  formaG HCFCu,r,B>.GCu,r,B>> =O C€5.30a> 

Como en 1 a e c u a c i  bn C8.243 de una de las caracterf sticas no 

aparece la varisble u , es trivial despeJar u de C6.30a> en l a  

forma 

GCu,r,e>=hCFC-,r,8>3 

donde la rayi ta  recalca. que F en este caso p a r t i c u l a r  no es f unci6n 

de )r y donde h es cual  quier f unci 6n d e c e n t e  de F. En forma 

explkcita de C S .  243 y C8.303 encuentro I _  

Veamos a h o r a  que el otro t6rmino d e  u satisface l a  ecuaci6n 

C6 .213  .en s u  forma no homogdrnea. Derivando  parcialmente l a  ecuaci6n 



Sust i tuyendo las  ecuacionea C8.283 y CQ. 293 en l a  i n t e g r a c i d n  

de 1 a ecuaci   6n  C Q .  273, y usando 1 a ecuaci  bn C Q .  263 

ma r (Kb+í>-í Cb-8) fpc¿5+í>-i3CB-6>ea 
(C 6-0 + + )+u=C2 

2b2t(xb+i>-i 1 b2tf#b+s>-zl I (#d.+í> -2 3 
Ce. 30) 

donde C es una  nueva  constante de i n t e g r a d  h .  z 

De las ecuaciones  FCu,r ,6>=Cí y GCu,r.e>=Czde la6 

caracteristicas viene l a  s a l u c i b   g e n e r a l  de una ecuaciCn como 

C6.212 en l a  formaQ HCFCurr,8>,GCu,r,8>> =O C8.3Oa3 

Corno en 1 a ecuaci   6n  C8.24) de una de las caracterl sticas no 

aparece l a  variable u , es trivial  despejar u d e  Cts.3Oa3 en l a  

forma 
- ?. 

donde la  rayi ta recalca. que F en este caso p a r t i c u l a r  no es f unci c5n 

de p y donde h es cualquier   funci6n  decente  de F. En forma 

explkcita de CB. 243 y Ca. 302 encuentro 
I .  

f#b+í> -3 m a  r C&-a> 

2 2 frC1-b e 3 1  = c -2b re> hr +ze2,. As1 que al 
2 2  2 

hrCl-b 6 3 efr 
sust i  t u i r  estas expresiones en 1 a ecuaci &n C B .  21 > 
C 2 b ' r f D C l - b  2 2  8 >hrCi-b~#,+Cl-b 2 2  8 3 C-2b 2 re>hrCi-b 2 2 =o. C6.32) 

lo que implica que h es solucicjn de la e c u a c i 6 n  CB.213 en su forma 

homogdnea. b .' '. 
Veamos ahora que el otro t e m i n o  de u satisface l a  ecuaci6n " . 

C6.2.l) _ e n  s u  forma no homogenea. Derivando  parcialmente l a  ecuaci6n  



i '  

e c u a c i h  (8.21) 

C2b2r6> u + C1-b 8 > u 2 2  

r le 9 ~r 
. .  

La forma mAs s e n c i l l a  que puede tener 1 a f unci 6n h compatible 

con el hecho de que u sea un polinomi o d e  segundo grado en 6 es: 

hCrC1-b 8 33  = Cdonde C es una c o n s t a n t e  arbitraria. Con esta 

eleccl6n de h. la ecuací6n C6.31> se convierte en 

2 2  

0 -. 

3Q 



ce. 3 6 3  

En el punto critico, es decir, en el limite r -0 , 

u = c = u  c a m  
Calcularemos ahora las c u r v a t u r a s  principales y las 

C 
I C  

direcciones p r i n c i p a l e s  de l a  superficie termadinarnica en los 

par'ametros r y 8 . La e c u a c i 6 n  de l a  superficie C2.16> toma l a  . 

C6.382 '\, 

con vkctores tangentes a los parhetros r y 9 dadas por: 

ecuaciones C 6 . 3 3 >  y C6.343, se encuentra  

(C 6 - A >  + + 
2bZ bZC/3C6+~>-z1 C/#4+1>-zJ 

C6.44> 
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De esta manera tenemos l a  diferencial de la  densidad de 

e n t r o p i a   e n ' f u n c i h  de los parametros r y 8. 

donde S Y =  est- dadas por C6.443 y C8. a. *- 
. :. .. , .  

Es claro que esta diferencial es exacta. 1 -  ,.. >, 

En efecto, expresando las ecuaciones C6.443 y C6.453 en , 

. -  

f 

p o t e n c i a s  de 8 

de r se t i e n e  
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ce. 50) 

Es f & d l  probar las sigientes igualdad- 
1 C&-s>/#&+s> 

--a [ I + ; {C6r>+ )1 = 
be[(#6+i>-23 

de dgnde 
*. , , 

C6.543 

b 

donde &e> es una c o n s t a n t e  de integrací6n que puede ser 
* . I  



i 
rekul Lado con I a ecuacibn C6,4-8>.  Se encuentra: 

donde 

= Constante  = S 

,En el limite cuando r /O, 

C 

b 

S = +e> = S 
o 

La pres- p u d e  calcularse mediante 

dg = p dc + u dr 

Donde 

62; r (36-1ce-e*>dr + ca-3e2>de 

d; X l - b  8 >dr + C-2b r8>de 

h 

2 2  

. 

la  ecuaci6n C1.13>, 

C6.573 

expresiones para p y U. en la e c u a c í 6 n  C6.S7> 

f3kaC3-6)r /#&+i>-s 
+[ kwar /# b+i> -S + 

2b2C/#&+1>-23 

. 



m a  
+ - CC6-1>+ 

2 

c 6-33 

(6-3) r @c 64-0 

m '+" +C k m  CC 6-1 > + +Carw+[ k a r  >+ -2cb'r 18- 
b2C/#6+1>-23 (#6+1> -1 

De l a  e c u a c i  6n Ce. se deducen las derivadas parciales de l a  

presd6n: ."L. > 

(3ka C 3 - 6 3  m a  C6-3) 1 
+C[ k(36a - + - CC&-l>+ ? 3 

.B . 2b2t(3c6+1>-23 2 b2C(#6+1>-2l (# &+1> -1 

c 3-6) 
-3arp6 e2 +[ koa - 3 k a  3 r ped+:> *a 

C 6 .  623 

Por supuesto que, la diferencial de la presi6n es exacta. En 
b 

I. 

efecto, derivando parcialmente l a  e c u a c i h  C b . f X >  respecto de 8 y 

la ecuaci61.1 C B .  b2) respecto de r ,  

. .. 



k/3a C3-63 

"r le>elr =C/36a>rw"+2([ Ckf36a>- 2b2C1#6+1>-21 
+ 

- .- " 

2[(#&+1>-23 

- 1  
C6.633 

\ 

(#&+1>-2 CB.  €342 

Con un poco de paciencia se demuestra que 
4 

k p a  c3-6> k m  C6-=u 1 

21 k m a -  +- CC6-1>+ > I =  
2b21(#6+1>-21 2 bZCf3C6+1>-21 $&+l>-l 

c 6-3> 1 
= [ k@aCC&-l>+ > +ka ] (#d+l> 

baCr#6+1>-23 /#S+l>-l 

4s 

C 6.87) 



Si derivamos l a  ecuaci6n  C 6 . € 3 8 >  respecto d e  8 y comparamos el 

r e s u l t a d o  con l a  ecuací6n C8.62)  se deduce que - E o 

las i d e n t i d a d e s  C 6 . 8 5 )  y C6.663:  

dyr 

d e  
al usar 

f. 

As5 que y = constante = *e 

el punto crstico r-0, 

.c 
. .  .- ,, (6. €S> . 

. c . c  
P = PC C 6 . 7 0 >  

CB. 723 

Con ayuda d e  las ecuaciones  C€3.153.C6. l f33,C6.333 y C 6 . 3 4 3  

podemos escribir 1 a ecuacion  C8.723 en 1 a forma: 



k2P2a 

2b2 
+ C&-2> r (K6+2>-2 C 6.73) 

Mediante l a  ., sust,itucibn de. las e c u a c i m e s  Ca.13, C8.33 Y 
I 

C6.733 en C6.713 se obtiene 

det ~ r , e > = c ~ + t r ~ a C e ~ 8 > + p  a J"+trCl-b e >13 * 

* c y  > r  
k2@a c 6-3) kP/)'a 

. .  

c C6-13.t f# 64-23 -2+ 

2b b2C(#b+l>-21 a? f .  

C b - D  r (#6+2)-z *z> 

C6.743 - 
,I >. 

- .  \ 

, . '1 

que t i e n d e  a cero cuando r tiende a c e r o ,  es decir  , . err el punto * A> 

critico debido a que el Jacobiano de l a  transformacibn se anula  

\ -  - 

en el punto critico. 

J 
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Siguiendo las ideas de Gi bbs encontramos que l a  discontinuidad 

de la  superficie de estados de equilibrio termodindmico esta 

cubierta por rectas que unen dos puntos de l a  c u r v a  de 

" c o e x i s t e n c i a ,  uno de l a  fase lfquida ,y el otro de l a  fase v a r p r ,  - ,  

para un mismo valor de y que estas.rectas f o r m  una s u p e r f i c i e  

desarrollable. . .  

Lns pl ano5 tangentes a 1 a curva de c o e x i s t e n c i a   e n  . puntos de . 

l a  fase liquida y de l a  fase vapor ,  para un valor f i jo  de .la 

temperatura ,   inf ini tes imalmente  prltzximos se i n t e r s e c t a n  en una ., 

curva que llamamos arista de r e g r e s i 6 n .  

'\ ' 

d. .>. . - ', 
\ . - .  , .  

' . ' \  ' 

Una de 1 as d i r e c c i o n e s   p r i n c i p a l e s  de l a  superficie 

termodIn&mica  coincide en d i r e c c i 6 n  con l a  direcc ibn del vector 

t a n g e n t e  a l a  arista de regresib en el punto critico. Est0 hecho , 
que es en si el aporte .fundamental de esta t e s i s ,  marca l a  

t " .  

L 

posibilidad de obtener informacicSn de 1 o que 1 e acontezca  al 

sistema en el punto critico analizando l a  curva de regresi6n lejos : 

del punto crAtico. 

i 

! 

Al parametrizar l a  superficie de estados de equilibrio 'm 

t e r m x l i n k c o  con los parametros r y 0 ,  se encuentran expresiones 

explicitas para l a  e n e r g i a ,  l a  entropia y la p r e s i h .  
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