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RESUMEN

El objetivo de este trabajo es estudiar la propagacién de una particula escalar
cargada a lo largo de una membrana cuatro dimensional que representa nuestro
espacio tiempo habitual, encajada en un espacio tiempo de cinco dimensiones
conocido como universo de Visser [1].

Para lograr esto hacemos una extension al caso con carga eléctrica del andlisis
de Visser para a una particula escalar neutra, propagandose en las condiciones
que acabamos de describir. En particular se calculan las relaciones de dispersion
que caracterizan la propagacion de la particula. Con este fin se utiliza tanto
enfoque perturbativo como un andlisis de solucién exacta.

Se establece la diferencia entre tres casos en base al célculo de la velocidad
de propagacién:

i) Situacién estdndar de una particula moviendose uniformememnte en cua-
tro dimensiones planas

ii) Particula escalar neutra en la membrana cuatro dimensional de Visser.

iii) Particula escalar cargada en la membrana cuatro dimensional del universo
de Visser.

La estructura de esta tesis es como sigue. Después de una breve discusién de
las ideas principales en la introduccién pasamos a la descripcién de los modelos
hiperdimensionales y discutimos posibles efectos fisicos consecuencia de la pres-
encia de méas de cuatro dimensiones en el capitulo 2. En el capitulo 3 revisamos
el andlisis de Visser para la propagacion efectiva de la particula escalar neutra
mientras que en el capitulo 4 nos concentramos en el andlisis del caso para la
particula cargada. Estos resultados se reportan en forma de articulo en la ref-
erencia [17]. Finalmente en el capitulo 5 se discuten los resultados y se incluyen
posibles extensiones de los mismos.

En esta tesis, a menos que sea explicitamente establecido de otro modo,

adoptamos unidades en las que h =1, ¢ = 1.



Capitulo 1

Introduccion

La posibilidad de que existan méas de tres dimensiones espaciales ha sido
tema de interés desde hace muchos anos. Recientemente las dimensiones extra
han tomado un nuevo impulso debido a que estdan consideradas en las teorias
de cuerdas, actualmente relacionadas a través de la teoria M y que proponen
una teorfa cudntica de la gravedad [2]. Por otro lado, la posibilidad de detectar
experimentalmente posibles consecuencias de la presencia de tales dimensiones
extra es de gran interés.

En forma paralela al desarrollo de trabajos tedricos han surgido trabajos en
la linea experimental orientados a la posibilidad de revelar como dimensiones
extra podrian manifestarse, ademéas de contribuir con informacién que pudiera
resolver problemas como el problema de las jerarquias de las escalas de energias
en fisica de particulas.

Un aspecto importante en las teorias multidimensionales es la forma en la
que las dimensiones extra estan ocultas de manera que el espacio tiempo efectivo
es de cuatro dimensiones. Hasta hace poco en las teorias tipo Kaluza Klein las
dimensiones extra se suponia que eran compactas, de tamano microscépico del
orden de la longitud de Planck, I, = 10=33¢m, y correspondiendo a energias del

orden de la energfa de Planck, E, = 101°GeV.



Recientemente la representacion del espacio tiempo usual de cuatro dimen-
siones se hace mediante membranas encajadas en un espacio de dimensién ma-
yor, aqui la materia ordinaria, a bajas energias, (con la posible excepcién de los
gravitones) esta atrapada en una membrana de tres dimensiones, encajada en
un espacio multidimensional. En los mundos membrana las dimensiones extra
pueden ser de tamano no microscépico o inclusive de tamano infinito y pueden
tener efectos que podrian detectarse experimentalmente.

A continuacién describiremos algunos escenarios de mas de cuatro dimen-

siones que han sido considerados en la literatura.



Capitulo 2

Espacio-tiempo con mas de
cuatro dimensiones

Existe abundante literatura en donde se estudian modelos de mas de cuatro
dimensiones. En esta seccién se discuten brevemente algunas ideas que han

motivado el presente trabajo de los escenarios mds comunmente aceptados [3].

2.1. Escenarios mas comunes

Escenario de Kaluza-Klein [4]

Las primeras ideas sobre la posibilidad de dimensiones extra se deben a
Theodor Kaluza y a Oskar Klein. Ellos propusieron una teoria para la gravedad
en cinco dimensiones en el marco de la teoria general de la relatividad, de la cual
la gravedad de Einstein y el electromagnetismo de Maxwell cuatro dimensionales
podrian ser obtenidos.

Este escenario a bajas energias es efectivamente cuatro dimensional siempre
y cuando la quinta dimensién espacial sea compacta; las tres dimensiones espa-
ciales usuales son infinitas mientras que la quinta dimensién extra es un circulo
de radio R. El tamano de la dimensién extra seria 27w R, coincidiendo los puntos
y=0yy=2rR.

La métrica cinco dimensional incluye un potencial para la parte electro-



magnética y tiene la siguiente forma

gAB = ( s :(ziuAu ¢>:4$L ) (2-1)

donde p,v = 0,1,2,3 son indices que se refieren al espacio-tiempo usual de
cuatro dimensiones y A, B = 0,1,2,3,5, donde el indice 5 se refiere a la quinta
dimensién extra; A, es el potencial electromagnético y ¢ es un campo escalar
extra que aparece en este formalismo.

Es ilustrativo considerar una particula escalar en un escenario cinco dimen-
sional plano a la Kaluza-Klein: gap = nap,

Las soluciones para la ecuacién de Klein-Gordon son de la forma

O, = exp (ipuat) exp " (2:2)

n=0,+1,42, ... (2.3)

donde p,, es el momento (3+1) dimensional, y es la coordenada de la dimensién
extra, n resulta de considerar la periodicidad en la direccién y. La ecuacién de

Klein-Gordon se reduce a la forma

2

P'pu
de aqui los modos inhomogéneos con n # 0 tienen una masa efectiva en cua-
tro dimensiones. Esta energia es del orden % y no pueden ser excitados en
procesos de baja energia. Abajo de energias del orden %, solamente los modos
homogéneos con n = (0 son relevantes, y bajas energias representan un escenario
efectivo cuatro-dimensional.

A energias del orden de % se producirian particulas que evidenciarian la

presencia de la dimensién extra. A la fecha estas particulas no han sido obser-

vadas en los aceleradores de particulas por lo que la escala de energia % debe



ser al menos del orden de cientos de GeV, y el tamano de las dimensiones extra

en el modelo Kaluza-Klein satisface la cota: R < 10717¢em

Mundos Membrana

En estos escenarios la materia esta localizada en una membrana de cuatro
dimensiones espacio temporales encajada en un espacio de dimensién al menos
5. El confinamiento de la materia implica que a bajas energias el universo efec-
tivamente es cuatro dimensional. Para ver como la materia esta atrapada en la
membrana a continuacion se presentan ejemplos de modelos que exhiben esta

propiedad.

Escenario de Arkami-Hamed-Dimopoulos-Dvali [6]

En este modelo se desprecia la tensién de la membrana (densidad de energia
por unidad de volumen de la membrana) y se consideran dimensiones extra
compactas, que a diferencia de los modelo Kaluza-Klein, no son necesariamente
de tamano microscopico. Su tamafio caracteristico lo denotamos con R.

La dindmica de la materia en la membrana determina las distancias para
las que las interacciones no gravitacionales dejan de ser cuatro dimensionales.
Para distancias mucho menores que R, la gravedad se comporta como hiperdi-
mensional y, al no estar confinada a la membrana, esto explicaria por qué la
gravedad es mucho més débil que las otras fuerzas. Hasta este momento la ley
de atraccién gravitacional cuatro dimensional ha sido comprobada experimen-
talmente usando balanza de torsién hasta distancias del orden de 0.2 mm [7],
por lo que el tamano de las dimensiones extra debe ser menor.

Esto abre una nueva posibilidad para manejar el problema de las jerarquias:
i Porqué la escala electrodébil (M., ~ 1TeV) es tan diferente de la escala de

Planck (M, ~ 10'®TeV)?. La escala fundamental en los modelos multidimen-
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sionales no es la masa de Planck, la masa fundamental M en estos modelos esta

incluida en la siguiente accién:

EP— /dDX\/g(D)R(D)7 (2.5)

167TGD

donde
1 1

Cp = 3po=2 = jpaw

(2.6)

es la constante fundamental D-dimensional de Newton, d = D — 4 es el nimero
de dimensiones extra y d” X = d*z d%y.

En el escenario ADD la gravedad cuatro dimensional esta dada por el modo
cero del gravitén, cuya funcion de onda es homogénea en las dimensiones extra.
De la ecuacién (2.5) podemos obtener la accién cuatro diemensional efectiva
para gravedad tomando la métrica independiente de las coordenadas extra y, la

integracién es directa y esta accion toma la siguiente forma

Via) 4

op = — d*z\/g@®WRW 2.7
= T 16nGp / A (27)
donde V; ~ R% es el volumen de las dimensiones extra. Se observa que la masa
de Planck cuatro dimensional es, salvo un factor nimerico de orden uno, igual

a

My ~ M(MR)Y/?. (2.8)

Si el tamano de las dimensiones extra es grande comparado con la longitud
fundamental M ~!, la masa de Planck M, es mucho mayor que la escala gra-
vitacional fundamental M.

Si proponemos que la escala fundamental de la gravedad sea del orden de
la escala electrodébil, M ~ 1TeV, entonces el problema de las jerarquias entre

My vy My, es debido al tamano de las dimensiones extra. El problema de las

11



jerarquias se reduce ahora a explicar porque el tamano de las dimensiones extra
es grande.

Suponiendo que M ~ 1TeV, de la ecuacién (2.8) obtenemos el valor de R,

—1 [ My 2/ 32/d —17
R~M SR ~ 10 x 107 'em. (2.9)

Para el caso de una sola dimensién extra se obtiene un valor inaceptablemente
grande para R que seria inconsistente con el movimiento observado de los plane-
tas de nuestro sistema solar. Un caso interesante es d = 2 para el cual R ~ 1lmm.
Esto ha motivado recientemente experimentos para buscar desviaciones de la ley
de gravedad de Newton a distancias submilimétricas. Sin embargo, escalas del
orden M ~ 1TeV son de hecho excluidas en modelos astrofisicos y cosmolégi-
cos; valores mds realistas serfan del orden de M ~ 307TeV que implicarian
R ~ 1—10um. Esto motiva buscar desviaciones de la ley de Newton en el rango
de micro-metros, lo cual es dificil pero no imposible.

Para d > 2 en la ecuacién (2.9) resultan cada vez valores mas pequeios para
R, por ejemplo, para d = 3 se obtiene R ~ 10~ %cm a escalas del orden de 1T¢eV,
quedando practicamente excluida ya la posibilidad de encontrar experimental-
mente desviaciones de la ley de Newton en el método de balanza de torsién. Sin
embargo, en la compactificacion no todas las dimensiones extra tienen que ser
del mismo tamano, resultando que si algunas son mucho menores que otras, es
posible que para casos d > 2 resulten desviaciones similares a la ley de Newton

en el rango micro-métrico similares al caso d = 2.

Escenarios de Randall-Sundrum [§]
Cuando se toma en cuenta la densidad de energia de la membrana, por
ejemplo, en el campo gravitacional que produce la membrana, resulta que se

induce una geometria en el espacio multidimensional. Este escenario propuesto
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por Randall y Sundrum describe una geometria no factorizable.

Cuando se consideran distancias mucho mayores que el espesor de la mem-
brana, una funcién delta caracteriza la fuente de campo gravitacional debido a
la membrana. En este caso la membrana que contribuye al campo gravitacional
tiene asociado un solo parametro: la densidad de energia por unidad de volumen
tridimensional o, que se conoce como tensién de la membrana. Si consideramos
el caso de una dimension extra, la accién gravitacional cinco-dimensional en

presencia de la membrana es

1
Sy = ———n [ d*zdy/g®R®
e 167rG(5)/ TV
—A/d4xdy\/g(5) —o [ d*z/g® | (2.10)

donde A es la constante cosmoldgica cinco-dimensional, y la integral en el tltimo
término se evalia en la regién que ocupa la 3-membrana g,(f,l,) es la métrica
inducida.

Las ecuaciones de campo que resultan son las ecuaciones de Einstein cinco
dimensionales con constante cosmoldgica A, y el ultimo término en la ecuacion
(2.10) genera la condicién de frontera de Israel [9]. Estas ecuaciones permiten
soluciones que preservan la invariancia de Poncaré cuatro dimensional.

La existencia de una solucién cuatro dimensional plana requiere una conexién

entre o y A; la constante cosmologica cinco dimensional debe ser negativa e igual

a:

A= —%G(5)02. (2.11)

y la solucion es:

ds® = a®(y)nudatds” — dy?, (2.12)

donde 7, es la métrica de Minkowski cuatro dimensional y

47
aly) = eap(~Hly), k=G0 (2.13)
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La membrana esta localizada en y = 0. Para comprobar que la métrica (2.12) es

solucién de las ecuaciones de Einstein, calculamos el tensor G, correspondiente:

1 a” a\’
GHV = R/u/ - 59/351/)R(5) = gﬁsu) _3E -3 <a>
Gy, = 0
5 a" 2
Gy = g |6 <a> : (2.14)

donde las primas indican derivadas respecto a y. La métrica (2.12) es solucién

de las ecuaciones de Einstein:

G = 871G AgS) +81G5095)0(y)
Gy = 0
Gy, = 871G Agl) (2.15)

siempre que se cumpla la ecuacién (2.13) y
4
]2 = ng(g))A (2.16)

que es equivalente a la ecuacién (2.11). Notese que la ecuacién (2.13) viene del
requerimiento
[@']

_379;(3) = 8ﬁG5UgL5) ,y=10 (2.17)

donde [a] es el brinco de a’ en y = 0. Este requerimiento es la condicién de
Israel para este caso.

La métrica (2.12) es no factorizable; a diferencia de las métricas en los es-
cenarios Kaluza-Klein no corresponde a un producto de la métrica cuatro di-
mensional de Minkowski y las dimensiones extra compactas. Esta métrica co-
rresponde a dos partes del espacio anti-de Sitter de radio 1/k unidas en y = 0,
es decir, a lo largo de la membrana. La hipersuperficie cuatro dimensional y = 0

es plana y la métrica inducida en la membrana es la métrica de Minkowski 7, .

14



Como consecuencia de la invariancia ante transformaciones de Poincaré cua-
tro dimensionales de la métrica (2.12), los campos en este escenario pueden

descomponerse en ondas planas cuatro dimensionales,

¢ o< exp(ipya)dp(y) . (2.18)

El cuatro-momento p,,, coincide con el momento fisico sobre la membrana, pero

para un observador en y # 0, el momento fisico cuatrodimensional es mayor,

plio(y) = ﬁpu — cap(kly))p, - (2.19)

Existen diferentes modelos que usan la ecuacién (2.12) como solucién. Uno de
ellos [8] hace que las dimensiones extra sean compactas introduciendo dos mem-
branas (Modelo de Randall-Sundrum I 6 RS1): una con tensién positiva o en
y = 0 y la otra con tensién negativa (—o) localizada a una distancia y.. La
métrica (2.12) es solucién de las ecuaciones de Einstein en presencia de las dos
membranas, la dimension extra es compacta, y toma valores en el intervalo y = 0
ay = Ye

Considerese ahora pequenas perturbaciones para la métrica (2.12),

gap = gfq]glndall—Sundrum) + hAB, (220)

eligiendo
gs5 = _17 g5M = 07 (221)

las perturbaciones de la métrica toman la forma
ds® = [a®(Y)0 + hw (2, y)]datdx” — dy?* . (2.22)

Si la tunica fuente de campo gravitacional es la constante cosmoldgica y las
dos membranas, se puede elegir el sistema coordenado (fijar la norma) de tal

forma que h,,, es transversal y sin traza

O,h% =0, hlt=0. (2.23)
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Para toda perturbacion en este marco de referencia las posiciones de las mem-
branas permanecen en y = 0 y y = y., por lo que todas las componentes de A,

obedecen la misma ecuacién (omitiendo subindices)

" 2 m2
W' — 4k — h=0, 2.24
a?(y) (2.24)
donde
m? = " pupy (2.25)

es la masa cuatro dimensional de la perturbacién. Las condiciones de unién entre
las membranas son

W+2kh=0eny=0, y=uyc. (2.26)

Las ecuaciones (2.24) y (2.26) determinan el espectro KK para la masa de los
gravitones, donde la masa esta definida con respecto a la membrana de tensién
positiva, ecuacién (2.19). Existe un modo cero, m? = 0, cuya funcién de onda
sin normalizar es
ho(y) = exp(—2ky). (2:27)
Este modo describe la gravedad usual en cuatro dimensiones. A diferencia de las
teorias tipo Kaluza-Klein con geometria facorizable, la funciéon de onda corres-
pondiente al modo cero depende de y de forma no trivial y decrece en la direccién
y = y.. Esto sugiere que el acoplamiento gravitacional en la membrana de
tensién negativa es débil comparado con el de la membrana con tensién positiva.
Soluciones de la ecuacién (2.24) sujetas a las condiciones de frontera (2.26)

en y = 0 (sin considerar y = y..) son, sin normalizar
m m
hny) = Mo () e (Fean(hy)

—J (%) Ny (%exp(k:y)) (2.28)

donde N y J son las funciones de Bessel. El espectro de masas es determinado

por las condiciones de frontera (2.26) en y = y., y €l espaciamiento entre niveles

16



se comporta Ccomao:

Am ~ kexp(—ky.) (2.29)

La interpretacion fenomenoldgica de este resultado depende de si las particulas
del modelo estandar estan ligadas a la membrana de tensién positiva o a la de
tension negativa.

Una opcion es que la materia convencional resida en la membrana de tensién

positiva. Para este caso la constante de Newton cuatro dimensional efectiva es

Gy =Grk; (2.30)

— exp(—2ky.)
Si no existe una diferencia importante entre el orden de magnitud de la escala
fundamental de la gravedad y el inverso del radio de anti-de-Sitter k, la escala
fundamental debe ser del orden de M.

A grandes distancias la gravedad es cuatro dimensional como puede verse
en la ecuacién (2.30) considerando el limite y. — oo, la constante de Newton

cuatro dimensional tiende a un valor finito
G(4) = G(5)k. (2.31)

Esto es equivalente a considerar que la membrana con tensién negativa ha sido
removida; la gravedad sigue estando localizada aunque solamente existe una
membrana con tensién positiva, y el tamano de las dimensiones extra es infinito.
En este modelo, llamado RS2, la materia reside en la membrana con tensién
positiva y siente una ley de gravedad cuatro dimensional debido al intercambio

de gravitones en el modo cero (2.27), el potencial gravitacional es

G4 const
V(r) = —% (1 + s ) . (2.32)

La correccién a la ley de Newton en la ecuacién (2.32) es despreciable a distancias

que excedan el radio de anti-de-Sitter k1.
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En el modelo RS2, es posible que las particulas escapen a las dimensiones
extra; para los gravitones, esto puede interpretarse como excitaciones de los
modos KK cuando se dirigen hacia y — oo.

Otras particulas también pueden abandonar la membrana, por ejemplo, los
fermiones pueden abandonar la membrana si tienen suficiente energia atin en el
caso de localizacion via otros mecanismos y en ausencia de gravedad.

Para ilustrar como las particulas masivas pueden escapar de la membrana

en RS2 considérense las geddesicas que corresponden a este modelo [10]:

it — ksign(y)zy =0 (2.33)

k
ij— 3 sign(y) e *W) =0 (2.34)

la ecuacién (2.34) puede reescribirse como

d

= —d—yVRs(y) (2.35)

con

1
Vrs = 5e*’“'yi (2.36)

observandose que las particulas no se mueven en forma estable en la membrana
y pueden escapar a la dimensién extra.

Si la métrica es del tipo anti-de-Sitter este proceso de escape a dimensiones
extra puede suceder a bajas energias. La razon es que energias que son ba-
jas, medidas desde la membrana, resultan altas a mayores distancias z. Bajas
energias en la membrana resultan en altas energias lejos de la membrana.

Para ilustrar el escape a dimenciones extra, considerense las funciones de

onda para un campo escalar en presencia de la membrana, con la accién

5= [d%edn i |50 0u00m0 - 5V?] (2.37)

donde 24 = (z*,y) son las coordenadas del espacio tiempo cinco-dimensional.

18



Los efectos de la membrana estan codificados en el potencial V (y), que se supone
tiende a una constante positiva (posiblemente diferente de cero) cuando y — oo.

Si apagamos la gravedad, el campo ¢ obedece la ecuacion de Klein-Gordon
2 2 _
—0,0+ 0,6 —V(y) =0. (2.38)

El espectro para la masa cuatro dimensional esta determinado por el potencial

V(y),
pup =m¢ = [—0; + V(y)]o. (2.39)

Un caso interesante es cuando el operador del miembro derecho de esta ecuacion
tiene modos discretos los cuales corresponden a particulas atrapadas en la mem-
brana. El espectro continuo empieza en m? — V(c0).

Cuando se incluye la gravedad la situacién cambia. La accién que corres-

ponde a la métrica (2.12) es

Sy = /d% dy a* {;nwaﬂwygb - %(ay@ - %V(y)(ﬁg , (2.40)

2 crece para y grandes, el primer término

donde a(y) = exp(—kly|). Como a~
en la integral de la ecuacién (2.40) domina sobre el término del potencial, y los
modos KK continuos empiezan desde cero.

La ecuacién de eigenvalores para la masa cuatro dimensional ahora es

2
L0,(a9,6) ~ V(y)o+ Ty 6= 0 (241)

Para valores grandes de y, el segundo término es despreciable comparado con
el tercero. Esto significa que el potencial se modifica y tiende a cero cuando

|y| — oo. Las funciones de onda para y — oo son

o(y) = const - exp (?)l;y) sen (%emp(ky) + ¢m> (2.42)

El punto es que el espectro continuo comienza desde m? = 0, independien-

temente de la forma de V(z). Como no hay estados ligados encajados en el
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continuo, los estados ligados de la ecuacién (2.39) se convierten en resonan-
cias, estados cuasi-ligados con una funcién de onda que tiene un ancho finito
de decaimiento, es decir, tienen probabilidad finita de escapar de la membrana
hacia y — oco. Esta probabilidad depende del potencial V' (y) que mantiene a las
particulas ligadas a la membrana.

Por otro lado, en los escenarios con dimensiones extra pueden existir viola-
ciones a la invariancia de Lorentz y estas pueden tener consecuencias fenomenolégi-
cas, un ejemplo de las de los efectos que se tendrian debido a la violacién de la
invariancia de Lorentz, en energias relativamente bajas, es que las relaciones de
dispersién se modifiquen, cambiando la relacién usual w? = m? + p? (donde w

y p son la frecuencia y el momento de la particula en la membrana).

Otros escenarios

En este trabajo adoptamos el escenario de Visser [1], considerado original-
mente como una clase exdtica del modelo de Kaluza-Klein en cinco dimensiones
en el cual las dimensiones extra no son compactas ni de volumen finito. Las
particulas estan atrapadas en una membrana de cuatro dimensiones debido a
la gravedad. Este escenario particular se obtiene resolviendo las ecuaciones de
Einstein en cinco dimensiones que contienen una constante cosmoldgica y un
campo eléctrico que apunta en la quinta dimensién. En el siguiente capitulo

describiremos en detalle este escenario.

2.2. Algunos posibles efectos fisicos de mas de
cuatro dimensiones

Los modelos tedéricos multidimensionales que proponen una escala para la
gravedad del orden de TeV, han motivado trabajo de investigacién orientado
a la posibilidad de detectar experimentalmente dimensiones extra. En segui-

da, mencionamos algunas de las situaciones més destacadas donde esto podria
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ocurrir.

Rayos césmicos [11]-[12]

Los aceleradores de particulas actuales y los que vendran en un futuro préxi-
mo pondran a prueba el tamano de las dimensiones extra acotando por debajo
la escala de la gravedad a energias del orden de 30TeV . También estd la posi-
bilidad de estudiar las interacciones de alta energia de los rayos césmicos con
protones en la atmdésfera terrestre, siendo las interacciones mas energéticas que
se pueden estudiar hoy en dfa aquellas con energias del orden de 10*TeV [11].

Por otro lado los rayos césmicos de alta energia podrian probar la existencia
de dimensiones extra y que la escala fundamental de Planck sea del orden de
TeV. La idea aqui se basa en el estudio de la seccién transversal de lluvias de
rayos césmicos [12].

En un modelo donde la escala fundamental es del orden de TeV, como se
postula en modelos que consideran dimensiones extra y membranas cuatro-
dimensionales, explora la posibilidad de que la naturaleza de los rayos césmicos
se deberia principalmente a las interacciones gravitacionales entre neutrinos y
nucleones de la atmosfera junto con la formaciéon de micro hoyos negros que
se producirian en estas colisiones. Los hoyos-negros se evaporarian rapidamente
por emisién de particulas en la membrana.

Para las interacciones gravitacionales es fundamental que la energia ca-
racteristica medida en el centro de masas /s supere la escala fundamental,
siendo el intercambio de gravitones la interaccién dominante. Este es el caso
para los nucleones de la atmédsfera que colisionan con neutrinos con energias
E, ~ 1011GeV (/s ~ 10°GeV) si la escala fundamental es de alrededor de 1
TeV. Si el parametro de impacto b es suficientemente pequenio comparado con

el radio de compactificacién, las dimensiones extra pueden ser tratadas como no
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compactas. En este régimen se pueden probar las dimensiones extra simplemente
midiendo las interacciones gravitacionales.

R. Emparan y R. Rattazzi [12] mencionan que ni las interacciones neutrino-
nucleén reguladas por gravitones multidimensionales, ni la produccién de micro
hoyos negros en los modelos TeV ;| pueden explicar lluvias de rayos césmicos
observadas con energias hasta de 5 x 10'°GeV. Sin embargo, parece ser que

lluvias horizontales dejan abierta esta posibilidad.

Micro Hoyos negros [13]

Si la gravedad estd caracterizada por una escala de 1TeV entonces en un
futuro cercano se podria explorar la gravedad cuédntica en un acelerador de
particulas como LHC (Large Hadron Collider). Si M ~ (T'eV) podrian crearse
micro hoyos negros, en la medida que pudieran ser de gran tamano podrian
alcanzar la membrana que representa el universo en que vivimos y servir de
herramienta para explorar aspectos de las dimensiones extra.

El escenario que estudiaremos en esta tesis no es realista sino un modelo
sencillo donde poder analizar de manera méas directa algunos efectos. Entonces
los efectos fisicos mencionados en esta seccién no pueden ser considerados di-
rectamente en nuestro andlisis.

En los capitulos siguientes, nos enfocamos en el escenario de Visser y la

propagacion de una particula escalar en un subespacio o membrana.
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Capitulo 3

Particula escalar neutra en
el universo de Visser

3.1. Universo de Visser

En este escenario se tiene un espacio de cinco dimensiones My x IR, donde
My es una membrana que representa el espacio-tiempo usual de cuatro dimen-
siones. Adicionalmente hay un campo eléctrico que apunta en la direccion de la
dimension extra.

El escenario de Visser es solucién de las ecuaciones de campo de Einstein-

1 \E
E
Yy
—_—T
—
*> E
E
MEMBRANA 4D

Figura 3.1: Universo de Visser . Consiste de una membrana cuatro dimensional
que representa el espacio tiempo usual més una quinta dimensién y. Adicionalmente
hay un campo eléctrico que apunta en la direccién y.
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Maxwell con constante cosmoldgica, es decir,

Gap = Agap +Tas (3.1)
=04 (V=gF*P) =0, (3:2)

donde A es la constante cosmdlogica y Typ el tensor de energia momento del

campo electromagnético

Tap = —255% +gaplL
= FacFp© - igAB(FCDFoD) (3.3)
(3.4)
con
L=-1F pFAB (3.5)
Fap = 04Ap — 0pA4. (3.6)

A y F son es el potencial vectorial y el tensor de campo electromagnético,
respectivamente.
Para obtener el escenario de Visser a partir de estas ecuaciones de campo se

propone la métrica [1]
ds? = —e**W) (dt)? + d - dT + (dy)?, (3.7)
que produce el tensor de Ricci
Ry’ =Rs°=¢" —¢'¢/ = —e?(e?)", (3.8)
con las demds componentes igual a cero. Para el tensor de Einstein se obtiene
G =G% =G = 4e9(e?)” (3.9)

y las demds componentes son cero. Las ecuaciones de Einstein (3.1) se reducen

(€)= (A + T11)e? (3.10)
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y también las siguientes componentes para el tensor de energia momento del

campo electromagnético:

To%=-A=1T5°

Ty = Thy =T33 (3.11)
con las otras componentes igual a cero.

Para determinar la configuracion del campo electromagnético escogemos un

potencial vectorial de la siguiente forma:
A() = a(y), A1 = A2 == Ag == A5 =0. (312)

Esto implica un campo eléctrico en direccién de la dimensién extra: Fps =

—F59 = —a’. Por otro lado:
FapFAB = —2¢729(d/)2. (3.13)
Definiendo
E=e%, (3.14)

se obtiene para el tensor de energia momento del campo electromagnético

1
1Y = TP = —§E2

1
T =T =T = 5E2 (3.15)

Es de hacer notar que la traza del tensor de energia momento del campo
electromgnético no es cero a diferencia del caso en cuatro dimensiones. El campo
electromagnético en cinco diimensiones no es el campo electromagnético usual.
Es un hecho bien conocido [14] que mientras las ecuaciones de Maxwell en cuatro
dimensiones son invariantes conformes esto no sucede en més dimensiones. Més
importante es notar: 748 .5 = 0 y por tanto no hay ningiin conflicto con la

conservacion de energia momento.
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Las ecuaciones de campo (3.10) se reducen a

1
A= §E2, (e?)" = E?*(e?) (3.16)
y su solucion es
e? = cosh(Ey), a = sinh(Ey). (3.17)

Observese en (3.16) que F resulta constante. Este resultado también puede
obtenerse usando (3.17) en (3.2):

b

HaA(\/TgFAB) =0 — 85(e?[—e%d] — 95(E) =0, (3.18)

3.2. Movimiento de una particula clasica

Es posible entender el confinamiento clasico de una particula debido a la
gravedad en el modelo de Visser. En esta seccién describimos este efecto.

Se observa que la métrica (3.7) no tiene dependencia en las coordenadas
espaciales Z ni en el tiempo por lo que el cuadrivector de momento (p“e??, )
es una constante de movimiento. Esto puede verse si escribimos la ecuacién

geddesica de la siguiente forma

pap,@;a = 07 (319)

usando la identidad p®d, = md% podemos reescribir (3.19) como

dpg Yo
Considerando que
(67 1 v,
L3aP™Py = 59va,60"P" (3:21)

la ecuacién geddesica puede entonces escribirse como

dpg 1
o sl 3.22
m- = = 59va,pp’p (3.22)
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puede observarse que el momento pg se conserva si la métrica no tiene depen-
dencia en esa direccion.

El momento de una particula masiva en cinco dimensiones satisface:

pap™ = —M? (3.23)

usando la métrica (3.7) vemos que

P° =\ (p0)2e20 — (M;)? — 7 (3.24)

Cualquier particula clésica esta confinada en el espacio-tiempo por el poten-

cial ¢(y) si se cumple

p? < V/(Ms)? + pPsup(e”) (3.25)

La no observacién experimental de una dimensién extra implica que e®crece
rapidamente, posiblemente en una escala del orden de la masa de Planck.
Alternativamente, podemos describir el movimiento de la particula escri-

biendo la geddesica de la siguiente forma

XA 4T4,X9XP =0. (3.26)

En nuestro caso la ecuacién geodésica conduce a,

t+20yt = 0, (3.27)
o= 0, (3.28)
i+ ¢ = 0. (3.29)

donde las derivadas son respecto a un parametro afin A. Las trayectorias en
el espacio tiempo usual son lineas rectas como lo indica la ecuacién (3.28). Si

reescribimos la ecuacién (3.29) cémo
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Figura 3.2: Potencial V(y) = %cosh(Ey). En y = 0, donde yace nuestra membrana
4D, se encuentra un minimo estable. Se usan unidades con E = 1.

= —%ww (3.30)

con t = A+ Ao, considerando €?* = cosh(Ey), entonces V(y) = icosh(Ey).
La gréfica del potencial V(y) puede verse en la figura 3.2. La particula esta

localizada en la membrana cuatro dimensional con y = 0.

3.3. Particula escalar neutra

Desde el punto de vista de la mecénica cudntica, la particula escalar neutra

obedece la ecuacién de Klein-Gordon

b
V=g

Usando la métrica (3.7) para este escenario, (3.31) se reduce a

oa(v/—gg BopW) = (Ms)? . (3.31)

[—e %800 + Oii + 055 + ¢/ 5]V = (M5)*U. (3.32)

Proponiendo una solucién en separacién de variables de la forma

i
2

U = exp|—i(wt — k- ©)]e” 2n(y), (3.33)
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que puede interpretarse como una particula que se mueve libremente en el es-
pacio tiempo 4D, y sustituyendo en la ecuacién (3.32) obtenemos una ecuacién

de eigenvalores

[_; (ai,) + VW?J)] n(w,y) = ew)n(w,y). (3.34)

Aqui

Viw,y) = 5¢" + 5¢'¢ — tw?e 2%, (3.35)

e=—Mth (3.36)

En la ecuacidn (3.34) adoptamos una convencién distinta a Visser [1] consideran-

do € negativo. Usando (3.17) la ecuacién de eigenvalores toma la forma:

Hn=en

2
H=-1(Z) +1E - (3? - LE?)sec h?(Ey) (3.37)

Este potencial se conoce como potencial de Rosen-Morse. Haciendo los cam-

bios
1 1
E:L Vo — —w?>—-E? b—
W 2 8

1

L (3.38)

podemos comparar con la ecuacién (B.14) del apéndice B. Los eigenvalores son

los siguientes

El ntimero de niveles discretos de energia esta dado por el entero mas grande

N que satisface la siguiente desigualdad:

~1. (3.40)
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a) b)

Figura 3.3: a)En el escenario usual de cuatro dimensiones la particula escalar esta
totalmente localizada en la membrana , b)En un escenario con una quinta dimensién
adicional la particula se mueve en direccién de la membrana pero su cuerpo abarca las
cinco dimensiones, su funcién de onda tiene un maximo en la membrana y decae en
direccién de la dimensién extra.

Vemos que el escenario de Visser da lugar a estados ligados para una particula
escalar neutra: la particula esta localizada en la membrana 4D en y = 0, sobre

la cual se mueve libremente.

3.4. Relaciones de dispersion

Con el objetivo de estudiar efectos de dimensiones extra en la propagacion
de una particula cuantica nos enfocamos en las relaciones de dispersién. De este
modo si existe algin efecto podria identificarse como una modificacién de la
velocidad de propagacién de la particula.

Universo plano de Minkowski-4D
En el universo plano de cuatro dimensiones de Minkowski una particula

escalar neutra obedece la ecuacién de Klein-Gordon

(=0 + 0:)¥ = MV (3.41)
con solucién
U =(Ce W= h-T) C = cte. (3.42)

Sustituyendo en la ecuacién de Klein-Gordon obtenemos las relaciones de dis-
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persién usuales

k(w) = y/w? — M? . (3.43)

Las relaciones de dispersion expresan la magnitud del vector de onda k = |?|,

como funcién de w. Esta dependencia se hereda en la velocidad de grupo

1 1 7

Universo de Visser 5D

Para la particula escalar neutra en el escenario de Visser tenemos que com-
binando las ecuaciones (3.39) y (3.36) encontramos las relaciones de dispersién

correspondientes

F(w) = \/[w _ (n + ;) E] on (3.45)

donde definimos la 4-masa como:

(My)? = (M5)? + (f) (3.46)

Comparando con (3.43) se observa un corrimiento.
En el siguiente capitulo extenderemos el dnalisis de las relaciones de disper-
sién al caso en que la particula tiene carga eléctrica. Veremos que se producird un

corrimiento adicional en las relaciones de dispersién debido a la carga eléctrica.
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Capitulo 4

Particula escalar cargada en
el universo de Visser

En este capitulo se reemplaza a la particula escalar neutra por una particula
escalar cargada, para posteriormente calcular las relaciones de dispersiéon que

caracterizan su propagacion.

4.1. Particula escalar cargada

Para una particula escalar cargada, usamos la generalizacion de la ecuacién

de Klein-Gordon para espacios curvos con acoplamiento electromagnético

1 . )
ﬁ(aA —iqAa) [\/fggAB(ag —iqAp)¥]| = (M5)*V. (4.1)
Sustituyento (3.7) y (3.12) resulta
[—B_Qd)(@o - iqu)Q + 8“‘ + 855 + ¢/85}\I/ = (M5)2\I/ . (42)
Es conveniente reescribir (4.2) en la forma

[—e 22000 + Dii + D55 + ¢'05 + K|V = (M5)* ¥ (4.3)

donde
K = —e2%(2iqady + ¢*d?). (4.4)
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Considerando nuevamente que la particula se mueve libremente en la mem-

brana 4D proponemos

P _¢
2

® = exp[—i(w — k- )" > x(y) (4.5)

como solucién a la ecuacién de Klein-Gordon (4.3). Obtenemos asi una ecuacién
tipo Schrodinger
M2+ R
2
). (4.6)

(H+Hy)x = ex, €=

2(12

H, = —672¢(qaw+ 5

Aqui H representa el hamiltoniano que corresponde al potencial de Rosen-
Morse (3.37) que en el capitulo anterior se vié estd asociado a la particula neutra.
Para la particula escalar cargada se obtiene un término adicional H; debido a
la presencia de la carga q.

A continuacién calculamos las relaciones de dispersién utilizando tanto un
enfoque perturbativo como un andlisis de solucién exacta. El enfoque perturba-

tivo tiene restricciones para los valores que puede tener w.

4.2. Relaciones de dispersion con teoria de per-
turbaciones

Utilizamos ahora teoria de perturbaciones, considerando H; como pertur-

bacién de H. Los eigenvalores de nuestro problema son de la forma

£y = et | 5o (¢, B, w) (4.7)
donde E%ne“tm) son los eigenvalores para la particula neutra (3.39) , y a primer

orden las correcciones tienen la forma

oo

—0o0
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Usando (3.17) reescribimos H; como

2
H, = —quwsenh(Ey)[cosh(Fy)] ™% — %[senh(Ey)]z[cosh(Ey)r2 (4.9)

Calcularemos las relaciones de dispersién para la particula escalar cargada

correspondientes al estado base y a dos estados excitados.
4.2.1. Estado base

Para el estado base la funcién de onda correspondiente al potencial de Rosen-

Morse es

Xo = Co (cosh Ey) > (4.10)

donde de acuerdo con (3.38) y (B.3), o es

0=—-—— ——. (4.11)

(Co)~?

I
8
QU
<
Q
=}
2]
=
—
S|
s
|
N
q

(4.12)
donde se usé (C.2). Siguiendo la ecuacién (4.8) obtenemos
oo
deg = —C’ng/ dy[cosh(Ey)]~* 2 senh(Ey)
—o0

- /Z dylcosh(Ey)]~ "+ [senh(By)*.  (4.13)

Consultando el apéndice D, la condicién para la convergencia de las integrales

(D.4) implica o > %, y el resultado es
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2q? r1+2
beg = G ymIO+ Z) . (4.14)
2 o TI'(@20+3)
Usando (4.11) tenemos en funcién de w
2 2 (e 4+ 1
beyg = 204 u}ﬁ (§+2> : (4.15)
2 (22 -1 T(3+1)
y la condicién de convergencia es w > %
La relacion de dispersiéon para la particula cargada es
2 2
1 —2 1 1 E
resolviendo para k:
by = \/ (K (w)meutra)?® — 28e, (4.17)

donde k:%neutm) se refiere a la particula no cargada (3.45). La velocidad de grupo
para la particula cargada es
1
v = (4.18)
2
%\/(kjn(w)neutra) -9 6571

que para el estado base toma tiene la siguiente forma

1
vd = 4.19
" %\/wQ—wE—MZ—Mkn (4.19)

Los resultados se muestran graficamente en la figura 4.7 . Puede apreciarse un
cambio en la forma de las relaciones de dispersiéon para la particula escalar
cargada en el estado base.

(neutra)

La gréfica 4.1 representa el cociente deg/€ mostrando graficamente el

intervalo donde nuestros resultados perturbativos son confiables.
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Figura 4.1: Estado base. La curva representa el cociente 560/68"6“"“) para el estado
base, mostrando que los resultados de nuestro metodo perturbativo son confiables.
Consideramos g = F = M5 = 1.

4.2.2.

Primer estado excitado

En el caso del primer estado excitado se procede como en el caso anterior,
la eigenfuncion y la correccién al eigenvalor son

m = iCsinh(Ey)(cosh(Ey))~%7 (4.20)
(R (3- 23)_1 Mg —2)

4.21
RN ) MRS Y (*2)
de la misma manera que como en el caso del estado base, usamos la ecuacion
(4.8) y obtenemos para este caso

5o _ _Ci¢ 3/7 TQo+1)
b 16 (1-20)0T(20+32)"

(4.22)
Las integrales involucradas (4.8) convergen para w > 3. Usando (4.11) escribi-
mos el resultado en funcién de w

Gy = G W TE+d)
1w, = 2 (22 +1)(2%

orgey P

Las relaciones de dispersién correspondientes al primer estado excitado resultan
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Figura 4.2: Primer estado excitado. La curva representa el cociente de; /e{"*"""®

para el primer estado excitado. Consideramos ¢ = F = M5 = 1.

k1 = v/w? — 3wE + 2E2 — M2 — 26¢, (4.24)

y la velocidad de grupo correspondiente es

1
A\ Jw? —3wE +2E% — M? —20e;,

v = (4.25)

En la figura (4.8) se comparan la velocidad de grupo para los casos de la
particula neutra y la particula cargada en este primer estado excitado. La figura

(4.2) muestra que el metodo perturbativo es confiable.

4.2.3. Tercer estado excitado

Es de interés estudiar el tercer estado excitado ya que en este caso, a difer-
encia de los anteriores, el primer término que contiene a w en (4.6) contribuye
a la correccion de e.

Para el tercer estado excitado se procede como los casos anteriores. La fun-

cién de onda correspondiente es

ns = icgsenh(Ey)[cosh(Ey)] =%
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-ng§(2m — 1)[senh(Ey)]?cosh(Ey)] 20253

(G5 vr Tlw-3)

~1) 3 (2k—1? T(2k+3)
B-22)E T(3)  32@k+1)(k+1) 2x+1

(4.26)

Con la restriccién w > 4 para las integrales en la ecuacion (4.8) la correccién

al eigenvalor tiene la forma

3C2¢2  Jm T(20+1)
8 (2—4o)oT(20+3)
1503¢° (2% — 12 N3 I'(2k+4)
8 (4K +2)(4k + 4) (45 + 6) T(2K + 2)
(2k — 1) L(o+r+3)
(204+2k+1)(20 +2k+3) (0 + K+ 3)

563

+303/mqw

(4.27)

Reescribiendo (4.27) en términos de w queda

3C3¢> NG Fw+ 1)
2 B-2w)(2w—-1)T(w+1)
15C2¢> VT L2k +4)
-8 (4k + 2)(4r + 4)(4r + 6) T(2k + 2)
(26 — 1) N4 +r+9)
(wWH2r+Hw+2k+HT(wH+r+11)°

deg(w) =

(26 —1)2

305 Vmqw
(4.28)

Las relaciones de dispersién correspondientes resultan en

ks = /w? — TwE + 1252 — M? — 2 éz3 (4.29)

38



016
0141 |
o127 |

0011 |
.008 ]
0067 |

0047 | / .
0024 | ~

8 9 10

Figura 4.3: Tercer estado excitado. La curva representa el cociente 563/6&"””‘1).

Consideramos q = F = M5 = 1.
y la velocidad de grupo

1
v =
3 4 Jw? —TwE +12E% — M? — 28¢5

(4.30)

Los resultados para este tercer estado excitado se muentran graficamente en

(neutra)
3

la figura 4.9. La gréfica 4.3 representa el cociente des /e para este caso.

4.3. Relaciones de dispersién exactas

En esta seccién calculamos las relaciones de dispersién exactas para el pro-
blema de la particula cargada.
El potencial correspondiente a la particula cargada sera el potencial de la

particula neutra mas un término adicional debido a la presencia de la carga:
V = Vaeutra + V;] (431)

de la ecuacién (3.37) vemos que la forma del potencial para la particula neutra

es:
1 1

1
Vieutra = §E2 - (§w2 - §E2) sec h?(Ey) (4.32)
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reescribiendo (4.9) como:

2 2
Vy = —qwtanh(Ey)sech(Ey) + %sech2(Ey) - % (4.33)
resulta el siguiente potencial para la particula cargada:
1 2 2 2 E2
V= §E2, %+ ((]2 - % + 8> sec h?(Ey) —qw sec h(Ey) tanh(Fy) . (4.34)

Este potencial se conoce como potencial de Morse y se encuentra en la re-

ferencia [15] escrito de la siguiente forma:

V- o= A%+ (B2 — A% - \//1%) sech?(ay)
+B <2A + \7;) sech(ay)tanh(ay) . (4.35)
m

Los eigenvalores de energia correspondientes son:

E, =A% - (A — 3;’%)2 (4.36)

El potencial (4.35) estd definido en modo tal que la energia del estado base es

cero. Identificamos (4.35) con (4.34) como sigue

1 q>
A’+C = —E*- L
8 27
9 . AE ¢ W E?
B —A"—— = ——— 4 —
V2 2 2 8

(4.37)

Sy
—
[\)

h
_l’_

S
~——
|
|
[~}

“E

con h =m = 1. En (4.37) se incluye C' considerando que la energfa del estado
base para la particula cargada no es cero, sino que para el caso neutro ¢ = 0,
debe reproducir el resultado de Visser (3.39). Resolviendo (4.37) para A, By C

se obtienen los siguientes resultados:
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Figura 4.4: Eigenvalores para el estado base. La curva superior atrazos corre-
sponde a la particula neutra, la de en medio corresponde al caso perturbado y la curva
inferior corresponde a la solucién exacta. Consideramos ¢ = F = M5 = 1.

V2
B = -
D) q
2 2
_ w1
C= 5 5 +2Ew. (4.38)

Adicionando C' a la ecuacién (4.36) obtenemos el espectro asociado al potencial
(4.34) :
2
En = 8(nneutra) _ % (439)

t . )
donde £{"*"" son los eigenvalores de la energfa para el caso neutro dados por

la ecuacién (3.39). En las figuras 4.4, 4.5 y 4.6 se muestran los eigenvalores para
el estado base, el primer y el tercer estado exitado respectivamente.

Las relaciones de dispersion son las siguientes:

kn = \/ (o (w)neutra)? 4 % (4.40)
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—1.5

2

Figura 4.5: Eigenvalores para el primer estado excitado. La superior corre-
sponde al caso neutro, la curva de en medio al caso perturbado y la curva inferior a la
solucidén exacta. Consideramos ¢ = E = M5 = 1.

42 44 46 438 ¥ 52 54 56 58 &

—15

—1.5 1

2

—2.57

—3.5 -

Figura 4.6: Eigenvalores para el tercer estado excitado. La curva inferior cor-
responde a la solucién exacta, las otras dos curvas, practicamente indistinguibles, cor-
responden al caso neutro y al caso perturbado. Consideramos ¢ = E = M5 = 1.
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Figura 4.7: Velocidad de grupo para el estado base. La curva superior corre-
sponde a velocidad de grupo obtenida considerando la solucién exacta, la de en medio
corresponde al andlisis peturbativo y la curva inferior a trazos es la correspondiente
al caso neutro. Consideramos ¢ = E = M5 = 1. Observese que las curvas tienden
asintéticamente al valor ¢ = 1.

donde k""" corresponde a la particula no cargada (3.45). La velocidad de
grupo correspondiente es
1
v = (4.41)
2 2
%\/(kn(w)neutra) + ‘I7

En las figuras: 4.7, 4.8 y 4.9 se muestran las gréficas de las velocidades de grupo

para el estado base, el primer y el tercer estado exitado respectivamente. Puede
obsrevarse claramente un corrimiento en las velocidades debido a la presencia

de la carga q.

4.4. Confinamiento

Como se menciond en la discusién de escenarios con dimensiones extra, es
posible que en algunos de ellos la materia pueda escapar de la membrana. Es de
interés observar que para valores tipicos de los parametros¢q=1, E =1, M =1
este efecto no ocurre para la particula escalar moviéndose en un subespacio

membrana en el escenario de Visser considerado en nuestro trabajo.
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Figura 4.8: Velocidad de grupo para el primer estado excitado. La curva
superior corresponde a velocidad de grupo obtenida considerando la solucién exacta,
la curva a trazos de en medio es el caso neutro, y la curva inferior corresponde al anélisis
perturvbativo. Consideramos ¢ = E = Ms = 1. Las curvas tienden asintéticamente al
valor ¢ = 1.
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0.4 ;
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Figura 4.9: Velocidad de grupo para el tercer estado excitado. La curva su-
perior corresponde a velocidad de grupo de la solucién exacta, las otras dos curvas,
practicamente indistinguibles, corresponden una al caso perturbativo, y por debajo de
esta curva, el caso neutro (curva a trazos). Consideramos ¢ = E = M5 = 1. Como en
los casos anteriores las curvas tienden asintéticamente al valor ¢ = 1.
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Figura 4.10: Comparacién del potencial para la particula neutra (linea a trazos) y
el potencial para la particula cargada (linea continua). En este tltimo, el valor del
potencial para +00 y —oo tiende al mismo valor. La forma del potencial suguiere que
no existen en este escenario estados metaestables. Se usa £ =1, M5 = 1.

Considerando la grafica del potencial para la particula cargada, figura 4.10,
es interesante observar que aunque en este modelo la particula esta localiza-
da gravitacionalmente en cuatro dimensiones bajo la influencia de un campo
eléctrico, no hay posibilidad de estados metaestables, es decir, la particula no
escapa a la dimension extra.

Esta situacién contrasta con lo que sucede, por ejemplo, en la ionizacién
del atomo de hidrogeno en el efecto Stark; el campo eléctrico en el escenario
de Visser juega un papel dinamico, de tal forma que en el acoplamiento de las
ecuaciomes Einstein-Maxwell siempre resulta un confinamiento para la particula

en la membrana.
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo hemos descrito brevemente algunos de los escenarios con di-
mensiones extra considerados en la actualidad en el entendimiento de problemas
abiertos como el de jerarquias o el de la constante cosmoldgica, entre otros. A
saber, el escenario de Arkani-Hamed-Dimopoulos-Dvali (ADD), el de Randall y
Sundrum (RS) y su predecesor el modelo de Visser.

Después de mostrar que el escenario de Visser da lugar a confinamiento
gravitacional de una particula cldsica ecuaciones (3.25) y (3.30), hemos revisado
que en el caso cuantico de una particula escalar neutra un resultado andlogo se
cumple. La particula escalar neutra esta localizada en una membrana 4D y su
velocidad de propagacion es distinta a la usual del caso de espacio tiempo plano
4D.

Finalmente hemos extendido el andlisis de la particula escalar neutra al de
una particula escalar cargada que se propaga en el escenario multidimensional
de Visser. De nuevo, la particula se mueve en una membrana 4D. Esta particula
esta acoplada no solo al campo gravitacional sino también al campo eléctrico
presente. Se calcularon las relaciones de dispersién y la velocidad de grupo para
el estado base: ecuaciones (4.18), (4.19), y figura 4.7, para el primer estado

excitado ecuaciones (4.24) , (4.25), y figura 4.8, y para el tercer estado excitado
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ecuaciones (4.29) , (4.30), y figura 4.9. Para esto se redujo la ecuacién de Klein-
Gordon a una ecuacion de Schrodinger equivalente. Se encuentra un corrimiento
adicional de las relaciones de dispersion y de la velocidad de grupo con respecto
al caso neutro y al caso usual 4D plano.

Nuestra interpretacién es que aunque el campo eléctrico apunta en la dimen-
sién extra, afecta a la particula cargada ain cuando esta restringida a moverse
en el espacio de cuatro dimensiones. Entonces, la particula cargada que obser-
vamos en cuatro dimensiones contendra informacion de la dimensién extra.

Por otro lado, aunque la particula esta localizada gravitacionalmente en
cuatro dimensiones bajo la influencia de un campo eléctrico, no existen en este
escenario estados metaestables, es decir, no hay posibilidad de que la particula
escape a la dimension extra, como sucede en la ionizacién del &tomo de hidrégeno
en el efecto Stark [16].

Seria interesante extender nuestro andlisis a particulas cargadas con espin,
con el fin de avanzar en el entendimiento de la localizacién de la materia en la
membrana.

Por otro lado el escenario de Visser que hemos considerado no es necesaria-
mente realista, otros escenarios deberan considerarse en un estudio exhaustivo
de los resultados encontrados en este trabajo para poder considerar compara-

ciones con posibles observaciones o experimentos.
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Apéndice A

Funcién Hipergeométrica

Las funciones hipergeométricas tienen la forma

F(a,ﬂwrZ)zz)i—. (A1)

n=0

donde

(@)p =ala+1)(a+2) - (a+n—-1) (A.2)

(a)o =1 (A.3)

La funcién (A.1) se reduce a un polinomio para ciertos valores de sus ar-
gumentos. Para n = 1 — « (A.2) es cero, por lo que el valor mdximo de n es

n = —a. Dicho de otra forma —a debe ser un entero positivo (0,1,2...). De forma

semejante a (A.2) se definen Gy 7.
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Apéndice B

Particula no relativista en
el potencial de Rosen-Morse

La ecuacién de Schrédinger para una particula relativista en el potencial de

Rosen-Morse [18] tiene la forma

h? 20 1%
s L |v=o0. (B.1)
2u dy cosh™ ¥

Haciendo los cambios de variable

U= (cosh %) o U

1
— / 2],—2
o= ( 8uVob*h=2 +1 1) (B.3)

obtenemos una ecuacién para u

d*u 4o ydu 4, , 9

donde
ueb?
K=1/— e (B.5)

Introduciendo la variable

z= —senhQ(%)
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transformamos la ecuacién (B.4) en una ecuacién hipergeométrica

d? 1 d
2(1— z)d% + {2 —(1- QO')Z:| CTZ — (0 —KHu=0 (B.7)
con soluciones
1
uy = F(—o + k&, —U—m,i;z) (B.8)

que corresponden al caso de la funciéon de onda ¥ par y

Uz ZF(—U-FI%—I—%,—U—I{—I-%,
para el caso impar.
Para que la funcién de onda (B.2) tienda a cero cuando y — oo las funciones
hipergeométricas u (B.8) y (B.9) deben reducirse a un polinomio.
Para la funcién u; esto significa que o — k 0 o+ Kk deben ser enteros positivos
( apéndice A). La tltima condicién debe descartarse ya que para & — oo la

funcién de onda se incrementa exponencialmente. De esta manera obtenemos

oc—k=m (m=0,1,2,...) las funciones de onda tienen la forma

)

+i(n_(m+1)!(n—(2ﬁ+m_l)!( _%

(—m-1)! (—26—m-1)! (- }

(=" {senh%rn [cosh 3

(B.10)

y los niveles de energia correspondientes son

2
R: |1 [8uVyb? 1
= — — 1—2m— = B.11
Em E lQ 12 + m 5 ( )

De forma similar, la condicién que hace que la funcién de onda sea finita para

las funciones uy cuando z — 0o es 0 — K — % =1(=0,1,2,...), las funciones

de onda son de la forma
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U, =i [senhf} [cosh %]*2" +

l
+ZZ(n_(l+1)|(n—(2[§:+l_1)'( _§

n )!
(=10 (=26—1-1)! (-2

I

[senn ] "™ [cosh 2] )

(B.12)

v los correspondientes niveles de energia son

2
R: |1 [8uVyb? 1
=_ ~y/ 1—(20+1)—= B.1
€ e [2 o (2l +1) 5 (B.13)

combinando los resultados para la energia

2
S [;\/W— (n+§)] (B.14)

(n=0,1,2,..) (B.15)

El numero maximo N de estados de energia satisface la desigualdad

1 1
N < 5\/8,%1)%*2 -5 (B.16)
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Apéndice C

Integrales [cosh(y)]P

Integrales de la forma:

|y feosnior (©1)
se pueden encontrar considerando que cosh(y) es una funcién par
JZo dy leosh()]” =2 [;™ dy [cosh(y)]”
haciendo el cambio de variable
cosh(y) =u, 1 <u<o0

la integral se convierte en

< w T
. du = 1—‘(5—5 (C.2)

donde el resultado se encuentra usando Gradshteyn-Ryzhik Secc. 3.251 férmula

3 [19]:

e 1
/ de z Y(zP —1)*"1 = -B (1 —v— E, 1/> ,
1 p

p
[p>0, Rev >0, Rep <p—pRev] (C.3)
B(a,b) W (C.4)
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Aqui B(a,b) y T'(2) son la funcién Beta y Gamma, respectivamente.
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Apéndice D

Integrales [cosh(y)]P[senh(y)]?

Para p cualquier nimero real y q par, usamos Gradshteyn-Ryzhik Secc. 2.413

férmula 1 [19]:

[cosh(Ey)["
2n+p
n—1 (2n — 1)(2n — 3)...(2n — 2k + 1)[sin h( Ey)]?"—2k—1
+Z 2n+p—2)2n+p—4)...2n +p — 2k)
(2n — 1N
2n+p)2n+p—-2)..(p+2)

/dy [cosh(Ey)]? [sinh(Ey)]*" = [sinh(Ey)]?"

k=1

(1)

/ dylcosh(Ey)]?
(D.1)

Reescribiendo

[cosh(Ey)]Pt! [sinh(Ey)]?" 1 (D.2)
en la forma
[cosh(Ey)]" ™" [tanh(Ey)] 27—V (D.3)
al evaluar las integrales en los limites coy —oo , tanh(Ey) — 1, [cosh(Ey)]pH” —

0, siempre que se cumpla que
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p+2n <0 (D.4)

las integrales convergen siempre y cuando se cumpla (D.4)
Para p cualquier ntimero real y q impar, la integral es cero si se realiza en

un intervalo simétrico.

/_L dylcosh(y)]P[sinh(y)]? = 0. (D.5)
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