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RESUMEN
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El creciente interés en los sistemas donde la materia fuertemente interactuante experimen-
ta condiciones extremas, tales como altas temperaturas, altas densidades, y en especial,
campos magnéticos externos ultraintensos, surge de la pregunta de como éstas condicio-
nes influyen en el cambio de estado de la materia, es decir, pasar del gas de hadrones al
plasma de quarks y gluones.

Debido a que la teoria que se encarga del estudio de las interacciones fuertes, la Cromo-
dindmica Cudantica, no puede ser estudiada a través de teoria de perturbaciones a bajas
energias, donde se encuentran los hadrones. Es una buena alternativa abordar este tipo
de problemas a través de modelos efectivos en esas mismas regiones, tal como el Modelo
Sigma Lineal acoplado con quarks, donde los grados de libertad son piones, mesén sigma
y quarks no masivos. La propiedad que relaciona a este modelo y a la Cromodinamica
Cuantica, es que ambos experimentan el rompimiento espontaneo de la simetria quiral.

En esta tesis buscamos construir un diagrama de fase efectivo de las interacciones fuertes
en el plano T'— |eB|. Con este fin es necesario identificar la fase en la que se encuentra la
materia, para lo cual usamos como criterio el rompimiento o restauracién de la simetria
quiral, pensando en que las distintas fases de la materia poseen o no esta simetria. El
minimo del potencial de la teoria cumple el rol del parametro de orden.

Puesto que las correcciones cuanticas pueden cambiar el comportamiento del minimo del
potencial clasico de una teoria, calculamos la energia libre del sistema, es decir un po-
tencial efectivo que incluye el potencial a orden arbol o clasico, correcciones cudnticas a
1-loop y correcciones debido al apantallamiento, esto a través de incluir la contribucién
de los diagramas de anillo. Consideramos que la presencia de campos magnéticos externos
uniformes ultraintensos actian sobre las particulas cargadas modificando su propagacion
y ya que el sistema tiende al equilibrio térmico, calculamos las correcciones cuanticas en
el formalismo de Matsubara.

En esta tesis analizamos para distintos casos el comportamiento del minimo del poten-
cial como funcion de la temperatura para distintos valores de la intensidad del campo.
Donde ocupamos expresiones obtenidas analiticamente, para las cuales usamos algunas
aproximaciones, y soluciones numéricas, que no requieren de aproximaciones en las esca-
las energéticas. También, exploramos distintas configuraciones del conjunto de parametros
libres de la teoria y finalmente el resultado mas relevante se dio luego de considerar el
apantallamiento en todos los campos, tanto en parte térmica como en su contribucién de
vacio, pensando que el campo magnético permea incluso el vacio induciendo correcciones
magnéticas. El apantallamiento es implementado a partir de incluir correcciones cudnticas
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a las masas a través de la autoenergia, no solo eso sino que lo hicimos de manera auto-
consistente este tratamiento de las masas juega un papel muy importante en como se ve
modificado el comportamiento del potencial, al igual que la eleccién de los valores de las
constantes de acoplamiento A, g y el pardmetro de masa a. Al implementar todas estas
ideas fuimos capaces de construir un diagrama de fase efectivo de la interaccion fuerte en
presencia de campos magnéticos extremos.
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INTRODUCCION

D O O e S O O e O O e O O S S e O

El interés por conocer la estructura de la materia y su comportamiento ha evolucionado
a lo largo de los anos, estudiando desde el dtomo, el nicleo atémico, la estructura interna
de los nucleones, nos ha traido a intentar comprender y describir a una parte de lo que co-
nocemos como mas fundamental hasta el momento, la materia fuertemente interactuante.

Dicha materia se divide en dos grupos, las particulas constituyentes, esto es, quarks, anti-
quarks y gluones, donde los quarks y sus anti-particulas son fermiones y se clasifican a
partir de caracteristicas tales como su masa, cargas (ver 1.1) y nimeros cuénticos en el
espacio de sabor (isoespin, extranesa, encanto y belleza), y los gluones que son los bosones
de norma encargados de mediar la interaccion fuerte. Ademas, los estados ligados de estas
particulas, los hadrones, con la posibilidad de estar formados por tres quarks o anti-quarks
de valencia, caso que produce fermiones nombrados bariones o por una combinacién de
quark y un anti-quark de valencia que resulta en bosones conocidos como mesones.

Quark Carga eléctrica (e) Masa
u (up) +2 2.16 4+ 0.07 MeV
d (down) 1 4.70 £ 0.07 MeV
¢ (charm) +2 1.2730 4 0.0046 GeV
s (strange) —3 93.5 + 0.8 MeV
t (top) +2 172,57 £ 0.29 GeV
b (bottom) —% 4.183 +0.007 GeV

Fig. 1.1: Cargas eléctricas y masas de los quarks [1].

La Cromodindmica Cudntica (QCD por sus siglas en inglés) que es la teoria que describe
las interacciones fuertes, posee dos propiedades que influyen en el comportamiento de la
materia fuertemente interactuante y cémo es que se aborda el estudio de la misma. Por
un lado, esta el confinamiento, este se traduce desde que, a bajas energias o distancias
largas, la intensidad de la interaccién crece de forma que favorece la creacion de estados
ligados, esta propiedad es la responsable de que no podamos encontrar quarks y gluones



libres en la naturaleza, sino que solo son detectados los hadrones. Por otro lado, se conoce
el rompimiento espontdaneo de la simetria quiral, el cual se entiende pensando en que a
pesar de que los quarks fuesen no masivos, el condensado de quarks en el vacio adquiere
un valor finito, este fenémeno se observa a través de la diferencia de masas entre quarks de
valencia y hadrones y se explica como la generaciéon de particulas debido a fluctuaciones
cuanticas. Dicho esto, se llega a la conclusion de que la materia fuertemente interactuante
puede ser encontrada en dos fases, un gas de hadrones o un plasma de quarks y gluones
(QGP por sus siglas en inglés), este tiltimo estado se describe a través de quarks y gluones
desconfinados, siendo las condiciones energéticas del sistema, las responsables de que se
encuentre el sistema en una fase u otra.

La transicion de fase de la materia fuertemente interactuante es una de las grandes in-
terrogantes en la actualidad de la fisica de particulas elementales [2-7]. En principio,
pensando en que uno de los sistemas fisicos que presentan este comportamiento es el
universo temprano [4, 8], donde se sabe que experimenté condiciones extremas, esto es,
temperaturas y densidades muy altas. Otro caso, son los objetos astronémicos muy den-
sos, como las estrellas de neutrones [9,10], donde en el nicleo de éstos, se considera podria
existir materia nuclear desconfinada. Experimentalmente, también la transicién de fase
puede existir en las reacciones que son resultado de las colisiones de iones pesados ultra-
relativistas [11,12]. Aunado a lo anterior, se ha descubierto la generacién de los campos
magnéticos mas intensos del universo en las colisiones de iones pesados no centrales, estos
campos son generados por las particulas espectadoras (ver Fig. 1.2). Los efectos magnéti-
cos en estos sistemas comenzaron a ganar popularidad, ya que ahora se sabe que no solo en
las colisiones de iones pesados [13,14] se experimenta una transicién de fase entre el QGP y
hadrones que puede verse modificada por el campo magnético externo generado ademaés de
las condiciones extremas antes mencionadas, sino también el universo temprano [15,16] y
objetos astrofisicos tales como estrellas de neutrones, en especifico los magnetares [17-19].

Spectators
Oy DO -
/. \
\
:, ‘0 l‘\\ , N
b g BN e B ST - .
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' " 0 (M
4 1 H ] \ Y
LXK by A
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) ' UK ST L—
Wiy \
0y - \ ;
\“ )" Participants o
v S S
Before collision After collision

Fig. 1.2: Vista esquemaética de una colisién no central de iones pesados. Donde se muestran las
particulas espectadoras y participantes. [20]

Los campos magnéticos generados en las colisiones de iones pesados presentan una mar-
cada dependencia espacial y temporal. Por un lado, el valor medio de los intensos campos
magnéticos generados varian como funcién del parametro de impacto, con una direccion
preferente en el espacio [21] y, por otro, decrecen répidamente a medida que las particulas



espectadoras responsables de su generacién se alejan del centro de la colisién [22]. Sin
embargo, resulta una buena aproximacion tratarlos como campos uniformes y constantes.
Esta simplificacion es especialmente valida cuando el campo magnético alcanza valores
suficientemente intensos, ya que en ese régimen sus efectos dominantes pueden capturarse
sin necesidad de considerar ni su variaciéon espacio-temporal ni sus fluctuaciones cuanticas,
las cuales suelen ser subdominantes frente a la contribuciéon clésica del campo promedio.

A partir de esto, la comunidad de altas energias ha abordado el estudio de la materia
fuertemente interactuante en presencia de campos magnéticos, usando varios enfoques,
como lo es el estudio de la restauracién de la simetria quiral. En particular, en el sec-
tor de quarks ligeros, donde es comin aproximar su masa como nula. Sin embargo, la
QCD es una teoria donde la constante de acoplamiento es relativamente grande a bajas
energias, lo cual implica que no es posible usar métodos perturbativos para el estudio de
este fendmeno, por lo cual es necesario el uso de otras técnicas.

En el régimen de bajas energias, uno de los enfoques mas prometedores ha sido Lattice
QCD (LQCD por sus siglas en inglés), consiste en discretizar el espacio-tiempo en una
red, esto permite simular interacciones entre quarks y gluones usando métodos numéri-
cos. Ademas, se tienen los modelos efectivos, teorias que comparten caracteristicas o en
particular, simetrias con la Cromodinamica Cuantica, donde es posible trabajar de forma
analitica o numérica, sin necesidad de discretizar el espacio-tiempo, de tal manera que
los métodos de calculo usuales en teorias cuanticas de campos se puede utilizar. Anos
antes ya se comenzaban a estudiar las correcciones magnéticas en la propagacion de cam-
pos cargados [23], resultado de la interaccién con los campos magnéticos se encontré la
pérdida de invariancia de Lorentz y que la dinamica de estos campos cargados experi-
mentaba algo llamado reduccién dimensional [24]. Al agregar este tipo de correcciones
en la dinamica de las interacciones fuertes, se obtuvieron resultados que indicaban que el
valor del condensado de quarks crecia conforme el campo magnético externo aumentaba,
en otras palabras, el campo magnético promovia la formacién de estados ligados, a este
fenémeno se le conoce como Catdlisis Magnética [25] (MC por sus siglas en inglés). No
obstante, cuando ademas de un campo magnético externo, el sistema se encuentra en un
bano térmico, con una temperatura alrededor de la temperatura de transicién, el valor
del condensado ya no crece, sino que por el contrario, disminuye, presentandose entonces
la Catdlisis Magnética Inversa [26-29] (IMC por sus siglas en inglés).

La importancia de la IMC radica en el hecho de que al disminuir el valor del condensado
de quarks, donde el condensado es el valor de expectacién en el vacio de un par quark-
antiquark, es un indicador de la restauracion de la simetria quiral, la cual como ya se
menciond, puede dotarnos de informacién acerca de la transicién de fase de la materia
fuertemente interactuante.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera. En el capitulo 2 se hablara mas a fondo
de las Interacciones fuertes, un poco de su historia, cémo surgio el interés en explicar el
comportamiento de la materia, asi como la teoria que se encarga de estudiarla, la Cromo-
dindmica Cudntica. Se va a presentar su Lagrangiano y explicar algunas sus caracteristicas
méas importantes, en especifico el Corrimiento de la constante de acoplamiento y la Si-
metria Quiral, para finalmente unir esta informacion y presentar los distintos diagramas



de fase para la interaccién fuerte.

En el capitulo 3 se presenta el Modelo Sigma Lineal acoplado con quarks (LSMq por sus
siglas en inglés), el cual es el modelo efectivo de la QCD con el que se trabajara en este
proyecto, dado que comparte la caracteristica del rompimiento espontaneo de la simetria
quiral, presentando su Lagrangiano e incluyendo la interacciéon con el campo magnético a
través del acoplamiento minimo, asi como las reglas de Feynman de la teoria.

En el capitulo 4 se desarrollan las expresiones para los propagadores tanto escalar como
fermiénico cargados, en presencia de un campo magnético externo constante y uniforme,
en el formalismo del tiempo propio de Schwinger [30] para después reescribirlos en funcién
de los niveles de Landau, de manera que obtendremos a los propagadores en la aproxi-
macion de campo fuerte, objetos que necesitamos conocer para incluir las correcciones
magnéticas en el LSMq. Los campos magnéticos afectan de tal forma a la materia fuer-
temente interactuante produciendo fenémenos que modifican su dinamica tales como la
Catalisis Magnética y la Catalisis Magnética Inversa, esta tiltima donde ademas interviene
la temperatura.

En el capitulo 5, se estudian conceptos importantes de teoria térmica de campos, entre
los cuales esta el formalismo de tiempo imaginario y el potencial efectivo, este ultimo de
gran importancia para nuestro proyecto, ademas de incluir un apartado sobre transiciones
de fase.

En el capitulo 6 se calcula el potencial efectivo o energia libre, que incluyen las correccio-
nes a 1-loop del potencial para cada tipo de particula, las correcciones de los diagramas
de anillo y las respectivas autoenergias.

En el capitulo 7 al ya haber obtenido una expresién para la energia libre de la teoria,
con correcciones termo-magnéticas en el limite de campo fuerte y la aproximacién a alta
temperatura, se hace un andlisis para obtener un diagrama de fase efectivo de la teoria.

Finalmente, en el capitulo 8 se hace un resumen del trabajo realizado y se redactan las
conclusiones.



D O O O O S O S CAPfTULO 2

INTERACCION FUERTE

D O O e S O O e O O e O O S S e O

Luego del descubrimiento de los nucleones, es decir, las particulas que conforman el nicleo
atémico: protones y neutrones, y debido a que se conocian los efectos de la interaccion
electromagnética entre particulas cargadas, la comunidad cientifica que esperaba obser-
var repulsion por parte de los protones comenzd a buscar una explicacién del porqué los
nicleos se mantenian unidos. Como respuesta a este comportamiento, se considero la exis-
tencia de una nueva fuerza, una que fuese tan intensa que mantuviese unidos a los nicleos
a pesar de la repulsion electromagnética, denominada fuerza nuclear fuerte, para la cual
se teorizd que dicha fuerza era mediada por una nueva particula, un bosén, nombrado
meson [31], esto en analogia con la interaccién electromagnética donde se conocia que la
particula que mediaba la interaccién era el foton.

Se continud con los intentos de encontrar una teoria que explicara el comportamiento de
esta interaccién, con un enfoque en la busqueda de cantidades conservadas, es decir ante
transformaciones, como lo fue la carga eléctrica para el electromagnetismo para la fuerza
nuclear fue una propiedad entre protones y neutrones, el isoespin. Tal que, a diferencia
de QED con una simetria del grupo U(1), la invariancia de isoespin respondi6 a una si-
metria del grupo SU(2), esto para una teoria de norma no abeliana con son las teorfas de
Yang-Mills [32].

En este punto, se creia que la comprension de la estructura fundamental de la materia
estable era buena, pensando que los bloques fundamentales de ésta eran los electrones,
protones y neutrones. Sin embargo, anos mas tarde, surgieron dificultades en la fisica
de particulas, habia tantos avances en el area experimental y pocas explicaciones teori-
cas. Desde los experimentos con rayos césmicos y tras el desarrollo de los detectores de
particulas, el nimero de particulas descubiertas iba en aumento, algunas de las cuales
presentaban propiedades que llamaron la atencion de los cientificos, tales como tiempos
de vida tan cortos que no correspondian a ninguno de los tipos de decaimientos conocidos
hasta el momento, masas y cargas eléctricas con valores particulares. Dichas particulas
denominadas hadrones, fueron distinguidas entre bariones y mesones, dependiendo si es-
tas eran fermiones o bosones, respectivamente.



Con el fin de organizar a los hadrones en familias surgié el eightfold way [33,34], un es-
quema de clasificaciéon basado en una simetria de sabor SU(3) a partir de caracteristicas
propias de cada particula como su isoespin, carga eléctrica y extraneza. Como resultado,
creci6 el interés sobre lo que se consideraba una particula elemental, puesto que los hadro-
nes, entre ellos protones y neutrones, ya no se pensaban como tal. Fue entonces cuando
se propuso una estructura mas fundamental, la existencia de particulas de las cuales es-
taban formados los hadrones, los llamados quarks constituyentes o de valencia [35,36], lo
cual fue comprobado experimentalmente poco tiempo después a través de experimentos
de dispersién ineldstica profunda [37,38].

Para esos tiempos ya se sabia que la fuerza responsable de mantener a los nticleos atémicos
unidos no era exclusiva de protones y neutrones, sino que también debia ser la responsable
de que los quarks se uniera para formar a los hadrones. Para ello debia existir una particu-
la portadora de la interaccién, la cual se nombroé gluon. Donde los gluones son bosones de
norma vectoriales, con una propiedad particular, distinta al ya conocido comportamiento
de los fotones, estos autointeractuaban, puesto que poseen una carga asociada al grupo
SU(3) de color al igual que los quarks, como resultado existen mas opciones de tipo de
decaimiento fuerte. Esto pudo ser comprobado experimentalmente [39,40].

De este modo fue que se establecio la interaccion fuerte como la responsable de que
los nucleos atémicos, formados por hadrones estén unidos y de que estos existan como
la unién de quarks y gluones, dicha interaccién es descrita por una teoria cuantica de
campos del tipo Yang-Mills acoplada a una teoria de Dirac, la cual recibié el nombre de
Cromodindmica Cudntica [41,42].

2.1. Cromodinamica Cuantica

La Cromodinamica Cuantica fue propuesta para entender la estructura de bariones y
mesones, en especial para dar respuesta a la existencia del barion A*TT el cual parecia
violar el principio de exclusién de Pauli, al estar conformado por tres quarks de valencia
up (uuu), resultando en que por lo menos dos de los quarks up que lo constituyen estaban
en el mismo estado cuédntico (recordar que los quarks son particulas fermiénicas), para
explicar a este barién se introdujo un nuevo grado de libertad. La carga de color asociada
con una simetria del grupo SU(3), esto es, tres configuraciones posibles de carga de color,
donde de hecho, se presenta una invariancia ante rotaciones en el espacio de color.

2.1.1. Lagrangiano de la QCD

La densidad Lagrangiana de la Cromodindmica Cudantica estd dada por

Ny
I . 1 a v
gQCD = 27%‘(27”)# - mf)wf - ZGMVGZ 9 (21)
f=1

donde los campos de Dirac de los quarks y antiquarks de corriente de sabor f se denotan
como Yy y ¢y, respectivamente. Ny es el numero de sabores de los quarks. Las matrices
de Dirac son v#. m; es la masa del quark de sabor f.



La derivada covariante de QCD
D, =0, +igT"Gy, (2.2)

con g la constante de acoplamiento de la teoria, la cual da cuenta de la intensidad de la
interaccién entre quarks y gluones y esta asociada a la constante de acoplamiento fuerte
por la relacion

g° = 4ma. (2.3)

T* forma parte de un conjunto de matrices proporcional a las matrices de Gell-Mann A%,
las cuales son los generadores de SU(3), tal que

)\a
T = —. (2.4)
2
G}, es un campo vectorial que describe al gluén donde el indice a corre sobre el espacio
de color en la representacion adjunta y el indice p representa los grados de libertad en el
espacio cuatro-dimensional de Lorentz, indices que se contraen con las matrices de Dirac
y Gell-Mann, esto es una suma sobre todos los elementos de estos espacios.
Por ultimo, se encuentra G, que es el tensor de intensidad del campo, asociado al sector
de norma, este término ayuda a garantizar la invariancia del Lagrangiano ante una trans-
formaciéon de norma y aparece como andlogo al tensor de Faraday, F},,, pero que ademads

esta contemplando el dlgebra en el espacio de color y estd dado por
G, = 0.Gy — 0,G}, — gfachZGf,, (2.5)

donde fu. son los factores de estructura o constantes de grupo, y abc son indices que
recorren el espacio de color.

El primer término de la ec. (2.1) se traduce en la dindmica de los quarks, se entiende
como su propagacion, asi como en el tercer término, el producto que contenga dos campos
gludnicos, corresponde a la propagacion de los gluones.

Finalmente, los demas términos estan asociados a las posibles interacciones que existen en
la teoria, por un lado la interaccion entre quarks y gluones y por otro lado los términos con
méas de dos campos gludnicos que describen la autointeracién entre tres y cuatro gluones,
esta informacién se conoce como las reglas de Feynman de la teoria, vistas graficamente
con diagramas de Feynman en la Fig. 2.1.

2.1.2. Corrimiento de la constante de acoplamiento

En teoria cuantica de campos existe la posibilidad de que en los procesos como la propa-
gaciéon de una particula ocurran fluctuaciones, que permiten la creacién y aniquilacion de
particulas virtuales, esto siempre que se respete el principio de incertidumbre de Heisen-
berg.

En un proceso de dispersion, un objeto donde se incluyen las correcciones cuanticas de-
bido a las fluctuaciones es la matriz de dispersién M. Uno de los métodos mas usados en
las teorias cuanticas de campos es la teoria de perturbaciones. En analogia con el méto-
do perturbativo, un proceso de dispersién puede ser visto en términos de diagramas de
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Fig. 2.1: Reglas de Feynman de QCD. p,, y k, son cuadri momentos. v* las matrices de Dirac. m
la masa del fermién. 6?° es el delta de Kronecker en el espacio de color. £ es el pardmetro que fija la
norma del propagador del gluén. g es la constante de acoplamiento fuerte. T los generadores del
grupo SU(3) en la representacién fundamental. f2%¢ las constantes de estructura del grupo SU(3).
n*" es la métrica de Minkowski. Los indices a, b, ¢, d recorren el espacio de color mientras que los
indices p, v, p, o representan los grados de libertad en el espacio de Lorentz.

Feynman en la Fig. 2.2.

Es relevante saber que cada uno de las posibilidades es proporcional en algin orden a
la constante de acoplamiento fuerte o, en ese sentido, la suma de las contribuciones de
cada diagrama termina siendo una expansiéon de la dispersién en términos de a.

Si la constante es pequena, también se piensa como una serie perturbativa debido a las



correcciones cuanticas, donde los procesos a ordenes mas bajos seran mas dominantes que
los subsecuentes.

«II1TI0%

O(a) O(a?)

s

Fig. 2.2: Diagramas de Feynman que contribuyen en la representacion perturbativa de la dispersién
de un par quark-antiquark con las interacciones permitidas en QCD, ordenados en potencias de la
constante de acoplamiento fuerte a.

En principio a mayor energia, la probabilidad de que ocurran fluctuaciones més complejas
es mayor. Por lo tanto, podrian aparecer contribuciones con un mayor niimero de vértices,
lo cual se traduce en procesos con potencias de a, cada vez mas grandes. Resumar estas
contribuciones, a cada orden, nos permiten conocer la dependencia de la constante de
acoplamiento «; respecto a la escala energética del proceso pu, a partir de la llamada
funcion beta

Bla) = ug—g. (2.6)

Para valores pequenos de la constante de acoplamiento es una buena aproximacién con-
siderar solo los términos més dominantes, que son las potencias menores de o

Bla) = Boa® + By (a2)° + ... (2.7)

A diferencia de las teorias de norma Abelianas, en QCD, dado que los gluones poseen
carga de color al igual que los quarks, se les permite autointeractuar, esta propiedad es
la responsable de términos extras a cada orden en la correccion de la constante de aco-
plamiento fuerte. Estos téminos extras, generan un fenémeno peculiar en QCD que es el
anti-apantallamiento.

Fig. 2.3: Diagramas de dispersion de un par quark anti-quark, donde podemos ver la relacién entre
los momentos externos y el momento transferido (¢ = p1 — p3 = p2 — p4).



Asi que la constante de acoplamiento fuerte a orden lider, con dependencia en el momento

transferido que podemos ver en la Fig. 2.3, con Q? = —¢? tenemos
2
)
OCS(QQ) = (2 > , (28)
1+ Booyp?) In (7)
donde 1IN, — 2N
c /
=~ 2.
BO 197 ) ( 9)

con N, = 3 el nimero de color y Ny = 6 el nimero de sabor asociado al espacio de quarks.
Conocer a «, como funcién del momento transferido Q?, nos permite observar su corri-
miento, como se muestra en la Fig. 2.4.

Conociendo la expresién de la ec. (2.8), la cual es una buena aproximacién para altas
energias, es posible identificar dos tipos de comportamientos de la intensidad del acopla-
miento, por un lado, a altas energias el acoplamiento tiende a valores pequenos y se puede
notar que conforme la energia disminuye esta constante aumenta, sin embargo, que cierto
que a bajas energias esta expresion no es valida debido a que el método perturbativo ya
no es valido.

La Cromodinamica Cuantica, estd dividida en regiones energéticas, debido a que el método
perturbativo usado en cédlculos de este tipo de teorias se hacen al rededor de parametros
como las constantes de acoplamiento. Siendo que para cuando la constante de acopla-
miento es pequena es llamada region perturbativa, cierta para sistemas a altas energias o
pequenas distancias y por el contrario cuando el acoplamiento es grande se conoce como
regién no perturbativa, esto para sistemas a baja energia o largas distancias.

April 2016
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Fig. 2.4: Corrimiento de la constante de acoplamiento fuerte respecto a la energfa, [43].

Ademas, se pueden conocer dos fenémenos propios de la QCD desde la constante de
acoplamiento y en relacion con las regiones energéticas de la teoria.

2.1.2.1. Libertad Asinté6tica

La libertad asintotica se entiende como el fendmeno a muy altas energias o distancias muy
pequenas, en donde la intensidad de la interaccion entre quarks y gluones es pequena. Es
decir, los quarks y gluones solo pueden estar en estado libre si su energia es infinita.
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2.1.2.2. Confinamiento

El confinamiento se refiere al fenémeno que ocurre a bajas energias o distancias grandes,
donde la interaccién entre quarks y gluones se vuelve muy intensa. La magnitud de la
interaccién impide que los quarks y gluones existan de manera aislada y se traduce en la
formacion de estados ligados de quarks y gluones, es decir, los hadrones.

Si bien, a, depende de la escala energética p, esta no es tnica, hay en especial un valor
conocido como la escala de QCD, Agep, la cual es la cota inferior de la energia a partir
de la cual se puede considerar que estamos en la region perturbativa de QCD; o bien si
tomamos su inverso, que corresponde a las distancias, Agcp es el umbral donde distin-
guimos entre hadrones y quarks y gluones, de este modo el corrimiento de la constante es
como

ay(Q%) = m, (2.10)

QCD

donde la escala tipicamente toma su valor a través de medir su evolucién en la masa del
boson Z [44]

2.2. Rompimiento espontaneo de la simetria quiral

El fenémeno llamado rompimiento espontaneo de la simetria que ocurre en la Cromo-
dindmica Cudantica, puede ser explicado de forma mas simple considerando una teoria con
dos campos escalares reales como grados de libertad, o y 7, con un potencial de la forma

2
V(o,m) = 2 (0% + 7r2)2 + % (0% +7%) + cte. (2.12)

Dicho potencial y en general la teoria posee una simetria continua SU(2), es decir, es
invariante ante rotaciones.

En general se considera a A una constante positiva y analisis interesante es considerar que
el pardmetro ;2 no es necesariamente positivo, es decir, que este puede ser

p? >0 6 p*<0. (2.13)

Cuando p? = a? es positivo, el potencial es como en la Fig. 2.5a. Es facil ver que el
potencial posee un minimo global ubicado en el origen y cuando se esta en el estado base,
el sistema es invariante ante rotaciones.

Por otro lado, tomando p? = —a?, un valor negativo definido, el potencial se ve como en
la Fig. 2.5b, en este caso el potencial tiene un méaximo local en el origen y una infinidad
de minimos globales en v fuera del origen, los cuales satisfacen la relacion

(o) + () = 02, (2.14)
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O por conveniencia, elegimos el estado base como
(o) =, (m) = 0. (2.15)

Los estados base de la teoria estan degenerados, y una vez que se elige uno, desde este
lugar se pierde la invariancia ante rotaciones, es cuando decimos que la simetria se ha roto.

(b)

Fig. 2.5: Potencial con rompimiento espontaneo de la simetria.

Asi como en el caso del campo escalar donde estudiamos en especifico el rompimiento
espontaneo de la simetria, ahora consideraremos las teorias con fermiones como es QCD
y esto en general puede ser explicado a partir del Lagrangiano de Dirac, donde escribimos
los espinores de Dirac v descompuestos en dos componentes de espinores de Weyl

Y = (ig) . (2.16)

Donde ademas, las matrices de Dirac en la base de Weyl estan dadas en el Apéndice A,
de forma que para el campos fermiénicos no masivos tenemos entonces

gquiral = M/_}La'#a,qu + Z'z/_}RO-Ha,uwR7 (217)

donde o# = (1, 7;) viene de la representacién quiral de las matrices de Dirac v* y 7; son
las matrices de Pauli.

Este Lagrangiano tiene una simetria global SU(2), x SU(2), bajo transformaciones

SU(Q)L : wlL = ULw[n SU(Q)R : w}z = URwR: (218)

donde L es izquierdo y R es derecho, las matrices de transformacién en SU(2) son como

UL g = eeLr™/2 (2.19)

con T los generadores del algebra de Lie de SU(2), el Lagranquiano quiral es invariante.

mynp — mpr + mLPp. (2.20)
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Siempre que Uy, # Ug, al aplicar las transformaciones de la ec. (2.19) en los términos de
la ec. (2.20) es facil ver que estos términos no son invariantes ante las transformaciones
quirales.

Atn si se considera que los campos no tengan masa, como es usual en las teorias cuanticas
de campos, en QCD el valor de expectacién en el vacio toma un valor finito, es decir que
ocurre la formacion del llamado condensado de quarks o condensado quiral, visto como

(Yrr) = —o. (2.21)

Considerando que o > 0, el valor negativo del condensado quiral se debe a la convencion
usada en la teoria y tiene una justificacion fisica relacionada con la energia del vacio.
Dicho condensado, al igual que en el caso donde se consideran masivos los campos, no es
invariante ante las transformaciones quirales.

En teoria cuantica de campos, este fendémeno se traduce en el rompimiento espontdineo de
la simetria quiral, puesto que el vacio de la teoria no es invariante ante trasformaciones a
las cuales el Lagrangiano en este caso, si lo es.

Dicho esto, algo que llama la atencion de la materia fuertemente interactuante surge al
comparar la masa de los mesones mas ligeros (los piones con masas entre 134-139 MeV),
con la masa de sus quarks constituyentes (los quarks up y down con masas de 2.16 y 4.7
MeV, respectivamente).

Ademas que al comparar la escala de QCD con los valores de las masas de los quarks més
ligeros, es 1til pensar que al menos en un espacio de sabor SU(2) los campos fermiénicos
SON NO Masivos.

En ese sentido, en el limite donde las masas de los quarks mas ligeros se considera nula,
decimos que la QCD tiene una simetria quiral aproximada. Ademas, cuando observamos
el Lagrangiano de la QCD de la ec. (2.1), podemos ver que el sector de los gluones no
interviene en el comportamiento de la simetria quiral, por lo cual, los modelos efectivos a
baja energia no requieren ser invariantes de norma para estudiar la transicién de fase.

2.3. Diagrama de fase de las interacciones fuertes

Un diagrama de fase es una herramienta usada para representar los distintos estados de
un sistema, en funcién de sus variables termodinamicas. Muestra las regiones donde cada
fase es estable asi como las transiciones entre ellas. En teorias donde los sistemas exhiben
mas de una fase, es 1til estudiar el comportamiento de sus simetrias, debido a la restau-
racién /rompimiento de la simetria corresponde a una transicién de fase.

La materia fuertemente interactuante se compone por quarks, gluones y sus estados liga-
dos: los hadrones. Ademas en la QCD existe una simetria aproximada, la simetria quiral,
que experimenta un rompimiento espontaneo. Esto nos permite decir que dicha materia
se puede encontrar en dos fases, el plasma de quarks y gluones y la fase del gas de ha-
drones. Y que ademaés es posible estudiar sus transiciones de fase a partir del estudio del
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comportamiento de su simetria, es decir, de los parametros termodinamicos a los cuales
ocurre el rompimiento o restauracion de la simetria quiral.

Los sistemas fisicos antes mencionados, donde existe la materia fuertemente interactuan-
te, comparten caracteristicas, presentan condiciones extremas, esto es altas temperaturas,
altas densidades y la presencia de campos magnéticos externos muy intensos, en las cuales
se piensa que se encuentra el QGP.

La representacion mas usual del diagrama de fase hipotético de QCD se ve como en la
Fig. 2.6, un diagrama de fase en el plano (T — pp), funcién de la temperatura 7"y del
potencial quimico bariénico pp. En la regién donde el potencial quimico y la temperatura
son bajos es donde se encuentra la materia hadronica. Mientras que al aumentar la tem-
peratura y/o bien el potencial quimico bariénico, se encuentra el QGP. La transicién de
fase, ocurre a cierta temperatura de transicién T,, a bajo potencial quimico se encuentra
un crossover de acuerdo a los resultados reportados por LQCD [4]. A lo largo de la curva
de transicién, al aumentar el valor del potencial se encuentra un punto critico terminal, es
decir, se identifica el cambio de un crossover a una transicién de primer orden. En general,
la temperatura de transicion decrece como funcién del potencial quimico bariénico.

Entendemos que a bajas temperaturas la simetria quiral esta rota pensando que existen los
estados ligados, llamados hadrones y también cémo la temperatura induce la restauracion
de la simetria quiral, a temperaturas mas altas se encuentra la fase desconfinada, el plasma
de quarks y gluones.

T

A

QGP

- -

HAD

> UB

Fig. 2.6: Diagrama de fase hipotético de QCD en el plano (T' — ppg), donde la linea punteada
corresponde a un crossover, la linea sélida a una transiciéon de primer orden y el punto representa
un punto critico.

Otro diagrama de fase de las interacciones fuertes se puede representar en el plano (7' —
eB), que muestra los efectos de los campos magnéticos ultra intensos y de la temperatura
con el fin de observar la transicion, esto es un diagrama como el que se muestra en la
Fig. 2.7. Aunque comparte caracteristicas con el diagrama de la Fig. 2.6 como lo son los
tipo de transicion y la existencia de un punto critico terminal, este caso esta relacionado
con un fenémeno antes mencionado, la catalisis magnética inversa, puesto que muestra
como conforme el campo magnético aumenta, la temperatura de transiciéon disminuye, o
bien que el valor del condensado decrece con respecto del crecimiento del campo a una
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temperatura fija mayor que la temperatura de transicion, favoreciendo la restauracion de
la simetria quiral.

T [MeV]
160"\\1
O,
98 \\f\%]} Deconfined phase
~ T,(By) C »d phase

0 4 5 eBo(~ 18 Gev??)
eB [GeV?]

Fig. 2.7: Diagrama de fase hipotético de QCD en el plano (T — eB), donde se identifican las
regiones donde se encuentra un crossover, una transicién de primer orden y un punto critico [45].

Un punto relevante a distinguir, es que a pesar de que LQCD es un enfoque no pertur-
bativo bien establecido para resolver la teoria de la Cromodindmica Cuéantica, cuando
se trata de la materia fria y densa esta técnica tiene muy poco poder predictivo, esto
debido al problema severo del signo [46], por lo cual, gran parte de los estudios que se han
reportado provienen de teorfas efectivas de baja energia [47], enfoque que serd aplicado
en este proyecto en busqueda de un diagrama de fase efectivo.
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P A O S S CAPfTULO 3

MODELO SIGMA LINEAL ACOPLADO CON
QUARKS

H =LA O OO0 OO OO O OO X

3.1. Lagrangiano

El Modelo Sigma Lineal surgié en 1960 desde un Lagrangiano de las interacciones fuer-
tes [48] propuesto para describir la interaccién entre nucleones y piones, al introducir un
nuevo mesoén escalar sigma [49].

Es actualmente uno de los modelos efectivos de la QCD a bajas energias mas usados
debido a que posee una caracteristica de gran interés, es invariante ante transformaciones
quirales en el espacio SU(2), x SU(2), de modo que puede ser analizado el rompimiento
espontaneo de la simetria, en ese sentido, este modelo es 1til para estudiar la simetria
quiral aproximada asociada a la Cromodinamica Cuéntica.

El Lagrangiano del Modelo Sigma Lineal es dado como

2

¥ = %(8M0)2+%(8M7?)2+%(02+7?2)—%(02+ﬁ2)2+i¢'yuau¢—gw (a + 757 - 7?) ¥, (3.1)
donde A y g son constantes de acoplamiento positivas asociadas a la autointeraccién en-
tre bosones y la interaccion bosén-fermion, respectivamente. a es el parametro de masa,
ademads en una representaciéon del grupo SU(2), el campo fermidénico cargado no masivo
1 es un doblete de isoespin, los campos pseudoescalares T = (my, 7o, m3) forman un tri-
plete de isoespin y el campo escalar real o corresponde a un estado singulete. Finalmente
7 = (1,72, 73), donde 7; son las matrices de Pauli, los generadores del grupo SU(2).

La simetria quiral puede ser mostrada desde la ec. (3.1), al reescribir en términos de la
matriz

Y =047 7, (3.2)
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la cual satisface

asi como

(0,0)? + (0,7)? = %TI[E)HEW“E], (3.4)

b= (j;) , (3.5)

ademds de tomar el espinor

tal que es posible escribir

2
& :iTr[auETﬁ“Z] + aZTr[ETE] - %Tr[ETZ}Q + 117,001 + iRy 0R
— gL SUR — gYrEMy. (3.6)

Anélogo al caso de la QCD, si los espinores quirales se transforman como

/ _ 7 T T
77Z11;71R - UL,RwL,Ra @Z}L,R - ¢L7RUL7Ra (3-7)
donde las matrices Uy, g estdn dadas en la ec. (2.19), se satisface que los términos cinéticos
son invariantes, sin embargo, para que se cumpla

Dy Sl + YY) = b UL Uptbg + orULSTULr = . 50R + vrElr, (3.8)

la matriz X debe transformarse como

Y = U nU}, v = Upstu], (3.9)

es decir, el Lagrangiano del modelo sigma lineal es invariante bajo las transformaciones
en SU(2), x SU(2),, dadas por las ecs. (3.7) y (3.9), y por lo tanto se dice que posee
simetria quiral.

Por otro lado, es posible reescribir el Lagrangiano en término de los campos fisicos, to-
mando a w3 como el campo del pién neutro 7y y a los de los piones cargados como campos
complejos dados por la transformacién

1 .
Ty = 7 (71 Fima). (3.10)

De forma que se tiene

1 1 2 A
< :§(8u0)2 + 5(8u7r0)2 + Oy 0Py + %(02 + e+ 2m_my) — 1 (0% + w5 + 2m_7)

+ iy O — g (0 +iy°T - 7)Y,
(3.11)
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o bien

< —%(3#0)2 + %(Qﬂrof + 0, m_otmy + %2 (0® +75) +a°m_my
- % (0% +mg 4+ A(m_my)? + 2077 + doPm_my + AT_mymg) (3.12)
+ iy O — giipo — igy (Timy + T + Tamo) ¢,
con las matrices de Pauli reescritas como
1 .
Tizﬁ(7'1$l7'2)- (3.13)

3.2. Rompimiento de la simetria quiral en el LSMq

El Lagrangiano de la ec. (3.1) reescrito como la ec. (3.6) satisface que es invariante ante
transformaciones quirales, sin embargo, esto es debido a que los campos fermiénicos se
han considerados no masivos hasta ahora, para emular el fenémeno que sucede en la
Cromodinamica Cuantica, rompemos espontaneamente la simetria, a partir de que el
campo o adquiera un valor de expectacién en el vacio distinto de cero, vamos a escribir
al campo ¢ haciendo un desplazamiento

o—o+w. (3.14)

Al desarrollar la ec. (3.12) con el cambio en el campo o, tenemos

1 1 1 1
& :§8M08“a + 53#7708“70 + om0y — 3 (3)\1)2 — az) o — 3 ()\'02 - a2) T

_ _ (3.15)
- ()\U2 — a2) 7T_7T+ + Z@Z)’y‘ua‘uﬂ) — gv¢¢ _|_ G%int _ V&Tb0l7
donde
A 3 3 2 Ao s )
Lint = — ° - Ao” — X\’ — Aom_my — 2 \vom_my — 50 M0 — Ar_my) 516)

A . .
— S + a%vo = Nr_mim — givo — ighy? (e + Tm_ + 7o) ¢,

contiene todos los términos de interaccién entre los campos, de estas posibles interaccio-
nes obtenemos las reglas de Feynman de los vértices de la teoria, mostrados mediante
diagramas de Feynman en la Fig. 3.1.

Y el término

2
arbol 2 A 4
174 % Z 1
5 v v, (3 7)

es el potencial clasico o bien el potencial orden arbol, el cual posee un minimo en

Vg = X, (318)
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o o o Ty o o
o o T+ 0 T+ T4
__" = i) = i)
4
) o T4+ o T4+ T4
o T+ g
0 ------- = —i\v 0 ------- = —2i\v O------- <. = —i\v
o T+ ) a
" P =d,u 0
O - = —ig T =V2¢97° 7o < =+g7°
(0 b =1u.d ¥

Fig. 3.1: Diagramas de Feynman de los vértices en el Modelo Sigma Lineal acoplado con quarks
y su valor, donde las lineas punteadas corresponden a los mesones o, la linea sélida a los piones
neutros 7, las lineas dobles a los piones cargados w1 y las lineas con una flecha a los quarks.

el cual es el parametro de orden de la teoria y se conoce como el valor de expectacion en
el vacio.

De la ec. (3.15) es posible identificar que los campos, tanto bosénicos como fermiénicos,
desarrollaron masas dindmicas con dependencia en el parametro de orden v, definidas
como

m2(v) = 3\v? — a?, ma(v) = M® — a?, mys(v) = gu. (3.19)

Como consecuencia del rompimiento espontaneo de la simetria en este modelo, es que a
pesar de que en principio los campos fermidénicos eran no masivos, estos ahora adquie-
ren una masa. Ademads, en el Lagrangiano se puede incorporar un término que rompa
explicitamente la simetria quiral, que en este caso para el modelo Sigma Lineal es

0.2 = ho, (3.20)

donde h es el parametro del rompimiento de la simetria. De esta forma, al escribir el
término del rompimiento espontdneo de la simetria v, como en la ec. (3.15), el potencial
a orden arbol adquiere la forma

a? A

VO = —51)2 + hv. (3.21)

Ahora este potencial se ve como en la Fig. 3.2, donde ademas de notar que ya no es simétri-
co, el minimo también se ve modificado, tomando un valor distinto al de la ec. (3.18),
ahora en un valor f.
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Fig. 3.2: Potencial a orden arbol con rompimiento explicito de la simetria.

Debido a que trabajaremos con un sistema donde los campos magnéticos permean el
espacio, esto implica que las particulas cargadas en presencia de un campo magnético
externo, van a interactuar con éste. Por lo tanto, es necesario incluir estos efectos en la
propagacién de las particulas, a través de la derivada covariante o acoplamiento minimo

0, — D, = 8, +iqA,, (3.22)

donde g es la carga eléctrica de la particula y A, es el cuadri potencial electromagnético
asociado al campo magnético externo.

Asi obtenemos el Lagrangiano del Modelo Sigma Lineal acoplado con quarks donde la
derivada covariante de los campos cargados se ha incluido, debido a la presencia de un
campo magnético externo constante, escrito como funciéon del valor de expectacién v
debido al rompimiento espontaneo de la simetria.

1 1 1 1
Z zﬁauaﬁ"a + §0M7r08”7r0 + D, m_DFry — §m§(v)02 — §m(2)(v)7rg

— m2(0)m_my A+ iV Dty — mp (V)P + Loy — VI

(3.23)
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D O O O O S O S CAPfTULO 4

CAMPOS MAGNETICOS E
INTERACCIONES FUERTES

H =LA O OO0 OO OO O OO X

En teoria cuantica de campos los propagadores permiten describir cémo una particula
viaja entre dos puntos en el espacio-tiempo o que viaje con una cierta energia y momento.
En general, para una particula escalar libre en el espacio de momentos, en la métrica de
Minkowski, su propagador es

1
G R — 4.1
1) = e (11)
o bien, en el formalismo del tiempo propio de Schwinger [23], como
G(p) = z/ ds e~ is(p*—m?tic), (4.2)
0

Sin embargo, cuando una particula cargada esta en presencia de un campo magnético, su
propagacién se ve modificada debido a la interaccién con el campo.

En este capitulo se calculan la expresiones de los propagadores en presencia de un campo
magnético constante externo con magnitud B en la direccion Z, tanto para campos de
Klein-Gordon como de Dirac en el espacio de momentos, denotados como G(p) y S(p),
respectivamente.

Ademas se profundiza en dos de los fendmenos que resultan de la interaccion entre campos
magnéticos externos con la materia que interactia fuertemente, la Catalisis Magnética y
la Catdlisis Magnética inversa.

4.1. Propagador en presencia de un campo magnéti-
co constante

Siguiendo el desarrollo hecho en [30], partimos de la funcién de Green, esto es el propa-
gador, que satisface la ecuacién de Dirac
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(L—m)S (2, 2") =6 (' —2"), (4.3)
o bien, en su representaciéon matricial en el espacio de momentos

1
S(p) = m,

para una particula de masa m y carga ¢, donde el término ie sirve para manejar los

(4.4)

polos en el plano complejo con € positivo y el momento conjugado JI = ~*II,, con el
acoplamiento minimo al campo de un bosén con potencial A, es dado como
I, =p, — qA,. (4.5)
Reescribiendo S(p) tenemos
n+m
Sp) = =—"————. 4.6
(p) N? —m?2 + ie (4.6)
al desarrollar ,
G v
2 = (y1,)° =T = Co™™ [T, TL,] (4.7)

donde usamos las relaciones de conmutacion y anti-conmutacion de las matrices de Dirac

{v*, 7"} = 20", (4.8)
[, 7] = —2ic™”. (4.9)
para mostrar que se cumple
[, IL] = igF, (4.10)
tal que
M2 =117 + ga“”FW. (4.11)

Al considerar un campo magnético constante con magnitud B en la direccién z, es decir,
B = Bz, las tinicas componentes no nulas del tensor de intensidad del campo electro-

magnético F),,, seran

F12 - —F21 - B, (412)
asi es como conocemos el potencial A, elegido en la norma simétrica, como

B
A, = 5 (0, —y,z,0). (4.13)

Al conocer explicitamente A, y las componentes de F},,, podemos tomar que

1
Ay =5 Fua". (4.14)

De esta manera escribimos

N? =11? + qBo" = 11 + qBo?, (4.15)

con
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? .
o’ =0 == [y, 7] =i (4.16)

Asi
(4.17)

al definir

k? =m? — qBo®.

De la ec. (4.17) podemos identificar a la funcién de Green G(p) que satisface la ecuacién
de Klein-Gordon en el espacio de momentos como en la ec. (4.1), de modo que buscamos
la solucion de la ecuacion

(I — m® +ie) G(p) =1 (4.18)

puesto que es un campo escalar con espin nulo, solo se toma la masa del término de 2,
asi escrito explicitamente como

((pu — qAM)2 —m?+ ie) Gp) =1 (4.19)
de la ec. (4.14) podemos conocer al potencial en el espacio de momentos al sustituir
T, = i@,(tp ), la derivada respecto del momento, tal que

At = —%Fway’). (4.20)
Asi obtenemos
¢ 2
(p2 + Zag’) (FH)? 9w —m? 4 z‘e> G(p) = 1. (4.21)
Para intentar resolver la ecuacion se propone un Ansatz de la forma
G(p) = —i/ ds e~ M) gistm?=ic) (4.22)
0
donde
M (is) = p® Xo5 (is) p° + Y (is) . (4.23)

Al sustituir la ec. (4.22) en la ec. (4.21) obtenemos

00 2
i / ds e i5m*=ic) (p2 + qza@ (F#)? 9P — m? + z'e) e~ M) — (4.24)
0

m

donde al derivar
(0P (Fr)29®)) =M = (—2Ty [F2X] + 4pX F?Xp) e M), (4.25)

nos permite reescribir la ec. (4.24) como

e 2
i / ds (P (1+¢@XF*X)p— %Tr [F2X] —m? + ie) e MUs)=istm=io) — 1 (4.26)
0
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Si esta ecuacién, donde es necesario determinar X (is) y Y(is), toma la forma

z/ ds g (is) e~ 109 =1, (4.27)
0
y se cumple que
. df(is)
= 4.2
glis) = (1.25)
tendria una solucién que satisfaga la ec. (4.27)
z/ ds g (is) e 1) = 1O _ Jim =70 = 1 (4.29)
0 §—00
al cumplirse las condiciones
f(0)=0, lim Rf(is) = oo. (4.30)
S§—00
De esta forma
) 2
M(is) = p (1 + ¢*X (is) F2X (is)) p — %Tr [F*X (is)] . (4.31)
Haciendo is — s podemos identificar
X (s) =1+ ¢*X [s] F2X[s]
: 1, ) (4.32)
Y(s)=— 54 Tr [F*X[s]] .
Estas ecuaciones diferenciales tienen como solucién
tan (¢F's)
X =" 7 4.
(s) B (4.33)
1
Y (s) = §Tr [ln cos (¢F's)] . (4.34)

Es obvio que X (0) = Y (0) = 0, de modo que se satisface la primera de las condiciones
de la ec. (4.30).

El tensor de intensidad de campo y su cuadrado son explicitamente de la forma

00 0 0 0000
0 0 —B 0 . 2 210 1 0 0
e _ LAY

r 0B 0 of F=B0 010 (4.35)

00 0 O 00 0O

Estas representaciones son ttiles para encontrar
: : tan(gBs)

XH =— W gtV —— 4.36
(is) (& (77” M B , (4.36)

donde el tensor n** es la métrica de Minkowski, y la notacién paralela y perpendicular se
define en el Apéndice A, asi
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o , tan(gBs)
p,lLX'LL (ZS) Py = —1S <pﬁ — piqT) . (437)
Por otro lado )
Y (is) = 5 In cos*(¢Bs) = Incos(¢Bs). (4.38)
Asi obtenemos la funcién de la ec. (4.23) como
t B
M(is) = —is <pﬁ — pi%) + Incos (¢Bs), (4.39)

tal que obtenemos al propagador escalar en presencia de un campo magnético en el for-
malismo de Schwinger, es decir a la ec. (4.22) como

[e'e) 1 . 2 2 tan(gBs) 2,
G _ d ’55<p||_pJ_ ¢Bs M +Z€>_ 4.40
(p) =i /O ° cos(qBs)" .

Conociendo G(p) podemos reescribir la ec. (4.17) como

S(p) = (L +m)G(p), (4.41)
o bien al sustituir la ec. (4.20)
S(p) = (v“pu + San o + m) G(p). (4.42)

conociendo el tensor de Maxwell desde la ec. (4.12) tenemos que F**9, serd no nulo solo
para las componentes perpendiculares del momento, asi que al calcular

(eiS(Pﬁ—Pi tar;(ng)_K2+i€)> s 9, (p2 tan(qu)) is(p7 R B 2 i) (4.43)

Op¥ Op, \'"  ¢Bs ’

donde hemos escrito k? desde la ec. (4.1 ) en lugar de solo la masa como fue para el caso
escalar, tenemos

i 0 ., tan(¢Bs) tan(qBs)

—qy F" | —isp? ——L—2 ) = sy, F*p,—n— 4.44

261% op” ( LSp| 4Bs qsY, " p Bs ( )

explicitamente
, tan(gBs
Vuk" Pu% = (Mp2 — 72p1) tan(gBs) (4.45)
1
=9 [(h2p2 — 11p") (' + 127%)] tan (¢Bs),

utilizando la relacién de la ec. (4.9) obtenemos

tan(gBs)

5 =i0” Y, tan(¢Bs), (4.46)

’Y,uF/Wpu
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al sustituir en la ec. (4.42)

o tan(gBs)

e A )
S(p) = Z/O ds cos (B) (#+i0” P tan(¢Bs) + m), (4.47)

3

desarrollamos usando que (03)" = ¢® con n es impar

io® ¥, tan(qBs) =i p, tan(¢Bso?), (4.48)
tomando P =p|— p.
S(p) '/OO dgeis (v FHET —m? vic) il {# + Y. (1 —itan (¢Bsc®))}
=i se abs _— m— — itan so
P 0 cos (¢Bs) I + q ’
(4.49)
se cumple que
1 +itan (qua3) = - (cos (qua3) + isen (qua3)) = ﬂ (4.50)
cos (qBso?) cos (¢qBso3)”
asi
S(p) =i / T ds  is(phat g miic) (4.51)
=1 —e aBs .
P o cos(gBs)
3 : 3 YL
X {(]5 + m) (cos (qua ) — isen (qua )) — m}
De la definicién de o en la ec. (4.16), es posible reescribir
sen (qua3) = iv'y?sen (¢Bs) = iv'y*sen (|¢B|s) sgn(qB), (4.52)
donde sgn (¢B) es la funcién signo y depende de la carga.
Finalmente obtenemos
S = [ o
o cos(|gBls) (4.53)
X {(%| +m) (cos (l¢B|s) + v'v*sen (l¢B|s) sgn(¢B)) — m} .

4.2. Niveles de Landau

Habiendo obtenido el propagador escalar de una particula cargada de masa my y carga e
en presencia de un campo magnético, en su representacion del tiempo propio de Schwinger,
en la métrica de Minkowski y al multiplicar por un factor ¢, como
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o ds (2 o tan(leBls) o
G — S ZS(?’H*PL [cBls *mzﬂr“)_ 4.54
i) /0 cos(\eB\s)e (4.54)

A su vez, para fermiones con masa m; y carga ¢, tenemos

o0 ds . 2 92 tan(gBs) 2 .
1S = —ezs(p —P1—4Bs M —He)
®) /0 cos (|¢B|s) H f (4.55)
X {(Iffn +my) (cos (|gB|s) +v'y*sen (|¢B|s) sgn(¢B)) — cos(]yd#b)} ,

Puesto que en presencia de un campo magnético, las particulas cargadas no tienen un
espectro continuo de energia en todas las componentes, sino que se organizan en niveles
discretos en el plano perpendicular, es ahi donde surge la necesidad de representar a los
propagadores como funcién de los llamados niveles de Landau.

4.2.1. Propagador escalar

Haciendo el cambio de variable S = |eB|s en el propagador de la ec. (4.54) obtenemos
que

1 *© ds iS (.2 2 tan(8) o
G(p) = —— ey (P L 5= —mitic) 4.56
iG) = 125 /O cos (5)© (4.56)
Podemos notar que iG(p), tiene una infinidad de polos cuando S = 7(2n + 1) ya que el

denominador se anula en el intervalo de integracion, es analitica en el plano complejo con
todos sus polos localizados en el eje real.

En el plano complejo, un contorno que evite los polo en el eje real, como en la Fig. 4.1

R

Fig. 4.1: Contorno de integracién en el plano complejo que permite usar el Teorema de Cauchy.

Nos permite hacer uso del teorema de Cauchy, con la relacion

C
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En la ec. (4.56), el término ie asegura que cuando S — oo la integral cae lo suficiente-
mente rapido, de forma que I — 0. Por lo tanto Iy = —I3, donde I3 recorre del infinito
negativo imaginario al cero.

Asi podemos reescribir la ec. (4.56) como

1 0 ds iS (.2 2 tan(8) o
G(p) = ——— D ren (o e B mitie) 4.58
con un cambio de variable S = —i7, tenemos

2 tan(—it)

. { > dr T (p2—p —m2+ie)
- " eleBI\PTPLT 7 b . 4.
iG(p) |eB|/0 COS(—iT)e (4.59)

Esta ultima ecuacién converge cuando la componentes paralelas del momento son pe-
quenas, es decir, pﬁ < 0. Es posible usar las relaciones

e’ + e T eT —e T

cos (—it) = 5 itan(—it) = (4.60)

eT —e T

Al definir u = €27, se tiene

! Vu 2u (4.61)

=2 itan(—iT) =1 —

cos (—i7) 1+u’ 1+u
Al sustituir las ecuaciones anteriores en el propagador
- o0 2 2
iG(k) = =2 [ drermi-mi+ie) o~ 2o Vi (4.62)
leB| J, 1+u

Al identificar la funcién generadora de polinomios de Laguerre, como

[e’s) N 1 e
ZtELE ) (.T) = me 1-t, (463)
(=0

Donde al usar que =z = 2‘5—%' y t = —u, escribimos

2
2p7 —u )
eleBl T-(—u)

_ ) (0) ﬁ
T o Z( )eLY (!eB!>' (4.64)

=0
Substituyendo obtenemos

Qi > 2p2 ,i & 1 T 22
G(p) = —— Y (1LY (22 ) e T / dre?m () erm (Pl —mi+ie) 4.65
i¢p) leB| e:o< ) ‘ leB| ‘ 0 e e ( )

La integral anterior tiene solucién como

o Ny 1 (2 3. —leB|
dre= 2T D)+ (pf—mi+ie) _ i : 4.66
/0 pﬁ_mg_(2€+1)]63]+ie ( )
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Por lo tanto podemos escribir el propagador de particula libre en presencia de un campo
magnético en funcion de los niveles de Landau como

2
p
0o (—1)ZLéO) <‘2€p3§_|) e_\eiﬁl

iG(p) = 2 (4.67)

— pj —mj — (2l + 1)[eB| +ie

4.2.2. Propagador fermidnico

Para el propagador fermionico, seguimos un procedimiento andlogo al caso escalar par-
tiendo de hacer |¢B|s — S en la ec. (4.55) y usando la igualdad dada por el teorema de
Cauchy, tal que

0 )
=15 2| —de) ooy (P} —p} P —mi+ie) (4.68)
qB| J ix cos

X {(]zf” + mf) cos(.S) (1 + yly? tan(S)sgn(qB)) — coi?s) } )

iS(p)

Al relacionar la integral en el eje real con una integral en el eje imaginario, se hace un

cambio de variable S = —i7, con 7 real, tal que
() = - o [T om0 g (469
7 =— e —ir .
b lgB| Jo cos(—iT)

X {(ﬁn + my) cos(—it) (1 4 'y tan(—it)sgn(¢B)) — ﬁ} .

Conociendo las relaciones de la ec. (4.61), se hace un cambio de variable tal que

? o T (p2—m24i P2l \/ﬂ
iS(p) = — —— dretam PT=mi+i0 = foh1 ot (745 4.70
(p) lgB| Jo g 1+u (4.70)
1+u , 2u Vu
1—iy'y? (1 - —— B)| —4 :
><{(15||+mf) NG { iy ( 1+u) sgn(q )} mHu}
Reecribiendo la expresiéon
72 o0 T 2 2 Pl
iS(p) =— — drela P =m0 o~ laBl
lgB| Jo
i (%)
elabii 12
X < (1+u) 50 (1 —iv'y?sgn(gB)) (¥ +my) (4.71)
ﬁ(i) ﬁ(L)
elaBl \1+u uelaBl\ 1+u
2 L inln2sgn(qB !
+ 2umg— =7 sgnl(eB) (#) +my) — 4 4 Trar (-
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haciendo uso de la ec. (4.63), se obtiene al propagador como

o e )
0

=

2
X (1 — z'fylnysgn(QB)) (]5” + mf + 2uz Z (|qp§—’) ¢ (472)
iy in2 B —4 OO—HL(” 200
x(iv'y*sgn(qB)) (¥ + my) pu Y (D)LY 9Bl (-
=0
Reordenando
7 S . pﬁ_
1S p)=—— dT elaBl (pH f—HE)@_W (473)
®) 9Bl Jo
. 1.2 > 2p2L l
x ¢ (1 —iy'y*sgn(gB)) (¥ + my) Z g 4B u
=0
. 1.2 - z (0) QPQL 041
+ (L+iy'y2sgn(qB)) (B +my) Y (—1 0Bl "
=0
- QPQL ¢
—4 g Y (=)L (—)u .
; “\J¢B|
La suma
Sl () (4.74)
— [221

busca ser reescrita haciendo £+ 1 — £, tal que

i(_l)élL(O) 2pi Wt = — i(_l)ﬁL(O) 2p3_ ul (4 75)
“\l¢B| =1\ |¢B|) '

=19 - (=)L, (M_gl) ul (4.76)
0

. 0
Por definiciéon, se conoce L(_% = 0, de forma que se encuentra

i ( pg‘) utt =~ i(—l)elﬁl (%) ul. (4.77)

=0 =0

Al sustituir se tiene
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o¢] 2

i8(p) = = gy [ dr om0t (478)
X {(1 —y'9*sgn(qB)) (¥ +my) i L (?EI) e
=0
— (L+iv'v?sgn(gB)) (#) +my) i L <|?1%|> v
=0
+4 9, i(—l)ngl)1 (’2;050 ué} '
/=0

El llamado proyector OF cumple la funcién de proyectar el espin del fermién de forma
paralela o anti-paralela sobre el campo magnético, se define como

1 .
O = 5(1 + ity sgn(qB)). (4.79)

Con todas las sumas de (D.16) de la misma forma, es posible intercambiar la suma con
la integral para asi escribir

iS(p) = — LB (—1)Z/ dreTaB Vim0 o~ 1B {2(]5” +m)0" LY ( %)
|q | —o 0 |q |
(4.80)
2]92 1 2p2
—9 O+ L L ( ) n
donde la integral tiene solucion
oo - B . o B|
dr eTam P —mi+ie=26lgBl) _ la —, 4.81
/o pf —m} — 2l|qB| + ie (4.81)

asi

. B —|¢B]| { 0 <2pi>
1S(p) = - 2(¢4y+ms)O™ L —
(p> |(]B| Z (pﬁ—m?—2€|q3| _’_%) (%H f) ¢ |qB|

(4.82)
2192 1 21?2
-9 +L(0) L —4 L( ) L )
(ﬁﬂ +mf)0 —1 |qB| ﬂJ- —1 |qB|
Al definir
_ _o (21 o (201

2p?
AP <|q§|> '
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Obtenemos finalmente el propagador fermionico en presencia de un campo magnético en
términos de los niveles de Landau

o

iS(p) =ie”

Ld Dé(qB p)
qB]| E —1 ¢ ’ 4.84
e:o( ) pﬁ—mfc—2€|q3|+ie’ ( )

4.2.3. Aproximacién a campo fuerte

Cuando se considera la escala més grande posible de campo, tal que, |¢B| > p, la particu-
la no posee suficiente energia para pasar de un nivel de Landau a otro, por lo que para
la aproximacién al campo fuerte se dice que la particula se queda en el nivel mas bajo de
Landau, esto es en £ = 0.

El propagador escalar en el nivel mas bajo de Landau es

Pl 1
G(p) = 2ieTeBl . 4.85
iGlp) = 2ie pﬁ —mj — |eB]| + ie (4.85)

Para el caso fermionico es

_ 7 Do(gB,p)
S(p) = l4B] 4.86
7 (p) e Pﬁ m? i€7 ( )

donde

2p7 _ ) [ 2P w (207
Do = 2(# +ms)OT LY <—i)—2 +m)O L0 (L) 4y, Y (2L
0 =2(g +my)O" Ly 4B (P +my) N piLLo] Wb

(4.87)

siLp=1y L(_Oi = L(_li = 0 la aproximacién del propagador fermiénico en el limite del
campo fuerte es

PP+ my O+

S(p) = 2ie” TaBl 4.88
(4 (p) e pﬁ . m? + e ( )

4.3. Catalisis magnética

En varias areas de la fisica el rompimiento espontaneo de la simetria es de interés, en la
fisica de altas energias este fenomeno fue usado para explicar el comportamiento dinami-
co de la masa de las particulas elementales, esta idea surgié alrededor de los anos 60
por Yoichiro Nambu y Giovanni Jona-Lasinio [50,51], quienes estudiando a los nucleones
encontraron que la masa de los nucleones se debe a las fluctuaciones de los fermiones que
los componen, los quarks.
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Conocer este hecho llevé a la comunidad cientifica a preguntarse si el origen dindmico
de la masa podria verse modificado por condiciones externas en los sistemas fisicos que
presentan este comportamiento. Una de las condiciones a considerar fue la presencia de
campos magnéticos.

Anos mas tarde, para sistemas de materia condensada se mostré que en 2+ 1 dimensiones,
un campo magnético constante promueve la ruptura de la simetria, lo que lleva a generar
una masa dindmica de fermiones [52], este estudio definié por primera vez el fenémeno
de la Catalisis Magnética, llevando estas ideas a la fisica de particulas, se encontré que
en 3+1 dimensiones el campo magnético catalizaba la ruptura de la simetria quiral [53],
ademads se establecié que la esencia de este efecto es la reduccion dimensional de una
dimensién D a un dimensién D — 2, lo cual puede ser visto como la pérdida de la isotropia
de los sistemas debido al campo magnético, o como podemos ver desde las ecs. (4.54) y
(4.55), ahora lo se distinguen entre componentes paralelas y componentes perpendiculares
del momento respecto del campo magnético.

La atencion a estos fenémenos aument6 cuando se dio a conocer que sistemas fisicos de
materia fuertemente interactuante de interés, tales como las colisiones de iones pesados
que se encuentran permeadas por campos magnéticos muy intensos (del orden de la masa
del pi6n al cuadrado) [22,54-56]. Bajo todas estas condiciones se comenz6 el estudio de
la transicién de fase de la QCD, en su mayor parte a partir del estudio de la restauracion
o el rompimiento de la simetria quiral a través de modelos como el NJL, sabiendo que
este enfoque requiere una aproximacion a la masa cero, por lo cual aplica solo en el sector
ligero de los quarks.

No fue hasta hace algunos anos que un grupo de Lattice QCD [25] que, ademds de corro-
borar la catalisis magnética obteniendo el comportamiento esperado predicho por muchos
modelos, encontré que al considerar una temperatura finita ocurria el efecto opuesto, los
campos magnéticos inhiben en lugar de catalizar por el cual se reduce la temperatura
pseudocritica para la transicién de fase quiral, a esto se le llamé Catalisis Magnética In-
versa.

Asi se pudo observar el comportamiento del condensado de quarks como funcion del campo
magnético, por un lado a temperatura cero donde el valor del condensado incrementa como
funcién de la intensidad del campo, tal y como se puede observar en la Fig. 4.2a. Notamos
que la catalisis magnética es descrita por el aumento del condensado de quarks cuando
el campo magnético crece, por lo tanto se estd promoviendo la ruptura de la simetria
quiral. Por otro lado como se ve en la Fig. 4.2b, al estar en un bano térmico, tenemos
que a temperaturas bajas el condensado continua creciendo, hasta que a una temperatura
pseudocritica el comportamiento cambia, el condensado comienza creciendo y a cierto
valor del campo magnético empieza a decrecer, finalmente a temperaturas por encima de
esta temperatura, el valor del condensado solo decrece como funcién del campo, es asi
como se ve la catalisis magnética inversa, donde la temperatura promueve la restauracion
de la simetria.
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Fig. 4.2: El cambio del condensado renormalizado respecto del campo magnético eB. En (a) a
temperatura cero, medido en cinco espaciamientos de red y en el limite continuo. En (b) a seis

temperaturas diferentes [25].

Por estos distintos comportamientos, las propiedades de la materia fuertemente interac-
tuante en presencia de campos magnéticos se convirtieron en un tema muy interesante en

la actualidad.
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P A O S S CAPfTULO 5

FUNDAMENTOS DE TEORIA TERMICA DE
CAMPOS

H =LA O OO0 OO OO O OO X

En el estudio de sistemas fisicos, como los de nuestro interés, donde se involucran un gran
nimero de particulas, no es accesible una descripcion a partir de la teoria cuantica de
campos, ya que, en estos sistemas las interacciones entre particulas pueden dar lugar a
llegar a un equilibrio térmico, lo que hace necesario un enfoque estadistico basado en la
termodinamica.

Es necesario el uso de teorias térmicas de campos. Para ello, se han desarrollado enfoques
como el formalismo de Matsubara, que reformula la teoria cuantica de campos en términos
de variables imaginarias de tiempo, permitiendo una descripciéon adecuada de la fisica a
temperatura finita.

En este capitulo se plantea el formalismo de Matsubara, una técnica fundamental utiliza-
da para describir sistemas cuanticos en equilibrio térmico. Permite reformular la teoria en
términos del formalismo de la integral de trayectoria, estableciendo una conexién directa
con la mecénica estadistica, lo que posibilita el cdlculo de cantidades termodindamicas co-
mo la energfa libre, como se presenta en la literatura [57,58].

Ademas, se introduce el concepto de potencial efectivo como la modificacién del potencial
clasico de la teoria con la incorporacion de correcciones cuanticas. Este potencial desem-
pena un papel crucial en la descripcién del rompimiento o restauracién de una simetria
del sistema. Se deduce la expresién para la correccion a 1-loop del potencial efectivo como
en [57].

Finalmente, se presenta una clasificacién de las transiciones de fase, distinguiendo entre
transiciones de primer y segundo orden segin el comportamiento de la energia libre y sus
derivadas. Se explora a partir del andlisis del potencial efectivo y el comportamiento del
minimo del potencial como parametro de orden, como en [59].
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5.1. Formalismo de Matsubara

El comportamiento estadistico de un sistema cuantico en equilibrio térmico usualmente
se estudia a través de un ensamble, la una matriz de densidad para un sistema como

p(B)=e"", (5.1)

donde [ representa el inverso de la temperatura de equilibrio

f=r 52

aqui se consideran unidades naturales, con la constante de Boltzmann kg = 1.
‘H es el Hamiltoniano que corresponde al ensamble.

Dada la matriz de densidad, la funcién de particion de un sistema es

Z(8) = Te(p(8) = Tr (). (5.3)

el operador de traza Tr corresponde a la suma sobre todos los valores de expectacion en
alguna base completa. El ensamble promedio de algin observable A es definido como

r (e FH
=) (5.4

El promedio térmico de una funciéon de dos operadores, A y B, puede escribirse como

(AB)y = 271 (8) Tr (p (8) AB). (5.5)

Dado un ensamble y un conjunto de operadores de Schrédinger, podemos definir en una
imagen de Heisenberg como sigue. Para algin operador de Schrodinger arbitrario A tene-
mos el operador de Heisenberg A (t) definido como

Ay (t) = Mt Ae™ (5.6)

Para una funcién de correlacién térmica de dos operadores de Heisenberg Ay (t) v By (t'),
usando la ec. (5.6) y la propiedad ciclica de la traza

-1

(An(t)Bu(t'))s

B)

(8) Tr (p (B) Au(t)Bu(t))
)

(

(

(e Ay (t)ePMe P 1 By (1)
(Au(t+iB)e " By(t)) (5.7)
) (e By (t AH(t—i-zB))

= (Bu(t')Au(t+1i8))s.

8

-1

bW N
dﬁﬁﬁ

Esta expresion conducird a identificar la periodicidad o antiperiodicidad en las funciones
de Green de dos puntos.

Podemos definir la funcion de Green de dos puntos en la imagen de Heisenberg como
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G(r,7') = (T (¢u(r)oh(7)) )

(5.8)
271 (8) (B)Tre ™ T (6 (7)6}y (7))

aqui T es el operador del producto temporalmente ordenado y donde ¢y se refiere a un
campo, bosénico o fermidnico en la imagen de Heisenberg. Ademéds

T (0n(1)dly (7)) = 07 = 7)ou(N)o}(7) £ 6( = )}y (F)ou(r),  (5.9)

donde el signo positivo y negativo representan a los campos bosénicos y fermidnicos, res-
pectivamente.

Usando las ecs. (5.7) y (5.9), tenemos que

G(0,7) = % (0}, (1)ou(0))

= = (ou(B)8} (7)) (5.10)
=+G(B, 7).

expresion que se traduce en un comportamiento peridodico o antiperidédico de los campos
bosénicos y fermionicos.

Para las funciones de Green definidas en un intervalo finito de tiempo, sus transformadas
de Fourier puede contener frecuencias discretas, como

G(r)=TY e ™ Glw), (5.11)
8
G(wn) = %/,3 dre™""G(r), (5.12)

donde w,, = nwT con n =0,4+1,+2.... Al usar la ec. (5.10) para reescribir la ec. (5.12),
tenemos que

I
G(wy) = / dTeW”TG() 5/0 dre™“""G(T)

B

l\')lr—l

B
dre™""G(T + B) + ;/ dre™n"G(1)
0

=/
/ dre DG (r) + & / Y drenG(r) (5.13)
l1+te

[\JIP—‘ l\DI'—

2 Jo

zwnﬁ) / dTezwn'rG< )

l\')l»—t l\')IH

B
(I1+(=1)" )/o dre™nTG(T).
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Es posible notar que G(w,,) se anula para los bosones, asociados al signo positivo, cuando
n es impar y para los fermiones, asociados al signo negativos, para valores de n par.

En general que las funciones de Green satisfacen

G(r)=TY e ™ Glw), (5.14)

B
Glun) = / dre = G(7), (5.15)
0
donde

= { ( 2nn’T para bosones (5.16)

2n + 1)7T para fermiones °

Tomamos w, como las frecuencias de Matsubara para bosones y @, las frecuencias de
Matsubara para fermiones.

Este formalismo resulta en que ahora los valores de la energia estan cuantizados, por
lo cual las integrales en el espacio de momentos se reescriben. Se calculan en el espacio
Euclidiano a partir de una rotacion de Wick

y se escriben como una integral tridimensional y una suma sobre todos los modos discretos

d*kp Bk
/(%)4 —>Tzn:/(27r)3. (5.18)

Por otro lado, la funcién de particién en mecanica cuantica puede ser representada como
una integral de caminos en el espacio Euclidiano como

Z(P) :/quE (q,q';B)IN/(O) (B)DQEQSE, (5.19)

donde N es la constante de normalizacién, g es una coordenada generalizada y ¢ es su
respectiva velocidad generalizada, y la accién Euclidiana es

2

Una vez que Z es calculada, cantidades termodinamicas tales como la energia libre de
Helmholtz F', entropia S y energia interna promedio E pueden ser obtenidas a través
relaciones estandar de la fisica estadistica.

Sklg, 4] = /06 dr <1m(12 + V(Q)) : (5.20)

5.2. Potencial efectivo

En las teorias cuanticas de campos, el potencial clasico es usado en el estudio del rompi-
miento espontaneo de la simetria, las correcciones radiativas en la teoria podrian cambiar
el comportamiento del potencial clasico. Una simetria que es espontaneamente rota en
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el nivel clasico podria ser restaurada o una simetria que no esta rota en el nivel clasico
podria ser rota espontaneamente debido a los efectos de las correcciones cuanticas.

El potencial efectivo no tiene una expresién de forma cerrada, por lo cual debe ser calcula-
do orden por orden, en una serie perturbativa. En este caso restringimos a las correcciones
orden 1-loop.

Considerando una teoria A\¢* en presencia de una fuente J, descrita por la accién
J s 11 m® 5 A 4
S'= [ dx Eﬁugb@“qﬁ — Tgb — Z(b +Jo| =S= [ dzJ¢. (5.21)
El potencial a orden arbol o clasico esta dado por

2
o_ m o i 4
Vo= 07+ ot (5.22)

La funcién generadora es definida como

207] = "1 = [ Doci” (5.23)

WJ] es conocida como la funcién generadora de las funciones de Green conectadas, dadas
como

ow — (ip) D - . .
ST T |, O O - o(z))0)”, (5.24)

donde T es una vez mas, el operador del producto temporalmente ordenado. En particular
notamos que la funcién de un punto es

ow

62) = gy | = 90}, (525)

De la anterior definiciéon, podemos ver que el campo clasico ¢, el cual representa el valor
de expectacion en el vacio del campo ¢, deberia ser una constante independiente del
espacio-tiempo cuando la fuente esta apagada, debido a la invariancia de Lorentz en el
vacio. Sin embargo, en general se trata de un funcional de la fuente J.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange siguiendo la forma de la accién son dadas por

657 _ 95
0p(z)  o¢(x)

Considerando la teorfa A¢* en la ec. (5.26), tenemos la siguiente expresién

J(x) = 0. (5.26)

(O+m?) ¢+ %gﬁ —J=0. (5.27)

Por otra parte podemos representar a J a través del operador de Euler, de tal forma que
optamos por la siguiente notacién

J=F(g). (5.28)

Notamos desde la definicién de la funcién generadora que no tiene dependencia en el
campo. Al sustituir
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¢ — ¢+ 09, (5.29)

la funcion generadora no deberia cambiar, conduce a la identidad

§Z[J] = 0. (5.30)

Esto implica que

/ D¢5S ’ / Do (F (¢) — J) e
- /% (F (?%) B J) a (5.31)

En términos de W[J] entonces da

i hé
— W) LWl _
e F (Z 5J> e J(z), (5.32)

donde hemos ocupado que el campo ¢ se obtiene a partir del operador % 3 J‘E aplicado a la

funcién generadora de las funciones de Green conectadas. Por lo tanto podemos terminar

escribiendo
1% h o

En el limite donde A se desvanece, se reduce a

SW
F ( = (w)) — J(2), (5.34)
F(¢e) = J(). (5.35)

Asi vemos que el campo clasico satisface la misma ecuacién que la ecuaciéon de Euler-
Lagrange de la teoria original cuando h se desvanece. Si apagamos la fuente, el campo
clasico deberia solo tener un valor constante. En este limite resulta

oV (¢.)

O
Tenemos la ecuacion del minimo para el potencial en términos de ¢, y como vimos antes,
un minimo no trivial del potencial a orden arbol deberia corresponder a una solucién no

trivial de la ecuacién anterior. Un minimo no trivial del potencial clasico implica que el
valor de expectacion del campos, en el vacio es distinto de cero,

= 0. (5.36)

= (0]9[0) # 0. (5.37)

Podemos pensar de ¢. = (0|¢|0) como un pardmetro de orden del rompimiento de la
simetria, tal que es posible identificar el rompimiento espontaneo de la simetria si
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ow

0J

Un mejor enfoque es a partir de la accién efectiva, definida como

£0. (5.38)
J=0

Do) = WU = [ del@).(o) (5.3
Esta definicién conduce a
or
= —J(x). 5.40
o) 7 (40
La condicién del rompimiento de la simetria puede ahora ser escrita como
or
=0. (5.41)
5¢c<.’f) Gc=v#0

Esta condicion es mas como la condicion del minimo. La accién efectiva I' es un funcio-
nal del campo clasico y hay dos formas equivalentes de expandirla. Primero como una
expansion en serie de potencias en ¢, para escribir

T(de) = / iy d o (). o) T (21, ooy ), (5.42)

donde
B orr
dde(x1)...00(1,) ¢C:0'

Esta expresion asume que no hay rompimiento de la simetria. Por otro lado, si tenemos
rompimiento espontaneo de la simetria, la férmula tomaria la forma

(21, ey T) (5.43)

C(¢e) = Z/d4$1...d4xn (Pe(x1) — V) o () — 0) T (21, .0y ), (5.44)
donde

B onT
 0¢e(x1)...00(2)

con v denotando la solucion de la ecuacién del minimo.

(21, ..., Tn)

, (5.45)
Pe=v

Una expansion alternativa de la accién efectiva es en términos de potencias del momento
y sus derivadas como

e = [ ate (Vo) + 0006+ .), (5.46)

Podemos ver que esta expansion es posible porque I' representa una accion efectiva y
necesariamente contiene la estructura de la accién clasica. Esta forma de la expansion de
la accién efectiva sin embargo, es méas conveniente desde el punto de vista del estudio del
rompimiento de la simetria. Vimos que cuando J — 0, ¢.(z) = ¢ es una constante. En
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este limite entonces todos los términos de las derivadas en la expansién se desvanecen y
tenemos

L(¢e) = —(2m)"0(0)V(¢) = —QV (¢), (5.47)
donde V(¢) es conocido como el potencial efectivo. El factor 2 representa el volumen

espacio-temporal y dado que ¢ es una constante, tenemos solo una funcién y no un fun-
cional de esta variable, es decir

/ d*r = (2m)*6(0) = Q. (5.48)

La ecuacién del minimo toma la forma
oV (¢)
00

Sin embargo, V' contiene correcciones cuanticas al potencial clasico original.

—0. (5.49)

5.2.1. Potencial efectivo a orden 1-loop

La funcion V' representa el potencial efectivo incluyendo correcciones cuanticas a todos
los 6rdenes. En ausencia de una técnica no perturbativa, su estructura debe ser estudiada
orden por orden en teoria de perturbaciones. Una expansién perturbativa, la cual es
particularmente conveniente en conexién con la ruptura de la simetria, es en términos
del nimero de loops de un diagrama de Feynman los cuales ademas coinciden con una
expansion en potencias de A, tomando solo hasta orden 1-loop escribimos

V=V +rVt+ OR?). (5.50)

Conocemos el potencial a orden drbol o cldsico, V9, y estamos interesados en calcular la
correccién a orden 1-loop, V1.

Asumimos que ¢, representa la solucion de la ecuacién de Euler-Lagrange a orden arbol

557
_— =0. 5.51
00(2) | 5, >3

En tal caso, expandimos el campo al rededor de su solucién clasica como

6(x) = go(w) + Vhx(x), (5.52)

por consecuencia, la accién clasica tendria una expansion

57(¢) =S’ (¢o + \/ﬁx)
557
do(x)

= 57(00) + Vi [ diax(a)

$=¢o
5257

56(r)36(0) L_¢OX(y) T

h
+ §/d4xd4yx(a:)
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57(6) = 57 (¢) — 1 / Padbyy (@) G @, y)x(y) + - (5.53)

2

Notamos que el término lineal en y desaparece debido a que la derivada de la accion
clasica lo hace como en la ec. (5.51).

Definimos el propagador inverso o bien la funciéon de Green de dos puntos como

5257 528
G Y(x,y = 5.54
) = 5@, S0, 20
Sustituyendo la expansion en la expresién para la funcion generadora, tenemos
Z[J] = i W ~ /Dxeﬁ (po+Vhx)
7 (o) / Dye— s/ ed @6 @) (5.55)
~ ¢ [det (G1)] 2,
por lo tanto
WJ] 2 87 (¢) — ihIn [det (G1)]
h
~ S7(¢) + %Tr InG . (5.56)

Para avanzar a la accién efectiva, notamos que ¢, el campo cldsico puede ser expandido
en potencias de h, sin embargo, como se satisface el limite & — 0, escribimos la expansion
de la siguiente forma

Ge() = do(x) + ¢1(x) + ..., (5.57)

donde por definicion, ¢; es del orden de A, notamos que

S(¢c) ~ S(¢O + ¢1)

= S(¢) +/d4x b1 o5

op(z) o
= S(go) - / I (@) (2),

+ O(h?) (5.58)

donde hemos usado la ecuacion clasica de Euler-Lagrange y hemos despreciado los térmi-
nos de mayor orden.

Ahora la accion efectiva, a ese orden tiene la forma
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Do) =W = [ doola) (@)
= 57(¢o) + %Tr InG™* - /d‘*(qﬁo + ¢1)J
= S(¢o) + /d4x¢>0J + %Tr InG™! (5.59)
= S(¢) + %Tr InG 1.

Para un campo clasico constante, obtenemos el potencial efectivo a primer orden como

D(6) = —OV(6.) = —QV(6,) + %:LTr G, (5.60)
V(g = VO (¢pe) — %Q_lTr InG™!. (5.61)

Ahora vemos que la contribucién a 1-loop del potencial efectivo es dado por

h
Vi(¢.) = —%Q_lTr InG, (5.62)

donde la traza representa la suma sobre todos los grados de libertad del sistema.

5.3. Transiciones de fase

En fisica, las fases de una sustancia representan estados de la materia con propiedades
fisicas y quimicas homogéneas, como gas, liquido, sélido o bien distintos estados cristali-
nos. Estas fases estan determinadas por las interacciones entre particulas y las condiciones
termodindmicas, como la temperatura y la presion. El paso de una fase a otra, conocido
como una transicion de fase, es un fenémeno que involucra cambios en las propiedades
del sistema.

En el caso de un liquido y un gas, se puede pensar que dichas fases se diferencian entre si
solo en un cardcter cuantitativo, es decir, difieren uno de otro solo en cuanto interactian
sus moléculas. En cambio, las diferencias entre un liquido y un sélido resultan cualitativas,
dado que estos se distinguen por su simetria interna, en ese sentido dicha simetria existe
0 no en una u otra fase.

Las fases de una sustancia pueden describirse en términos del potencial termodinamico o
en general, del potencial efectivo en teorias de campo.

Como ya se menciono anteriormente, el potencial de una teoria, llamese clasico o efectivo
al considerar las correcciones cuanticas, permite el estudio del rompimiento o restauracion

de una simetria.

Con frecuencia, el minimo del potencial efectivo actia como pardmetro de orden, caracteri-
zando la transicion de fase del sistema. Es nulo en la fase simétrica, donde la simetria esta
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restaurada, y toma un valor distinto de cero cuando hay ruptura espontanea de la simetria.

Las propiedades termodinamicas del sistema pueden modificar el minimo y dependien-
do del comportamiento de dicho pardmetro la transicién de fase puede distinguirse entre
primer o segundo orden, en el estudio de las transiciones es importante conocer el tipo u
orden de la transicién, por lo cual existe la llamada clasificacion de Ehrenfest. El orden
de la transicion viene dado por condiciones en la continuidad de la n-ésima derivada del
potencial. Es decir, cuando la derivada de orden n diverge, decimos que la transicién es
de orden n.

Para ilustrar los distintos tipos de transiciones de fase, un caso simple es cuando tomamos
el potencial efectivo de un campo escalar ¢ con autointeraccion cuartica, un bosén neutro
en un bafo térmico, donde el potencial cldsico corresponde al obtenido en la ec. (3.17)

2

poo T2y e (5.63)

2 4
recordamos que la teoria asociada a este campo presenta un rompimiento espontaneo de
la simetria puesto que su valor de expectacion en el vacio es finito. Debido a esto, el campo
adquiere una masa dindmica dada en la ec. (3.19)

m? = 3 \? — a®. (5.64)

Por otro lado la correccién a 1-loop de la teoria es calculada a partir de la ec. (5.62). En
la literatura es bien conocido el resultado en la aproximacién de alta temperatura [59].
Solo tomando los términos mas dominantes de esta aproximaciéon tenemos un potencial
efectivo

a® A m2*T? 7Tt
T) = ——v* + ot — ) )
V(v,T) 5V +4v + o 90 (5.65)
Al sustituir la masa, se reescribe como
A A a® a’T? 727
T) = vt iy L — : )
V(v,T) 17 +(8 2)2} 51 %0 (5.66)
El minimo de este potencial es dado por la solucién de
10V
-z =0 5.67
v av V=Umin , ( )
o bien
2 Ao 2
AU + (ZT —a ) =0, (5.68)

que es la solucion no trivial de la ecuacion. A una temperatura fija, tendremos distintos
comportamientos para el potencial que podemos observar en la Fig. 5.1a asi como el
minimo del potencial en funcién de la temperatura en la Fig. 5.1b, para lo cual hay que
analizar el coeficiente que acompana al término cuadratico de v.

Por un lado, cuando la temperatura es nula o bien el coeficiente resulta negativo definido,
observamos que la simetria esta rota, es decir, el minimo del potencial es distinto de cero,
en ese caso conforme aumenta la temperatura el valor del minimo decrece hasta llegar a

45



Umin

(a) (b)

Fig. 5.1: En el lado izquierdo vemos un potencial V(v) que experimenta la ruptura y restauracién
de la simetria a distintas temperaturas. En el lado derecho graficamos el minimo del potencial como
funcién de la temperatura vy, (T), observando una transicién de fase de segundo orden.

un valor critico de la temperatura. Esta temperatura de transicién T, es la cual permite
que el lado de izquierdo de la ec. (5.68) se anule, a partir de ese valor, la simetria se ve
restaurada puesto que el valor del minimo del potencial se anula. Finalmente, para valo-
res de la temperatura mas altos que la temperatura de transicion, la simetria permanece

restaurada por lo cual el valor del minimo continua siendo cero.

En este caso, ademés podemos conocer la segunda derivada del potencial como

(5.69)

expresion que es finita para cualquier valor de 7', por lo que dada definicién de la clasifi-

cacion, este tipo de transicion corresponde a una transicion de sequndo orden.

Por otro lado, hay ocasiones en las que el potencial tiene un comportamiento mas com-
plejo, como puede ser visto en la Fig. 5.2a. Para temperaturas por arriba o por debajo
de la temperatura de transiciéon T, permanece la el comportamiento del minimo al igual
que para las transiciones de segundo orden, sin embargo, en la temperatura de transicion
el potencial puede presentar multiples minimos haciendo que el valor de v,,;,(7.) de un

salto abrupto al cero, como puede ser visto en la Fig. 5.2b.

A diferencia del caso del segundo orden, cuyo minimo decrece suavemente y se ve reflejado
en una segunda derivada del potencial en el minimo finita, este salto puede pensarse como
una discontinuidad en la segunda deriva, por lo cual, solo la primera derivada es continua,

dicho esto, este comportamiento describe una transicion de primer orden.
Por otro lado, otro tipo de transiciéon ocurre cuando en el potencial a orden arbol se in-

cluye un término que rompa explicitamente la simetria, esto se ve en la Fig. 5.3a desde
que el minimo se ha trasladado fuera del origen para todas las temperaturas.
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(

a)

Umin

(b)

Fig. 5.2: En el lado izquierdo vemos un potencial V(v) que experimenta la ruptura y restauracién

de la simetria a distintas temperaturas. En el lado derecho graficamos el minimo del potencial como

funcién de la temperatura v, (T), observando una transicién de fase de primer orden.

Ahora el minimo respecto de la temperatura, luego de decrecer cambia la direccion de su
pendiente en alguna 7T, la cual se denomina la temperatura de transicién, sin embargo,
nunca llega a cero sino que tiende asintoticamente a un valor f. Ademdas que a ningun
orden de las derivadas del potencial presentan divergencias. A este tipo de transicion se

le denomina cross

V(v)

OvVer.

T>T,

Umin

(a)

(b)

Fig. 5.3: En el lado izquierdo vemos un potencial V(v) que experimenta la ruptura y restauracién

de la simetria a distintas temperaturas. En el lado derecho graficamos el minimo del potencial como

funcién de la temperatura vy, (T), observando un crossover.

Finalmente, otra definicion de interés es la de un punto critico, este es dado por un punto
en el que se experimenta un cambio en el tipo de transicion de fase, es decir, de un

crossover a un primer orden, por ejemplo.
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P A O S S CAPfTULO 6

ENERGIA LIBRE DEL MODELO SIGMA
LINEAL ACOPLADO CON QUARKS

H =LA O OO0 OO OO O OO X

En este capitulo llevamos a cabo el calculo detallado del potencial efectivo asociado al
Modelo Sigma Lineal acoplado con quarks, donde incluimos las correcciones cuanticas
debido a los campos magnéticos a través de los propagadores de los campos cargados.
A su vez, la correcciones térmicas son incluidas al trabajar con el formalismo de Matsu-
bara revisado en el capitulo anterior. Calculamos la contribucién correspondiente a cada
una de las particulas asociadas al modelo. En casos donde es posible darle solucién con
métodos distintos, se desarrollan por separado. Introducimos al potencial efectivo la con-
tribucion debido a los diagramas de anillo, la cual es calculada en la aproximacién de alta
temperatura. Ademas, hemos de calcular la autoenergia para los bosones.

6.1. Potencial efectivo
El potencial efectivo a primer orden tiene la estructura

V=v_t vl (6.1)

Para nuestro caso, usando el Modelo Sigma Lineal con quarks, el potencial efectivo con
correcciones a 1-loop, contiene contribuciones para cada uno de sus grados de libertad, es
decir, campos de bosones tanto neutros como cargados y de fermiones, serd de la forma

V=Vt VI + VL4V V4 Y v (6.2)
f=u,d

En general, la correccién a 1-loop del potencial efectivo es dado desde la ec. (5.62),

V= —%Q_lTrln G (6.3)

Tomando a la traza como la integral sobre todo el espacio de configuraciones
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TrinG™' = /d4a: (z|In G |x), (6.4)

usando la condicion de completitud

TG = /d“xd“k UK (k) (k| In G~V k'Y (K |2), (6.5)
con
efik-a:
(k|z) = (z[k)" = o (6.6)
tenemos
TrinG! = / P dhd ko G Y. (6.7)
(2m)*

Tomamos una teoria para un campo escalar, tal que el propagador en el espacio de mo-
mentos es

(K|G7HEY = Gk, k) = (=K* + m*)o*(k — k). (6.8)
Al sustituir en la ec. (6.7)
e—i(k—k’)-x
TrinG' = /d%d‘*kd‘*k’W In(—k* +m?)d* (k — k'). (6.9)
7T
Al integrar
TrinG™' = /d4a:d4k:1n(—k2 +m?). (6.10)

La integral cuadridimensional en el espacio de configuraciones, resulta en el volumen (2,
asi

TrinG™' = Q/d4kln(—k2 +m?). (6.11)
Por lo tanto, para un campo escalar, el potencial a primer orden es
vi=— /d4k1n(—k2 +m?). (6.12)

La ec. (6.12), para un campo escalar, es la correcciéon a 1-loop del potencial y se puede
escribir de forma general como

1 1 d*k 1
=— | —1 1
o bien en el formalismo de Matsubara como
T A3k
L — —InG™! 14
W3 | G (6.14)
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Por su parte, realizando el cdlculo de forma andloga al caso escalar, la contribucion para
un fermién de espin 1/2 es de la forma

3
Z/ @k ———TrinS™, (6.15)
donde la traza Tr es sobre el espacio de Minkowski.

Para darle solucion a temperatura finita, es necesario hacer una rotaciéon de Wick para
pasar del espacio de Minkowski al de Euclides como en la ec. (5.17)

ko — iky, (6.16)

donde la componente temporal del cuadrimomento toma el valor de las frecuencias de
Matsubara

ks = Wy, & (6.17)

con w, para los bosones y @, para los fermiones. Asi hacemos la transformacién

[k s [ 615

De igual forma se reescriben los propagadores, tal que para los campos neutros, my y o,
tenemos el propagador escalar de la ec. (4.1), en el espacio de momentos, escrito en el
formalismo de Matsubara

?

iG(k) = w2 + k2 4+m2

(6.19)
Por otro lado, para los campos escalares cargados, 7, y m_ es necesario usar el propaga-

dor escalar en presencia de campos magnéticos en la aproximacion de campo fuerte de la
ec. (4.85), escrito en el formalismo de Matsubara como

_
LLL . e Pl

2 6.20
G (k) = "2 K+ mi+|eB| (6.20)

De manera analoga, para los fermiones, que son los quarks, usamos el propagador obte-
nido en la ec. (4.88), escrito en el formalismo de Matsubara como

k2
Z'SLLL(/{;) = Qie—ﬁM +.

6.21
02 + k2 + mfc ( )

Con esto presente, vamos a desarrollar cada una de las diferentes contribuciones, Vi, V;! y
Vfl, que son las correcciones a 1-loop del potencial para bosones neutros, bosones cargados
y fermiones, respectivamente.
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6.1.1. Potencial de bosones neutros

Para los campos neutros de la teoria, o y m, al sustituir la ec. (6.19) en la ec. (6.14), la
correccion a 1-loop en el formalimo de Matsubara se escribe de la siguiente forma

3% [

Esta ecuacién la podemos reescribir, 1ntegrando y derivando respecto del cuadrado de la
masa, de tal forma que

s In(w? + &2 + m?). (6.22)

Z/ CE ! . (6.23)

w2 + k2 +m?

La suma sobre las frecuencias de Matsubara tiene como resultado

1 1
T - = — 14—, 6.24
; 2mnT)? + k2 +m? 2/ k2 +m? ( e _ 1) o2
por lo tanto la contribucién 1-loop de un mesén neutro se escribe como
1 A3k 1 1
Vo = / g dm® = _ . (6.25)
4 2m)? 2V k2 4+ m? \//{:2+m2ew—1

De la ec. (6.25) podemos notar dos términos distintos dentro del paréntesis, el primero
corresponde a la contribucion del vacio puesto que solo depende del momento y la masa, sin
dependencia en la temperatura y el segundo corresponde al llamado término de materia,
porque tiene dependencia en la temperatura. Distinguimos cada término con los subindices
vac y 3, respectivamente.

6.1.1.1. Término de vacio

La contribucién del vacio tiene una divergencia UV, caracteristica que podemos notar
desde el conteo de las dimensiones. El método que vamos a llevar a cabo para calcular
este tipo de términos, es recurriendo a la regularizacién dimensional [60].

Comenzamos haciendo un cambio en la dimensién del espacio de integracién como

Siguiendo el método aniadimos una constante p de la dimensiéon masa que permitira regular
la dimension en la que se esta trabajando, tal que

=d i, 1
vl =t /( dm? . (6.27)

Ovac 4 2mr)d V2 + m?

Integrando sobre m?

3—d d
1 _ H dk 7.9 2
Vi = ) /(Qw)d”k +m?, (6.28)



al reescribir

3-d dk 1
Ve =5 [ i . (6.20)
’ 2 (2m)4 (k2 + m2)-1/2

En la literatura [61], es conocida la solucién para integrales del tipo de la ec. (6.29), como

/ d¢ 1 1 T(n-df2)[1\" (6.30
(2m)d (2 + A (47)%2 T(n) A ' '
En este caso tomando n = —1/2 y A = m?, tiene solucién
L
Vl — Iu3—d 1 r <_1%l> i : (6 31)
Osvac 2 (4m)42 T(-1/2) \'m? ’ '

Ahora nos acercamos a la dimension original haciendo tender d — 3 — 2¢, obteniendo

21 T(=2+4¢ [ 1)\
VA — , 6.32
B2 (4r)ie T(=1/2) (m2> (032

tomando el limite cuando € — 0

m* 2 A2
‘/Ol,vac = W <_E + (_3 =+ 27E> —2In ( a )> . (633)

m2

Usando el esquema de sustraccién minima modificado M .S [60], el cual es un esquema de
renormalizacion utilizado para absorber la parte divergente de las correcciones radiativas
ademads de la constante de Euler vz y el término In (47), tenemos

4 2
L 3 !
%,vac - _647'('2 <§ +1n <ﬁ)) . (634)

6.1.1.2. Término de materia

Por otro lado, el término de materia es

1 A3k 1 1
| A / _dm? . 6.35
0T 9 ] (2m)3 V2 + m2 eVE2+m2/T _ | (6.35)

2

Realizando la integral respecto a m?, se tiene

d3k A/ m2
Vip = T/ 2 In(1 — e~ VAT, (6.36)

Es posible hacer un cambio en la integral tridimensional, al pasar de coordenadas carte-
sianas a coordenadas esféricas

/ d3k—>/ dk:kQ/ dQ:47r/ k2, (6.37)
—00 0 S2 0

donde df) representa el diferencial del dngulo sdlido. Asi tenemos

T * 12 2
Vor = —/ dk k* In (1 — e~ ViTm /T) , (6.38)
0

272
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para llevar a cabo la dltima integral, hacemos un cambio de variableax = k/T yy = m/T,
tal que

T4 00
vl — _/ dz 22 In (1 - e—vw“y?) . (6.39)
Este cambio de variable es 1til para hacer uso de la aproximacion a alta temperatura, es
decir, cuando y? < 1 o bien m < T, podemos calcular Vol,T a partir de una expansion en
serie de potencias de 3%, como

oVt 0*V}!
Vi~ Vi R V mpuiL 8y R (6.40)
0,7 0,T o By - d(y?)2 o
A orden cero, es decir al tomar y = 0, tiene solucion
T4 00 T47T2
1 _ 2 —x\ _
Vor - =53 dza’*ln(l—e™) =— 90 (6.41)
Al derivar la ec. (6.38) respecto de y?
0 T 1
_ 6.42
2 471'2 / \/xQ + y \/g(;?—i-y ( )

evaluando en y = 0, obtenemos

dVy'r T T T4
’ =75 (4 == 4
dy? |,y AT Ter o1 24 (6.43)
Para la segunda derivada tenemos
02V oV 1 4 1
ur _ 9 or) _ L /dx z? 0 ! : (6.44)
o(?)*  Oy* \ Oy’ A2 Oy \ /a2 +y? VaPt® _

Notando que

Oy \/352 + 92 V2?1 0x? \/x2 T2 Vo J .

entonces

Vor T [ 20 (1 !
Va2 eV

T d 1 1
=— [ dza? 6.46
4_7-‘-2 / T X 2.’Il'dx (\/.TZ + yQ e\/z2+y2 B 1) ( )

T d 1 1
871'2 \/332 + 92 6\/9:2+y2 -1

usando integracién por partes con

o 1
Va2 2 eV

23

u=x |,




se tiene

&V T 1 T 1 1
oL - — [ de . (647)
d(y?)?  Ar? \ 22 2 Ve . 0 V22 + Y2 eVt
tal que
d2v1 1
05._ 2/ (6.48)
d( 87T \/x2 —+ Y 6\/m2+y
Para integrar esta tultima expresiéon podemos usar la identidad
1 1 1 =
-1 = 27 Z: QM
. o (6.49)
2 + zZoo 224 ( 27T€
para reescribirla como
d2V1 T4 o0 1 1
_ﬂz_/dx———_z : (6.50)
d(y*)? 87 Jo 2¢/x? + y? 7 22 4 y? + (2m()?
con solucion, que se encuentra desarrollada en el Apéndice B, obteniendo
d2VL T4 1 2
8 VE Y 2
=— -1 (@) . 6.51
d(y2)? 8w2<2 +2y+11n(1&ﬂ>*' @)> (6.51)
Al usar el método de separacién de variables para calcular
dVy; T4 1 2
B TE m Y 2 2
b _ _ = =4 4+ ZIn O d
2 8#{/(2 TR (mwg'% @)) Y (6.5
Cof(e, m by (Y + 032 ) 2yd |
sz ) \2 Ty 1 2 v )Ly,
obtenemos
dVy T 2
B 2 2 Y Yy 3
= 2 (L) -2 +c+0). 6.53

Para conocer la constante de integracion, con la primera derivada en y = 0, dada por la
ec. (6.43) tenemos

dv} T4 T4
8
_ _ 6.54
dy? 1672 ' 24° (6:54)
tal que
2 2
qz—%1 (6.55)



asi que

AV T4 2 92
B 2 2 Y Y 7T
= - 2 n(L)-2 -2 .
Al integrar nuevamente
T4 272 1 Y
vie [ (2 S 242 (—) d 6.57
5 =5 <3 7T:t/+(2 w)y v (- ) ) ydy, (6.57)

tenemos

T [4r2y? 8wy 3
1 _ _ P —
Vﬂ_32ﬂ2< 3 3 +(4 WE)y yln<4>+02+0( )) (6.58)

Evaluando en y = 0 e igualando con lo obtenido en la ec. (6.41)

T* 472
vy = Cy=——r 6.59
or| 3227 90 (6.59)
Y
asi
1674
Cy=———r 6.60
2 45 ) ( )

entonces tenemos

T4 44 2,2 2 3 3 4 4
Vi = (7T S +(7E——)y—+ln<i)y—+o(y5)). (6.61)

8w\ 45 3 3 4) 4 A/ 4

Finalmente al sustituir y y considerar los términos dominantes de la serie, obtenemos
Ti7?  m?*T? m3T  mt 3 m?
Vor = — - — 29 ——+In| —= ] |. 6.62
0T 00 24 127 64 ( (R ((47TT)2>> (6.62)

Al unir los términos de vacio desde la ec. (6.34) y térmico de la ec. (6.62), obtenemos la
expresion final para la correcciéon a 1-loop del potencial para bosones neutros como

T2 m2T?  m3T m* u?
L — — 2 In|—=) - .
R TR e e < et ((47TT)2)> (6.63)

6.1.2. Potencial de bosones cargados

Para el caso de los piones cargados, también partimos de la expresién de la correccién del
potencial a 1-loop de bosones de la ec. (6.14) en el formalismo de Matsubara

&Pk .
Z / 279 In G~ wn, k), (6.64)

y volvemos a reescribir esta expresion, derivando e integrando respecto del cuadrado de
la masa, como se hizo en la ec. (6.23)
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1 T d*k 2 ~LLL 7
%252 debc: (Wn, k). (6.65)

En este caso sustituimos la expresién del propagador para bosones en presencia de un
campo magnético en la aproximacién de campo fuerte de la ec. (6.20), tal que tenemos

2

B e TeBT
Vvi=\N T dm? 6.66
’ Z /(27r)3 TG R+ my o+ [eB (6.66)

al sumar sobre las frecuencias de Matsubara, obtenemos

K
1 [ &3k e 1Bl 2
vl== dm? 1 . 6.67
b 2/(2”)3 R g+ leB] R (6:67)
e T

A continuacién, integramos sobre las componentes perpendiculares del momento

k2
/ d?k e P = r|eB, (6.68)
tal que el potencial resulta en
B dk 1 2
V= [BI [ dks ;2 (6.69)

1
st ) 2 Y B Bl \ | g
e T

El siguiente paso es integrar sobre la masa m;

B \/
=2 [ (V K +m? + [eB| + 2T In(1 — e~ ’%MHQB/T)) B

47

En esta ultima expresion podemos identificar nuevamente la existencia de dos tipos de
términos, uno de vacio (independiente de T"), pero que si depende del campo magnético.
Toda la expresién de la ec. (6.70) es proporcional a e B, resultado de recordar que el campo
permea todo el espacio, y un término térmico o de materia, al igual que para los bosones
neutros se les da solucién por separado.

6.1.2.1. Término de vacio

Para el término de vacio de la correccion a 1-loop del potencial para bosones neutros,
nuevamente hacemos uso de la regularizaciéon dimensional, al incluir una constante p y
haciendo un cambio en las dimensiones del espacio de integracién como en la ec. (6.26).
Ante estos cambios el término de vacio resulta en

Vl _ |6B| ddk3 Mlid
brac = 4n | (27)d (k2 +m32 + |eB|)~1/2’

Usando la ec. (6.30), se integra, y obtenemos

(6.71)
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Vl o |€B| lulid F(_l%l) ]' _IJQFJ (6 72)
booe = T m)R T(—1/2) \mZ +]eB]) |

Regresamos a la dimensién original haciendo tender d — 1 — 2¢
€ —14e€
pr leBl p¥ T(=1+¢) 1 * 6.73)
bvac o (4m)Y/2—e  /m mi + |eB] ’ '

donde después de un algebra sencilla, se escribe como

leB| 4 \©
‘/b}mzc = —W(mg + |€B|) W F(—]. + 6). (674)
Ahora vamos a tomar el limite ¢ — 0 y asi
B 1 47t
yro_ e B)(=+1- In(—"H ). 6.75
e = o 1B (7 + 1= e 1o () ) (675

Aislamos y sustraemos la divergencia usando el esquema M S, asi renormalizamos la teoria,
de modo que el término de vacio termina siendo

1 leB| p?
V = B 1+4In{ ———— ) )
b,vac (4’/T) (Tnly_{_'6 |) ( + n(m§+]eB|)) (6 76)

6.1.2.2. Término térmico

El término térmico resulta ser

yr _ TleBl [dks ) (1— e VEEmEBIT) . (6.77)

6T ™ ogp 2

Si bien, continuando con el procedimiento usado para el caso de bosones neutros es posi-
ble usar la expansion a alta temperatura para darle solucién a la integral, es importante
notar que en el argumento de la exponencial se encuentra un término proporcional al cam-
po magnético |eB]|, el cual es la escala energética mas alta del sistema. En ese sentido el
cociente |e B|/T? implica que la expansién a alta temperatura no sea la mejor ruta a seguir.

Optamos por aprovechar que la exponencial tiende a ser pequena, debido a los valores de
interés del campo magnético en el argumento. Esto nos permite usar una expansion del
logaritmo como

nfl

n(l+z) i (6.78)

n=1

Haciendo uso de esta expansién, podemos escribir la ec. (6.77) de la siguiente forma

. T|€B| dk‘g —+/k3+m2+|eB|n/T
Vir = ——5_ Z . (6.79)

n=1

Con un cambio de variable z = \/k3 + m2 + |eB], tenemos
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—nz/T

T|eB
Vi = — |€ |Z/ ° c (6.80)
V/mi+eB \/22 —my —|eB] n

Al integrar, obtenemos la solucién para la parte térmica del potencial para bosones car-
gados como

Vb}T: _T\eB\ | 5 iKl (n\/mb+|eB /T)

Asi, al unir la parte del vacio de la ec. (6.76) y la térmica de la ec. (6.81), obtenemos la
expresion completa del potencial para bosones cargados como

(6.81)

V) = (|Zf)| (m2 + |eB)) (1 +1In < )

TleB’,/ b+]eBZ < nT . (6.82)

6.1.3. Potencial de fermiones

Tras escribir la contribucién fermidnica al potencial de la ec. (6.15) en el formalismo
de Matsubara, integrando y derivando respecto del cuadrado de la masa del fermion,
sustituyendo el propagador fermiénico desde la ec. (6.21), y colocando el coeficiente N,
que nos indica el nimero de colores de los quarks, esta contribucion al potencial efectivo
se expresa como

Vl= 4N ZT/ AL S (6.83)
ree @2r) D2 + K+ md '

Para encontrar la expresion final de Vfl, iniciamos sumando sobre las frecuencias de Matsu-
bara, donde @, = (2n + 1)m, llegando a

K5
A3k ¢ TaBl 2
—2N. / dm2 1— . 6.84
f\/k§_+mfc( w—k%m%/m) .

Las componentes perpendiculares del momento se integran al igual que en la ec. (6.68),
tal que

 N.¢B dk 2
V= ‘q | [ ks, Oy — . (6.85)
k2+mf 6\/k3+mf/T+1
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Una vez mas aparecen dos términos, el término de independiente de 7', que al igual al
caso de bosones cargados depende de eB, y el término con temperatura, vamos a proceder
a resolverlos.

6.1.3.1. Término de vacio

La técnica para resolver las integrales en el término de vacio, es completamente analoga
a todos los casos anteriores: introducimos una constante de renormalizacién p, ocupamos
el método de regularizacién dimensional, y el término de vacio se escribe como

N.|qB dk 1-d
_ |q | 3dm2 M

V3 vae = - 6.86
1 o (2m)d f (k2 + m?)i ( )
Integramos usando la ec. (6.30)
- B 1/2—d/2
frvac 27 T (4mydz T (3) \m} ’ '
hacemos tender d — 1 — 2¢
N.lgB| i T (1Y
Vivae = — dm}————+ | = 6.88
fvac o / my (47_‘_)1/2_6 p m?c > ( )

y tomamos el limite e — 0

N.|qB| 1 42
1 _ 2
Voo = o /dmf (E —p+1n < ) (6.89)

ahora para renormalizar este término, usamos el esquema de sustracciéon M.S

N.|qB| u?
1 Ve 2
Viae = — = dm’; In (m? . (6.90)

Finalmente al integrar sobre el cuadrado de la masa, obtenemos

Ne|gB] 1
1 2
vf,vac = — P mf (1 +In <m—?c . (691)

6.1.3.2. Término térmico

La expresién para la parte térmica de los fermiones esta dada por

N.|qB dk 1 1
vi, = NelaBl [k S (6.92)
s 2m \/k§ —i—mfc eVEFmI/T 4
al integrar sobre la masa al cuadrado, se ve como
2N |¢B|T [ dk _
Vi = _2Ne|gBIT / S (1 te \/’%*m?/T) . (6.93)
’ T T
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Es posible resolver este término a partir de lo dos métodos usados anteriormente, por un
lado desde la ec. (6.92), se ocupa el método de la expansién a alta temperatura, tal y como
se hizo para los bosones neutros. Por otro desde la ec. (6.93), haciendo una expansién del
tipo de la ec. (6.78), como se hizo en el caso de los bosones cargados.

Primer método. Partimos haciendo un cambio de variable de = = %3 yy = % en la
ec. (6.92), tal que
N,|qB|T? 1 1
Vip= W—J / ddy? . (6.94)

La integral sobre z tiene solucién, desde el Apéndice B en (B.20), asi

N.|¢B|T? e 1 Y
1 2
Vir = —— /dy > + 5 In < ) (6.95)

Luego de integrar sobre y? y sustituyendo, la solucién usando la expansién a alta tempe-
ratura es

N.|¢B] m?
1 _ c 2 f
Vip=-— oz <—1 +2yg+1n (772T2 . (6.96)

Segundo método. Usando la expansion del logaritmo, podemos reescribir la ec. (6.78), tal
que

2N B|T dk 1)t 2,2
Vip=~— |q | / > ) e VhRatmn/T (6.97)

n=1

Con el cambio de variable z = , /k2 + mfc, toma la forma

4N.|qB T )t
Vip=-— 45| / P —— (6.98)
b 271—2
n= l my \/ % mf
Finalmente, al integrar sobre z, obtenemos
2N |gB|T = (—1)» ! nmy

n=1
Uniendo la solucién del término de vacio con cada una de las soluciones, obtenemos dos
expresiones para la correccion a 1-loop del potencial para los fermiones,

N.|¢B| u?
1 Ve 2
Vi = — oz (27E +1In <7T2T2 : (6.100)
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Nc B 2 2Nc B|T - —1)"!
vp= N8l (1 (1) ) - 2P, S T () 6o

472 mfc 2

6.2. Diagramas de anillo

En teorias cuanticas de campos, incluso para las soluciones estacionarias de la dinamica
de un campo, se permite que en una delta de tiempo la particula se propague en el vacio.
Este proceso se describe a partir de las correcciones cuanticas o loops. Sin embargo, en un
sistemas de muchas particulas, se abre la posibilidad de que el campo pueda interactuar
con otros campos, generandose mas correcciones cuanticas debido a estas interacciones,
como vemos en la Fig. 6.1, donde las interacciones entre particulas se representan mediante
los llamados diagramas de anillo.

OO

Fig. 6.1: Diagramas de las soluciones estacionarias de la propagacién de un campo con la contri-
bucién de sus interacciones, diagrama 1-loop maés diagramas de daisy.

Dichos diagramas son fundamentales para describir el fenémeno con apantallamiento, don-
de la interaccién efectiva entre dos particulas se ve modificada debido a la presencia de
un medio.

El efecto del apantallamiento en el propagacion de una particula, se interpreta como el
reemplazo del propagador libre por el llamado propagador vestido, visto como en la Fig.
6.2, el propagador se corrige con el término conocido como la autoenergia.

Fig. 6.2: Propagador vestido con la correccién debido a los efectos de apantallamiento.

En teorias que describen sistemas de muchas particulas, como lo es el Modelo Sigma
Lineal acoplado con quarks (LSMq), las masas se vuelven dindmicas, cuando se permite un
rompimiento espontaneo de la simetria y el potencial se paremetriza por las fluctuaciones
alrededor del minimo de la teoria. En el caso del LSMq, la correspondiente contribucion
de los grados de libertad bosénicos, genera la siguiente forma de las masas

m2 =3\?—a*> y mi=\?-d (6.102)
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Estas expresiones dependen de los parametros A, v y a. Para algunos valores de las cons-
tantes, el cuadrado de las masas dinamicas podria ser negativo, es decir, las masas podria
ser imaginaria. Al analizar cada contribucién del potencial efectivo, llama la atencion
que en la correccién del potencial para bosones neutros de la ec. (6.62) hay términos de
la masa dindmica al cubo m?, para valores del pardmetro m cuando es imaginaria, este
término serd también imaginario, lo cual representa un problema.

Anadir las correcciones correspondientes a los diagramas de anillo es necesario, es decir
incluir los efectos debido al apantallamiento, no solo porque al considerar las interacciones
entre particulas nos permite acercarnos a la realidad, sino que ademas no ayudara a tratar
con el problema de las masas.

Estas correcciones, denotadas como V7 se calculan en el formalismo de Matsubara
como

3
Vring — Z / 'k n(1+1G), (6.103)

donde II es la autoenergia del campo. La ec. (6.103) se puede reescribir de la siguiente
forma

3
/ring _ Z/ d°k n (G +1I) — 1nG—1), (6.104)

donde G es el propagador de la ec. (6.19). Dado que para los bosones neutros trabajamos
a alta temperatura, podemos tomar el término mas dominante, el cual corresponde al
modo cero de Matsubara, esto es tomando n = 0, asi

yring Z/ &k (In (K* +m? +1IL,) — (K* + m?)) (6.105)
2 ) (2m)3 ' '
Si integramos y derivamos respecto de la masa al cuadrado, se tiene
, T d3k 1 1
yring — — | —__dm? - : 1
2 /(27r)3 " <k‘2+m2+H /{:Q—i-mg) (6.106)

Al integrarse sobre d3k, usando la ec. (6.30), se obtiene

. T
Vring — _8_7T /dm2 <1 /m2 + 11 — \/mQ) . (6107)

Finalmente al integrar sobre la masa, obtenemos la contribucién de los diagramas de anillo
en la aproximacion a alta temperatura para bosones neutros como

Tm?3

) T
Vring — __(mQ + H)3/2 )
127

127

(6.108)
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6.3. Autoenergia

Para escribir completamente explicita la expresién de la ec. (6.108), necesitamos cono-
cer la expresion de la autoenergia. Entendemos que la autoenergia Il es una correccion
cuantica a la propagacién de los campos debido a sus interacciones con otros campos o
consigo mismo.

Las posibles interacciones de los bosones vienen dadas desde las reglas de Feynman de la
teoria, en el caso del LSMq desde la ec. (3.16).

Fig. 6.3: Diagramas de Feynman de las contribuciones a 1-loop de las autoenergias de los bosones
hasta orden A, dadas por las posibles interacciones o autointeracciones permitidas por la teoria.
Las lineas punteadas corresponden a los bosones o, las lineas sélidas a los 7, las lineas dobles a
los m4 y las lineas con flechas a los fermiones.

La suma de las contribuciones de cada interaccion componen la autoenergia, la cual puede
ser vista a partir de diagramas de Feynman como en la Fig. 6.3, habiendo tomado N, = 3
y Ny = 2. Considerando solo las contribuciones orden 1-loop a la autoenergia, al igual que
en el caso del potencial, desde el punto de vista perturbativo, cada diagrama es del orden
de A aunque existen otras contribuciones. En el caso de los diagramas donde interactian
un bosén con un par fermién anti-fermion, a pesar de que los vértices son proporcionales
a g, es decir, que el diagrama es proporcional a g2, usamos la relacién

A= 2g° (6.109)

La ec. (6.109) es obtenida como consecuencia de respetar la identidad de Ward para el
Modelo Sigma Lineal acoplado con quarks en el vacio. A partir de la relaciéon entre las
masas

2

m2 —m2 = 4m}. (6.110)

Las autoenergias de los bosones de la Fig. 6.3, se pueden calcular a partir de expresiones
como

I, == [121 (m2) + 41 (m2)) 4+ 81 (m2,)] + N¢NIly, (6.111)

N

I, = [4] (mi) + 121 (mio) +387 (mii)} + NyNIy, (6.112)
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A
Moy = 5 [41(m3) +41 (m7,) + 161 (m7, )] + Ny NI (6.113)
La funcién I (m3) es
dv;!
I (m?) =22 6.114
y la autoenergia fermidénica es
;=2 4V (6.115)
f =49 dm? . .

Ademas podemos identificar que dependen de las constantes de acoplamiento A y g, son
proporcionales a factores de simetria y en el caso de la autoenergia de los fermiones, pro-
porcional al nimero de sabores Ny y el nimero en espacio de color N..

Aunque las expresiones simplificadas de las ecs. (6.111), (6.112) y (6.113) nos permiten
aproximar la autoenergia de manera mas directa puesto que ya hemos calculado el po-
tencial efectivo, es posible realizar el calculo completo desde los diagramas de Feynman a
partir de

—ill, :iTZ/%(—M)@G(/@), (6.116)

—ill; = —iTZ/ (;ZW];Tr [(—ig)iS(k)(—ig)iS(k + q)] . (6.117)

La ec. (6.116) representa el cdlculo del diagrama de la Fig. 6.4a y la ec. (6.117) al diagrama
de la Fig. 6.4b, el valor de los vértices dependera de las particulas que interactian en cada
caso, por su parte la autoenergia asociada a los fermiones depende del momento externo
q proveniente de los mesones. Ambos casos estan escritos en el formalismo de Matsubara.

LA
4, 9,
N S e U A
¢ q k+q

(a) (b)
Fig. 6.4: Diagramas de Feynman donde se observa la conservacion del momento en las contribu-

ciones a 1-loop a orden A de las autoenergias de bosones interactuando con bosones en (a) y la
contribucién de fermién antifermién en (b).

6.3.1. Bosones neutros

Partimos calculando la autoenergia asociada a los bosones neutros interactuando con
bosones neutros. Al sustituir el propagador desde la ec. (6.19) en la ec. (6.116), tenemos
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3
—illy = MTZ/ 'k (6.118)

w2+k2—|—m2

que al sumar sobre las frecuencias de Matsubara, da

A3k 1 1 1
—illy = —z')\/ _ =+ — . (6.119)
0 (2’/T)31/k2+m2 (2 e’/k2+m2/T_1>

A pesar de que la expresién para la autoenergia tiene un término de vacio y un término
de materia al igual que la correccién a 1-loop del potencial, el vacio en este caso, tras ser
renormalizado y tomando valores fijos, este permanece constante por lo cual no contribuye.
Al igual que en la ec. (6.37), reescribimos

. IA k2 1
—illpr = — i T T (6.120)
con el cambio de variable x = % y y = %, tenemos
A 2 1
il = —Z—TQ do—— . (6.121)

VaZ g eV g

Usamos la relacién de la ec. (B.1) del Apéndice B, donde identificamos las funciones

) = 2 [ dp ! 6.122

=5 [ e (6.122)
o~ 1 1

hi(y) = dx (6.123)

= ; \/:E2 + y2 e\/fc2+y2 1

asi

/ ah(y) =~ / dyyh(y), (6.124)

por lo tanto tenemos

e’} .ZU2 1 T yQ y2 7.{.2
d = —— —(1—-2vg —1 —. 6.125
o VRt po 208 < " ”(16w2>) v 6)

Entonces la autoenergia para bosones neutros es dada por

i i m? iNT?
T = 22 T m? _ _ - -l
illg 5 Vm T+ 5™ (1 27 — In ((47TT)2)) e (6.126)
6.3.2. Bosones cargados

Cuando en la interaccién, en especifico en el loop, se presentan los bosones cargados,
tenemos que su autoenergia es dada cuando sustituimos el propagador de la ec. (6.20) en
la ec. (6.116), asi tenemos
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2
_
e leB|

&k
—illy = —2I\T 6.127
Hes ;/(2w)3wg+k§+mg+\63\’ (6.127)

La integral sobre las componentes del momento se divide en dos partes, la contribucion
perpendicular d?k; = dkidk, y la componente tres dks. Si integramos sobre las compo-
nentes perpendiculares del momento, tenemos

| AeB| ks 1
—illy = — T — . 6.128
e - ;/27rw%+k:§+mg+|eB] ( )

El siguiente paso es sumar sobre las frecuencias de Matsubara

. AeB| [ dks 1 2
—IlL = —1 — 1+ . 6.129
* 2m 21 \/k32 +m? + |eB| ( eV k3tmi+leB| _ 1) ( )

Para el caso particular de los bosones cargados, el vacio se encuentra magnetizado, ya
que el campo magnético permea todo el espacio. Por lo tanto el término de vacio de
la autoenergia dependera de la intensidad del campo magnético de forma que no serd
constante como para los bosones neutros, por lo cual es relevante considerar también este
término.

Para resolver la integral sobre la componente tres del momento, seguimos el mismo pro-
cedimiento que para los potenciales, se hace regularizacién dimensional, donde pu es la
constante de renormalizacion, tal que

AeB d'k 1-d
T4 e = — e5| s H _ (6.130)
2w ) (2m)% (k3 + mj + |eBl)2
con la solucién dada por la ec. (6.30)
NeB|T p!=? T (15° 1
_iHi,vac = _Z |; | f /2 F( % ) 5 1d> (6131)
T (4m2 T (3) (m}+|eB|)
donde d — 1 — 2¢, para regresar a la dimension correcta del problema
, iNeB| p*  T(e) 1 ‘
—illy yoe = — ) 6.132
i 2r  (4m)V/2=< /7 \'m? + |eB| ( )
Tomando el limite € — 0
, iNeB| (1 4y
—ill vac — T - - 1 S T 57 s 6.133
e 472 <e e+ n<m§+|6B| ( )
y usando el esquema de sustraccién M S, obtenemos
I Bl a (6.134)
—illy yoe = —1 n : .
= 42 m? + |eB)|

Por otra parte, el término térmico puede ser reescrito, usando la integral y derivada
respecto del cuadrado de la masa, como

il = —2¢A|ef |T% / dks In (1 —e k§+m§+'€Bi/T> (6.135)
T mb
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Esta expresion tiene solucion como en el caso del potencial para bosones neutros usando
la ec. (6.78), tal que

oo —NA/ 2 m2 (&
Il —zz’A'eB'TZ d_ [ g,V (6.136)
6~ 2 dm? 3 n ’ )
n=1

con el cambio de variable z = \/k% + m2 + |eB|, escribimos

0o e—nz/T

MeB|T = d
—illy g =2i e 2' > 2/ dz Z2 . (6.137)
g n=1 dm, \/mi+tleB| \/22 —m, —|eB| "

Integramos sobre la variable z

B T B 2 B
g — )\|e | Z dd Vmi + |eB| (n\/mb + e |> ' (6.135)

n T

Finalmente al derivar respecto de la masa al cuadrado

iAeB]| ZK (@) ’ (6.139)

272

—’iHi’T = —

obtenemos la expresion completa como

2 B
L — - )\]eB] In ( o ) z)\\eB\ Z (n\/mb + e |> (6.140)

a2 m3 + |eB|

6.3.3. Fermiones

Partiendo de la ec. (3.16) o bien desde los diagramas de la Fig. 3.1, vemos que los vértices
de cada interaccion entre fermiones y bosones son diferentes, es decir que es necesario
calcular los tres distintos diagramas de autoenergia fermiénica de la Fig. 6.3, interaccio-
nes fermiones con el meson sigma, fermiones con el pién neutro, fermiones con los piones
cargados.

6.3.3.1. Sigma

La autoenergia correspondiente al bosén sigma, caso para el cual los vértices son —ig, se
calcula a partir de

i1 = _@T; / éi’;g Tr [(—ig)iS(k) (—ig)iS(k + ¢)] + C.C. (6.141)

donde C.C. se refiere a la contribucién correspondiente al conjugado de carga [62]. Al
sustituir los propagadores desde la ec. (4.88), podemos escribir lo siguiente
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—ill§ = ZngZ/ dSk (226 o1 ,’fﬁ mf0+> ( ie_(k:’(;)i—ifr_ g/;! +m£0+>]
my )y — My
) dgk i - e T [+ myg) OF ((K+ 4y + my) O]
= —4ig°T “TaBT .
Z/ (kﬁ . m?) ((k +q) - mff)

(6.142)
Al operar el numerador y sumar el conjugado de carga (C.C.)
K (kta)? Tr [kﬂ(k + )I@’YH’Y” + ]lmﬂ
—ill§ = —4ig Ble™  1aBl , (6.143)
<k2—m ) ((k‘+q) m2>
f [ f
tenemos
Bk _e+ad kj - (k+q)) +m5
—ill§ = ~16ig°T ) / o A T Gt ) ) (6.144)
s 2 2 2
n <k’u - mf> (Uf +a)) — mf>
Escribiendo en términos de las frecuencias de Matsubara
o . _(k+q)2l
—ill§ = 16ig 4B]
W2 + Qpw + k3 + k3gs —m
T (Ot s ey (61)
(@2 + k3 +m3) (O +w)? + (ks + g3)* + m3)
donde al integrar la parte perpendicular del momento
T (et a3
/koJLe \’;B\e T — g|qB|e_WJf_3\, (6.146)
esta contribucion a la autoenergia es
2i9°|qB|T
—ill§ = 9 |q_| ~TaB] (6.147)
Xz/dk‘g @2+@nw+k§+kBQ3_m
21 (@2 + k2 + mf) ((d}n +w)? + (ks +q3)* + m;)

donde w es el momento externo. Al ser un bosén el término @, + w continda siendo
tomando valores impares. Sin embargo, dado que el momento externo g es pequeno a
comparacion de las otras escalas energéticas del sistema, nos permite escribir

2ig*|¢B|T dks @ + k3 —m3
—ing =29 92 9 |q | Z/ 3 iy .
2m w2+k2—i—mf)
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o bien

o 2ig° Iqu dks 2 1
—1 f = Z/ W — 2m ~ 2 3 5 (6148)

my f(w%—l—k:g—i-mf)

y expresando el segundo de los términos como una derivada respecto de la masa

2ig? ]qB| /dkg 5 d 1
—illF = — +2 . 6.149
f Z w2+k2 f+ mfdmf@,%—l—k%—i-m} ( )

Sumamos sobre las frecuencias de Matsubara

2 B dk 1 mj
_H;:M/ s 1L v it
2 2
\/ k3 +m3
\/ K3 —l—mf

d 1
+2mi— tanh (6.150)
dmy \/ K3 +m7
La parte térmica de la autoenergia es entonces
1o 4ig?gB| [ dky 1 1
_ZHf =T o 2 2
u \/k§ +m2eVEtm/T
d 1 1
+2m?> , 6.151
 dm? \/k§ + m? oV k3 +m3/T 11 ( )
o reescrita
. — _4zg lqB] dkg d 2m7 1
5T 5 2 NCI
\/k3—i—mf/Te ST 41
1 1
_ 6.152
\/kg g VR ] (6.152)
Notamos que se tienen integrales de la forma
1 1
(6.153)

[: /dkg )
\/k§ +mf£ oV K3 +m3/T 11

conocemos entonces que a alta temperatura, esta integral tiene una soluciéon aproximada
calculada en el Apéndice B en la ec. (B.20), tal que
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1 2
I:—E——ln( i ) (6.154)

Por otro lado, la ec. (6.153) puede escribirse como

k24+m?2
[:—QT/ dz <1+e—" T f), (6.155)
dmf

para después reescribirse con la ec. (6.78) y llegar a la expresién

d oo (_1)77,—1 _n\/m
dk -_— T 6.156
dmfc 3; n ’ ( )

I =

cuya solucién es dada como la ec. (6.99), tal que

_ —2TZ <"mf) . (6.157)

Asi resulta la solucion

1 1 nm
dks —or ( ! ) . (6.158)
/ \/k§+m§e¢’“§+m?”+1 ;
La derivada es
2m?> 1 d & nm
— | dks ! = 4 (—1)"miK, (L
dm?c/ \/k;2 +m2/T VBT | dm? ; ! < T )

~2 3 (" (M) 2t () e

Por lo tanto, finalmente obtenemos

o 4ig* ]qB| nm nm nm
—img = -2 Z ( Kl( T) K0<T>>. (6.160)

6.3.3.2. Pion neutro

Por otro lado, para el caso de piones neutros, donde el vértice es —g7°, la autoenergia es
de la forma

—ZH’TO = —ZTZ/

Sustituyendo los propagadores de los fermiones desde la ec. (4.88)

STr [£97°iS™ (k) £ gy°iS" " (k + )] + C.C. (6.161)
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I = —g 2TZ/d3—kTr
F=7Y — | (@)

Ne IqB\ —k” + my ot
kif —mj

(k+q)?
x 45 | 25~ TeBT M—'H”go* (6.162)
(k + Q>|| my
k32 (k+q)%

d3/€ e laBle™ [aBI
= 4ig*T /
? Z 2—m3) ((k+ )t —m?)

x Tr [ (kH —|—mf) O+75 ((}H‘ Q)II _'_mf) Oﬂ :

El primer paso que realizamos es calcular la traza

Tr [v° (K +mys) OF° (J+ )y +my) OF] (6.163)
[ (Jy +myp) ¥°OF ((K+ o)y +my) OF]
[v* (Jy +my) OF ((K+ o)y +my) OF]

=Tr [(— Ky +myg) OF ((K+ ) +my) OF]

=Tv [(—= ¥+ my) (K+ o)) +my) OF] (6.164)

habiendo usado que p Ot = O* g y que O* es idempotente, asi finalmente al sumar
el conjugado de carga (C.C.), donde O + O~ = 1, entonces

O+
O+

(o3 Tr [ i (k + @)} vy + ]lm?]

—illp :4¢g2TZ/ikSe—|§% ~ Bl ‘
) (27) (k= m3) ((k+ )} —m3)

La traza se ha simplificado y su resultado nos permite escribir a esta contribucién a la
autoenergia como sigue

(6.165)

iy = —16ig°T / Bk iy -G
_ 7 — — 5 3 q q .
—J (27) (k8 = m3) ((k+ )t = m3)

Continuando con la idea de estar en una aproximacién de alta temperatura, decimos que el
momento externo es suave, y que la temperatura es una escala dura, una idea proveniente
de los Hard Thermal Loops, por lo que tomamos la aproximaciéon ¢ — 0, y trabajando en
el formalismo de Matsubara, se tiene

Pk i 1
—iII™ = 16i¢°T / e 2 . 6.167
i ‘9 Z w2 + /{:32, + mfc) ( )

(6.166)

Luego de integrar en las componentes perpendlculares del momento y sumar sobre los
modos de Matsubara, la expresion puede reescribirse como

2
2g?|gB| [ dk B
_irro — 29°1aBL [ dks (6.168)

———— tanh

f - )
s o /k2+mf 2T



o bien

2ig*|qB dk 1 2
—ill} = 2ig°lgB| [dks 1 1— S : (6.169)
eVFtmy/T 4

Consideramos solo el término de materia

o dig?laB| [dks [ 1 |
il =——— [ o~ —

Y

En principio conocemos la solucion de la expresién anterior, usando la expansién del
logaritmo desde la ec. (6.158), asi al sustituir obtenemos finalmente

6.3.3.3. Piones cargados

En el caso de los piones cargados, los vértices son v/2¢~°, entonces escribimos

3k B K+m
T — 5 o9~ 1aemr 2l f o+
—ill}* = —iT %/(2 )3Tr V297 <2w Gu ] = fo )

xv/2g7° (226 TagBT WO*)

ki (k+Q>l

d3k: ¢ TauBle T4qB]
= 8ig*T /
WL —m2) (k + ) —m?)

x Tr [7 (%” +my) Oty° ((%—I— 1))+ mf> O+] +C.C.  (6.171)

+C.C.

Una vez mas primero vamos a calcular la traza y de manera consecutiva sumar el término
conjugado de carga, al igual que en la ec. (6.165)

(k+4)3 k- (k+q) —m3
—zn”i:—?)mg?TZ / e - ot o~ ot k+ah—my (6.172)
7T

<k2 - mf> ((k + q)” m?)

Siendo consistentes con la aproximacién de alta temperatura, el momento externo es suave,
tal que ¢ — 0. Entonces, considerando esta aproximaciéon y trabajando con el formalismo
de Matsubara, escribimos

k2 K2

Pk F K 1
—ilI7" = 32ig®T / g€ Twble fabl ——0fp——. (6.173)
Z @2 + k3 +m73

Integrando la componentes perpendiculares del momento, se obtiene
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e Itu\ e laaBI

(2m)2 4
y sustituyendo en la autoenergia, se llega a

8t9°|\/quqaB dk
— Hﬂ'i — Zg ’ q qd | Z/ 3 (6175)

s w2—|—k2+mf

T SR S /777 2
/ b _ V0Bl (6.174)

Siguiendo el procedimiento anélogo al realizado desde la ec. (6.168) hasta la ec. (6.170),
obtenemos

T 32292’ QquB’ nmg
i = v Z ( ) (6.176)
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P A O S S CAPfTULO 7

ANALISIS DE RESULTADOS

D O O e S O O e O O e O O S S e O

En este capitulo analizamos el potencial efectivo del Modelo Sigma Lineal con quarks, més
alla de campo medio, hasta orden de contribuciones de anillo, calculado previamente. Nos
centramos en el comportamiento del minimo del potencial, el cual es el parametro de orden
de la teoria, para determinar la temperatura a la que ocurre la transicién, dado un valor de
la intensidad del campo magnético, y asi construir un diagrama de fase. Trabajamos con
dos conjuntos de parametros, uno basado en las masas fisicas de los bosones y otro en los
valores fenomenologicamente asintoticos a los que tienden las constantes de acoplamiento
cuando el campo magnético es ultra intenso. Para garantizar la estabilidad del vacio, im-
ponemos condiciones que eviten su desestabilizacion por fluctuaciones cudnticas. Ademas,
evaluamos la validez de las aproximaciones empleadas comparando soluciones analiticas y
numéricas. Finalmente, implementamos mas robusto, donde se incluyen masas calculados
autoconsistentemente para cada grado de libertad del modelo.

7.1. Eleccién de parametros

7.1.1. Primer conjunto de parametros

Para hacer el andlisis del potencial efectivo de la teoria, es necesario que los parametros
libres del LSMq tengan valores definidos, es decir dar valor a las constantes de acopla-
miento A\, g, al parametro de dimensiéon masa a y al término del rompimiento explicito de
la simetria h.

Para este objetivo, utilizamos la masa fisica de los bosones en el vacio y las expresiones de
las masas de la ec. (3.19). Esto se obtiene con el potencial a orden arbol de la ec. (3.21),
donde el minimo del potencial es f;. Asi

m2 = 3\f2 — a?, m2 = \f2 — a® (7.1)
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Para determinar los parametros, ademas se deben cumplir las condiciones

ov *V
ov ’ Ov? M (7:2)
v=fm v=fr
Asi obtenemos
2 .2
A= % a=\/NZ-m2,  h=fm (7.3)

Con los valores para las masas fisicas m, = 0.500 GeV, m, = 0.140 GeV, f, = 0.093 GeV
y g =+/A/2 de la ec. (6.109), obtenemos

A = 13.319, g = 2.580, a =0.309 GeV, h = 0.0018 GeV?. (7.4)

7.1.2. Segundo conjunto de parametros

En el segundo caso, se escoge el valor de las constantes de acoplamiento que fenome-
nolégicamente se obtienen en el LSMq, para cuando se tienen campos magnéticos muy
intensos [63]. Estos valores son A = 1.5 y ¢ = 0.33. Adaptamos los valores de los demés
parametros de manera que satisfacen las mismas condiciones que ya se establecieron, con

fr =0.217GeV, a = 0.150 GeV, h = 0.0105 GeV?. (7.5)

7.2. Condiciones de estabilidad en el vacio

Para asegurar que las correcciones cuanticas en el vacio no modifiquen el minimo de la
teoria, es necesario implementar las condiciones de estabilidad del vacio, donde introdu-
cimos dos contratérminos da? y d\.

Construimos el potencial de vacio (denotado como V'), a partir del potencial orden
arbol de la ec. (3.21) y la correccién a 1-loop de los bosones neutros del vacio de la ec.
(6.34), obteniendo

246a% ,  A+0A 3 \? — a®)? (3 2
Vvac:_a +o0a U2+ + U4_hv_w(_+ln ('u—)> (76)

2 4 6472
(\? —a?)? (3 12
AL - SIS Y L B
6472 SR G

Para preservar el valor del minimo de la contribucion clésica, es necesario que el potencial
Vvee satisfaga las condiciones
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avvac 82vvac )

v=fm v=fr

Resolviendo las ecuaciones (7.7), los contratérminos obtenidos son

a’ 1 Ara?In 'u—Q + 3a*fA1In —MQ (7.8)
1672 Af2—a? 3Nf2—a?
+4a’ fo\ — 24720 fr — 10f202 + 2472 f30 — 247r2h),

U s en N (=) L o (5)

N =—
16 13 2 2

(7.9)

A simple vista de las expresiones, el potencial de vacio y los contratérminos dependen de
la escala de regularizacién u, la cual en principio se toma como la escala energética mas
alta del sistema. Sin embargo, las condiciones de estabilidad también permiten reescribir
el vacio del potencial de forma que no depende de dicha escala. En la Fig. 7.1 graficamos
el potencial de vacio estabilizado para distintos valores de p, mostrando que el minimo
permanece invariante.

B e mo e T B e e o e T B s e e e

p=2[GeV]
[o=---- pu=4[GeV]
0.0004 . -.-. - p=10 [GeV]

0.0006 |-

0.0002

V [GeV*]

0.0000

—0.0002

00004 , . ..oy

v [GeV]

Fig. 7.1: Potencial de vacio estabilizado como funcién de v, graficado para tres valores de la escala
de regularizaciéon p =2, 4, 10 GeV.

En la Fig. 7.2 podemos observar la grafica del potencial a orden arbol VV° comparado con
el potencial de vacio con los contratérminos calculados V**, para un valor fijo de 1, donde
se muestra que en efecto conserva el valor del minimo en el vacio. También podemos ver
como el potencial de vacio estabilizado no es finito en valores de v cerca del origen. No
es extrano desde que en la ec. (7.6), el término del logaritmo depende la masa de las
particulas al cuadrado, que como se mencioné antes podria tomar valores negativos o ser
cero, de forma que no es posible el estudio del potencial efectivo en ese régimen.
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Fig. 7.2: Comparacién entre el potencial a orden &rbol (curva continua de color morado) y el
potencial de vacio estabilizado (curva semicontinua en color azul).

7.3. Validez de los resultados

Dado que para la solucién de las contribuciones térmicas del potencial de cada campo
fue calculado usando algun tipo de aproximacién, vamos a probar para cada caso que las
expresiones que hemos calculado se comporten como su soluciéon numérica. Esto a su vez
se hace para cada conjunto de parametros antes mencionado.

Usando los valores de la ec. (7.4), en la Fig. 7.3 analizamos el caso de la contribucién
térmica del potencial de los bosones neutros con la solucién dada usando la aproximacién
a alta temperatura de la ec.(6.62) y comparamos con la solucién numérica desde la expre-
sién en la ec. (6.35), donde observamos como se comportan para tres casos distintos de
valores de la temperatura. Podemos ver en las Figs. 7.3a y 7.3b, que a ese orden de tem-
peraturas, las dos soluciones muestran un comportamiento de la expresion aproximada
que rapidamente se aleja de la soluciéon numérica, esta iltima es la solucién correcta. Es
hasta la Fig. 7.3c a una temperatura tan alta como 7' =1.1 GeV que vemos mayor simi-
litud entre ambos resultados. Podemos concluir que nuestra solucién es valida solo para
valores muy grandes de la temperatura, lo cual tiene sentido debido a la aproximacién
que usamos.

°

0.010F

0.005F

-0.05

~0.005F

Vior [GeV*)
Vior [Gev*]
Vo r [GeV?]

—o010 -0.010F
-0.015F

~0.020F -----

-015

v[GeV] v[GeV] v[GeV]

(a) T =0.1 GeV (b) T =0.6 GeV (c) T =1.1 GeV

Fig. 7.3: Comparacién entre la contribucién térmica del potencial de los bosones neutros Vol,T
como funcién de v, usando la aproximacién a alta temperatura (curva continua de color morado)
y la solucién numérica (curva semicontinua azul), graficado para tres valores de la temperatura: a
la izquierda a T'= 0.1 GeV, al centro T'= 0.6 GeV y a la derecha T'= 1.1 GeV. Las constantes de
acoplamiento y el pardmetro de masa tienen los valores A = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV.

Para los bosones cargados, usamos una expansion para encontrar la solucion de la ec.
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(6.81) y donde la solucién numérica es dada como en la ec. (6.77). Asi en la Fig. 7.4
comparamos ambos resultados, para cada temperatura tomamos n = 10 términos de la
serie y el campo toma una valor fijo de [eB| = 1 GeV?. Es facil notar que para cualquier
valor de la temperatura, sea pequena o grande, nuestra solucion es fiel al comportamiento
de la soluciéon numérica, las curvas se encuentran una encima de la otra.

3.x107F 0.012[
0.05
25x1077F 0.010F
0.04
2.x107F 0.008F

003

1.5%1077 | 0.006F

V7 [GeV?']
Vs 7 [GeV*]
V' [GeV*']

1.x1077F 0.004| 002

——— Ve n=10
----- Voum

5.x107°F 0.002F

of 0.000f

v [GeV] v[GeV] v[GeV]

(a) T =0.1 GeV (b) T =0.6 GeV (¢) T =1.1 GeV

Fig. 7.4: Comparacién entre la contribucién térmica del potencial de los bosones cargados V;T
como funcién de v, usando la expansién tomando n = 10 términos de la serie (curva continua
de color morado) y la solucién numérica (curva semicontinua azul), con un campo magnético fijo
leB] =1 GeV?, graficado para tres valores de la temperatura: a la izquierda a T = 0.1 GeV, al
centro T' = 0.6 GeV y a la derecha T' = 1.1 GeV. Las constantes de acoplamiento y el pardmetro
de masa tienen los valores A = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV.

En el caso de los fermiones, no solo obtuvimos la solucién del término de materia del
potencial en la aproximacién a alta temperatura como en la ec. (6.96), sino también como
una expansion al igual que el método usado para los bosones cargados dado en la ec. (6.99),
por lo cual comparamos ambas soluciones con los resultados numéricos de la ec. (6.94). En
la Fig. 7.5, podemos observar los potenciales a distintas temperaturas, donde la expansion
se trunca en n = 15 y con un valor del campo magnético fijo en |eB| = 1 GeV?. Para
todas las temperaturas, podemos ver como el potencial en la aproximacién, al igual que
en caso de los bosones neutros no se asemeja al comportamiento de la solucién numérica.
Sin embargo, al igual que para los bosones cargados, el potencial obtenido como una
expansion se comporta de manera casi idéntica a los resultados numeéricos.

-0.02

-0.04

-0.06

Vir [GeV?]
Vi [GeVt]

-0.08

-0.10 prox

-012

00 01 02 03 0.4 05
v [GeV] v [GeV] v [GeV]

(a) T =0.1 GeV (b) T =0.6 GeV (¢) T =1.1 GeV

Fig. 7.5: Comparacién entre la solucién en términos de una expansién, la aproximacién a alta
temperatura y la soluciéon numérica de las contribuciones a 1-loop del término de materia asociado
a los fermiones, esto para distintas temperaturas. Comparacién entre la contribucién térmica del
potencial de los fermiones Vfl)T como funcién de v, usando la expansién tomando n = 15 términos de
la serie (curva continua de color morado), la aproximacién a alta temperatura (curva semicontinua
azul) y la solucién numérica (curva punto y guién rosa), con un campo magnético fijo |eB| = 1 GeV?,
graficado para tres valores de la temperatura: a la izquierda a T'= 0.1 GeV, al centro T' = 0.6 GeV
y a la derecha T' = 1.1 GeV. Las constantes de acoplamiento y el parametro de masa tienen los
valores A = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV.

El mismo analisis puede hacerse para el segundo conjunto de parametros, el dado en la
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ec. (7.5), antes que hay dos razones que motivan el estudio del potencial en estos va-
lores: en primer lugar porque se conoce que el acoplamiento entre los campos también
se ve modificado debido a los efectos termo-magnéticos, tal que en altos valores de la
intensidad del campo, el cual es el régimen que estamos estudiando. En segundo lugar
estos acoplamientos tiendan asintoticamente a un valor, los valores de A, g y a, son pe-
quenos, de manera que las masas de la ec. (3.19) toman también valores pequenos, esto
es importante para las contribuciones donde se considerd la aproximaciéon a alta tempe-
ratura, puesto que si se cumple que 7 < 1, en este caso se tendra una mejor aproximacion.

Para los bosones neutros, en la Fig. 7.6 podemos ver como desde temperaturas al rededor
de 0.6 GeV, tanto la aproximacion como la solucién numérica se comportan de forma casi

idéntica.
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Fig. 7.6: Comparacién entre la contribucién térmica del potencial de los bosones neutros Vol,T
como funcién de v, usando la aproximacién a alta temperatura (curva continua de color morado)
y la solucién numérica (curva semicontinua azul), con un campo magnético fijo |eB| = 1GeV?,
graficado para tres valores de la temperatura: a la izquierda a T'= 0.1 GeV, al centro T' = 0.6 GeV
v a la derecha T" = 1.1 GeV. Las constantes de acoplamiento y el pardmetro de masa tienen los
valores A = 1.5, ¢ =0.33 y a = 0.15 GeV.

Al igual que en el caso anterior, en la Fig. 7.7 se muestra como en el caso de bosones
cargados, el resultado de la expansién considerando los primeros diez términos. Para
todos los valores de temperatura se comporta de la misma forma que lo hace la solucién

numérica.
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Fig. 7.7: Comparacién entre la contribucién térmica del potencial de los bosones cargados Vbl)T
como funcién de v, usando la expansién tomando n = 10 términos de la serie (curva continua
de color morado) y la solucién numérica (curva semicontinua azul), con un campo magnético fijo
leB] =1 GeV?, graficado para tres valores de la temperatura: a la izquierda a T = 0.1 GeV, al
centro T'= 0.6 GeV y a la derecha T' = 1.1 GeV. Las constantes de acoplamiento y el parametro
de masa tienen los valores A = 1.5, g = 0.33 y a = 0.15 GeV.

En la Fig. 7.8 correspondiente a los fermiones, es donde observamos que para estos valores
en los parametros, como sucedié con los bosones neutros, la expresiéon obtenida en el
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limite de alta temperatura de la ec. (6.100) se comporta considerablemente mejor. Para
la expresion hecha con la expansién basta con considerar n = 15 en la suma, para notar
el acuerdo con el resultado numérico.
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Fig. 7.8: Comparacién entre la solucién en términos de una expansién, la aproximacién a alta
temperatura y la soluciéon numérica de las contribuciones a 1-loop del término de materia asociado
a los fermiones, esto para distintas temperaturas. Comparacién entre la contribucién térmica del
potencial de los fermiones Vf{T como funcién de v, usando la expansién tomando n = 15 términos de
la serie (curva continua de color morado), la aproximacién a alta temperatura (curva semicontinua
azul) y la solucién numérica (curva punto y guién rosa), con un campo magnético fijo |eB| = 1 GeV?,
graficado para tres valores de la temperatura: a la izquierda a T' = 0.1 GeV, al centro T' = 0.6 GeV
y a la derecha T" = 1.1 GeV. Las constantes de acoplamiento y el pardmetro de masa tienen los
valores A = 1.5, g =0.33 y a = 0.15 GeV.

En general, a altas temperaturas, las expresiones obtenidas para cada campo son una
buena aproximacion. Sin embargo, el analisis nos se restringe a esa region de las tempera-
turas, por lo cual estudiaremos dos casos, un potencial efectivo con las contribuciones en
la aproximacion a alta temperatura al que llamamos potencial aproximado y otro resuelto
numéricamente, llamado potencial numérico.

7.4. Analisis del potencial

El potencial en la aproximacién a alta temperatura, se escribe de la siguiente manera
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Este potencial aproximado depende de v, tras escribir las masas desde la ec. (3.19). Sin
embargo, va a variar para distintas condiciones en el sistema, al fijar la temperatura T’
y la intensidad del campo |eB|. Ademads, los términos del vacio dependen de la escala de
renormalizacion p, como mencionamos, toma el valor de la escala energética mas grande
de todo el sistema, por lo que sera del orden del campo. Para ser consistentes con la
aproximacién del nivel més bajo de Landau que se ocup6 para escribir a los propagadores
de particulas con carga eléctrica, definimos que

u? = 2leB]. (7.11)

Es relevante notar de las ecs. (6.63) y (7.10) para la solucién de la contribucién a 1-loop
del potencial de bosones neutros en la aproximacion a alta temperatura, el logaritmo de la
masa en el vacio se absorbe con el término opuesto que proviene del término de materia,
asi que no habra ningin término que genere una discontinuidad en el potencial efectivo
aproximado.

El potencial efectivo de la ec. (7.10) incluye la contribucién de los diagramas de anillo,
dada en la ec. (6.103), donde la autoenergia de cada bosén neutro esta dada por las ecs.
(6.126), (6.140) y (6.170). Consideramos los factores de simetria provenientes de las reglas

de Feynman, mismas que aparecen en la Fig. 6.3. Las autoenergias correspondientes a los
bosones neutros son
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Es importante mencionar que los sistemas fisicos de interés son los que estan en presencia
de campos magnéticos ultra intensos, por lo cual el régimen de valores de la intensidad
del campo que analizaremos es entre [eB| = 1 GeV? y |eB| = 10 GeV?, valores que ga-
rantizan que el campo magnético es la escala més grande en el andlisis. Ademas, el fin
de este proyecto es construir un diagrama de fase efectivo en el plano T — |eB], al tomar
como referencia el diagrama de fase de la Fig. 2.7, donde las temperaturas de transicion
son relativamente pequenas. Buscamos encontrar también un punto critico terminal, al
pasar de un crossover a una transicion de primer orden.

Una vez definido el potencial efectivo aproximado, en la Fig. 7.9, podemos observar como
cambia para distintas temperaturas, habiendo usado los parametros desde la ec. (7.4),
donde la intensidad del campo magnético toma un valor fijo [eB| = 1 GeV?>.
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010 — 0:1 — 0:2 — 0j3 — 0r4- — Olé
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Fig. 7.9: Potencial efectivo en la aproximacién a alta temperatura como funcién de v, para distintas
temperaturas a un campo magnético fijo |eB| = 1GeV2. Las constantes de acoplamiento y el
pardmetro de masa tienen los valores A = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV.

Podemos ver que conforme la temperatura aumenta, el minimo del potencial se desplaza.
Lo esperado es que se desplace hacia el valor del minimo en el vacio f, puesto que recorda-
mos que tenemos un término de rompimiento explicito de la simetria en el potencial. Este
comportamiento es el que apoya la idea de que la temperatura promueve la restauracion
de la simetria. Sin embargo, no es lo que observamos, a una temperatura baja de 0.06
GeV, el minimo esta en el mayor valor de v, al aumentar la temperatura a 0.16 GeV,
el minimo se desplaza a la izquierda, sin embargo, al aumentar la temperatura atin mas
en lugar de seguir reduciendo el valor del minimo, comienza a crecer. Esto muestra un
comportamiento inconsistente y erratico.

Por otra parte, en la Fig. 7.10 hemos graficado el potencial efectivo a una temperatura
fija T'=0.1 GeV, para distintos valores de la intensidad del campo magnético. Al notar
como, conforme el campo crece, el minimo se desplaza a valores mas grandes, decimos que
el campo estd rompiendo aiin més la simetria. Este comportamiento del potencial nos da
senales de la Catalisis Magnética. Para este caso, el comportamiento es el adecuado y que
fisicamente es consistente.
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Fig. 7.10: Potencial efectivo en la aproximacién a alta temperatura como funcién de v, para
distintos valores del campo magnético, a una temperatura fija T =0.1 GeV. Las constantes de
acoplamiento y el pardmetro de masa tienen los valores A = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV.

Este potencial visto en las Figs. 7.9 y 7.10, es continuo para todos los valores de v, esto
puede verse desde la ec. (7.10), gracias a la contribucién V™9  no hay discontinuidades
debido a que los valores de las masas son siempre positivos. El campo magnético rompe
la simetria y la temperatura no la restaura.

Con el fin de obtener informacion acerca de la transicion de fase y ser capaces de construir
un diagrama de fase efectivo, en la Fig. 7.11 podemos ver como se comporta el minimo del
potencial efectivo respecto de la temperatura, esto para distintos valores de la intensidad
del campo magnético.

_ . o |eB|=1[GeV?]
E Wl 1 o |eBl=3 [GeV?]
il PR o |eB|=5 [GeV?]

o |eB|=7 [GeV?]

0.5+

o |eB|=9 [GeV?]

T [GeV]

Fig. 7.11: Minimo del potencial efectivo en la aproximacién a alta temperatura como funcién
de la temperatura, para distintos valores fijos del campo magnético |eB| = 1,3,5,7,9 GeV?. Las

constantes de acoplamiento y el pardmetro de masa tienen los valores A = 13.32, g = 2.58 y
a =0.309 GeV.

En esta grafica vemos al minimo del potencial como el parametro de orden de la transicion,
lo més cercano a su comportamiento es un crossover dado que no hay ninguna disconti-
nuidad y a pesar de que v,,;, no tienda al valor de f,, como seria lo esperado.

A simple vista, el comportamiento de v,;,,(T) en la Fig. 7.11, no es consistente con
ningin tipo de transicion. Veamos en la Fig. 7.12 que el comportamiento del minimo
del potencial como funcién de T para |eB| = 1GeV?, discrepa del comportamiento del
minimo del potencial obtenido de un crossover.
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Fig. 7.12: Minimo del potencial como funcién de la temperatura (rombos sin relleno azules),

comparado con el resultado obtenido en la Fig. 7.11 con |eB| = 1GeV (puntos morados). Las
constantes de acoplamiento y el pardmetro de masa tienen los valores A = 13.32, g = 2.58 y
a = 0.309 GeV.

Notemos que con el resultado del potencial aproximado, no podemos encontrar todo el
comportamiento del minimo del potencial, ya que no tenemos acceso a la regién de ba-
jas temperaturas, esto nos impide hacer un andlisis para determinar la temperatura de
transicion. Por lo cual tampoco es posible construir un diagrama de fase efectivo a partir
del potencial de la ec. (7.10), al menos no para el conjunto de parametros usado.

Recordando que con los parametros dados por la ec. (7.5), la aproximacién a alta tempe-
ratura es mucho mas consistente con la soluciéon numérica, entonces repetimos el analisis
del potencial efectivo aproximado para este segundo conjunto de parametros. Comenzan-
do por observar como varia el potencial efectivo con el cambio de la temperatura, dejando
fijo el campo magnético a |eB| = 1 GeV?, esto lo mostramos en la Fig. 7.13.
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Fig. 7.13: Potencial efectivo en la aproximacién a alta temperatura como funcién de v, para
distintas temperaturas a un campo magnético fijo |eB| = 1 GeV?. Las constantes de acoplamiento
y el pardmetro de masa tienen los valores A = 1.5, ¢ = 0.33 y a = 0.15 GeV.

Es notable que en este caso, la temperatura esta desplazando el minimo hacia valores mas
pequenos y disminuyendo la profundidad del potencial, resultado que es completamente
consistente con la idea de la restauracion de la simetria.
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En la Fig. 7.14, graficamos el potencial efectivo aproximado como funciéon de v para
T = 0.1 GeV, y observamos como el aumento de la intensidad del campo magnético
rompe cada vez mas la simetria, mostrando consistencia con el fenémeno de la catélisis

magnética.
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Fig. 7.14: Potencial efectivo en la aproximacién a alta temperatura como funcién de v, para
distintos valores del campo magnético |eB| = 1,1.5,2 GeV?, a una temperatura fija T = 0.1 GeV.
Las constantes de acoplamiento y el pardmetro de masa tienen los valores A = 1.5, ¢ = 0.33 y

a=0.15 GeV.

Para comparar con el caso anterior de la Fig. 7.12, en la Fig. 7.15, tenemos a vy, (7))
para un campo fijo en [eB| =1 GeV?, el cual ahora sf luce como un crossover.
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Fig. 7.15: Minimo del potencial respecto de la temperatura cuando la intensidad del campo
magnético es |eB| = 1 GeV?2. Las constantes de acoplamiento y el pardmetro de masa tienen los

valores A =1.5, g =0.33 y a = 0.15 GeV.

Podemos observar en la Fig. 7.16 el minimo del potencial como funcion de la temperatura
para distintos valores fijos de la intensidad del campo magnético. Si lo pensamos como
el parametro de orden, tiene un comportamiento que puede identificar un crossover para

todos los valores del campo.
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Fig. 7.16: Minimo del potencial efectivo en la aproximacion a alta temperatura como funcién de
la temperatura, para distintos valores fijos del campo magnético. Las constantes de acoplamiento
v el parametro de masa tienen los valores A = 1.5, ¢ = 0.33 y a = 0.15 GeV.

En principio, para mostrar que en efecto, la temperatura esta restaurando la simetria, es
decir, que el valor del minimo tiende hacia f,, observamos en la Fig. 7.17 el potencial efec-
tivo para tres valores distintos del campo magnético y cada caso para tres temperaturas,
una mayor, una menor y una temperatura del orden de la T..
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Fig. 7.17: Comparacién entre el potencial efectivo como funcién de v en la aproximacién a alta
temperatura en los casos donde el campo magnético estd fijo, a la izquierda en |eB| =1 GeV?, al
centro en |eB| =5 GeV? y a la derecha en |eB| =9 GeV?, para distintas temperaturas cercanas
a la temperatura de transicién de asociada a cada campo. Las constantes de acoplamiento y el
pardmetro de masa tienen los valores A = 1.5, ¢ = 0.33 y a = 0.15 GeV.

Si bien, es cierto que el aumento de la temperatura disminuye el valor v,,;,, encontramos
algunos problemas. En primer lugar, a pesar de que hemos encontrado un crossover, estas
curvas no tienden asintéticamente hacia el valor del minimo en el vacio f,, sino hacia
cero, debido a que en el potencial efectivo incluimos un término de rompimiento explicito
de la simetria, no es el comportamiento esperado. Puede verse también que este anali-
sis nos arroja temperaturas de transicién sumamente grandes, del orden de 1 GeV y la
temperatura de transicion aumenta conforme aumenta la temperatura, ninguno de estos
comportamientos nos conduce a construir un diagrama de fase efectivo que se comporte
como el de la Fig. 2.7.

La inconsistencia del comportamiento del potencial efectivo en la aproximacién a alta
temperatura nos motiva a hacer el mismo analisis, esta vez donde el potencial efectivo
serd dado a partir de la soluciéon numérica de la contribucion térmica para los bosones
neutros de la ec.(6.62), que antes se tomaron como aproximados. Sin embargo, para los
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bosones cargados y los fermiones no hacemos ningin cambio. También la contribucién de
los anillos se incluye en la solucién numérica de la contribucién de los bosones neutros,
ya que la obtenida en la ec. (6.108) es solo una aproximacion a alta temperatura. Cabe
aclarar que vamos a trabajar con el conjunto de pardmetros de la ec. (7.4).

Con estos cambios el potencial efectivo numérico es

prem _yee Ly 3002 — @ 411, T) + Vor(Ao? — @ + Tl T)
+ V}wac()\v? —a®,B) + %77“()\1}2 —a*,T,B,n)
+Vf,vac<gvaB> + Vf,T(gU7T7B7nf)7 (714)

donde la correccion a las masas con la autoenergia es resultado de incluir la contribucion
de los diagramas de anillo. Las contribuciones térmicas para bosones neutros son solucion
a la expresién dada en la ec. (6.35) y para los bosones cargados y fermiones las dadas en
las ecs. (6.81) y (6.99), donde n es el niimero de términos de la suma infinita que se toman
en cuenta para cada caso, recordando que para el conjunto de parametros de la ec. (7.4),
estas expresiones son muy cercanas a la soluciéon numérica.

En la Fig. 7.18, podemos ver el potencial efectivo con soluciones numéricas, como en
el andlisis previo para el potencial de la ec. (7.10), para un valor fijo de la intensidad
del campo magnético, al variar la temperatura. Notamos como el minimo se desplaza a
la izquierda cuando la temperatura aumenta, lo cual se puede interpretar como que la
temperatura esta restaurando la simetria.
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Fig. 7.18: Potencial efectivo numérico V""" como funcién de v, para distintas temperaturas a
un campo magnético fijo [eB| = 1GeV?. Tomamos n, = 10 y ny = 15, para la cantidad de
términos de las contribuciones térmicas de bosones y fermiones, respectivamente. Las constantes
de acoplamiento y el parametro de masa tienen los valores A = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV.

De forma similar, para una temperatura fija y campos distintos, en la Fig. 7.19, el cam-
po magnético propicia el rompimiento de la simetria, al aumentar el valor del minimo
conforme aumenta el campo.
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Fig. 7.19: Potencial efectivo numérico V™" como funciéon de v a una temperatura fija 7' = 0.1
GeV para distintos valores del campo magnético [eB| =1, 1.5, 2 GeV?. Tomando n, = 10y ny = 15,
la cantidad de términos de las contribuciones térmicas de bosones y fermiones, respectivamente.
Las constantes de acoplamiento y el pardmetro de masa tienen los valores A = 13.32, g = 2.58 y
a =0.309 GeV.

Algo que notar del potencial efectivo de las Figs. 7.18 y 7.19, es que no es finito en valores
de v cercanos al origen. Esto se debe a que a pesar de haber incluido la autoenergia en la
parte térmica en el caso de los bosones neutros, en el vacio del potencial de la ec. (7.6)
dentro del logaritmo hay masas dinamicas al cuadrado que podrian ser negativas y esta
vez no se anulan con la contribucién térmica puesto que esta es calculada numéricamente.

A pesar de comportarse como el caso donde se considerd la aproximacién a alta tempe-
ratura, la principal diferencia radica en que ahora la transicién de fase ocurre a valores
de temperatura mas pequenos, asi para este caso en la Fig. 7.20 podemos ver graficamen-
te el comportamiento de v,,;, como funcion de la temperatura, para distintos valores de B.

Puesto que vemos a v,,;, como el parametro de orden, ahora podemos identificar casi
claramente dos tipos distintos de transiciones: por un lado para valores del campo menores
tenemos un crossover, mientras que para valores mas altos, la transicion presenta una
discontinuidad, asociada a una transicién de primer orden.
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Fig. 7.20: Minimo del potencial efectivo numérico V""" como funcién de la temperatura, para
distintos valores fijos del campo magnético. Tomando n, = 10 y ny = 15, la cantidad de términos
de las contribuciones térmicas de bosones y fermiones, respectivamente. Las constantes de acopla-
miento y el parametro de masa tienen los valores A = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV.
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Para probar que se trata de uno u otro tipo de transicién, en la Fig. 7.21 tenemos el
potencial efectivo para tres valores distintos del campo magnético y cada caso para tres
temperaturas, una mayor, una menor y la temperatura de transicién. En la Fig. 7.21a
donde esperamos un crossover para un campo de |[eB| = 1 GeV?, podemos identificar que
en efecto, para T, y temperaturas por encima de esta el minimo tiende a un valor cercano
a fr, mientras que a una menor temperatura, el valor del minimo es mayor. Por otro lado,
en las Figs. 7.21b y 7.21c, donde el potencial efectivo corresponde a |eB| = 5GeV? y
leB] =9 GeV?, respectivamente, identificamos un comportamiento como el descrito en la
Fig. 5.2a, donde aparecen dos minimos, de forma que encontramos transiciones de primer
orden.
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Fig. 7.21: Comparacién entre el potencial efectivo numérico V"™*™ como funcién de v en los casos
donde el campo magnético est4 fijo, a la izquierda en |eB| =1 GeV?, al centro en |eB| =5 GeV? y a
la derecha en |eB| =9 GeV?, para distintas temperaturas cercanas a la temperatura de transicién de
asociada a cada campo. Las constantes de acoplamiento y el parametro de masa tienen los valores
A=13.32, g =258y a=0.309 GeV.

En la Fig. 7.20 es posible identificar facilmente a la temperatura de transiciéon asociada
a cada campo. Es claro como al igual que en el caso aproximado, T, aumenta con el
campo, sin embargo, a diferencia de éste, las temperaturas aunque atn altas, son de menor
magnitud. Ademds encontramos transiciones de tipo crossover y primer orden como era
esperado, de esta forma, podemos construir el diagrama de fase asociado a este potencial
efectivo, visto como en la Fig. 7.22.
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Fig. 7.22: Diagrama de fase efectivo en el plano T — |eB], asociado al potencial efectivo numérico.
Las constantes de acoplamiento y el pardmetro de masa tienen los valores A = 13.32, g = 2.58 y
a =0.309 GeV.

En principio el sistema que buscamos describir con este potencial es uno en el que ademas
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de tender al equilibrio térmico, el espacio esta permeado por intensos campos magnéticos,
en ese sentido lo que esperamos es que alrededor de la temperatura de transicién, el
campo magnético catalice la restauracién, no asi la ruptura de la simetria. Desde que en
ambos casos, con el potencial aproximado y con el potencial numérico, la temperatura de
transiciéon aumenta con el campo magnético, lo que vemos es en realidad algo mas cercano
a la MC que a la IMC, siendo la ultima lo que se esperaba. Ademads al comparar con los
diagramas de fase de las interacciones fuertes reportados, como los de las Fig. 2.6 y 2.7,
el que hemos obtenido tiene un comportamiento opuesto.

7.5. Consistencia del modelo

De los analisis anteriores y especificamente del comportamiento del minimo del potencial
como funcion de la temperatura, surgen algunas cuestiones por lo cual ha sido de interés
observar como modifica por separado cada uno de los términos del potencial efectivo al
vacio del potencial Vv,

En la Fig. 7.11 se observé que para valores mas altos de la temperatura de transicion, el
minimo tiende hacia cero y no a f;, este ultimo el minimo impuesto por el rompimiento
explicito de la simetria. Para entender este problema queremos analizar como modifica
la parte térmica del potencial de los fermiones V7, al vacio del potencial V. Esto lo
mostramos en la Fig. 7.23, donde observamos como al aumentar el valor de la intensidad
del campo magnético en el término Vyp, el minimo se desplaza mds cerca del origen,
incluso mas alla del valor de f.

:_ pvac
1.0 B
[ — VY34V, 7, |eB|=2 [GeV?]

08— V'*+V 1, |eB|=9 [GeV?] ]

V [GeV*]

0.4+

0.2

0.0

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
v [GeV]

Fig. 7.23: Comparacién del vacio del potencial V%€ y el vacio del potencial més la contribucién
de materia de los fermiones VV*¢ + V¢ 1, para una temperatura fija T = 0.1 GeV y valores del
campo magnético |eB| =2, 9 GeV?2. Las constantes de acoplamiento y el pardmetro de masa tienen
los valores A = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV.

Este comportamiento es interpretado al observar la expresion de Vyr de la ec. (6.99), esta
contribucion es proporcional a v y crece tanto con el campo como con la temperatura.
Pensamos que este término compite con la contribucion del rompimiento explicito, cuando
es mayor y es el término responsable de que observemos una transicion de primer orden
y que el minimo del potencial tienda al origen. Esto tltimo aunado a lo que observamos
en la Fig. 7.20, donde el valor del minimo se corta abruptamente cerca de f, puesto que
a este nivel el potencial cerca del origen es inaccesible, hace evidente que es una limitante
para el andlisis no poder observar el potencial efectivo en todo el espacio.
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Por otro lado, llama la atenciéon como el campo magnético rompe la simetria y este efecto
domina por sobre el de la restauraciéon de la simetria inducida por el aumento de la
temperatura. Es asi como podemos observar en la Fig. 7.24 como el vacio de los fermiones
V5 wae, donde la intensidad del campo magnético es [eB| = 1 GeV?, por sf solo promueve
que el minimo se traslade a valores mayores. Digamos que se rompa la simetria, esto para
los dos valores de la constante de acoplamiento g usados anteriormente. Hay que prestar
especial atencion al hecho de que si bien en ambos casos aumenta, cuando g toma su valor
asintético (y es menor que 1), esta contribucién es mucho menor.

b7 T

— pyac
0.3} ]
— VY4 V10 82033

02k — Vet Ve vacr g=2.58

V [GeV*]

0.0

=01 q

=02 q

0.1 0.2 0.3 0.4
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Fig. 7.24: Comparacién del vacio del potencial V%€ y el vacio del potencial més la contribucién
de vacio de los fermiones V¢ + Vf yq¢, para una temperatura fija 7' = 0.1 GeV y valor del campo
magnético |eB| =1 GeV?, para distintos valores de la constante de acoplamiento g =0.33, 2.58.
Donde la constante de acoplamiento y el pardmetro de masa tienen valores A = 13.32 y a = 0.309

GeV.

Analogo a lo anterior, este comportamiento puede explicarse desde observar como V; qc
es proporcional a —v?, por lo cual, mientras este crezca con el campo, la simetria del
potencial estara cada vez mas rota.

Teniendo en mente que los factores dominantes, para cada uno de los comportamientos
observados anteriormente, vienen dados por las contribuciones de fermiones, se nos per-
mite modificar el valor de la constante de acoplamiento g independientemente de A debido
a su relacién en la ec. (6.109).

Vamos a probar con una nueva configuracion de parametros, donde se toman los valo-
res desde la ec. (7.4) a excepcién de g, la cual tomamos un valor cercano al que tiende
asintoticamente para altos campos magnéticos desde la ec. (7.5), como g = 0.36. La razén
es como vimos en la Fig. 7.24, usando ese valor de la constante aunque aun promueve
el rompimiento, esto ocurre en menor medida, de forma que el siguiente paso a seguir
es probar si entonces las deméds contribuciones que favorecen la restauracion son ahora
dominantes.

Con esta nueva configuracion en los parametros podemos observar el potencial efectivo,
con soluciones numéricas. En la Fig. 7.25, podemos ver al potencial efectivo para un campo
magnético fijo y a distintas temperaturas. Al igual que los analisis anteriores, el aumento
de la temperatura promueve el incremento en el valor del minimo, con la diferencia que
en el rango de temperaturas en el que fue probado, parece que ya no hay rompimiento ni
siquiera para los valores mas bajos de T
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Fig. 7.25: Potencial efectivo numérico V"% como funcién de v, para distintas temperaturas a
un campo magnético fijo |eB| =1 GeV2. Las constantes de acoplamiento y el pardmetro de masa
tienen los valores A = 13.32, ¢ = 0.36 y @ = 0.309 GeV.

Por otro lado, cuando graficamos el potencial efectivo a una temperatura fija y varios
valores del campo, vemos por primera vez en la Fig. 7.26 como conforme aumentamos
el valor del campo, el potencial efectivo se comporta como si se estuviera restaurando la
simetria.
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Fig. 7.26: Potencial efectivo numérico V™™ como funcién de v a una temperatura fija T =
0.06 GeV para distintos valores del campo magnético |eB| =1, 1.5, 2 GeV?2. Las constantes de
acoplamiento y el pardmetro de masa tienen los valores A = 13.32, g = 0.36 y a = 0.309 GeV.

Al igual que cuando aumenta la temperatura la simetria ya ha sido restaurada, esto indica
que la temperatura de transicion es baja a comparacion de las que se encontraron para los
demas casos, aunque es un resultado favorable. Suponiendo que da senales del fenémeno
de la ICM y en un régimen de la temperatura mas aceptable, hay algunos inconvenientes,
el mayor problema radica en que el minimo se encuentra en la region del potencial que es
inaccesible para nosotros a este punto.

Aunque no conocer el potencial efectivo en todo su dominio ya representaba un inconve-
niente desde los analisis anteriores, en este caso es de mayor importancia. En principio, el
potencial efectivo cerca del origen no puede ser graficado puesto que en los términos de los
logaritmos, donde para esos valores de v, las masas dinamicas al cuadrado son negativas,
esto resulta en valores complejos del potencial. Como una solucién, al igual que para la
parte térmica de los bosones neutros, en la contribucién del vacio las masas también estan
apantalladas solo magnéticamente, debido a los diagramas de anillo, desde la ec. (6.103).
En general es como introducir una masa efectiva para los bosones neutros. Recordemos
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que en el vacio no hay correcciones térmicas. Sin embargo, como hemos mencionado antes,
el campo magnético externo si permea todo el espacio, incluyendo el vacio, permitiendo
una autoenergia con correcciones debido al campo magnético. En especifico, la contribu-
cion posible es la que corresponde a su interaccion con los bosones cargados, dada en la
ec. (6.134), obteniendo asi las masas efectivas de los bosones neutros en el vacio como

mler o = 3\ — a? + 20y yae(mZ, B), mlero =M — a? 4 200y (M2, B),  (7.15)

con m?2 la masa fisica del pién al cuadrado. Estas masas efectivas toman siempre valores
positivos, evitando que el potencial en el vacio se vuelva complejo. Para evitar que las co-
rrecciones del vacio modifiquen el minimo, es necesario aplicar nuevamente las condiciones
de estabilidad en el vacio. Redefinimos el vacio del potencial como

a® + da® A+6X

Vi = — 5 v? + 1 vt — ho (7.16)
(3\v? — a? + 20y yae(m2, B))? (3 ‘l 2B
_ —+1In
6472 2 3 2 — a? + 21 440(M2, B)
(Av? — a? + 21Ty ue(m2, B))? (3 -I—l 2B
- —+1In
6472 2 A2 — a2 + 21T o (M2, B) ’
donde
1 2B 2B
§a? = : —Bf:A\*In ( ) 4+ In (7.17)
32fm + B m2 + 2B 1n <m§EB>
+31n 2f3(127r — 5\
mgf + 2>\f2 111 m2+B
2 2 2 2 2B
— 24hm* 4+ 4a” fr (A — 67°) + a“Af; | In
e+ 250 (55
2B
+31n ,
e+ 20 (55
y
1 h+ a? A2 2B
A=< <A—+—C§f”) + 2 , (7.18)
2 13 8w m2 + 28 In (m%iB)

donde las contribuciones térmicas son solucién numérica a las expresiones dadas en las
ecs. (6.35), (6.77) y (6.94), para bosones neutros, bosones cargados y fermiones, respecti-
vamente.

Es asi como definimos un potencial efectivo con correccién en el vacio

Vim =yyee 4 Vo 030\ — a® + 11, T) + VOT()\'U —a®+ 1y, T)
+ %,vac()\v —a 7B) + %,T()\U —a 7Ta B)
+Vfﬂ)ac<gv7B) + Vf,T(gU7T7 B) (7].9)
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Encontramos un potencial efectivo que es finito incluso en el origen. Podemos probar
como se comporta para distintas temperaturas en en la Fig. 7.27, donde ademas de que
vemos el potencial efectivo completo, notamos como el minimo se acerca cada vez més al
origen cuando la temperatura aumenta. Ademas, las temperaturas en las que la simetria
esta rota son pequenas comparadas con analisis anteriores.
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Fig. 7.27: Potencial efectivo numérico con correccién en el vacio Vji*"" como funcién de v, para

distintas temperaturas a un campo magnético fijo |eB| = 1 GeV?. Las constantes de acoplamiento
y el pardmetro de masa tienen los valores A = 13.32, ¢ = 0.36 y a = 0.309 GeV.

En la Fig. 7.28 se grafica el potencial efectivo a una temperatura fija y con valores del
campo magnético distintos, mostrando el comportamiento ya visto en la Fig. 7.26, donde
el aumento del campo induce que el valor del minimo se reduzca. La diferencia es que
podemos ver el potencial cerca del origen, esto nos permitira estudiar el comportamiento
del minimo de forma mas precisa.
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Fig. 7.28: Potencial efectivo numérico con correccién en el vacio V7™ como funcién de v a una
temperatura fija T = 0.1 GeV para distintos valores del campo magnético |eB| =1, 1.5, 2 GeV?.
Las constantes de acoplamiento y el parametro de masa tienen los valores A = 13.32, ¢ = 0.36 y
a = 0.309 GeV.

Luego de conocer el potencial efectivo con la nueva eleccion de parametros, aunque el
comportamiento del minimo respecto de la temperatura tiende a la restauracién mas
rapidamente conforme el campo magnético aumenta, el valor del minimo tiende a cero.
Esto ocurre para temperaturas bajas, por lo cual, ahora que el potencial efectivo cercano
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al origen es accesible, podemos observar el minimo del potencial como en la Fig. 7.29.

Todas las curvas parecen comportarse como un crossover que tiende hacia el origen. Esto
podria deberse a que el término que contribuye para suceda una transicion de primer
orden no es dominante debido al valor de la constante de acoplamiento g.
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Fig. 7.29: Minimo del potencial efectivo numérico con correccién en el vacio V{i*"™ como funcién

de la temperatura, para distintos valores fijos del campo magnético |eB| =1, 3, 5, 7, 9 GeVZ.
Las constantes de acoplamiento y el pardmetro de masa tienen los valores A = 13.32, ¢ = 0.36 y
a = 0.309 GeV.

De la Fig. 7.29 es mas claro el comportamiento que habiamos notado desde el potencial.
El campo magnético favorece la restauracion de la simetria y la region de temperatura en
la que ocurre la transicién es a temperaturas bajas.

7.6. Masas autoconsistentes

La autoenergia es resultado de la contribucion de las interacciones entre campos, que
ocurren en la propagacion de alguno de estos. Cumple la funcién de modificar la relacion de
dispersién, al incluir los efectos colectivos, esto se observa porque la autoenergia modifica
a la masa dindmica al cuadrado del campo que se esté propagando. Para el analisis en
este trabajo, esto resulta muy util, porque en el LSMq, las masas dinamicas al cuadrado
de los bosones pueden tomar valores negativos, lo cual nos impide tener acceso a todo
el potencial efectivo parametrizado por v. Sin embargo, en cada uno de los casos antes
abordados la autoenergia de las particulas es una funcién que va a depender de parametros
como la temperatura, en algunos casos del campo magnético, ciertas contribuciones del
momento externo, pero para todos los casos siempre va a depender de las masas de los
campos, como se lee en las ecs. (7.12) y (7.13). Esto quiere decir que en realidad tenemos
un conjunto de ecuaciones autoconsistentes para la masa, del tipo

M? =m? + 11 (M?) (7.20)

Para el caso de los bosones, tenemos el siguiente conjunto de ecuaciones autoconsistentes
de sus masas
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™7 T+

+ 210, (M2, , T, B) + 611;(M;, T, B), (7.21)

T4

MZ(T, B) =3\v* — a® + ;HO (M2, T) + 1o (M2, T) + 200y 40c (M2, , B)

M2 (T, B) =\v* — a2 + 1, (Mﬁ,T)+gn0 (M2, T) + 210y e (M2, B)

0 T

+ 201, (M2, ,T, B) + 611;(M;, T, B), (7.22)

T+

M2 (T,B) =\v* — a® + Iy (M2, T) + o (M2,,T) + 210y pee (M2, B)

T4
+ 211, (M2,, T, B). (7.23)
Para el caso de los fermiones, el calculo de las correspondientes contribuciones a su au-
toenergia es altamente sofisticado y sale de la planeacion de este trabajo. Sin embargo,
proponemos un comportamiento fenomenologico para la que seria la masa efectiva de los
fermiones de un factor n proporcional al campo magnético, de la siguiente forma

My = gv+nB. (7.24)

Con esto en mente, definimos el potencial efectivo con masas autoconsistentes V., escri-
biéndolo como

Vie =V + Vor (MZ(T, B), T) + Vor (M7 (T, B), T)
+ ‘/I;WGC(Mzi (07 B)? B) + %,T(Mzi (T> B)a T7 B)

+ Vf,vac(gv + 770-87 B) + Vf,T(gU + nBu T7 B)v (725)

a diferencia de la ec. (7.19), el vacio estd corregido tanto para los bosones neutros, donde
volvemos a aplicar las condiciones de estabilidad en el vacio usando las funciones obtenidas
de las ecs. (7.21) y (7.22) a temperatura cero y encontrar V*, como para los bosones
cargados con la masa autoconsistente de los piones cargados de la ec.(7.23) a temperatura
cero. Para los fermiones en el caso del vacio consideramos 7, que corresponde simula a
la contribuciéon puramente magnética de la masa efectiva, a diferencia de n que simula
la contribucién termo-magnética. En la Fig. 7.30 graficamos el potencial efectivo para
distintas temperaturas para confirmar como la temperatura sigue promoviendo que el
valor del minimo del potencial tienda a un menor valor y por tanto se esté restaurando

la simetria.
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Fig. 7.30: Potencial efectivo numérico V. como funcién de v usando masas autoconsistentes, para
distintas temperaturas a un campo magnético fijo |eB| =1 GeV?. Las constantes de acoplamiento
y el parametro de masa tienen los valores A = 13.32, ¢ = 0.36 y a = 0.309 GeV y n=0.1.

En la Fig. 7.31, se muestra el potencial efectivo graficado para una temperatura alta
de T = 0.78 GeV con tres valores distintos de campo magnético. Véase que si el campo
magnético aumenta la curva del potencial crece mas rapido, lo cual sugiere que la simetria
se restaura a una menor temperatura.
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Fig. 7.31: Potencial efectivo numérico V. como funcién de v usando masas autoconsistentes, a
una temperatura fija T = 0.78 GeV para distintos valores del campo magnético |eB| =5, 7, 9 GeV?.
Las constantes de acoplamiento y el parametro de masa tienen los valores A = 13.32, ¢ = 0.33 y
a =0.309 GeV y n=0.1.

Para analizar el minimo del potencial, lo graficamos respecto de la temperatura para
distintos valores fijos del campo magnético en la Fig. 7.32. Notamos que conforme el
campo magnético aumenta la temperatura a la que el minimo tiende a cero es menor y
ademds para valores superiores de |eB| =5 GeV?2. El minimo no cae suavemente sino que
es discontinuo, encontrando un punto critico terminal, es decir, que la transicién pasa de
ser un crossover a un primer orden.
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Fig. 7.32: Minimo del potencial efectivo numérico con correccién en el vacio V7™ usando masas
autoconsistentes, como funcién de la temperatura, para distintos valores fijos del campo magnético.
Las constantes de acoplamiento y el pardmetro de masa tienen los valores A = 13.32, ¢ = 0.36 y
a =0.309 GeV y n=0.1.

Graficamos el potencial efectivo para distintos valores de la intensidad del campo magnéti-
co, esta vez para tres distintas temperaturas. En la Fig. 7.33a a una temperatura por
debajo de la temperatura de transicion correspondiente a cada campo, vemos como el
campo magnético esta favoreciendo que se rompa la simetria. En la Fig. 7.33b a una tem-
peratura cercana a la critica, vemos un cruce entre las curvas del potencial, esto se puede
interpretar como si el valor del minimo crece conforme el campo crece hasta cierto valor y
después comienza a decrecer. Finalmente, en la Fig. 7.33c, a una temperatura superior a
la temperatura de transiciéon, vemos como el valor del minimo decrece conforme el campo
magnético crece. El comportamiento del minimo respecto del campo magnético es lo que
vemos en la Fig. 4.2b, el cual describe el fenémeno de la IMC.
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Fig. 7.33: Comparacion entre el potencial efectivo V. como funcién de v usando masas autocon-
sistentes, en los casos donde la temperatura esta fija, a la izquierda en T" =0.48 GeV, al centro
en T =0.62 GeV y a la derecha en T' =0.78 GeV, para distintos valores del campo magnético Las
constantes de acoplamiento y el parametro de masa tienen los valores A = 13.32, g = 0.36, a = 0.309

GeV y n=0.1.

Para observar que en efecto cambia el tipo de transicién, en la Fig. 7.30, observamos
el potencial efectivo graficado para distintos temperaturas, cercanas a la temperatura
de transicién asociada a cada uno de los campos magnéticos fijos que tomamos. Para
leB| = 1y 9 GeV?, es ficil ver como corresponden a un crossover y un primer orden,
respectivamente.

98



0.008 —‘ 1
— T=0.72 [GeV] —— T=0.66 [GeV] [ — T=0.56[GeV]
— T=0.76 [GeV] 001sf — T=0.70 [GeV] ] — T=0.60 [GeV]
0006 — T=0.80 [GeV] 1 — T=0.74 [GeV] — T=0.64 [GeV]

0.010(
0.004f

V[Gev*]
v [GeV*]

0.002 0.005

0.00 0.05 0.10 0.15 020 0.00 0.05 0.10 015 020 025 0.00 0.05 010 0.15 020 025 030 035
v[GeV] v [GeV] v[GeV]

(a) |eB| = 3GeV? (b) |eB| = 5GeV? (c) |eB| = 9GeV?

Fig. 7.34: Comparacién entre el potencial efectivo Vi, como funcién de v usando masas auto-
consistentes, en los casos donde el campo magnético estd fijo, a la izquierda en |eB| =3 GeV?, al
centro en |eB| =5 GeV? y a la derecha en |eB| =9 GeV?, para distintas temperaturas cercanas
a la temperatura de transiciéon de asociada a cada valor del campo magnético. Las constantes de
acoplamiento y el pardmetro de masa tienen los valores A = 13.32, g = 0.36, a = 0.309 GeV y
n=0.1.

Como tltimo y conclusivo paso, contruimos el diagrama de fase en el plano T'— |eB| y lo
mostramos en la Fig. 7.35, donde graficamos la temperatura de transicion como funciéon
de la intensidad del campo magnético.

[T T T T T T T T T T T T T T T T T

0.90 k- Crossover

—o— lerorden

0.85[

0.80F

T, [GeV]

075}

0.70F

0.60F ]
E 1 n n n 1 n n n 1 n |

0 ' ' 2 ' ' ' 4 6 8
|eB| [GeV?]

Fig. 7.35: Diagrama de fase efectivo en el plano T — |eB)|, asociado al potencial efectivo con
soluciones numéricas con masas autoconsistes.

Este analisis, donde usamos el valor de la constante de acoplamiento g, con el cual por
primer vez el campo promueve la restauracion, la correccion de las masas en el vacio debi-
do a efectos magnéticos y la implementacion de las masas autoconsistentes, nos permitio
encontrar un diagrama de fase en el plano T — |eB] en el cual observamos como la tem-
peratura de transicién decrece conforme el campo magnético crece, donde la transiciéon se
da en temperaturas menores a T' = 1 GeV y que hay un cambio de fase de crossover a un
primer orden, todas estas caracteristicas, son cercanas al comportamiento de los diagra-
mas de fase en este plano que se han reportado en la literatura de LQCD. Es importante
recalcar que este es el primer resultado exitoso con un modelo efectivo para reproducir
todas las caracteristicas de los diagramas de fase en el plano T — |eB| que han reportado
las distintas colaboraciones de LQCD.
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L K K O O X KK CAPfTULO 8
CONCLUSIONES

D O O e S O O e O O e O O S S e O

Con la intencion de construir un diagrama de fase efectivo de las interacciones fuertes
en presencia de campos magnéticos ultraintensos en el marco del LSMq, en esta tesis
partimos de encontrar el potencial efectivo con correcciones cuanticas, tanto térmicas, a
partir de realizar los calculos en el formalismo de Matsubara y magnéticas, a través del
uso de los propagadores para campos cargados en presencia de campos magnéticos en el
limite de campo fuerte. El potencial efectivo calculado corresponde al asociado al Modelo
Sigma Lineal acoplado con quarks, un modelo que tiene como grados de libertad a meso-
nes y fermiones. El LSMq al igual que QCD experimenta el rompimiento espontdneo de
la simetria. Es asi como analizar el comportamiento del parametro de orden v,,;,, es decir
el minimo del potencial efectivo como funciéon de la temperatura para distintos valores
de la intensidad del campo magnético es lo que nos permite por un lado, encontrar la
temperatura de transicion, a partir de la cual la simetria se ve restaurada y por otro lado,
el tipo de transicién al que corresponde. Con esta informaciéon somos capaces de construir
un diagrama de fase efectivo en el plano T — |eB|. En los primeros capitulos de esta tesis
sentamos bases tedricas como una vista general de las interacciones fuertes y la QCD
en el capitulo 2, presentamos el modelo y sus caracteristicas en el capitulo 3, asi como
las herramientas metodolégicas como el calculo explicito de la correccion magnética al
propagador y como se escribe en el limite de campo fuerte como funcion de los niveles de
Landau en el capitulo 4, y en el capitulo 5 presentamos el formalismo de Matsubara. Se
introduce la importancia de las correcciones cuanticas al potencial clasico para construir
el potencial efectivo asi como incluir la clasificacion de los tipos de transiciones desde un
estudio tanto del potencial como de su minimo. Gracias a todo esto en el capitulo 6 calcu-
lamos detalladamente el potencial efectivo con la correccion a 1-loop de cada uno de los
campos asi como la contribucion correspondiente a los diagramas de anillo. Debido a esta
ultima calculamos también cada autoenergia, para finalmente analizar nuestros resultados.

En el capitulo 7 se presenté un conjunto de resultados relevantes. En primer lugar, al
menos para el calculo de la correccién a 1-loop asociada a los bosones neutros, la so-
lucion del término térmico fue calculada usando una aproximacion a alta temperatura.
Mostramos como para una configuracion de parametros basada en las masas fisicas de
los bosones, la validez respecto a la soluciéon numérica es limitada, obteniendo resultados
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poco confiables. Por este motivo, consideramos una mejor opcién, generar el potencial
efectivo directamente con soluciones numéricas, sin aproximaciones debido a las escalas
energéticas. En este caso obtuvimos un diagrama de fase efectivo donde la temperatura de
transicion incrementa conforme crece el campo magnético y mas importante, observamos
por primera un cambio de un crossover a una transiciéon de fase de primer orden para va-
lores al rededor de |eB|=5 Gev?. Estos an4lisis nos motivaron a estudiar sistemdticamente
como cada término del potencial modifica al comportamiento del potencial clasico. En-
contramos dos hallazgos importantes, el término de vacio de los fermiones es responsable
de encontrar una transiciéon de primer orden y este término compite con el rompimiento
explicito, de manera que el minimo del potencial tiende a cero. El término térmico de los
fermiones contribuye a romper la simetria, comportamiento que es mas dominante que
los términos que la restauran, explicando porqué la temperatura de transiciéon crece. Este
descubrimiento abre la posibilidad de probar distintas configuraciones en el conjunto de
parametros de la teoria, mostramos por primera vez como para algunos valores de la cons-
tante de acoplamiento g, la cual consideramos independiente de A, el aumento en el campo
magnético favorece la restauracion de la simetria. Para tratar de remediar la limitante
que conlleva que el potencial efectivo sea complejo para valores de v cercanos al origen,
surge una solucion la cual es considerar masas efectivas en el vacio, resultado del apanta-
llamiento generado por el campo magnético. No obstante, un tratamiento més adecuado
es incluir todas las correcciones cuanticas a los campos incluyendo el vacio, que es a través
de trabajar con masas autoconsistentes. El diagrama de fase efectivo construido haciendo
uso de estas ultimas ideas dio resultados favorables, encontrando que su comportamiento
es cualitativamente consistente con los resultados que reporta LQCD. La temperatura de
transicion decrece como funcién del campo, comenzando con un crossover y terminando
con una transicion de primer orden; esto nos indica que hay catdlisis magnética inversa y
existe un punto critico terminal en el diagrama.

El diagrama de fase efectivo resultante del tratamiento autoconsistente, se basa en la idea
de considerar correcciones cuanticas tanto térmicas como magnéticas en las masas de cada
uno de los campos, para el caso de los fermiones la autoenergia no es conocida por lo cual
se penso solo como un valor proporcional al campo magnético aunque en realidad este sea
una funciéon més compleja. Ademas se realizo el analisis con la configuracién de parametros
con la cual probamos anteriormente que se favorecia la restauracion de la simetria. Es asi
como encontramos una ruta abierta para trabajos futuros, por un lado el estudio del
espacio de parametros libres de la teoria, es decir, encontrar alguna configuracion de A\, g
y a que nos permitan encontrar un mejor resultado y por otro lado el cédlculo explicito de
la autoenergia de los fermiones y de esta forma obtener un diagrama de fase efectivo de
la interaccion fuerte més consistente en el marco del LSMq.
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B R S B R BB APENDICE A

FORMULAS DE REFERENCIA

D O O e S O O e O O e O O S S e O

Este apéndice recopila algunas de las férmulas y conceptos que se usan con frecuencia en
este trabajo.

A.1. Meétrica de Minkowski

Cuando en este trabajo mencionemos que estamos trabajando con la métrica de Minkows-
ki, esta es la convenciéon que usamos

1 0 0 0
0 -1 0 0

wo_

=10 0o -1 o0 (A1)
00 0 -1

A.2. Integracién de loops
Para darle solucion a las integrales de los loops se hace uso de algunos métodos, principal-

mente dos: la rotacion de Wick y las integrales maestras, en d-dimensiones, en el espacio
de Euclides de integrandos tipo propagadores de Feynman.

A.2.1. Rotacién de Wick

Una herramienta para simplificar la integracién es cambiar del espacio de Minkowski al
espacio de Euclides, muy 1til en el formalismo de Matsubara, esto se hace mediante la
sustitucion

° =i}, ? =13, (A.2)
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donde ¢ esta en el espacio de momentos.

A.2.2. Formulas de integracion

Las integrales d-dimensionales en el espacio de Euclides, tienen la solucién general

A 1 1 I'n—%) (1 n—g
/ (2m) (63, + A)»  (4m)42  D(n) (Z) ) (A.3)

[NJIsH

-1

diy 0% 1 dDln—%-1)/1\"
/ 2m)d (2 + A (4m)d22  T(n) (z) : (A4)

Cabe mencionar que las integrales d-dimensionales de potencias impares de ¢ son cero
debido a que son funciones antisimétricas integradas sobre un dominio simétrico.

A.3. Matrices Gamma

Las matrices gamma, {7°,~%, 72,7}, son un conjunto de matrices que surgen de la ecua-
cién de Dirac por lo cual también son conocidas como matrices de Dirac. Aparecen en las
interacciones de QCD o de cualquier teoria que involucre campos fermidnicos de espin 1/2.

La matriz 7° se define como el producto de las cuatro matrices gamma donde ademéds
()*=1.

En la base de Dirac

10 0 0 0 0 0 1
o o1 0 o o 0o 10
T =100 -1 o |’ T=10 -10 0
00 0 -1 1 0 00
0 00 —i 0 01 0
, o o0 o0 , o 00 -1
=10 io0 ol TT1-1 00 o0 (A-5)
i 00 0 0 10 0
0010
. 000 1
N L0 00
0100
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Otra eleccién comin es la base de Weyl o quiral, en la que las 7* tienen la misma forma
pero no 7°, y +° es diagonal

0o __ 0 12 E Oak 5 —]2 0
7= <I2 0/’ 7= _O_k 0/’ 7= 0 [2 ) (A6)

o en notacion mas compacta

i .
7#:<O %)7 ot =(1,0%, o

5—M

Il
~—
\'P—‘

|

Q

©
S~—
—~
>

-3
SN—

Explicitamente, 7 y ° en la base de Weyl toman la forma

0010 -1 0 00
0001 0 -1 00
0 _ 5 _
Tt 00 0f T7lo 0o 10 (A.8)
0100 0 0 01
Las matrices de Dirac obedecen las relaciones de anticonmutaciéon
" =20 (A.9)
Con las matrices de Dirac, aparece la notacion slash de Feynman, que se define como
d = "a, (A.10)
Las matrices gamma obedecen las siguientes identidades de traza
Tr(+#) =0
Tr(~y#4"+...) = 0 ntimero impar de matrices
Tr(y*~+") = 4t
(’yuvr/)p 077 nv . po wp, Vo pno  vp\* <A11)
Tr(y"y"y"y7) = 4 ("0 = 00" + 0"n")
Tr(7%) =0

Tr(7#9"7%) = 0
Ademas, la matriz identidad en cuatro dimensiones y las n x n matrices de dimensién A
y B, satisfacen

Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B)
Tr(c A) = ¢ Tr(A) (A.12)
Tr(I4) =4

donde ¢ es una constante.
Para vectores arbitrarios de Lorentz a, b, tenemos

Qg
—ay
—ay
—as

at = (ao,al,a2, a3) , a, =
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Introducimos la notacion

a® = aﬁ — a3, (A.13)

donde
a = (a",0,0,a*) , ai=(0,a',d%0), (A.14)
(ab)y = a"0" —a®® , (ab) =a'b' +a’t?, (A.15)
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B R S BB APENDICE B

EXPANSION A ALTA TEMPERATURA

D O O e S O O e O O e O O S S e O

B.1. Bosones

Para calcular la correccién del potencial a 1-loop para bosones neutros en la aproximacion
a alta temperatura, se usa un método bien establecido en la literatura [64]. Vamos a partir
con la expresion general

haly) = [ a1 (B.1)
WY) = =— T ) .
I'(n) Jo Va2 +y? Vet
Estas integrales satisfacen la ecuacion diferencial
dh,, Py
R (B.2)
dy n
La expansion a alta temperatura es obtenida usando la identidad
1 1 1 >
- — = (B.3)

z
- ) J
ec—1 =z 2 * ; 22 4 (2m()?

Para n = 1, entonces tenemos una integral como

> 1 1
dx
0 \/x2 + 2 e\/m2+92 1

> ~1 1
:/0 e <2~/x—2+y2 +;x2+y2+(2w£)2>’ Y

hi(y) =

Dado que la integral en la ec. (B.4) diverge, vamos a regular la expresién agregando en el
numerador z~¢, donde 0 < e < 1
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1 x € x €
I.(y) == | dv—= — d
) 2/ x\/ﬁ—}—y? Ze:/ xx2+y2+(27r€)2

IR NS S w N S x (B.5)
=5/ N ;wﬂwv/ TR T )
=1 y) — I2(y),

sustituimos 2/ = z/y en I' y 2’ = z/(y* + (27r€)2)1/2 en I?(y), as

)= [ Y T(1/2 — ¢/2)T(¢/2)
W =5 ) e~ \/T W - (BY

IZ(y) _ Z (y2 + (271'6)2)71/2 /dx/ ((yQ + (27‘(’6)2)1/2)76

2+ (2ml)? 1+ 27

-y . [ =% i sec ()

= K (y2+(2ﬂg)2)1/2+e/2 14 z2 o - 2(y2+(2ﬂg)2)1/2+e/2 2

= i 2 + ! zsec (E>
o EronE oyt )2 A2

B i 2 1 N 2 B 2 N L |7 “oc <E>
= (271_5)1-1-6 (1 + : y? )126 (27T£)1+e (Qﬂg)l—ks yl—i-e 2 2
> 2 1 > 1 1 T e

(2m6)?2

00 2 1 ) 1 - e
{Ewr (5 T ) e g e (5)

=1
(B.7)
Tomando el limite e — 0
1 1 1
INy) = — — = (ve + In(y?) + v9(1/2)) (B.8)
2¢ 4
=1 1 1 v 1 m
I*(y) = — ( — 1) + — 4+ = — > In(47?) + —. (B.9)
; 20\ (14 y2/(210)?)z 2 2 4 2y
Uniendo todo tenemos
1 1 9 1 e 1 9
L(y) = 52 = 7 (i + (") =5 —In(4)) — 5= — o= + 7 In(47’)
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T =1 1
2 _;27 ((1+y2/(27r£>2)é N 1)

T g 1 ( y? ) =1 1
=—— - = —= In -y — -—1],
2y 2 4 1672 ; 20\ (14 2/ (210)?)z

tomando que y* < 1, es decir una expansién en series de la suma

(B.10)

7 e 1 y - v 3y 6
Iy) = =5, -5 — (167r2) * ; (4(2@%3 6o 1o ), (Bl

L= =2t ) + S (L) - O () oy, @y

donde g es la constante de Euler-Mascheroni y ((n) son valores de la funcién zeta de
Riemann y I.(y) = —hi(y).

B.2. Fermiones

Para fermiones existe un conjunto de ecuaciones completamente analogas al caso bosénico,
lo tinico que cambia es que en lugar de tener las distribuciones de Bose-Einstein, ahora
tenemos las distribuciones de Fermi-Dirac. Las integrales generales se expresan de la
siguiente forma

1 o ! 1
fn Yy)= —/ dx )

(B.13)

las cuales satisfacen de igual forma la ecuacién diferencial la ec. (B.2), en este caso usando

- z
_ , B.14
521 22+ (20w + )2 ( )

N —

1 R—
et +1

tenemos paran =1

%0 1 1
dx
0 VIR +yPeVeE 4

hily) = (B.15)

[ oS
= €T - .
0 20/t ety + (2n + )2

Regularizamos la integral incluyendo un término ¢ en el denominador, resultando en
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1 xr~°€ €
2/ x\/m 2@:/ xx2+y2+(2€7r+7r)2

=5 / dr—me = Y . / dr— (B.16)
2y \/H—TW - Y2 + (207 4 )2 1+ #

20m+7)2
= 1:(y) — L2(y),

donde I} es igual que en la ec. (B.8) y sustituimos 2’ = x/(y? + (207 + m)2)/% en I*(y),
asi

_y e ) 1/2/dg;/((342+(2€7r+7r)2)1/2)_6

Y2+ (20 +1)27 11 22

e
; v+ 2€7T+7T> )F / 1+$/2 Z 2(y? + 2€7r+7T) )5 Sec(?)

i + ! T sec (E)
= (y* + 27T£+7T) ) k3 (y2+7r2)136 2 2

l

(B.17)

= {; ((27r€+7r)1+e (1 + Lte + (2€7r+7f)1+6 o (2€7T—|—7r)1+€)

(2Z7r-|—7r)2 )

+ 1 ™ (7T€>
17 ( =sSeC\|—
(y2+m2) 7 [ 2 2

N {i - < 1 1) T C<1+e 3)
N € 2 1te —6 , =
/=1 <2€7T+7T)1+ (1 -+ (2@7?7)2) 2 (27T>1+ 2

+ ! 7TSGC (ﬂ-€>
(2 +72) % ) 2 2

3 ! 1 1 e 1 4 P
I?(y) = - —1 Sl VENCECAN) P (i T —
() Z(2£+1) ((1+( Y >+26 + 5 4“<7T2) o :

2@71’-1—71’)2

109



Uniendo todo tenemos

11 1 1, (4
I(y) 5% 1 (VE +In(y*) — vg — ln(4)) ___1 +Zln <_) +1

N = -1)
2V + w2 =20\ (1+ 42/ (20 +1)272)>
e 1 y? T <1 1
:——__1 z 1_ _ _ _1’
2 4n<ﬂ2)+ 2\/y? + 2 22€+1<(1+ v

=1 (2ml+m)?
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