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Resumen

El creciente interés en los sistemas donde la materia fuertemente interactuante experimen-
ta condiciones extremas, tales como altas temperaturas, altas densidades, y en especial,
campos magnéticos externos ultraintensos, surge de la pregunta de cómo éstas condicio-
nes influyen en el cambio de estado de la materia, es decir, pasar del gas de hadrones al
plasma de quarks y gluones.
Debido a que la teoŕıa que se encarga del estudio de las interacciones fuertes, la Cromo-
dinámica Cuántica, no puede ser estudiada a través de teoŕıa de perturbaciones a bajas
enerǵıas, donde se encuentran los hadrones. Es una buena alternativa abordar este tipo
de problemas a través de modelos efectivos en esas mismas regiones, tal como el Modelo
Sigma Lineal acoplado con quarks, donde los grados de libertad son piones, mesón sigma
y quarks no masivos. La propiedad que relaciona a este modelo y a la Cromodinámica
Cuántica, es que ambos experimentan el rompimiento espontáneo de la simetŕıa quiral.

En esta tesis buscamos construir un diagrama de fase efectivo de las interacciones fuertes
en el plano T − |eB|. Con este fin es necesario identificar la fase en la que se encuentra la
materia, para lo cual usamos como criterio el rompimiento o restauración de la simetŕıa
quiral, pensando en que las distintas fases de la materia poseen o no esta simetŕıa. El
mı́nimo del potencial de la teoŕıa cumple el rol del parámetro de orden.
Puesto que las correcciones cuánticas pueden cambiar el comportamiento del mı́nimo del
potencial clásico de una teoŕıa, calculamos la enerǵıa libre del sistema, es decir un po-
tencial efectivo que incluye el potencial a orden árbol o clásico, correcciones cuánticas a
1-loop y correcciones debido al apantallamiento, esto a través de incluir la contribución
de los diagramas de anillo. Consideramos que la presencia de campos magnéticos externos
uniformes ultraintensos actúan sobre las part́ıculas cargadas modificando su propagación
y ya que el sistema tiende al equilibrio térmico, calculamos las correcciones cuánticas en
el formalismo de Matsubara.

En esta tesis analizamos para distintos casos el comportamiento del mı́nimo del poten-
cial como función de la temperatura para distintos valores de la intensidad del campo.
Donde ocupamos expresiones obtenidas anaĺıticamente, para las cuales usamos algunas
aproximaciones, y soluciones numéricas, que no requieren de aproximaciones en las esca-
las energéticas. También, exploramos distintas configuraciones del conjunto de parámetros
libres de la teoŕıa y finalmente el resultado más relevante se dio luego de considerar el
apantallamiento en todos los campos, tanto en parte térmica como en su contribución de
vaćıo, pensando que el campo magnético permea incluso el vaćıo induciendo correcciones
magnéticas. El apantallamiento es implementado a partir de incluir correcciones cuánticas
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a las masas a través de la autoenerǵıa, no solo eso sino que lo hicimos de manera auto-
consistente este tratamiento de las masas juega un papel muy importante en cómo se ve
modificado el comportamiento del potencial, al igual que la elección de los valores de las
constantes de acoplamiento λ, g y el parámetro de masa a. Al implementar todas estas
ideas fuimos capaces de construir un diagrama de fase efectivo de la interacción fuerte en
presencia de campos magnéticos extremos.
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λ = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

7.6. Comparación entre el potencial de los bosones neutros V 1
0,T (v), con los
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tintas temperaturas, con los parámetros λ = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309
GeV. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

7.10. Potencial efectivo en la aproximación a alta temperatura V (v) para distin-
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g = 0.33 y a = 0.15 GeV. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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7.31. Potencial efectivo numérico usando masas autoconsistentes Vsc(v) para dis-
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Caṕıtulo 1

Introducción

El interés por conocer la estructura de la materia y su comportamiento ha evolucionado
a lo largo de los años, estudiando desde el átomo, el núcleo atómico, la estructura interna
de los nucleones, nos ha tráıdo a intentar comprender y describir a una parte de lo que co-
nocemos como más fundamental hasta el momento, la materia fuertemente interactuante.

Dicha materia se divide en dos grupos, las part́ıculas constituyentes, esto es, quarks, anti-
quarks y gluones, donde los quarks y sus anti-part́ıculas son fermiones y se clasifican a
partir de caracteŕısticas tales como su masa, cargas (ver 1.1) y números cuánticos en el
espacio de sabor (isoesṕın, extrañesa, encanto y belleza), y los gluones que son los bosones
de norma encargados de mediar la interacción fuerte. Además, los estados ligados de estas
part́ıculas, los hadrones, con la posibilidad de estar formados por tres quarks o anti-quarks
de valencia, caso que produce fermiones nombrados bariones o por una combinación de
quark y un anti-quark de valencia que resulta en bosones conocidos como mesones.

Quark Carga eléctrica (e) Masa

u (up) +2
3

2.16± 0.07 MeV
d (down) −1

3
4.70± 0.07 MeV

c (charm) +2
3

1.2730± 0.0046 GeV
s (strange) −1

3
93.5± 0.8 MeV

t (top) +2
3

172.57± 0.29 GeV
b (bottom) −1

3
4.183± 0.007 GeV

Fig. 1.1: Cargas eléctricas y masas de los quarks [1].

La Cromodinámica Cuántica (QCD por sus siglas en inglés) que es la teoŕıa que describe
las interacciones fuertes, posee dos propiedades que influyen en el comportamiento de la
materia fuertemente interactuante y cómo es que se aborda el estudio de la misma. Por
un lado, está el confinamiento, este se traduce desde que, a bajas enerǵıas o distancias
largas, la intensidad de la interacción crece de forma que favorece la creación de estados
ligados, esta propiedad es la responsable de que no podamos encontrar quarks y gluones
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libres en la naturaleza, sino que solo son detectados los hadrones. Por otro lado, se conoce
el rompimiento espontáneo de la simetŕıa quiral, el cual se entiende pensando en que a
pesar de que los quarks fuesen no masivos, el condensado de quarks en el vaćıo adquiere
un valor finito, este fenómeno se observa a través de la diferencia de masas entre quarks de
valencia y hadrones y se explica como la generación de part́ıculas debido a fluctuaciones
cuánticas. Dicho esto, se llega a la conclusión de que la materia fuertemente interactuante
puede ser encontrada en dos fases, un gas de hadrones o un plasma de quarks y gluones
(QGP por sus siglas en inglés), este último estado se describe a través de quarks y gluones
desconfinados, siendo las condiciones energéticas del sistema, las responsables de que se
encuentre el sistema en una fase u otra.

La transición de fase de la materia fuertemente interactuante es una de las grandes in-
terrogantes en la actualidad de la f́ısica de part́ıculas elementales [2–7]. En principio,
pensando en que uno de los sistemas f́ısicos que presentan este comportamiento es el
universo temprano [4, 8], donde se sabe que experimentó condiciones extremas, esto es,
temperaturas y densidades muy altas. Otro caso, son los objetos astronómicos muy den-
sos, como las estrellas de neutrones [9,10], donde en el núcleo de éstos, se considera podŕıa
existir materia nuclear desconfinada. Experimentalmente, también la transición de fase
puede existir en las reacciones que son resultado de las colisiones de iones pesados ultra-
relativistas [11, 12]. Aunado a lo anterior, se ha descubierto la generación de los campos
magnéticos más intensos del universo en las colisiones de iones pesados no centrales, estos
campos son generados por las part́ıculas espectadoras (ver Fig. 1.2). Los efectos magnéti-
cos en estos sistemas comenzaron a ganar popularidad, ya que ahora se sabe que no solo en
las colisiones de iones pesados [13,14] se experimenta una transición de fase entre el QGP y
hadrones que puede verse modificada por el campo magnético externo generado además de
las condiciones extremas antes mencionadas, sino también el universo temprano [15,16] y
objetos astrof́ısicos tales como estrellas de neutrones, en espećıfico los magnetares [17–19].

Fig. 1.2: Vista esquemática de una colisión no central de iones pesados. Donde se muestran las
part́ıculas espectadoras y participantes. [20]

Los campos magnéticos generados en las colisiones de iones pesados presentan una mar-
cada dependencia espacial y temporal. Por un lado, el valor medio de los intensos campos
magnéticos generados vaŕıan como función del parámetro de impacto, con una dirección
preferente en el espacio [21] y, por otro, decrecen rápidamente a medida que las part́ıculas
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espectadoras responsables de su generación se alejan del centro de la colisión [22]. Sin
embargo, resulta una buena aproximación tratarlos como campos uniformes y constantes.
Esta simplificación es especialmente válida cuando el campo magnético alcanza valores
suficientemente intensos, ya que en ese régimen sus efectos dominantes pueden capturarse
sin necesidad de considerar ni su variación espacio-temporal ni sus fluctuaciones cuánticas,
las cuales suelen ser subdominantes frente a la contribución clásica del campo promedio.

A partir de esto, la comunidad de altas enerǵıas ha abordado el estudio de la materia
fuertemente interactuante en presencia de campos magnéticos, usando varios enfoques,
como lo es el estudio de la restauración de la simetŕıa quiral. En particular, en el sec-
tor de quarks ligeros, donde es común aproximar su masa como nula. Sin embargo, la
QCD es una teoŕıa donde la constante de acoplamiento es relativamente grande a bajas
enerǵıas, lo cual implica que no es posible usar métodos perturbativos para el estudio de
este fenómeno, por lo cual es necesario el uso de otras técnicas.

En el régimen de bajas enerǵıas, uno de los enfoques más prometedores ha sido Lattice
QCD (LQCD por sus siglas en inglés), consiste en discretizar el espacio-tiempo en una
red, esto permite simular interacciones entre quarks y gluones usando métodos numéri-
cos. Además, se tienen los modelos efectivos, teoŕıas que comparten caracteŕısticas o en
particular, simetŕıas con la Cromodinámica Cuántica, donde es posible trabajar de forma
anaĺıtica o numérica, sin necesidad de discretizar el espacio-tiempo, de tal manera que
los métodos de cálculo usuales en teoŕıas cuánticas de campos se puede utilizar. Años
antes ya se comenzaban a estudiar las correcciones magnéticas en la propagación de cam-
pos cargados [23], resultado de la interacción con los campos magnéticos se encontró la
pérdida de invariancia de Lorentz y que la dinámica de estos campos cargados experi-
mentaba algo llamado reducción dimensional [24]. Al agregar este tipo de correcciones
en la dinámica de las interacciones fuertes, se obtuvieron resultados que indicaban que el
valor del condensado de quarks crećıa conforme el campo magnético externo aumentaba,
en otras palabras, el campo magnético promov́ıa la formación de estados ligados, a este
fenómeno se le conoce como Catálisis Magnética [25] (MC por sus siglas en inglés). No
obstante, cuando además de un campo magnético externo, el sistema se encuentra en un
baño térmico, con una temperatura alrededor de la temperatura de transición, el valor
del condensado ya no crece, sino que por el contrario, disminuye, presentándose entonces
la Catálisis Magnética Inversa [26–29] (IMC por sus siglas en inglés).

La importancia de la IMC radica en el hecho de que al disminuir el valor del condensado
de quarks, donde el condensado es el valor de expectación en el vaćıo de un par quark-
antiquark, es un indicador de la restauración de la simetŕıa quiral, la cual como ya se
mencionó, puede dotarnos de información acerca de la transición de fase de la materia
fuertemente interactuante.

Esta tesis está organizada de la siguiente manera. En el caṕıtulo 2 se hablará más a fondo
de las Interacciones fuertes, un poco de su historia, cómo surgió el interés en explicar el
comportamiento de la materia, aśı como la teoŕıa que se encarga de estudiarla, la Cromo-
dinámica Cuántica. Se va a presentar su Lagrangiano y explicar algunas sus caracteŕısticas
más importantes, en espećıfico el Corrimiento de la constante de acoplamiento y la Si-
metŕıa Quiral, para finalmente unir esta información y presentar los distintos diagramas

3



de fase para la interacción fuerte.

En el capitulo 3 se presenta el Modelo Sigma Lineal acoplado con quarks (LSMq por sus
siglas en inglés), el cual es el modelo efectivo de la QCD con el que se trabajará en este
proyecto, dado que comparte la caracteŕıstica del rompimiento espontáneo de la simetŕıa
quiral, presentando su Lagrangiano e incluyendo la interacción con el campo magnético a
través del acoplamiento mı́nimo, aśı como las reglas de Feynman de la teoŕıa.

En el caṕıtulo 4 se desarrollan las expresiones para los propagadores tanto escalar como
fermiónico cargados, en presencia de un campo magnético externo constante y uniforme,
en el formalismo del tiempo propio de Schwinger [30] para después reescribirlos en función
de los niveles de Landau, de manera que obtendremos a los propagadores en la aproxi-
mación de campo fuerte, objetos que necesitamos conocer para incluir las correcciones
magnéticas en el LSMq. Los campos magnéticos afectan de tal forma a la materia fuer-
temente interactuante produciendo fenómenos que modifican su dinámica tales como la
Catálisis Magnética y la Catálisis Magnética Inversa, esta última donde además interviene
la temperatura.

En el caṕıtulo 5, se estudian conceptos importantes de teoŕıa térmica de campos, entre
los cuales está el formalismo de tiempo imaginario y el potencial efectivo, este último de
gran importancia para nuestro proyecto, además de incluir un apartado sobre transiciones
de fase.

En el caṕıtulo 6 se calcula el potencial efectivo o enerǵıa libre, que incluyen las correccio-
nes a 1-loop del potencial para cada tipo de part́ıcula, las correcciones de los diagramas
de anillo y las respectivas autoenerǵıas.

En el caṕıtulo 7 al ya haber obtenido una expresión para la enerǵıa libre de la teoŕıa,
con correcciones termo-magnéticas en el ĺımite de campo fuerte y la aproximación a alta
temperatura, se hace un análisis para obtener un diagrama de fase efectivo de la teoŕıa.

Finalmente, en el caṕıtulo 8 se hace un resumen del trabajo realizado y se redactan las
conclusiones.
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Caṕıtulo 2

Interacción Fuerte

Luego del descubrimiento de los nucleones, es decir, las part́ıculas que conforman el núcleo
atómico: protones y neutrones, y debido a que se conoćıan los efectos de la interacción
electromagnética entre part́ıculas cargadas, la comunidad cient́ıfica que esperaba obser-
var repulsión por parte de los protones comenzó a buscar una explicación del porqué los
núcleos se manteńıan unidos. Como respuesta a este comportamiento, se consideró la exis-
tencia de una nueva fuerza, una que fuese tan intensa que mantuviese unidos a los núcleos
a pesar de la repulsión electromagnética, denominada fuerza nuclear fuerte, para la cual
se teorizó que dicha fuerza era mediada por una nueva part́ıcula, un bosón, nombrado
mesón [31], esto en analoǵıa con la interacción electromagnética donde se conoćıa que la
part́ıcula que mediaba la interacción era el fotón.

Se continuó con los intentos de encontrar una teoŕıa que explicara el comportamiento de
esta interacción, con un enfoque en la búsqueda de cantidades conservadas, es decir ante
transformaciones, como lo fue la carga eléctrica para el electromagnetismo para la fuerza
nuclear fue una propiedad entre protones y neutrones, el isoesṕın. Tal que, a diferencia
de QED con una simetŕıa del grupo U(1), la invariancia de isoesṕın respondió a una si-
metŕıa del grupo SU(2), esto para una teoŕıa de norma no abeliana con son las teoŕıas de
Yang-Mills [32].

En este punto, se créıa que la comprensión de la estructura fundamental de la materia
estable era buena, pensando que los bloques fundamentales de ésta eran los electrones,
protones y neutrones. Sin embargo, años más tarde, surgieron dificultades en la f́ısica
de part́ıculas, hab́ıa tantos avances en el área experimental y pocas explicaciones teóri-
cas. Desde los experimentos con rayos cósmicos y tras el desarrollo de los detectores de
part́ıculas, el número de part́ıculas descubiertas iba en aumento, algunas de las cuales
presentaban propiedades que llamaron la atención de los cient́ıficos, tales como tiempos
de vida tan cortos que no correspond́ıan a ninguno de los tipos de decaimientos conocidos
hasta el momento, masas y cargas eléctricas con valores particulares. Dichas part́ıculas
denominadas hadrones, fueron distinguidas entre bariones y mesones, dependiendo si es-
tas eran fermiones o bosones, respectivamente.
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Con el fin de organizar a los hadrones en familias surgió el eightfold way [33, 34], un es-
quema de clasificación basado en una simetŕıa de sabor SU(3) a partir de caracteŕısticas
propias de cada part́ıcula como su isoesṕın, carga eléctrica y extrañeza. Como resultado,
creció el interés sobre lo que se consideraba una part́ıcula elemental, puesto que los hadro-
nes, entre ellos protones y neutrones, ya no se pensaban como tal. Fue entonces cuando
se propuso una estructura más fundamental, la existencia de part́ıculas de las cuales es-
taban formados los hadrones, los llamados quarks constituyentes o de valencia [35,36], lo
cual fue comprobado experimentalmente poco tiempo después a través de experimentos
de dispersión inelástica profunda [37,38].

Para esos tiempos ya se sab́ıa que la fuerza responsable de mantener a los núcleos atómicos
unidos no era exclusiva de protones y neutrones, sino que también deb́ıa ser la responsable
de que los quarks se uniera para formar a los hadrones. Para ello deb́ıa existir una part́ıcu-
la portadora de la interacción, la cual se nombró gluón. Donde los gluones son bosones de
norma vectoriales, con una propiedad particular, distinta al ya conocido comportamiento
de los fotones, estos autointeractuaban, puesto que poseen una carga asociada al grupo
SU(3) de color al igual que los quarks, como resultado existen más opciones de tipo de
decaimiento fuerte. Esto pudo ser comprobado experimentalmente [39,40].

De este modo fue que se estableció la interacción fuerte como la responsable de que
los núcleos atómicos, formados por hadrones estén unidos y de que estos existan como
la unión de quarks y gluones, dicha interacción es descrita por una teoŕıa cuántica de
campos del tipo Yang-Mills acoplada a una teoŕıa de Dirac, la cual recibió el nombre de
Cromodinámica Cuántica [41, 42].

2.1. Cromodinámica Cuántica

La Cromodinámica Cuántica fue propuesta para entender la estructura de bariones y
mesones, en especial para dar respuesta a la existencia del barión ∆++ el cual parećıa
violar el principio de exclusión de Pauli, al estar conformado por tres quarks de valencia
up (uuu), resultando en que por lo menos dos de los quarks up que lo constituyen estaban
en el mismo estado cuántico (recordar que los quarks son part́ıculas fermiónicas), para
explicar a este barión se introdujo un nuevo grado de libertad. La carga de color asociada
con una simetŕıa del grupo SU(3), esto es, tres configuraciones posibles de carga de color,
donde de hecho, se presenta una invariancia ante rotaciones en el espacio de color.

2.1.1. Lagrangiano de la QCD

La densidad Lagrangiana de la Cromodinámica Cuántica está dada por

LQCD =

Nf∑
f=1

ψ̄f (iγ
µDµ −mf )ψf −

1

4
Ga

µνG
µν
a , (2.1)

donde los campos de Dirac de los quarks y antiquarks de corriente de sabor f se denotan
como ψf y ψ̄f , respectivamente. Nf es el número de sabores de los quarks. Las matrices
de Dirac son γµ. mf es la masa del quark de sabor f .
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La derivada covariante de QCD

Dµ = ∂µ + igT aGa
µ, (2.2)

con g la constante de acoplamiento de la teoŕıa, la cual da cuenta de la intensidad de la
interacción entre quarks y gluones y está asociada a la constante de acoplamiento fuerte
por la relación

g2 = 4παs. (2.3)

T a forma parte de un conjunto de matrices proporcional a las matrices de Gell-Mann λa,
las cuales son los generadores de SU(3), tal que

T a =
λa

2
. (2.4)

Ga
µ es un campo vectorial que describe al gluón donde el ı́ndice a corre sobre el espacio

de color en la representación adjunta y el ı́ndice µ representa los grados de libertad en el
espacio cuatro-dimensional de Lorentz, ı́ndices que se contraen con las matrices de Dirac
y Gell-Mann, esto es una suma sobre todos los elementos de estos espacios.

Por último, se encuentra Ga
µν que es el tensor de intensidad del campo, asociado al sector

de norma, este término ayuda a garantizar la invariancia del Lagrangiano ante una trans-
formación de norma y aparece como análogo al tensor de Faraday, Fµν , pero que además
está contemplando el álgebra en el espacio de color y está dado por

Ga
µν = ∂µG

a
ν − ∂νG

a
µ − gfabcG

b
µG

c
ν , (2.5)

donde fabc son los factores de estructura o constantes de grupo, y abc son ı́ndices que
recorren el espacio de color.

El primer término de la ec. (2.1) se traduce en la dinámica de los quarks, se entiende
como su propagación, aśı como en el tercer término, el producto que contenga dos campos
gluónicos, corresponde a la propagación de los gluones.
Finalmente, los demás términos están asociados a las posibles interacciones que existen en
la teoŕıa, por un lado la interacción entre quarks y gluones y por otro lado los términos con
más de dos campos gluónicos que describen la autointeración entre tres y cuatro gluones,
esta información se conoce como las reglas de Feynman de la teoŕıa, vistas gráficamente
con diagramas de Feynman en la Fig. 2.1.

2.1.2. Corrimiento de la constante de acoplamiento

En teoŕıa cuántica de campos existe la posibilidad de que en los procesos como la propa-
gación de una part́ıcula ocurran fluctuaciones, que permiten la creación y aniquilación de
part́ıculas virtuales, esto siempre que se respete el principio de incertidumbre de Heisen-
berg.

En un proceso de dispersión, un objeto donde se incluyen las correcciones cuánticas de-
bido a las fluctuaciones es la matriz de dispersión M. Uno de los métodos más usados en
las teoŕıas cuánticas de campos es la teoŕıa de perturbaciones. En analoǵıa con el méto-
do perturbativo, un proceso de dispersión puede ser visto en términos de diagramas de
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Propagador de quark p
i

pµγµ −mf + iϵ

Propagador de gluón
a
µ b

ν
k

−i δab

k2 + iϵ

(
ηµν − (1− ξ)

kµkν

k2

)

Vértice quark-gluón
a
µ

igT aγµ

Vértice 3-gluón
a
µ

b
ν

c
ρ

k1
k2

k3
−gfabc [(k1 − k3)

νηµρ

+(k2 − k1)
ρηµν + (k3 − k2)

µηνρ]

Vértice 4-gluón

a
µ

b
ν

c
ρ

d
σ

−ig2
[
fabcf cde(ηµρηνσ − ηµσηνρ)

+facef bde (ηµνηρσ − ηµσηνρ)
+fadef bce(ηµνηρσ − ηµρηνσ)

]

Fig. 2.1: Reglas de Feynman de QCD. pµ y kµ son cuadri momentos. γµ las matrices de Dirac. mf

la masa del fermión. δab es el delta de Kronecker en el espacio de color. ξ es el parámetro que fija la
norma del propagador del gluón. g es la constante de acoplamiento fuerte. T a los generadores del
grupo SU(3) en la representación fundamental. fabc las constantes de estructura del grupo SU(3).
ηµν es la métrica de Minkowski. Los ı́ndices a, b, c, d recorren el espacio de color mientras que los
ı́ndices µ, ν, ρ, σ representan los grados de libertad en el espacio de Lorentz.

Feynman en la Fig. 2.2.

Es relevante saber que cada uno de las posibilidades es proporcional en algún orden a
la constante de acoplamiento fuerte αS, en ese sentido, la suma de las contribuciones de
cada diagrama termina siendo una expansión de la dispersión en términos de αs.
Si la constante es pequeña, también se piensa como una serie perturbativa debido a las
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correcciones cuánticas, donde los procesos a ordenes más bajos serán más dominantes que
los subsecuentes.

= + + + + +

︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
O(αs) O(α2

s)

Fig. 2.2: Diagramas de Feynman que contribuyen en la representación perturbativa de la dispersión
de un par quark-antiquark con las interacciones permitidas en QCD, ordenados en potencias de la
constante de acoplamiento fuerte αs.

En principio a mayor enerǵıa, la probabilidad de que ocurran fluctuaciones más complejas
es mayor. Por lo tanto, podŕıan aparecer contribuciones con un mayor número de vértices,
lo cual se traduce en procesos con potencias de αs cada vez más grandes. Resumar estas
contribuciones, a cada orden, nos permiten conocer la dependencia de la constante de
acoplamiento αs respecto a la escala energética del proceso µ, a partir de la llamada
función beta

β(α) = µ
∂α

∂µ
. (2.6)

Para valores pequeños de la constante de acoplamiento es una buena aproximación con-
siderar solo los términos más dominantes, que son las potencias menores de αs

β(α) = β0α
2
s + β1

(
α2
s

)2
+ . . . (2.7)

A diferencia de las teoŕıas de norma Abelianas, en QCD, dado que los gluones poseen
carga de color al igual que los quarks, se les permite autointeractuar, esta propiedad es
la responsable de términos extras a cada orden en la corrección de la constante de aco-
plamiento fuerte. Estos téminos extras, generan un fenómeno peculiar en QCD que es el
anti-apantallamiento.

p2 p4

q

p3p1

p2 p4
q

q − kk

q
p3p1

Fig. 2.3: Diagramas de dispersión de un par quark anti-quark, donde podemos ver la relación entre
los momentos externos y el momento transferido (q = p1 − p3 = p2 − p4).
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Aśı que la constante de acoplamiento fuerte a orden ĺıder, con dependencia en el momento
transferido que podemos ver en la Fig. 2.3, con Q2 = −q2 tenemos

αs(Q
2) =

α(µ
2)

1 + β0α(µ2) ln
(

Q2

µ2

) , (2.8)

donde

β0 =
11Nc − 2Nf

12π
, (2.9)

con Nc = 3 el número de color y Nf = 6 el número de sabor asociado al espacio de quarks.
Conocer a αs como función del momento transferido Q2, nos permite observar su corri-
miento, como se muestra en la Fig. 2.4.

Conociendo la expresión de la ec. (2.8), la cual es una buena aproximación para altas
enerǵıas, es posible identificar dos tipos de comportamientos de la intensidad del acopla-
miento, por un lado, a altas enerǵıas el acoplamiento tiende a valores pequeños y se puede
notar que conforme la enerǵıa disminuye esta constante aumenta, sin embargo, que cierto
que a bajas enerǵıas esta expresión no es válida debido a que el método perturbativo ya
no es válido.

La Cromodinámica Cuántica, está dividida en regiones energéticas, debido a que el método
perturbativo usado en cálculos de este tipo de teoŕıas se hacen al rededor de parámetros
como las constantes de acoplamiento. Siendo que para cuando la constante de acopla-
miento es pequeña es llamada región perturbativa, cierta para sistemas a altas enerǵıas o
pequeñas distancias y por el contrario cuando el acoplamiento es grande se conoce como
región no perturbativa, esto para sistemas a baja enerǵıa o largas distancias.

Fig. 2.4: Corrimiento de la constante de acoplamiento fuerte respecto a la enerǵıa, [43].

Además, se pueden conocer dos fenómenos propios de la QCD desde la constante de
acoplamiento y en relación con las regiones energéticas de la teoŕıa.

2.1.2.1. Libertad Asintótica

La libertad asintótica se entiende como el fenómeno a muy altas enerǵıas o distancias muy
pequeñas, en donde la intensidad de la interacción entre quarks y gluones es pequeña. Es
decir, los quarks y gluones solo pueden estar en estado libre si su enerǵıa es infinita.
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2.1.2.2. Confinamiento

El confinamiento se refiere al fenómeno que ocurre a bajas enerǵıas o distancias grandes,
donde la interacción entre quarks y gluones se vuelve muy intensa. La magnitud de la
interacción impide que los quarks y gluones existan de manera aislada y se traduce en la
formación de estados ligados de quarks y gluones, es decir, los hadrones.
Si bien, αs depende de la escala energética µ, esta no es única, hay en especial un valor
conocido como la escala de QCD, ΛQCD, la cual es la cota inferior de la enerǵıa a partir
de la cual se puede considerar que estamos en la región perturbativa de QCD; o bien si
tomamos su inverso, que corresponde a las distancias, ΛQCD es el umbral donde distin-
guimos entre hadrones y quarks y gluones, de este modo el corrimiento de la constante es
como

αs(Q
2) =

1

β0 ln
(

Q2

Λ2
QCD

) , (2.10)

donde la escala t́ıpicamente toma su valor a través de medir su evolución en la masa del
bosón Z [44]

ΛQCD = 341(12) MeV. (2.11)

2.2. Rompimiento espontáneo de la simetŕıa quiral

El fenómeno llamado rompimiento espontáneo de la simetŕıa que ocurre en la Cromo-
dinámica Cuántica, puede ser explicado de forma más simple considerando una teoŕıa con
dos campos escalares reales como grados de libertad, σ y π, con un potencial de la forma

V (σ, π) =
λ

4

(
σ2 + π2

)2
+
µ2

2

(
σ2 + π2

)
+ cte. (2.12)

Dicho potencial y en general la teoŕıa posee una simetŕıa continua SU(2), es decir, es
invariante ante rotaciones.

En general se considera a λ una constante positiva y análisis interesante es considerar que
el parámetro µ2 no es necesariamente positivo, es decir, que este puede ser

µ2 > 0 ó µ2 < 0. (2.13)

Cuando µ2 = a2 es positivo, el potencial es como en la Fig. 2.5a. Es fácil ver que el
potencial posee un mı́nimo global ubicado en el origen y cuando se está en el estado base,
el sistema es invariante ante rotaciones.

Por otro lado, tomando µ2 = −a2, un valor negativo definido, el potencial se ve como en
la Fig. 2.5b, en este caso el potencial tiene un máximo local en el origen y una infinidad
de mı́nimos globales en v fuera del origen, los cuales satisfacen la relación

⟨σ⟩2 + ⟨π⟩2 = v2. (2.14)
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O por conveniencia, elegimos el estado base como

⟨σ⟩ = v, ⟨π⟩ = 0. (2.15)

Los estados base de la teoŕıa están degenerados, y una vez que se elige uno, desde este
lugar se pierde la invariancia ante rotaciones, es cuando decimos que la simetŕıa se ha roto.

σ

π

V (σ, π)

(a)

σ

π

V (σ, π)

(b)

Fig. 2.5: Potencial con rompimiento espontáneo de la simetŕıa.

Aśı como en el caso del campo escalar donde estudiamos en espećıfico el rompimiento
espontáneo de la simetŕıa, ahora consideraremos las teoŕıas con fermiones como es QCD
y esto en general puede ser explicado a partir del Lagrangiano de Dirac, donde escribimos
los espinores de Dirac ψ descompuestos en dos componentes de espinores de Weyl

ψ =

(
ψL

ψR

)
. (2.16)

Donde además, las matrices de Dirac en la base de Weyl están dadas en el Apéndice A,
de forma que para el campos fermiónicos no masivos tenemos entonces

Lquiral = iψ̄Lσ̄
µ∂µψL + iψ̄Rσ

µ∂µψR, (2.17)

donde σµ = (1, τi) viene de la representación quiral de las matrices de Dirac γµ y τi son
las matrices de Pauli.

Este Lagrangiano tiene una simetŕıa global SU(2)L × SU(2)R, bajo transformaciones

SU(2)L : ψ′
L = ULψL, SU(2)R : ψ′

R = URψR, (2.18)

donde L es izquierdo y R es derecho, las matrices de transformación en SU(2) son como

UL,R = eiα⃗L,R·τ⃗/2, (2.19)

con τ⃗ los generadores del álgebra de Lie de SU(2), el Lagranquiano quiral es invariante.

mψ̄ψ −→ mψ̄RψL +mψ̄LψR. (2.20)
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Siempre que UL ̸= UR, al aplicar las transformaciones de la ec. (2.19) en los términos de
la ec. (2.20) es fácil ver que estos términos no son invariantes ante las transformaciones
quirales.

Aún si se considera que los campos no tengan masa, como es usual en las teoŕıas cuánticas
de campos, en QCD el valor de expectación en el vaćıo toma un valor finito, es decir que
ocurre la formación del llamado condensado de quarks o condensado quiral, visto como

⟨ψ̄LψR⟩ = −σ. (2.21)

Considerando que σ > 0, el valor negativo del condensado quiral se debe a la convención
usada en la teoŕıa y tiene una justificación f́ısica relacionada con la enerǵıa del vaćıo.
Dicho condensado, al igual que en el caso donde se consideran masivos los campos, no es
invariante ante las transformaciones quirales.

En teoŕıa cuántica de campos, este fenómeno se traduce en el rompimiento espontáneo de
la simetŕıa quiral, puesto que el vaćıo de la teoŕıa no es invariante ante trasformaciones a
las cuales el Lagrangiano en este caso, śı lo es.

Dicho esto, algo que llama la atención de la materia fuertemente interactuante surge al
comparar la masa de los mesones más ligeros (los piones con masas entre 134-139 MeV),
con la masa de sus quarks constituyentes (los quarks up y down con masas de 2.16 y 4.7
MeV, respectivamente).

Además que al comparar la escala de QCD con los valores de las masas de los quarks más
ligeros, es útil pensar que al menos en un espacio de sabor SU(2) los campos fermiónicos
son no masivos.

En ese sentido, en el ĺımite donde las masas de los quarks más ligeros se considera nula,
decimos que la QCD tiene una simetŕıa quiral aproximada. Además, cuando observamos
el Lagrangiano de la QCD de la ec. (2.1), podemos ver que el sector de los gluones no
interviene en el comportamiento de la simetŕıa quiral, por lo cual, los modelos efectivos a
baja enerǵıa no requieren ser invariantes de norma para estudiar la transición de fase.

2.3. Diagrama de fase de las interacciones fuertes

Un diagrama de fase es una herramienta usada para representar los distintos estados de
un sistema, en función de sus variables termodinámicas. Muestra las regiones donde cada
fase es estable aśı como las transiciones entre ellas. En teoŕıas donde los sistemas exhiben
más de una fase, es útil estudiar el comportamiento de sus simetŕıas, debido a la restau-
ración/rompimiento de la simetŕıa corresponde a una transición de fase.

La materia fuertemente interactuante se compone por quarks, gluones y sus estados liga-
dos: los hadrones. Además en la QCD existe una simetŕıa aproximada, la simetŕıa quiral,
que experimenta un rompimiento espontáneo. Esto nos permite decir que dicha materia
se puede encontrar en dos fases, el plasma de quarks y gluones y la fase del gas de ha-
drones. Y que además es posible estudiar sus transiciones de fase a partir del estudio del
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comportamiento de su simetŕıa, es decir, de los parámetros termodinámicos a los cuales
ocurre el rompimiento o restauración de la simetŕıa quiral.

Los sistemas f́ısicos antes mencionados, donde existe la materia fuertemente interactuan-
te, comparten caracteŕısticas, presentan condiciones extremas, esto es altas temperaturas,
altas densidades y la presencia de campos magnéticos externos muy intensos, en las cuales
se piensa que se encuentra el QGP.

La representación más usual del diagrama de fase hipotético de QCD se ve como en la
Fig. 2.6, un diagrama de fase en el plano (T − µB), función de la temperatura T y del
potencial qúımico bariónico µB. En la región donde el potencial qúımico y la temperatura
son bajos es donde se encuentra la materia hadrónica. Mientras que al aumentar la tem-
peratura y/o bien el potencial qúımico bariónico, se encuentra el QGP. La transición de
fase, ocurre a cierta temperatura de transición Tc, a bajo potencial qúımico se encuentra
un crossover de acuerdo a los resultados reportados por LQCD [4]. A lo largo de la curva
de transición, al aumentar el valor del potencial se encuentra un punto cŕıtico terminal, es
decir, se identifica el cambio de un crossover a una transición de primer orden. En general,
la temperatura de transición decrece como función del potencial qúımico bariónico.

Entendemos que a bajas temperaturas la simetŕıa quiral está rota pensando que existen los
estados ligados, llamados hadrones y también cómo la temperatura induce la restauración
de la simetŕıa quiral, a temperaturas más altas se encuentra la fase desconfinada, el plasma
de quarks y gluones.

µB

T

QGP

HAD

Fig. 2.6: Diagrama de fase hipotético de QCD en el plano (T − µB), donde la ĺınea punteada
corresponde a un crossover, la ĺınea sólida a una transición de primer orden y el punto representa
un punto cŕıtico.

Otro diagrama de fase de las interacciones fuertes se puede representar en el plano (T −
eB), que muestra los efectos de los campos magnéticos ultra intensos y de la temperatura
con el fin de observar la transición, esto es un diagrama como el que se muestra en la
Fig. 2.7. Aunque comparte caracteŕısticas con el diagrama de la Fig. 2.6 como lo son los
tipo de transición y la existencia de un punto cŕıtico terminal, este caso está relacionado
con un fenómeno antes mencionado, la catálisis magnética inversa, puesto que muestra
como conforme el campo magnético aumenta, la temperatura de transición disminuye, o
bien que el valor del condensado decrece con respecto del crecimiento del campo a una
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temperatura fija mayor que la temperatura de transición, favoreciendo la restauración de
la simetŕıa quiral.

Fig. 2.7: Diagrama de fase hipotético de QCD en el plano (T − eB), donde se identifican las
regiones donde se encuentra un crossover, una transición de primer orden y un punto cŕıtico [45].

Un punto relevante a distinguir, es que a pesar de que LQCD es un enfoque no pertur-
bativo bien establecido para resolver la teoŕıa de la Cromodinámica Cuántica, cuando
se trata de la materia fŕıa y densa esta técnica tiene muy poco poder predictivo, esto
debido al problema severo del signo [46], por lo cual, gran parte de los estudios que se han
reportado provienen de teoŕıas efectivas de baja enerǵıa [47], enfoque que será aplicado
en este proyecto en búsqueda de un diagrama de fase efectivo.
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Caṕıtulo 3

Modelo Sigma Lineal acoplado con
quarks

3.1. Lagrangiano

El Modelo Sigma Lineal surgió en 1960 desde un Lagrangiano de las interacciones fuer-
tes [48] propuesto para describir la interacción entre nucleones y piones, al introducir un
nuevo mesón escalar sigma [49].

Es actualmente uno de los modelos efectivos de la QCD a bajas enerǵıas más usados
debido a que posee una caracteŕıstica de gran interés, es invariante ante transformaciones
quirales en el espacio SU(2)L × SU(2)R de modo que puede ser analizado el rompimiento
espontáneo de la simetŕıa, en ese sentido, este modelo es útil para estudiar la simetŕıa
quiral aproximada asociada a la Cromodinámica Cuántica.

El Lagrangiano del Modelo Sigma Lineal es dado como

L =
1

2
(∂µσ)

2+
1

2
(∂µπ⃗)

2+
a2

2
(σ2+π⃗2)−λ

4
(σ2+π⃗2)2+iψ̄γµ∂µψ−gψ̄

(
σ + iγ5τ⃗ · π⃗

)
ψ, (3.1)

donde λ y g son constantes de acoplamiento positivas asociadas a la autointeracción en-
tre bosones y la interacción bosón-fermión, respectivamente. a es el parámetro de masa,
además en una representación del grupo SU(2), el campo fermiónico cargado no masivo
ψ es un doblete de isoesṕın, los campos pseudoescalares π⃗ = (π1, π2, π3) forman un tri-
plete de isoesṕın y el campo escalar real σ corresponde a un estado singulete. Finalmente
τ⃗ = (τ1, τ2, τ3), donde τi son las matrices de Pauli, los generadores del grupo SU(2).

La simetŕıa quiral puede ser mostrada desde la ec. (3.1), al reescribir en términos de la
matriz

Σ = σ + iτ⃗ · π⃗, (3.2)
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la cual satisface

σ2 + π⃗2 =
1

2
Tr[Σ†Σ], (3.3)

aśı como

(∂µσ)
2 + (∂µπ⃗)

2 =
1

2
Tr[∂µΣ

†∂µΣ], (3.4)

además de tomar el espinor

ψ =

(
ψL

ψR

)
, (3.5)

tal que es posible escribir

L =
1

4
Tr[∂µΣ

†∂µΣ] +
a2

4
Tr[Σ†Σ]− λ

16
Tr[Σ†Σ]2 + iψ̄Lγµ∂µψL + iψ̄Rγµ∂µψR

− gψ̄LΣψR − gψ̄RΣ
†ψL. (3.6)

Análogo al caso de la QCD, si los espinores quirales se transforman como

ψ′
L,R = UL,RψL,R, ψ̄′

L,R = ψ̄L,RU
†
L,R, (3.7)

donde las matrices UL,R están dadas en la ec. (2.19), se satisface que los términos cinéticos
son invariantes, sin embargo, para que se cumpla

ψ̄′
LΣ

′ψ′
R + ψ̄′

RΣ
′†ψ′

L = ψ̄LU
†
LΣ

′URψR + ψ̄RU
†
RΣ

′†ULψL = ψ̄LΣψR + ψ̄RΣ
†ψL, (3.8)

la matriz Σ debe transformarse como

Σ′ = ULΣU
†
R, Σ′† = URΣ

†U †
L, (3.9)

es decir, el Lagrangiano del modelo sigma lineal es invariante bajo las transformaciones
en SU(2)L × SU(2)R, dadas por las ecs. (3.7) y (3.9), y por lo tanto se dice que posee
simetŕıa quiral.

Por otro lado, es posible reescribir el Lagrangiano en término de los campos f́ısicos, to-
mando a π3 como el campo del pión neutro π0 y a los de los piones cargados como campos
complejos dados por la transformación

π± =
1√
2
(π1 ∓ iπ2) . (3.10)

De forma que se tiene

L =
1

2
(∂µσ)

2 +
1

2
(∂µπ0)

2 + ∂µπ−∂
µπ+ +

a2

2
(σ2 + π2

0 + 2π−π+)−
λ

4

(
σ2 + π2

0 + 2π−π+
)

+ iψ̄γµ∂µψ − gψ̄
(
σ + iγ5τ⃗ · π⃗

)
ψ,

(3.11)
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o bien

L =
1

2
(∂µσ)

2 +
1

2
(∂µπ0)

2 + ∂µπ−∂
µπ+ +

a2

2

(
σ2 + π2

0

)
+ a2π−π+

− λ

4

(
σ4 + π4

0 + 4(π−π+)
2 + 2σ2π2

0 + 4σ2π−π+ + 4π−π+π
2
0

)
+ iψ̄γµ∂µψ − gψ̄ψσ − igψ̄γ5(τ+π+ + τ−π− + τ3π0)ψ,

(3.12)

con las matrices de Pauli reescritas como

τ± =
1√
2
(τ1 ∓ iτ2) . (3.13)

3.2. Rompimiento de la simetŕıa quiral en el LSMq

El Lagrangiano de la ec. (3.1) reescrito como la ec. (3.6) satisface que es invariante ante
transformaciones quirales, sin embargo, esto es debido a que los campos fermiónicos se
han considerados no masivos hasta ahora, para emular el fenómeno que sucede en la
Cromodinámica Cuántica, rompemos espontáneamente la simetŕıa, a partir de que el
campo σ adquiera un valor de expectación en el vaćıo distinto de cero, vamos a escribir
al campo σ haciendo un desplazamiento

σ → σ + v. (3.14)

Al desarrollar la ec. (3.12) con el cambio en el campo σ, tenemos

L =
1

2
∂µσ∂

µσ +
1

2
∂µπ0∂

µπ0 + ∂µπ−∂
µπ+ − 1

2

(
3λv2 − a2

)
σ2 − 1

2

(
λv2 − a2

)
π2
0

−
(
λv2 − a2

)
π−π+ + iψ̄γµ∂µψ − gvψ̄ψ + Lint − V árbol,

(3.15)

donde

Lint =− λ

4
σ4 − λvσ3 − λv3σ − λσ2π−π+ − 2λvσπ−π+ − λ

2
σ2π2

0 − λ(π−π+)
2

− λ

4
π4
0 + a2vσ − λπ−π+π

2
0 − gψ̄ψσ − igψ̄γ5 (τ+π+ + τ−π− + τ3π0)ψ,

(3.16)

contiene todos los términos de interacción entre los campos, de estas posibles interaccio-
nes obtenemos las reglas de Feynman de los vértices de la teoŕıa, mostrados mediante
diagramas de Feynman en la Fig. 3.1.

Y el término

V árbol = −a
2

2
v2 +

λ

4
v4, (3.17)

es el potencial clásico o bien el potencial orden árbol, el cual posee un mı́nimo en

v0 =

√
a2

λ
, (3.18)
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σ

σ

σ

σ

= −iλ
4

σ

σ

π±

π±

= −iλ

π0

π0

σ

σ

= −iλ
2

π0

π0

π0

π0

= −iλ
4

π±

π±

π0

π0

= −iλ

π±

π±

π±

π±

= −iλ

σ

π0

π0

= −iλv σ

π±

π±

= −2iλv σ

σ

σ

= −iλv

σ

ψ

ψ̄

= −ig π±

ψ = d, u

ψ̄ = ū, d̄

=
√
2gγ5 π0

ψ

ψ̄

= ±gγ5

Fig. 3.1: Diagramas de Feynman de los vértices en el Modelo Sigma Lineal acoplado con quarks
y su valor, donde las ĺıneas punteadas corresponden a los mesones σ, la ĺınea sólida a los piones
neutros π0, las lineas dobles a los piones cargados π± y las ĺıneas con una flecha a los quarks.

el cual es el parámetro de orden de la teoŕıa y se conoce como el valor de expectación en
el vaćıo.

De la ec. (3.15) es posible identificar que los campos, tanto bosónicos como fermiónicos,
desarrollaron masas dinámicas con dependencia en el parámetro de orden v, definidas
como

m2
σ(v) = 3λv2 − a2, m2

0(v) = λv2 − a2, mf (v) = gv. (3.19)

Como consecuencia del rompimiento espontáneo de la simetŕıa en este modelo, es que a
pesar de que en principio los campos fermiónicos eran no masivos, estos ahora adquie-
ren una masa. Además, en el Lagrangiano se puede incorporar un término que rompa
explicitamente la simetŕıa quiral, que en este caso para el modelo Sigma Lineal es

δL = hσ, (3.20)

donde h es el parámetro del rompimiento de la simetŕıa. De esta forma, al escribir el
término del rompimiento espontáneo de la simetŕıa v, como en la ec. (3.15), el potencial
a orden árbol adquiere la forma

V 0 = −a
2

2
v2 +

λ

4
− hv. (3.21)

Ahora este potencial se ve como en la Fig. 3.2, donde además de notar que ya no es simétri-
co, el mı́nimo también se ve modificado, tomando un valor distinto al de la ec. (3.18),
ahora en un valor fπ.
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σ

U(σ, π = 0)

fπ

Fig. 3.2: Potencial a orden árbol con rompimiento expĺıcito de la simetŕıa.

Debido a que trabajaremos con un sistema donde los campos magnéticos permean el
espacio, esto implica que las part́ıculas cargadas en presencia de un campo magnético
externo, van a interactuar con éste. Por lo tanto, es necesario incluir estos efectos en la
propagación de las part́ıculas, a través de la derivada covariante o acoplamiento mı́nimo

∂µ → Dµ = ∂µ + iqAµ, (3.22)

donde q es la carga eléctrica de la part́ıcula y Aµ es el cuadri potencial electromagnético
asociado al campo magnético externo.

Aśı obtenemos el Lagrangiano del Modelo Sigma Lineal acoplado con quarks donde la
derivada covariante de los campos cargados se ha incluido, debido a la presencia de un
campo magnético externo constante, escrito como función del valor de expectación v
debido al rompimiento espontáneo de la simetŕıa.

L =
1

2
∂µσ∂

µσ +
1

2
∂µπ0∂

µπ0 +Dµπ−D
µπ+ − 1

2
m2

σ(v)σ
2 − 1

2
m2

0(v)π
2
0

−m2
0(v)π−π+ + iψ̄γµDµψ −mf (v)ψ̄ψ + Lint − V árbol.

(3.23)
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Caṕıtulo 4

Campos Magnéticos e
Interacciones Fuertes

En teoŕıa cuántica de campos los propagadores permiten describir cómo una part́ıcula
viaja entre dos puntos en el espacio-tiempo o que viaje con una cierta enerǵıa y momento.
En general, para una part́ıcula escalar libre en el espacio de momentos, en la métrica de
Minkowski, su propagador es

G (p) =
1

p2 −m2 + iϵ
, (4.1)

o bien, en el formalismo del tiempo propio de Schwinger [23], como

G (p) = i

∫ ∞

0

ds e−is(p2−m2+iϵ). (4.2)

Sin embargo, cuando una part́ıcula cargada está en presencia de un campo magnético, su
propagación se ve modificada debido a la interacción con el campo.

En este caṕıtulo se calculan la expresiones de los propagadores en presencia de un campo
magnético constante externo con magnitud B en la dirección ẑ, tanto para campos de
Klein-Gordon como de Dirac en el espacio de momentos, denotados como G(p) y S(p),
respectivamente.
Además se profundiza en dos de los fenómenos que resultan de la interacción entre campos
magnéticos externos con la materia que interactúa fuertemente, la Catálisis Magnética y
la Catálisis Magnética inversa.

4.1. Propagador en presencia de un campo magnéti-

co constante

Siguiendo el desarrollo hecho en [30], partimos de la función de Green, esto es el propa-
gador, que satisface la ecuación de Dirac
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(̸Π−m)S (x′, x′′) = δ (x′ − x′′) , (4.3)

o bien, en su representación matricial en el espacio de momentos

S(p) =
1

̸Π−m+ iϵ
, (4.4)

para una part́ıcula de masa m y carga q, donde el término iϵ sirve para manejar los
polos en el plano complejo con ϵ positivo y el momento conjugado ̸Π = γµΠµ, con el
acoplamiento mı́nimo al campo de un bosón con potencial Aµ, es dado como

Πµ = pµ − qAµ. (4.5)

Reescribiendo S(p) tenemos

S(p) =
̸Π+m

̸Π2 −m2 + iϵ
. (4.6)

al desarrollar

̸Π2 = (γµΠµ)
2 = Π2 − i

2
σµν [Πµ,Πν ] . (4.7)

donde usamos las relaciones de conmutación y anti-conmutación de las matrices de Dirac

{γµ, γν} = 2ηµν , (4.8)

[γµ, γν ] = −2iσµν . (4.9)

para mostrar que se cumple
[Πµ,Πν ] = iqFµν , (4.10)

tal que

̸Π2 = Π2 +
q

2
σµνFµν . (4.11)

Al considerar un campo magnético constante con magnitud B en la dirección z, es decir,
B⃗ = Bẑ, las únicas componentes no nulas del tensor de intensidad del campo electro-
magnético Fµν , serán

F12 = −F21 = B, (4.12)

aśı es como conocemos el potencial Aµ, elegido en la norma simétrica, como

Aµ =
B

2
(0,−y, x, 0) . (4.13)

Al conocer expĺıcitamente Aµ y las componentes de Fµν , podemos tomar que

Aµ = −1

2
Fµνx

ν . (4.14)

De esta manera escribimos

̸Π2 = Π2 + qBσ12 = Π2 + qBσ3, (4.15)

con
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σ3 = σ12 =
i

2

[
γ1, γ2

]
= iγ1γ2, (4.16)

Aśı

S(p) =
̸Π+m

Π2 − κ2 + iϵ
, (4.17)

al definir
κ2 ≡ m2 − qBσ3.

De la ec. (4.17) podemos identificar a la función de Green G(p) que satisface la ecuación
de Klein-Gordon en el espacio de momentos como en la ec. (4.1), de modo que buscamos
la solución de la ecuación (

Π2 −m2 + iϵ
)
G(p) = 1 (4.18)

puesto que es un campo escalar con esṕın nulo, solo se toma la masa del término de κ2,
aśı escrito expĺıcitamente como(

(pµ − qAµ)
2 −m2 + iϵ

)
G(p) = 1 (4.19)

de la ec. (4.14) podemos conocer al potencial en el espacio de momentos al sustituir

xµ = i∂
(p)
µ , la derivada respecto del momento, tal que

Aµ = − i

2
F µν∂(p)ν . (4.20)

Aśı obtenemos (
p2 +

q2

4
∂(p)µ (F µν)2 ∂(p)ν −m2 + iϵ

)
G(p) = 1. (4.21)

Para intentar resolver la ecuación se propone un Ansatz de la forma

G(p) = −i
∫ ∞

0

ds e−M(is)e−is(m2−iϵ), (4.22)

donde

M (is) = pαXαβ (is) p
β + Y (is) . (4.23)

Al sustituir la ec. (4.22) en la ec. (4.21) obtenemos

i

∫ ∞

0

ds e−is(m2−iϵ)

(
p2 +

q2

4
∂(p)µ (F µν)2 ∂(p)ν −m2 + iϵ

)
e−M(is) = 1, (4.24)

donde al derivar(
∂(p)µ (F µν)2∂(p)ν

)
e−M(is) =

(
−2Tr

[
F 2X

]
+ 4pXF 2Xp

)
e−M(is), (4.25)

nos permite reescribir la ec. (4.24) como

i

∫ ∞

0

ds

(
p
(
1 + q2XF 2X

)
p− q2

2
Tr
[
F 2X

]
−m2 + iϵ

)
e−M(is)−is(m2−iϵ) = 1. (4.26)
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Si esta ecuación, donde es necesario determinar X(is) y Y (is), toma la forma

i

∫ ∞

0

ds g (is) e−f(is) = 1, (4.27)

y se cumple que

g (is) =
df(is)

d(is)
, (4.28)

tendŕıa una solución que satisfaga la ec. (4.27)

i

∫ ∞

0

ds g (is) e−f(is) = e−f(0) − ĺım
s→∞

e−f(is) = 1, (4.29)

al cumplirse las condiciones

f (0) = 0, ĺım
s→∞

ℜf(is) = ∞. (4.30)

De esta forma

Ṁ(is) = p
(
1 + q2X (is)F 2X (is)

)
p− q2

2
Tr
[
F 2X(is)

]
. (4.31)

Haciendo is→ s podemos identificar

Ẋ (s) =1 + q2X [s]F 2X[s]

Ẏ (s) =− 1

2
q2Tr

[
F 2X[s]

]
.

(4.32)

Estas ecuaciones diferenciales tienen como solución

X (s) =
tan (qFs)

qF
, (4.33)

Y (s) =
1

2
Tr [ln cos (qFs)] . (4.34)

Es obvio que X (0) = Y (0) = 0, de modo que se satisface la primera de las condiciones
de la ec. (4.30).

El tensor de intensidad de campo y su cuadrado son expĺıcitamente de la forma

F µν =


0 0 0 0
0 0 −B 0
0 B 0 0
0 0 0 0

 , (iF µν)2 = B2


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 . (4.35)

Estas representaciones son útiles para encontrar

Xµν (is) = −is
(
ηµν∥ − ηµν⊥

tan(qBs)

qBs

)
, (4.36)

donde el tensor ηµν es la métrica de Minkowski, y la notación paralela y perpendicular se
define en el Apéndice A, aśı
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pµX
µν (is) pν = −is

(
p2∥ − p2⊥

tan(qBs)

qBs

)
. (4.37)

Por otro lado

Y (is) =
1

2
ln cos2(qBs) = ln cos(qBs). (4.38)

Aśı obtenemos la función de la ec. (4.23) como

M(is) = −is
(
p2∥ − p2⊥

tan(qBs)

qBs

)
+ ln cos (qBs) , (4.39)

tal que obtenemos al propagador escalar en presencia de un campo magnético en el for-
malismo de Schwinger, es decir a la ec. (4.22) como

G (p) = i

∫ ∞

0

ds
1

cos(qBs)
eis(p

2
∥−p2⊥

tan(qBs)
qBs

−m2+iϵ). (4.40)

Conociendo G(p) podemos reescribir la ec. (4.17) como

S(p) = (̸Π+m)G(p), (4.41)

o bien al sustituir la ec. (4.20)

S(p) =

(
γµpµ +

i

2
qγµF

µν∂(p)ν +m

)
G(p), (4.42)

conociendo el tensor de Maxwell desde la ec. (4.12) tenemos que F µν∂ν será no nulo solo
para las componentes perpendiculares del momento, aśı que al calcular

∂

∂pν

(
eis(p

2
∥−p2⊥

tan(qBs)
qBs

−κ2+iϵ)
)
= −is ∂

∂pν

(
p2⊥

tan(qBs)

qBs

)
eis(p

2
∥−p2⊥

tan(qBs)
qBs

−κ2+iϵ), (4.43)

donde hemos escrito κ2 desde la ec. (4.1 ) en lugar de solo la masa como fue para el caso
escalar, tenemos

i

2
qγµF

µν ∂

∂pν

(
−isp2⊥

tan(qBs)

qBs

)
= qsγµF

µνpν
tan(qBs)

qBs
, (4.44)

expĺıcitamente

γµF
µνpν

tan(qBs)

B
= (γ1p2 − γ2p1) tan(qBs) (4.45)

=
1

2

[
(γ2p2 − γ1p

1)(γ1γ
1 + γ2γ

2)
]
tan (qBs) ,

utilizando la relación de la ec. (4.9) obtenemos

γµF
µνpν

tan(qBs)

B
= iσ3 ̸p⊥ tan(qBs), (4.46)

25



al sustituir en la ec. (4.42)

S(p) = i

∫ ∞

0

ds
eis(p

2
∥−p2⊥

tan(qBs)
qBs

−m2+qBσ3+iϵ)

cos (qBs)

(
̸p+ iσ3 ̸p⊥ tan(qBs) +m

)
, (4.47)

desarrollamos usando que (σ3)n = σ3 con n es impar

iσ3 ̸p⊥ tan(qBs) = i ̸p⊥ tan(qBsσ3), (4.48)

tomando ̸p ≠p∥− ̸p⊥

S(p) = i

∫ ∞

0

dseis(p
2
∥−p2⊥

tan(qBs)
qBs

−m2+iϵ) eiqBsσ3

cos (qBs)

{
̸p∥ +m− ̸p⊥

(
1− i tan

(
qBsσ3

))}
,

(4.49)
se cumple que

1± i tan
(
qBsσ3

)
=

1

cos (qBsσ3)

(
cos
(
qBsσ3

)
± i sen

(
qBsσ3

))
=

e±iqBsσ3

cos (qBsσ3)
, (4.50)

aśı

S(p) = i

∫ ∞

0

ds

cos (qBs)
e−is(p2∥−p2⊥

tan(qBs)
qBs

−m2+iϵ) (4.51)

×
{(̸

p∥ +m
) (

cos
(
qBsσ3

)
− i sen

(
qBsσ3

))
− ̸p⊥

cos (qBs)

}
.

De la definición de σ3 en la ec. (4.16), es posible reescribir

sen
(
qBsσ3

)
= iγ1γ2 sen (qBs) = iγ1γ2 sen (|qB|s) sgn(qB), (4.52)

donde sgn (qB) es la función signo y depende de la carga.

Finalmente obtenemos

S(p) =i

∫ ∞

0

ds

cos (|qB|s)
eis(p

2
∥−p2⊥

tan(qBs)
qBs

−m2+iϵ)

×
{(̸

p∥ +m
) (

cos (|qB|s) + γ1γ2 sen (|qB|s) sgn(qB)
)
− ̸p⊥

cos (|qB|s)

}
.

(4.53)

4.2. Niveles de Landau

Habiendo obtenido el propagador escalar de una part́ıcula cargada de masa mb y carga e
en presencia de un campo magnético, en su representación del tiempo propio de Schwinger,
en la métrica de Minkowski y al multiplicar por un factor i, como
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iG (p) =

∫ ∞

0

ds

cos(|eB|s)
eis(p

2
∥−p2⊥

tan(|eB|s)
|eB|s −m2

b+iϵ). (4.54)

A su vez, para fermiones con masa mf y carga q, tenemos

iS(p) =

∫ ∞

0

ds

cos (|qB|s)
eis(p

2
∥−p2⊥

tan(qBs)
qBs

−m2
f+iϵ)

×
{(

̸p∥ +mf

) (
cos (|qB|s) + γ1γ2 sen (|qB|s) sgn(qB)

)
− ̸p⊥

cos (|qB|s)

}
.

(4.55)

Puesto que en presencia de un campo magnético, las part́ıculas cargadas no tienen un
espectro continuo de enerǵıa en todas las componentes, sino que se organizan en niveles
discretos en el plano perpendicular, es ah́ı donde surge la necesidad de representar a los
propagadores como función de los llamados niveles de Landau.

4.2.1. Propagador escalar

Haciendo el cambio de variable S = |eB|s en el propagador de la ec. (4.54) obtenemos
que

iG(p) =
1

|eB|

∫ ∞

0

dS

cos (S)
e

iS
|eB|(p2∥−p2⊥

tan(S)
S

−m2
b+iϵ). (4.56)

Podemos notar que iG(p), tiene una infinidad de polos cuando S = π
2
(2n + 1) ya que el

denominador se anula en el intervalo de integración, es anaĺıtica en el plano complejo con
todos sus polos localizados en el eje real.

En el plano complejo, un contorno que evite los polo en el eje real, como en la Fig. 4.1

ℜ

ℑ

I3

I1

I2

Fig. 4.1: Contorno de integración en el plano complejo que permite usar el Teorema de Cauchy.

Nos permite hacer uso del teorema de Cauchy, con la relación∮
c

dS = 0 = I1 + I2 + I3, (4.57)
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En la ec. (4.56), el término iϵ asegura que cuando S → ∞ la integral cae lo suficiente-
mente rápido, de forma que I2 → 0. Por lo tanto I1 = −I3, donde I3 recorre del infinito
negativo imaginario al cero.

Aśı podemos reescribir la ec. (4.56) como

iG(p) = − 1

|eB|

∫ 0

−i∞

dS

cos (S)
e

iS
|eB|(p2∥−p2⊥

tan(S)
S

−m2
b+iϵ), (4.58)

con un cambio de variable S = −iτ , tenemos

iG(p) = − i

|eB|

∫ ∞

0

dτ

cos (−iτ)
e

τ
|eB|(p2∥−p2⊥

tan(−iτ)
−iτ

−m2
b+iϵ). (4.59)

Esta ultima ecuación converge cuando la componentes paralelas del momento son pe-
queñas, es decir, p2∥ < 0. Es posible usar las relaciones

cos (−iτ) = eτ + e−τ

2
, i tan(−iτ) = eτ − e−τ

eτ − e−τ
. (4.60)

Al definir u = e−2τ , se tiene

1

cos (−iτ)
= 2

√
u

1 + u
, i tan(−iτ) = 1− 2u

1 + u
. (4.61)

Al sustituir las ecuaciones anteriores en el propagador

iG(k) = − 2i

|eB|

∫ ∞

0

dτe
τ

|eB| (p
2
∥−m2

b+iϵ)e−
p2⊥
|eB| e2

p2⊥
|eB|

u
1+u

√
u

1 + u
. (4.62)

Al identificar la función generadora de polinomios de Laguerre, como

∞∑
ℓ=0

tℓL
(α)
ℓ (x) =

1

(1− t)α+1
e−

tx
1−t . (4.63)

Donde al usar que x = 2
p2⊥
|eB| y t = −u, escribimos

e
2p2⊥
|eB|

−u
1−(−u)

1− (−u)
=

∞∑
ℓ=0

(−u)ℓL(0)
ℓ

(
2p2⊥
|eB|

)
. (4.64)

Substituyendo obtenemos

iG(p) = − 2i

|eB|

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓL
(0)
ℓ

(
2p2⊥
|eB|

)
e−

p2⊥
|eB|

∫ ∞

0

dτe2τ(ℓ+
1
2
)e

τ
|eB|(p2∥−m2

b+iϵ). (4.65)

La integral anterior tiene solución como

∫ ∞

0

dτe−2τ(ℓ+ 1
2
)+ τ

|eB|(p2∥−m2
b+iϵ) =

−|eB|
p2∥ −m2

b − (2ℓ+ 1)|eB|+ iϵ
. (4.66)
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Por lo tanto podemos escribir el propagador de part́ıcula libre en presencia de un campo
magnético en función de los niveles de Landau como

iG(p) = 2i
∞∑
ℓ=0

(−1)ℓL
(0)
ℓ

(
2p2⊥
|eB|

)
e−

p2⊥
|eB|

p2∥ −m2
b − (2l + 1)|eB|+ iϵ

. (4.67)

4.2.2. Propagador fermiónico

Para el propagador fermiónico, seguimos un procedimiento análogo al caso escalar par-
tiendo de hacer |qB|s → S en la ec. (4.55) y usando la igualdad dada por el teorema de
Cauchy, tal que

iS(p) =
1

|qB|

∫ 0

−i∞

dS

cos(S)
e

iS
|qB| (p

2
∥−p2⊥

tan(S)
S

−m2
f+iϵ) (4.68)

×
{(̸

p∥ +mf

)
cos(S)

(
1 + γ1γ2 tan(S)sgn(qB)

)
− ̸p⊥

cos(s)

}
.

Al relacionar la integral en el eje real con una integral en el eje imaginario, se hace un
cambio de variable S = −iτ , con τ real, tal que

iS(p) =− i

|qB|

∫ ∞

0

dτ

cos(−iτ)
e

τ
|qB| (p

2
∥−p2⊥

tan(−iτ)
−iτ

−m2
f+iϵ) (4.69)

×
{(̸

p∥ +mf

)
cos(−iτ)

(
1 + γ1γ2 tan(−iτ)sgn(qB)

)
− ̸p⊥

cos(−iτ)

}
.

Conociendo las relaciones de la ec. (4.61), se hace un cambio de variable tal que

iS(p) =− i

|qB|

∫ ∞

0

dτe
τ

|qB| (p
2
∥−m2

f+iϵ)e−
p2⊥
|qB| e

2p2⊥
|qB|(

u
1+u)

√
u

1 + u
(4.70)

×
{(̸

p∥ +mf

) 1 + u√
u

[
1− iγ1γ2

(
1− 2u

1 + u

)
sgn(qB)

]
− 4 ̸p⊥

√
u

1 + u

}
.

Reecribiendo la expresión

iS(p) =− i

|qB|

∫ ∞

0

dτe
τ

|qB| (p
2
∥−m2

f+iϵ)e−
p2⊥
|qB|

×

(1 + u)
e

2p2⊥
|qB|(

u
1+u)

(1 + u)

(
1− iγ1γ2sgn(qB)

) (̸
p∥ +mf

)

+ 2u
e

2p2⊥
|qB|(

u
1+u)

(1 + u)
iγ1γ2sgn(qB)

(
̸p∥ +mf

)
− 4 ̸p⊥

ue
2p2⊥
|qB|(

u
1+u)

(1 + u)2

 ,

(4.71)
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haciendo uso de la ec. (4.63), se obtiene al propagador como

iS(p) =− i

|qB|

∫ ∞

0

dτe
τ

|qB| (p
2
∥−m2

f+iϵ)e−
p2⊥
|qB|

{
(1 + u)

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓL
(0)
ℓ

(
2p2⊥
|qB|

)
uℓ

×
(
1− iγ1γ2sgn(qB)

) (̸
p∥ +mf

)
+ 2u

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓL
(0)
ℓ

(
2p2⊥
|qB|

)
uℓ

×(iγ1γ2sgn(qB))
(
̸p∥ +mf

)
− 4 ̸p⊥

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓL
(1)
ℓ−1

(
2p2⊥
|qB|

)
uℓ

}
.

(4.72)

Reordenando

iS(p) =− i

|qB|

∫ ∞

0

dτ e
τ

|qB| (p
2
∥−m2

f+iϵ)e−
p2⊥
|qB| (4.73)

×

{(
1− iγ1γ2sgn(qB)

) (̸
p∥ +mf

) ∞∑
ℓ=0

(−1)ℓL
(0)
ℓ

(
2p2⊥
|qB|

)
uℓ

+
(
1 + iγ1γ2sgn(qB)

) (̸
p∥ +mf

) ∞∑
ℓ=0

(−1)ℓL
(0)
ℓ

(
2p2⊥
|qB|

)
uℓ+1

− 4 ̸p⊥
∞∑
ℓ=0

(−1)ℓL
(1)
ℓ−1

(
2p2⊥
|qB|

)
uℓ

}
.

La suma

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓL
(0)
ℓ

(
2p2⊥
|qB|

)
uℓ+1, (4.74)

busca ser reescrita haciendo ℓ+ 1 → ℓ, tal que

∞∑
ℓ=1

(−1)ℓ−1L
(0)
ℓ−1

(
2p2⊥
|qB|

)
uℓ = −

∞∑
ℓ=1

(−1)ℓL
(0)
ℓ−1

(
2p2⊥
|qB|

)
uℓ, (4.75)

= L
(0)
−1 −

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓL
(0)
ℓ−1

(
2p2⊥
|qB|

)
uℓ. (4.76)

Por definición, se conoce L
(0)
−1 = 0, de forma que se encuentra

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓL
(0)
ℓ

(
2p2⊥
|qB|

)
uℓ+1 = −

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓL
(0)
ℓ−1

(
2p2⊥
|qB|

)
uℓ. (4.77)

Al sustituir se tiene
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iS(p) =− i

|qB|

∫ ∞

0

dτ e
τ

|qB| (p
2
∥−m2

f+iϵ)e−
p2⊥
|qB| (4.78)

×

{(
1− iγ1γ2sgn(qB)

) (̸
p∥ +mf

) ∞∑
ℓ=0

(−1)ℓL
(0)
ℓ

(
2p2⊥
|qB|

)
uℓ

−
(
1 + iγ1γ2sgn(qB)

) (̸
p∥ +mf

) ∞∑
ℓ=0

(−1)ℓL
(0)
ℓ−1

(
2p2⊥
|qB|

)
uℓ

+ 4 ̸p⊥
∞∑
ℓ=0

(−1)ℓL
(1)
ℓ−1

(
2p2⊥
|qB|

)
uℓ

}
.

El llamado proyector O± cumple la función de proyectar el esṕın del fermión de forma
paralela o anti-paralela sobre el campo magnético, se define como

O± =
1

2
(1± iγ1γ2sgn(qB)). (4.79)

Con todas las sumas de (D.16) de la misma forma, es posible intercambiar la suma con
la integral para aśı escribir

iS(p) =− i

|qB|

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓ
∫ ∞

0

dτe
τ

|qB| (p
2
∥−m2

f+iϵ)e−
p2⊥
|qB|uℓ

{
2(̸p∥ +mf )O

−L
(0)
ℓ

(
2p2⊥
|qB|

)
(4.80)

− 2(̸p∥ +mf )O
+L

(0)
ℓ−1

(
2p2⊥
|qB|

)
− 4 ̸p⊥ L(1)

ℓ−1

(
2p2⊥
|qB|

)}
,

donde la integral tiene solución

∫ ∞

0

dτ e
τ

|qB| (p
2
∥−m2

f+iϵ−2ℓ|qB|) =
−|qB|

p2∥ −m2
f − 2ℓ|qB|+ iϵ

, (4.81)

aśı

iS(p) =− i

|qB|
e−

p2⊥
|qB|

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓ

(
−|qB|

p2∥ −m2
f − 2ℓ|qB|+ iϵ

){
2(̸p∥ +mf )O

−L
(0)
ℓ

(
2p2⊥
|qB|

)
(4.82)

− 2(̸p∥ +mf )O
+L

(0)
ℓ−1

(
2p2⊥
|qB|

)
− 4 ̸p⊥ L(1)

ℓ−1

(
2p2⊥
|qB|

)}
.

Al definir

Dℓ(|qB|, p) =2(̸p∥ +mf )O
−L

(0)
ℓ

(
2p2⊥
|qB|

)
− 2(̸p∥ +mf )O

+L
(0)
ℓ−1

(
2p2⊥
|qB|

)
(4.83)

− 4 ̸p⊥L(1)
ℓ−1

(
2p2⊥
|qB|

)
.
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Obtenemos finalmente el propagador fermiónico en presencia de un campo magnético en
términos de los niveles de Landau

iS(p) = ie−
p2⊥
|qB|

∞∑
ℓ=0

(−1)ℓ
Dℓ(qB, p)

p2∥ −m2
f − 2ℓ|qB|+ iϵ

, (4.84)

4.2.3. Aproximación a campo fuerte

Cuando se considera la escala más grande posible de campo, tal que, |qB| ≫ p, la part́ıcu-
la no posee suficiente enerǵıa para pasar de un nivel de Landau a otro, por lo que para
la aproximación al campo fuerte se dice que la part́ıcula se queda en el nivel más bajo de
Landau, esto es en ℓ = 0.

El propagador escalar en el nivel más bajo de Landau es

iG(p) = 2ie
p2⊥
|eB|

1

p2∥ −m2
b − |eB|+ iϵ

. (4.85)

Para el caso fermiónico es

iS(p) = ie−
p2⊥
|qB|

D0(qB, p)

p2∥ −m2
f + iϵ

, (4.86)

donde

D0 = 2(̸p∥ +mf )O
+L

(0)
0

(
2p2⊥
|qB|

)
− 2(̸p∥ +mf )O

−L
(0)
−1

(
2p2⊥
|qB|

)
− 4 ̸p⊥L(1)

−1

(
2p2⊥
|qB|

)
(4.87)

si L0 = 1 y L
(0)
−1 = L

(1)
−1 = 0 la aproximación del propagador fermiónico en el ĺımite del

campo fuerte es

iS(p) = 2ie−
p2⊥
|qB|

̸p∥ +mf

p2∥ −m2
f + iϵ

O+. (4.88)

4.3. Catálisis magnética

En varias áreas de la f́ısica el rompimiento espontáneo de la simetŕıa es de interés, en la
f́ısica de altas enerǵıas este fenómeno fue usado para explicar el comportamiento dinámi-
co de la masa de las part́ıculas elementales, esta idea surgió alrededor de los años 60
por Yoichiro Nambu y Giovanni Jona-Lasinio [50,51], quienes estudiando a los nucleones
encontraron que la masa de los nucleones se debe a las fluctuaciones de los fermiones que
los componen, los quarks.
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Conocer este hecho llevó a la comunidad cient́ıfica a preguntarse si el origen dinámico
de la masa podŕıa verse modificado por condiciones externas en los sistemas f́ısicos que
presentan este comportamiento. Una de las condiciones a considerar fue la presencia de
campos magnéticos.

Años más tarde, para sistemas de materia condensada se mostró que en 2+1 dimensiones,
un campo magnético constante promueve la ruptura de la simetŕıa, lo que lleva a generar
una masa dinámica de fermiones [52], este estudio definió por primera vez el fenómeno
de la Catálisis Magnética, llevando estas ideas a la f́ısica de part́ıculas, se encontró que
en 3+1 dimensiones el campo magnético catalizaba la ruptura de la simetŕıa quiral [53],
además se estableció que la esencia de este efecto es la reducción dimensional de una
dimensión D a un dimensión D−2, lo cual puede ser visto como la pérdida de la isotroṕıa
de los sistemas debido al campo magnético, o como podemos ver desde las ecs. (4.54) y
(4.55), ahora lo se distinguen entre componentes paralelas y componentes perpendiculares
del momento respecto del campo magnético.

La atención a estos fenómenos aumentó cuando se dio a conocer que sistemas f́ısicos de
materia fuertemente interactuante de interés, tales como las colisiones de iones pesados
que se encuentran permeadas por campos magnéticos muy intensos (del orden de la masa
del pión al cuadrado) [22, 54–56]. Bajo todas estas condiciones se comenzó el estudio de
la transición de fase de la QCD, en su mayor parte a partir del estudio de la restauración
o el rompimiento de la simetŕıa quiral a través de modelos como el NJL, sabiendo que
este enfoque requiere una aproximación a la masa cero, por lo cual aplica solo en el sector
ligero de los quarks.

No fue hasta hace algunos años que un grupo de Lattice QCD [25] que, además de corro-
borar la catálisis magnética obteniendo el comportamiento esperado predicho por muchos
modelos, encontró que al considerar una temperatura finita ocurŕıa el efecto opuesto, los
campos magnéticos inhiben en lugar de catalizar por el cual se reduce la temperatura
pseudocŕıtica para la transición de fase quiral, a esto se le llamó Catálisis Magnética In-
versa.

Aśı se pudo observar el comportamiento del condensado de quarks como función del campo
magnético, por un lado a temperatura cero donde el valor del condensado incrementa como
función de la intensidad del campo, tal y como se puede observar en la Fig. 4.2a. Notamos
que la catálisis magnética es descrita por el aumento del condensado de quarks cuando
el campo magnético crece, por lo tanto se está promoviendo la ruptura de la simetŕıa
quiral. Por otro lado como se ve en la Fig. 4.2b, al estar en un baño térmico, tenemos
que a temperaturas bajas el condensado continua creciendo, hasta que a una temperatura
pseudocŕıtica el comportamiento cambia, el condensado comienza creciendo y a cierto
valor del campo magnético empieza a decrecer, finalmente a temperaturas por encima de
esta temperatura, el valor del condensado solo decrece como función del campo, es aśı
como se ve la catálisis magnética inversa, donde la temperatura promueve la restauración
de la simetŕıa.
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(a) (b)

Fig. 4.2: El cambio del condensado renormalizado respecto del campo magnético eB. En (a) a
temperatura cero, medido en cinco espaciamientos de red y en el ĺımite continuo. En (b) a seis
temperaturas diferentes [25].

Por estos distintos comportamientos, las propiedades de la materia fuertemente interac-
tuante en presencia de campos magnéticos se convirtieron en un tema muy interesante en
la actualidad.
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Caṕıtulo 5

Fundamentos de Teoŕıa Térmica de
Campos

En el estudio de sistemas f́ısicos, como los de nuestro interés, donde se involucran un gran
número de part́ıculas, no es accesible una descripción a partir de la teoŕıa cuántica de
campos, ya que, en estos sistemas las interacciones entre part́ıculas pueden dar lugar a
llegar a un equilibrio térmico, lo que hace necesario un enfoque estad́ıstico basado en la
termodinámica.

Es necesario el uso de teoŕıas térmicas de campos. Para ello, se han desarrollado enfoques
como el formalismo de Matsubara, que reformula la teoŕıa cuántica de campos en términos
de variables imaginarias de tiempo, permitiendo una descripción adecuada de la f́ısica a
temperatura finita.

En este caṕıtulo se plantea el formalismo de Matsubara, una técnica fundamental utiliza-
da para describir sistemas cuánticos en equilibrio térmico. Permite reformular la teoŕıa en
términos del formalismo de la integral de trayectoria, estableciendo una conexión directa
con la mecánica estad́ıstica, lo que posibilita el cálculo de cantidades termodinámicas co-
mo la enerǵıa libre, como se presenta en la literatura [57,58].

Además, se introduce el concepto de potencial efectivo como la modificación del potencial
clásico de la teoŕıa con la incorporación de correcciones cuánticas. Este potencial desem-
peña un papel crucial en la descripción del rompimiento o restauración de una simetŕıa
del sistema. Se deduce la expresión para la corrección a 1-loop del potencial efectivo como
en [57].

Finalmente, se presenta una clasificación de las transiciones de fase, distinguiendo entre
transiciones de primer y segundo orden según el comportamiento de la enerǵıa libre y sus
derivadas. Se explora a partir del análisis del potencial efectivo y el comportamiento del
mı́nimo del potencial como parámetro de orden, como en [59].
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5.1. Formalismo de Matsubara

El comportamiento estad́ıstico de un sistema cuántico en equilibrio térmico usualmente
se estudia a través de un ensamble, la una matriz de densidad para un sistema como

ρ (β) = e−βH, (5.1)

donde β representa el inverso de la temperatura de equilibrio

β =
1

T
, (5.2)

aqúı se consideran unidades naturales, con la constante de Boltzmann kB = 1.
H es el Hamiltoniano que corresponde al ensamble.

Dada la matriz de densidad, la función de partición de un sistema es

Z (β) = Tr (ρ (β)) = Tr
(
e−βH) , (5.3)

el operador de traza Tr corresponde a la suma sobre todos los valores de expectación en
alguna base completa. El ensamble promedio de algún observable A es definido como

⟨A⟩β =
Tr
(
e−βHA

)
Tr (e−βH)

. (5.4)

El promedio térmico de una función de dos operadores, A y B, puede escribirse como

⟨AB⟩β = Z−1 (β) Tr (ρ (β)AB) . (5.5)

Dado un ensamble y un conjunto de operadores de Schrödinger, podemos definir en una
imagen de Heisenberg como sigue. Para algún operador de Schrödinger arbitrario A tene-
mos el operador de Heisenberg AH(t) definido como

AH(t) = eiHtAe−iHt. (5.6)

Para una función de correlación térmica de dos operadores de Heisenberg AH(t) y BH(t
′),

usando la ec. (5.6) y la propiedad ćıclica de la traza

⟨AH(t)BH(t
′)⟩β = Z−1 (β) Tr (ρ (β)AH(t)BH(t

′))

= Z−1 (β) Tr
(
e−βHAH(t)e

βHe−βHBH(t
′)
)

= Z−1 (β) Tr
(
AH(t+ iβ)e−βHBH(t

′)
)

= Z−1 (β) Tr
(
e−βHBH(t

′)AH(t+ iβ)
)

= ⟨BH(t
′)AH(t+ iβ)⟩β.

(5.7)

Esta expresión conducirá a identificar la periodicidad o antiperiodicidad en las funciones
de Green de dos puntos.

Podemos definir la función de Green de dos puntos en la imagen de Heisenberg como
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G(τ, τ ′) =
〈
T
(
ϕH(τ)ϕ

†
H(τ

′)
)〉

= Z−1 (β) (β)Tre−βH T
(
ϕH(τ)ϕ

†
H(τ

′)
)
,

(5.8)

aqúı T es el operador del producto temporalmente ordenado y donde ϕH se refiere a un
campo, bosónico o fermiónico en la imagen de Heisenberg. Además

T
(
ϕH(τ)ϕ

†
H(τ

′)
)
= θ(τ − τ ′)ϕH(τ)ϕ

†
H(τ

′)± θ(τ − τ ′)ϕ†
H(τ

′)ϕH(τ), (5.9)

donde el signo positivo y negativo representan a los campos bosónicos y fermiónicos, res-
pectivamente.

Usando las ecs. (5.7) y (5.9), tenemos que

G(0, τ) = ±
〈
ϕ†
H(τ)ϕH(0)

〉
= ±

〈
ϕH(β)ϕ

†
H(τ)

〉
= ±G(β, τ).

(5.10)

expresión que se traduce en un comportamiento periódico o antiperiódico de los campos
bosónicos y fermiónicos.

Para las funciones de Green definidas en un intervalo finito de tiempo, sus transformadas
de Fourier puede contener frecuencias discretas, como

G(τ) = T
∑
n

e−iωnτG(ωn), (5.11)

G(ωn) =
1

2

∫ β

−β

dτeiωnτG(τ), (5.12)

donde ωn = nπT con n = 0,±1,±2 . . . . Al usar la ec. (5.10) para reescribir la ec. (5.12),
tenemos que

G(ωn) =
1

2

∫ 0

−β

dτeiωnτG(τ) +
1

2

∫ β

0

dτeiωnτG(τ)

= ±1

2

∫ 0

−β

dτeiωnτG(τ + β) +
1

2

∫ β

0

dτeiωnτG(τ)

= ±1

2

∫ β

0

dτeiωn(τ−β)G(τ) +
1

2

∫ β

0

dτeiωnτG(τ)

=
1

2
(1± e−iωnβ)

∫ β

0

dτeiωnτG(τ)

=
1

2
(1± (−1)n)

∫ β

0

dτeiωnτG(τ).

(5.13)
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Es posible notar que G(ωn) se anula para los bosones, asociados al signo positivo, cuando
n es impar y para los fermiones, asociados al signo negativos, para valores de n par.

En general que las funciones de Green satisfacen

G(τ) = T
∑
n

e−iωnτG(ωn), (5.14)

G(ωn) =

∫ β

0

dτeiωnτG(τ), (5.15)

donde

ωn =

{
2nπT para bosones

(2n+ 1)πT para fermiones
. (5.16)

Tomamos ωn como las frecuencias de Matsubara para bosones y ω̃n las frecuencias de
Matsubara para fermiones.

Este formalismo resulta en que ahora los valores de la enerǵıa están cuantizados, por
lo cual las integrales en el espacio de momentos se reescriben. Se calculan en el espacio
Euclidiano a partir de una rotación de Wick

k0 → ik4 (5.17)

y se escriben como una integral tridimensional y una suma sobre todos los modos discretos∫
d4kE
(2π)4

−→ T
∑
n

∫
d3k

(2π)3
. (5.18)

Por otro lado, la función de partición en mecánica cuántica puede ser representada como
una integral de caminos en el espacio Euclidiano como

Z (β) =

∫
dqKE (q, q̇; β) = N

∫
q(0)=q(β)

DqE e−SE , (5.19)

donde N es la constante de normalización, q es una coordenada generalizada y q̇ es su
respectiva velocidad generalizada, y la acción Euclidiana es

SE[q, q̇] =

∫ β

0

dτ

(
1

2
mq̇2 + V (q)

)
. (5.20)

Una vez que Z es calculada, cantidades termodinámicas tales como la enerǵıa libre de
Helmholtz F , entroṕıa S y enerǵıa interna promedio E pueden ser obtenidas a través
relaciones estándar de la f́ısica estad́ıstica.

5.2. Potencial efectivo

En las teoŕıas cuánticas de campos, el potencial clásico es usado en el estudio del rompi-
miento espontáneo de la simetŕıa, las correcciones radiativas en la teoŕıa podŕıan cambiar
el comportamiento del potencial clásico. Una simetŕıa que es espontáneamente rota en
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el nivel clásico podŕıa ser restaurada o una simetŕıa que no está rota en el nivel clásico
podŕıa ser rota espontáneamente debido a los efectos de las correcciones cuánticas.

El potencial efectivo no tiene una expresión de forma cerrada, por lo cual debe ser calcula-
do orden por orden, en una serie perturbativa. En este caso restringimos a las correcciones
orden 1-loop.

Considerando una teoŕıa λϕ4 en presencia de una fuente J , descrita por la acción

SJ =

∫
d4x

[
1

2
∂µϕ∂

µϕ− m2

2
ϕ2 − λ

4!
ϕ4 + Jϕ

]
= S =

∫
d4xJϕ. (5.21)

El potencial a orden árbol o clásico esta dado por

V 0 =
m2

2
ϕ2 +

λ

4!
ϕ4. (5.22)

La función generadora es definida como

Z[J ] = e
i
ℏW [J ] =

∫
Dϕe

i
ℏS

J

. (5.23)

W [J ] es conocida como la función generadora de las funciones de Green conectadas, dadas
como

δW

δJ(x1) . . . δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

= (iℏ)(n−1) ⟨0|T(ϕ(x1) . . . ϕ(xn))|0⟩c, (5.24)

donde T es una vez más, el operador del producto temporalmente ordenado. En particular
notamos que la función de un punto es

ϕc(x) =
δW

δJ(x)

∣∣∣∣
J=0

= ⟨0|ϕ(x)|0⟩. (5.25)

De la anterior definición, podemos ver que el campo clásico ϕc, el cual representa el valor
de expectación en el vaćıo del campo ϕ, debeŕıa ser una constante independiente del
espacio-tiempo cuando la fuente está apagada, debido a la invariancia de Lorentz en el
vaćıo. Sin embargo, en general se trata de un funcional de la fuente J .
Las ecuaciones de Euler-Lagrange siguiendo la forma de la acción son dadas por

δSJ

δϕ(x)
=

δS

δϕ(x)
+ J(x) = 0. (5.26)

Considerando la teoŕıa λϕ4 en la ec. (5.26), tenemos la siguiente expresión(
2+m2

)
ϕ+

λ

3!
ϕ3 − J = 0. (5.27)

Por otra parte podemos representar a J a través del operador de Euler, de tal forma que
optamos por la siguiente notación

J = F (ϕ). (5.28)

Notamos desde la definición de la función generadora que no tiene dependencia en el
campo. Al sustituir
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ϕ→ ϕ+ δϕ, (5.29)

la función generadora no debeŕıa cambiar, conduce a la identidad

δZ[J ] = 0. (5.30)

Esto implica que

∫
DϕδS

J

δϕ
eiS

J

=

∫
Dϕ (F (ϕ)− J) eiS

J

=

∫
Dϕ
(
F

(
ℏ
i

δ

δJ

)
− J

)
eiS

J

=

(
F

(
ℏ
i

δ

δJ

)
− J

)
Z[J ]

= 0.

(5.31)

En términos de W [J ] entonces da

e−
i
ℏW [J ]F

(
ℏ
i

δ

δJ

)
e

i
ℏW [J ] = J(x), (5.32)

donde hemos ocupado que el campo ϕ se obtiene a partir del operador ℏ
i

δ
δJ(x)

aplicado a la
función generadora de las funciones de Green conectadas. Por lo tanto podemos terminar
escribiendo

F

(
δW

δJ(x)
+

ℏ
i

δ

δJ(x)

)
= J(x). (5.33)

En el ĺımite donde ℏ se desvanece, se reduce a

F

(
δW

δJ(x)

)
= J(x), (5.34)

F (ϕc) = J(x). (5.35)

Aśı vemos que el campo clásico satisface la misma ecuación que la ecuación de Euler-
Lagrange de la teoŕıa original cuando ℏ se desvanece. Si apagamos la fuente, el campo
clásico debeŕıa solo tener un valor constante. En este ĺımite resulta

∂V 0(ϕc)

∂ϕc

= 0. (5.36)

Tenemos la ecuación del mı́nimo para el potencial en términos de ϕc y como vimos antes,
un mı́nimo no trivial del potencial a orden árbol debeŕıa corresponder a una solución no
trivial de la ecuación anterior. Un mı́nimo no trivial del potencial clásico implica que el
valor de expectación del campos, en el vaćıo es distinto de cero,

ϕc = ⟨0|ϕ|0⟩ ̸= 0. (5.37)

Podemos pensar de ϕc = ⟨0|ϕ|0⟩ como un parámetro de orden del rompimiento de la
simetŕıa, tal que es posible identificar el rompimiento espontáneo de la simetŕıa si
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δW

δJ

∣∣∣∣
J=0

̸= 0. (5.38)

Un mejor enfoque es a partir de la acción efectiva, definida como

Γ(ϕc) = W [J ]−
∫
d4xJ(x)ϕc(x). (5.39)

Esta definición conduce a

δΓ

δϕc(x)
= −J(x). (5.40)

La condición del rompimiento de la simetŕıa puede ahora ser escrita como

δΓ

δϕc(x)

∣∣∣∣
ϕc=v ̸=0

= 0. (5.41)

Esta condición es más como la condición del mı́nimo. La acción efectiva Γ es un funcio-
nal del campo clásico y hay dos formas equivalentes de expandirla. Primero como una
expansión en serie de potencias en ϕc para escribir

Γ(ϕc) =
∑
n

∫
d4x1...d

4xnϕc(x1)...ϕc(xn)Γ
n(x1, ..., xn), (5.42)

donde

Γn(x1, ..., xn) =
δnΓ

δϕc(x1)...δϕc(xn)

∣∣∣∣
ϕc=0

. (5.43)

Esta expresión asume que no hay rompimiento de la simetŕıa. Por otro lado, si tenemos
rompimiento espontáneo de la simetŕıa, la fórmula tomaŕıa la forma

Γ(ϕc) =
∑
n

∫
d4x1...d

4xn (ϕc(x1)− v) ... (ϕc(xn)− v) Γn(x1, ..., xn), (5.44)

donde

Γn(x1, ..., xn) =
δnΓ

δϕc(x1)...δϕc(xn)

∣∣∣∣
ϕc=v

, (5.45)

con v denotando la solución de la ecuación del mı́nimo.

Una expansión alternativa de la acción efectiva es en términos de potencias del momento
y sus derivadas como

Γ(ϕc) =

∫
d4x

(
−V (ϕc) +

1

2
∂µϕc∂

µϕc + . . .

)
, (5.46)

Podemos ver que esta expansión es posible porque Γ representa una acción efectiva y
necesariamente contiene la estructura de la acción clásica. Esta forma de la expansión de
la acción efectiva sin embargo, es más conveniente desde el punto de vista del estudio del
rompimiento de la simetŕıa. Vimos que cuando J → 0, ϕc(x) = ϕ es una constante. En
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este ĺımite entonces todos los términos de las derivadas en la expansión se desvanecen y
tenemos

Γ(ϕc) = −(2π)4δ(0)V (ϕ) = −ΩV (ϕ), (5.47)

donde V (ϕ) es conocido como el potencial efectivo. El factor Ω representa el volumen
espacio-temporal y dado que ϕ es una constante, tenemos solo una función y no un fun-
cional de esta variable, es decir ∫

d4x = (2π)4δ(0) = Ω. (5.48)

La ecuación del mı́nimo toma la forma

∂V (ϕ)

∂ϕ
= 0. (5.49)

Sin embargo, V contiene correcciones cuánticas al potencial clásico original.

5.2.1. Potencial efectivo a orden 1-loop

La función V representa el potencial efectivo incluyendo correcciones cuánticas a todos
los órdenes. En ausencia de una técnica no perturbativa, su estructura debe ser estudiada
orden por orden en teoŕıa de perturbaciones. Una expansión perturbativa, la cual es
particularmente conveniente en conexión con la ruptura de la simetŕıa, es en términos
del número de loops de un diagrama de Feynman los cuales además coinciden con una
expansión en potencias de ℏ, tomando solo hasta orden 1-loop escribimos

V = V 0 + ℏV 1 +O(ℏ2). (5.50)

Conocemos el potencial a orden árbol o clásico, V 0, y estamos interesados en calcular la
corrección a orden 1-loop, V 1.

Asumimos que ϕ0 representa la solución de la ecuación de Euler-Lagrange a orden árbol

δSJ

δϕ(x)

∣∣∣∣
ϕ=ϕ0

= 0. (5.51)

En tal caso, expandimos el campo al rededor de su solución clásica como

ϕ(x) = ϕ0(x) +
√
ℏχ(x), (5.52)

por consecuencia, la acción clásica tendŕıa una expansión

SJ(ϕ) = SJ
(
ϕ0 +

√
ℏχ
)

= SJ(ϕ0) +
√
ℏ
∫
d4xχ(x)

δSJ

δϕ(x)

∣∣∣∣
ϕ=ϕ0

+
ℏ
2

∫
d4xd4yχ(x)

δ2SJ

δϕ(x)δϕ(y)

∣∣∣∣
ϕ=ϕ0

χ(y) + · · ·
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SJ(ϕ) ≃ SJ(ϕ0)−
ℏ
2

∫
d4xd4yχ(x)G−1(x, y)χ(y) + · · · . (5.53)

Notamos que el término lineal en χ desaparece debido a que la derivada de la acción
clásica lo hace como en la ec. (5.51).

Definimos el propagador inverso o bien la función de Green de dos puntos como

G−1(x, y) = − δ2SJ

δϕ(x)δϕ(y)

∣∣∣∣
ϕ0

= − δ2S

δϕ(x)δϕ(y)

∣∣∣∣
ϕ0

. (5.54)

Sustituyendo la expansión en la expresión para la función generadora, tenemos

Z[J ] = e
i
ℏW [J ] ≃

∫
Dχe

i
ℏS

J (ϕ0+
√
ℏχ)

≃ e
i
ℏS

J (ϕ0)

∫
Dχe−

i
2

∫
d4xd4yχ(x)G−1(x,y)χ(y) (5.55)

≃ e
i
ℏS

J (ϕ0)
[
det
(
G−1

)]−1/2
,

por lo tanto

W [J ] ≃ SJ(ϕ0)− iℏ ln
[
det
(
G−1

)]−1/2

≃ SJ(ϕ0) +
iℏ
2
Tr lnG−1. (5.56)

Para avanzar a la acción efectiva, notamos que ϕc, el campo clásico puede ser expandido
en potencias de ℏ, sin embargo, como se satisface el ĺımite ℏ → 0, escribimos la expansión
de la siguiente forma

ϕc(x) = ϕ0(x) + ϕ1(x) + . . . , (5.57)

donde por definición, ϕ1 es del orden de ℏ, notamos que

S(ϕc) ∼ S (ϕ0 + ϕ1)

= S(ϕ0) +

∫
d4xϕ1

δS

δϕ(x)

∣∣∣∣
ϕ0

+O(ℏ2) (5.58)

= S(ϕ0)−
∫
d4xJ(x)ϕ1(x),

donde hemos usado la ecuación clásica de Euler-Lagrange y hemos despreciado los térmi-
nos de mayor orden.

Ahora la acción efectiva, a ese orden tiene la forma
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Γ(ϕc) = W [J ]−
∫
d4xϕc(x)J(x)

= SJ(ϕ0) +
iℏ
2
Tr lnG−1 −

∫
d4(ϕ0 + ϕ1)J

= S(ϕ0) +

∫
d4xϕ0J +

iℏ
2
Tr lnG−1 (5.59)

= S(ϕc) +
iℏ
2
Tr lnG−1.

Para un campo clásico constante, obtenemos el potencial efectivo a primer orden como

Γ(ϕc) = −ΩV (ϕc) = −ΩV 0(ϕc) +
iℏ
2
Tr lnG−1, (5.60)

V (ϕc) = V 0(ϕc)−
iℏ
2
Ω−1Tr lnG−1. (5.61)

Ahora vemos que la contribución a 1-loop del potencial efectivo es dado por

V 1(ϕc) = −iℏ
2
Ω−1Tr lnG−1, (5.62)

donde la traza representa la suma sobre todos los grados de libertad del sistema.

5.3. Transiciones de fase

En f́ısica, las fases de una sustancia representan estados de la materia con propiedades
f́ısicas y qúımicas homogéneas, como gas, ĺıquido, sólido o bien distintos estados cristali-
nos. Estas fases están determinadas por las interacciones entre part́ıculas y las condiciones
termodinámicas, como la temperatura y la presión. El paso de una fase a otra, conocido
como una transición de fase, es un fenómeno que involucra cambios en las propiedades
del sistema.

En el caso de un ĺıquido y un gas, se puede pensar que dichas fases se diferencian entre śı
solo en un carácter cuantitativo, es decir, difieren uno de otro solo en cuanto interactúan
sus moléculas. En cambio, las diferencias entre un ĺıquido y un sólido resultan cualitativas,
dado que estos se distinguen por su simetŕıa interna, en ese sentido dicha simetŕıa existe
o no en una u otra fase.
Las fases de una sustancia pueden describirse en términos del potencial termodinámico o
en general, del potencial efectivo en teoŕıas de campo.

Como ya se mencionó anteriormente, el potencial de una teoŕıa, llámese clásico o efectivo
al considerar las correcciones cuánticas, permite el estudio del rompimiento o restauración
de una simetŕıa.

Con frecuencia, el mı́nimo del potencial efectivo actúa como parámetro de orden, caracteri-
zando la transición de fase del sistema. Es nulo en la fase simétrica, donde la simetŕıa está
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restaurada, y toma un valor distinto de cero cuando hay ruptura espontánea de la simetŕıa.

Las propiedades termodinámicas del sistema pueden modificar el mı́nimo y dependien-
do del comportamiento de dicho parámetro la transición de fase puede distinguirse entre
primer o segundo orden, en el estudio de las transiciones es importante conocer el tipo u
orden de la transición, por lo cual existe la llamada clasificación de Ehrenfest. El orden
de la transición viene dado por condiciones en la continuidad de la n-ésima derivada del
potencial. Es decir, cuando la derivada de orden n diverge, decimos que la transición es
de orden n.

Para ilustrar los distintos tipos de transiciones de fase, un caso simple es cuando tomamos
el potencial efectivo de un campo escalar ϕ con autointeracción cuártica, un bosón neutro
en un baño térmico, donde el potencial clásico corresponde al obtenido en la ec. (3.17)

V 0 = −a
2

2
v2 +

λ

4
v4, (5.63)

recordamos que la teoŕıa asociada a este campo presenta un rompimiento espontáneo de
la simetŕıa puesto que su valor de expectación en el vaćıo es finito. Debido a esto, el campo
adquiere una masa dinámica dada en la ec. (3.19)

m2 = 3λv2 − a2. (5.64)

Por otro lado la corrección a 1-loop de la teoŕıa es calculada a partir de la ec. (5.62). En
la literatura es bien conocido el resultado en la aproximación de alta temperatura [59].
Solo tomando los términos más dominantes de esta aproximación tenemos un potencial
efectivo

V (v, T ) = −a
2

2
v2 +

λ

4
v4 +

m2T 2

24
− π2T 4

90
. (5.65)

Al sustituir la masa, se reescribe como

V (v, T ) =
λ

4
v4 +

(
λ

8
T 2 − a2

2

)
v2 − a2T 2

24
− π2T 4

90
. (5.66)

El mı́nimo de este potencial es dado por la solución de

1

v

∂V

∂v

∣∣∣∣
v=vmin

= 0, (5.67)

o bien

λv2min +

(
λ

4
T 2 − a2

)
= 0, (5.68)

que es la solución no trivial de la ecuación. A una temperatura fija, tendremos distintos
comportamientos para el potencial que podemos observar en la Fig. 5.1a aśı como el
mı́nimo del potencial en función de la temperatura en la Fig. 5.1b, para lo cual hay que
analizar el coeficiente que acompaña al término cuadrático de v.
Por un lado, cuando la temperatura es nula o bien el coeficiente resulta negativo definido,
observamos que la simetŕıa está rota, es decir, el mı́nimo del potencial es distinto de cero,
en ese caso conforme aumenta la temperatura el valor del mı́nimo decrece hasta llegar a
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v

V (v)

T > Tc T < TcTc

(a)

T

vmin

Tc

(b)

Fig. 5.1: En el lado izquierdo vemos un potencial V (v) que experimenta la ruptura y restauración
de la simetŕıa a distintas temperaturas. En el lado derecho graficamos el mı́nimo del potencial como
función de la temperatura vmin(T ), observando una transición de fase de segundo orden.

un valor cŕıtico de la temperatura. Esta temperatura de transición Tc es la cual permite
que el lado de izquierdo de la ec. (5.68) se anule, a partir de ese valor, la simetŕıa se ve
restaurada puesto que el valor del mı́nimo del potencial se anula. Finalmente, para valo-
res de la temperatura más altos que la temperatura de transición, la simetŕıa permanece
restaurada por lo cual el valor del mı́nimo continua siendo cero.

En este caso, además podemos conocer la segunda derivada del potencial como

∂2V

∂v2

∣∣∣∣
v=vmin

= 2a2 − λ

2
T 2, (5.69)

expresión que es finita para cualquier valor de T , por lo que dada definición de la clasifi-
cación, este tipo de transición corresponde a una transición de segundo orden.

Por otro lado, hay ocasiones en las que el potencial tiene un comportamiento más com-
plejo, como puede ser visto en la Fig. 5.2a. Para temperaturas por arriba o por debajo
de la temperatura de transición Tc permanece la el comportamiento del mı́nimo al igual
que para las transiciones de segundo orden, sin embargo, en la temperatura de transición
el potencial puede presentar múltiples mı́nimos haciendo que el valor de vmin(Tc) de un
salto abrupto al cero, como puede ser visto en la Fig. 5.2b.

A diferencia del caso del segundo orden, cuyo mı́nimo decrece suavemente y se ve reflejado
en una segunda derivada del potencial en el mı́nimo finita, este salto puede pensarse como
una discontinuidad en la segunda deriva, por lo cual, solo la primera derivada es continua,
dicho esto, este comportamiento describe una transición de primer orden.
Por otro lado, otro tipo de transición ocurre cuando en el potencial a orden árbol se in-
cluye un término que rompa expĺıcitamente la simetŕıa, esto se ve en la Fig. 5.3a desde
que el mı́nimo se ha trasladado fuera del origen para todas las temperaturas.
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v

V (v)

TcT > Tc T < Tc

(a)

T

vmin

Tc

(b)

Fig. 5.2: En el lado izquierdo vemos un potencial V (v) que experimenta la ruptura y restauración
de la simetŕıa a distintas temperaturas. En el lado derecho graficamos el mı́nimo del potencial como
función de la temperatura vmin(T ), observando una transición de fase de primer orden.

Ahora el mı́nimo respecto de la temperatura, luego de decrecer cambia la dirección de su
pendiente en alguna T , la cual se denomina la temperatura de transición, sin embargo,
nunca llega a cero sino que tiende asintóticamente a un valor f . Además que a ningún
orden de las derivadas del potencial presentan divergencias. A este tipo de transición se
le denomina crossover.

v

V (v)

T > Tc Tc T < Tc

(a)

T

vmin

Tc

f

(b)

Fig. 5.3: En el lado izquierdo vemos un potencial V (v) que experimenta la ruptura y restauración
de la simetŕıa a distintas temperaturas. En el lado derecho graficamos el mı́nimo del potencial como
función de la temperatura vmin(T ), observando un crossover.

Finalmente, otra definición de interés es la de un punto cŕıtico, este es dado por un punto
en el que se experimenta un cambio en el tipo de transición de fase, es decir, de un
crossover a un primer orden, por ejemplo.
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Caṕıtulo 6

Enerǵıa libre del Modelo Sigma
Lineal acoplado con quarks

En este caṕıtulo llevamos a cabo el cálculo detallado del potencial efectivo asociado al
Modelo Sigma Lineal acoplado con quarks, donde incluimos las correcciones cuánticas
debido a los campos magnéticos a través de los propagadores de los campos cargados.
A su vez, la correcciones térmicas son incluidas al trabajar con el formalismo de Matsu-
bara revisado en el caṕıtulo anterior. Calculamos la contribución correspondiente a cada
una de las part́ıculas asociadas al modelo. En casos donde es posible darle solución con
métodos distintos, se desarrollan por separado. Introducimos al potencial efectivo la con-
tribución debido a los diagramas de anillo, la cual es calculada en la aproximación de alta
temperatura. Además, hemos de calcular la autoenerǵıa para los bosones.

6.1. Potencial efectivo

El potencial efectivo a primer orden tiene la estructura

V = V 0 + V 1. (6.1)

Para nuestro caso, usando el Modelo Sigma Lineal con quarks, el potencial efectivo con
correcciones a 1-loop, contiene contribuciones para cada uno de sus grados de libertad, es
decir, campos de bosones tanto neutros como cargados y de fermiones, será de la forma

V = V 0 + V 1
σ + V 1

π0
+ V 1

π+
+ V 1

π− +
∑
f=u,d

V 1
f . (6.2)

En general, la corrección a 1-loop del potencial efectivo es dado desde la ec. (5.62),

V 1 = − i

2
Ω−1Tr lnG−1. (6.3)

Tomando a la traza como la integral sobre todo el espacio de configuraciones
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Tr lnG−1 =

∫
d4x ⟨x| lnG−1|x⟩, (6.4)

usando la condición de completitud

Tr lnG−1 =

∫
d4x d4k d4k′ ⟨x|k⟩⟨k| lnG−1|k′⟩⟨k′|x⟩, (6.5)

con

⟨k|x⟩ = ⟨x|k⟩∗ = e−ik·x

(2π)2
, (6.6)

tenemos

Tr lnG−1 =

∫
d4x d4k d4k′

e−i(k−k′)·x

(2π)4
⟨k| lnG−1|k′⟩. (6.7)

Tomamos una teoŕıa para un campo escalar, tal que el propagador en el espacio de mo-
mentos es

⟨k|G−1|k′⟩ = G−1(k, k′) = (−k2 +m2)δ4(k − k′). (6.8)

Al sustituir en la ec. (6.7)

Tr lnG−1 =

∫
d4xd4kd4k′

e−i(k−k′)·x

(2π)4
ln(−k2 +m2)δ4(k − k′). (6.9)

Al integrar

Tr lnG−1 =

∫
d4xd4k ln(−k2 +m2). (6.10)

La integral cuadridimensional en el espacio de configuraciones, resulta en el volumen Ω,
aśı

Tr lnG−1 = Ω

∫
d4k ln(−k2 +m2). (6.11)

Por lo tanto, para un campo escalar, el potencial a primer orden es

V 1 = − i

2

∫
d4k ln(−k2 +m2). (6.12)

La ec. (6.12), para un campo escalar, es la corrección a 1-loop del potencial y se puede
escribir de forma general como

V 1
b = − i

2

∫
d4k

(2π)4
lnG−1, (6.13)

o bien en el formalismo de Matsubara como

V 1
b =

T

2

∑
n

∫
d3k

(2π)3
lnG−1 (6.14)
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Por su parte, realizando el cálculo de forma análoga al caso escalar, la contribución para
un fermión de esṕın 1/2 es de la forma

V 1
f = −T

∑
n

∫
d3k

(2π)3
Tr lnS−1, (6.15)

donde la traza Tr es sobre el espacio de Minkowski.

Para darle solución a temperatura finita, es necesario hacer una rotación de Wick para
pasar del espacio de Minkowski al de Euclides como en la ec. (5.17)

k0 → ik4, (6.16)

donde la componente temporal del cuadrimomento toma el valor de las frecuencias de
Matsubara

k4 = ωn, ω̃n (6.17)

con ωn para los bosones y ω̃n para los fermiones. Aśı hacemos la transformación∫
d4k

(2π)4
−→ iT

∑
n

∫
d3k

(2π)3
. (6.18)

De igual forma se reescriben los propagadores, tal que para los campos neutros, π0 y σ,
tenemos el propagador escalar de la ec. (4.1), en el espacio de momentos, escrito en el
formalismo de Matsubara

iG(k) =
i

ω2
n + k2 +m2

. (6.19)

Por otro lado, para los campos escalares cargados, π+ y π− es necesario usar el propaga-
dor escalar en presencia de campos magnéticos en la aproximación de campo fuerte de la
ec. (4.85), escrito en el formalismo de Matsubara como

iGLLL(k) = 2i
e−

k2⊥
|eB|

ω2
n + k23 +m2

b + |eB|
. (6.20)

De manera análoga, para los fermiones, que son los quarks, usamos el propagador obte-
nido en la ec. (4.88), escrito en el formalismo de Matsubara como

iSLLL(k) = 2ie−
k2⊥
|qB|

̸k∥ +mf

ω̃2
n + k23 +m2

f

O+. (6.21)

Con esto presente, vamos a desarrollar cada una de las diferentes contribuciones, V 1
0 , V

1
b y

V 1
f , que son las correcciones a 1-loop del potencial para bosones neutros, bosones cargados

y fermiones, respectivamente.
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6.1.1. Potencial de bosones neutros

Para los campos neutros de la teoŕıa, σ y π0, al sustituir la ec. (6.19) en la ec. (6.14), la
corrección a 1-loop en el formalimo de Matsubara se escribe de la siguiente forma

V 1
0 =

T

2

∑
n

∫
d3k

(2π)3
ln(ω2

n + k⃗2 +m2). (6.22)

Esta ecuación la podemos reescribir, integrando y derivando respecto del cuadrado de la
masa, de tal forma que

V 1
0 =

T

2

∑
n

∫
d3k

(2π)3
dm2 1

ω2
n + k⃗2 +m2

. (6.23)

La suma sobre las frecuencias de Matsubara tiene como resultado

T
∑
n

1

(2πnT )2 + k⃗2 +m2
=

1

2
√
k⃗2 +m2

(
1 +

2

e
√

k⃗2+m2

T − 1

)
, (6.24)

por lo tanto la contribución 1-loop de un mesón neutro se escribe como

V 1
0 =

1

4

∫
d3k

(2π)3
dm2

(
1

2
√
k⃗2 +m2

+
1√

k⃗2 +m2

1

e
√

k⃗2+m2

T − 1

)
. (6.25)

De la ec. (6.25) podemos notar dos términos distintos dentro del paréntesis, el primero
corresponde a la contribución del vaćıo puesto que solo depende del momento y la masa, sin
dependencia en la temperatura y el segundo corresponde al llamado término de materia,
porque tiene dependencia en la temperatura. Distinguimos cada término con los sub́ındices
vac y β, respectivamente.

6.1.1.1. Término de vaćıo

La contribución del vaćıo tiene una divergencia UV, caracteŕıstica que podemos notar
desde el conteo de las dimensiones. El método que vamos a llevar a cabo para calcular
este tipo de términos, es recurriendo a la regularización dimensional [60].
Comenzamos haciendo un cambio en la dimensión del espacio de integración como∫

d3k

(2π)3
−→

∫
ddk

(2π)d
. (6.26)

Siguiendo el método añadimos una constante µ de la dimensión masa que permitirá regular
la dimensión en la que se está trabajando, tal que

V 1
0,vac =

µ3−d

4

∫
ddk

(2π)d
dm2 1√

k⃗2 +m2
. (6.27)

Integrando sobre m2

V 1
0,vac =

µ3−d

2

∫
ddk

(2π)d

√
k⃗2 +m2, (6.28)
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al reescribir

V 1
0,vac =

µ3−d

2

∫
ddk

(2π)d
1

(k⃗2 +m2)−1/2
. (6.29)

En la literatura [61], es conocida la solución para integrales del tipo de la ec. (6.29), como∫
ddℓ

(2π)d
1

(ℓ2 +∆)n
=

1

(4π)d/2
Γ (n− d/2)

Γ(n)

(
1

∆

)n− d
2

. (6.30)

En este caso tomando n = −1/2 y ∆ = m2, tiene solución

V 1
0,vac =

µ3−d

2

1

(4π)d/2
Γ
(
−1+d

2

)
Γ(−1/2)

(
1

m2

)− 1+d
2

, (6.31)

Ahora nos acercamos a la dimensión original haciendo tender d→ 3− 2ϵ, obteniendo

V 1
0,vac =

µ2ϵ

2

1

(4π)
3
2
−ϵ

Γ(−2 + ϵ)

Γ(−1/2)

(
1

m2

)−2+ϵ

, (6.32)

tomando el ĺımite cuando ϵ→ 0

V 1
0,vac =

m4

128π2

(
−2

ϵ
+ (−3 + 2γE)− 2 ln

(
4πµ2

m2

))
. (6.33)

Usando el esquema de sustracción mı́nima modificado MS [60], el cual es un esquema de
renormalización utilizado para absorber la parte divergente de las correcciones radiativas
además de la constante de Euler γE y el término ln (4π), tenemos

V 1
0,vac = − m4

64π2

(
3

2
+ ln

(
µ2

m2

))
. (6.34)

6.1.1.2. Término de materia

Por otro lado, el término de materia es

V 1
0,T =

1

2

∫
d3k

(2π)3
dm2 1√

k⃗2 +m2

1

e
√

k⃗2+m2/T − 1
. (6.35)

Realizando la integral respecto a m2, se tiene

V 1
0,T = T

∫
d3k

(2π)3
ln(1− e−

√
k⃗2+m2/T ). (6.36)

Es posible hacer un cambio en la integral tridimensional, al pasar de coordenadas carte-
sianas a coordenadas esféricas∫ ∞

−∞
d3k →

∫ ∞

0

dk k2
∫
S2

dΩ = 4π

∫ ∞

0

dk k2, (6.37)

donde dΩ representa el diferencial del ángulo sólido. Aśı tenemos

V 1
0,T =

T

2π2

∫ ∞

0

dk k2 ln

(
1− e−

√
k⃗2+m2/T

)
, (6.38)
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para llevar a cabo la última integral, hacemos un cambio de variable a x = k/T y y = m/T ,
tal que

V 1
0,T =

T 4

2π2

∫ ∞

0

dx x2 ln
(
1− e−

√
x2+y2

)
. (6.39)

Este cambio de variable es útil para hacer uso de la aproximación a alta temperatura, es
decir, cuando y2 ≪ 1 o bien m≪ T , podemos calcular V 1

0,T a partir de una expansión en
serie de potencias de y2, como

V 1
0,T ≈ V 1

0,T

∣∣∣∣
y=0

+
∂V 1

0,T

∂y2

∣∣∣∣
y=0

y2 +
∂2V 1

0,T

∂(y2)2

∣∣∣∣
y=0

y4 + · · · . (6.40)

A orden cero, es decir al tomar y = 0, tiene solución

1

1
V 1
0,T

∣∣∣∣
y=0

=
T 4

2π2

∫ ∞

0

dx x2 ln
(
1− e−x

)
= −T

4π2

90
. (6.41)

Al derivar la ec. (6.38) respecto de y2

∂V 1
0,T

∂y2
=

T 4

4π2

∫
dx

x2√
x2 + y2

1

e
√

x2+y2 − 1
, (6.42)

evaluando en y = 0, obtenemos

dV 1
0,T

dy2

∣∣∣∣
y=0

=
T 4

4π2

∫
dx

x

ex − 1
=
T 4

24
. (6.43)

Para la segunda derivada tenemos

∂2V 1
0,T

∂(y2)2
=

∂

∂y2

(
∂V 1

0,T

∂y2

)
=

T 4

4π2

∫
dx x2

∂

∂y2

(
1√

x2 + y2
1

e
√

x2+y2 − 1

)
. (6.44)

Notando que

∂

∂y2

(
1√

x2 + y2
1

e
√

x2+y2 − 1

)
=

∂

∂x2

(
1√

x2 + y2
1

e
√

x2+y2 − 1

)
, (6.45)

entonces

d2V 1
0,T

d(y2)2
=

T 4

4π2

∫
dx x2

∂

dx2

(
1√

x2 + y2
1

e
√

x2+y2 − 1

)

=
T 4

4π2

∫
dx x2

d

2xdx

(
1√

x2 + y2
1

e
√

x2+y2 − 1

)

=
T 4

8π2

∫
x d

(
1√

x2 + y2
1

e
√

x2+y2 − 1

)
,

(6.46)

usando integración por partes con

u = x , v =
1√

x2 + y2
1

e
√

x2+y2 − 1
,
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se tiene

d2V 1
0,T

d(y2)2
=

T 4

4π2

(
x√

x2 + y2
1

e
√

x2+y2 − 1

∣∣∣∣∣
∞

0

−
∫ ∞

0

dx
1√

x2 + y2
1

e
√

x2+y2

)
. (6.47)

tal que
d2V 1

0,β

d(y2)2
= − T 4

8π2

∫ ∞

0

dx
1√

x2 + y2
1

e
√

x2+y2 − 1
. (6.48)

Para integrar esta última expresión podemos usar la identidad

1

ez − 1
=

1

z
− 1

2
+ 2

∞∑
ℓ=1

z

z2 + (2πℓ)2

= −1

2
+

∞∑
ℓ=−∞

z

z2 + (2πℓ)2
,

(6.49)

para reescribirla como

d2V 1
0,T

d(y2)2
=

T 4

8π2

∫ ∞

0

dx

(
1

2
√
x2 + y2

−
∑
ℓ

1

x2 + y2 + (2πℓ)2

)
, (6.50)

con solución, que se encuentra desarrollada en el Apéndice B, obteniendo

d2V 1
β

d(y2)2
= − T 4

8π2

(
γE
2

+
π

2y
+

1

4
ln

(
y2

16π2

)
+O(y2)

)
. (6.51)

Al usar el método de separación de variables para calcular

∫
dV 1

β

dy2
= − T 4

8π2

∫ (
γE
2

+
π

2y
+

1

4
ln

(
y2

16π2

)
+O(y2)

)
dy2

= − T 4

8π2

∫ (
γE
2

+
π

2y
+

1

4
ln

(
y2

16π2

)
+O(y2)

)
2y dy,

(6.52)

obtenemos

dV 1
β

dy2
= − T 4

(4π)2

(
γEy

2 + 2πy + y2 ln
( y
4π

)
− y2

2
+ C1 +O(y3)

)
. (6.53)

Para conocer la constante de integración, con la primera derivada en y = 0, dada por la
ec. (6.43) tenemos

dV 1
β

dy2

∣∣∣∣
y=0

= − T 4

16π2
C1 =

T 4

24
, (6.54)

tal que

C1 = −2π2

3
, (6.55)
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aśı que

dV 1
β

dy2
= − T 4

(4π)2

(
γEy

2 + 2πy + y2 ln
( y
4π

)
− y2

2
− 2π2

3
+O(y3)

)
. (6.56)

Al integrar nuevamente

V 1
β =

T 4

8π2

∫ (
2π2

3
− 2πy +

(
1

2
− γE

)
y2 − y2 ln

( y
4π

))
ydy, (6.57)

tenemos

V 1
β =

T 4

32π2

(
4π2y2

3
− 8πy3

3
+

(
3

4
− γE

)
y4 − y4 ln

( y
4π

)
+ C2 +O

(
y5
))

. (6.58)

Evaluando en y = 0 e igualando con lo obtenido en la ec. (6.41)

V 1
0,T

∣∣∣∣
y=0

=
T 4

32π2
C2 = −T

4π2

90
, (6.59)

aśı

C2 = −16π4

45
, (6.60)

entonces tenemos

V 1
0,T = − T 4

8π2

(
4π4

45
− π2y2

3
+

2πy3

3
+

(
γE − 3

4

)
y4

4
+ ln

( y
4π

) y4
4

+O
(
y5
))

. (6.61)

Finalmente al sustituir y y considerar los términos dominantes de la serie, obtenemos

V 1
0,T = −T

4π2

90
+
m2T 2

24
− m3T

12π
− m4

64π2

(
2γE − 3

2
+ ln

(
m2

(4πT )2

))
. (6.62)

Al unir los términos de vaćıo desde la ec. (6.34) y térmico de la ec. (6.62), obtenemos la
expresión final para la corrección a 1-loop del potencial para bosones neutros como

V 1
0 = −T

4π2

90
+
m2T 2

24
− m3T

12π
− m4

64π2

(
2γE + ln

(
µ2

(4πT )2

))
. (6.63)

6.1.2. Potencial de bosones cargados

Para el caso de los piones cargados, también partimos de la expresión de la corrección del
potencial a 1-loop de bosones de la ec. (6.14) en el formalismo de Matsubara

V 1
b =

T

2

∑
n

∫
d3k

(2π3)
lnG−1(ωn, k⃗), (6.64)

y volvemos a reescribir esta expresión, derivando e integrando respecto del cuadrado de
la masa, como se hizo en la ec. (6.23)
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V 1
b =

T

2

∑
n

∫
d3k

(2π3)
dm2

b G
LLL(ωn, k⃗). (6.65)

En este caso sustituimos la expresión del propagador para bosones en presencia de un
campo magnético en la aproximación de campo fuerte de la ec. (6.20), tal que tenemos

V 1
b =

∑
n

T

∫
d3k

(2π)3
dm2

b

e−
k2⊥
|eB|

ω2
n + k23 +m2

b + |eB|
, (6.66)

al sumar sobre las frecuencias de Matsubara, obtenemos

V 1
b =

1

2

∫
d3k

(2π)3
dm2

b

e−
k2⊥
|eB|√

k23 +m2
b + |eB|

1 +
2

e

√
k23+m2

b
+|eB|

T − 1

 . (6.67)

A continuación, integramos sobre las componentes perpendiculares del momento∫
d2k⊥e

− k2⊥
|eB| = π|eB|, (6.68)

tal que el potencial resulta en

V 1
b =

|eB|
8π

∫
dk3
2π

dm2
b

1√
k23 +m2

b + |eB|

1 +
2

e

√
k23+m2

b
+|eB|

T − 1

 . (6.69)

El siguiente paso es integrar sobre la masa m2
b

V 1
b =

|eB|
4π

∫
dk3
2π

(√
k23 +m2

b + |eB|+ 2T ln(1− e−
√

k23+m2
b+|eB|/T )

)
. (6.70)

En esta última expresión podemos identificar nuevamente la existencia de dos tipos de
términos, uno de vaćıo (independiente de T ), pero que śı depende del campo magnético.
Toda la expresión de la ec. (6.70) es proporcional a eB, resultado de recordar que el campo
permea todo el espacio, y un término térmico o de materia, al igual que para los bosones
neutros se les da solución por separado.

6.1.2.1. Término de vaćıo

Para el término de vaćıo de la corrección a 1-loop del potencial para bosones neutros,
nuevamente hacemos uso de la regularización dimensional, al incluir una constante µ y
haciendo un cambio en las dimensiones del espacio de integración como en la ec. (6.26).
Ante estos cambios el término de vaćıo resulta en

V 1
b,vac =

|eB|
4π

∫
ddk3
(2π)d

µ1−d

(k23 +m2
b + |eB|)−1/2

. (6.71)

Usando la ec. (6.30), se integra, y obtenemos
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V 1
b,vac =

|eB|
4π

µ1−d

(4π)d/2
Γ
(
−1+d

2

)
Γ(−1/2)

(
1

m2
b + |eB|

)− 1+d
2

. (6.72)

Regresamos a la dimensión original haciendo tender d→ 1− 2ϵ

V 1
b,vac =

|eB|
2π

µ2ϵ

(4π)1/2−ϵ

Γ(−1 + ϵ)√
π

(
1

m2
b + |eB|

)−1+ϵ

, (6.73)

donde después de un álgebra sencilla, se escribe como

V 1
b,vac = − |eB|

(4π)2
(m2

b + |eB|)
(

4πµ2

m2
b + |eB|

)ϵ

Γ(−1 + ϵ). (6.74)

Ahora vamos a tomar el ĺımite ϵ→ 0 y aśı

V 1
b,vac =

|eB|
(4π)2

(m2
b + |eB|)

(
1

ϵ
+ 1− γE + ln

(
4πµ2

m2
b + |eB|

))
. (6.75)

Aislamos y sustraemos la divergencia usando el esquemaMS, aśı renormalizamos la teoŕıa,
de modo que el término de vaćıo termina siendo

V 1
b,vac =

|eB|
(4π)2

(m2
b + |eB|)

(
1 + ln

(
µ2

m2
b + |eB|

))
. (6.76)

6.1.2.2. Término térmico

El término térmico resulta ser

V 1
b,T =

T |eB|
2π

∫
dk3
2π

ln
(
1− e−

√
k23+m2

b+|eB|/T
)
. (6.77)

Si bien, continuando con el procedimiento usado para el caso de bosones neutros es posi-
ble usar la expansión a alta temperatura para darle solución a la integral, es importante
notar que en el argumento de la exponencial se encuentra un término proporcional al cam-
po magnético |eB|, el cual es la escala energética más alta del sistema. En ese sentido el
cociente |eB|/T 2 implica que la expansión a alta temperatura no sea la mejor ruta a seguir.

Optamos por aprovechar que la exponencial tiende a ser pequeña, debido a los valores de
interés del campo magnético en el argumento. Esto nos permite usar una expansión del
logaritmo como

ln (1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn. (6.78)

Haciendo uso de esta expansión, podemos escribir la ec. (6.77) de la siguiente forma

V 1
b,T = −T |eB|

2π

∫
dk3
2π

∞∑
n=1

e−
√

k23+m2
b+|eB|n/T

n
. (6.79)

Con un cambio de variable z =
√
k23 +m2

b + |eB|, tenemos
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V 1
b,T = −T |eB|

2π2

∞∑
n=1

∫ ∞

√
m2

b+|eB|
dz

z√
z2 −m2

b − |eB|
e−nz/T

n
. (6.80)

Al integrar, obtenemos la solución para la parte térmica del potencial para bosones car-
gados como

V 1
b,T = −T |eB|

2π2

√
m2

b + |eB|
∞∑
n=1

K1

(
n
√
m2

b + |eB|/T
)

n
. (6.81)

Aśı, al unir la parte del vaćıo de la ec. (6.76) y la térmica de la ec. (6.81), obtenemos la
expresión completa del potencial para bosones cargados como

V 1
b =

|eB|
(4π)2

(m2
b + |eB|)

(
1 + ln

(
µ2

m2
b + |eB|

))

− T |eB|
2π2

√
m2

b + |eB|
∞∑
n=1

K1

(
n
√

m2
b+|eB|
T

)
n

. (6.82)

6.1.3. Potencial de fermiones

Tras escribir la contribución fermiónica al potencial de la ec. (6.15) en el formalismo
de Matsubara, integrando y derivando respecto del cuadrado de la masa del fermión,
sustituyendo el propagador fermiónico desde la ec. (6.21), y colocando el coeficiente Nc

que nos indica el número de colores de los quarks, esta contribución al potencial efectivo
se expresa como

V 1
f = −4Nc

∑
n

T

∫
d3k

(2π)3
dm2

f

e−
k2⊥
|qB|

ω̃2
n + k23 +m2

f

. (6.83)

Para encontrar la expresión final de V 1
f , iniciamos sumando sobre las frecuencias de Matsu-

bara, donde ω̃n = (2n+ 1)π, llegando a

V 1
f = −2Nc

∫
d3k

(2π)3
dm2

f

e−
k2⊥
|qB|√

k23 +m2
f

(
1− 2

e
√

k23+m2
f/T + 1

)
. (6.84)

Las componentes perpendiculares del momento se integran al igual que en la ec. (6.68),
tal que

V 1
f = −Nc|qB|

2π

∫
dk3
2π

dm2
f

1√
k23 +m2

f

(
1− 2

e
√

k23+m2
f/T + 1

)
. (6.85)
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Una vez más aparecen dos términos, el término de independiente de T , que al igual al
caso de bosones cargados depende de eB, y el término con temperatura, vamos a proceder
a resolverlos.

6.1.3.1. Término de vaćıo

La técnica para resolver las integrales en el término de vaćıo, es completamente análoga
a todos los casos anteriores: introducimos una constante de renormalización µ, ocupamos
el método de regularización dimensional, y el término de vaćıo se escribe como

V 1
f,vac = −Nc|qB|

2π

∫
ddk3
(2π)d

dm2
f

µ1−d

(k23 +m2
f )

1
2

. (6.86)

Integramos usando la ec. (6.30)

V 1
f,vac = −Nc|qB|

2π

∫
dm2

f

µ1−d

(4π)d/2
Γ
(
1−d
2

)
Γ
(
1
2

) ( 1

m2
f

)1/2−d/2

, (6.87)

hacemos tender d→ 1− 2ϵ

V 1
f,vac = −Nc|qB|

2π

∫
dm2

f

µ2ϵ

(4π)1/2−ϵ

Γ(ϵ)√
π

(
1

m2
f

)ϵ

, (6.88)

y tomamos el ĺımite ϵ→ 0

V 1
f,vac = −Nc|qB|

2π

∫
dm2

f

(
1

ϵ
− γE + ln

(
4πµ2

m2
f

))
, (6.89)

ahora para renormalizar este término, usamos el esquema de sustracción MS

V 1
f,vac = −Nc|qB|

4π2

∫
dm2

f ln

(
µ2

m2
f

)
. (6.90)

Finalmente al integrar sobre el cuadrado de la masa, obtenemos

V 1
f,vac = −Nc|qB|

4π2
m2

f

(
1 + ln

(
µ2

m2
f

))
. (6.91)

6.1.3.2. Término térmico

La expresión para la parte térmica de los fermiones está dada por

V 1
f,T =

Nc|qB|
π

∫
dk3
2π

dm2
f

1√
k23 +m2

f

1

e
√

k23+m2
f/T + 1

, (6.92)

al integrar sobre la masa al cuadrado, se ve como

V 1
f,T = −2Nc|qB|T

π

∫
dk3
2π

ln
(
1 + e−

√
k23+m2

f/T
)
. (6.93)
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Es posible resolver este término a partir de lo dos métodos usados anteriormente, por un
lado desde la ec. (6.92), se ocupa el método de la expansión a alta temperatura, tal y como
se hizo para los bosones neutros. Por otro desde la ec. (6.93), haciendo una expansión del
tipo de la ec. (6.78), como se hizo en el caso de los bosones cargados.

Primer método. Partimos haciendo un cambio de variable de x = k3
T

y y =
mf

T
en la

ec. (6.92), tal que

V 1
f,T =

Nc|qB|T 2

2π2

∫
dxdy2

1√
x2 + y2

1

e
√

x2+y2 + 1
. (6.94)

La integral sobre x tiene solución, desde el Apéndice B en (B.20), aśı

V 1
f,T = −Nc|qB|T 2

π2

∫
dy2

(
γE
2

+
1

2
ln
(y
π

))
(6.95)

Luego de integrar sobre y2 y sustituyendo, la solución usando la expansión a alta tempe-
ratura es

V 1
f,T = −Nc|qB|

4π2
m2

f

(
−1 + 2γE + ln

(
m2

f

π2T 2

))
. (6.96)

Segundo método. Usando la expansión del logaritmo, podemos reescribir la ec. (6.78), tal
que

V 1
f,T = −2Nc|qB|T

π

∫
dk3
2π

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
e−

√
k23+m2

fn/T . (6.97)

Con el cambio de variable z =
√
k23 +m2

f , toma la forma

V 1
f,T = −4Nc|qB|T

2π2

∞∑
n=1

(−1)n−1

n

∫ ∞

mf

dz
z√

z2 −m2
f

e−nz/T . (6.98)

Finalmente, al integrar sobre z, obtenemos

V 1
f,T = −2Nc|qB|T

π2
mf

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
K1

(nmf

T

)
. (6.99)

Uniendo la solución del término de vaćıo con cada una de las soluciones, obtenemos dos
expresiones para la corrección a 1-loop del potencial para los fermiones,

V 1
f = −Nc|qB|

4π2
m2

f

(
2γE + ln

(
µ2

π2T 2

))
, (6.100)
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V 1
f = −Nc|qB|

4π2
m2

f

(
1 + ln

(
µ2

m2
f

))
− 2Nc|qB|T

π2
mf

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
K1

(mf

T

)
. (6.101)

6.2. Diagramas de anillo

En teoŕıas cuánticas de campos, incluso para las soluciones estacionarias de la dinámica
de un campo, se permite que en una delta de tiempo la part́ıcula se propague en el vaćıo.
Este proceso se describe a partir de las correcciones cuánticas o loops. Sin embargo, en un
sistemas de muchas part́ıculas, se abre la posibilidad de que el campo pueda interactuar
con otros campos, generándose más correcciones cuánticas debido a estas interacciones,
como vemos en la Fig. 6.1, donde las interacciones entre part́ıculas se representan mediante
los llamados diagramas de anillo.

= +

Fig. 6.1: Diagramas de las soluciones estacionarias de la propagación de un campo con la contri-
bución de sus interacciones, diagrama 1-loop más diagramas de daisy.

Dichos diagramas son fundamentales para describir el fenómeno con apantallamiento, don-
de la interacción efectiva entre dos part́ıculas se ve modificada debido a la presencia de
un medio.

El efecto del apantallamiento en el propagación de una part́ıcula, se interpreta como el
reemplazo del propagador libre por el llamado propagador vestido, visto como en la Fig.
6.2, el propagador se corrige con el término conocido como la autoenerǵıa.

Π = Π + Π

Fig. 6.2: Propagador vestido con la corrección debido a los efectos de apantallamiento.

En teoŕıas que describen sistemas de muchas part́ıculas, como lo es el Modelo Sigma
Lineal acoplado con quarks (LSMq), las masas se vuelven dinámicas, cuando se permite un
rompimiento espontáneo de la simetŕıa y el potencial se paremetriza por las fluctuaciones
alrededor del mı́nimo de la teoŕıa. En el caso del LSMq, la correspondiente contribución
de los grados de libertad bosónicos, genera la siguiente forma de las masas

m2
σ = 3λv2 − a2 y m2

0 = λv2 − a2. (6.102)
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Estas expresiones dependen de los parámetros λ, v y a. Para algunos valores de las cons-
tantes, el cuadrado de las masas dinámicas podŕıa ser negativo, es decir, las masas podŕıa
ser imaginaria. Al analizar cada contribución del potencial efectivo, llama la atención
que en la corrección del potencial para bosones neutros de la ec. (6.62) hay términos de
la masa dinámica al cubo m3, para valores del parámetro m cuando es imaginaria, este
término será también imaginario, lo cual representa un problema.

Añadir las correcciones correspondientes a los diagramas de anillo es necesario, es decir
incluir los efectos debido al apantallamiento, no solo porque al considerar las interacciones
entre part́ıculas nos permite acercarnos a la realidad, sino que además no ayudará a tratar
con el problema de las masas.

Estas correcciones, denotadas como V ring, se calculan en el formalismo de Matsubara
como

V ring =
T

2

∑
n

∫
d3k

(2π)3
ln (1 + ΠG) , (6.103)

donde Π es la autoenerǵıa del campo. La ec. (6.103) se puede reescribir de la siguiente
forma

V ring =
T

2

∑
n

∫
d3k

(2π)3

(
ln
(
G−1 +Π

)
− lnG−1

)
, (6.104)

donde G es el propagador de la ec. (6.19). Dado que para los bosones neutros trabajamos
a alta temperatura, podemos tomar el término más dominante, el cual corresponde al
modo cero de Matsubara, esto es tomando n = 0, aśı

V ring =
T

2

∫
d3k

(2π)3
(
ln
(
k2 +m2 +Πb

)
−
(
k2 +m2

))
. (6.105)

Si integramos y derivamos respecto de la masa al cuadrado, se tiene

V ring =
T

2

∫
d3k

(2π)3
dm2

(
1

k2 +m2 +Π
− 1

k2 +m2

)
. (6.106)

Al integrarse sobre d3k, usando la ec. (6.30), se obtiene

V ring = − T

8π

∫
dm2

(√
m2 +Π−

√
m2
)
. (6.107)

Finalmente al integrar sobre la masa, obtenemos la contribución de los diagramas de anillo
en la aproximación a alta temperatura para bosones neutros como

V ring = − T

12π
(m2 +Π)3/2 +

Tm3

12π
. (6.108)
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6.3. Autoenerǵıa

Para escribir completamente explicita la expresión de la ec. (6.108), necesitamos cono-
cer la expresión de la autoenerǵıa. Entendemos que la autoenerǵıa Π es una corrección
cuántica a la propagación de los campos debido a sus interacciones con otros campos o
consigo mismo.

Las posibles interacciones de los bosones vienen dadas desde las reglas de Feynman de la
teoŕıa, en el caso del LSMq desde la ec. (3.16).

Πσ = 12 + 4 + 8 + 6

Ππ0 = 4 + 12 + 8 + 6

Ππ± = 4 + 4 + 16 + 6

Fig. 6.3: Diagramas de Feynman de las contribuciones a 1-loop de las autoenerǵıas de los bosones
hasta orden λ, dadas por las posibles interacciones o autointeracciones permitidas por la teoŕıa.
Las ĺıneas punteadas corresponden a los bosones σ, las ĺıneas sólidas a los π0, las ĺıneas dobles a
los π± y las ĺıneas con flechas a los fermiones.

La suma de las contribuciones de cada interacción componen la autoenerǵıa, la cual puede
ser vista a partir de diagramas de Feynman como en la Fig. 6.3, habiendo tomado Nc = 3
y Nf = 2. Considerando solo las contribuciones orden 1-loop a la autoenerǵıa, al igual que
en el caso del potencial, desde el punto de vista perturbativo, cada diagrama es del orden
de λ aunque existen otras contribuciones. En el caso de los diagramas donde interactúan
un bosón con un par fermión anti-fermión, a pesar de que los vértices son proporcionales
a g, es decir, que el diagrama es proporcional a g2, usamos la relación

λ = 2g2. (6.109)

La ec. (6.109) es obtenida como consecuencia de respetar la identidad de Ward para el
Modelo Sigma Lineal acoplado con quarks en el vaćıo. A partir de la relación entre las
masas

m2
σ −m2

π = 4m2
f . (6.110)

Las autoenerǵıas de los bosones de la Fig. 6.3, se pueden calcular a partir de expresiones
como

Πσ =
λ

4

[
12I

(
m2

σ

)
+ 4I

(
m2

π0

)
+ 8I

(
m2

π±

)]
+NfNcΠf , (6.111)

Ππ0 =
λ

4

[
4I
(
m2

σ

)
+ 12I

(
m2

π0

)
+ 8I

(
m2

π±

)]
+NfNcΠf , (6.112)
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Ππ± =
λ

4

[
4I
(
m2

σ

)
+ 4I

(
m2

π0

)
+ 16I

(
m2

π±

)]
+NfNcΠf . (6.113)

La función I (m2
b) es

I
(
m2

b

)
= 2

dV 1
b

dm2
b

, (6.114)

y la autoenerǵıa fermiónica es

Πf = 2g2
dV 1

f

dm2
f

. (6.115)

Además podemos identificar que dependen de las constantes de acoplamiento λ y g, son
proporcionales a factores de simetŕıa y en el caso de la autoenerǵıa de los fermiones, pro-
porcional al número de sabores Nf y el número en espacio de color Nc.

Aunque las expresiones simplificadas de las ecs. (6.111), (6.112) y (6.113) nos permiten
aproximar la autoenerǵıa de manera más directa puesto que ya hemos calculado el po-
tencial efectivo, es posible realizar el cálculo completo desde los diagramas de Feynman a
partir de

−iΠb = iT
∑
n

∫
d3k

(2π)3
(−iλ)iG(k), (6.116)

−iΠf = −iT
∑
n

∫
d3k

(2π)3
Tr [(−ig)iS(k)(−ig)iS(k + q)] . (6.117)

La ec. (6.116) representa el cálculo del diagrama de la Fig. 6.4a y la ec. (6.117) al diagrama
de la Fig. 6.4b, el valor de los vértices dependerá de las part́ıculas que interactúan en cada
caso, por su parte la autoenerǵıa asociada a los fermiones depende del momento externo
q proveniente de los mesones. Ambos casos están escritos en el formalismo de Matsubara.

q q

k

(a)

q q

k

k + q

(b)

Fig. 6.4: Diagramas de Feynman donde se observa la conservación del momento en las contribu-
ciones a 1-loop a orden λ de las autoenerǵıas de bosones interactuando con bosones en (a) y la
contribución de fermión antifermión en (b).

6.3.1. Bosones neutros

Partimos calculando la autoenerǵıa asociada a los bosones neutros interactuando con
bosones neutros. Al sustituir el propagador desde la ec. (6.19) en la ec. (6.116), tenemos
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−iΠ0 = −iλT
∑
n

∫
d3k

(2π)3
1

ω2
n + k⃗2 +m2

, (6.118)

que al sumar sobre las frecuencias de Matsubara, da

−iΠ0 = −iλ
∫

d3k

(2π)3
1√

k⃗2 +m2

(
1

2
+

1

e
√

k⃗2+m2/T − 1

)
. (6.119)

A pesar de que la expresión para la autoenerǵıa tiene un término de vaćıo y un término
de materia al igual que la corrección a 1-loop del potencial, el vaćıo en este caso, tras ser
renormalizado y tomando valores fijos, este permanece constante por lo cual no contribuye.
Al igual que en la ec. (6.37), reescribimos

−iΠ0,T = − iλ
π2

∫
dk

k2√
k2 +m2

1

e
√
k2+m2/T − 1

, (6.120)

con el cambio de variable x = k
T
y y = m

T
, tenemos

−iΠ0,T = − iλ
π2
T 2

∫
dx

x2√
x2 + y2

1

e
√

x2+y2 − 1
. (6.121)

Usamos la relación de la ec. (B.1) del Apéndice B, donde identificamos las funciones

h3(y) =
1

2

∫ ∞

0

dx
x2√
x2 + y2

1

e
√

x2+y2 − 1
, (6.122)

h1(y) =

∫ ∞

0

dx
1√

x2 + y2
1

e
√

x2+y2 − 1
(6.123)

aśı ∫
dh3(y) = −1

2

∫
dyyh1(y), (6.124)

por lo tanto tenemos

∫ ∞

0

dx
x2√
x2 + y2

1

e
√

x2+y2 − 1
= −π

2
y +

y2

8

(
1− 2γE − ln

(
y2

16π2

))
+
π2

6
. (6.125)

Entonces la autoenerǵıa para bosones neutros es dada por

−iΠ0 =
iλ

2π

√
m2T +

iλ

8π2
m2

(
1− 2γE − ln

(
m2

(4πT )2

))
− iλT 2

6
. (6.126)

6.3.2. Bosones cargados

Cuando en la interacción, en espećıfico en el loop, se presentan los bosones cargados,
tenemos que su autoenerǵıa es dada cuando sustituimos el propagador de la ec. (6.20) en
la ec. (6.116), aśı tenemos
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−iΠ± = −2iλT
∑
n

∫
d3k

(2π)3
e−

k2⊥
|eB|

ω2
n + k23 +m2

b + |eB|
, (6.127)

La integral sobre las componentes del momento se divide en dos partes, la contribución
perpendicular d2k⊥ = dk1dk2 y la componente tres dk3. Si integramos sobre las compo-
nentes perpendiculares del momento, tenemos

−iΠ± = −iλ|eB|
π

T
∑
n

∫
dk3
2π

1

ω2
n + k23 +m2

b + |eB|
. (6.128)

El siguiente paso es sumar sobre las frecuencias de Matsubara

−iΠ± = −iλ|eB|
2π

∫
dk3
2π

1√
k23 +m2

b + |eB|

(
1 +

2

e
√

k23+m2
b+|eB| − 1

)
. (6.129)

Para el caso particular de los bosones cargados, el vaćıo se encuentra magnetizado, ya
que el campo magnético permea todo el espacio. Por lo tanto el término de vaćıo de
la autoenerǵıa dependerá de la intensidad del campo magnético de forma que no será
constante como para los bosones neutros, por lo cual es relevante considerar también este
término.
Para resolver la integral sobre la componente tres del momento, seguimos el mismo pro-
cedimiento que para los potenciales, se hace regularización dimensional, donde µ es la
constante de renormalización, tal que

−iΠ±,vac = −iλ|eB|
2π

∫
ddk3
(2π)d

µ1−d

(k23 +m2
b + |eB|) 1

2

, (6.130)

con la solución dada por la ec. (6.30)

−iΠ±,vac = −iλ|eB|T
2π

µ1−d

(4π)d/2
Γ
(
1−d
2

)
Γ
(
1
2

) 1

(m2
b + |eB|) 1−d

2

, (6.131)

donde d→ 1− 2ϵ, para regresar a la dimensión correcta del problema

−iΠ±,vac = −iλ|eB|
2π

µ2ϵ

(4π)1/2−ϵ

Γ(ϵ)√
π

(
1

m2
b + |eB|

)ϵ

. (6.132)

Tomando el ĺımite ϵ→ 0

−iΠ±,vac = −iλ|eB|
4π2

(
1

ϵ
− γE + ln

(
4πµ2

m2
b + |eB|

))
, (6.133)

y usando el esquema de sustracción MS, obtenemos

−iΠ±,vac = −iλ|eB|
4π2

ln

(
µ2

m2
b + |eB|

)
. (6.134)

Por otra parte, el término térmico puede ser reescrito, usando la integral y derivada
respecto del cuadrado de la masa, como

−iΠ±,T = −2i
λ|eB|T
π2

d

dm2
b

∫
dk3 ln

(
1− e.

√
k23+m2

b+|eB|/T
)

(6.135)
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Esta expresión tiene solución como en el caso del potencial para bosones neutros usando
la ec. (6.78), tal que

−iΠ±,β = 2i
λ|eB|T
π2

∞∑
n=1

d

dm2
b

∫
dk3

e−n
√

k23+m2
b+|eB|/T

n
, (6.136)

con el cambio de variable z =
√
k23 +m2

b + |eB|, escribimos

−iΠ±,T = 2i
λ|eB|T
π2

∞∑
n=1

d

dm2
b

∫ ∞

√
m2

b+|eB|
dz

z√
z2 −m2

b − |eB|
e−nz/T

n
. (6.137)

Integramos sobre la variable z

−iΠ±,T = 2i
λ|eB|T
π2

∞∑
n=1

d

dm2
b

√
m2

b + |eB|
n

K1

(
n
√
m2

b + |eB|
T

)
. (6.138)

Finalmente al derivar respecto de la masa al cuadrado

−iΠ±,T = −iλ|eB|
2π2

∑
n

K0

(
n
√
m2

b + |eB|
T

)
, (6.139)

obtenemos la expresión completa como

−iΠ± = −iλ|eB|
4π2

ln

(
µ2

m2
b + |eB|

)
− iλ|eB|

2π2

∑
n

K0

(
n
√
m2

b + |eB|
T

)
(6.140)

6.3.3. Fermiones

Partiendo de la ec. (3.16) o bien desde los diagramas de la Fig. 3.1, vemos que los vértices
de cada interacción entre fermiones y bosones son diferentes, es decir que es necesario
calcular los tres distintos diagramas de autoenerǵıa fermiónica de la Fig. 6.3, interaccio-
nes fermiones con el mesón sigma, fermiones con el pión neutro, fermiones con los piones
cargados.

6.3.3.1. Sigma

La autoenerǵıa correspondiente al bosón sigma, caso para el cual los vértices son −ig, se
calcula a partir de

−iΠσ
f = −iT

∑
n

∫
d3k

(2π)3
Tr [(−ig)iS(k)(−ig)iS(k + q)] + C.C. (6.141)

donde C.C. se refiere a la contribución correspondiente al conjugado de carga [62]. Al
sustituir los propagadores desde la ec. (4.88), podemos escribir lo siguiente
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−iΠσ
f = ig2T

∑
n

∫
d3k

(2π)3
Tr

[(
2ie−

k2⊥
|qB|

̸k∥ +mf

k2∥ −m2
f

O+

)(
2ie−

(k+q)2⊥
|qB|

(̸k+ ̸q)∥ +mf

(k + q)2∥ −m2
f

O+

)]

= −4ig2T
∑
n

∫
d3k

(2π)3
e−

k2⊥
|qB| e−

(k+q)2⊥
|qB|

Tr
[(̸
k∥ +mf

)
O+
(
(̸k+ ̸q)∥ +mf

)
O+
](

k2∥ −m2
f

)(
(k + q)2∥ −m2

f

) .

(6.142)

Al operar el numerador y sumar el conjugado de carga (C.C.)

−iΠσ
f = −4ig2T

∑
n

∫
d3k

(2π)3
e−

k2⊥
|qB| e−

(k+q)2⊥
|qB|

Tr
[
k
∥
µ(k + q)

∥
νγ

µ
∥ γ

ν
∥ + 1m2

f

]
(
k2∥ −m2

f

)(
(k + q)2∥ −m2

f

) , (6.143)

tenemos

−iΠσ
f = −16ig2T

∑
n

∫
d3k

(2π)3
e−

k2⊥
|qB| e−

(k+q)2⊥
|qB|

(
k∥ · (k + q)∥ +m2

f

)(
k2∥ −m2

f

)(
(k + q)2∥ −m2

f

) . (6.144)

Escribiendo en términos de las frecuencias de Matsubara

−iΠσ
f = 16ig2T

∑
n

∫
d3k

(2π)3
e−

k2⊥
|qB| e−

(k+q)2⊥
|qB|

×
ω̃2
n + ω̃nω + k23 + k3q3 −m2

f(
ω̃2
n + k23 +m2

f

) (
(ω̃n + ω)2 + (k3 + q3)2 +m2

f

) , (6.145)

donde al integrar la parte perpendicular del momento∫
d2k⊥e

− k2⊥
|qB| e−

(k+q)2⊥
|qB| =

π

2
|qB|e−

q2⊥
2|qB| , (6.146)

esta contribución a la autoenerǵıa es

−iΠσ
f =

2ig2|qB|T
π

e−
q2⊥

2|qB| (6.147)

×
∑
n

∫
dk3
2π

ω̃2
n + ω̃nω + k23 + k3q3 −m2

f(
ω̃2
n + k23 +m2

f

) (
(ω̃n + ω)2 + (k3 + q3)2 +m2

f

)
donde ω es el momento externo. Al ser un bosón el término ω̃n + ω continúa siendo
tomando valores impares. Sin embargo, dado que el momento externo q es pequeño a
comparación de las otras escalas energéticas del sistema, nos permite escribir

−iΠσ
f =

2ig2|qB|T
π

∑
n

∫
dk3
2π

ω̃2
n + k23 −m2

f(
ω̃2
n + k23 +m2

f

)2 ,
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o bien

−iΠσ
f =

2ig2|qB|
π

T
∑
n

∫
dk3
2π

(
1

ω̃2
n + k23 +m2

f

− 2m2
f

1(
ω̃2
n + k23 +m2

f

)2
)
, (6.148)

y expresando el segundo de los términos como una derivada respecto de la masa

−iΠσ
f =

2ig2|qB|
π

T
∑
n

∫
dk3
2π

(
1

ω̃2
n + k23 +m2

f

+ 2m2
f

d

dm2
f

1

ω̃2
n + k23 +m2

f

)
. (6.149)

Sumamos sobre las frecuencias de Matsubara

−iΠσ
f =

2ig2|qB|
π

∫
dk3
2π

 1√
k23 +m2

f

tanh


√
k23 +m2

f

2T


+2m2

f

d

dm2
f

 1√
k23 +m2

f

tanh


√
k23 +m2

f

2T

 . (6.150)

La parte térmica de la autoenerǵıa es entonces

−iΠσ
f = −4ig2|qB|

π

∫
dk3
2π

 1√
k23 +m2

f

1

e
√

k23+m2
f/T + 1

+2m2
f

d

dm2
f

 1√
k23 +m2

f

1

e
√

k23+m2
f/T + 1

 , (6.151)

o reescrita

−iΠσ
f,T = −4ig2|qB|

π

∫
dk3
2π

 d

dm2
f

 2m2
f√

k23 +m2
f/T

1

e
√

k23+m2
f + 1


− 1√

k23 +m2
f

1

e
√

k23+m2
f/T + 1

 . (6.152)

Notamos que se tienen integrales de la forma

I =

∫
dk3

1√
k23 +m2

f

1

e
√

k23+m2
f/T + 1

, (6.153)

conocemos entonces que a alta temperatura, esta integral tiene una solución aproximada
calculada en el Apéndice B en la ec. (B.20), tal que
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I = −γE
2

− 1

4
ln

(
m2

f

T 2π2

)
. (6.154)

Por otro lado, la ec. (6.153) puede escribirse como

I = −2T

∫
dk3

d

dm2
f

ln

(
1 + e−

√
k23+m2

f
T

)
, (6.155)

para después reescribirse con la ec. (6.78) y llegar a la expresión

I = −2T
d

dm2
f

∫
dk3

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
e−

n
√

k23+m2
f

T , (6.156)

cuya solución es dada como la ec. (6.99), tal que

I = −2T
∞∑
n=1

(−1)nK0

(nmf

T

)
. (6.157)

Aśı resulta la solución∫
dk3

1√
k23 +m2

f

1

e
√

k23+m2
f/T + 1

= −2T
∞∑
n=1

(−1)nK0

(nmf

T

)
. (6.158)

La derivada es

d

dm2
f

∫
dk3

2m2
f√

k23 +m2
f/T

1

e
√

k23+m2
f + 1

= −4
d

dm2
f

∞∑
n=1

(−1)nm2
fK0

(nmf

T

)

= 2
∞∑
n=1

(−1)n
(nmf
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. (6.159)

Por lo tanto, finalmente obtenemos

−iΠσ
f = −4ig2|qB|

π2

∞∑
n=1

(−1)n
(nmf

T
K1

(nmf

T

)
−K0

(nmf

T

))
. (6.160)

6.3.3.2. Pión neutro

Por otro lado, para el caso de piones neutros, donde el vértice es −gγ5, la autoenerǵıa es
de la forma

−iΠπ0
f = −iT

∑
n

∫
d3k

(2π)3
Tr
[
±gγ5iSLLL(k)± gγ5iSLLL(k + q)

]
+ C.C. (6.161)

Sustituyendo los propagadores de los fermiones desde la ec. (4.88)
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= 4ig2T
∑
n
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.

El primer paso que realizamos es calcular la traza

Tr
[
γ5
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̸k∥ +mf

)
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)
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(6.163)

= Tr
[
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(6.164)

habiendo usado que ̸ p∥ O+ = O+ ̸ p∥ y que O± es idempotente, aśı finalmente al sumar
el conjugado de carga (C.C.), donde O+ +O− = 1, entonces

−iΠπ0
f = 4ig2T

∑
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) . (6.165)

La traza se ha simplificado y su resultado nos permite escribir a esta contribución a la
autoenerǵıa como sigue

−iΠπ0
f = −16ig2T
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) . (6.166)

Continuando con la idea de estar en una aproximación de alta temperatura, decimos que el
momento externo es suave, y que la temperatura es una escala dura, una idea proveniente
de los Hard Thermal Loops, por lo que tomamos la aproximación q → 0, y trabajando en
el formalismo de Matsubara, se tiene

−iΠπ0
f = 16ig2T

∑
n

∫
d3k

(2π)3
e−2

k2⊥
|qB|

1(
ω̃2
n + k23 +m2

f

) . (6.167)

Luego de integrar en las componentes perpendiculares del momento y sumar sobre los
modos de Matsubara, la expresión puede reescribirse como

−iΠπ0
f =

2ig2|qB|
π

∫
dk3
2π

1√
k23 +m2

f

tanh


√
k23 +m2

f

2T

 , (6.168)
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o bien
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Consideramos solo el término de materia

−iΠπ0
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En principio conocemos la solución de la expresión anterior, usando la expansión del
logaritmo desde la ec. (6.158), aśı al sustituir obtenemos finalmente
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6.3.3.3. Piones cargados

En el caso de los piones cargados, los vértices son
√
2gγ5, entonces escribimos
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Una vez más primero vamos a calcular la traza y de manera consecutiva sumar el término
conjugado de carga, al igual que en la ec. (6.165)
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Siendo consistentes con la aproximación de alta temperatura, el momento externo es suave,
tal que q → 0. Entonces, considerando esta aproximación y trabajando con el formalismo
de Matsubara, escribimos

−iΠπ±
f = 32ig2T
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e−

k2⊥
|quB| e
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. (6.173)

Integrando la componentes perpendiculares del momento, se obtiene
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∫
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y sustituyendo en la autoenerǵıa, se llega a
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Siguiendo el procedimiento análogo al realizado desde la ec. (6.168) hasta la ec. (6.170),
obtenemos
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Caṕıtulo 7

Análisis de Resultados

En este caṕıtulo analizamos el potencial efectivo del Modelo Sigma Lineal con quarks, más
allá de campo medio, hasta orden de contribuciones de anillo, calculado previamente. Nos
centramos en el comportamiento del mı́nimo del potencial, el cual es el parámetro de orden
de la teoŕıa, para determinar la temperatura a la que ocurre la transición, dado un valor de
la intensidad del campo magnético, y aśı construir un diagrama de fase. Trabajamos con
dos conjuntos de parámetros, uno basado en las masas f́ısicas de los bosones y otro en los
valores fenomenológicamente asintóticos a los que tienden las constantes de acoplamiento
cuando el campo magnético es ultra intenso. Para garantizar la estabilidad del vaćıo, im-
ponemos condiciones que eviten su desestabilización por fluctuaciones cuánticas. Además,
evaluamos la validez de las aproximaciones empleadas comparando soluciones anaĺıticas y
numéricas. Finalmente, implementamos más robusto, donde se incluyen masas calculados
autoconsistentemente para cada grado de libertad del modelo.

7.1. Elección de parámetros

7.1.1. Primer conjunto de parámetros

Para hacer el análisis del potencial efectivo de la teoŕıa, es necesario que los parámetros
libres del LSMq tengan valores definidos, es decir dar valor a las constantes de acopla-
miento λ, g, al parámetro de dimensión masa a y al término del rompimiento expĺıcito de
la simetŕıa h.

Para este objetivo, utilizamos la masa f́ısica de los bosones en el vaćıo y las expresiones de
las masas de la ec. (3.19). Esto se obtiene con el potencial a orden árbol de la ec. (3.21),
donde el mı́nimo del potencial es fπ. Aśı

m2
σ = 3λf 2

π − a2, m2
π = λf 2

π − a2 (7.1)
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Para determinar los parámetros, además se deben cumplir las condiciones

∂V

∂v

∣∣∣∣∣
v=fπ

= 0,
∂2V

∂v2

∣∣∣∣∣
v=fπ

= m2
π. (7.2)

Aśı obtenemos

λ =
m2

σ −m2
π

2f 2
π

, a =
√
λf 2

π −m2
π, h = fπm

2
π. (7.3)

Con los valores para las masas f́ısicas mσ = 0.500 GeV, mπ = 0.140 GeV, fπ = 0.093GeV
y g =

√
λ/2 de la ec. (6.109), obtenemos

λ = 13.319, g = 2.580, a = 0.309 GeV, h = 0.0018 GeV3. (7.4)

7.1.2. Segundo conjunto de parámetros

En el segundo caso, se escoge el valor de las constantes de acoplamiento que fenome-
nológicamente se obtienen en el LSMq, para cuando se tienen campos magnéticos muy
intensos [63]. Estos valores son λ = 1.5 y g = 0.33. Adaptamos los valores de los demás
parámetros de manera que satisfacen las mismas condiciones que ya se establecieron, con

fπ = 0.217GeV, a = 0.150GeV, h = 0.0105GeV3. (7.5)

7.2. Condiciones de estabilidad en el vaćıo

Para asegurar que las correcciones cuánticas en el vaćıo no modifiquen el mı́nimo de la
teoŕıa, es necesario implementar las condiciones de estabilidad del vaćıo, donde introdu-
cimos dos contratérminos δa2 y δλ.

Construimos el potencial de vaćıo (denotado como V vac), a partir del potencial orden
árbol de la ec. (3.21) y la corrección a 1-loop de los bosones neutros del vaćıo de la ec.
(6.34), obteniendo

V vac =− a2 + δa2

2
v2 +

λ+ δλ

4
v4 − hv − (3λv2 − a2)2

64π2

(
3

2
+ ln

(
µ2

3λv2 − a2

))
(7.6)

− (λv2 − a2)2

64π2

(
3

2
+ ln

(
µ2

λv2 − a2

))
.

Para preservar el valor del mı́nimo de la contribución clásica, es necesario que el potencial
V vac satisfaga las condiciones
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∂V vac
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∣∣∣∣∣
v=fπ

= 0,
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∣∣∣∣∣
v=fπ

= 2a2. (7.7)

Resolviendo las ecuaciones (7.7), los contratérminos obtenidos son
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2 ln
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)
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πλ

2 + 24π2f 3
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f 3
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λf2
π−a2

)
π2

+
9λ2 ln

(
µ2

3λf2
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)
π2

 . (7.9)

A simple vista de las expresiones, el potencial de vaćıo y los contratérminos dependen de
la escala de regularización µ, la cual en principio se toma como la escala energética más
alta del sistema. Sin embargo, las condiciones de estabilidad también permiten reescribir
el vaćıo del potencial de forma que no depende de dicha escala. En la Fig. 7.1 graficamos
el potencial de vaćıo estabilizado para distintos valores de µ, mostrando que el mı́nimo
permanece invariante.
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Fig. 7.1: Potencial de vaćıo estabilizado como función de v, graficado para tres valores de la escala
de regularización µ = 2, 4, 10 GeV.

En la Fig. 7.2 podemos observar la gráfica del potencial a orden árbol V 0 comparado con
el potencial de vaćıo con los contratérminos calculados V vac, para un valor fijo de µ, donde
se muestra que en efecto conserva el valor del mı́nimo en el vaćıo. También podemos ver
como el potencial de vaćıo estabilizado no es finito en valores de v cerca del origen. No
es extraño desde que en la ec. (7.6), el término del logaritmo depende la masa de las
part́ıculas al cuadrado, que como se mencionó antes podŕıa tomar valores negativos o ser
cero, de forma que no es posible el estudio del potencial efectivo en ese régimen.
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Fig. 7.2: Comparación entre el potencial a orden árbol (curva cont́ınua de color morado) y el
potencial de vaćıo estabilizado (curva semicontinua en color azul).

7.3. Validez de los resultados

Dado que para la solución de las contribuciones térmicas del potencial de cada campo
fue calculado usando algún tipo de aproximación, vamos a probar para cada caso que las
expresiones que hemos calculado se comporten como su solución numérica. Esto a su vez
se hace para cada conjunto de parámetros antes mencionado.

Usando los valores de la ec. (7.4), en la Fig. 7.3 analizamos el caso de la contribución
térmica del potencial de los bosones neutros con la solución dada usando la aproximación
a alta temperatura de la ec.(6.62) y comparamos con la solución numérica desde la expre-
sión en la ec. (6.35), donde observamos como se comportan para tres casos distintos de
valores de la temperatura. Podemos ver en las Figs. 7.3a y 7.3b, que a ese orden de tem-
peraturas, las dos soluciones muestran un comportamiento de la expresión aproximada
que rápidamente se aleja de la solución numérica, esta última es la solución correcta. Es
hasta la Fig. 7.3c a una temperatura tan alta como T =1.1 GeV que vemos mayor simi-
litud entre ambos resultados. Podemos concluir que nuestra solución es válida solo para
valores muy grandes de la temperatura, lo cual tiene sentido debido a la aproximación
que usamos.
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(b) T =0.6 GeV
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Fig. 7.3: Comparación entre la contribución térmica del potencial de los bosones neutros V 1
0,T

como función de v, usando la aproximación a alta temperatura (curva continua de color morado)
y la solución numérica (curva semicontinua azul), graficado para tres valores de la temperatura: a
la izquierda a T = 0.1 GeV, al centro T = 0.6 GeV y a la derecha T = 1.1 GeV. Las constantes de
acoplamiento y el parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV.

Para los bosones cargados, usamos una expansión para encontrar la solución de la ec.
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(6.81) y donde la solución numérica es dada como en la ec. (6.77). Aśı en la Fig. 7.4
comparamos ambos resultados, para cada temperatura tomamos n = 10 términos de la
serie y el campo toma una valor fijo de |eB| = 1GeV2. Es fácil notar que para cualquier
valor de la temperatura, sea pequeña o grande, nuestra solución es fiel al comportamiento
de la solución numérica, las curvas se encuentran una encima de la otra.
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(c) T =1.1 GeV

Fig. 7.4: Comparación entre la contribución térmica del potencial de los bosones cargados V 1
b,T

como función de v, usando la expansión tomando n = 10 términos de la serie (curva continua
de color morado) y la solución numérica (curva semicontinua azul), con un campo magnético fijo
|eB| = 1GeV2, graficado para tres valores de la temperatura: a la izquierda a T = 0.1 GeV, al
centro T = 0.6 GeV y a la derecha T = 1.1 GeV. Las constantes de acoplamiento y el parámetro
de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV.

En el caso de los fermiones, no solo obtuvimos la solución del término de materia del
potencial en la aproximación a alta temperatura como en la ec. (6.96), sino también como
una expansión al igual que el método usado para los bosones cargados dado en la ec. (6.99),
por lo cual comparamos ambas soluciones con los resultados numéricos de la ec. (6.94). En
la Fig. 7.5, podemos observar los potenciales a distintas temperaturas, donde la expansión
se trunca en n = 15 y con un valor del campo magnético fijo en |eB| = 1GeV2. Para
todas las temperaturas, podemos ver como el potencial en la aproximación, al igual que
en caso de los bosones neutros no se asemeja al comportamiento de la solución numérica.
Sin embargo, al igual que para los bosones cargados, el potencial obtenido como una
expansión se comporta de manera casi idéntica a los resultados numéricos.
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(b) T =0.6 GeV
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Fig. 7.5: Comparación entre la solución en términos de una expansión, la aproximación a alta
temperatura y la solución numérica de las contribuciones a 1-loop del término de materia asociado
a los fermiones, esto para distintas temperaturas. Comparación entre la contribución térmica del
potencial de los fermiones V 1

f,T como función de v, usando la expansión tomando n = 15 términos de
la serie (curva continua de color morado), la aproximación a alta temperatura (curva semicontinua
azul) y la solución numérica (curva punto y guión rosa), con un campo magnético fijo |eB| = 1GeV2,
graficado para tres valores de la temperatura: a la izquierda a T = 0.1 GeV, al centro T = 0.6 GeV
y a la derecha T = 1.1 GeV. Las constantes de acoplamiento y el parámetro de masa tienen los
valores λ = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV.

El mismo análisis puede hacerse para el segundo conjunto de parámetros, el dado en la
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ec. (7.5), antes que hay dos razones que motivan el estudio del potencial en estos va-
lores: en primer lugar porque se conoce que el acoplamiento entre los campos también
se ve modificado debido a los efectos termo-magnéticos, tal que en altos valores de la
intensidad del campo, el cual es el régimen que estamos estudiando. En segundo lugar
estos acoplamientos tiendan asintóticamente a un valor, los valores de λ, g y a, son pe-
queños, de manera que las masas de la ec. (3.19) toman también valores pequeños, esto
es importante para las contribuciones donde se consideró la aproximación a alta tempe-
ratura, puesto que si se cumple que m

T
≪ 1, en este caso se tendrá una mejor aproximación.

Para los bosones neutros, en la Fig. 7.6 podemos ver como desde temperaturas al rededor
de 0.6 GeV, tanto la aproximación como la solución numérica se comportan de forma casi
idéntica.
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(b) T =0.6 GeV
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(c) T =1.1 GeV

Fig. 7.6: Comparación entre la contribución térmica del potencial de los bosones neutros V 1
0,T

como función de v, usando la aproximación a alta temperatura (curva continua de color morado)
y la solución numérica (curva semicontinua azul), con un campo magnético fijo |eB| = 1GeV2,
graficado para tres valores de la temperatura: a la izquierda a T = 0.1 GeV, al centro T = 0.6 GeV
y a la derecha T = 1.1 GeV. Las constantes de acoplamiento y el parámetro de masa tienen los
valores λ = 1.5, g = 0.33 y a = 0.15 GeV.

Al igual que en el caso anterior, en la Fig. 7.7 se muestra como en el caso de bosones
cargados, el resultado de la expansión considerando los primeros diez términos. Para
todos los valores de temperatura se comporta de la misma forma que lo hace la solución
numérica.
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(b) T =0.6 GeV
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Fig. 7.7: Comparación entre la contribución térmica del potencial de los bosones cargados V 1
b,T

como función de v, usando la expansión tomando n = 10 términos de la serie (curva continua
de color morado) y la solución numérica (curva semicontinua azul), con un campo magnético fijo
|eB| = 1GeV2, graficado para tres valores de la temperatura: a la izquierda a T = 0.1 GeV, al
centro T = 0.6 GeV y a la derecha T = 1.1 GeV. Las constantes de acoplamiento y el parámetro
de masa tienen los valores λ = 1.5, g = 0.33 y a = 0.15 GeV.

En la Fig. 7.8 correspondiente a los fermiones, es donde observamos que para estos valores
en los parámetros, como sucedió con los bosones neutros, la expresión obtenida en el

79



ĺımite de alta temperatura de la ec. (6.100) se comporta considerablemente mejor. Para
la expresión hecha con la expansión basta con considerar n = 15 en la suma, para notar
el acuerdo con el resultado numérico.
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(c) T =1.1 GeV

Fig. 7.8: Comparación entre la solución en términos de una expansión, la aproximación a alta
temperatura y la solución numérica de las contribuciones a 1-loop del término de materia asociado
a los fermiones, esto para distintas temperaturas. Comparación entre la contribución térmica del
potencial de los fermiones V 1

f,T como función de v, usando la expansión tomando n = 15 términos de
la serie (curva continua de color morado), la aproximación a alta temperatura (curva semicontinua
azul) y la solución numérica (curva punto y guión rosa), con un campo magnético fijo |eB| = 1GeV2,
graficado para tres valores de la temperatura: a la izquierda a T = 0.1 GeV, al centro T = 0.6 GeV
y a la derecha T = 1.1 GeV. Las constantes de acoplamiento y el parámetro de masa tienen los
valores λ = 1.5, g = 0.33 y a = 0.15 GeV.

En general, a altas temperaturas, las expresiones obtenidas para cada campo son una
buena aproximación. Sin embargo, el análisis nos se restringe a esa región de las tempera-
turas, por lo cual estudiaremos dos casos, un potencial efectivo con las contribuciones en
la aproximación a alta temperatura al que llamamos potencial aproximado y otro resuelto
numéricamente, llamado potencial numérico.

7.4. Análisis del potencial

El potencial en la aproximación a alta temperatura, se escribe de la siguiente manera
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Este potencial aproximado depende de v, tras escribir las masas desde la ec. (3.19). Sin
embargo, va a variar para distintas condiciones en el sistema, al fijar la temperatura T
y la intensidad del campo |eB|. Además, los términos del vaćıo dependen de la escala de
renormalización µ, como mencionamos, toma el valor de la escala energética más grande
de todo el sistema, por lo que será del orden del campo. Para ser consistentes con la
aproximación del nivel más bajo de Landau que se ocupó para escribir a los propagadores
de part́ıculas con carga eléctrica, definimos que

µ2 = 2|eB|. (7.11)

Es relevante notar de las ecs. (6.63) y (7.10) para la solución de la contribución a 1-loop
del potencial de bosones neutros en la aproximación a alta temperatura, el logaritmo de la
masa en el vaćıo se absorbe con el término opuesto que proviene del término de materia,
aśı que no habrá ningún término que genere una discontinuidad en el potencial efectivo
aproximado.

El potencial efectivo de la ec. (7.10) incluye la contribución de los diagramas de anillo,
dada en la ec. (6.103), donde la autoenerǵıa de cada bosón neutro está dada por las ecs.
(6.126), (6.140) y (6.170). Consideramos los factores de simetŕıa provenientes de las reglas
de Feynman, mismas que aparecen en la Fig. 6.3. Las autoenerǵıas correspondientes a los
bosones neutros son
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Es importante mencionar que los sistemas f́ısicos de interés son los que están en presencia
de campos magnéticos ultra intensos, por lo cual el régimen de valores de la intensidad
del campo que analizaremos es entre |eB| = 1 GeV2 y |eB| = 10 GeV2, valores que ga-
rantizan que el campo magnético es la escala más grande en el análisis. Además, el fin
de este proyecto es construir un diagrama de fase efectivo en el plano T − |eB|, al tomar
como referencia el diagrama de fase de la Fig. 2.7, donde las temperaturas de transición
son relativamente pequeñas. Buscamos encontrar también un punto cŕıtico terminal, al
pasar de un crossover a una transición de primer orden.

Una vez definido el potencial efectivo aproximado, en la Fig. 7.9, podemos observar como
cambia para distintas temperaturas, habiendo usado los parámetros desde la ec. (7.4),
donde la intensidad del campo magnético toma un valor fijo |eB| = 1GeV2.
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Fig. 7.9: Potencial efectivo en la aproximación a alta temperatura como función de v, para distintas
temperaturas a un campo magnético fijo |eB| = 1GeV2. Las constantes de acoplamiento y el
parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV.

Podemos ver que conforme la temperatura aumenta, el mı́nimo del potencial se desplaza.
Lo esperado es que se desplace hacia el valor del mı́nimo en el vaćıo fπ puesto que recorda-
mos que tenemos un término de rompimiento expĺıcito de la simetŕıa en el potencial. Este
comportamiento es el que apoya la idea de que la temperatura promueve la restauración
de la simetŕıa. Sin embargo, no es lo que observamos, a una temperatura baja de 0.06
GeV, el mı́nimo está en el mayor valor de v, al aumentar la temperatura a 0.16 GeV,
el mı́nimo se desplaza a la izquierda, sin embargo, al aumentar la temperatura aún más
en lugar de seguir reduciendo el valor del mı́nimo, comienza a crecer. Esto muestra un
comportamiento inconsistente y errático.

Por otra parte, en la Fig. 7.10 hemos graficado el potencial efectivo a una temperatura
fija T =0.1 GeV, para distintos valores de la intensidad del campo magnético. Al notar
como, conforme el campo crece, el mı́nimo se desplaza a valores más grandes, decimos que
el campo está rompiendo aún más la simetŕıa. Este comportamiento del potencial nos da
señales de la Catálisis Magnética. Para este caso, el comportamiento es el adecuado y que
f́ısicamente es consistente.
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Fig. 7.10: Potencial efectivo en la aproximación a alta temperatura como función de v, para
distintos valores del campo magnético, a una temperatura fija T =0.1 GeV. Las constantes de
acoplamiento y el parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV.

Este potencial visto en las Figs. 7.9 y 7.10, es continuo para todos los valores de v, esto
puede verse desde la ec. (7.10), gracias a la contribución V ring, no hay discontinuidades
debido a que los valores de las masas son siempre positivos. El campo magnético rompe
la simetŕıa y la temperatura no la restaura.
Con el fin de obtener información acerca de la transición de fase y ser capaces de construir
un diagrama de fase efectivo, en la Fig. 7.11 podemos ver como se comporta el mı́nimo del
potencial efectivo respecto de la temperatura, esto para distintos valores de la intensidad
del campo magnético.

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

0.0

0.5

1.0

1.5

T [GeV]

m
ín
[G
e
V
] |eB|=1 [GeV2]

|eB|=3 [GeV2]

|eB|=5 [GeV2]

|eB|=7 [GeV2]

|eB|=9 [GeV2]

Fig. 7.11: Mı́nimo del potencial efectivo en la aproximación a alta temperatura como función
de la temperatura, para distintos valores fijos del campo magnético |eB| = 1, 3, 5, 7, 9 GeV2. Las
constantes de acoplamiento y el parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 2.58 y
a = 0.309 GeV.

En esta gráfica vemos al mı́nimo del potencial como el parámetro de orden de la transición,
lo más cercano a su comportamiento es un crossover dado que no hay ninguna disconti-
nuidad y a pesar de que vmin no tienda al valor de fπ, como seŕıa lo esperado.
A simple vista, el comportamiento de vmin(T ) en la Fig. 7.11, no es consistente con
ningún tipo de transición. Veamos en la Fig. 7.12 que el comportamiento del mı́nimo
del potencial como función de T para |eB| = 1GeV2, discrepa del comportamiento del
mı́nimo del potencial obtenido de un crossover.
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Fig. 7.12: Mı́nimo del potencial como función de la temperatura (rombos sin relleno azules),
comparado con el resultado obtenido en la Fig. 7.11 con |eB| = 1GeV (puntos morados). Las
constantes de acoplamiento y el parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 2.58 y
a = 0.309 GeV.

Notemos que con el resultado del potencial aproximado, no podemos encontrar todo el
comportamiento del mı́nimo del potencial, ya que no tenemos acceso a la región de ba-
jas temperaturas, esto nos impide hacer un análisis para determinar la temperatura de
transición. Por lo cual tampoco es posible construir un diagrama de fase efectivo a partir
del potencial de la ec. (7.10), al menos no para el conjunto de parámetros usado.

Recordando que con los parámetros dados por la ec. (7.5), la aproximación a alta tempe-
ratura es mucho más consistente con la solución numérica, entonces repetimos el análisis
del potencial efectivo aproximado para este segundo conjunto de parámetros. Comenzan-
do por observar como vaŕıa el potencial efectivo con el cambio de la temperatura, dejando
fijo el campo magnético a |eB| = 1GeV2, esto lo mostramos en la Fig. 7.13.
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Fig. 7.13: Potencial efectivo en la aproximación a alta temperatura como función de v, para
distintas temperaturas a un campo magnético fijo |eB| = 1GeV2. Las constantes de acoplamiento
y el parámetro de masa tienen los valores λ = 1.5, g = 0.33 y a = 0.15 GeV.

Es notable que en este caso, la temperatura está desplazando el mı́nimo hacia valores más
pequeños y disminuyendo la profundidad del potencial, resultado que es completamente
consistente con la idea de la restauración de la simetŕıa.
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En la Fig. 7.14, graficamos el potencial efectivo aproximado como función de v para
T = 0.1 GeV, y observamos como el aumento de la intensidad del campo magnético
rompe cada vez más la simetŕıa, mostrando consistencia con el fenómeno de la catálisis
magnética.
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Fig. 7.14: Potencial efectivo en la aproximación a alta temperatura como función de v, para
distintos valores del campo magnético |eB| = 1, 1.5, 2 GeV2, a una temperatura fija T = 0.1GeV.
Las constantes de acoplamiento y el parámetro de masa tienen los valores λ = 1.5, g = 0.33 y
a = 0.15 GeV.

Para comparar con el caso anterior de la Fig. 7.12, en la Fig. 7.15, tenemos a vmin(T )
para un campo fijo en |eB| = 1GeV2, el cual ahora śı luce como un crossover.
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Fig. 7.15: Mı́nimo del potencial respecto de la temperatura cuando la intensidad del campo
magnético es |eB| = 1GeV2. Las constantes de acoplamiento y el parámetro de masa tienen los
valores λ = 1.5, g = 0.33 y a = 0.15 GeV.

Podemos observar en la Fig. 7.16 el mı́nimo del potencial como función de la temperatura
para distintos valores fijos de la intensidad del campo magnético. Si lo pensamos como
el parámetro de orden, tiene un comportamiento que puede identificar un crossover para
todos los valores del campo.
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Fig. 7.16: Mı́nimo del potencial efectivo en la aproximación a alta temperatura como función de
la temperatura, para distintos valores fijos del campo magnético. Las constantes de acoplamiento
y el parámetro de masa tienen los valores λ = 1.5, g = 0.33 y a = 0.15 GeV.

En principio, para mostrar que en efecto, la temperatura está restaurando la simetŕıa, es
decir, que el valor del mı́nimo tiende hacia fπ, observamos en la Fig. 7.17 el potencial efec-
tivo para tres valores distintos del campo magnético y cada caso para tres temperaturas,
una mayor, una menor y una temperatura del orden de la Tc.
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(b) |eB| = 5GeV2
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(c) |eB| = 9GeV2

Fig. 7.17: Comparación entre el potencial efectivo como función de v en la aproximación a alta
temperatura en los casos donde el campo magnético está fijo, a la izquierda en |eB| =1 GeV2, al
centro en |eB| =5 GeV2 y a la derecha en |eB| =9 GeV2, para distintas temperaturas cercanas
a la temperatura de transición de asociada a cada campo. Las constantes de acoplamiento y el
parámetro de masa tienen los valores λ = 1.5, g = 0.33 y a = 0.15 GeV.

Si bien, es cierto que el aumento de la temperatura disminuye el valor vmin, encontramos
algunos problemas. En primer lugar, a pesar de que hemos encontrado un crossover, estas
curvas no tienden asintóticamente hacia el valor del mı́nimo en el vaćıo fπ, sino hacia
cero, debido a que en el potencial efectivo incluimos un término de rompimiento expĺıcito
de la simetŕıa, no es el comportamiento esperado. Puede verse también que este análi-
sis nos arroja temperaturas de transición sumamente grandes, del orden de 1 GeV y la
temperatura de transición aumenta conforme aumenta la temperatura, ninguno de estos
comportamientos nos conduce a construir un diagrama de fase efectivo que se comporte
como el de la Fig. 2.7.

La inconsistencia del comportamiento del potencial efectivo en la aproximación a alta
temperatura nos motiva a hacer el mismo análisis, esta vez donde el potencial efectivo
será dado a partir de la solución numérica de la contribución térmica para los bosones
neutros de la ec.(6.62), que antes se tomaron como aproximados. Sin embargo, para los
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bosones cargados y los fermiones no hacemos ningún cambio. También la contribución de
los anillos se incluye en la solución numérica de la contribución de los bosones neutros,
ya que la obtenida en la ec. (6.108) es solo una aproximación a alta temperatura. Cabe
aclarar que vamos a trabajar con el conjunto de parámetros de la ec. (7.4).

Con estos cambios el potencial efectivo numérico es

V num =V vac + V0,T (3λv
2 − a2 +Πσ, T ) + V0,T (λv

2 − a2 +Ππ0 , T )

+ Vb,vac(λv
2 − a2, B) + Vb,T (λv

2 − a2, T, B, nb)

+ Vf,vac(gv,B) + Vf,T (gv, T,B, nf ), (7.14)

donde la corrección a las masas con la autoenerǵıa es resultado de incluir la contribución
de los diagramas de anillo. Las contribuciones térmicas para bosones neutros son solución
a la expresión dada en la ec. (6.35) y para los bosones cargados y fermiones las dadas en
las ecs. (6.81) y (6.99), donde n es el número de términos de la suma infinita que se toman
en cuenta para cada caso, recordando que para el conjunto de parámetros de la ec. (7.4),
estas expresiones son muy cercanas a la solución numérica.

En la Fig. 7.18, podemos ver el potencial efectivo con soluciones numéricas, como en
el análisis previo para el potencial de la ec. (7.10), para un valor fijo de la intensidad
del campo magnético, al variar la temperatura. Notamos cómo el mı́nimo se desplaza a
la izquierda cuando la temperatura aumenta, lo cual se puede interpretar como que la
temperatura está restaurando la simetŕıa.
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Fig. 7.18: Potencial efectivo numérico V num como función de v, para distintas temperaturas a
un campo magnético fijo |eB| = 1GeV2. Tomamos nb = 10 y nf = 15, para la cantidad de
términos de las contribuciones térmicas de bosones y fermiones, respectivamente. Las constantes
de acoplamiento y el parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV.

De forma similar, para una temperatura fija y campos distintos, en la Fig. 7.19, el cam-
po magnético propicia el rompimiento de la simetŕıa, al aumentar el valor del mı́nimo
conforme aumenta el campo.
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Fig. 7.19: Potencial efectivo numérico V num como función de v a una temperatura fija T = 0.1
GeV para distintos valores del campo magnético |eB| =1, 1.5, 2 GeV2. Tomando nb = 10 y nf = 15,
la cantidad de términos de las contribuciones térmicas de bosones y fermiones, respectivamente.
Las constantes de acoplamiento y el parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 2.58 y
a = 0.309 GeV.

Algo que notar del potencial efectivo de las Figs. 7.18 y 7.19, es que no es finito en valores
de v cercanos al origen. Esto se debe a que a pesar de haber incluido la autoenerǵıa en la
parte térmica en el caso de los bosones neutros, en el vaćıo del potencial de la ec. (7.6)
dentro del logaritmo hay masas dinámicas al cuadrado que podŕıan ser negativas y esta
vez no se anulan con la contribución térmica puesto que esta es calculada numéricamente.

A pesar de comportarse como el caso donde se consideró la aproximación a alta tempe-
ratura, la principal diferencia radica en que ahora la transición de fase ocurre a valores
de temperatura más pequeños, aśı para este caso en la Fig. 7.20 podemos ver gráficamen-
te el comportamiento de vmin como función de la temperatura, para distintos valores de B.

Puesto que vemos a vmin como el parámetro de orden, ahora podemos identificar casi
claramente dos tipos distintos de transiciones: por un lado para valores del campo menores
tenemos un crossover, mientras que para valores más altos, la transición presenta una
discontinuidad, asociada a una transición de primer orden.
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Fig. 7.20: Mı́nimo del potencial efectivo numérico V num como función de la temperatura, para
distintos valores fijos del campo magnético. Tomando nb = 10 y nf = 15, la cantidad de términos
de las contribuciones térmicas de bosones y fermiones, respectivamente. Las constantes de acopla-
miento y el parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV.
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Para probar que se trata de uno u otro tipo de transición, en la Fig. 7.21 tenemos el
potencial efectivo para tres valores distintos del campo magnético y cada caso para tres
temperaturas, una mayor, una menor y la temperatura de transición. En la Fig. 7.21a
donde esperamos un crossover para un campo de |eB| = 1GeV2, podemos identificar que
en efecto, para Tc y temperaturas por encima de esta el mı́nimo tiende a un valor cercano
a fπ, mientras que a una menor temperatura, el valor del mı́nimo es mayor. Por otro lado,
en las Figs. 7.21b y 7.21c, donde el potencial efectivo corresponde a |eB| = 5GeV2 y
|eB| = 9GeV2, respectivamente, identificamos un comportamiento como el descrito en la
Fig. 5.2a, donde aparecen dos mı́nimos, de forma que encontramos transiciones de primer
orden.
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(b) |eB| = 5GeV2
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Fig. 7.21: Comparación entre el potencial efectivo numérico V num como función de v en los casos
donde el campo magnético está fijo, a la izquierda en |eB| =1 GeV2, al centro en |eB| =5 GeV2 y a
la derecha en |eB| =9 GeV2, para distintas temperaturas cercanas a la temperatura de transición de
asociada a cada campo. Las constantes de acoplamiento y el parámetro de masa tienen los valores
λ = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV.

En la Fig. 7.20 es posible identificar fácilmente a la temperatura de transición asociada
a cada campo. Es claro como al igual que en el caso aproximado, Tc aumenta con el
campo, sin embargo, a diferencia de éste, las temperaturas aunque aún altas, son de menor
magnitud. Además encontramos transiciones de tipo crossover y primer orden como era
esperado, de esta forma, podemos construir el diagrama de fase asociado a este potencial
efectivo, visto como en la Fig. 7.22.
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Fig. 7.22: Diagrama de fase efectivo en el plano T − |eB|, asociado al potencial efectivo numérico.
Las constantes de acoplamiento y el parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 2.58 y
a = 0.309 GeV.

En principio el sistema que buscamos describir con este potencial es uno en el que además
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de tender al equilibrio térmico, el espacio está permeado por intensos campos magnéticos,
en ese sentido lo que esperamos es que alrededor de la temperatura de transición, el
campo magnético catalice la restauración, no aśı la ruptura de la simetŕıa. Desde que en
ambos casos, con el potencial aproximado y con el potencial numérico, la temperatura de
transición aumenta con el campo magnético, lo que vemos es en realidad algo más cercano
a la MC que a la IMC, siendo la última lo que se esperaba. Además al comparar con los
diagramas de fase de las interacciones fuertes reportados, como los de las Fig. 2.6 y 2.7,
el que hemos obtenido tiene un comportamiento opuesto.

7.5. Consistencia del modelo

De los análisis anteriores y espećıficamente del comportamiento del mı́nimo del potencial
como función de la temperatura, surgen algunas cuestiones por lo cual ha sido de interés
observar como modifica por separado cada uno de los términos del potencial efectivo al
vaćıo del potencial V vac.

En la Fig. 7.11 se observó que para valores más altos de la temperatura de transición, el
mı́nimo tiende hacia cero y no a fπ, este último el mı́nimo impuesto por el rompimiento
expĺıcito de la simetŕıa. Para entender este problema queremos analizar cómo modifica
la parte térmica del potencial de los fermiones Vf,T , al vaćıo del potencial V vac. Esto lo
mostramos en la Fig. 7.23, donde observamos como al aumentar el valor de la intensidad
del campo magnético en el término Vf,T , el mı́nimo se desplaza más cerca del origen,
incluso más allá del valor de fπ.
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Fig. 7.23: Comparación del vaćıo del potencial V vac y el vaćıo del potencial más la contribución
de materia de los fermiones V vac + Vf,T , para una temperatura fija T = 0.1 GeV y valores del
campo magnético |eB| =2, 9 GeV2. Las constantes de acoplamiento y el parámetro de masa tienen
los valores λ = 13.32, g = 2.58 y a = 0.309 GeV.

Este comportamiento es interpretado al observar la expresión de Vf,T de la ec. (6.99), esta
contribución es proporcional a v y crece tanto con el campo como con la temperatura.
Pensamos que este término compite con la contribución del rompimiento expĺıcito, cuando
es mayor y es el término responsable de que observemos una transición de primer orden
y que el mı́nimo del potencial tienda al origen. Esto último aunado a lo que observamos
en la Fig. 7.20, donde el valor del mı́nimo se corta abruptamente cerca de fπ puesto que
a este nivel el potencial cerca del origen es inaccesible, hace evidente que es una limitante
para el análisis no poder observar el potencial efectivo en todo el espacio.
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Por otro lado, llama la atención como el campo magnético rompe la simetŕıa y este efecto
domina por sobre el de la restauración de la simetŕıa inducida por el aumento de la
temperatura. Es aśı como podemos observar en la Fig. 7.24 como el vaćıo de los fermiones
Vf,vac, donde la intensidad del campo magnético es |eB| = 1 GeV2, por śı solo promueve
que el mı́nimo se traslade a valores mayores. Digamos que se rompa la simetŕıa, esto para
los dos valores de la constante de acoplamiento g usados anteriormente. Hay que prestar
especial atención al hecho de que si bien en ambos casos aumenta, cuando g toma su valor
asintótico (y es menor que 1), esta contribución es mucho menor.
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Fig. 7.24: Comparación del vaćıo del potencial V vac y el vaćıo del potencial más la contribución
de vaćıo de los fermiones V vac + Vf,vac, para una temperatura fija T = 0.1 GeV y valor del campo
magnético |eB| =1 GeV2, para distintos valores de la constante de acoplamiento g =0.33, 2.58.
Donde la constante de acoplamiento y el parámetro de masa tienen valores λ = 13.32 y a = 0.309
GeV.

Análogo a lo anterior, este comportamiento puede explicarse desde observar como Vf,vac
es proporcional a −v2, por lo cual, mientras este crezca con el campo, la simetŕıa del
potencial estará cada vez más rota.
Teniendo en mente que los factores dominantes, para cada uno de los comportamientos
observados anteriormente, vienen dados por las contribuciones de fermiones, se nos per-
mite modificar el valor de la constante de acoplamiento g independientemente de λ debido
a su relación en la ec. (6.109).

Vamos a probar con una nueva configuración de parámetros, donde se toman los valo-
res desde la ec. (7.4) a excepción de g, la cual tomamos un valor cercano al que tiende
asintóticamente para altos campos magnéticos desde la ec. (7.5), como g = 0.36. La razón
es como vimos en la Fig. 7.24, usando ese valor de la constante aunque aún promueve
el rompimiento, esto ocurre en menor medida, de forma que el siguiente paso a seguir
es probar si entonces las demás contribuciones que favorecen la restauración son ahora
dominantes.
Con esta nueva configuración en los parámetros podemos observar el potencial efectivo,
con soluciones numéricas. En la Fig. 7.25, podemos ver al potencial efectivo para un campo
magnético fijo y a distintas temperaturas. Al igual que los análisis anteriores, el aumento
de la temperatura promueve el incremento en el valor del mı́nimo, con la diferencia que
en el rango de temperaturas en el que fue probado, parece que ya no hay rompimiento ni
siquiera para los valores más bajos de T .
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Fig. 7.25: Potencial efectivo numérico V num como función de v, para distintas temperaturas a
un campo magnético fijo |eB| = 1GeV2. Las constantes de acoplamiento y el parámetro de masa
tienen los valores λ = 13.32, g = 0.36 y a = 0.309 GeV.

Por otro lado, cuando graficamos el potencial efectivo a una temperatura fija y varios
valores del campo, vemos por primera vez en la Fig. 7.26 como conforme aumentamos
el valor del campo, el potencial efectivo se comporta como si se estuviera restaurando la
simetŕıa.
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Fig. 7.26: Potencial efectivo numérico V num como función de v a una temperatura fija T =
0.06 GeV para distintos valores del campo magnético |eB| =1, 1.5, 2 GeV2. Las constantes de
acoplamiento y el parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 0.36 y a = 0.309 GeV.

Al igual que cuando aumenta la temperatura la simetŕıa ya ha sido restaurada, esto indica
que la temperatura de transición es baja a comparación de las que se encontraron para los
demás casos, aunque es un resultado favorable. Suponiendo que da señales del fenómeno
de la ICM y en un régimen de la temperatura más aceptable, hay algunos inconvenientes,
el mayor problema radica en que el mı́nimo se encuentra en la región del potencial que es
inaccesible para nosotros a este punto.

Aunque no conocer el potencial efectivo en todo su dominio ya representaba un inconve-
niente desde los análisis anteriores, en este caso es de mayor importancia. En principio, el
potencial efectivo cerca del origen no puede ser graficado puesto que en los términos de los
logaritmos, donde para esos valores de v, las masas dinámicas al cuadrado son negativas,
esto resulta en valores complejos del potencial. Como una solución, al igual que para la
parte térmica de los bosones neutros, en la contribución del vaćıo las masas también están
apantalladas solo magnéticamente, debido a los diagramas de anillo, desde la ec. (6.103).
En general es como introducir una masa efectiva para los bosones neutros. Recordemos
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que en el vaćıo no hay correcciones térmicas. Sin embargo, como hemos mencionado antes,
el campo magnético externo śı permea todo el espacio, incluyendo el vaćıo, permitiendo
una autoenerǵıa con correcciones debido al campo magnético. En espećıfico, la contribu-
ción posible es la que corresponde a su interacción con los bosones cargados, dada en la
ec. (6.134), obteniendo aśı las masas efectivas de los bosones neutros en el vaćıo como

m2
eff,σ = 3λv2 − a2 + 2Πb,vac(m

2
π, B), m2

eff,0 = λv2 − a2 + 2Πb,vac(m
2
π, B), (7.15)

con m2
π la masa f́ısica del pión al cuadrado. Estas masas efectivas toman siempre valores

positivos, evitando que el potencial en el vaćıo se vuelva complejo. Para evitar que las co-
rrecciones del vaćıo modifiquen el mı́nimo, es necesario aplicar nuevamente las condiciones
de estabilidad en el vaćıo. Redefinimos el vaćıo del potencial como

V vac
Π =− a2 + δa2

2
v2 +

λ+ δλ

4
v4 − hv (7.16)

− (3λv2 − a2 + 2Πb,vac(m
2
π, B))2

64π2

(
3

2
+ ln

(
2B

3λv2 − a2 + 2Πb,vac(m2
π, B)

))
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2
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(
3

2
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1

32fππ4
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 , (7.18)

donde las contribuciones térmicas son solución numérica a las expresiones dadas en las
ecs. (6.35), (6.77) y (6.94), para bosones neutros, bosones cargados y fermiones, respecti-
vamente.
Es aśı como definimos un potencial efectivo con corrección en el vaćıo

V num
Π =V vac

Π + V0,T (3λv
2 − a2 +Πσ, T ) + V0,T (λv

2 − a2 +Ππ0 , T )

+ Vb,vac(λv
2 − a2, B) + Vb,T (λv

2 − a2, T, B)

+ Vf,vac(gv,B) + Vf,T (gv, T,B). (7.19)
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Encontramos un potencial efectivo que es finito incluso en el origen. Podemos probar
como se comporta para distintas temperaturas en en la Fig. 7.27, donde además de que
vemos el potencial efectivo completo, notamos como el mı́nimo se acerca cada vez más al
origen cuando la temperatura aumenta. Además, las temperaturas en las que la simetŕıa
está rota son pequeñas comparadas con análisis anteriores.
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Fig. 7.27: Potencial efectivo numérico con corrección en el vaćıo V num
Π como función de v, para

distintas temperaturas a un campo magnético fijo |eB| = 1GeV2. Las constantes de acoplamiento
y el parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 0.36 y a = 0.309 GeV.

En la Fig. 7.28 se grafica el potencial efectivo a una temperatura fija y con valores del
campo magnético distintos, mostrando el comportamiento ya visto en la Fig. 7.26, donde
el aumento del campo induce que el valor del mı́nimo se reduzca. La diferencia es que
podemos ver el potencial cerca del origen, esto nos permitirá estudiar el comportamiento
del mı́nimo de forma más precisa.
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Fig. 7.28: Potencial efectivo numérico con corrección en el vaćıo V num
Π como función de v a una

temperatura fija T = 0.1 GeV para distintos valores del campo magnético |eB| =1, 1.5, 2 GeV2.
Las constantes de acoplamiento y el parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 0.36 y
a = 0.309 GeV.

Luego de conocer el potencial efectivo con la nueva elección de parámetros, aunque el
comportamiento del mı́nimo respecto de la temperatura tiende a la restauración más
rápidamente conforme el campo magnético aumenta, el valor del mı́nimo tiende a cero.
Esto ocurre para temperaturas bajas, por lo cual, ahora que el potencial efectivo cercano
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al origen es accesible, podemos observar el mı́nimo del potencial como en la Fig. 7.29.

Todas las curvas parecen comportarse como un crossover que tiende hacia el origen. Esto
podŕıa deberse a que el término que contribuye para suceda una transición de primer
orden no es dominante debido al valor de la constante de acoplamiento g.

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

T [GeV]

m
ín
[G
e
V
] |eB|=1 [GeV2]

|eB|=2 [GeV2]

|eB|=3 [GeV2]

|eB|=4 [GeV2]

|eB|=5 [GeV2]

Fig. 7.29: Mı́nimo del potencial efectivo numérico con corrección en el vaćıo V num
Π como función

de la temperatura, para distintos valores fijos del campo magnético |eB| =1, 3, 5, 7, 9 GeV2.
Las constantes de acoplamiento y el parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 0.36 y
a = 0.309 GeV.

De la Fig. 7.29 es más claro el comportamiento que hab́ıamos notado desde el potencial.
El campo magnético favorece la restauración de la simetŕıa y la región de temperatura en
la que ocurre la transición es a temperaturas bajas.

7.6. Masas autoconsistentes

La autoenerǵıa es resultado de la contribución de las interacciones entre campos, que
ocurren en la propagación de alguno de estos. Cumple la función de modificar la relación de
dispersión, al incluir los efectos colectivos, esto se observa porque la autoenerǵıa modifica
a la masa dinámica al cuadrado del campo que se esté propagando. Para el análisis en
este trabajo, esto resulta muy útil, porque en el LSMq, las masas dinámicas al cuadrado
de los bosones pueden tomar valores negativos, lo cual nos impide tener acceso a todo
el potencial efectivo parametrizado por v. Sin embargo, en cada uno de los casos antes
abordados la autoenerǵıa de las part́ıculas es una función que va a depender de parámetros
como la temperatura, en algunos casos del campo magnético, ciertas contribuciones del
momento externo, pero para todos los casos siempre va a depender de las masas de los
campos, como se lee en las ecs. (7.12) y (7.13). Esto quiere decir que en realidad tenemos
un conjunto de ecuaciones autoconsistentes para la masa, del tipo

M2 = m2 +Π
(
M2
)

(7.20)

Para el caso de los bosones, tenemos el siguiente conjunto de ecuaciones autoconsistentes
de sus masas
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M2
σ(T,B) =3λv2 − a2 +

3

2
Π0

(
M2

σ , T
)
+Π0

(
M2

π0
, T
)
+ 2Πb,vac

(
M2

π± , B
)

+ 2Πb

(
M2

π± , T, B
)
+ 6Πf (Mf , T, B), (7.21)

M2
π0
(T,B) =λv2 − a2 +Π0

(
M2

σ , T
)
+

3

2
Π0

(
M2

π0
, T
)
+ 2Πb,vac

(
M2

π± , B
)

+ 2Πb

(
M2

π± , T, B
)
+ 6Πf (Mf , T, B), (7.22)

y

M2
π±(T,B) =λv2 − a2 +Π0

(
M2

σ , T
)
+Π0

(
M2

π0
, T
)
+ 2Πb,vac

(
M2

π± , B
)

+ 2Πb

(
M2

π± , T, B
)
. (7.23)

Para el caso de los fermiones, el cálculo de las correspondientes contribuciones a su au-
toenerǵıa es altamente sofisticado y sale de la planeación de este trabajo. Sin embargo,
proponemos un comportamiento fenomenológico para la que seŕıa la masa efectiva de los
fermiones de un factor η proporcional al campo magnético, de la siguiente forma

Mf = gv + ηB. (7.24)

Con esto en mente, definimos el potencial efectivo con masas autoconsistentes Vsc, escri-
biéndolo como

Vsc =V
vac
sc + V0,T (M

2
σ(T,B), T ) + V0,T (M

2
π0
(T,B), T )

1

2

+ Vb,vac(M
2
π±(0, B), B) + Vb,T (M

2
π±(T,B), T, B)

1

2

+ Vf,vac(gv + η0B,B) + Vf,T (gv + ηB, T,B),
1

2
(7.25)

a diferencia de la ec. (7.19), el vaćıo está corregido tanto para los bosones neutros, donde
volvemos a aplicar las condiciones de estabilidad en el vaćıo usando las funciones obtenidas
de las ecs. (7.21) y (7.22) a temperatura cero y encontrar V vac

sc , como para los bosones
cargados con la masa autoconsistente de los piones cargados de la ec.(7.23) a temperatura
cero. Para los fermiones en el caso del vaćıo consideramos η0 que corresponde simula a
la contribución puramente magnética de la masa efectiva, a diferencia de η que simula
la contribución termo-magnética. En la Fig. 7.30 graficamos el potencial efectivo para
distintas temperaturas para confirmar como la temperatura sigue promoviendo que el
valor del mı́nimo del potencial tienda a un menor valor y por tanto se esté restaurando
la simetŕıa.
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Fig. 7.30: Potencial efectivo numérico Vsc como función de v usando masas autoconsistentes, para
distintas temperaturas a un campo magnético fijo |eB| = 1GeV2. Las constantes de acoplamiento
y el parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 0.36 y a = 0.309 GeV y η=0.1.

En la Fig. 7.31, se muestra el potencial efectivo graficado para una temperatura alta
de T = 0.78 GeV con tres valores distintos de campo magnético. Véase que si el campo
magnético aumenta la curva del potencial crece más rápido, lo cual sugiere que la simetŕıa
se restaura a una menor temperatura.
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Fig. 7.31: Potencial efectivo numérico Vsc como función de v usando masas autoconsistentes, a
una temperatura fija T = 0.78 GeV para distintos valores del campo magnético |eB| =5, 7, 9 GeV2.
Las constantes de acoplamiento y el parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 0.33 y
a = 0.309 GeV y η=0.1.

Para analizar el mı́nimo del potencial, lo graficamos respecto de la temperatura para
distintos valores fijos del campo magnético en la Fig. 7.32. Notamos que conforme el
campo magnético aumenta la temperatura a la que el mı́nimo tiende a cero es menor y
además para valores superiores de |eB| =5 GeV2. El mı́nimo no cae suavemente sino que
es discontinuo, encontrando un punto cŕıtico terminal, es decir, que la transición pasa de
ser un crossover a un primer orden.
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Fig. 7.32: Mı́nimo del potencial efectivo numérico con corrección en el vaćıo V num
Π usando masas

autoconsistentes, como función de la temperatura, para distintos valores fijos del campo magnético.
Las constantes de acoplamiento y el parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 0.36 y
a = 0.309 GeV y η=0.1.

Graficamos el potencial efectivo para distintos valores de la intensidad del campo magnéti-
co, esta vez para tres distintas temperaturas. En la Fig. 7.33a a una temperatura por
debajo de la temperatura de transición correspondiente a cada campo, vemos como el
campo magnético está favoreciendo que se rompa la simetŕıa. En la Fig. 7.33b a una tem-
peratura cercana a la cŕıtica, vemos un cruce entre las curvas del potencial, esto se puede
interpretar como si el valor del mı́nimo crece conforme el campo crece hasta cierto valor y
después comienza a decrecer. Finalmente, en la Fig. 7.33c, a una temperatura superior a
la temperatura de transición, vemos como el valor del mı́nimo decrece conforme el campo
magnético crece. El comportamiento del mı́nimo respecto del campo magnético es lo que
vemos en la Fig. 4.2b, el cual describe el fenómeno de la IMC.
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(b) T = 0.62GeV
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(c) T = 0.78GeV

Fig. 7.33: Comparación entre el potencial efectivo Vsc como función de v usando masas autocon-
sistentes, en los casos donde la temperatura está fija, a la izquierda en T =0.48 GeV, al centro
en T =0.62 GeV y a la derecha en T =0.78 GeV, para distintos valores del campo magnético Las
constantes de acoplamiento y el parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 0.36, a = 0.309
GeV y η=0.1.

Para observar que en efecto cambia el tipo de transición, en la Fig. 7.30, observamos
el potencial efectivo graficado para distintos temperaturas, cercanas a la temperatura
de transición asociada a cada uno de los campos magnéticos fijos que tomamos. Para
|eB| = 1 y 9 GeV2, es fácil ver como corresponden a un crossover y un primer orden,
respectivamente.
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Fig. 7.34: Comparación entre el potencial efectivo Vsc como función de v usando masas auto-
consistentes, en los casos donde el campo magnético está fijo, a la izquierda en |eB| =3 GeV2, al
centro en |eB| =5 GeV2 y a la derecha en |eB| =9 GeV2, para distintas temperaturas cercanas
a la temperatura de transición de asociada a cada valor del campo magnético. Las constantes de
acoplamiento y el parámetro de masa tienen los valores λ = 13.32, g = 0.36, a = 0.309 GeV y
η=0.1.

Como último y conclusivo paso, contruimos el diagrama de fase en el plano T − |eB| y lo
mostramos en la Fig. 7.35, donde graficamos la temperatura de transición como función
de la intensidad del campo magnético.
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Fig. 7.35: Diagrama de fase efectivo en el plano T − |eB|, asociado al potencial efectivo con
soluciones numéricas con masas autoconsistes.

Este análisis, donde usamos el valor de la constante de acoplamiento g, con el cual por
primer vez el campo promueve la restauración, la corrección de las masas en el vaćıo debi-
do a efectos magnéticos y la implementación de las masas autoconsistentes, nos permitió
encontrar un diagrama de fase en el plano T − |eB| en el cual observamos como la tem-
peratura de transición decrece conforme el campo magnético crece, donde la transición se
da en temperaturas menores a T = 1 GeV y que hay un cambio de fase de crossover a un
primer orden, todas estas caracteŕısticas, son cercanas al comportamiento de los diagra-
mas de fase en este plano que se han reportado en la literatura de LQCD. Es importante
recalcar que este es el primer resultado exitoso con un modelo efectivo para reproducir
todas las caracteŕısticas de los diagramas de fase en el plano T − |eB| que han reportado
las distintas colaboraciones de LQCD.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

Con la intención de construir un diagrama de fase efectivo de las interacciones fuertes
en presencia de campos magnéticos ultraintensos en el marco del LSMq, en esta tesis
partimos de encontrar el potencial efectivo con correcciones cuánticas, tanto térmicas, a
partir de realizar los cálculos en el formalismo de Matsubara y magnéticas, a través del
uso de los propagadores para campos cargados en presencia de campos magnéticos en el
ĺımite de campo fuerte. El potencial efectivo calculado corresponde al asociado al Modelo
Sigma Lineal acoplado con quarks, un modelo que tiene como grados de libertad a meso-
nes y fermiones. El LSMq al igual que QCD experimenta el rompimiento espontáneo de
la simetŕıa. Es aśı como analizar el comportamiento del parámetro de orden vmin, es decir
el mı́nimo del potencial efectivo como función de la temperatura para distintos valores
de la intensidad del campo magnético es lo que nos permite por un lado, encontrar la
temperatura de transición, a partir de la cual la simetŕıa se ve restaurada y por otro lado,
el tipo de transición al que corresponde. Con esta información somos capaces de construir
un diagrama de fase efectivo en el plano T − |eB|. En los primeros caṕıtulos de esta tesis
sentamos bases teóricas como una vista general de las interacciones fuertes y la QCD
en el caṕıtulo 2, presentamos el modelo y sus caracteŕısticas en el caṕıtulo 3, aśı como
las herramientas metodológicas como el cálculo expĺıcito de la corrección magnética al
propagador y como se escribe en el ĺımite de campo fuerte como función de los niveles de
Landau en el caṕıtulo 4, y en el caṕıtulo 5 presentamos el formalismo de Matsubara. Se
introduce la importancia de las correcciones cuánticas al potencial clásico para construir
el potencial efectivo aśı como incluir la clasificación de los tipos de transiciones desde un
estudio tanto del potencial como de su mı́nimo. Gracias a todo esto en el caṕıtulo 6 calcu-
lamos detalladamente el potencial efectivo con la corrección a 1-loop de cada uno de los
campos aśı como la contribución correspondiente a los diagramas de anillo. Debido a esta
última calculamos también cada autoenerǵıa, para finalmente analizar nuestros resultados.

En el caṕıtulo 7 se presentó un conjunto de resultados relevantes. En primer lugar, al
menos para el cálculo de la corrección a 1-loop asociada a los bosones neutros, la so-
lución del término térmico fue calculada usando una aproximación a alta temperatura.
Mostramos como para una configuración de parámetros basada en las masas f́ısicas de
los bosones, la validez respecto a la solución numérica es limitada, obteniendo resultados
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poco confiables. Por este motivo, consideramos una mejor opción, generar el potencial
efectivo directamente con soluciones numéricas, sin aproximaciones debido a las escalas
energéticas. En este caso obtuvimos un diagrama de fase efectivo donde la temperatura de
transición incrementa conforme crece el campo magnético y más importante, observamos
por primera un cambio de un crossover a una transición de fase de primer orden para va-
lores al rededor de |eB|=5 Gev2. Estos análisis nos motivaron a estudiar sistemáticamente
como cada término del potencial modifica al comportamiento del potencial clásico. En-
contramos dos hallazgos importantes, el término de vaćıo de los fermiones es responsable
de encontrar una transición de primer orden y este término compite con el rompimiento
expĺıcito, de manera que el mı́nimo del potencial tiende a cero. El término térmico de los
fermiones contribuye a romper la simetŕıa, comportamiento que es más dominante que
los términos que la restauran, explicando porqué la temperatura de transición crece. Este
descubrimiento abre la posibilidad de probar distintas configuraciones en el conjunto de
parámetros de la teoŕıa, mostramos por primera vez como para algunos valores de la cons-
tante de acoplamiento g, la cual consideramos independiente de λ, el aumento en el campo
magnético favorece la restauración de la simetŕıa. Para tratar de remediar la limitante
que conlleva que el potencial efectivo sea complejo para valores de v cercanos al origen,
surge una solución la cual es considerar masas efectivas en el vaćıo, resultado del apanta-
llamiento generado por el campo magnético. No obstante, un tratamiento más adecuado
es incluir todas las correcciones cuánticas a los campos incluyendo el vaćıo, que es a través
de trabajar con masas autoconsistentes. El diagrama de fase efectivo construido haciendo
uso de estas últimas ideas dio resultados favorables, encontrando que su comportamiento
es cualitativamente consistente con los resultados que reporta LQCD. La temperatura de
transición decrece como función del campo, comenzando con un crossover y terminando
con una transición de primer orden; esto nos indica que hay catálisis magnética inversa y
existe un punto cŕıtico terminal en el diagrama.

El diagrama de fase efectivo resultante del tratamiento autoconsistente, se basa en la idea
de considerar correcciones cuánticas tanto térmicas como magnéticas en las masas de cada
uno de los campos, para el caso de los fermiones la autoenerǵıa no es conocida por lo cual
se pensó sólo como un valor proporcional al campo magnético aunque en realidad este sea
una función más compleja. Además se realizó el análisis con la configuración de parámetros
con la cual probamos anteriormente que se favorećıa la restauración de la simetŕıa. Es aśı
como encontramos una ruta abierta para trabajos futuros, por un lado el estudio del
espacio de parámetros libres de la teoŕıa, es decir, encontrar alguna configuración de λ, g
y a que nos permitan encontrar un mejor resultado y por otro lado el cálculo expĺıcito de
la autoenerǵıa de los fermiones y de esta forma obtener un diagrama de fase efectivo de
la interacción fuerte más consistente en el marco del LSMq.
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Apéndice A

Fórmulas de Referencia

Este apéndice recopila algunas de las fórmulas y conceptos que se usan con frecuencia en
este trabajo.

A.1. Métrica de Minkowski

Cuando en este trabajo mencionemos que estamos trabajando con la métrica de Minkows-
ki, esta es la convención que usamos

ηµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 . (A.1)

A.2. Integración de loops

Para darle solución a las integrales de los loops se hace uso de algunos métodos, principal-
mente dos: la rotación de Wick y las integrales maestras, en d-dimensiones, en el espacio
de Euclides de integrandos tipo propagadores de Feynman.

A.2.1. Rotación de Wick

Una herramienta para simplificar la integración es cambiar del espacio de Minkowski al
espacio de Euclides, muy útil en el formalismo de Matsubara, esto se hace mediante la
sustitución

ℓ0 = iℓ0E, ℓ2 = −ℓ2E, (A.2)
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donde ℓ está en el espacio de momentos.

A.2.2. Fórmulas de integración

Las integrales d-dimensionales en el espacio de Euclides, tienen la solución general∫
ddℓE
(2π)d

1

(ℓ2E +∆)n
=

1

(4π)d/2
Γ(n− d

2
)

Γ(n)

(
1

∆

)n− d
2

, (A.3)

∫
ddℓE
(2π)d

ℓ2E
(ℓ2E +∆)n

=
1

(4π)d/2
d

2

Γ(n− d
2
− 1)

Γ(n)

(
1

∆

)n− d
2
−1

. (A.4)

Cabe mencionar que las integrales d-dimensionales de potencias impares de ℓ son cero
debido a que son funciones antisimétricas integradas sobre un dominio simétrico.

A.3. Matrices Gamma

Las matrices gamma, {γ0, γ1, γ2, γ4}, son un conjunto de matrices que surgen de la ecua-
ción de Dirac por lo cual también son conocidas como matrices de Dirac. Aparecen en las
interacciones de QCD o de cualquier teoŕıa que involucre campos fermiónicos de esṕın 1/2.

La matriz γ5 se define como el producto de las cuatro matrices gamma donde además
(γ5)2 = I.

En la base de Dirac

γ0 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , γ1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0



γ2 =


0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

 , γ3 =


0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0



γ5 := iγ0γ1γ2γ3 =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 .

(A.5)
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Otra elección común es la base de Weyl o quiral, en la que las γk tienen la misma forma
pero no γ0, y γ5 es diagonal

γ0 =

(
0 I2
I2 0

)
, γk =

(
0σk

−σk 0

)
, γ5 =

(
−I2 0
0 I2

)
, (A.6)

o en notación más compacta

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
, σµ ≡ (1, σi), σ̄µ ≡ (1,−σi). (A.7)

Expĺıcitamente, γ0 y γ5 en la base de Weyl toman la forma

γ0 =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 , γ5 =


−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 . (A.8)

Las matrices de Dirac obedecen las relaciones de anticonmutación

{γµ, γν} = 2ηµν . (A.9)

Con las matrices de Dirac, aparece la notación slash de Feynman, que se define como

̸a := γµaµ (A.10)

Las matrices gamma obedecen las siguientes identidades de traza

Tr(γµ) = 0

Tr(γµγνγρ...) = 0 número impar de matrices

Tr(γµγν) = 4ηµν

Tr(γµγνγργσ) = 4 (ηµνηρσ − ηµρηνσ + ηµσηνρ)

Tr(γ5) = 0

Tr(γµγνγ5) = 0

. (A.11)

Además, la matriz identidad en cuatro dimensiones y las n× n matrices de dimensión A
y B, satisfacen

Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B)

Tr(cA) = cTr(A)

Tr(I4) = 4

(A.12)

donde c es una constante.
Para vectores arbitrarios de Lorentz a, b, tenemos

aµ =
(
a0, a1, a2, a3

)
, aµ =


a0
−a1
−a2
−a3

 .
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Introducimos la notación

a2 = a2∥ − a2⊥, (A.13)

donde

a∥ =
(
a0, 0, 0, a3

)
, a⊥ =

(
0, a1, a2, 0

)
, (A.14)

(ab)∥ = a0b0 − a3b3 , (ab)⊥ = a1b1 + a2b2, (A.15)
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Apéndice B

Expansión a Alta Temperatura

B.1. Bosones

Para calcular la corrección del potencial a 1-loop para bosones neutros en la aproximación
a alta temperatura, se usa un método bien establecido en la literatura [64]. Vamos a partir
con la expresión general

hn(y) =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

dx
xn−1√
x2 + y2

1

e
√

x2+y2 − 1
. (B.1)

Estas integrales satisfacen la ecuación diferencial

dhn+1

dy
= −yhn−1

n
. (B.2)

La expansión a alta temperatura es obtenida usando la identidad

1

ez − 1
=

1

z
− 1

2
+ 2

∞∑
ℓ=1

z

z2 + (2πℓ)2
. (B.3)

Para n = 1, entonces tenemos una integral como

h1(y) =

∫ ∞

0

dx
1√

x2 + y2
1

e
√

x2+y2 − 1

=

∫ ∞

0

dx

(
−1

2
√
x2 + y2

+
∑
ℓ

1

x2 + y2 + (2πℓ)2

)
. (B.4)

Dado que la integral en la ec. (B.4) diverge, vamos a regular la expresión agregando en el
numerador x−ϵ, donde 0 < ϵ < 1

106



Iϵ(y) =
1

2

∫
dx

x−ϵ√
x2 + y2

−
∑
ℓ

∫
dx

x−ϵ

x2 + y2 + (2πℓ)2

=
1

2y

∫
dx

x−ϵ√
1 + x2/y2

−
∑
ℓ

1

y2 + (2πℓ)2

∫
dx

x−ϵ

1 + x2/(y2 + (2πℓ)2)

= I1ϵ (y)− I2ϵ (y),

(B.5)

sustituimos x′ = x/y en I1ϵ y x′ = x/(y2 + (2πℓ)2)1/2 en I2ϵ (y), aśı

I1ϵ (y) =
1

2

∫
dx′

(yx′)−ϵ

√
1 + x′2

=
y−ϵ

2

∫
dx

x′−ϵ

√
1 + x′2

=
y−ϵΓ(1/2− ϵ/2)Γ(ϵ/2)

4
√
π

, (B.6)

I2ϵ (y) =
∑
ℓ

(y2 + (2πℓ)2)−1/2

y2 + (2πℓ)2

∫
dx′
(
(y2 + (2πℓ)2)1/2

)−ϵ

1 + x′2

=
∑
ℓ

1

(y2 + (2πℓ)2)1/2+ϵ/2

∫
dx′

x′−ϵ

1 + x′2
=
∑
ℓ

π

2(y2 + (2πℓ)2)1/2+ϵ/2
sec
(πϵ
2

)
=

(
∞∑
ℓ=1

2

(y2 + (2πℓ)2)
1+ϵ
2

+
1

y1+ϵ

)
π

2
sec
(πϵ
2

)
=

{
∞∑
ℓ=1

(
2

(2πℓ)1+ϵ

1

(1 + y2

(2πℓ)2
)
1+ϵ
2

+
2

(2πℓ)1+ϵ
− 2

(2πℓ)1+ϵ

)
+

1

y1+ϵ

}
π

2
sec
(πϵ
2

)
=

{
∞∑
ℓ=1

2

(2πℓ)1+ϵ

(
1

(1 + y2

(2πℓ)2
)
1+ϵ
2

− 1

)
+ 2

∞∑
ℓ=1

1

(2πℓ)1+ϵ
+

1

y1+ϵ

}
π

2
sec
(πϵ
2

)
=

{
∞∑
ℓ=1

2

(2πℓ)1+ϵ

(
1

(1 + y2

(2πℓ)2
)
1+ϵ
2

− 1

)
+

2

(2π)1+ϵ
ζ(1 + ϵ) +

1

y1+ϵ

}
π

2
sec
(πϵ
2

)
.

(B.7)

Tomando el ĺımite ϵ→ 0

I1ϵ (y) =
1

2ϵ
− 1

4

(
γE + ln(y2) + ψ(0)(1/2)

)
, (B.8)

I2ϵ (y) =
∞∑
ℓ=1

1

2ℓ

(
1

(1 + y2/(2πℓ)2)
1
2

− 1

)
+

1

2ϵ
+
γE
2

− 1

4
ln(4π2) +

π

2y
. (B.9)

Uniendo todo tenemos

Iϵ(y) =
1

2ϵ
− 1

4

(
γE + ln(y2)− γE − ln(4)

)
− 1

2ϵ
− γE

2
+

1

4
ln(4π2)
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− π

2y
−

∞∑
ℓ=1

1

2ℓ

(
1

(1 + y2/(2πℓ)2)
1
2

− 1

)

= − π

2y
− γE

2
− 1

4
ln

(
y2

16π2

)
−

∞∑
ℓ=1

1

2ℓ

(
1

(1 + y2/(2πℓ)2)
1
2

− 1

)
,

(B.10)

tomando que y2 ≪ 1, es decir una expansión en series de la suma

Iϵ(y) = − π

2y
− γE

2
− 1

4
ln

(
y2

16π2

)
+

∞∑
ℓ=1

(
y2

4(2π)2ℓ3
− 3y4

16(2π)4ℓ5
+O(y6)

)
, (B.11)

y al sumar

Iϵ(y) = − π

2y
− γE

2
− 1

4
ln

(
y2

16π2

)
+
ζ(3)

4

( y
2π

)2
− 3ζ(5)

16

( y
2π

)4
+O(y6), (B.12)

donde γE es la constante de Euler-Mascheroni y ζ(n) son valores de la función zeta de
Riemann y Iϵ(y) = −h1(y).

B.2. Fermiones

Para fermiones existe un conjunto de ecuaciones completamente análogas al caso bosónico,
lo único que cambia es que en lugar de tener las distribuciones de Bose-Einstein, ahora
tenemos las distribuciones de Fermi-Dirac. Las integrales generales se expresan de la
siguiente forma

fn(y) =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

dx
xn−1√
x2 + y2

1

e
√

x2+y2 + 1
, (B.13)

las cuales satisfacen de igual forma la ecuación diferencial la ec. (B.2), en este caso usando

1

ez + 1
=

1

2
−

∞∑
ℓ=1

z

z2 + (2ℓπ + π)2
, (B.14)

tenemos para n = 1

f1(y) =

∫ ∞

0

dx
1√

x2 + y2
1

e
√

x2+y2 + 1
(B.15)

=

∫ ∞

0

dx

(
1

2
√
x2 + y2

−
∑
ℓ

1

x2 + y2 + (2ℓπ + π)2

)
.

Regularizamos la integral incluyendo un término x−ϵ en el denominador, resultando en
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Iϵ(y) =
1

2

∫
dx

x−ϵ√
x2 + y2

−
∑
ℓ

∫
dx

x−ϵ

x2 + y2 + (2ℓπ + π)2

=
1

2y

∫
dx

x−ϵ√
1 + x2/y2

−
∑
ℓ

1

y2 + (2ℓπ + π)2

∫
dx

x−ϵ

1 + x2

y2+(2ℓπ+π)2

= I1ϵ (y)− I2ϵ (y),

(B.16)

donde I1ϵ es igual que en la ec. (B.8) y sustituimos x′ = x/(y2 + (2ℓπ + π)2)1/2 en I2ϵ (y),
aśı

I2ϵ (y) =
∑
ℓ

(y2 + (2ℓ+ 1)2π2)−1/2

y2 + (2ℓ+ 1)2π2

∫
dx′
(
(y2 + (2ℓπ + π)2)1/2

)−ϵ

1 + x′2

=
∑
ℓ

1

(y2 + (2ℓπ + π)2)
1+ϵ
2

∫
dx′

x′−ϵ

1 + x′2
=
∑
ℓ

π

2(y2 + (2ℓπ + π)2)
1+ϵ
2

sec
(πϵ
2

)
=

{
∞∑
ℓ=1

2

(y2 + (2πℓ+ π)2)
1+ϵ
2

+
1

(y2 + π2)
1+ϵ
2

}
π

2
sec
(πϵ
2

)
(B.17)

=

{
∞∑
ℓ=1

(
2

(2πℓ+ π)1+ϵ

1

(1 + y2

(2ℓπ+π)2
)
1+ϵ
2

+
2

(2ℓπ + π)1+ϵ
− 2

(2ℓπ + π)1+ϵ

)

+
1

(y2 + π2)
1+ϵ
2

}
π

2
sec
(πϵ
2

)
=

{
∞∑
ℓ=1

2

(2ℓπ + π)1+ϵ

(
1

(1 + y2

(2ℓπ+π)2
)
1+ϵ
2

− 1

)
+

∞∑
ℓ=1

2

(2ℓπ + π)1+ϵ

+
1

(y2 + π2)
1+ϵ
2

}
π

2
sec
(πϵ
2

)
=

{
∞∑
ℓ=1

2

(2ℓπ + π)1+ϵ

(
1

(1 + y2

(2ℓπ+π)2
)
1+ϵ
2

− 1

)
+

2

(2π)1+ϵ
ζ

(
1 + ϵ,

3

2

)

+
1

(y2 + π2)
1+ϵ
2

}
π

2
sec
(πϵ
2

)
.

Tomando el ĺımite ϵ→ 0

I2ϵ (y) =
∞∑
ℓ=1

1

(2ℓ+ 1)

(
1

(1 + y2

(2ℓπ+π)2
)
1
2

− 1

)
+

1

2ϵ
− 1 +

γE
2

+
1

4
ln

(
4

π2

)
+

π

2 (y2 + π2)
1
2

.

(B.18)
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Uniendo todo tenemos

Iϵ(y) =
1

2ϵ
− 1

4

(
γE + ln(y2)− γE − ln(4)

)
− 1

2ϵ
− γE

2
+

1

4
ln

(
4

π2

)
+ 1

− π

2
√
y2 + π2

−
∞∑
ℓ=1

1

2ℓ

(
1

(1 + y2/(2ℓ+ 1)2π2)
1
2

− 1

)

= −γE
2

− 1

4
ln

(
y2

π2

)
+ 1− π

2
√
y2 + π2

−
∞∑
ℓ=1

1

2ℓ+ 1

(
1

(1 + y2

(2πℓ+π)2
)
1
2

− 1

)
,

(B.19)

y finalmente obtenemos

Iϵ(y) = −γE
2

− 1

4
ln

(
y2

π2

)
+O(y2). (B.20)
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