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Introducción 

 

 

La historia de la civilización moderna muestra que el ser humano desde tiempos 

muy antiguos ha realizado un gran esfuerzo en modificar su entorno natural para lograr 

que éste obre en su beneficio. Los rápidos avances en ciencia y tecnología en décadas 

recientes han permitido conocer con mayor detalle el comportamiento de la materia y 

aprovechar sus propiedades de manera novedosa y eficiente. Algunas de las grandes 

edificaciones que se han realizado a lo largo de la historia por diferentes civilizaciones, nos 

muestran la habilidad que ha alcanzado el ser humano para modificar la naturaleza a 

grandes escalas. Menos notorio, al menos a simple vista, pero igual de importante, ha sido 

el avance del hombre para comprender y aprovechar el comportamiento de la materia en el 

otro extremo de las escalas: las escalas del orden de los nanómetros.   

 

En diciembre de 1959, durante una conferencia de la American Physical Society, 

Richard Feynman presentó una ponencia que resultaría ser muy profética: “There is plenty 

of room at the bottom”. Feynman señalaba que no existía nada en las leyes de la física que 

impidiera construir estructuras manipulando átomo por átomo en una forma específica. 

Feynman enfatizó que las estructuras pequeñas deben presentar propiedades y fenómenos 

muy diferentes a los cotidianos, porque no hay que olvidar que todo lo que sucede en el 

nano-mundo pertenece al reino de la mecánica cuántica. En ese mundo nuestra intuición y 

experiencia con el macromundo no funcionan. Comprender el comportamiento de los 

materiales a escala nanométrica es entonces fundamental para crear nuevas estructuras, con 

propiedades no convencionales. Las nanociencias y la nanotecnología nacen a partir de esta 

inquietud, confirmando la frase visionaria de Richard Feynman.   
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Los grandes avances científicos y tecnológicos logrados en las últimas tres décadas 

han permitido estudiar, diseñar y fabricar materiales nano-estructurados con propiedades 

novedosas, resultando sumamente relevantes para aplicaciones prácticas en beneficio del 

hombre. Esto ha ocasionado que un mayor número de industrias intenten mantenerse a la 

vanguardia, con mejores vísperas para un futuro prometedor a muy corto plazo, logrando 

con ello mantener, perfeccionar e innovar múltiples herramientas y avances tecnológicos 

fuertemente respaldados por el ámbito científico. 

 

Debido a la incorporación de elementos tan pequeños en la estructura de estos 

materiales, se han observado propiedades que se asocian a la baja dimensionalidad en la 

que están restringidos estos elementos. En esta situación, las propiedades del sistema se ven 

modificadas en comparación con las propiedades que se observan cuando no 

existen restricciones espaciales causadas por los agentes externos. El interés en el estudio 

de estos sistemas radica en las propiedades físicas y químicas que éstas presentan, las 

cuales pueden ser muy distintas a aquellas de sus contrapartes libres.  

 

Gran parte de los estudios realizados hoy en día dentro del campo de                     

los materiales nanoestructurados, están estrechamente relacionados con los              

sistemas cuánticos confinados.  Esto es justamente lo que nos ocupa en el desarrollo  de 

esta tesis,  ya que, las propiedades electrónicas y estructurales sufren modificaciones 

cuando existe confinamiento. Ejemplos muy concretos los encontramos en el 

comportamiento de electrones y excitones en materiales de capas delgadas o dentro de 

pequeñas cristalitas [13-14], impurezas hidrogenoides en la superficie de semiconductores  
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[15-19], átomos y moléculas encerradas en nanocavidades [20-23], nanotubos de carbono 

[24-25], átomo de hidrógeno dentro del cuarzo -   [26], electrones atrapados en vacancias 

de cristales iónicos como centros de color [58-59], átomos artificiales, entre otros. Para el 

análisis del comportamiento de estos sistemas el uso de modelos de confinamiento cuántico 

es adecuado, ya que permiten representar razonablemente el efecto de las interacciones del 

sistema de interés con el medio circundante y así inferir sobre los consecuentes cambios en 

sus propiedades físicas.  En general, los modelos de confinamiento cuántico consideran las 

interacciones con el medio a través de un potencial efectivo. Dicho potencial efectivo es 

debido al efecto promedio de las interacciones del sistema bajo estudio con respecto a sus 

demás vecinos. Esto puede ilustrarse a través de la Figura 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1. Se muestra un sistema atómico o molecular limitado por átomos vecinos. Los potenciales de 

repulsión que se generan por  los vecinos confinan al sistema bajo estudio. Este confinamiento puede 

simularse a través de un potencial promedio con barreras de distintos grados de confinamiento dentro de cajas 

con diferentes simetrías. 
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En este caso, por ejemplo, como aproximación razonable podemos considerar al sistema 

limitado por una cavidad de simetría esférica de radio 0r , en que el potencial de 

confinamiento es tal que: 

 













=

00

0

,

,0

)(

rrV

rr

rVc  , 

 

siendo r  la coordenada radial medida desde el centro de la cavidad y 0V  la altura de la 

barrera de confinamiento, la cual representa el efecto promedio del medio circundante. Para 

un sistema confinado, el Hamiltoniano debe contener la información de la interacción 

interna del sistema, por lo que dentro de la cavidad  ( 0rr  ) el potencial  corresponde a las 

interacciones propias del sistema, de modo que el potencial total )(rV queda representado 

en la Figura 2: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2. Representación gráfica de un modelo de potencial )(rV  asociado a un sistema atómico confinado 

por una cavidad esférica de radio 0r  y altura de barrera 0V . En general, la cavidad puede tener distintas 

simetrías dependiendo del sistema físico del que se trate. 
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Mediante el desarrollo de este tipo de modelos es posible analizar situaciones particulares 

las cuales pueden servir como ejemplos de condiciones extremas, principalmente para el 

caso de sistemas confinados más complejos. Por ejemplo, un caso extremo es el de 

confinamiento impenetrable ( =0V ). Esta situación no es realista debido a que mientras el 

volumen de confinamiento se reduce cada vez más, los electrones ganan suficiente energía 

cinética para poder desligarse del sistema sin poder escapar del mismo jamás. Para 

representar un potencial de confinamiento más realista, donde los electrones puedan 

escapar de la región de confinamiento, se debe considerar un potencial de paredes suaves 

(confinamiento penetrable), representado a través de una función escalón 0V , la cual 

representa a la capacidad de confinamiento del medio.  

 

Para el estudio de los sistemas cuánticos confinados se emplean diversas metodologías. En 

algunas de ellas es posible hacer un tratamiento completamente analítico. Sin embargo, en 

la mayoría de los casos esto no es posible, y se hace necesario el empleo de métodos 

aproximados, como por ejemplo, los métodos variacionales y de teoría de perturbaciones; 

así como enfoques completamente numéricos, tales como los métodos de diferencias y 

elementos finitos.  

 

En este trabajo se revisa, de manera monográfica, la implementación del método 

variacional directo para el estudio de propiedades electrónicas de sistemas hidrogenoides 

sujetos a  diferentes geometrías de confinamiento. Se muestra la utilidad de este tipo de 

análisis al definir funciones de onda prueba de expresión analítica, físicamente 

fundamentadas, para el estudio de propiedades electrónicas de sistemas hidrogenoides 

limitados por fronteras cerradas y abiertas, rígidas y permeables. Para este propósito, se 

presentan de manera resumida los tratamientos exactos correspondientes publicados en la 

literatura, como referencia fundamental para justificar las capacidades del método 

variacional para el estudio de sistemas cuánticos confinados.  
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La tesis consta de tres capítulos, cada uno dedicado a una geometría de confinamiento de 

un sistema hidrogenoide en específico. En el primer capítulo se estudia el caso de 

confinamiento por cavidades esféricas penetrables e impenetrables con el núcleo atómico 

ubicado en su centro. Se analiza la evolución de las energías en función del tamaño de la 

cavidad y altura de barrera de confinamiento, así como el comportamiento de las funciones 

de onda respectivas para estados con y sin nodos. Una contribución novedosa en este 

capítulo, no tratada en la literatura, es la evolución de posiciones nodales en función del 

grado de confinamiento para algunos estados excitados, lo cual se refleja en el 

correspondiente comportamiento de la función de onda para este tipo de estados.  

 

En el segundo capítulo se discute el caso de confinamiento por cavidades esferoidales 

prolatas impenetrables para el sistema hidrogenoide con su núcleo anclado en uno de los 

focos de la cavidad. En este capítulo se revisa y reproduce el cálculo variacional reportado  

en la Ref. [42] para la evolución de las energías de los estados 1sσ y 2pπ en función del 

tamaño de la cavidad. Como contribución adicional a este estudio, en este trabajo se incluye 

el comportamiento del estado 2sσ, no considerado en la referencia citada.  

 

Finalmente, en el tercer capítulo se estudian los efectos de confinamiento sobre un átomo 

hidrogenoide limitado por fronteras planas impenetrables. Se considera el caso general para 

el sistema limitado por dos planos paralelos impenetrables, discutido originalmente en la 

Ref. [32]. Se reproducen los resultados para el caso de efectos de confinamiento para 

posiciones nucleares entre planos separados por una distancia finita. Como casos 

particulares, se obtienen las energías en función de la distancia a un plano cuando el otro 

está posicionado a una distancia infinita del primero y cuando el núcleo se encuentra justo 

sobre el plano. Estos dos últimos casos se comparan con resultados exactos publicados en 

la literatura  Refs. [43-44]. 
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Capítulo 1. Átomo de hidrógeno dentro de una cavidad esférica 

 

 

1.1 Motivación 

 

 

El estudio de efectos de limitación espacial en el comportamiento electrónico de átomos y 

moléculas ha sido un tópico de creciente interés en años recientes [27]. En particular, el 

átomo de hidrógeno como el sistema atómico más simple sigue siendo un referente 

importante para comprender estos efectos.  

 

En la literatura, existen tratamientos exactos y variacionales [28] para este problema. Sin 

embargo, dentro de la gama de estudios variacionales, el caso de estados excitados en los 

que la función de onda presenta nodos, no ha sido lo suficientemente explorado; algo de lo 

cual en este trabajo se expone de manera novedosa. 

 

En este capítulo se estudia al sistema atómico más simple: el átomo de hidrógeno, el cual se 

encuentra sometido bajo efectos de confinamiento cuántico. Se propone el uso del método 

variacional directo a fin de analizar los efectos de confinamiento sobre la energía y en el 

comportamiento de la función de onda para estados con y sin nodos; y a fin de constatar la 

alta confiabilidad que ofrece el método variacional directo se comparan resultados con los  
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de las soluciones exactas reportados en la literatura. Se presentan resultados para el caso de 

confinamiento por cavidades esféricas penetrables e impenetrables. En todos los casos se 

presenta la variación de las energías como función del tamaño de la cavidad así como el 

comportamiento de las funciones de onda respectivas. 

 

Consideremos un átomo hidrogenoide con carga nuclear Ze  anclada en el centro de una 

cavidad esférica de radio 0r  , fuera de la cual el efecto del medio circundante sobre este 

sistema se representa mediante una barrera de potencial isotrópica de altura 0V . Dentro de 

la cavidad, el electrón de masa em  está sujeto exclusivamente al potencial coulombiano del 

núcleo, por lo que la representación del potencial de confinamiento para este sistema es:   

 















−

=

00

0

2

,

,

)(

rrV

rr
r

Ze

rV                     (1) 

 

El hamiltoniano 


H  asociado a este problema queda entonces expresado como:  

 

)(
2

2
2

rV
m

H
e

+−=
 

,                    (2) 

 

donde el primer término corresponde a la energía cinética del electrón y el segundo término 

está dado por la ec. (1). 
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Dada la simetría esférica del potencial de confinamiento, es conveniente representar al 

operador laplaciano en la ec. (2)  en términos de coordenadas esféricas ),,( r  como: 
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222
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2 111
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
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
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senr
sen

senrr
r

rr
,               (3) 

 

de manera que la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo asociada a este 

problema es: 

 

),,(),,(  rErH =


,                    (4) 

 

la cual resulta separable, de manera que la función de onda puede escribirse como el 

producto: 

 

),()(),,(  mrRr = ,                    (5) 

 

donde )(rR  es la función radial y ),( m
  la función angular, que corresponde a los 

armónicos esféricos, los cuales satisfacen la ecuación de eigenvalores: 

 

),()1(),(ˆ 22  mm YYL   += ,                   (6) 

 

donde el operador del cuadrado del momento angular corresponde a  
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




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


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con ℓ como el número cuántico de un orbital atómico que determina su momento angular 

orbital y describe la forma del orbital, el cual adquiere valores 0, 1, 2, …, n-1. El otro 

número cuántico que acompaña a la función angular ),( m
 corresponde a m, el cual 

denota la orientación de los orbitales, adquiriendo valores -ℓ,…,0,…+ℓ.   
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Por otra parte, la función radial )(rR  satisface la ecuación de eigenvalores: 

 

)()()()(
)1(1
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Esta ecuación puede expresarse en unidades atómicas escalando las longitudes en términos 

del radio de Bohr ( )0a  y las energías en términos de hartrees ( hE ), definidos 

respectivamente como: 

 

2

2

0
em
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e


=                       (9) 

      ,       

0

2

1
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e
HartreeEh ==                     (10) 

 

De esta manera es posible obtener una representación adimensional del hamiltoniano 


H , 

equivalente a considerar 1=== me  en las ecs. (1), (2) y (8). 

 

Antes de discutir la aplicación del método variacional  para el tratamiento del problema, es 

pertinente revisar los trabajos pioneros relativos a la solución exacta de la ecuación de 

Schrödinger para los casos de confinamiento impenetrable =0V ( 0rr  )  y penetrable 

00 VV =  ( 0rr  ), los cuales permiten apreciar las bondades del método variacional cuando 

se hace una selección juiciosa de la función de onda ansatz.  

 

 

 



 15 

1.2 Breve descripción de la solución exacta de la ecuación                                       

de Schrödinger 

 

1.2.1 Caso impenetrable 

 

La solución exacta de la ecuación de Schrödinger para átomo de hidrógeno confinado por 

una cavidad esférica de pared impenetrable se conoce de tiempo muy atrás. Particularmente 

en el trabajo de Goldman y Joslin [29] este problema fue resuelto por vez primera a fin de 

poder predecir la influencia de la compresión isotrópica sobre las propiedades 

espectroscópicas para el átomo de hidrógeno confinado con su núcleo fijo en el centro de 

una cavidad esférica impenetrable.  

 

De acuerdo con lo discutido en la sección anterior, si se definen los siguientes cambios de 

variable: 

 

rE22 −=  ,   
E2

1

−
= ,   1++−=  ,   22 +=   ;                       (11) 

 

La ecuación (8) resulta:    
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En el caso del átomo de hidrógeno libre, se sabe que la solución de esta ecuación la 

siguiente: 

 

),,()( 2 


FeR −
= ,                                                                                   (13) 

 

 

 



 16 

 

en donde los dos primeros factores garantizan que la función de onda sea finita cuando  0→  y 

cuando → . En esta expresión ),,( F  corresponde a la función hipergeométrica 

confluente, cuya representación en serie es: 

 

++
+

+
++= ...

!2

1

)1(

)1(
1),,( 2









F                                                               (14) 

 

En este caso, para que la serie no diverja cuando → , es necesario truncarla, lo cuál implica 

que   sea un número entero mayor que  . Identificando   con el número cuántico 

principal n , la función ),,( F  se convierte en un polinomio de grado 1−−n , que 

corresponde a los polinomios asociados de Laguerre )(12

1 +

−−


nL .   

 

Para el átomo de hidrógeno confinado por una cavidad esférica infinitamente rígida, la 

misma solución dada por la ec. (13) puede utilizarse, excepto que ahora la condición a la 

frontera que debe satisfacer la función de onda radial es: 

 

0)( 0 == R      (condición de Dirichlet)                                                                                   (15) 

 

En este caso, una vez más, en el origen )(R  permanece finita. Sin embargo, para cuando 

nos situamos en una cavidad de paredes rígidas, no requerimos que la función de onda 

radial cumpla con la condición asintótica al tomar el límite de cuando →  (caso del 

átomo libre), consecuentemente   no tendrá que ser un número entero. En este caso, los 

valores de  , o equivalentemente E , se obtienen numéricamente a partir de la ubicación 

de los ceros en )(R dado por las ecs. (13) y (15).  De acuerdo a Goldman y Joslin, dado un 

valor del radio de confinamiento 0  y la simetría del estado definida por el número 

cuántico  , se deben encontrar los valores de la energía nlE  (incorporados en los 

parámetros   y   definidos en las ecs. 11), tales que se cumpla la condición (15).  
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De acuerdo a estos autores, en la Figura 3 se muestra la evolución de la parte radial de la 

función de onda )(R vs E (en unidades atómicas) para una cavidad de radio ..8 au  y de 

número cuántico de momento angular 0= (estados con simetría s). Analizando el 

comportamiento gráfico de la Figura 3, podemos encontrar los valores de las eigenenergías 

nsE  justo en las zonas en donde se presentan los ceros. Las intersecciones de la curva 

alrededor de la línea 0)( =R  proporcionan las energías ),...,3(),2(),1( sEsEsE  

respectivamente para este tamaño de cavidad.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3. Se muestra la evolución de )(R vs E (en unidades atómicas) para una cavidad de radio 8 u.a. y de 

número cuántico de momento angular 0=  

 

Es importante notar que para evaluar la función de onda radial como función de la energía a 

partir de la ec. (13) y la ec. (15), Joslin y Goldman hacen la distinción entre energías 

positivas y negativas, las cuales llevan a valores del parámetro   (ec. 11) imaginarios y 

reales, respectivamente, lo cual dificulta encontrar los ceros de la ec. (13) para energías 

positivas (  imaginaria). 
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Sin embargo, estos autores proponen una representación alternativa de )(R para 0E , 

haciendo uso de la llamada función de onda coulombiana [40], como: 

 

1

1

)()2()(

−


+=

 







−=

k

k

kAiR







 ,                                                                              (16) 

 

con: 

 

1)(1 =+ 
A

1
)(2

+
=+






A   , 2

))1(()1(

2
)( 21 +

+−+

−
= −− 




 k

kk

AA
A kk

k


  

E2

1
−=  

 

De esta manera construyeron la curva representada en la Figura 3. 

 

A continuación, como elemento novedoso en este trabajo, se expone un método alterno al 

que proponen Goldman y Joslin para encontrar las eigenenergías. Sabiendo que la amplitud 

de probabilidad 
2

)(R  es real, es posible encontrar los ceros de esta función para 

cualquier valor de E . En la Figura 4 se muestra el comportamiento gráfico entre la 

amplitud de probabilidad 
2

)(R  como función de E  para el mismo tamaño de la cavidad 

=0r ..8 ua y mismo número cuántico de momento angular 0= . La Figura 4 muestra los 

valores de nsE  obtenidos con este procedimiento, equivalentes a los obtenidos en la Figura 

3 por Goldman y Joslin. 
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Figura 4. Se muestra la evolución de 
2

)(R vs E (en unidades atómicas) para el átomo de hidrógeno 

confinado por una cavidad impenetrable de radio 8 u.a. y con número cuántico de momento angular 0=  

 

 

A continuación en Tabla 1, se muestran algunos de los resultados y de mayor interés que 

dichos autores obtuvieron para diferentes estados. 

 

 

Tabla 1. Energías exactas obtenidas por Goldman y Joslin [29] para diferentes estados del átomo de hidrógeno 

confinado por una cavidad esférica impenetrable para diferentes valores de su radio (ρ0). 

ρ0 Energía (Hartrees) 

(u.a.) Orbital 1s Orbital 2s Orbital 2p Orbital 3s Orbital 3p Orbital 3d 

0.1000 468.9930 1942.7200 991.0076 4406.1220 2960.4620 1644.5300 

0.5000 14.7479 72.6720 36.6588 170.5852 114.6436 63.1601 

1.0000 2.3739 16.5702 8.2231 40.8631 27.4740 14.9674 

2.0000 -0.1250 3.3275 1.5760 9.3141 6.2690 3.3275 

4.0000 -0.4832 0.4202 0.1435 1.8727 1.2615 0.6213 

6.0000 -0.4992 0.0127 -0.0555 0.6317 0.4215 0.1803 

8.0000 -0.4999 -0.0847 -0.1044 0.2464 0.1573 0.0460 

10.0000 -0.4999 -0.1128 -0.1188 0.0914 0.0491 -0.0070 

25.0000 -0.5000 -0.1249 -0.1249 -0.0545 -0.0549 -0.0553 

50.0000 -0.5000 -0.1250 -0.1250 -0.0555 -0.0555 -0.0555 

 

2
)(R  

)(hartreesE  
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De acuerdo con los resultados reportados en Tabla 1 por Joslin y Goldman, a continuación 

en la Figura 5 se exhibe de manera gráfica la evolución de las energías para diferentes 

estados en función del radio de la cavidad r0:    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5. Muestra los efectos de la compresión isotrópica para los primeros tres niveles de energía del átomo 

de hidrógeno 

 

 

Podemos observar de la Figura 5 un patrón bastante peculiar en cuanto al comportamiento 

de las eigenenergías para radios de confinamiento muy pequeños: 

 

)()()( ndEnpEnsE   
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Un resultado de suma relevancia por estos autores sugiere analizar los diversos valores para 

las eigenenergías cuyo número cuántico principal n es el mismo pero difieren en su simetría 

 . A fin de poder ilustrar esto pasemos a analizar el caso de las eigenenergías para estados 

con mismo número cuántico principal 3=n  pero con diferentes simetrías ( )dps EEE 333 ,,  

para radios de confinamiento muy pequeños ..0.20 uar   Podemos observar con base a lo 

reportado en la Tabla 1 y de la Figura 5 que el comportamiento para las eigenenergías es el 

siguiente )3()3()3( dEpEsE  . Para ello es importante considerar el comportamiento de 

los valores esperados para las energías potenciales U  y de las energías cinéticas K dentro 

de cada uno de los subniveles 2,1,0= trabajados: 

   

−=−= drrrRrR
r

U )()(1)3( 3
*
3

3



     2,1,0=  

 

)3()3(  UEK −=  

 

Con base a este último par de ecuaciones, Joslin y Goldman reportan los siguientes 

resultados para U  y K para átomo de hidrógeno en el centro de una cavidad esférica de 

radio 08 a  
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Tabla 2. Valores esperados de la  energía cinética y potencial  para  estados con 3=n  para el átomo de 

hidrógeno confinado en el centro de una cavidad esférica de radio 08a  

Nivel U
 

K
 

E  

3s -0.4253168 0.6718088 0.2464920 

3p -0.3210030 0.4783712 0.1573682 

3d -0.2248490 0.2709072 0.0460583 
         

 

A partir de  los valores de expectación para las energías potenciales U  reportados en la 

Tabla 2 podemos observar cómo es que se comportan los diferentes subniveles de las 

eigenenergías en cada caso: 

 

)3()3()3( dUpUsU   

 

Notamos cómo el orden ascendente de U  cambia en relación al comportamiento 

descendente de los valores esperados para las energías cinéticas K : 

 

)3()3()3( dKpKsK   

 

De esta manera, los valores de las energías totales se ordenan de la siguiente forma: 

 

)3()3()3( dEpEsE   

 

Podemos apreciar que el comportamiento de las eigenenergías es el mismo que se sigue 

para el valor esperado de la energía cinética. Esto debido principalmente a que la 

interacción coulombiana del núcleo con su único electrón es más débil en relación al 

comportamiento de la energía cinética del electrón confinado.  
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1.2.2 Caso penetrable 

 

En este apartado se revisa el método de solución a la ecuación de Schrödinger propuesto 

por Ley-Koo y Rubinstein [30] para el átomo de hidrógeno confinado por una cavidad 

esférica penetrable. Esto, con el propósito de conocer la naturaleza de las soluciones 

exactas para este problema, mismas que sirven de referencia importante para el tratamiento 

variacional correspondiente. 

 

El potencial asociado al Hamiltoniano [ec. (2)] está dado por la ec. (1) en donde 0V  se 

considera finito. Esto define dos regiones en las que se debe resolver la ecuación de 

Schrödinger: una región interior ( 0rr  ) que involucra solamente la interacción 

Coulombiana electrón-núcleo y una región exterior ( 0rr  ) en la que se considera un 

potencial de interacción promedio constante 0V  representando el efecto del medio 

circundante.  

 

Nuevamente, considerando unidades atómicas, la ecuación de Schrödinger adimensional 

correspondiente a cada una de estas regiones resulta: 

 

intintint

2 1

2

1
=−− E

r
  ,  ( 0rr  )             (17-a) 

 

extextext EV =+− 0

2

2

1
  , ( 0rr  )             (17-b) 
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En donde, ),,(int r y ),,( rext  corresponden a las soluciones a determinar para las 

regiones interior y exterior, respectivamente, tales que satisfagan la condición de 

continuidad en la frontera: 

 

00

ˆˆ

rre

e

rri

i rr

==










=



















                 (18) 

 

La simetría esférica del potencial así como de la cavidad de confinamiento, al igual que en 

el caso anterior para la cavidad impenetrable, permiten separar la dependencia radial de la 

angular de manera que la solución al problema de Schrödinger dependerá únicamente de la 

componente radial de la función de onda.    

 

Empleando  la representación en coordenadas esféricas  del operador laplaciano en las ecs. 

(17-a) y (17-b) y tomando las siguientes definiciones: 

 

v

r
x =  ;  

E
v

2

12 = , 

 

donde E corresponde a la energía total del sistema. Los signos positivos y negativos son 

usados para denotar tanto energías positivas como negativas, respectivamente, dado que v 

es real. 

 

Para la región interior [ec. (17-a)] , la función de onda radial correspondiente, )(xRi , 

satisface la ecuación diferencial  siguiente: 

  

0)()(
2

)(
)1()(2)(

22

2

=+
+

−+ xRxR
x

v
xR

xdx

xdR

xdx

xRd
iii

ii 
                                       (19) 
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La solución exacta de esta ecuación diferencial se puede obtener por el método estándar 

[ver Ref. 31] removiendo la singularidad en el caso límite de x → 0.  

 

De esta manera, la solución de la ec. (19) queda entonces de la siguiente forma: 

 

)()( xxAxR vv

i

v 


 = ,                                                                              (20) 

 

donde, )(xv  debe satisfacer la siguiente ecuación diferencial: 

 

0)()(
2)(

)1(
2)(

2

2

=+++ xx
x

v

dx

xd

xdx

xd
vv

vv


  


 .                                     (21) 

 

La solución de esta ecuación se obtiene expresando a )(xv  en términos de una serie de 

potencias: 

 




=
=

0

)()(
s

s

sv xCx 
                               (22) 

 

En donde los coeficientes 
)(

sC  deben satisfacer  la relación de recurrencia: 

 

)22()1(

2 )(

1

)(
)(

1
+++


−= −

+





NN

CvC
C NN

N   ,  
1

)(

1
+

−=


 v
C  ,                              (22- a) 

 

tal que todos los coeficientes con un subíndice negativo deben ser cero y tomamos 1)(

0 =C . 
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Para la región exterior [ec. (17-b)], después de hacer las definiciones: 

 

kry =   ;   ( )EVk −= 0

2 2 , 

 

la función de onda radial )(yRe  satisface la ecuación diferencial siguiente: 

 

0)()(
)1()(2)(

22

2

=−
+

−+ yRyR
ydy

ydR

ydy

yRd
ee

ee 
                                                               (23) 

 

Nuevamente siguiendo el método de solución propuesto en la Ref. [31] la solución de la ec. 

(23) se encuentra que: 

 

)2;2,()()( 11 yFeyByfeyByR y

k

y

k

e

k 





 −−== −−−−−− ,                                                    (24) 

 

con )(yf  la función hipergeométrica confluente ( )yFyf 2;2;)( 11  −−= , la cual satisface 

la siguiente ecuación diferencial: 
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Ahora bien, una vez definida la altura de barrera  0V , el estado   y el radio de la caja 0x  

la energía queda definida después de  imponer las condiciones de continuidad para las 

funciones interior y exterior y sus derivadas, así como la condición de normalización.  Así, 

considerando la igualdad de las soluciones en las regiones interior (20) y exterior (24) y de 

sus derivadas en el radio de la caja, las siguientes relaciones se  deben satisfacer: 

 

 𝑅𝜐ℓ
2  𝑥  𝑟2 𝑑𝑟

𝑟0

0
+ 𝑅𝑘ℓ

2  𝑥  𝑟2 𝑑𝑟
∞

𝑟0

= 1 
             (26-a) 
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Como ejemplo, los autores de la Ref. [30] tratan el caso específico de estados con simetría s 

y p, como sigue:  

 

   0=  

   Orbitales s: 

1)( 00 =yf     ,   0)( 0

'

0 =yf  

 

    

   1=  

   Orbitales p: 

001 1)( yyf +=    ,   1)( 0

'

1 =yf  

Si de la derivada logarítmica (26-b) definimos la función )(xG : 
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y definiendo las siguientes cantidades físicas: 

 

Z

ka
k

0'    ,  xky '  

 

Tomando Z=1, las soluciones para las eigenenergías equivalen a encontrar las raíces de las 

funciones )(xG : 
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La solución finalmente consiste en encontrar las raíces de estas ecuaciones. Dado un valor 

de la barrera de potencial 0V , se asigna un valor de energía y se generan los coeficientes a 

partir de las relaciones de recurrencia (22 a). Los ceros de estas funciones se determinan 

tomando un número finito de términos para la serie, dependiendo de la precisión deseada. 

Cada uno de estos ceros determina el valor para 0r  consistente con el valor de la energía 

seleccionada. De este modo, a partir de la evaluación numérica de las funciones (28-29), se 

obtiene que la energía E  es función del radio de la caja 0r  y de la altura de la barrera de 

potencial 0V . 
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En las Tablas 3 y 4, se muestran algunos de los valores proporcionados por estos autores 

[30] para la energía del estado base del átomo de hidrógeno en función del radio de 

confinamiento para una altura de barrera fija V0 = 0.0 u.a. y V0 = 2.0 u.a., respectivamente. 

 

 

Tabla 3. Energías exactas obtenidas por Ley-Koo  Tabla 4. Energías exactas obtenidas por Ley-Koo 

y Rubinstein [30]  para estado base de átomo de  y Rubinstein [30]  para estado base de átomo de 

hidrógeno confinado por una cavidad esférica de hidrógeno confinado por una cavidad esférica de 

paredes penetrables para barrera de potencial paredes penetrables para barrera de potencial 

00 =V  a diferentes radios de confinamiento (r0) 20 =V  a diferentes radios de confinamiento (r0) 

 

 

 

 

 

 

                          

Si comparamos los resultados de la Tabla 1 (caso impenetrable) con los de las Tablas 3 y 4, 

(caso penetrable) podemos distinguir en general grandes diferencias en los valores de las 

energías en función del radio de confinamiento, en especial para aquellos radios de 

confinamiento pequeños. Por ejemplo, en estado base para r0 = 1.00 u.a. se alcanza una 

energía de E = 2.3739 Hartrees para el caso de confinamiento por cavidad impenetrable 

(ver Tabla 1), mientras que para el caso de confinamiento por cavidad penetrable y altura 

de barrera 00 =V  (ver Tabla 3) se alcanza una energía de E = -0.1250 Hartrees para el 

mismo tamaño de la cavidad. Esto es una muestra de la importancia que se tiene el asignar 

un valor más realista para la barrera de confinamiento.  

 

Por completez, en la Figura 6 se reproducen las curvas reportadas por Ley-Koo y 

Rubinstein [30] para la evolución de las eigenenergías en función del tamaño de la cavidad 

para los estados 1s y 2s y diferentes alturas de barrera de potencial para el átomo de 

hidrógeno. 
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Figura 6. Evolución a los eigenvalores de la energía E para estados 1s y 2s como función del tamaño de la 

cavidad r0 para el átomo de hidrógeno y diferentes alturas de barrera de potencial V0  [30]. 

 

Podemos notar que para barreras de potencial de altura finita, la energía electrónica crece a 

medida que el radio de confinamiento disminuye, alcanzando un valor igual a la altura de la 

barrera para un radio crítico en el que el electrón escapa de la cavidad. Igualmente se 

observa una gran diferencia cualitativa y cuantitativa para la evolución de las energías para 

el caso penetrable e impenetrable. 

 

Como se ve más adelante, los valores de energía mostrados en la Tablas 1, 3 y 4, así como 

la forma funcional de las soluciones a la ecuación de Schrödinger obtenidas para el caso 

penetrable nos sirven como referencia importante para la calibración del método 

variacional, propósito de este trabajo. 
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1.3 Aplicación del método variacional directo 
 

 

Lo discutido anteriormente sobre soluciones exactas a la ecuación de Schrödinger para el 

átomo de hidrógeno confinado por una cavidad esférica es una muestra del tratamiento 

formal de este problema. Desde luego, en la literatura aparecen otras estrategias de solución 

exacta para este problema, principalmente para el caso impenetrable [34, 53, 54] y algunos 

trabajos reportados sobre soluciones numéricas precisas para el caso penetrable [55, 56]. 

Todos estos tratamientos requieren de un rigor matemático y numérico importante mientras 

la ecuación de Schrödinger sea separable, principalmente en el primer caso.  

 

Resulta interesante explorar la capacidad del método variacional directo para analizar 

cualitativa y cuantitativamente este tipo de problemas y determinar su eficacia y 

confiabilidad para su aplicación a otro tipo de sistemas en condiciones de confinamiento 

diversas.  

 

En esta Sección se aplica el método variacional al caso del átomo de hidrógeno confinado 

por una cavidad esférica impenetrable y penetrable, comparando los resultados para las 

energías electrónicas con los obtenidos a través de las soluciones exactas discutidas en 

secciones anteriores. 

 

 

1.3.1 Cavidad esférica impenetrable.    

 

Como sabemos, el problema de Schrödinger para el átomo de hidrógeno limitado 

espacialmente por una frontera esférica de radio r0 de paredes impenetrables consiste en 

resolver:    

 

),,(),,()(
2

1 2  rErrV =
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con: 
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La implementación del método variacional directo requiere de la elección razonable de  una 

función prueba tal y como se propone en la Ref. [32], la cual se define de la siguiente 

forma:  

 

𝜓 𝑟; 𝛼𝑛ℓ = 𝑁𝑛ℓ  𝑅𝑛ℓ 𝑟; 𝛼𝑛ℓ  𝑓(𝑟,𝑟0 ) 
                                                                                                   (31)  

 

Dicha función de onda variacional se compone de dos partes: la primera de ellas comprende 

la parte de la solución radial de la ecuación de Schrödinger para el átomo libre ),(  nn rR   

dada por la ec. (13), en la cual se incorpora el parámetro variacional αnl, de tal manera que 

 

𝑅𝑛ℓ 𝑟; 𝛼𝑛ℓ = 𝑟ℓ  𝐹 −𝑛+ ℓ+ 1, 2ℓ + 2, 𝛼𝑛ℓ  𝑟  𝑒−𝛼𝑛ℓ 𝑟                                           (32) 

 

La otra parte que conforma a la función variacional prueba ec. (31) corresponde al factor de 

corte )(),( 00 rrrrf −= , lo cual ha de garantizar que se satisfaga la condición de tipo 

Dirichlet: 

 

0)( 0 == rr                                                                                                                                   (33) 
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La expresión para la energía se obtiene de la siguiente forma: 

 






||
),( 0

H
rE nn =       ;       )(

2

1 2 rVH +−=  ,                                                  (34) 

 

cuya optimización se lleva a cabo respecto al parámetro variacional: 

 

0=








n

nE


                                                                                                      (35) 

 

A continuación se aplica la metodología descrita para el cálculo de las energías del estado 

base y algunos de los primeros estados excitados del átomo de hidrógeno en función del 

radio de la cavidad. 

 

De acuerdo con la ec. (32), las funciones ansatz para los estados a tratar son: 
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rp

pp −=
−

               (36-c) 

)()( 033

2

33
3 rrbrareN ss

r

ss
s −++=

−             (36-d) 

)()( 03
3

33 rrraeN p

rp
pp −−=

−
              (36-e) 

)( 0
32

33 rrerN
rd

dd −=
−               (36-f) 

 

 

 

 



 34 

Primeramente observemos que el número de nodos en la función de onda está dado por 

1−−n . Para los estados cuya función de onda no presenta nodos, en este caso: s1 , 

p2 , d3 ,  requerimos solamente de un parámetro variacional n ; mientras que para los 

estados con un nodo radial: s2 , p3  y con dos nodos: s3  requerimos de uno sa2 , pa3  y 

dos sa3 , sb3  parámetros variacionales más, respectivamente, para permitir flexibilidad al 

escalamiento de los nodos conforme el radio de confinamiento cambia.  

 

En el caso de estados radiales sin nodos, la función variacional para la energía 

),( 0  nn rE  dada por la ec. (24) puede calcularse directamente y optimizarse de acuerdo 

con la ec. (25). Sin embargo, en el caso de estados con nodos debemos reconocer la 

ortogonalidad entre estados radiales con la misma simetría: 

 

0,,1 =+  nn   

0,,2,1,2 =+=++  nnnn  

0,,3,1,3,2,3 =+=++=++  nnnnnn  

etc. 

 

Esta condición proporciona el número de ecuaciones subsidiarias necesarias para relacionar 

a los parámetros asociados a las posiciones nodales con los ya determinados. Veamos esto 

explícitamente, para los estados considerados aquí. 

 

Para el estado base, s1 , la energía )( 01 rE s  y el parámetro variacional s1 se determinan 

directamente de las ecs. (22) y (23). El siguiente estado es el s2 , el cuál tiene un nodo 

asociado al parámetro sa2  además del parámetro s2 en el argumento exponencial. 

Denotemos por el momento la dependencia funcional de estos dos estados como: )( 11 ss  y 

),( 222 sss a . La condición de ortogonalidad entre estos estados lleva a la ecuación: 

 

0)(),( 11222 =sssss a   
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De aquí es claro que el parámetro sa2  puede expresarse en términos de s2 y s1 , en donde 

este último ha sido ya determinado. Por tanto, la optimización de la energía en las ecs. (24) 

y (25) queda dependiente solamente del parámetro s2 , habiendo introducido el valor del 

parámetro s1  para las mismas condiciones de confinamiento. Finalmente, la posición 

variacional del nodo queda determinada para estas condiciones. 

 

Un procedimiento similar se sigue con la posición nodal del orbital  p3 , en el que se debe 

cumplir que 023 =pp  . 

 

Para el orbital s3 existen dos posiciones nodales variacionales sa3 y sb3  . En este caso, las 

dos condiciones siguientes: 

 

01323 == ssss   , 

 

permiten definir la dependencia de  sa3  y sb3  con s3  y ( s2 , s1 ), estas últimas ya 

determinadas como se explicó, para las mismas condiciones. 

 

Este procedimiento es general y puede seguirse para otros estados, aunque la dificultad 

algebraica crece notablemente para estados con más de dos nodos. De acuerdo con lo 

anterior, en este trabajo hemos realizado los cálculos para la construcción y optimización 

del funcional de energía empleando el software Mathematica Ver. 9.0 [52].    
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1.3.1.1 Resultados 

 

A continuación en Tablas 5-7 se muestran algunos de los valores obtenidos para las 

energías de diferentes estados fijados a diferentes radios de confinamiento, siguiendo con la 

propuesta variacional implementada en este trabajo y se compara con sus correspondientes 

eigenenergías reportadas por los autores Goldman y Joslin [29].  

 

 

Tabla 5. Energías exactas obtenidas por Goldman y Joslin [29] y variacionales, para estados cuyo número 

cuántico de momento angular 0=  para átomo de hidrógeno confinado por una cavidad esférica de paredes 

impenetrables a diferentes radios de confinamiento (r0). 

r0 Energía (Hartrees) 

(u.a.) Orbital 1s 

Ref. [29] 

Orbital 1s 

Var. 

Orbital 2s 

Ref. [29] 

Orbital 2s 

Var. 

Orbital 3s 

Ref. [29] 

Orbital 3s 

Var.(*) 

1.0000 2.3739 2.3905 16.5702 17.4669 27.4740 46.6031 

2.0000 -0.1250 -0.1250 3.3275 3.4749 6.2690 9.6915 

4.0000 -0.4832 -0.4810 0.4202 0.4307 1.2615 2.0609 

6.0000 -0.4992 -0.4982 0.0127 0.0127 0.4215 0.6809 

10.0000 -0.4999 -0.4999 -0.1128 -0.1123 0.0914 0.0955 
 (*) Valores preliminares sujetos a revisión de precisión en optimización numérica (ver texto). 

 

 

Tabla 6. Energías exactas obtenidas por Goldman y Joslin [29] y variacionales, para estados cuyo número 

cuántico de momento angular 1=  para átomo de hidrógeno confinado por una cavidad esférica de paredes 

impenetrables a diferentes radios de confinamiento (r0). 

r0 Energía (Hartrees) 

(u.a.) Orbital 2p 

Ref. [29] 

Orbital 2p 

Var. 

Orbital 3p 

Ref. [29] 

Orbital 3p 

Var. 

1.0000 8.2231 8.3054 27.4740 28.7556 

2.0000 1.5760 1.5895 6.2690 6.5451 

4.0000 0.1435 0.1443 1.2615 1.3102 

6.0000 -0.0555 -0.0555 0.4215 0.4354 

10.0000 -0.1188 -0.1184 0.0491 0.0504 
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Tabla 7. Energías exactas obtenidas por Goldman y Joslin [29] y variacionales, para estados cuyo número 

cuántico de momento angular 2=  para átomo de hidrógeno confinado por una cavidad esférica de paredes 

impenetrables a diferentes radios de confinamiento (r0). 

r0 Energía (Hartrees) 

(u.a.) Orbital 3d 

Ref. [29] 

Orbital 3d 

Var. 

1.0000 14.9674 15.1170 

2.0000 3.3275 3.3591 

4.0000 0.6213 0.6266 

6.0000 0.1803 0.1817 

10.0000 -0.0070 -0.0070 

 

 

De manera general, de las Tablas 5-7, podemos apreciar el buen acuerdo cuantitativo que 

tiene el tratamiento variacional  respecto de los cálculos exactos para los diferentes estados 

y amplio rango de valores de radios de confinamiento. Notamos también que, en todos los 

casos, excepto para los orbitales 3s, se tienen diferencias máximas del 5% entre los valores 

de las  energías exactas y las variacionales. Estas máximas desviaciones ocurren para radios 

de confinamiento pequeños ( ..10 aur  ). Para radios de confinamiento mayores, las 

diferencias son del orden del 1% y para radios de confinamiento más grandes 

( ..0.100 uar = ) en donde los efectos de confinamiento se vuelven cada vez más 

despreciables  los valores a las eigenenergías entre un método y otro tienen mayor 

proximidad entre sí, satisfaciéndose en cada caso de manera adecuada la propuesta 

variacional. Es importante notar que para el estado s3  y radios de confinamiento pequeños, 

los valores de las energías que se reportan empleando esta técnica variacional se sitúan, en 

general, muy por encima de los correspondientes a las soluciones exactas. La razón de estas  
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discrepancias, a diferencia de lo que ocurre con otros estados mostrados, es una falta de 

control numérico en la precisión con que se determina la energía óptima. En este caso se 

deben determinar las posiciones nodales de acuerdo con el criterio de ortogonalidad 

01323 == ssss    lo cual lleva a expresiones intrincadas, que a su vez se incorporan 

en el funcional de la energía a ser minimizada. La complejidad numérica involucrada en el 

proceso de optimización para este caso no permitió garantizar el valor del mínimo absoluto 

de la superficie de energía. Este aspecto puramente numérico está siendo analizado, por lo 

que los valores de la energía para el estado 3s mostrados en la Tabla 5 deben considerarse 

como preliminares.   

 

A continuación, en la Figura 7 se muestra el comportamiento de las energías variacionales 

para los estados 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d como función del tamaño de la cavidad. En la misma 

figura se incluyen los valores de las energías exactas correspondientes, obtenidas por 

Goldman y Joslin [29] y de Aquino et al. [34] (símbolos aislados) para algunos radios de 

confinamiento seleccionados. También, para propósitos de nuestro análisis, se han 

incorporado las curvas de energía  asociadas a los respectivos estados de partícula 

confinada en una caja esférica [60] indicadas por las curvas punteadas y cruces.  
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Figura 7. Evolución de la energía  en función del radio de confinamiento para diferentes estados del átomo 

de hidrógeno (líneas contínuas) y su comparación con la de correspondientes estados de partícula en una 

caja esférica impenetrable (líneas punteadas con cruces).  

Símbolos: cálculos exactos para H confinado [29] 
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Como puede apreciarse de la Figura 7, conforme el radio de confinamiento se reduce la 

energía electrónica total para los estados atómicos aumenta monotónicamente, rompiéndose 

la degeneración para estados con número cuántico principal 1n . Este incremento en la 

energía se debe al creciente efecto de la caja sobre la energía cinética del electrón, en 

competencia con el potencial Coulombiano electrón-núcleo, como puede observarse de las 

curvas correspondientes a la energía de partícula en la caja. De hecho, para radios de 

confinamiento pequeños la coalescencia entre los niveles energéticos atómicos y los de 

partícula en la caja es evidente, indicando el dominio de la pared de confinamiento sobre el 

potencial Coulombiano. Nótese que los orbitales atómicos más extendidos (en el orden 3s, 

3p, 2s, 3d ,2p) son los más afectados por el efecto de la pared conforme se reduce el tamaño 

de la cavidad. Es también interesante observar que el rompimiento de la degeneración de 

los niveles atómicos se debe al efecto de la pared, tal que en el límite de tamaños pequeños 

de caja, estos deben converger a los estados de partícula en la caja. Así mismo, la 

inspección de las curvas para la evolución de energías de la partícula en la caja sugiere el 

orden en que aparecen los diferentes niveles atómicos en función del tamaño de la cavidad 

una vez que se ha roto la degeneración: 1s, 2p, 3d, 2s, 3p y 3s. Esto puede explicarse si 

consideramos el efecto de la barrera centrífuga, que en el caso de la partícula en la caja está 

incorporado en la ecuación radial de eigenvalores [60]: 
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22

2

rRErR
rdr
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nnn 
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
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








 +
−+− ,                  (37) 

 

cuyas soluciones quedan determinadas en términos de las funciones de Bessel esféricas: 

 

)()( rkjNrR nnn  = ,    con   nn Ek 2= ,                  (38) 

 

y tales que la condición de Dirichlet en 0rr =  se satisfaga: 

 

0)( 0 =rkj n                                       (39) 
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De aquí, el orden de las curvas de energía para estados de partícula en la caja con diferentes 

valores del número cuántico de momento angular   es el que aparece en la Figura 7. Si 

comparamos la ec. (37) con la del átomo de hidrógeno confinado [ec. (8)], vemos que el 

término centrífugo es el mismo, con la diferencia de que en este caso el potencial 

Coulombiano electrón-núcleo contribuye con una energía atractiva adicional que compite 

con el efecto de la pared. El efecto de esta interacción es el responsable del cruce de las 

curvas de energía entre los estados s2  y d3  para ..20 aur = , debido a la cercanía entre las 

curvas de energía de partícula en la caja para estos dos estados en este punto, a partir del 

cuál el potencial Coulombiano domina la interacción para radios mayores, definiendo las 

energías de los estados atómicos ligados para →0r , mientras que la energía de partícula 

en la caja tiende monotónicamente a cero. A este tipo de degeneración se le ha denominado 

"incidental" [33], la cuál se observa en el caso de confinamiento del átomo de hidrógeno 

por cavidades esféricas impenetrables en ciertos tipos de estados. 

 

En la Ref. [33] se plantea, analiza y discute sobre este tipo de degeneración incidental, 

quedando como punto de análisis y debate el seguir desarrollando mayores resultados 

relacionados con esta observación. A continuación en la Tabla 8 se reportan tres casos 

obtenidos empleando esta técnica variacional en donde se presentan entrecruzamientos 

similares sobre las energías para diferentes tipos de estados. Estos resultados se comparan 

con los obtenidos por Yun et al. [33], quienes emplearon un método variacional basado en 

B-splines: 

 

Tabla 8. Degeneración de tipo incidental entre diversos tipos de niveles energéticos  

)(hartreesEn  n  n  
..0.20 uar =    

3.3591  (3.3275)a 2s 3d 

9.6915  (9.3142)a 3s 4d 
..0.60 uar =    

0.4251  (0.4215)a 3p 4f 
 (a) Valores obtenidos por Yun et al. [33] 
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A continuación en la Figura 8 se esquematiza la evolución de las posiciones nodales para 

aquellos estados que presentan nodos: s2  (1 nodo), s3  (dos nodos) y p3  (1 nodo). En cada 

caso expuesto podemos apreciar claramente cómo es que el comportamiento nodal en todo 

momento es continuo.  

 

En la Tabla 9 se muestra la evolución de las posiciones nodales para diferentes radios de 

confinamiento. Para sistemas libres, ..0.500 uar =  puede apreciarse cómo es que la posición 

del nodo que se alcanza sobre cada estado tiende a los valores del sistema libre reportados 

en los textos [35-36]. En el caso de los orbitales 3s, aún cuando las posiciones nodales sa3  

y sb3  alcanzan correctamente sus valores para →0r (así como las energías), su 

comportamiento cuantitativo para valores de 0r  intermedios y pequeños debe considerarse 

como preliminar , hasta contar con la determinación numérica precisa de la energía, como 

se señaló anteriormente. Sin embargo, el comportamiento cualitativo mostrado para la 

evolución de estas posiciones nodales es consistente en general en comparación con el caso 

de los otros orbitales. 

 

Tabla 9. Evolución de la posición nodal para aquellos estados tratados en este trabajo que presentan nodos a 

diferentes radios de confinamiento.  

.).(0 uar
 

.).(2 uaa s  .).(3 uaa p  
.).(3 uaa s  .).(3 uab s  

1.0000 0.4741 0.5729 0.2989 0.6766 

2.5000 1.0655 1.3966 0.6992 1.6410 

5.0000 1.6521 2.6532 1.2073 3.1001 

10.0000 1.9848 4.5549 1.6859 5.2914 

15.0000 2.0147 5.5210 1.8523 6.4382 

50.0000 2.0009 6.0078 1.9071 7.1020 
 

 

Finalmente, siguiendo con los valores reportados en la Tabla 9, notamos cómo es que en la 

medida en que hacemos tender el radio de confinamiento del sistema libre a valores cada 

vez más pequeños, en los que el electrón siente cada vez más los efectos de confinamiento, 

la posición del nodo sobre cada estado sigue una tendencia descrita mediante una curva 

monotónica continua decreciente.   
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Figura 8. Comportamiento de las posiciones nodales de los estados 2s, 3s, 3p en función del radio de 

confinamiento 
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En la Figura 9 se muestra la evolución de los parámetros variacionales n  para diferentes 

estados en función del radio de confinamiento. El parámetro n  es el término que aparece 

en el argumento de la exponencial para la función de onda que se propone [ver ecs. (36-a)- 

(36-f)], de modo que la variación de estos parámetros conforme el radio de confinamiento 

se reduce, es indicativo del grado de localización de la distribución radial de carga 

impuesto por la cavidad. Notar que conforme el radio de confinamiento se reduce, para los 

estados con simetría "s" ( 0= ) los parámetros s1  , s2  y s3  decrecen 

monotónicamente, mientras que para estados "p" ( 1= ) y "d" ( 2= ) p2 , p3  y d3  

crecen monotónicamente. La explicación de este comportamiento no es simple, pues debe 

considerarse conjuntamente la variación de las posiciones nodales, como se muestra en la 

Figura 8, conforme el radio de confinamiento se reduce. Podemos, sin embargo, dar 

algunos argumentos que expliquen este comportamiento partiendo de la expresión para la 

distancia promedio electrón-núcleo en el átomo de hidrogenoide libre para un estado dado 

[35]: 
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De aquí observamos que el "tamaño" promedio de un orbital dado depende 

fundamentalmente del cuadrado del  número cuántico principal n , con una diferencia 

marginal definida por el número cuántico  . Para el sistema confinado, podemos 

considerar que los orbitales más extendidos (con 1n ) están sujetos a un mayor efecto de 

limitación espacial y por tanto quedar más localizados. En la ec. (40) se observa que para 

estados con 0= ,  mnr   depende exclusivamente de n , independientemente del número 

de nodos que pueda tener el estado considerado. Cuando el sistema está confinado, la 

ec.(40) debe presentar una dependencia más compleja con las posiciones nodales y con  , 

de modo que para los estados con 0=  y 1n  la localización espacial queda determinada 

por las posiciones nodales, mientras que para estados con 0  el valor creciente del 

parámetro n  conforme el radio de confinamiento decrece, es necesario para garantizar 

una mayor localización de la función de onda dentro de la cavidad.  
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Figura 9. Evolución del parámetro variacional en función del radio de confinamiento para diferentes estados 

en cavidades impenetrables 

grandes, en el que apreciamos cómo es que para estos casos, las curvas se ensanchan y la 

zona de máxima probabilidad radial de localizar a la partícula dentro de la caja se hace cada 

vez menos localizable. Por otro lado, para los orbitales que presentan nodos, caso de los 

estados 2s, 3s y 3p –Figuras 10b, 10c y 10e; respectivamente-, se tienen según corresponda 

de dos o hasta tres picos de máxima probabilidad radial de localizar a la partícula a 

determinados radios de confinamiento fijos. Para estos estados que presentan nodos, 

podemos observar cómo es que se tienen discontinuidades sobre el comportamiento de la 

función de probabilidad radial, teniendo para estos casos una probabilidad nula de 

encontrar al electrón. Notamos también cómo es que en la medida en que tomamos radios 

de confinamiento fijos cada vez más grandes, las discontinuidades que se presentan para 

cada uno de estos estados que presentan nodo(s) van tendiendo cada vez más a la 

posición nodal sobre los casos de átomo libre para cada estado tratado. Lo interesante de 

este análisis radica en observar las dos o hasta tres zonas de máxima probabilidad de hallar 

al electrón según corresponda al estado tratado. Esto último puede entenderse fijando  

 

Figura 9. Evolución del parámetro variacional en función del radio de confinamiento para diferentes estados 

en cavidades impenetrables 

 

 

 



 46 

 

 

 

 

Los efectos de confinamiento sobre la distribución radial de probabilidad para los estados 

considerados aquí, pueden apreciarse en las figuras (10a) a (10f).  En estas figuras se 

muestra la evolución de esta distribución para diferentes radios de confinamiento indicados 

por flechas en la escala horizontal. Cada color de curva corresponde al comportamiento de 

la función de probabilidad radial para un determinado radio de confinamiento. El efecto de 

localización de la densidad de probabilidad conforme el radio de la cavidad se reduce es 

evidente. Nótese cómo las posiciones nodales para los estados 2s, 3s y 3p (Figuras 10c, 

10d, 10e) se ajustan en función del radio de confinamiento, lo cuál es también evidencia de 

la mayor localización de estos orbitales.  

 

Figura 10a. Comportamiento de la función de probabilidad radial para el estado base, a diferentes radios de 

confinamiento fijos 
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Figura 10b. Comportamiento de la función de probabilidad radial para el orbital 2s, a diferentes radios de 

confinamiento fijos 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 10c. Comportamiento de la función de probabilidad radial para el orbital 3s, a diferentes radios de 

confinamiento fijos 
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Figura 10d. Comportamiento de la función de probabilidad radial para el orbital 2p, a diferentes radios de 

confinamiento fijos 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 10e. Comportamiento de la función de probabilidad radial para el orbital 3p, a diferentes radios de 

confinamiento fijos 
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Figura 10f. Comportamiento de la función de probabilidad radial para el orbital 3d, a diferentes radios de 

confinamiento fijos 

 

 

1.3.2 Cavidad esférica penetrable 

 

 

En la sección anterior hemos visto la bondad del método variacional directo para la 

estimación de la energía del estado base y varios estados excitados para el átomo de 

hidrógeno confinado en una cavidad esférica impenetrable. El buen acuerdo cuantitativo 

general con los cálculos exactos se debe a la elección adecuada de la función de onda 

variacional, como se ha descrito. 
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En esta sección se aplica el mismo método para el estudio del caso penetrable, lo cuál exige 

definir sendas funciones ansatz variacionales para las regiones interior y exterior, 

respectivamente, las cuales deben satisfacer las condiciones de frontera adecuadas.  

 

De acuerdo con las ecs. (17-a) y (17-b), el problema de Schrödinger correspondiente a este 

caso lo planteamos de la siguiente manera: 

 

iii EH  =     )( 0rr  ,                                     (41-a) 

 

eee EH  =    )( 0rr  ,                                     (41-b) 

 

donde iH  y eH corresponden al Hamiltoniano interior y exterior, respectivamente, dados  

en unidades atómicas por: 

 

r
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,                                                (42-a) 
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VH e +−= ,                                                (42-b) 

 

donde V0 corresponde a la altura de la barrera de potencial dada y con i  y e  las 

correspondientes funciones de onda ansatz interior y exterior, las cuales se eligen como se 

indica a continuación.  
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Dada la simetría esférica del problema proponemos la función de onda variacional para la 

región interior partiendo de las ecs. (31) y (32): 

 

),,(),(),( 0  rrfrRr nnn  =    ;   r

nnn
nernFrrR 




   −
+++−= ),22,1();(  , 

 

en donde ahora la función ),,( 0 rrf se denomina como función de acoplamiento [61], la 

cual depende de un nuevo parámetro variacional   tal que: 

 

)(),,( 00 rrrrf  −=                               (43) 

 

Dicha función de acoplamiento a través del parámetro   consiste en dar la suficiente 

flexibilidad a la función de onda interior para acoplarse a la exterior en la frontera, 

dependiendo de la altura de la barrera de confinamiento. Así, el parámetro   debe estar 

restringido al rango de valores 10   , de manera que cuando 0=  se tiene la función 

para el caso libre y cuando 1=  la función corresponderá al caso de barrera impenetrable. 

Así pues, la función ansatz interior i  queda definida por [61]: 

 

)(),(),,( 0 rrrRr n
i
nni  −=  ,                                                                                  (44) 

 

con ),(  nn rR  dada por la ec. (32). 

 

Para la función de onda exterior e , partiendo de la dependencia funcional de la solución 

exacta para esta región, dada por la ec. (24) se propone: 

 

r
ee erNr  −−−= 1),( 

 ,                                                                             (45) 

 

en donde se ha añadido un nuevo parámetro variacional β, el cual permite el acoplamiento 

adecuado en la frontera con la función interior. 
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Las funciones de onda interior y exterior deben satisfacer las condiciones de continuidad en 

la frontera: 

 

)()( 00 rrrr ei ===                 (46-a) 

 

00 rr

e

rr

i

dr

d

dr

d

==

=


                (46-b) 

 

A partir de dichas condiciones de frontera se puede obtener la condición de Robin, la cual 

relaciona los parámetros variacionales: 

 

00

11

rr

i

irr

e

e dr

d

dr

d

==











=









 






                                                                                             (47) 

 

Así mismo, la siguiente condición de normalización debe satisfacerse: 

 

1
00

=+
 rreerrii                    (48) 

 

A partir de la construcción del Hamiltoniano para cada región podemos determinar la 

expresión variacional para la energía. Para ello hacemos uso de la siguiente expresión: 

 

00

||
),,,,( 00

rree

eee

rrii

iii

n

HH
VrE



+=







                               (49)           

 

La cual es optimizada con respecto de los parámetros variacionales  ,,n  para valores 

dados de 0r  y 0V . 
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1.3.2.1 Resultados 

 

A continuación se muestran las funciones de onda ansatz que se trataron en este trabajo 

para ambas regiones: 

 

 

   Región interior:      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Región exterior: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tal y como se discutió anteriormente en el caso de confinamiento por cavidad esférica 

impenetrable para estados excitados con la misma simetría debe considerarse el criterio de 

ortogonalidad para contar con las ecuaciones subsidiarias que permitan determinar las 

posiciones nodales, las cuales están definidas por los parámetros variacionales 

correspondientes. 
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Las Tablas 10 y 11 muestran los valores de la energía para el estado base del átomo de 

hidrógeno confinado en una cavidad esférica penetrable para barreras de potencial =0V  0 y 

2 u.a. comparados con los cálculos exactos de Ley-Koo y Rubinstein [30] para valores 

específicos de radio de confinamiento.  

 

 

Tabla 10. Energías exactas obtenidas por Ley-Koo y Rubinstein [30] y variacionales, para estado base de 

átomo de hidrógeno confinado por una cavidad esférica de paredes penetrables para barrera de potencial 

00 =V  a diferentes radios de confinamiento (r0). 

r0 Energía (Hartrees) 

(u.a.) Orbital 1s 

Ref. [30] 

Orbital 1s 

Var. 

1.0000 -0.1250 -0.1250 

1.2592 -0.2551 -0.2551 

2.0491 -0.4367 -0.4366 

3.1541 -0.4901 -0.4899 

4.0889 -0.4980 -0.4979 

5.7782 -0.4999 -0.4999 
 

 

 

Tabla 11. Energías exactas obtenidas por Ley-Koo y Rubinstein [30] y variacionales, para estado base de 

átomo de hidrógeno confinado por una cavidad esférica de paredes penetrables para barrera de potencial 

20 =V  a diferentes radios de confinamiento (r0). 

r0 Energía (Hartrees) 

(u.a.) Orbital 1s 

Ref. [30] 

Orbital 1s 

Var. 

1.0079 0.5000 0.5002 

1.5470 -0.1250 -0.1250 

2.4568 -0.4131 -0.4127 

3.0029 -0.4623 -0.4614 

4.0269 -0.4921 -0.4911 

5.7566 -0.4995 -0.4991 

 

 



 55 

A fin de analizar situaciones físicamente más realistas en donde el electrón pueda escapar 

de la región de confinamiento, a continuación en las Figuras 11-12 se muestra la evolución 

de las energías como función del tamaño de la cavidad para los diferentes estados tratados y 

alturas de barrera de potencial específicas. Puede apreciarse en ambos gráficos cómo es que 

para radios de confinamientos grandes, los valores de las energías para los estados tratados 

tienden respectivamente a los casos de átomo libre; en tanto que para radios de 

confinamiento cada vez más pequeños, el comportamiento de las curvas de energía para los 

diferentes estados tiende al valor de la altura de barrera de potencial. En estos casos se llega 

a un radio crítico, en el que el electrón comenzará a abandonar la región de confinamiento 

hasta escaparse de la caja.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 11. Evolución de las energías a una barrera de potencial fija Vo = 2 para los diferentes estados 

tratados. 
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Figura 12. Evolución de las energías a una barrera de potencial fija Vo = 5 para los diferentes estados 

tratados. 

 

En las Figuras 13-14 se muestra el comportamiento de la energía del estado base, así como 

la del estado excitado 2s para diferentes alturas de barrera de potencial. En estas gráficas se 

puede ver cómo la energía electrónica se aproxima al valor de la altura de la barrera para 

valores críticos del radio de confinamiento. A diferencia con el caso de paredes 

impenetrables, en donde el electrón no puede dejar la región de confinamiento, en el caso 

penetrable se representa la situación físicamente más realista en la que el electrón puede 

escapar de la región de confinamiento, definida por 0V , la cuál es indicativa de la capacidad 

de confinamiento del medio.  
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Es de destacarse de la alta exactitud y eficacia del tratamiento variacional. En la Figura 13 

se presenta la evolución de la energía para el estado base en función del tamaño de la 

cavidad para diferentes alturas de barrera de potencial. Los cálculos variacionales 

corresponden a las curvas discontinuas, mientras que los símbolos corresponden a cálculos 

exactos reportados en la Ref. [30] (ver Tablas 10 y 11).  El buen acuerdo observado con los 

cálculos exactos es indicativo del adecuado desempeño del método variacional, una vez que 

se ha elegido juiciosamente una función prueba apropiada para el problema. 

 

 

 

 

   

     Figura 13. Evolución de la energía en diferentes   Figura 14. Evolución de la energía en diferentes 

  barreras de potencial para el estado base   barreras de potencial para el estado 2s 
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Las Figuras 15-16 muestran el comportamiento de las posiciones nodales correspondientes 

a los orbitales s2  y p3 , respectivamente, como función del radio de confinamiento para 

diferentes alturas de barreras de potencial. De aquí notamos una vez más que para cada 

altura de barrera de potencial asignada las posiciones nodales varían monotónicamente 

hasta el punto en que la cavidad alcanza su radio crítico, como se observa de las Figuras 13 

y 14. Por otro lado, en la medida en que hacemos crecer el radio de confinamiento de la 

caja, las posiciones nodales para todas las alturas de barrera de potencial tratadas convergen 

a un mismo punto: la posición del nodo que se adquiere para el sistema libre, como es de 

esperarse.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 15. Comportamiento de la posición nodal para el orbital 2s en función de r0 a diferentes alturas de 

barrera de potencial 
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Figura 16. Comportamiento de la posición nodal para el orbital 3p en función de r0  

a diferentes alturas de barrera de potencial 
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Como ejemplo para observar el comportamiento de las funciones de onda dentro y fuera de 

la cavidad, tomemos los orbitales s2  y p3  para diferentes radios de confinamiento. En las 

Figuras 17-18 se muestran los efectos de confinamiento que se siguen para cada una las 

funciones de onda tratadas. Las flechas en cada una de las curvas indican la frontera entre 

la función de onda en la región interior con la función de onda en la región exterior. De 

hecho, el que las funciones de onda para cada estado tratado sean continuas, es una muestra 

directa de la correcta propuesta que se siguió dentro del planteamiento de las funciones 

variacionales tipo prueba y su correcta aplicación del método variacional directo.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 17. Comportamiento de la función de onda          Figura 18. Comportamiento de la función de onda 

para el estado 2s, para algunos valores de r              para los estado3p, para algunos valores de r 

        indicados por las flechas                                                           indicados por las flechas 
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Capítulo 2. Átomo de hidrógeno dentro de una cavidad esferoidal 

prolata impenetrable 

 

2.1 Motivación 

 

En el capítulo anterior se ha mostrado la capacidad del método variacional directo para 

estudiar la evolución energética y comportamiento de la función de onda para el estado 

base y algunos estados excitados del átomo de hidrógeno confinado por una cavidad 

esférica impenetrable y penetrable. Resulta de interés, sin embargo, estudiar situaciones en 

las que la geometría de la cavidad de confinamiento no sea necesariamente esférica. Esto, 

debido a que pueden existir situaciones en las que las condiciones de confinamiento no son 

isotrópicas, como por ejemplo lo que sucede en el caso de impurezas hidrogenoides 

atrapadas en puntos cuánticos ovoidales [57].  

 

Siguiendo una estrategia similar a la desarrollada en el capítulo anterior, en este capítulo 

estudiamos variacionalmente los efectos de confinamiento sobre el átomo de hidrógeno 

debido a cavidades esferoidales prolatas con paredes impenetrables. Así mismo, con el fin 

confirmar la utilidad  del método variacional directo, se comparan los resultados obtenidos 

mediante este método con cálculos exactos correspondientes reportados en la literatura. 

 

Es importante mencionar que el tratamiento variacional que se presenta en este capítulo 

corresponde a una revisión detallada del trabajo originalmente publicado por Cruz et al. 

[42], con algunas adiciones aportadas aquí. Para dar un carácter autocontenido a este 

tratamiento, se considera pertinente presentar de manera resumida el trabajo pionero de 

Coulson y Robinson [37] sobre la solución exacta de la ecuación de Schrödinger para el 

átomo de hidrógeno libre en coordenadas esferoidales prolatas. Este es el punto de partida 

para establecer las funciones variacionales ansatz para el sistema confinado. Por otra parte, 

con el propósito de comparar los resultados variacionales con cálculos exactos, también se 

discute la solución de la ecuación de Schrödinger para el sistema de dos centros confinado 

por una cavidad esferoidal prolata desarrollado por Ley-Koo y Cruz [38].  
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2.2 Breve descripción de la solución de la ecuación de Schrödinger para el 

átomo libre en coordenadas esferoidales prolatas 

 

El carácter central de la interacción coulombiana electrón-núcleo para el átomo de 

hidrógeno permite emplear a las coordenadas esféricas como el sistema natural de 

representación del hamiltoniano lo cual, como hemos visto en el capítulo anterior, conlleva 

a la solución exacta de la ecuación de Schrödinger expresada como el producto de una 

función radial )(rR y la función angular ),( mY . Hemos visto que esta característica se 

mantiene cuando el átomo se confina por una cavidad esférica con el núcleo anclado en su 

centro. Es decir, la geometría de la cavidad de confinamiento es compatible con el sistema 

de coordenadas empleado, permitiendo un tratamiento más simple para la solución del 

problema.  

 

Siguiendo esta premisa, nos preguntamos sobre otro sistema de coordenadas ortogonales 

compatible con una cavidad de confinamiento de geometría esferoidal dentro de la cuál se 

ubique al átomo de hidrógeno y que a la vez permita estudiar al sistema libre en esa 

representación de coordenadas. En este caso, las coordenadas esferoidales prolatas resultan 

adecuadas, las cuales consisten en un conjunto infinito de esferoides e hiperboloides de 

revolución confocales y mutuamente ortogonales, como se detalla en el Apéndice A.2. Este 

tipo de coordenadas resulta adecuado para el estudio del problema de dos centros, ubicados 

en las posiciones focales Dz +=  y Dz −= , de manera que, si consideramos simetría 

azimutal alrededor del eje z , la posición de cualquier punto sobre un plano, definido por un 

ángulo azimutal  , que contiene a los focos queda determinada por la distancia a cada foco 

y la distancia interfocal. De aquí que la definición de la coordenada esferoidal   e 

hiperboloidal   dadas en el Apéndice A.2 permite ubicar al mismo punto en la intersección 

de una elipse (coordenada  ) y una hipérbola (coordenada  ) confocales sobre el plano 

meridiano definido por la coordenada azimutal  .      
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En esta Sección se revisa el trabajo de Coulson y Robinson [37] sobre el estudio del átomo 

de hidrógeno libre en coordenadas esferoidales prolatas, con el fin de poder introducirnos al 

estudio de este sistema confinado por cavidades esferoidales prolatas de paredes duras. 

 

La primera consideración que se establece es situar al núcleo del átomo de hidrógeno en 

uno de los focos, ya que de esta manera la ecuación de Schrödinger resulta separable y por 

lo tanto el problema puede resolverse de manera exacta. De esta manera se pueden obtener 

expresiones para la función de onda para cualquier estado, lo cual es de utilidad para el 

tratamiento variacional de sistemas cuánticos confinados para este tipo de geometrías.  

 

En el trabajo de Coulson y Robinson [37] la distancia interfocal se define como R, la cuál  

corresponde a 2D según lo presentado en el Apéndice A.2. Aquí seguiremos la notación de 

estos autores. 

 

La ecuación de Schrödinger para un átomo de hidrógeno libre  en coordenadas esferoidales 

prolatas es de la forma: 

 

),,(),,(  EH =


                                           (50) 

 

La ecuación de Schrödinger asociada en términos de estas coordenadas resulta (en unidades 

atómicas): 
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Lo siguiente será proponer un cambio de variable p :   

 

2

2
12 ERp −= , 

 

en cuyo caso al considerar un problema de estados ligados, E  deberá ser una cantidad 

negativa. El problema de Schrödinger por tratarse de ser una solución separable es el 

siguiente: 

 

)()()(),,(  =                                                                             (52) 

 

De esta forma, el nuevo sistema de ecuaciones diferenciales por resolver es el siguiente: 

 

( ) ( )  011
122222 =−−−++







 
−

−






mpRA

d

d

d

d
                               (53) 

 

  ( ) ( )  011
122222 =−+−+−







 
−

−






mpRA

d

d

d

d
                     (54) 

 

   02

2

2

=+


m
d

d


                                                                              (55) 

 

La ec. (55) tiene como solución: 

 

 mie= )( ,                  (56) 

 

con ......,2,1,0 =m  , lo cuál corresponde a los estados ...,,   etc., respectivamente. 
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A continuación procedemos a resolver el sistema de ecuaciones diferenciales descrito 

mediante las expresiones (53)-(54). 

 

Solución a la ec. (53) 

 

La ecuación diferencial a resolver es la siguiente: 

 

( ) ( ) 011
122222 =




 −−−++







 
−

−
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



mpRA

d
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d

d
  ,  ),1[    

 

Cuya solución analítica toma la forma: 

 

( ) ( ) )(1
2/2   fe

mp −= −                   (57) 

 

Dentro de la cual )(f satisface con la siguiente ecuación diferencial: 

 

( )   0)]1(2[)1()1(21 22

2

2
2 =++−++−−++− fmmpAp

d

df
pm

d
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


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
 ,         (58) 

 

donde  denota a una variable física la cual toma la forma: 

 

 

 

La ec. (57) presenta singularidades regulares en el punto 1= . 
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Proponiendo el siguiente cambio de variable: 

 

1−= t  ,    cuyo dominio es el siguiente:   ( ) ,0t , 

 

la ec. (58) se reduce en resolver: 

 

( )   0]2[)1()21(22 2

2

2
2 =++++−++−++ fBtp

dt

df
mtpmpt

dt

fd
tt                       (59) 

 

donde: 

 

)1(2 2 ++−+ mmpApB   

 

Una solución tipo prueba que satisfaga la ec. (59) es la siguiente: 

 




+=
0

)( sc
statf ,                 (60) 

 

que en cuyo caso arroja la siguiente ecuación indicial: 

 

)0(,0)(2 00 =+ aamcc  

 

Ahora surgen dos casos, dependiendo de si m es nulo o bien un entero positivo. Primero 

supongamos que m es un entero positivo. De este modo 0=c  o mc −= , y las soluciones 

básicas son: 

 

...)()(1)( 2
211 +++= tcatcatf                                                             para 0=c  

 

...)()()( 2'
2

1'
12 +++= +−+−− mmm tcatcattf                para mc −=  
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Hemos establecido 0a  y 1'
0 =a  sin pérdida de la generalidad. La solución general es una 

combinación lineal de )()( 2211 tfCtfC + , donde 1C  y 2C  son constantes arbitrarias. De 

esta forma la solución sobre )(f es el siguiente: 

 

)1()1()( 2211 −+−=  fCfCf                (61) 

 

Por consiguiente: 

 

)1()1()1()1()( 2

2/2

21

2/2

1 −−+−−= −−−   feCfeC mpmp                            (62) 

 

En 1=  el segundo término es del orden ( ) 2/
1

m−
− . Por consiguiente, escogemos 02 =C  

para que )(  sea una solución físicamente aceptable. 

 

Sin embargo, si m es cero, la ecuación índica que tiene dos raíces iguales 0=c  y por 

consiguiente las soluciones básicas forman una serie del tipo 

+++= 2
211 )()(1)( tcatcatf , como antes y )()/()ln()()( 113 tftttftf += con 0=c . 

De este modo, la solución general es de la forma )()( 3413 tfCtfC + , y: 

 

)1()1()( 3413 −+−= −−   feCfeC pp  

 

El término en 4C  presenta una singularidad logarítmica en 1=  de manera que resulta 

conveniente elegir 04 =C  a fin de que )( sea una solución físicamente aceptable.  
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De esta forma, podemos ver que para cualesquiera que sea el valor de m, la solución sobre 

la ecuación de  es la siguiente: 

 

)1()1()( 1
2/2

1 −−= −   fe mp ,              (63) 

 

con 1 como cualquier constante. 

 

Solución a la ec. (54) 

 

La ecuación diferencial a resolver es la siguiente: 

 

( ) ( ) 011
122222 =




 −+−+−







 
−

−






mpRA

d

d

d

d
 ,   ]1,1[−   

 

Su solución analítica toma la forma: 

 

)()1()( 2/2   ge mp −= − ,                 (64) 

 

que cómo podemos apreciar la solución (64) toma una representatividad muy similar con 

respecto a la expresión (57).  

 

Proponiendo el siguiente cambio de variable: 

 

1−=u  ,          cuyo dominio es el siguiente:  ( )0,2−u , 

 

obtenemos: 

 

)()()( 2615 ufCufCug +=  
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La cual debe satisfacer la siguiente ecuación diferencial: 

 

( )   0]2[)1()21(22 2

2

2
2 =++++−++−++ gBup

du

dg
mupmpu

du

gd
uu            (65) 

 

Al igual que antes, 06 =C  al considerar el comportamiento sobre 1=  para 0=m  y 

0m . 

 

De este modo, la solución a la ec. (54) es la siguiente: 

 

)1()1()( 1
2/2

2 −−= −   fe mp ,              (66) 

 

con 2  como una constante cualquiera. 

 

Una inspección rápida sobre las soluciones (63) y (66) sugiere un paralelismo entre las 

variables   y  , sin embargo pese a la similitud entre ambas soluciones, se debe tomar en 

cuenta que el rango de definición de las variables    y   es diferente. 

 

De acuerdo con los resultados obtenidos para las funciones )(X , )(Y  y )(  dadas por  

las ecuaciones (56), (63) y (66), la función de onda total para el átomo de hidrógeno libre 

en coordenadas esferoidales prolatas  resulta:  
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donde; 

 


 tatatatfk ++++= ...1)( 2

21 ,                                                                       (68) 

 

corresponde a un polinomio cuyos coeficientes implican el valor propio sobre kA  con 

mnk −= ,2,1  .  

 

El análisis de Coulson y Robinson para obtener los coeficientes en la ec. (68) es bastante 

complejo para ser incorporado en este trabajo. El lector interesado puede consultar la Ref. 

[37] para los detalles.  

 

Del trabajo de estos autores, se presentan algunas de las soluciones más simples para la 

función de onda, de manera que en los casos en que n  corresponde a los valores 1, 2 y 3 se 

tienen  las siguientes funciones de onda para los estados que se indican.  

 

Aquí 'A = )4/( 22 nRA−  donde A es la constante de separación para las ecs. (53) y (54). 

 

 

Estado 1ℓσ  

0,1 == mn : 

 

)(
2

0,1

+−

== =

R

mn e                                                                                                           

                                       (69) 

0' =A  
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Estado 2ℓσ  

0,2 == mn : 

 






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
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
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
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A
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A
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e
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                                                                          (70) 

( )
4

2
2

'' R
AA =+  

 

 

 Estado 2ℓπ  

1,2 == mn : 
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R
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02' =+A  

 

 

Estado 3ℓσ  

0,3 == mn : 
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                     (72) 
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 Estado 3ℓπ 

1,3 == mn : 
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                     (73) 

( )( )
9

62
2

'' R
AA =++  

 

 

 Estado 3ℓδ 

2,3 == mn : 

 

( ) ( ) 


 i

R

mn ee 222
)(

6
2,3 11 

+−

== −−=                

                     (74) 

06' =+A  

 

 

 

Estas expresiones analíticas son de utilidad en el estudio variacional del átomo de 

hidrógeno, como veremos posteriormente. 
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2.3 Breve descripción de la solución exacta de la ecuación de Schrödinger para 

confinamiento esferoidal 
 

 

En la Ref. [38]  Ley-Koo y Cruz formulan la solución exacta a la ecuación de Schrödinger 

para sistemas monoelectrónicos con uno o dos núcleos fijos situados en los focos dentro de 

cajas esferoidales prolatas. Obtienen resultados numéricos para las eigenenergías y las 

funciones de onda propias para diferentes estados para el átomo de hidrógeno y los iones 

moleculares
+
2H  y ++HeH para cajas de diferentes tamaños y excentricidades.  

 

Como se discutió en la sección anterior, la coordenada esferoidal 0  corresponde a un 

esferoide  con  excentricidad 0/1  , lo cuál puede representar a una cavidad de 

confinamiento con la misma geometría. En el caso del átomo de hidrógeno con su núcleo 

anclado en uno de los focos de la cavidad, la ecuación de Schrödinger resulta separable en 

coordenadas esferoidales prolatas, de manera que en la frontera esferoidal definida por 0   

la función de onda para el electrón satisface la siguiente condición, en el caso 

impenetrable:     

 

0),,( 0 ==                     (75) 
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Por analogía con el caso de confinamiento esférico, aquí vemos que la compatibilidad de 

las coordenadas esferoidales prolatas con una geometría de confinamiento dada por un 

esferoide permite tratar la solución del problema de manera exacta. A continuación se 

describe la solución propuesta por Ley-Koo y Cruz [38] para el átomo de hidrógeno.  

 

La ecuación de Schrödinger en coordenadas esferoidales prolatas para el átomo de 

hidrógeno con su núcleo anclado en uno de los focos es, en unidades atómicas: 
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
E

R
=





+
−  ,                                                                   (76)   

 

donde R es la distancia interfocal  (R = 2D) de acuerdo con lo definido en el Apéndice A.2 

y E es la energía electrónica. 

 

Proponiendo la función de onda total como: 

 

)()()(),,(  = C                    (77) 
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Después de llevar a cabo la separación de variables, el nuevo sistema de ecuaciones 

diferenciales por resolver es el siguiente: 

 

( ) ( ) =







−−

−
+−− KR

E
R

m

d

d

d

d 2
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2
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21
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                                             (78) 

 

( ) ( ) −=







++
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+−− KR

E
R

m

d

d

d
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21
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


                                         (79) 

 

02

2

2

=+


m
d

d


                         (80) 

 

Desde luego, este sistema de ecuaciones corresponde a las encontradas por Coulson y 

Robinson [37] [ecs. (53)-(55)] para el átomo libre. A partir de este momento, el tratamiento 

de Ley-Koo y Cruz para el sistema confinado es el siguiente. 

 

Primero, reconocemos que la solución de la ecuación (80) para la dependencia azimutal 

está dada por la relación (56), la cual indica que los mismos elementos de simetría azimutal 

se mantienen en este caso, tanto para el átomo libre como para el confinado. 

 

Por otra parte, las soluciones de las ecuaciones (78) y (79) deben satisfacer la condición de 

frontera  0),,( 0 ==  , lo cual equivale a pedir que  

 

( ) 00 ==   .                   (81) 
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Para una determinada caja esferoidal prolata definida por la coordenada 0 =  y con 

distancia interfocal R, tales soluciones existen únicamente para ciertos valores discretos de 

la energía electrónica E  y de la constante de separación K . De aquí que la estrategia 

propuesta para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas descrito por las 

expresiones (78) y (79) consiste primeramente en fijar los valores de R y E , para así poder 

trabajar sobre el problema de valores propios de la ec. (79), obteniendo así sus 

correspondientes eigenvalores K− . De aquí procedemos a sustituir estas cantidades R , E  

y K  en la  ec. (78), obteniendo así su correspondiente solución sujeta a la condición de 

frontera definida en la ec. (81). Esto proporciona consistentemente el valor de 0  para el 

cuál corresponde la energía E  asignada inicialmente. A continuación describimos el 

método de solución planteado. 

 

La solución de la ecuación diferencial (79) se puede formular una vez que hayamos 

reconocido que los dos primeros términos corresponden al operador que se puede 

interpretar como el cuadrado de un operador de momento angular orbital, 2̂ ,  cuyos 

eigenvalores corresponden a los polinomios asociados de Legendre:   

 

( ) ( ) )(1)(
1

1
2

2
2 






mm PP
m

d

d

d

d
  +=
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+−−                (82) 

 

De este modo podemos usar una base ortonormal completa: 

 

( )( )
)(

!)(2

!12
mP

m

m
m 





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= ,                                                                                        (83) 

 

para construir una expansión de la solución deseada como se muestra a continuación: 

 




=

=
0

)(


 mc                                                                                                               (84) 
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Este resultado implica construir y diagonalizar la matriz asociada al operador del lado 

izquierdo de la expresión (79). De aquí se generan los eigenvalores K−  y los coeficientes 

de expansión c . Nótese que en la expansión de ec. (84) la serie contiene un número infinito 

de términos, sin embargo de acuerdo con los autores, en términos prácticos basta con 

trabajar con un número finito de ellos y probar numéricamente la convergencia de las 

soluciones. Para ello es conveniente proponer el siguiente cambio de variable a fin de poder 

trabajar más cómodamente sobre el miembro izquierdo de la ec. (79):    

 

2

2
R

E
−=                     (85) 

 

De este modo la matriz a diagonalizar es la siguiente: 
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Los elementos de matriz de los términos lineales y cuadráticos en   se obtienen 

inmediatamente de la relación de recurrencia que satisfacen los polinomios asociados de 

Legendre [40]. Podemos observar también que, para el átomo de hidrógeno, la matríz a 

diagonalizar es pentadiagonal. 
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Una vez resuelta la ec. (79) se procede a obtener la solución a la ec. (78) sustituyendo las 

cantidades físicas anteriormente descritas R ,  y ),( K . De esta forma lo que procede a 

continuación es remover la singularidad en el punto 10 = ; razón por la que se incorpora la 

siguiente expresión: 

 

( ) )(1)(
2/2  f

m
−= ,                  (86) 

 

de manera que ( )f  debe satisfacer la siguiente ecuación diferencial: 
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 fRKmm
d

d
m

d

d
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Dentro de la literatura existe una gran gama de soluciones para resolver la ecuación 

diferencial de (87), sin embargo, dentro de las más aceptadas se encuentra la solución que 

plantea Jaffé [41], la cual es válida únicamente para energías negativas, y por consiguiente, 

para valores positivos de  , tal y como se sigue de ec. (85).  

Este comportamiento asintótico se encuentra dominado por un factor exponencialmente 

decreciente como lo muestra su forma explícita: 

 

( ) )(1)( 
 hef p += −

,                  (88) 

 

donde se ha definido el factor p en la exponencial como: 

 

02 = p ,            

 

y el exponente  como: 

 

( )1
2

+−= m
p

R
  
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El último factor  que aparece en la expresión (88) es una función con argumento:  

 

1

1

+

−
=



 ,                    (89) 

 

la cual a su vez debe satisfacer  la siguiente ecuación diferencial: 
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( ) ( ) ( )  ( ) 0121 2 =−++++++++  hpKmmpm               (90) 

 

La solución de esta ecuación se propone como una serie de potencias: 

 




=

=
0

)(
s

s
sbh  ,                   (91) 

 

la cual se  puede construir explícitamente a través de una relación de recurrencia de tres 

términos entre sus coeficientes.  

 

La condición de tipo Dirichlet dada por la  ec. (81) resulta entonces: 

 

0)( 0 =h ,                    (92) 

 

lo cual implica encontrar los ceros de la ec. (91). 

 

A continuación en la Tabla 12 se reportan para ciertos valores exactos de la energía 

electrónica E , los valores que se obtienen para 0  en diferentes eigenestados: 
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Tabla 12. Valores exactos para la energía electrónica E  del átomo de hidrógeno confinado por una cavidad 

esferoidal prolata con distancia interfocal ..2 auR =  (columna 1) y los correspondientes valores de 0  para 

diferentes eigenestados. Valores reportados en Ref.  [38]. 

 hartreesE  ( ) s10  
( ) s20  

( ) p20  
0.6250 1.8501 3.9286 2.9972 

0.5000 1.9050 4.1589 3.1867 

0.3750 1.9690 4.4521 3.4321 

0.2750 2.0288 4.7540 3.6922 

0.1250 2.1381 5.4239 4.2857 

0.0750 2.1816 5.7555 4.5877 

0.0250 2.2298 6.1944 4.9944 

0.0000 2.2560 6.4785 5.2613 

-0.0250 2.2837 6.8317 5.5967 

-0.0750 2.3446 7.9595 6.6867 
         

 

En Figura 19 se muestra la evolución de la energía electrónica expresada en Rydbergs 

(W=E/2) (figura tomada del artículo original) como función del tamaño de la cavidad para 

diferentes estados del átomo de hidrógeno con distancia interfocal R= ..2 au  

 

Nótese del lado derecho de la Figura 19 –estados de simetría - un cruzamiento de los 

niveles de energía de los estados 3p y 4f.     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 19. Comportamiento de la energía electrónica del átomo de hidrógeno confinado por una cavidad 

esferoidal prolata con distancia interfocal ..2 auR = , en función de 0   para diferentes estados con simetrías 

  y  . Tomada de la Ref. [38].  Energías dadas en Rydbergs 
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2.4 Aplicación del método variacional directo 
 

 

En este apartado tomamos como referencia el artículo de Cruz, Ley-Koo, Marín y Taylor 

[42] con el fin de entender las bases y metodologías necesarias para el estudio variacional 

del átomo de hidrógeno confinado por cavidades esferoidales prolatas de paredes duras. El 

primer propósito es reproducir las eigenenergías para diversos estados bajo esta técnica 

variacional como se propone en [42]. Posteriormente, se complementa esta revisión 

bibliográfica incorporando el comportamiento energético de otro estado no estudiado en la 

referencia citada.   

 

En las Secciones anteriores de este capítulo se ha planteado la solución de la ecuación de 

Schrödinger en coordenadas esferoidales prolatas, tanto para el átomo de hidrógeno libre 

como para el caso en que éste se encuentre confinado por una cavidad esferoidal prolata. En 

el primer caso, Coulson y Robinson [37] proponen expresiones analíticas para algunos de 

los estados más bajos de energía , dependientes de la distancia interfocal característica de 

este sistema excéntrico en el que  el núcleo atómico está situado en uno de los focos. En el 

segundo caso, Ley-Koo y Cruz [38] reconocen que la coordenada esferoidal 0 =  define 

naturalmente a un esferoide con excentricidad 0/1   y distancia interfocal R, el cual puede 

identificarse como una cavidad de confinamiento impenetrable con el núcleo anclado en 

uno de los focos y resuelven exactamente la ecuación de Schrödinger sujeta a esta 

constricción, lo cual requiere de una representación de la función de onda en términos de 

series de potencias. Claramente, el sistema confinado no permite obtener expresiones 

analíticas simples para la solución exacta, como ocurre en el caso del sistema libre. Sin 

embargo, las soluciones analíticas para el sistema libre pueden servir como guía para 

generar representaciones variacionales de la función de onda para el caso confinado, como 

se propone en la Ref. [42], de la cual se hace una revisión a continuación. 
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A partir de las soluciones exactas de la ecuación de Schrödinger dadas por las ecs. (67) y 

(69) - (74) para el sistema libre, en el caso confinado los autores en la Ref.  [42] proponen 

las siguientes funciones prueba variacionales para los estados ),,(  mn que se 

muestran: 
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   Estado 2pπ 
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En este trabajo, como complemento al estudio reportado en la Ref. [42], se propone la 

función variacional para el estado s2  confinado como: 

 

( )
( )

( )( )( )( )
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02 ; bbeN
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s ,                                         (95) 

 

donde el parámetro b , corresponde a la posición nodal del estado s2 . 
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En todas estas expresiones el factor )( 0  −  garantiza el cumplimiento de la condición de 

tipo Dirichlet: 

 

0),,( 0 ==                   (96) 

 

De acuerdo con el principio variacional, la energía óptima se obtiene al minimizar la 

expresión de la energía E respecto al parámetro variacional mn : 

 

0=




mn

E


,                    (97) 

 

donde: 

 



 H
E

ˆ
=                                                                                                                       (98) 

 

 

2.4.1 Resultados 

 

Las Tablas 13-15 muestran los valores de la energía en función de 0  para el estado base 

s1  y los estados excitados s2  y p2 , obtenidos en este trabajo. Es importante 

mencionar que en este cálculo consideramos una distancia interfocal de R = 2.0 u.a., de 

modo que el tamaño de la cavidad queda determinado por el producto R0 . Notar que en 

las siguientes tablas se incluyen las soluciones exactas reportadas en la  Ref. [38]. 
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Tabla 13. Energías variacionales obtenidas en este trabajo para estado 1sσ de átomo de  

hidrógeno confinado por  una cavidad esferoidal prolata de paredes impenetrables 

a diferentes tamaños de cavidad 0  

0  
Energía (hartrees) 

 Cálculos 

Variacionales 

Sol. Exactas 

Ref. [38] 

1.8501 0.6504 0.6250 

1.9978 0.3343 0.3250 

2.1381 0.1278 0.1250 

2.2298 0.0261 0.0250 

2.3446 -0.0749 -0.0750 

2.4142 -0.1249 -0.1250 

2.5918 -0.2245 -0.2250 

2.8618 -0.3233 -0.3250 

3.0697 -0.3724 -0.3750 

3.3931 -0.4214 -0.4250 

4.1048 -0.4709 -0.4750 

5.1423 -0.4920 -0.4950 

6.5677 -0.4981 -0.4995 

7.9309 -0.4994 -0.4999 
 

 

Tabla 14. Energías variacionales obtenidas en este trabajo para estado 2pπ de átomo de 

hidrógeno confinado por  una cavidad esferoidal prolata de paredes impenetrables 

a diferentes tamaños de cavidad 0  

0  
Energía (hartrees) 

 Cálculos 

Variacionales 

Sol. Exactas 

Ref. [38] 

2.9972 0.6293 0.6250 

3.1867 0.5030 0.5000 

3.4321 0.3771 0.3750 

3.6922 0.2767 0.2750 

4.0484 0.1764 0.1750 

4.5877 0.0763 0.0750 

4.9944 0.0263 0.0250 

5.2613 0.0012 0.0000 

5.5967 -0.0238 -0.0250 

6.0413 -0.0489 -0.0500 

6.6867 -0.0738 -0.0750 

7.8222 -0.0989 -0.1000 

8.6690 -0.1089 -0.1100 

10.4711 -0.1190 -0.1200 
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Tabla 15. Energías variacionales obtenidas en este trabajo para estado 2sσ de átomo de 

hidrógeno confinado por  una cavidad esferoidal prolata de paredes impenetrables 

a diferentes tamaños de cavidad 0  

0  
Energía (hartrees) 

 Cálculos 

Variacionales 

Sol. Exactas 

Ref. [42] 

3.9286 0.6289 0.6250 

4.1589 0.5008 0.5000 

4.4521 0.3779 0.3750 

4.5928 0.3269 0.3250 

4.7540 0.2773 0.2750 

4.9401 0.2266 0.2250 

5.1591 0.1760 0.1750 

5.4239 0.1258 0.1250 

6.1944 0.0289 0.0250 

6.8317 -0.0241 -0.0250 

7.9595 -0.0743 -0.0750 

9.1141 -0.0981 -0.1000 

9.9686 -0.1023 -0.1100 

11.7782 -0.1189 -0.1200 

 

 

 

En la Figura 20 se muestra gráficamente la evolución de estas energías en función del 

tamaño de la cavidad. Se observa la tendencia que siguen las energías para cada uno de los 

estados tratados, cuyos símbolos denotados de color rojo corresponden a los valores 

exactos reportados en las Tablas 13-15. De aquí podemos observar como nuevamente se 

cumple de manera satisfactoria con el método variacional directo bajo la función de onda 

propuesta de acuerdo con las ecs. (93-94). Podemos notar cómo para 0  muy grandes los 

valores de la energía tienden al caso libre debido a que para tamaños de cavidad cada vez 

más grandes los efectos de confinamiento comienzan cada vez más a despreciarse. 
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Figura 20. Evolución de la energía respecto al tamaño de la cavidad para estados 1sσ, 2sσ y 2pπ. 

 

Un resultado que generó mucha controversia en este trabajo tiene que ver con una 

propuesta que se hizo sobre las funciones de onda tipo prueba. En primera instancia se 

propusieron: 
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Los resultados que se obtuvieron a partir de estas propuestas alternativas sobre las 

funciones de onda son las siguientes: 

 

Tabla 16. Energías variacionales obtenidas empleando (99-a) para estado 1sσ de átomo de 

hidrógeno confinado por  una cavidad esferoidal prolata de paredes impenetrables  

a diferentes tamaños de cavidad 0  

0  
Energía (hartrees) 

1.8501 0.6411 

1.9978 0.3381 

2.1381 0.1397 

2.2298 0.0414 

2.3446 -0.0566 

2.4142 -0.1055 

2.5918 -0.2033 

2.8618 -0.3020 

3.0697 -0.3520 

3.3931 -0.4032 

4.1048 -0.4576 

5.1423 -0.4838 

6.5677 -0.4937 

7.9309 -0.4966 

 

Tabla 17. Energías variacionales obtenidas empleando (99-b) para estado 2pп de átomo de 

hidrógeno confinado por una cavidad esferoidal prolata de paredes impenetrables 

a diferentes tamaños de cavidad 0  

0  
Energía (hartrees) 

2.9972 0.6293 

3.1867 0.5030 

3.4321 0.3771 

3.6922 0.2767 

4.0484 0.1764 

4.5877 0.0763 

4.9944 0.0263 

5.2613 0.0012 

5.5967 -0.0238 

6.1623 -0.0544 

6.6867 -0.0738 

7.8222 -0.0989 

8.6690 -0.1089 

10.4711 -0.1190 
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De estas últimas tablas notamos ahora que las funciones variacionales tipo prueba omiten el 

factor constante que incorpora la dependencia en   que se había utilizado para darle mayor 

flexibilidad a la función de onda. Bajo este supuesto, las soluciones reportadas para estas 

funciones ansatz se aproximan a las soluciones exactas, sin embargo, el margen de error es 

más amplio que cuando no se considera la dependencia sobre ese factor constante que 

incorpora la dependencia en  , caso contrario al planteamiento variacional discutido 

anteriormente en ecs. (93-95), y cuyos resultados pueden observarse a partir de las Tablas 

13-15. Nótese el buen acuerdo en los resultados variacionales a los que se llegaron en las 

Tablas 13-15 en comparación con lo reportado en las Tablas 16-17. Claramente, las 

funciones prueba (99-a) y (99-b) para los estados s1  y p2 , respectivamente, 

proporcionan valores de la energía sensiblemente arriba de las obtenidas mediante las ecs 

(93) y (94) en las que se incorpora un factor (  −0 ) el cual aparentemente da mayor 

flexibilidad a la función de onda. 

 

La función variacional dada por la ec. (95) para el estado s2  proporciona valores de la 

energía en buen acuerdo con los cálculos exactos, como puede apreciarse de la Tabla 15. 

Por completez, en la Tabla 18 se presentan los valores de la posición nodal b  conforme 

variamos 0  para este estado. 
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Tabla 18. Evolución de la posición nodal b para estado s2 para R=2.0 u.a. en función de 0  

0  
b 

1.85010 1.26607 

1.99780 1.31379 

2.13810 1.35642 

2.22980 1.38412 

2.34460 1.41855 

2.41420 1.43926 

2.59180 1.49140 

2.86180 1.56829 

3.06970 1.62515 

3.39310 1.70890 

4.10480 1.87073 

5.14230 2.05104 

6.56770 2.21341 

7.93090 2.30793 

9.11410 2.35904 

11.7782 2.41172 

50.0000 2.41469 

 

 

La Figura 21 ilustra la evolución de la posición nodal para estado s2  como función de 

0 . Podemos constatar en base a ec. (70) tratada en la Ref. [38] que para el caso de átomo 

libre, la posición del nodo debe tender aproximadamente a: b = 2.4142 
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Figura 21. Evolución de la posición nodal b para el estado 2sσ 

 

 

Hasta ahora hemos analizado los casos en que el átomo de hidrógeno se encuentra 

confinado por fronteras cerradas, ya sea con geometría esférica o esferoidal. En ambos 

casos, hemos podido confirmar la utilidad del método variacional para describir el 

comportamiento del estado base y algunos estados excitados del átomo de hidrógeno sujeto 

a geometrías de confinamiento diferentes, con buen acuerdo respecto a cálculos exactos. 

 

En la siguiente Sección, nos enfocamos al caso de fronteras abiertas, como lo es el del 

átomo de hidrógeno limitado por dos planos paralelos impenetrables y el de un átomo 

cercano a una superficie plana. 

 

 

R = 2.0 u.a. 
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Capítulo 3. Átomo de hidrógeno limitado por fronteras planas 

impenetrables 

 

3.1 Motivación 

 

En este capítulo se estudia al átomo de hidrógeno confinado entre dos planos 

impenetrables, siendo este problema uno de los mayores retos a considerar a continuación. 

El problema tiene relevancia en relación con el comportamiento de impurezas 

hidrogenoides ubicadas entre nanocapas de materiales semiconductores, en donde las 

fronteras definidas por materiales de diferente composición determina una barrera de 

potencial que actúa sobre los estados electrónicos de la impureza dependiendo de su 

posición respecto de dichas fronteras. De esta manera, resulta importante modelar el 

comportamiento de los niveles electrónicos de un sistema hidrogenoide limitado por 

fronteras planas paralelas. De la misma manera, cuando la distancia entre planos tiende a 

infinito, el problema se reduce al caso de una impureza hidrogenoide cercana a la 

superficie. Como veremos más adelante en la siguiente Sección, podremos constatar que 

este último problema planteado fue introducido por vez primera en los trabajos de Levine 

[43] y Satpathy [44], en cuyos casos ambos autores describen la solución exacta a la 

ecuación de Schrödinger debido a una frontera plana impenetrable.  

 

A continuación se describen las soluciones exactas para el problema de una impureza 

hidrogenoide ubicada sobre una superficie, vista como un plano impenetrable [43] y el 

tratamiento general cuando la impureza se encuentra a una distancia finita de la superficie 

[44]. Posteriormente se analiza el caso en que la impureza se encuentre entre dos planos, 

para lo cual recurrimos al método variacional, dado que la ecuación de Schrödinger para 

este caso no admite soluciones exactas [32].  
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3.2 Átomo de hidrógeno frente a una frontera plana impenetrable. Breve 

descripción de la solución exacta de la ecuación de Schrödinger 

 

En esta Sección discutimos los efectos de confinamiento para el estudio del átomo de 

hidrógeno limitado por una sola pared plana impenetrable. Particularmente, el caso de una 

impureza hidrogenoide localizada sobre la superficie de un semiconductor ha sido 

modelado exitosamente por Levine [43], quien considera a la superficie como un plano 

infinito  impenetrable que contiene al núcleo fijo del sistema hidrogenoide, quedando 

restringido el espacio para el cuál existen soluciones permitidas de la ecuación de 

Schrödinger correspondiente. 

 

En esta teoría, se elige un  potencial ),,( rV  infinito justo en la zona en la que el átomo 

donador se encuentra fuera del medio dieléctrico. Dentro del medio, la interacción 

coulombiana electrón-núcleo queda escalada por la constante dieléctrica del medio. De esta 

manera, la función potencial ),,( rV  que representa esta situación se elige de la siguiente 

forma:  

 













−

+

=

odieléctricdeldentro
r

e

odieléctricdelfuera

rV

,

,

),,(
2



 ,             (100) 

 

con e  como la unidad de carga eléctrica y   la constante dieléctrica del medio. 

 

De hecho, el potencial elegido, resulta ser una excelente aproximación a la de un donante 

de superficie real, como se ilustra en la Figura 22. Cualitativamente hablando, el electrón 

de valencia es energéticamente más estable dentro del semiespacio dieléctrico debido a la 

alta afinidad electrónica que se tiene en esa zona.  
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Figura 22. Se esquematiza el potencial de un electrón como función de su posición 

 

 

De la Figura 22, colocando el núcleo en el origen, se eligen coordenadas esféricas para el 

tratamiento del problema. De esta manera, el semiespacio dieléctrico queda representado 

por las zonas 0z  y  2/0   , en tanto que el vacío representado a través de la otra 

mitad del espacio queda representado por las zonas 0z  o  2/ .  

 

Siguiendo la notación de Levine, la ecuación de Schrödinger asociada es la siguiente: 

 

  0),,(),,(),,(
8 *2

2

=−+ 


rrVEr
h

,             (101) 

 

en donde h  es la constante de Planck, 
*  la masa efectiva del electrón y E  la energía 

electrónica. 
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De acuerdo con la ec. (100), la función de onda ( ) ,,r  debe satisfacer las condiciones 

siguientes: 

 

0),,( = r                                      (fuera del dieléctrico)                                 (102) 

 

)()()(),,(  mmnmn rRr =   (dentro del dieléctrico)          (103) 

 

Considerando expresión (103) la solución de ecuación de Schrödinger (101) es la 

correspondiente al átomo libre: 

 

( )

( ) 
)(

!2

!12
)( 12

1

2/

2/1

3

3

*

0




 +

−−

−















+

−−













= 








nn Le

nn

n

an
rR             (104) 

 

( )( )
( )

)(cos
!2

!12
2)(

2/1


m

m P
m

m


















+

−+
=              (105) 
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y la energía electrónica dada por: 
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donde  y *
0a  se han definido del siguiente modo: 

 

*

0

2

an

r


 =    ,   

2*2

2
*

0
4 e

h
a


=  , 

 

y las funciones )(12

1 +

−−


nL  y )(cos

m
P corresponden a los polinomios asociados de 

Laguerre y los polinomios asociados de Legendre, respectivamente. 

  

La condición de frontera sobre el plano dada por la ec. (102) requiere que 

0),2/,( ==  r . Esto implica que  

 

0)(cos 2/ ==
m

P ,          

 

lo cual equivale exactamente al cumplimiento de  la  "regla de selección de superficie": 

 

imparm =+                        (108) 

 

La implicación de esta regla de selección sobre los estados superficiales permitidos es muy 

importante. Indica, por ejemplo,  que el estado base del átomo hidrogenoide ya no puede 

ser el estado 1s (simetría esférica), sino el estado zp2  ( 0,1 == m ), con una energía igual 

a 1/4 de la energía dentro del dieléctrico. La implicación de esta regla de selección sobre la 

existencia de otros estados excitados tiene importantes consecuencias sobre las propiedades 

ópticas y electrónicas de una impureza hidrogenoide superficial, lo cual establece una 

diferencia fundamental entre los estados de superficie y de volumen en un semiconductor, 

derivada exclusivamente de los efectos de confinamiento espacial. 
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Sobre esta misma línea de investigación, posterior al trabajo desarrollado por Levine [47], 

Harper y Hilder [46] haciendo uso del método variacional y del teorema de Green, 

analizaron los efectos de confinamiento sobre excitones inmersos en cristales delgados, 

obteniendo resultados satisfactorios para los casos en los que la impureza se encontraba 

levemente alejada sobre la zona cercana a la superficie del material. Más adelante, 

empleando el teorema de Green, Gallardo y Mattis [47] lograron reproducir los niveles de 

energía correctos en la superficie y recuperar los resultados pioneros de Harper y Hilder 

[46] para distancias más grandes. Sin embargo, aun a pesar de haber logrado mejoras sobre 

los planteamientos hechos por Harper y Hilder [46], se presentaron un par de 

inconvenientes sobre algunos de los resultados reportados, ya que al momento de estudiar 

la evolución que seguían las curvas de energía en relación a la distancia de la impureza 

inmersa en la superficie, se mostraba una discontinuidad sobre la pendiente. En ese sentido, 

Liu y Lin [48] lograron reformular el trabajo expuesto por Gallardo y Mattis [47], 

aplicando un enfoque variacional dependiente sobre un parámetro ajustable determinado al 

requerir que el cambio de la energía sobre los niveles de energía fueran mínimos sobre cada 

una de las posiciones de la impureza con respecto a la superficie.   

 

Finalmente años más tarde, Satpathy [44] obtuvo la solución exacta al problema  bajo 

estudio de manera más general, considerando la posición de la impureza hidrogenoide a una 

distancia finita respecto de la superficie.  En su trabajo propone una función potencial como 

se plantea a continuación:  
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con  ,  la constante dieléctrica del medio, er


 y hr


, corresponden a las posiciones del 

electrón y del agujero, respectivamente. La Figura 23 esquematiza la situación descrita. 

 

 

  

 

 

 

  

 

 

 

Figura 23. Se esquematiza la interacción electrón-hueco sobre un cristal semi-infinito 

 

 

La geometría del problema sugiere emplear las coordenadas esferoidales prolatas, en donde 

el plano bisector queda definido por la coordenada hiperboloidal 0=  (ver Apéndice A.2).  

 

Fijando la posición del hueco (núcleo) en uno de los focos, como se muestra en la Figura 

23, la ecuación de Schrödinger en coordenadas esferoidales prolatas asociada a este 

problema  resulta:  
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en donde la energía está dada en Rydbergs divididos por 2  y las distancias dadas en 

términos del radio de Bohr multiplicado por  . 

 

Nuevamente, el sistema de ecuaciones diferenciales por resolver son los siguientes: 

 

( ) 02
1

1 22

2

2
2 =








++−

−
−


− Aka

m

d

d

d

d






            (111) 

 

( ) 02
1

1 22

2

2
2 =








+++

−
−


− Aka

m

d

d

d

d






            (112) 

 

02

2

2

=+


m
d

d


                (113) 

 

Donde;  Eak 22 4−=  

 

Y dado que únicamente trataremos con excitones para estados ligados 0E , de manera 

que 0k . La condición a la frontera sobre la superficie es tal que: 

 

0)0( ==Y                   (114) 
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Las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (108) - (110) siguen el mismo 

procedimiento discutido por Coulson y Robinson  en el capítulo anterior (56), (63) y (66). 

De acuerdo a Satpathy, la condición a la frontera (114) permite determinar los valores de 

las eigenenergías. 

 

A continuación, en las Tablas 19 y 20  se reportan algunos de los resultados trabajados por 

Satpathy [44]: 

 

 

Tabla 19. Energías obtenidas por Satpathy [44]   Tabla 20. Energías obtenidas por Satpathy [44] 

para estado )0(,1 =ms del átomo de hidrógeno para       para estado )1(,2 =mp  del átomo de hidrógeno a 

diferentes posiciones nucleares relativas a la            diferentes posiciones nucleares relativas a 

pared (a)                                                                    la pared (a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

              

A continuación en la siguiente figura se muestran las evoluciones que se siguen para las 

energías )(RydbergsE de los estados pyss 22,1 como funciones de la distancia .).( uaa  

medidas desde el hueco hacia la pared.   
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Figura 24. Se muestran las evoluciones que siguen sobre las eigenenergías como funciones de a . Energías 

dadas en Rydbergs. 

 

 

Vemos de la Figura 24 dos tipos de comportamientos sobre cada uno de los estados 

tratados: 1) cuando el excitón se encuentra lejos de la superficie y 2) cuando el hueco se 

encuentra ubicado sobre la superficie [43]. El primer caso corresponde a la masa de un 

excitón, en donde, el estado base es un estado 1s hidrogenoide con energía 

RydbergsE 00.1−= , en tanto que para el otro caso, la solución exacta se trabaja tal y como 

lo mostró Levine [43].  En ambos casos límite, observamos cómo las curvas de las 

eigenenergías disminuyen monótonamente en la medida en que el hueco se aleja de la 

pared. 
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3.3 Átomo de hidrógeno limitado por dos planos paralelos impenetrables. 

Aplicación del método variacional directo 

 

En las dos secciones anteriores hemos revisado el formalismo requerido para resolver de 

manera exacta la ecuación de Schrödinger para el átomo hidrogenoide ubicado cerca o 

sobre un plano infinito e impenetrable. Esto ha sido posible debido a que el Hamiltoniano 

asociado resulta separable, ya sea en coordenadas esféricas, en el primer caso, o en 

coordenadas esferoidales prolatas en el segundo caso. Hemos visto que las condiciones a la 

frontera impuestas sobre las eigenfunciones correspondientes determinan los estados 

permitidos y sus energías.  

 

En esta sección abordamos un problema más general que los dos anteriores, en el que el 

sistema hidrogenoide se encuentra limitado por dos planos infinitos paralelos separados por 

una distancia L. En este caso, la ecuación de Schrödinger no admite soluciones exactas y 

por tanto recurrimos al método variacional, siguiendo el trabajo reportado originalmente 

por Marín y Cruz [32].   

 

Consideremos un átomo hidrogenoide de carga nuclear Z entre dos planos impenetrables 

paralelos y localizados a una distancia a  de uno de ellos, como se muestra en la Figura 25.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 25. Átomo de hidrógeno confinado entre dos fronteras planas paralelas impenetrables. 
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En este caso, la presencia del segundo plano no permite el uso eficiente de las coordenadas 

esferoidales prolatas. Sin embargo, la simetría cilíndrica del problema permite escribir la 

ecuación de Schrödinger en términos de las coordenadas cilíndricas ( ),, z  como (en 

unidades atómicas):  

 

),,(),,(),(
2

1 2 zEzzV  =



+−




,                                (115) 

 

en donde el potencial está definido por: 

 

   

,                                   (116) 

 

 

y el operador Laplaciano: 

 

2

2

2

2

22

2
2 11

z


+




+




+




=


 

 

La simetría azimutal del problema permite separar la ecuación de Schrödinger para la 

variable  , de modo que la función de onda total queda expresada como: 

 

 imezfz = ),(),,( ,                                        (117) 

 

donde el último factor corresponde a las eigenfunciones del operador azimutal 

 




2

2

2

m
d

d
−=


,                                        (118) 

 

con eigenvalores .....,2,1 =m  , los cuales corresponden a las simetrías ,......,,   

𝑉(𝜌,𝑧) =  
−

𝑍

 𝜌2 +  𝑧 − 𝑎 2
   ,   (0 ≤ 𝜌 < ∞   ;    0 < 𝑧 < 𝐿

 
              ∞             ,            (𝑧 ≤ 0   ;    𝑧 ≥ 𝐿)
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Las funciones ),( zf   satisfacen entonces la ecuación (117) donde ahora el operador 

Laplaciano queda escrito como: 

 

2

2

2

2

2

2
2

,
1

z

m
z




+−




+




=


                                  (119) 

 

Dada la estructura del potencial indicado por la ec. (116), la ecuación diferencial para 

),( zf   no es separable y las siguientes condiciones de frontera deben satisfacerse: 

 

0),()0,( ==== Lzfzf  .                          (120) 

 

En la Ref. [32] los autores proponen una función de onda variacional para los estados sin 

nodos: )0(1 =ms  y  )1(2 =mp , como primer intento para explorar las bondades del 

método variacional en el tratamiento de este problema. Para este fin, parten de la expresión 

exacta de los orbitales 1s y 2p arriba indicados para el átomo libre: 

 

r

s
serR 1)(1

−
= ,                                         (121) 

     

r

p
perrR 2)(2

−
= ,                                          (122) 

 

en donde, de acuerdo con la Figura (25) r  es la distancia electrón-núcleo, la cual se 

relaciona con las coordenadas cilíndricas como: 

 

22 )( azr −+=                                         (123) 
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Empleando esta relación, las ecuaciones (121) y (122) quedan expresadas en coordenadas 

cilíndricas como: 

 

22
1 )(

1 ),(
az

s
sezR

−+−
=


  ,                                                (124) 

 

22
2 )(22

2 )(),(
az

p
peazzR

−+−
−+=


  ,                                              (125) 

 

las cuales sirven como auxiliares para construir la función variacional asociada a ),( zf   

en la ec. (117) y tal que se cumpla la condición a la frontera (120) para cada estado, como 

sigue. 

 

De acuerdo con las ecs. (117)  y (120) y con la ayuda de las ecs. (124) y (125), se proponen 

las funciones de onda variacionales: 

 

𝜓1𝑠  𝜌,𝜑, 𝑧;𝑎,𝛼1𝑠 = 𝑁1𝑠  𝑒−𝛼1𝑠 𝜌2+ 𝑧−𝑎 2
 𝑠𝑖𝑛  

𝜋𝑧

𝐿
  

,            (126) 

 

𝜓2𝑝 , 𝑚  =1 𝜌,𝜑, 𝑧;𝑎,𝛼2𝑝  = 𝑁2𝑝  𝜌𝑒−𝛼2𝑝  𝜌2+ 𝑧−𝑎 2
 𝑠𝑖𝑛 

𝜋𝑧

𝐿
  𝑒𝑖𝜑  

,                      (127) 

 

con s1  y p2  parámetros variacionales y sN1 , pN 2  constantes de normalización y donde 

por simplicidad se ha tomado la representación   
22 )( az −+→  en el primer término 

de la ec. (127), dado el carácter variacional de dicha función.  

 

Nótese que el factor  es fundamental para garantizar el cumplimiento de la 

condición a la frontera (120), lo cual corresponde a la función de corte requerida en los 

otros tratamientos revisados aquí, exactos y variacionales, con condiciones de Dirichlet. 
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En este momento es conveniente tomar la siguiente definición para lo que sigue de la 

discusión: 

 

,                                                           (128) 

                          

donde, en el caso particular de los estados )0(1 =ms y )1(2 =mp dados por las ecs. (126) y 

(127) se pueden hacer las identificaciones correspondientes para los términos indicados en 

(128). 

 

La constante de normalización nN  se obtiene de la condición usual: 

                                                                                                                                                           

                     (129) 

 

Obviando la integración sobre  , el cambio de variable: 

 

22 )( azu −+=   ,                            (130) 

 

permite redefinir la ec. (129) en forma más simple como: 

 

,                                                    (131) 

                                                         

en donde el límite inferior de la integral dentro de corchetes implica distinguir los casos en 

que Laz   y Lza  . 
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La expresión para la energía asociada a cada estado (normalizado) se obtiene a través de la 

relación: 

 

mnmn HE   ˆ= mnzmn zV    ),(
2

1 2

, +−= ,                           (132) 

 

con Ĥ  el operador Hamiltoniano asociado a la ec. (115) y las definiciones (116) y (119). 

 

Empleando la definición (128) y el cambio de variable (130), las integrales 

correspondientes en (132) pueden evaluarse de forma similar a (131). En este trabajo, todas 

las integrales fueron evaluadas analíticamente empleando el programa Mathematica 9.0 

[52]. Las expresiones resultan extensas y por ese motivo no se presentan aquí. Es 

importante mencionar, sin embargo, que mediante el procedimiento descrito, la energía 

queda expresada como una función );,( nLaE  .  

 

Para la obtención numérica de los valores de las energías de los estados 1sσ y 2pπ se 

minimiza la energía analítica obtenida de ec. (132), respecto al parámetro variacional n : 

 

0=




n

E


 , 

 

lo que produce los valores para las energías como funciones de la posición nuclear y de la 

distancia L  entre las paredes. 
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3.3.1 Resultados 

 

A continuación en la siguiente tabla se reportan algunos de los resultados obtenidos por 

Satpathy de forma exacta [44] y se comparan con las soluciones obtenidas variacionalmente 

por Marín y Cruz [32], para estado base y segundo estado excitado con aL    

 

Tabla 21. Energías exactas obtenidas por Satpathy [44] y variacionales [32], para estado base s1  para el 

caso límite L>>a 

a  Energía (Hartrees) 

(u.a.) Exacta 

Ref. [44] 

Variacional 

Ref. [32] 

0.0000 -0.1250 -0.1249 

0.1000 -0.1318 -0.1317 

0.2000 -0.1401 -0.1397 

0.5000 -0.1805 -0.1749 

0.8000 -0.2533 -0.2314 

1.0000 -0.3087 -0.2732 

1.2000 -0.3572 -0.3110 

1.5000 -0.4111 -0.3561 

2.0000 -0.4609 -0.4057 

3.0000 -0.4927 -0.4536 

5.0000 -0.4998 -0.4840 

 

Tabla 22. Energías exactas obtenidas por Satpathy [44] y variacionales [32], para segundo estado excitado 

p2 para el caso límite L>>a 

a  Energía (Hartrees) 

(u.a.) Exacta 

Ref. [44] 

Variacional 

Ref. [32] 

0.0000 -0.0555 -0.0554 

0.1000 -0.0565 -0.0564 

0.2000 -0.0575 -0.0574 

0.5000 -0.0608 -0.0606 

0.8000 -0.0645 -0.0642 

1.0000 -0.0673 -0.0669 

1.2000 -0.0705 -0.0697 

1.5000 -0.0755 -0.0740 

2.0000 -0.0846 -0.0816 

3.0000 -0.1013 -0.0949 

5.0000 -0.1186 -0.1105 
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Con base al planteamiento de las funciones variacionales tipo prueba (126-127) a 

continuación en tablas 23-24 se reportan algunos de los valores obtenidos empleando esta 

técnica variacional para los estados s1 y p2  para una distancia entre planos ..5 auL =  y 

..20 auL =  

 

Tabla 23. Energías variacionales obtenidas en este trabajo para estado base s1 . 

a  Energía (Hartrees) 

(u.a.) Orbital 1s 
..5 auL =  

Orbital 1s 
..20 auL =  

0.0000 -0.0439 -0.1247 

0.1000 -0.0564 -0.1315 

0.2000 -0.0710 -0.1395 

0.5000 -0.1306 -0.1749 

0.8000 -0.2132 -0.2318 

1.0000 -0.2692 -0.2741 

2.0000 -0.4269 -0.4081 

3.0000 -0.4431 -0.4568 

5.0000 -0.0439 -0.4877 

 

 

Tabla 24. Energías variacionales obtenidas en este trabajo para estado excitado 2pπ. 

a  Energía (Hartrees) 

(u.a.) Orbital 2p 
..5 auL =  

Orbital 2p 
..20 auL =  

0.0000 0. 0807 -0.0542 

0.1000 0. 0781 -0. 0552 

0.2000 0. 0753 -0. 0563 

0.5000 0. 0664 -0. 0597 

0.8000 0. 0566 -0. 0636 

1.0000 0. 0498 -0. 0664 

1.2000 0. 0431 -0. 0693 

1.5000 0. 0338 -0. 0740 

2.0000 0. 0224 -0. 0820 

3.0000 0. 0224 -0. 0963 

5.0000 0. 0807 -0. 1132 
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Para distancias entre planos paralelos muy pequeñas (L = 5 u.a.) los efectos de 

confinamiento son debidos a ambos planos, siendo este el precedente para el caso más 

general de confinamiento en una cavidad cilíndrica. En el otro caso estudiado (L = 20 u.a.) 

la distancia entre ambos planos paralelos es muy grande y debido a ello, los efectos de 

confinamiento para el electrón son debidos a un solo plano. Comparando tablas 21 y 23     

(L = 20 u.a.) para el estado s1  y tablas 22 y 24 (L = 20 u.a.) para el estado p2 , es de 

destacarse la precisión razonable de los resultados obtenidos comparados con los cálculos 

exactos.  

 

En las Figuras 26-27 se presentan resultados para el átomo de hidrógeno confinado entre 

paredes impenetrables. Para este caso se estudian los estados 1s y 2p limitados entre planos 

a diferentes distancias L entre ellos, como se indica en la Figura 25.  

 

En la Figura 26 se presentan los efectos de confinamiento cuántico bajo estudio, a una 

distancia entre planos L = 5 u.a., muy cercana a la posición nuclear a relativa a alguna de 

las paredes. Para estos casos, decimos que el átomo hidrogenoide siente el efecto de 

confinamiento debido a ambos planos, siendo este el preámbulo para tratar con el caso más 

general: "el átomo hidrogenoide confinado por una cavidad cilíndrica de paredes 

impenetrables". Cosa contraria al caso de la Figura 27, en el que la distancia entre planos se 

ha fijado a un valor L = 20 u.a., muy por encima de a. Razón por la cual el efecto de 

confinamiento que siente el átomo se ve limitado únicamente por un solo plano (sistemas 

abiertos).  
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Figura 26. Evolución de las energías para el átomo de hidrógeno confinado entre dos planos paralelos 

impenetrables separados a una distancia L = 5 u.a. 
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Figura 27. Evolución de las energías para el átomo de hidrógeno confinado debido a un solo plano 

impenetrable de distancia L = 20 u.a. 
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Capítulo 4. Conclusiones generales y perspectivas 

 

 

En este trabajo de tesis se ha mostrado la capacidad del método variacional directo para 

estudiar los efectos de confinamiento en los estados electrónicos del átomo de hidrógeno 

cuando éste se encuentra limitado espacialmente por fronteras cerradas y abiertas con 

diferente geometría. En el caso de fronteras cerradas, se trataron los casos en que el átomo 

se encuentra en el centro de una cavidad esférica impenetrable y penetrable, así como el 

caso en que la frontera consiste en una cavidad esferoidal prolata impenetrable en la que el 

átomo se encuentra anclado en uno de sus focos. Como ejemplo de limitación espacial por 

fronteras abiertas se estudió al átomo ubicado entre dos planos paralelos infinitos separados 

una distancia L, de manera que cuando →L  el problema corresponde al de un átomo 

cercano  a una superficie ó bien, posicionado sobre la superficie.  

 

Siguiendo de manera monográfica los avances previamente reportados en la literatura para 

los sistemas cuánticos confinados mostrados en este trabajo, se confirmó el buen acuerdo 

cuantitativo entre los cálculos variacionales y los cálculos para los casos en que la ecuación 

de Schrödinger admite soluciones exactas. Siendo esto un buen indicativo del adecuado 

desempeño del método variacional directo, una vez que se ha elegido juiciosamente una 

función prueba apropiada para el problema. Para el caso en que el átomo se encuentra entre 

dos planos  paralelos separados por una distancia finita, la ecuación de Schrödinger no 

admite soluciones exactas. En este caso se ha mostrado que el uso del método variacional 

permite explorar las propiedades electrónicas  bajo estas condiciones, consistente con las 

soluciones exactas para los casos límite para átomo frente/ sobre un plano.  
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Con base a los resultados obtenidos en este trabajo conviene extender algunas secciones 

inconclusas que pueden contribuir en el estudio de propiedades electrónicas: a) Para el 

confinamiento por cavidades esféricas impenetrables resulta relevante analizar y estudiar la 

degeneración de tipo incidental que se da para la energía en ciertos tipos de estados; b) así 

como estudiar el comportamiento de los parámetros variacionales y las funciones de 

probabilidad radial en cavidades esféricas penetrables. c) Para confinamiento por cavidades 

esferoidales prolatas de paredes impenetrables valdría la pena extender el estudio para 

paredes penetrables. d) Mientras que para átomo de hidrógeno limitado por dos planos 

paralelos infinitos conviene fijar las tapas que limitan ambos planos para así tratar 

confinamiento por cavidad cilíndrica. De acuerdo a estas sugerencias y con lo trabajado, de 

manera general conviene formular funciones tipo prueba que incorporen la técnica 

variacional y cuyos resultados sean de buen acuerdo en comparación con lo reportado en la 

literatura. 

 

Explorar la capacidad del método variacional directo para analizar tanto cualitativa como 

cuantitativamente problemas de estudio de propiedades electrónicas y determinar su 

eficacia y confiabilidad para su aplicación a otro tipo de sistemas en condiciones de 

confinamiento diversas, es el mayor reto en este trabajo, y aunque si bien, se estudia al 

sistema atómico más simple, el átomo de hidrógeno sigue siendo un referente primordial no 

sólo por sus múltiples aplicaciones, sino también porque es el preámbulo de estudiar 

sistemas atómicos más complejos, como lo son los átomos multielectrónicos.   
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Apéndices 

 

 

A1. Método Variacional Directo 

 

El principio variacional nos permite calcular un límite superior a la energía del estado 

fundamental del sistema (como los átomos o moléculas), sin tener que resolver la ecuación 

de Schrödinger.    

 

Teorema: Dado un sistema arbitrario cuyo operador hamiltoniano  independiente del 

tiempo, le corresponden funciones propias  y valores propios , tales que satisfacen 

con la ecuación de Schrödinger [ver ec. (4)], y cuyo valor propio a la energía más baja es 

E1, si la función variacional prueba ψ es cualquier función dependiente de las coordenadas 

del sistema, normalizada, bien comportada y que satisface con las condiciones de frontera 

, el principio variacional establece que: 

  

  1
* ˆ EdH                   (133) 

 

Para obtener una buena aproximación a la energía del estado fundamental 1E , utilizamos 

diferentes funciones variacionales prueba, y buscamos aquella que proporcione el valor más 

bajo de la integral variacional. De acuerdo con ec. (133), cuanto más bajo sea el valor de la 

integral variacional, mejor será la aproximación que obtengamos para 1E .  
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Notar que el planteamiento de ec. (133) solamente es válido para estado base. Para tratar 

con funciones de onda prueba para estados excitados, numeramos los estados estacionarios 

del sistema de la forma 1, 2, 3,… en orden de energía creciente: 1321 + kEEEE     

 

 + 1
* ˆ

kEdH                   (134) 

 

Para el planteamiento de una función de onda variacional prueba para estados excitados con 

o sin nodos, se requiere de la aplicación y validez a la condición de ortogonalidad entre 

estados, incluyendo aquellos con la misma simetría   y mismo número cuántico principal  

n : 

 

 = nkkn d  
*

,      = pnpn d   *
,          (135) 

 

con:  

 











=

=

knsi

knsi

nk

,1

,0

     










=

=

psi

psi

p







,1

,0

  
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A2. Coordenadas esferoidales prolatas 

 

Las coordenadas esferoidales prolatas ( ) consisten en una familia de esferoides 

prolatos e hiperboloides de revolución confocales, mutuamente ortogonales. Cualquier 

plano en el espacio queda determinado por la intersección de un esferoide (coordenada 

), un hiperboloide (coordenada ) y un plano meridiano . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 28. Esquema de un átomo con carga nuclear Z, localizado en alguno de los dos focos para una caja 

esferoidal prolata 

 

 

El nuevo sistema coordenado va a estar definido por un conjunto de variables  ,, ; 

cuyos dominios son: 

 

 

 

 

),1[  ]1,1[− ]2,0[  
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Las nuevas variables {  , } se definen del siguiente modo: 

 

𝜉 =
d1 + d2

2D
 
                    (136) 

      , 

𝜂 =
d1 − d2

2D
 
                             (137) 

 

Donde:  

 

2D, corresponde a la distancia interfocal,   

d1, representa la distancia de uno de los focos del sistema esferoidal prolato con 

respecto a la posición del electrón; en tanto que,  

d2, corresponde a la distancia que separa al núcleo de la carga en cuestión.  

 

Notar que D  corresponde a la semidistancia interfocal (ver Figura 28). Por convención, en 

este trabajo se optó por definir . 

 

De acuerdo con Figura 28, la distancia que separa al núcleo de la carga en cuestión es 

 

                                                                                                            (138)  

                                                                                                                                           

Lo siguiente que necesitamos saber es la forma en la que cambia el elemento de volumen: 

 

 ddd
y

x
dddJdzdydxdV

j

i




===              (139) 
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Que de acuerdo con la definición de coordenadas esferoidales prolatas, en términos de las 

coordenadas rectangulares es: 

 

 

 

 

 

Bajo esta transformación de coordenadas rectangulares a coordenadas esferoidales prolatas, 

los nuevos dominios de las variables  son: 

 

),0[ u   ,  ],0[ v   ,    ,0  

 

Tomando por cambio de variable: 

 

𝜉 = cosh 𝑢  
 

𝜂 = cos⁡(u) , 

 

las reglas de transformación se reescriben de la siguiente forma: 
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De este modo, el Jacobiano J de la transformación es: 

 

 

 

                  (140)

                                                   

 

 

El elemento de volumen dV  para este nuevo sistema coordenado es el siguiente: 

 

                                                                                   (141)    

                                                                                   

Bajo este nuevo sistema coordenado resulta de vital importancia conocer de la expresión 

analítica que representa al laplaciano, y para ello se requiere primeramente conocer de la 

estructura del operador gradiente: 

  










 


+




+




=




=

hhhyh
y

j
j

j 1
ˆ

1
ˆ

1
ˆ

1
,             (142) 

 

donde los jh  son los factores de escala. Para encontrar el factor de escala primero 

encontremos los vectores 


, 


y 


; para ello partamos de la relación: 

 





















=

iii

i

y

x

y

x

y

x
y

321

,,
  
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De este modo: 

 

 

 

 

 

 

 

Los factores de escala son: 
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De esta forma y de acuerdo con ec. (142), la representación del operador gradiente en 

coordenadas esferoidales prolatas tiene la siguiente estructura:  

 

 

 

Por consiguiente, el laplaciano en este nuevo sistema coordenado se representa de la  

siguiente forma: 

 

       (143) 
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