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Introduccion

El conocimiento de las propiedades de la materia a nivel atémico y
molecular juega un papel fundamental en el desarrollo cientifico y tecnolégico.
Es gracias a ese conocimiento que campos como los de los semiconductores,
superconductores y laseres, entre otros, se han podido desarrollar de manera
considerable. Quiza la técnica experimental méas poderosa para conocer los
fenémenos a nivel atémico y molecular es la espectroscopia. Los datos que
se obtienen por esta técnica permiten entender las propiedades quimicas y
fisicas de los compuestos.

En particular, el espectro electromagnético se ha vuelto una fuente de
abundante informacién en lo que concierne a la estructura molecular y las
interacciones intermoleculares. Esta informacion se obtiene al hacer un anali-
sis detallado de las transiciones energéticas que ocurren en una muestra de
moléculas inmersa en un campo de radiacién o suficientemente excitada por
algin medio para producir su propio campo de radiacion.

Una comprension detallada de las transiciones moleculares es sélo posible
con la ayuda de la mecanica cuantica, la cual establece que la energia de
un atomo o molécula esta cuantizada, es decir, tiene valores discretos com-
pletamente definidos. De este modo la energia del electrén que orbita en un
atomo de hidrogeno estd restringida a tomar sélamente una serie de valores
bien definidos. En el caso de las moléculas, la cuantizacion de la energia es
mucho mas complicada, ya que ademas de la energia electrénica se tienen
que tomar en cuenta los grados de libertad de vibracién y de rotacién de las
moléculas. Una vez que se tiene esta informacién se representa en un dia-
grama conocido como estructura de niveles de energia, por medio del cual
es posible explicar las caracteristicas de los espectros que se obtienen. Cada
molécula diferente esta caracterizada por su propia estructura de niveles de
energia.

En una muestra de moléclas, cada una de ellas se encuentra en uno de



los muchos niveles de energia que tiene disponibles. En ausencia de un cam-
po perturbante la forma en la que las moléculas se distribuyen entre los
distintos niveles de energia, esta gobernada por las leyes de la mecénica
estadistica. Cuando la muestra es perturbada por una fuente de radiacion
electromagnética, pueden ocurrir transiciones entre los niveles de energia de
las moléculas, siempre y cuando la radiacién sea de una energia que corres-
ponda a la diferencia entre pares de niveles. Si esto sucede, la poblacién de
moléculas reajusta su distribucién de acuerdo a como lo dictan las ecuaciones
que gobiernan el fenémeno de la interacciéon radiacion-materia.

Aunque en principio existe una gran variedad de transiciones que podrian
ocurrir entre los distintos niveles de energia de una molécula, se ha demostra-
do que solo algunas de esas transiciones son permitidas, y para determinar
cuéales son esas transiciones existen reglas conocidas como reglas de seleccién,
que generalmente dependen de las propiedades de simetria de las moléculas
y de las correspondientes propiedades de sus funciones de onda.

En la figura (1) se muestran los niveles de energia vibro-rotacional mas
bajos de una molécula diatémica, asi como las transiciones permitidas entre
los distintos niveles de ergia rotacional, las cuales estan especificadas por las
reglas de seleccion AK = +1, siendo K el ntimero cuantico del momento
angular orbital total de la molécula.

Para analizar e interpretar el espectro electromagnético de una molécula,
es necesario construir un modelo matemético cuyas soluciones caractericen
los niveles de energia de la molécula. Este problema es evidentemente compli-
cado ya que una molécula puede sufrir cambios simultaneos en sus energias
electrénica, vibracional y rotacional; sin embargo, se puede comenzar con
un modelo mas sencillo en el que se estudien cada uno de los movimientos
por separado, de tal modo que las soluciones que se obtengan proporcionen
las caracteristicas generales del espectro, y se pueda dar una interpretacion
inicial.

La idea anterior se justifica con el ya bien conocido principio de Born-
Oppenheimer. En esencia este principio establece que debido a que los movimien-
tos del nicleo son muy lentos con respecto a los movimientos de los electrones
en la molécula, los movimientos de vibracién no afectan significativamente
los estados de energia electrénicos, y como consecuencia la ecuacion de on-
da para los electrones puede ser resuelta suponiendo los ntcleos fijos. Esta
aproximacién se verifica por la separacion relativamente grande de los esta-
dos de energia electronicos con respecto a los estados de energia vibracional.
Similarmente, la vibracion y la rotacion pueden ser separadas de manera
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Figura 1: Diagrama de niveles de energia de los niveles vibro-rotacional mas bajos de
una molécula ditémica, donde se muestran las transiciones de absorcién de la banda con
v = 0 a la banda con v = 1. El espectro de bandas tiene dos tipos de transiciones: las

transiciones R con AK =1 y las transiciones P con AK = —1.

aproximada, debido a que las energias rotacionales son generalmente mas
pequenas que las energias de vibracion.

Con estos argumentos podria pensarse que el movimiento de rotacion
es poco relevante en el comportamiento de una molécula, sin embargo, entre
otras cosas el espectro de rotacién contiene informacién importante acerca de
la estructura molecular. Un examen minucioso de las transiciones rotacionales
permite determinar los momentos de inercia de una molécula, los cuales, estan
a su vez directamente relacionados con su estructura.

Ahora bien, las transiciones que ocurren en una molécula, ya sean electro-
nicas, vibracionales o rotacionales, se identifican por cambios en los niimeros
cuanticos que caracterizan a los niveles de energia que estédn interactuando,
de este modo, las transiciones rotacionales puras ocurren entre dos nive-



les que tienen numeros cuanticos vibracionales y electréonicos idénticos pero
diferentes niimeros cuanticos rotacionales.

En este trabajo nos interesa construir un modelo matematico que nos per-
mita analizar e interpretar s6lamente el espectro de rotaciéon de una molécula,
aun asi conviene partir del hamiltoniano de energia total para entender mejor
que tipo de simplificaciones son las que se requieren. Tenemos entonces que
el hamiltoniano de energia total se escribe como

H=S 1"+ 0 4o (1)
A i

donde el primer conjunto de términos representa el problema a orden cero,
compuesto solamente de aquellas contribuciones de un solo grado de libertad
energético, tales como la rotacion o la vibracion molecular. La segunda suma
incluye términos que resultan de la interaccion de dos grados de libertad,
esto es, términos de interaccion vibracion-rotacion, rotacién-electrénica, etc.

Sin embargo como se mencioné anteriormente, el problema con todos estos
grados de libertad resulta demasiado complicado, y en una primera aproxi-
macion se tiene que considerar una fuerte simplificacion sobre el hamiltoniano
(1), la cual consiste en despreciar todos los términos después de la primera
suma, y quedarse sélamente con el hamiltoniano separable de orden cero,
esto es,

O =31 =m0+ 1+ HY) 4 (2)

La funcion de onda total que resuelve este problema, sera entonces el
producto de las funciones de onda correspondientes a cada término de la
ecuacion (2)

O~ OOy (3)

En nuestro caso la simplificaciéon es atin mayor, pues s6lamente nos intere-
sa estudiar la contribucién rotacional HfSZ del hamiltoniano (2), es decir, nos
interesan las transiciones que involucran solo cambios en los ntimeros cuanti-
cos rotacionales, por lo que el modelo matematico que se requiere debera de
exhibir sélamente grados de libertad rotacionales.

Lo anterior se logra al considerar a la molécula como un cuerpo rigido,
sin embargo atn asi se debe de tomar en cuenta que pueden existir otras con-
tribuciones a la energia rotacional, como por ejemplo las debidas a fuerzas



centrifugas y de Coriolis que podrian actuar sobre la molécula en rotacién
alterando su estructura de niveles de energia, las debidas a pequenas per-
turbaciones que resulten de campos eléctricos y magnéticos externos, entre
otras. Todas estas contribuciones pueden ser despreciadas en un tratamiento
aproximado cuando son suficientemente pequenas, de la misma forma co-
mo las energias vibracional y rotacional pueden ser despreciadas en calculos
aproximados de las energias electronicas.

Una vez que se resuelve el problema en el que se supone a la molécula
como un cuerpo rigido aislado, la solucién que se obtiene puede ser usada
como base para tratar los términos de pequenas interacciones aplicando de
forma adecuada la teoria de perturbaciones o alguna técnica equivalente.
Este analisis permite una correccion a los términos de energia necesaria para
obtener de manera mas precisa, los niveles de energia rotacionales de una
molécula.

Existen casos en los que la separacién aproximada (2) falla, por ejemplo,
en el caso de vibraciones de baja frecuencia, el espaciamiento de los niveles
de energia vibracional pudiera aproximar al espacimiento de los niveles de
energia rotacional, evitando que se pueda distinguir entre un tipo de transi-
cién y otra. Sin embargo en la mayoria de los casos la separacion funciona,
y la solucién del problema de la molécula rigida forma una base conveniente
para el analisis del espectro rotacional.

El problema de la molécula rigida ha sido minuciosamente estudiado des-
de hace muchos anos por distintos autores, entre los que destacan Kramers
e Ittman [1] en 1929, con algunas contribuciones posteriores de Wang [2],
Casimir [3] en 1931, y Ray [4] en 1932. Sin embargo, atin con la existencia de
los trabajos antes mencionados, el conocimiento de las propiedades analiticas
del espectro de rotacién molecular sigue siendo incompleto, y en este trabajo
se busca plantear el problema siguiendo un camino muy particular, en el que
se considera importante el modelo clasico del cuerpo rigido libre de torcas.

En general, el movimiento cuantizado que da origen al espectro de rotacién,
dificilmente se puede relacionar con la rotacién de objetos macroscopios con
los que estamos familiarizados, sin embargo, el uso de un sistema de co-
ordenadas adecuado y una parametrizacién muy especial de la matriz de
rotacién, nos permiten construir un modelo cuantico siguiendo ideas y argu-
mentos, que surgen de manera natural en el estudio clésico del cuerpo rigido
libre de torcas.

Entre otras cosas se muestra como el operador hamiltoniano y la may-
oria de las expresiones que se construyen en el modelo cuantico, resultan ser
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idénticas a las que aparecen en el modelo clasico antes mencionado, pero lo
que mas llama la atencion, es que en ambos casos la solucién resulta ser de
variables separables, aunque en un caso es en forma de suma de funciones
y en el otro en forma de producto. Comenzaremos entonces por estudiar
el modelo clasico y posteriormente mostraremos cémo ideas similares y un
procedimiento analogo funcionan también en el caso cuantico.



Capitulo 1

Parametrizaciones de la matriz
de rotacioén y variables
mecanicas importantes

De acuerdo con la idea que se plantea en la introducciéon, debemos
recordar primero algunos conceptos elementales relacionados con el movimien-
to de rotacién de un cuerpo rigido clasico. Conviene comenzar con el propio
concepto de cuerpo rigido, seguido de algunas de las distintas parametriza-
ciones que se requieren para estudiar su movimiento de rotacion. Ademas
se tienen que definir las variables mecanicas que mas adelante serviran para
estudiar el caso particular del cuerpo rigido libre de torcas.

1.1. El cuerpo rigido y su movimiento de ro-
tacion

Por definicidn, el cuerpo rigido es un conjunto de particulas sujetas a
la condicién de que exista un sistema de referencia, en el que las coordenadas
cartesianas de cada una de las particulas sean constantes de movimiento.

Para estudiar el movimiento de un cuerpo rigido se asume la existencia de
dos sistemas de referencia [5]. El primero es un sistema inercial y el segundo
—que llamaremos anclado al cuerpo— sera aquel en el que las posiciones de
las particulas son constantes de movimiento.

El movimiento de un cuerpo rigido puede ser de dos tipos: con un punto
fijo o sin él. El cuerpo rigido con un punto fijo se caracteriza por tener al
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menos un punto que es constante de movimiento. Este punto se elige como
origen de coordenadas para ambos sistemas de referencia y la relacion entre
ellos es una rotacion.

Cuando el cuerpo rigido no tiene ningtin punto fijo, el origen de coorde-
nadas del sistema anclado, se ubica en el centro de masa, y su relacién con el
sistema inercial, estd dada por la traslacion del origen del sistema galileano al
anclado, mas la rotacion necesaria para volver paralelos los ejes coordenados
correspondientes de ambos sistemas de referencia.

En este trabajo interesa estudiar sélamente el movimiento de rotacion, por
lo que cuando el cuerpo rigido no tenga un punto fijo, haremos abstraccion
del movimiento de traslacion, y nos ocuparemos sélamente de la rotacién que
relaciona las posiciones constantes del sistema anclado con las posiciones en
movimiento del sistema inercial. Esta rotacién es funcién del tiempo y su
dependencia temporal determina el movimiento de rotacién del cuerpo rigido.

Las rotaciones son transformaciones lineales que dejan invariante la norma
de los vectores que transforman, en consecuencia, un vector a del sistema
anclado se transforma en un vector x del sistema inercial, por medio de la
ecuacion

x =Ra, (1.1)

donde R es la matriz de rotaciéon que representa la transformacién lineal. La
invariancia en la norma de los vectores que participan en la transformacion,
obliga a que la matriz R cumpla la condicién

R'R =E, (1.2)

donde E es la matriz identidad y la inversa de la matriz de rotacién es
su matriz transpuesta R”. Esto ocasiona que la matriz R sea sélo funcién
de tres parametros independientes, los cuales pueden entenderse como las
coordenadas dindmicas del cuerpo rigido y elegirse de diferentes maneras
segin convenga.

1.2. Algunas parametrizaciones de la matriz
de rotacion

Entre las parametrizaciones de R que actualmente se conocen, esta la
que depende de un eje de rotacion n y un angulo de rotacion ¢. Esta parametrizacion
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tiene la ventaja de que se puede explicar geométricamente y sirve como base
para encontrar otras parametrizaciones.

La figura (1.1) muestra a un vector a, rotando un dngulo ® alrededor
del vector unitario n, para dar como resultado al vector x que aparece en la
ecuacién (1.1).

Figura 1.1: Rotacién de un éngulo @ alrededor del eje n.

El vector a que serd rotado se representa con la flecha O_A, que va del
punto O al punto A.

De manera analoga, el vector x ya rotado se representa con la flecha 03(,
que va del punto O al punto X.

Estas flechas se descomponen en dos vectores: el primero, 00 , que es
comun a ambos, esta en la direccién del eje de rotacion, mientras que el
segundo esta en un plano perpendicular al eje de rotacién. Este plano se
muestra en la figura (1.2).

Con esta notacién los vectores a y x se expresan en la forma

a=0A=00+0A (1.3)

x=0X =00+ O0'X. (1.4)

La componente comin OO’ se obtiene proyectando el vector a en la di-
reccion del eje de rotacién n, dando como resultado la expresion
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Figura 1.2: La misma rotacién vista desde la parte superior en la direccién del eje de

rotacion.

00’ = nn”a. (1.5)
El vector O'A se expresa como la diferencia de a y este vector,
O’A=a—mn"a=(E—nn")a. (1.6)

Por otro lado, como lo sugiere la figura (1.2) el vector O'X se expresa
en términos del angulo de rotacién @, al hacer la combinacién lineal de los
vectores perpendiculares O’A y O'B, esto es,

O'X = O"Acos ® + O'Bsen ®. (1.7)
El vector O'B se puede escribir como el producto x de n'y O’ A:

OB=nx0A=nx(a—nn"a)=n x a, (1.8)

donde se ha hecho uso de que el producto x de dos vectores paralelos es cero.
La ecuacién (1.7) se puede expresar ahora en términos de los vectores a,
n, y el dngulo de rotacién ® por medio de (1.6) y (1.8), obteniendose
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O'X = cos ®(E —nn")a + sen ®n x a. (1.9)

Si se sustituye este resultado junto con (1.5) en la ecuacién (1.4), se
obtiene el vector

x = [nn” + cos ®(E — nn”) + sen dnx]a, (1.10)

y al comparar con la ecuacién (1.1) se obtiene finalmente la expresién para
la matriz de rotacion R, en términos del eje n y del angulo de rotacién @,
esto es

R = nn’ + cos ®(E — nn”) 4 sen ®nx, (1.11)

Es evidente que n es un vector invariante ante la rotacion, y si se toman
en cuenta todas sus posibles direcciones, bastara que el angulo ® tome valores
en el intervalo de 0 < & < 7.

En muchas ocasiones, los calculos que involucran funciones trigonométri-
cas suelen ser demasiado complicados, y un cambio en el tipo de parametri-
zacion podria ayudar a facilitar el manejo del algebra. Una parametrizacion
util en estos casos, y en particular para este trabajo, es la que depende de los
cuatro parametros de Euler - Rodrigues ¢ y ¢, los cuales estan directamente
relacionados con n y ® por medio de las ecuaciones

0 = cos(P/2), (1.12)

¢ = nsen ($/2). (1.13)
La matriz de rotacion se expresa en términos de estos parametros, en la forma

R =2¢¢T + (0> = ¢TOE + 20¢ x . (1.14)

Los parametros ¢ y ¢ no son independientes entre si; estan relacionados
por la ecuacién

o’ +¢T¢=1, (1.15)

lo cual permite expresar a la matriz de rotacién sélo en términos de los
parametros ¢, esto es,
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R=(1-2CE+2¢¢" +2(1 — ¢H)V¢ x . (1.16)

Otra parametrizacién importante y muy conocida de la matriz de rotacion,
es la que se define por medio de los tres angulos ¢, 6, v v, conocidos co-
mo angulos de Euler. Esta parametrizacion consiste expresar a la matriz de
rotacién mediante el producto de tres rotaciones distintas

R == RgRgRl, (117)

donde cada una de ellas se caracteriza por tener su eje de rotacién constante.
La rotacién R, tiene por eje de rotacién al vector

0
n=1{0 |, (1.18)
1

tal como se muestra en la figura (1.3), y su angulo de rotacién se denota por
la letra ¢/, mientras que la rotaciéon Ry tiene por eje de rotacién al vector

az

as

ai

Figura 1.3: Rotacién alrededor del eje n;
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1
n; = 0
0

: (1.19)

como se muestra en le figura (1.4), y por dngulo de rotacién a la variable 6.
Por 1ltimo, la rotacién Rj tiene por eje de rotacién al vector

o 0"

q
T

Figura 1.4: Rotacién alrededor del eje ny

0
ng =1n; = 0 y (120)
1

como se muestra en la figura (1.5), y como dngulo de rotacién a la variable
0.

Si ahora se usa la férmula (1.11) para escribir las matrices R3, Ry, v Ry,
en términos de sus componentes, y el resultado se sustituye en la ecuacion
(1.17), se encuentra la forma explicita de la matriz de rotacién R en términos
de los tres angulos de Euler ¢, 6 y 1, esto es,

sen ¢ cos Y + cos ¢psen cosf —sen psen) 4+ cosPcosycosf —senfcos P
sen  sen ¢ sen 6 cos Y cos

(Cos¢cosz/1—senq§senwcos€ —cos¢sent) —sen¢cosycosf  senfsen P )
R= .
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Figura 1.5: Rotacién alrededor del eje na

Con esta parametrizacon se pueden encontrar algunas relaciones intere-
santes entre los vectores del sistema anclado y el sistema inercial. En par-
ticular nos interesa aquella en la que los dngulos € y 1, son las coordenadas
esféricas de la direccion del sistema anclado que se rota en el vector constante

0
0. (1.21)
1

del sistema inercial. Es decir, dada la direccién

sen fsen 1)
senfcosy |, (1.22)
cos 6

del sistema anclado, se cumple la transformaciéon

0 sen fsen 1)
0 | =R/|[ senfcosvy |. (1.23)
1 cosf
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Por otra parte, es posible demostrar que los angulos de Euler ¢, 6, v 1,
estan relacionados con los parametros ¢ por medio la ecuacién

sen (%) cos(qb_T‘”)
¢==| sen(f)sen(%2) |, (1.24)
cos(4)sen (#)
donde
0<¢ <2,
0<o<m,
0<v<2m,

con lo que podemos pasar de una parametrizacion a otra cuando la situacién
lo requiera.

Finalmente, se ha encontrado que en algunos problemas dindmicos y ge-
ométricos de rotaciones [6], se suelen conocer dos vectores, uno de los cuales
es el vector rotado del otro. En consecuencia, si v es el vector rotado y u
el vector antes de rotar, ambos vectores estan relacionados por la matriz de
rotacion R en la forma

v=Ru, (1.25)

y debido a que las rotaciones no afectan el tamano de los vectores, se puede
suponer sin perdida de generalidad que tanto u como v tienen magnitud
unidad.

En estos casos la matriz de rotacion R puede parametrizarse en términos
de los vectores u y v, hasta un parametro adicional denotado por la letra v,
el cual también depende de la eleccién particular de los vectores u y v.

La forma mas general de la matiz de rotacion en este caso, esta dada por
la expresion
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(u+v)(u+v)"

R = Ecosy — T+ uTy 87 + vu’ (1 + cos )
+ %[(ujtv)(u x V)" + (u x v)(utv)’]
+ SG;V(quv) x | (1.26)

1.3. Cinematica de rotacion

En cualquiera de las parametrizaciones antes mencionadas se pueden
definir las variables mecanicas asociadas con el movimiento de rotacion, tales
como el vector de velocidad angular, el vector de momento angular, la energia
cinética, etc. Todas estas cantidades se definen tanto en el sistema anclado
como en el sistema inercial.

De particular importancia es el conocimiento del vector de velocidad an-
gular del sistema anclado. Este vector denotado por w, juega un papel fun-
damental en el calculo de la energia cinética de rotacion, y en el cédlculo del
vector de momento angular.

La ecuacion que define al vector de velocidad angular en el sistema anclado
se deduce de la ecuacién (1.2), y estd dada por la expresién

0 —W3 0%) )
wx=| wy 0 —w |=R'R, (1.27)
—W2 w1 0

donde wy, we, v w3 son las componentes del vector w, y el punto indica la
derivada temporal de la matriz R. Esta derivada se despeja de la misma
ecuacién (1.27) y se expresa en términos del vector w como

R=Rw x. (1.28)

Debido a que w es un vector definido en el sistema anclado, el vector de
velocidad angular en el sistema inercial, denotado por €2, estda completamente
determinado por la transformacion

Q=Ruw. (1.29)
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Si ahora se usa la parametrizacién (1.11) y la ecuacién (1.27), se obtiene
la expresién para el vector de velocidad angular w, en términos del eje de
rotacién n y del angulo de rotacion P, esto es,

w = ®n +sin ®n — (1 — cos ®)n x n. (1.30)

Mas adelante, al estudiar el movimiento del cuerpo rigido libre de torcas,
serd necesario utilizar al vector w en términos de los vectores u, v, y el
parametro adicional v, donde de acuerdo con esta parametrizacion, u y v
tendran que ser dos vectores conocidos. Con esta parametrizacion, el vector
de velocidad angular w se expresa en la forma

w [a X (utv)] + Yu. (1.31)

14+ulv
En algin otro momento seré necesario recurrir al uso del vector ¢, en
términos del cual, el vector de velocidad angular w se escribe como

¢ T T ;
=22 (T /1= ¢TCE - ¢x) ¢ 1.32
w (T_CTC ) (1.32)

Esta parametrizacién permite definir la matriz

B2 ¢T+\/1-¢T¢E-¢x), (1.33)
V1=¢¢
y escribir la ecuacién (1.32) en la forma compacta

w=B¢. (1.34)

Ademas, el uso de la matriz B tiene la ventaja de que al obtener su inversa

B‘lzé[\/l—CTCEJer], (1.35)

podemos escribir a la matriz de rotacién en la forma

R=B'B"=B'B, (1.36)

la cual, al combinarse con (1.29) y (1.34), nos permite escribir al vector de
velocidad angular €2 del sistema inercial en términos de la matriz B, esto es,

Q=B"¢ (1.37)
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Como se menciond anteriormente, la importancia del vector de velocidad
angular w del sistema anclado, radica en el hecho de que tanto la energia
cinética de rotacion K., como el vector de momento angular J del sistema
inercial, y el vector de momento angular L del sistema anclado, se escriben
en términos de dicho vector.

En el caso de la energia cinética rotacional, se tiene por definicion que

1
Ko =3 Z m; XL X;, (1.38)

esta ecuacién, se transforma por medio de (1.1) y (1.28) a la forma

1
K, = 5c.;TIw, (1.39)

donde la matriz
I= Zmz[ az-T aZ-E e ¥ aiT], (140)

es conocida como la matriz de inercia.
De manera analoga, el vector de momento angular J del sistema inercial
se define como

y se transforma por medio de (1.1) y (1.28) en la ecuacién

J = Rlw, (1.42)

donde al igual que la energia cinética, este vector queda expresado en térmi-
nos del vector w y de la matriz de inercia I.

De la ecuacién (1.42) es evidente que el vector de momento angular L del
sistema anclado esta definido por la ecuacion

L = Iw. (1.43)
Por dltimo, de las ecuaciones (1.34) y (1.39), es posible obtener la energia

cinética de rotacién en términos de la matriz B, esto es,

_ BT B¢

K
2

(1.44)
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1.4. Propiedades de la matriz de inercia

De las ecuaciones (1.39) y (1.42) resulta evidente que la matriz de
inercia I, es indispensable tanto en el calculo de la energia cinética como en el
calculo de los vectores de momento angular J y L. Esto provoca un justificado
interés en el conocimiento de algunas de las propiedades esa matriz, las cuales
jugaran un papel fundamental en calculos posteriores.

Por definicién la matriz de inercia es una matriz simétrica y real, esto
quiere decir que sus valores propios seran siempre reales y positivos, salvo en
el caso particular en el que todas las particulas del cuerpo estéan alineadas en
una misma direccion. En este caso, uno de los valores propios se vuelve cero.

Dicho de otro modo, la matriz de inercia es en general una matriz no sin-
gular y positiva definida, excepto en el caso que se mencioné anteriormente.

Los vectores propios de la matriz de inercia son tres direcciones reales
ortogonales entre si conocidas como ejes principales de inercia, las cuales sin
perder generalidad pueden suponerse vectores unitarios.

En el sistema coordenado de los ejes principales de inercia, la matriz I se
diagonaliza mediante una rotacién independiente del tiempo, dejando sobre
la diagonal a los valores propios de la matriz de inercia, los cuales se conocen
con el nombre de momentos principales de inercia, y se representan con los
stmbolos

117[27[37 (145>

respectivamente.

Al calcular los momentos principales de inercia, pueden suceder tres cosas:
que los tres momentos sean distintos, que dos de ellos se repitan o que los tres
sean iguales, y dependiendo de cudl sea el resultado serd posible identificar
tres casos de simetria del cuerpo rigido.

En el primer caso, cuando se tienen los tres momentos principales de
inercia diferentes, el cuerpo sera completamente asimétrico.

Por otro lado, cuando dos de los momentos principales de inercia son
iguales, el cuerpo tendra simetria cilindrica, en cuyo caso, cuando el mo-
mento diferente sea el mayor, el cuerpo se llamara oblato, indicando que
esta aplanado en esa direccién, y cuando sea el menor, el cuerpo se lla-
mard prolato. Cuando el momento de inercia diferente tiende a cero, las
particulas se alinean en una sola direccién.
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Finalmente cuando los tres valores propios o momentos principales de
inercia son iguales, el cuerpo rigido tendra simetria esférica rotacional.

Los momentos principales de inercia se pueden ordenar de manera que
satisfagan siempre las condiciones

I <1, < I, (1.46)

sin que esto implique una pérdida de generalidad.
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Capitulo 2

El cuerpo rigido libre de torcas

En este capitulo nos dedicaremos a desarrollar un tratamiento muy
particular del cuerpo rigido libre de torcas, que nos llevara a encontrar una
solucién en variables separables de la ecuacién de Hamilton-Jacobi.

2.1. Ecuaciones de movimiento rotacional

Las ecuaciones que describen el movimiento de rotacién de un cuerpo
rigido clasico, se obtienen a partir de calcular la derivada temporal del vector
de momento angular (1.41), es decir,

Esta derivada se puede escribir en términos de la matriz de rotacion R, al
usar la transformacion (1.1) en (2.1), esto es,

J=> (Ra) xF; (2.2)
donde F; es la fuerza sobre la particula i que satisface la segunda ley de
Newton

Si ahora usamos la condicién (1.2), y el hecho de que la rotacién del pro-
ducto cruz de dos vectores, es igual al producto cruz de los vectores rotados,
la derivada temporal del vector J también se puede expresar en la forma
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J=Rn, (2.4)
donde

n=> a;xR'F; (2.5)

son las componentes de la torca en el sistema anclado, que tiene como origen
al punto fijo del cuerpo rigido.
Por otro lado, al sustituir (1.42) en (2.4), se obtiene la ecuacién

d
E(le) = Rn, (2.6)

donde al desarrollar la derivada temporal del miembro izquierdo y tomar
como factor comun la matriz de rotacion, ésta se convierte en

R(R'RIw+1w)=Rn. (2.7)

Una simplificaciéon importante se obtiene al multiplicar por la izquierda con
R” y usar la ecuacién (1.27) que define al vector velocidad angular w del
sistema anclado, obteniendo con esto

wxlw+Iw=mn, (2.8)

que es la ecuacion fundamental de la dindmica rotacional, mejor conocida
como ecuacién de movimiento de Euler. Esta ecuacion se puede separar en
términos de sus componentes en el sistema de los ejes principales de inercia,
obteniendose las ecuaciones

Ly + (I3 — L) waws = my,
Ly + (11 — I3) wswy = 12, (2.9)

Isws + (I — 1) wy wa = 13,

donde 1y, 12, ¥ 13, son las componentes de la torca n en el sistema anclado.

Las ecuaciones de movimiento de Euler se expresan también en térmi-
nos del vector de momento angular L del sistema anclado; simplemente se
sustituye (1.43) en la ecuacién (2.8), y se obtiene la ecuacién
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L+I'L)xL=mn, (2.10)

que al igual que (2.8), se puede separar en términos de sus componentes en
el sistema anclado de los ejes principales de inercia, dando lugar al sistema
de ecuaciones

. 1 1

L — — —) Ly Ly =

1+([2 [3) o L3 =11,

. 1 1

LQ + ([— - [—) LS Ll = T2, (211)
3 1

. 1 1

L — — —) Ly Ly =n3.

3+([l [-2) 1Le =13

2.2. El cuerpo rigido libre de torcas

De ahora en adelante nos va a interesar s6lamente el caso en el que la
torca 1 relativa al punto fijo del cuerpo rigido es nula. Cuando esto sucede,
la torca en el sistema inercial también tiene que ser nula, y de acuerdo con
(2.2) y (2.4) se tiene que satisfacer la ecuacién

> (Ra;) xF; =Rn =0. (2.12)
i

Esta condicién se cumple siempre que todas las fuerzas F; sean cero o porque
todas las fuerzas F; sean proporcionales a la masa m;. Las fuerzas F; pueden
suponerse nulas cuando el cuerpo rigido se encuentre en una region del es-
pacio muy alejada de otras masas. Las fuerzas F; en un campo gravitacional
constante son proporcionales a la masa m;, F; = m; g, y la ecuacién (2.12)
se cumple cuando el punto fijo es el centro de masa, ya que entonces la suma
> m; a; es el origen de coordenadas.

Debido a que en este trabajo nos interesa el caso general en el que el punto
fijo no necesariamente es el centro de masa, tendremos que suponer que el
cuerpo rigido esta siempre ubicado en una region del espacio muy alejada de
otras masas, de este modo garantizamos que la torca en el sistema inercial
cumpla con el requisito de ser siempre nula. Dicho de otro modo, cuando
tengamos un cuerpo rigido sobre el que no acttie nigin potencial (V' = 0), se
tratara siempre de un cuerpo rigido libre de torcas.
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En estas circunstancias, la ecuacién (2.4) proporciona de inmediato la
conservacion del vector de momento angular J del sistema inercial, esto es,

J = constante de movimientol, (2.13)

y la ecuacién de Euler (2.10) se convierte en

L+(I'L)xL=0, (2.14)

que es ahora, la ecuacion de movimiento para el vector de momento angular
L del sistema anclado. Esta ecuacion se separa ahora en las tres ecuaciones

. 1 1
fn=(=— =)L, L
1 (I3 12) 2 L3,
. 1 1
Ly=(———)L3L 2.15
o= (- )L (2.15)
. 1 1
Ly =(—— —) Ly L».
3 (I2 Il) 1 L2

Al hacer el producto escalar de (2.14) con el vector de momento angular
L, se encuentra que este vector es de magnitud constante,

L” L = constante, (2.16)

lo cual era de esperarse, ya que el vector J que es constante de movimiento,
es la rotacion del vector L, es decir

J=RL. (2.17)

Si ahora denotamos por ¢ a la magnitud de los vectores L y J, se en-
cuentra que las componentes del vector de momento angular L del sistema
anclado, deben satisfacer la ecuacién de una esfera de radio ¢ en el espacio
de momentos angulares, esto es,

L'L =2 (2.18)

Por otro lado, al hacer el producto escalar de la ecuacién (2.14) con el
vector de velocidad angular

w=I"L", (2.19)
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Figura 2.1: Interseccién sobre la esfera de momento angular de varios elipsoides de

energia constante.

se encuentra que la energia cinética de rotacion es también una constante de
movimiento

1
K. = ELTI_1 L = constante de movimiento2, (2.20)

la cual al ser denotada por la letra E, se encuentra que las componentes del
vector de momento angular L del sistema anclado deben también satisfacer
la ecuacién del elipsoide

L'T'L=2F. (2.21)

Se concluye entonces que el vector de momento angular L, debe satisfacer
simultdneamente la ecuacién de la esfera (2.18) y la ecuacién del elipsoide
(2.21), lo cual geométricamente significa que el vector de momento angular
se mueve en la interseccién de estas dos superficies.

Las curvas de interseccién seran en general alabeadas, excepto cuando el
elipsoide de energia fuese de revolucién por tener dos momentos principales
de inercia iguales.
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La figura (2.1) muestra en perspectiva una esfera en el espacio de mo-
mentos angulares, sobre la cual se dibujaron las intersecciones con elipsoides
de diferentes energias constantes.

Debido a la forma (1.46) en la que se ordenaron los momentos principales
de inercia,

[1 §I2 §[37

el semieje mayor del elipsoide va en la direccion del eje 3 y el semieje menor
en la direccién del eje 1.

La interseccién de la esfera (2.18) y el elipsoide (2.21) se verifica formal-
mente, al demostrar que la energia dividida por el cuadrado del vector de
momento angular, estd acotada por los inversos de los momentos principales
de inercia 1 y 3

(2.22)

donde es evidente, que el radio de la esfera debera ser mayor o igual que el
semieje menor, y menor o igual que el semieje mayor. Cuando se cumplen
las desigualdades, inevitablemente tiene que haber una interseccién entre la
esfera y el elipsoide, pero cuando la energia toma los valores extremos

J2
E=" 2.23
o (2:23)
y
J2
E=— 2.24
5T (2:24)

la esfera y el elipsoide se tocan tangencialmente en la direccion de dos ejes
principales de inercia, y entonces el vector L es una constante de movimiento.

Por otro lado, debido a que el vector J es una constante de movimiento,
tenemos libertad de elegir su direccién en el sistema inercial como mejor
convenga. En la literatura es comun asociar al vector J con la direccion
constante del eje tres, mientras que a L se le dan como coordenadas esféricas
los angulos de Euler 6 y . Sin embargo la simetria del problema no sugiere
en absoluto la introduccién de coordenadas esféricas para L, excepto cuando
el elipsoide (2.21) sea de revolucién. Sélo en tal circunstancia convendria
usar los angulos de Euler. En general no son los angulos de Euler las coor-
denadas apropiadas, y en su lugar tenemos las coordenadas esferoconales,

28



que incluyen como curvas coordenadas sobre la esfera a la interseccién con
elipsoides o conos elipticos.

2.3. Coordenadas esferoconales

Las coordenadas esferoconales [ver apéndice C] denotadas por las
letras r, ¢1, v ¢, se expresan con ayuda de las funciones elipticas de Jacobi,
y se introducen por medio de la transformacién [7]

x dn (¢1, k1) sn (@2, K2)
y | =r| cn(ér,k1)en (P2, k2) |, (2.25)
z s (@1, K1) dn (¢, K2)

donde ki y ko son parametros asociados con el periodo de las funciones
elipticas sn, cn, y dn.

Un mejor manejo de este sistema de coordenadas, se logra al expresar los
tres momentos principales de inercia Iy, Iy, I3, en términos de dos nuevos
pardmetros Q y P, en la forma

1
7= Q + Pe; (1 =1,2,3), (2.26)

J
donde Q y P estan definidos por las ecuaciones

1.1 1 1
= (=4 —+— 2.27
y
401 1 1 1 1 1

P2

= (st t o m— ——— — 2.28
9(112+I§+I§ h oL LL) (2.28)

de tal modo que los pardmetros e, €5, y e3 no sean independientes entre si,
sino que estén relacionados por las restricciones:

e1 +eg + €3 — 0 (229)
y
2 2 2 3
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lo cual permite que los tres parametros eq, e, v e3, se puedan escribir en
funcién de un solo parametro independiente o:

€1 = coso,

es = cos(o— ?) (0<o< ), (2.31)

ol

es = cos(o+ ?)

donde el parametro o resulta ser una medida del grado de asimetria del
cuerpo. El cuerpo serd simétrico prolato para o = 0 y simétrico oblato cuando
o = 7/3. El cuerpo més asimétrico se tendra en o = /6.

El hecho de que el vector de momento angular L sea de magnitud cons-
tante, sugiere hacer r = 1, sin que esto implique perdida de generalidad.
Debido a esto, de ahora en adelante se considera sélamente el vector unitario

dn (¢ ¢1, k1) sn (¢ o, ko)
u=| cn(coy,k1)en(coa, k) |, (2.32)
sn (¢ g1, k1) dn (¢ g, ko)

en donde ademés se introdujo la constante adimensional

c=+e — es, (2.33)

para hacer compatible este modelo con el del caso cuantico.

2.4. El hamiltoniano en coordenadas esfero-
conales

Una vez establecido el sistema de coordenadas que vamos a utilizar, lo
que sigue es usar la formulacién de Hamilton-Jacobi [8] para tratar de resolver
el problema. El primer paso en este procedimiento consiste en construir la
funcion lagrangiana L. de nuestro sistema, la cual como se sabe, depende
de las coordenadas generalizadas g;, las velocidades generalizadas ¢;, y en
algunos casos del tiempo ¢,
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Las coordenadas generalizadas pueden ser cualquier conjunto de paramet-
ros independientes que sirvan para describir el sistema de interés. En nuestro
caso las coordenadas generalizadas son las coordenadas esferoconales ¢, y
2.

Recordemos ahora, que la funcién lagrangiana se construye como la dife-
rencia entre la energia cinética K. y la energia potencial V'

L=K,—V, (2.35)

sin embargo, también recordemos que para el cuerpo rigido libre de torcas el
potencial V' es nulo (V' = 0), y en consecuencia la funcién L serd igual a la
energia cinética de rotacion, es decir,

1
L=K, = §wTI w. (2.36)

La matriz de inercia I que aparece en (2.36), no depende ni de las co-
ordenadas, ni de las velocidades generalizadas, toda la dependencia de £
estd contenida en el vector de velocidad angular w. Para hacer explicita es-
ta dependencia, conviene utilizar la ecuacién (1.31) que define al vector de
velocidad angular del sistema anclado, en términos de los vectores u, v y el
parametro adicional ~y

1
14+ ulv
donde u estd definido por (2.32) y v es un vector indefinido hasta el momento.

Con el uso de esta parametrizacion, debemos considear al parametro v co-
mo una tercera coordenada generalizada, la cual es ciclica, y en consecuencia
su momento canénico conjugado debera ser una constante de movimiento.

La formulaciéon de Hamilton-Jacobi requiere del conocimiento previo del
hamiltoniano H del sistema, para construirlo, recordemos que si el poten-
cial es independiente de las velocidades y las ecuaciones de transformacion
que definen las coordenadas generalizadas son independientes del tiempo,
entonces el hamiltoniano sera igual a la energia total del sistema. Ambas
condiciones se cumplen para el cuerpo rigido libre de torcas, ya que V =0y
la transformacion (2.25) es indepentiente del tiempo, por lo tanto,

w [ X (u+ v)]+Au,

1
H=K, = §LTI‘1 L. (2.37)
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El hamiltoniano es en general una funcién de las coordenadas generaliza-
das ¢;, los momentos candnicos p; = 9L/0q;, y del tiempo ¢

H = H(g.p;.1). (2.39)

En nuestro caso el hamiltoniano es la constante de movimiento (2.37), donde
la matriz I no depende de ninguna de las variables antes mencionadas, toda
la dependencia de H esta contenida en el vector de momento angular L.

Por definicién, los momentos conjugados a las coordenadas ¢, ¢o, y v, se
expresan como

O ¢1
P2 = %:LTQ—“’, (2.39)
(eJoR) b2
oL
- 1T
p’Y a/y Y

donde el momento p., tendra que ser una constante de movimiento.
Para desarrollar las derivadas que aparacen en las ecuaciones (2.39), re-
sulta 1til definir la siguiente base de vectores

~ Od(utv)
T T og

~ O0(u+tv)
e =5 (2.40)
e3 = (utv),

la cual no es una base ortogonal, aunque los vectores e; y e, si son ortogonales
cuando se cumple la condicion

K]+ k3 =1 (2.41)

Este hecho y la condicién (2.29) nos permite escribir a los pardmetros x; y

ko en la forma
Ry = 222 (2.42)
€1 — €3
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Ky = (| 22 (2.43)
€1 — €3

Es evidente que la base (2.40) depende de la eleccion del vector v; esta
eleccion es arbitraria, pero una vez que se realiza, la base queda completa-
mente definida.

Independientemente de cudl sea la eleccion del vector v, con ayuda de la
base (2.40) podemos llegar a las expresiones

mo= o lenx (w V),
_— ﬁLT[eg < (u + )], (2.44)
p, = L'y,
donde se usé que
U=e; ¢+ ey (2.45)

Para encontrar la dependencia explicita del vector de momento angular L
en las coordenadas esferoconales ¢1, ¢, y en los momentos canénicos py, po,
Y P+, €l primer paso consiste en escribir al vector L como una combinacién
lineal de los vectores (2.40), esto es

L= Alel + Ageg + A3e3. (246)

Los coeficientes Ay, As, v As, se encuentran con ayuda de la base dual de
(2.40), esta base estd formada por los vectores

ol &2 X (u +v)
 F(1+ulv)’
5 —[e1 x (u 4+ v)]
= 2.47
& = — %
1 4ulv’

donde
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F=(e;—e3)—(eg —eg)sn?(cor, m1) — (er — ea)sn’(chy, ko),  (2.48)

considerando a los vectores e; y e, ortogonales.
Para calcular esta funcién se usaron las siguientes propiedades de las fun-
ciones elipticas

sn?(¢, k) +cen?(é, k) =1, (2.49)
ksn?(¢, k) +dn?(¢, k) = 1, (2.50)
dn?(¢, k) — K*en?(¢, k) = 1 — K2 (2.51)

Al comparar las ecuaciones (2.44) y (2.47) se encuentran expresiones mas
sencillas para los momentos pi, pa2, ¥y Dy

= - FLT927
p2 = FL"e', (2.52)
py = (1+ u’v)L'e’,

los cuales, junto con la propiedad el et = §¥, permiten finalmente encontrar
la expresion que se requiere para el vector L, esto es
2 1
L=[Fer=Fel+

Debido a que aun no se ha establecido cual es la forma explicita del
vector v, la tercera componente de L se encuentra indefinida, esto nos obliga
a hacer una eleccion particular, la cual, como se menciond anteriormente es
arbitraria y obviamente elegiremos aquel vector que nos permita una mayor
simplificacién del problema.

Usando el hecho de que el vector J es una constante de movimiento,
podemos asociarlo con la direccion del eje uno, y no con la del eje tres que
comunmente se maneja en la literatura; al hacer esto conviene elegir al vector
Vv como

(u + v). (2.53)
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v=| 0], (2.54)

ya que entonces

p,=L"u=J"v=0. (2.55)

Con este resultado la expresién del vector de momento angular (2.53) se
simplifica enormemente, quedando sélo

1
L= F[eﬂb - e2p1]. (2'56>

Antes de sustituir este vector en el hamiltoniano (2.37), conviene usar las
ecuaciones (2.26) para expresarlo en la forma

Q P

H = §L2 + §LT£ L, (2.57)
donde £ es la matriz diagonal
€1 0 0
0 e 0 |. (2.58)
0 0 €3

Usando ahora (2.56) es facil demostrar que

1
L* = =i +13), (2.59)
y
1
L'¢L = ﬁ( e1 & ep; + e, € eapi). (2.60)

Esta ultima expresion se puede escribir de una manera mas conveniente al
usar la forma explicita de los vectores e; y e, esto es,

—k2sn (c ¢1, k1)en (¢ @y, ky)sn (¢ da, Ka)
e =c| —sn(cor,k1)dn(ceor,ki)en (¢, ko) : (2.61)
—cn (c¢r, k1)dn (¢ ¢y, k1)dn (¢ g, Ko)
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dn (¢ ¢1, £1)en (¢ o, ko)dn (¢ P, Ko)
e =c —cn (¢ ¢y, K1)sn (€ ¢g, ka)dn (¢ ¢g, Ko) , (2.62)
—k3sn (¢ ¢1, K1) (¢ g, Ko )en (¢ da, Ka)

logrando con esto desarrollar los productos el € e; y el € ey, en la forma

el€ e = [es+ (ea — e3)sn?(c oy, k)| F, (2.63)

el€ ey =[e; — (ep — ez)sn?(c oo, ko) F, (2.64)

0 bien definir las funciones

pl(gbl) = €3 —+ (62 — 63) SHQ(C ¢17 Kl), (265)
y
©2(d2) = €1 — (e1 — e2) sn?(c py, Ka), (2.66)
para obtener
e1é e = pi(¢1)F, (2.67)
y
egf ey = (o) F, (2.68)

donde g1(¢1) y p2(¢2) son funciones relacionadas con las funciones elipticas
de Weierstrass.
Al sustituir (2.67) y (2.68) en la expresion (2.60), se encuentra que

L'E L= [oa(é2)} + 01 (61)p]) (2.69)

y al sustituir (2.59) y (2.69) en (2.57), se obtiene finalmente la expresién para
el hamiltoniano en términos de las coordenadas esferoconales ¢q, @9, v los
momentos candnicos py, pa.

Q

= ﬁ[ﬁ +p3] + i[m(@)p? + p1(¢1)p5] (2.70)

2F

H
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2.5. Ecuacion de Hamilton-Jacobi en coorde-
nadas esferoconales

Debido a que el hamiltoniano (2.70) es independiente del tiempo,
podemos construir la ecuacion de Hamilton-Jacobi para la funcién carac-
teristica

W =W (¢1, o, 1, 2), (2.71)

donde ay y as son los nuevos momentos candnicos constantes que requiere
la teoria.
La ecuacién de Hamilton-Jacobi serd entonces de la forma

ow ow

<¢17¢27 8¢1 8¢2) — ] = 07 (272)
es decir
Q oW, oW P oW OW .o
oF (g, +(3¢2) I+ 5 g lp2(e2)( ¢) +p1(¢1)(a¢2)] ar,  (2.73)

la cual, con una sencilla manipulacién se puede separar en las dos ecuaciones
ordinarias

(G + 75— C(Por(n) + @) =0 (2.74)
(ol = T+ CPoalen) + @) =0 (2.75)

donde C' es la constante de separacién.

Desde aqui podemos considerar que el problema esta resuelto, ya que en
principio podemos conocer las funciones Wy y Ws, con las que se construye
la funcién (2.71) en la forma

W (1, ga, a1, ) = Wi(¢1, 1) + Wa(dg, ), (2.76)

para posteriormente usar las ecuaciones de transformacion canodnica y ter-
minar con la solucién explicita del problema. Sin embargo esta solucién no
es en realidad necesaria, lo que realmente interesa es mostrar que un pro-
cedimiento analogo a éste, donde se use el mismo sistema de coordenadas,
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nos conduce también a una solucién en variables separables del problema
cuantico, aunque ya no en forma de sumas sino de productos de funciones.
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Capitulo 3

El cuerpo rigido cuantico

En la formulacion de Schrodinger de la mecanica cuéntica, se postula
que el estado de un sistema en algin instante de tiempo, puede ser repre-
sentado por una funciéon de onda o funciéon de estado W, la cual para ser
fisicamente aceptable debe cumplir con los requisitos de ser una funcién aco-
tada, continua, y univaluada. Toda la informacién fisica relativa al estado
del sistema esta contenida en esa funcién de onda, cuya evolucién temporal
estd determinada por la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo

N 0
HY = ihs ¥, (3.1)

donde N es la constante de Planck dividida entre 27, y H es el operador
hamiltoniano deﬁnidp como la suma de los operadores de energia cinética K,
y energia potencial V'
H=K,+V. (3.2)
Cuando el operador hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo,
la solucién de la ecuacién de Schrodinger (3.1) se separa en el producto
U= (r)T'(t), (3.3)
donde T'(t) es de la forma

T(t)=A e:pp(—%), (3.4)

y U(r) es solucién de la ecuacién de eigenvalores
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HU(r) = EV(r), (3.5)

conocida como ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo.

Resolver esta ecuacion significa encontrar tanto los eigenvalores { £, } que
representan las energias permitidas del sistema, como sus correspondientes
eigenfunciones {V,(r)} que representan los estados del sistema. Para cada
una de estas soluciones, existe una solucién de la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo de la forma

1Bt
h )
lo que quiere decir que cuando el operador hamiltoniano de algtin sistema no
depende explicitamente del tiempo, el problema de encontrar las funciones
de onda W, (r,t), se reduce a resolver la ecuacion de eigenvalores (3.5).

U, (r,t) = AV, (r) exp(— (3.6)

3.1. El operador de energia cinética K. y los
operadores de momento angular L y J

Recordemos ahora que para construir el modelo cuantico de la molécu-
la rigida, pretendemos seguir un camino similar al que se usé para desarrollar
el modelo clasico del cuerpo rigido libre de torcas. La primera idea importante
que se tiene que tomar en cuenta en esta analogia, es la de considerar nulo

al operador de energia potencial (V' = 0); esto quiere decir que el operador
hamiltoniano sera igual al operador de energia cinética de rotacion K.

H=K,. (3.7)

Este operador es basicamente un operador laplaciano, el cual tendra que
ser construido en términos de algin conjunto conocido de parametros rota-
cionales, como los estudiados en el capitulo uno. Para lograrlo, sera necesario
recurrir al uso de conceptos y notaciones de la geometria de Riemann, y por
supuesto también al uso del modelo clasico del cuerpo rigido libre de torcas.

Lo que se hace es construir una expresion general para la energia cinética
clasica en términos de las velocidades generalizadas ¢/, para después com-
pararla con alguna de las expresiones de la energia cinética ya conocidas, y
encontrar con ello una métrica en el espacio de Riemann que nos sirva para
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construir el operador laplaciano en términos de algiin conjunto conocido de
parametros rotacionales.

Concretamente, si consideramos las coordenadas {¢’} como contravarian-
tes y a sus momentos conjugados {p;} como coordenadas covariantes, la
energia cinética se expresa de manera general como una forma cuadratica de
los momentos p;, esto es,

1 .
K, = 597’“ (@)p;pr, (3.8)

donde se usa la convencion de suma de Einstein para indices repetidos.

Cuando el hamiltoniano es igual a la energia cinética del sistema, las
ecuaciones de Hamilton nos permiten obtener las velocidades generalizadas
¢ en términos de los momentos {p,}

oK.
8pj
esta relacién lineal entre las velocidades y los momentos se puede invertir si

multiplicamos ambos lados de (3.9) por g;x (el inverso del tensor g#*), con lo
que se obtiene

¢ = 9" (), (3.9)

Pe = 9ir(0)d;- (3.10)
Al combinar esta ecuacién con (3.8), se obtiene finalmente la energia K. como
una funcién de las velocidades generalizadas ¢’

1
K.= §gjk(61)q]qk. (3.11)

Es ahora conveniente considerar al espacio de configuracién como un es-
pacio de Riemann con métrica

ds® = g;i(q)dq’ dq", (3.12)
con lo que el operador de energia cinética K. se expresa en la forma
. h2
K. = —?A, (3.13)
donde A es el operador laplaciano sobre el espacio de Riemann definido como
1 0 .o
A= —— k), 3.14
T VI 50 (314
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La cantidad g que aparece en la iltima expresion es el determinante de la
matriz de componentes g;y.

Si ahora comparamos la ecuacién (3.11) con la expresion (1.44) de la
energia cinética clasica de rotacion

BT B¢

5 )
es facil darse cuenta que el tensor métrico g, asociado con los pardmetros
¢, esta dado por la expresion

K. =

gix = (B'I B) . (3.15)

Usando este resultado en la férmula (3.14), se tiene que

_ x O
\/—a@{\/—[ BT /(B) " c‘)_g’ﬂ}’ (3.16)
donde el determinante g es de la forma

64

Al desarrollar los célculos que aparecen en (3.16) se encuentra la forma
explicita del operador laplaciano en términos de los pardmetros ¢, esto es,

1 0 ipi1pary -1 O
%] I[(B) %], (3.18)

y al sustituir este resultado en (3.13) se encuentra finalmente el operador de
energia cinética rotacional en términos de esos mismos parametros

A=[(B")

. B2 . 0

Ke=——[(B" T®BH =] 3.19
0=~ 1B ST (BT ] (319)
Es importante darse cuenta que si definimos el operador L como
L= —ih(BT)™! 19 (3.20)
8C '

el operador de energia cinética (3.19) se puede expresar en la misma forma
que la funcién de energia cinética cldsica (2.37), es decir
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N 14 ~
K, = 5LTrlL. (3.21)

Recordemos que L es el vector de momento angular en el sistema anclado;
por lo tanto, al comparar (3.21) con (2.37) podemos considerar al operador
L como el operador de momento angular en el sistema anclado.

Esta analogia se verifica facilmente cuando se calculan los momentos con-
jugados a las coordenadas ¢, esto es

p = (B'I B)¢, (3.22)

los cuales al combinarse con (1.34) y (1.43) se expresan como

p =B'L, (3.23)

y el vector de momento angular L se puede escribir en la forma

L= (B")"'p. (3.24)
Similarmente, se puede definir el operador
0

p = —ih— 3.25

y escribir el operador (3.20) en la misma forma que el vector de momento
angular cldsico (3.24), esto es,

L = (B") 'p, (3.26)

lo cual es consistente con la analogia antes mencionada.
El operador de momento angular del sistema inercial se denota por J, y
se encuentra al rotar el operador de momento angular (3.20)

s o a1 9 o 0
J=R] m(B)laC]_ ihB 18C’ (3.27)

este operador se expresa en una forma mas adecuada usando la definicion
(3.25)

J=B'p, (3.28)
y de este modo, la analogia con el vector de momento angular clasico se

encuentra facilmente al de rotar el vector (3.24), esto es,
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J=RB" 'p=B'p. (3.29)

Con estos resultados la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo,
adquiere la forma

14 ~
§LTI‘1L\IJ ~ B, (3.30)

y en principio, el siguiente paso seria resolverla para encontrar las funciones
de onda W y sus correspondientes eigenvalores F,,, que van a caracterizar los
niveles de energia de rotacién de la molécula.

Sin embargo, la obtencion de estos resultados no es tan directa; antes de
intentar resolver la ecuacién (3.30), se tienen que tomar en cuenta algunos
aspectos de la teoria cuantica, que por su importancia, seran discutidos en
la siguiente seccion. Por lo pronto nos adelantamos a mencionar que sera de
gran utilidad conocer las expresiones de los operadores L y J, en términos
de los angulos de Euler.

Estas expresiones se encuentran al usar la transformacién de coordenadas

(1.24)

sen (2

5) cos(
¢ =2 sen(%)sen(

cos( 2)sen (

¢—

e

)
2 ) |
)

2

-
<

0
2

‘®~

con la que después de algunos célculos, se obtienen finalmente las compo-
nentes de los vecores L y J, en la forma

L, = —z'h(cosw2 ZZI;?%—cotesenw w) (3.31)
L, = —ih(— sen@bae ZZiz% — cot f cos ¢) (3.32)
N 0

L. = —iflz) (3.33)
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. sen¢ 0

Jp = —ih(cos qﬁae + T cot fsen ¢ ¢) (3.34)
J, = —ih(sen qb% — SZE?% + cot 0 cos ¢ ¢) (3.35)
A 9,

Jo = =iblg). (3.36)

3.2. Los estados del sistema. Eigenfunciones

A

N
comunes de H, J y J,

De la seccion anterior sabemos que las funciones de onda que rep-
resentan los estados de la molécula rigida, tendran que ser solucién de la
ecuacion de Schrodinger (3.30)

Li iy - B,
2
Sin embargo, esta condicion es necesaria pero no suficiente para determinar
completamente los estados del sistema; de hecho, lo ideal seria encontrar un
conjunto completo de funciones de onda que nos sirva para construir cualquier
estado, como combinacién lineal de los elementos de ese conjunto.

En general, se sabe que cuando tres operadores, digamos A, B, y C,
conmutan entre si

(A, B] = (3.37)
[A,C] = (3.38)
[B,C] =0, (3.39)

y ningun otro operador conmuta simultaneamente con ellos, entonces es posi-
ble encontrar un conjunto completo de funciones de onda { W} que satisfa-
gan simultdneamente las ecuaciones de eigenvalores

AU = a¥ype, (3.40)
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BU . = bWy, (3.41)

C'\IfEab = C‘I/abca (342)

donde a, b, y ¢ son valores bien definidos de las variables dinamicas rep-
resentadas por los operadores A, B y C: de este modo, cada estado Wy,
estd completamente determinado, y ademas de manera tinica por la terna de
eigenvalores a, b, c.

Cuando uno de los operadores, por ejemlo fl, es igual al operador hamil-
toniano H, generalmente existen otros conjuntos de operadores de la forma
{ﬁ,ﬁ,ﬁ’}, {]:I, G, M}, etc., distintos del conjunto {ﬁ,é,é}, que también
satisfacen las reglas de conmutacion antes mencionadas, e igualmente sirven
para construir un conjunto completo de funciones de onda para el sistema
que se esté tratando; sin embargo, sélamente uno de esos conjuntos puede ser
utilizado, y una vez que se elije, también se elijen los eigenvalores que van a
caracterizar los estados del sistema.

En el caso particular de la molécula rigida, nos interesa conocer las eigen-

. A~ ~A 2 A~

funciones comunes de los operadores H, L , y J,, para lo cual, tenemos que
conocer primero las ecuaciones de eigenvalores de esos tres operadores. Una
de esas ecuaciones es obviamente la ecuacion (3.30), las dos restantes se en-
cuentran al demostrar que

L2 a2

L =J, (3.43)
ya que de este modo es posible usar la teoria estandar del momento angular,

en la que aparecen las ecuaciones

L0 = 1230+ 1)0, (3.44)

J.U = hm¥, (3.45)

donde [ y m son nimeros enteros sujetos a la condicion de que —I < m < [.

Nuestro objetivo es entonces encontrar las soluciones comunes de las ecua-
ciones (3.30), (3.44), y (3.45), esto es,

1 . .
5(LTI—lL)\If — BV,
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L°W = R3(1 + 1)V,
J.U = hmV.

Es interesante senalar que asi como en el caso clasico, el estado de un
sistema puramente rotacional estd determinado por tres parametros inde-
pendientes, en el caso cuantico cualquier funcién de estado para la molécula
rigida va a estar determinada por los tres niimeros cuénticos E, [, y m.

Una simplificaciéon importante del sistema de ecuaciones anterior se ob-
tiene al considerar el uso de los operadores de escalera

Jp iy, (3.46)

los cuales al actuar sobre una solucién comun de las ecuaciones (3.30), (3.44),
y (3.45), dan como resultado una solucién a las mismas ecuaciones con el
mismo valor de E y [, pero con el entero m aumentado o reducido en una
unidad. Esta propiedad nos permite considerar sélamente las soluciones con
m = 0 sin que esto implique perdida de generalidad, ya que las funciones
restantes pueden ser construidas por la aplicacion sucesiva de los operadores
(3.46).

El efecto de la condicién m = 0 sobre las funciones de onda, se obtiene
al considerar la forma explicita (3.36) del operador J, en la ecuacién (3.45),
encontrandose con ello que las funciones de onda ¥ deberan ser independi-
entes del angulo ¢, y las derivadas respecto a esa variable tendran que ser
eliminadas de todos los lugares en donde aparezcan. Esto simplifica en gran
medida las componentes (3.31)-(3.33) del operador de momento angular L,
quedando ahora en la forma

5 : 0 0

L, = —ih(cos ¢% — cot fsen QZJ%), (3.47)

L, = —ih(—sen ¢2 — cot 6 cos ¢i) (3.48)
v 06 o’ '

A 0

Estas componentes son muy semejantes a las componentes del operador de
momento angular en coordenadas esféricas del atomo de hidrégeno, excepto
por el signo y la transformacién ) = 7/2 — ¢, sin embargo, esta diferencia
resulta irrelevante cuando lo que interesa es el cuadrado del operador L.
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Con estos resultados el problema se vuelve mas sencillo, ya que ademas
de haber eliminado una de las variables del problema, ahora sélamente se
tienen que resolver dos ecuaciones simultaneas, la (3.30) y la (3.44).

Conviene detenerse en este punto para revisar algunas analogias con el
modelo clasico. La primera de ellas se da entre el par de ecuaciones (2.18)
y (2.21), con las (3.30) y (3.44). Se trata de dos pares de ecuaciones muy
semejantes, sélo que en un caso deben ser satisfechas por el vector L, y en el
otro por las funciones de onda W.

La segunda analogia se da entre la ecuacién (3.43), y el hecho de que los
vectores L y J del modelo clasico, tienen la misma magnitud.

Una tercera analogia esta en el efecto que causan las condiciones clasica
(py = 0), y la cuantica (m = 0). En el primer caso se elimina una de las
tres componentes del vector de momento angular (2.53), mientras que en el
otro se elimina una de las tres ecuaciones simultdneas que determinan las
funciones de onda del sistema.

Para continuar con un procedimiento andlogo al que condujo a la solucion
en variables separables del modelo clasico, hacen falta basicamente dos cosas:
introducir los parametros ey, es, €3, y expresar las componentes del operador
de momento angular L en términos de coordenadas esferoconales.

Al igual que en el caso clasico, los parametros ey, es, y es se introducen
considerando el sistema de ejes principales de inercia, con lo cual la ecuacién
(3.30) se convierte en
W
5(1—1 [—2 + I—S)\If = FEV. (3.50)

Una vez hecho esto podemos volver a utilizar las ecuaciones (2.26)

1
—:Q—I—Pej (j:1,2,3),
I;

para escribir la ecuacién (3.50) en la forma

2F — QI(1 + 1)R?
P
Es importante mencionar que el parametro o definido en (2.31) sigue
siendo una medida del grado de asimetria del cuerpo rigido, la tinica diferencia
es que ahora se trata de un cuerpo rigido microscopico.
Podemos ahora definir la energia reducida E* y construir la cantidad

(e1L2 + eyL2 + esL2)W = ( ). (3.51)
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_2B-QI(+ 1)

2E* 3.52
P ’ ( )

la cual se usa para escribir la ecuacién (3.51) en la forma
(erL? + ey L2 + e3[2)T = 2E* . (3.53)

Es claro que ya no se trata de una ecuaciéon de eigenvalores de energia, debido
a que la cantidad 2F* tiene las mismas dimensiones que /2, sin embargo, las
eigenfunciones que satisfacen ésta ecuacion si son las mismas que satisfacen la
ecuacién (3.50), y los eigenvalores de energia se pueden encontrar por medio
de la transformacién

2F 2F*
———=Q+ P 3.54
A2+ 1) @ R+ 1) (3:54)
La ecuacién (3.53) también se puede escribir en la forma
L ¢ LU = 2BV, (3.55)

donde al igual que en el modelo clasico, el simbolo & representa la matriz
diagonal

€1 0 0
0 e 0 |. (3.56)
0 0 €3

Finalmente podemos concluir que el sistema de ecuaciones que hay que
resolver, estd formado por las ecuaciones (3.44) y (3.55), esto es

LW = R3(1 + 1)V,

L' ¢ LU =2E°0,

-2 - T - 7 .
donde los operadores L v L & L tendran que ser previamente expresados
en coordenadas esferoconales.
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Capitulo 4

A9 ~T A
Los operadores L y L £ L en

coordenadas esferoconales

El primer paso de este capitulo es encontrar una transformacion que
nos permita pasar de los angulos de Euler 6 y 1, a las coordenadas esfe-
roconales @1 y ¢o. Posteriormente con ayuda de alguna base adecuada de
vectores, expresaremos al operador L en términos de las coordenadas esfero-
conales, y finalmente haremos las operaciones necesarias para construir los

~9 ~T ~
operadores L y L & L.

4.1. La transformaciéon de coordenadas

En la seccion dos del capitulo uno, se mencioné que la direccién del
sistema anclado que se rota en el vector constante (1.21) del sistema inercial

es de la forma

sen fsen ¢
sen  cos 1
cos f
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Por otro lado, en la seccién tres del capitulo dos podemos encontrar que
cualquier vector unitario u del sistema anclado, se expresa en términos de
las coordenadas esferoconales ¢1 y ¢2, en la forma (2.32)

dn(c¢q, k1)sn(c ¢g, K2)
u=| cn(coy,ki)en(cpq, ko)
sn(c ¢y, k1)dn(c ga, ko)

Con estos resultados podemos concluir, que siempre que el vector u se rote
en el vector constante (1.21), se cumple la igualdad

sen fsen ¢ dn (¢ ¢1, K1)sn (¢ g2, Ko)
u= | senfcosy | = | cn(coy,k1)en(chs, ko) | .- (4.1)
cos 6 sn (¢ ¢1, ky1)dn (¢ ¢g, K2)

la cual define la transformacion que nos interesa.

Obsérvese que al igual que en el modelo clasico, el vector u se rota en el
vector constante (1.21), aunque es importante senalar que en el caso anteri-
or tenfamos libertad para elegir esta direccion, mientras ahora, el vector u
necesariamente se tiene que rotar en el vector constante (1.21) para que la
transformacion (4.1) sea posible.

4.2. El operador L en coordenadas esferoconales

Asi como en el modelo cldsico nos apoyamos en la base (2.40) para
expresar al vector de momento angular L en coordenadas esferoconales, en
el caso cudntico hacemos uso de una base similar para escribir al operador L
en el mismo sistema de coordenadas. Esta base se define como

o, =
1 - a(bl?
ou
= — 4.2
e = U,

donde a diferencia de (2.40), ésta si es una base ortogonal cuando se cumple
la condicién (2.41).
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Por ser L un operador de momento angular orbital, esté definido como

L = —ihr x %, (4.3)

donde para este caso particular

r =ru, (4.4)

y la expresion

-, 4.5

o (4.5)
representa al operador gradiente en coordenadas esferoconales. La forma ex-
plicita de este operador, se encuentra con ayuda de la base dual de (4.2), y

con la féormula general

0 , 0
— =e'—, 4.6
or oy (4.6)
donde y' representa a un sistema de coordenadas arbitrario.
El resultado que se obtiene es la expresion
0 0 1 0 1 0
u—+e——+ (4.7)

o~ Vor TN Fog | rFogy
donde F' es la misma funcién que aparece en (2.48).
Al sustituir (4.4) y (4.7) en (4.3), y desarrollar las operaciones que ahi se

indican, se encuentra finalmente la expresién del operador de momento an-
gular L en coordenadas esferoconales

.1 0 0

L= ZhF(el&bg ega(bl),
este operador es idéntico a la expresion del vector de momento angular L
(2.56) en coordenadas esferoconales. Los vectores e; y ey son los mismos
que aparecen en ambas expresiones, la diferencia estd en la constante ih y
en el hecho de que los momentos p; y ps son sustituidos por los operadores
diferenciales (0/0¢1) y (0/0¢2) respectivamente, esto es,

0
0’

(4.8)

P — (4.9)
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0

— % (4.10)

b2

)
Estamos ahora preparados para calcular los operadores L™ y L7¢ L en
coordenadas esferoconales.

2
4.3. El operador L en coordenadas esfero-
conales
La aplicacion del operador i sobre alguna funcion de ¢ y ¢9, es

equivalente a aplicar dos veces el operador L sobre esa misma funcion, esto
es,

=1L, (4.11)
y de acuerdo con (4.8) tendremos que
) 1 0 0 .. 1 0 0
L =-h—=(efl— —el —)[=(e;— — e3— 4.12
F(el a¢2 628¢1)[F(e18¢2 628¢1)]7 ( )
o bien, al desarrollar las derivadas que aqui se indican
122_ h2[( 82 + 82)
a F0¢t - 063
F"0g, ' F 061 06
1 8e2 1 Gel 0
+ (——=ey.——+ —=es.—)—|. 4.13
N T R (419)

Es posible demostrar que los coeficientes que multiplican a las primeras
derivadas (0/0¢1) y (0/0¢2) son cero, es decir

1 6e1 1 882 o
—Fel.% + Fel'% — 07 (414>

1 6e2 1 8e1

—FGQ.% + FGQ'% = 07 (415>
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con lo que finalmente se llega a que
) n* . 02 o?
L =——(z5+33
F 067 0¢;
y nuevamente hemos encontrado una expresion muy similar a la del escalar
clasico L? en coordenadas esferoconales (2.59).

), (4.16)

/\T A

4.4. El operador L £ L en coordenadas esfe-
roconales

~T A

Debido a la presencia de la matriz &, el calculo del operador L & L

resulta mucho més complicado. De acuerdo con (4.8), este operador se expresa
en la forma

N 1/ 0 r 0
L EL=- (2(%1 61(%2)[ (52 361 —&ey ¢)] (4.17)

donde al desarrollar las derivadas que ahi se indican, y usar las funciones
(2.67) y (2.68), se obtiene la expresién

T 0? 1 0

Lgl = ——{[@2(¢2)6¢2+(fe2%(€ez)
+ (ehE en) () - } 7o (o) o
b [0 + (el (e
+ (el e () - pel g ey ]l (L1

En este caso también es posible demostrar que los coeficientes que multi-
plican a las primeras derivadas (9/0¢1) y (0/0¢2) son cero, es decir,

1 0 ,1 1

o - (€00 + (ef€ o)1) — el o(e) =0, (119
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1 0
F 9,

(€0 + (elg ey (1) - pelgo(@e) =0, (120

con lo que finalmente se llega a la expresion

T - n? 0? 0
gL = —Floa(n) 57 + (00 55) (4:21)

que también coincide con la expresién clasica (2.69).
Cabe senalar que ninguna de estas analogias son obvias, aunque si bas-
tante afortunadas.
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Capitulo 5

Caracteristicas de las funciones
de onda

~92 ~T A

Ahora que tenemos los operadores L y L € L en coordenadas esfe-

roconales, los sustituimos en las ecuaciones (3.44) y (3.55), para obtener la
forma explicita del sistema de ecuaciones que nos interesa resolver, esto es,

1. 02 0?
_F[_ad)% + _&b%]qj =1(l+1)7, (5.1)
y
h? 0? 02 .
_f[m(%)_&ﬁ + @1(¢1)—8¢%]‘1’ =2E£7V. (5.2)

En realidad no existe un método estandar para encontrar las soluciones
de este sistema de ecuaciones, sin embargo, el hecho de que los resultados
obtenidos hasta el momento sean tan similares a los del modelo clasico del
capitulo dos, nos hace pensar en la posibilidad de que también en este caso
la solucion sea de variables separables. Para verificar si esto funciona, vamos
a suponer como hipétesis que las funciones de onda ¥ son de la forma

U = Ay (¢1)A2(2). (5.3)
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5.1. La ecuacién de Lamé y los armdnicos es-
feroconales

La sustitucién de la funcién (5.3) en las ecuaciones (5.1) y (5.2), nos
conduce a las expresiones

BNy dPAy
ne i + Ay i —I(l+1)FA A, (5.4)
y
d2A1 d2A2 2B
A2@2(¢2)T¢% + Alpl(qbl)dT% = =7 Fhihs, (5.5)

Si por otro lado comparamos las funciones (2.65) y (2.66) con (2.48), se
puede demostrar que la funcién F' se escribe también en la forma

F = 0o(d2) — p1(¢1), (5.6)

este resultado nos permite manipular las ecuaciones (5.4) y (5.5) para final-
mente obtener el par de ecuaciones desacopladas

d*Ay (1) 2E B
doz U+ Do) = 7 Aalen) =0, (5.7)
y
A2 Ay ($5) o " B
—az 1+ D)pa(d2) = =571 Aa(d2) = 0. (5.8)

Resulta ademds conveniente definir las cantidades

27

= ——7, (5.9)
hy = —ha, (5.10)
y las funciones
Pi(¢1) = p1(e1), (5.11)
Pa(¢2) = —p2(2), (5.12)
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las cuales nos permiten escribir las ecuaciones (5.7) y (5.8) en la misma forma
y resumirlas en una sola expresion, esto es

d? (s ,
% = [l(L+ )Pi(¢i) + hi]Ai(i); i=1,2. (5.13)
Cada una de las ecuaciones que aqui aparecen son de la forma
d*A
oz = [+ 1)P(u) + BJA, (5.14)

la cual es conocida en la literatura [9] como ecuacién de Lamé en la for-
ma de Jacobi. Las soluciones A de este tipo de ecuaciones diferenciales, son
conocidas como funciones de Lamé, y han sido ampliamente estudiadas por
distintos autores desde que Lamé las descubrié en 1837. Estas funciones de-
penden del valor de la constante B, la cual es por supuesto arbitraria, y existe
en consecuencia un nimero infinito de funciones de Lamé para cada ecuacién.
Esto también significa que existe un ntimero infinito de funciones de onda de
la forma (5.3); sin embargo, es posible demostrar [10] que la constante B se
puede elegir de tal forma, que para valores enteros de [ las funciones de onda
(5.3) sean acotadas, continuas y univaluadas, ademds de que esta eleccién se
puede hacer de (20 + 1) formas diferentes.

Este hecho es verdaderamente importante para nuestros propodsitos, ya
que ademas de garantizar que las funciones de onda cumplan con los re-
quisitos minimos para representar estados reales del sistema, también se
estd garantizando la existencia de (20 + 1) funciones de onda para cada valor
entero de [, tal como lo predice la teoria estandar del momento angular.

También es posible demostrar que las funciones de Lamé son polinomios
cuyas raices, denotadas por 6;, son todas reales, distintas, y acotadas. Estos
polinomios se clasifican en cuatro especies distintas, lo que a su vez impli-
ca que existan cuatro especies distintas de las funciones de onda, también
conocidas como armoénicos esferoconales.

Las raices 0;, permiten resumir las cuatro especies de arménicos en una
sola expresion en términos de coordenadas cartesianas, esto es

T Yz ﬁ 72 Y2 22
1 y 2 ayz (— + 3 + = ) (5.15)
I el B e 7
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donde m es el numero de factores en el producto que ahi aparece, y toma
los valores %l, s(1-1), %(l —-2),y %(l — 3), para los armonicos de primera,
segunda, tercera, y cuarta especie respectivamente. Los parametros a, b, y ¢
corresponden a los semiejes del elipsoide

.TQ y2 22

St Eta=1 (5.16)

conocido como elipsoide fundamental, el cual resulta necesario para construir
la expresién (5.15)

Aunque de momento podria sorprender el uso repentino de las coorde-
nadas cartesianas, mas adelante veremos que esta forma de expresar a los
armonicos es realmente conveniente; por el momento es necesaro aclarar que
se trata de un resultado general que debera ser ajustado a los pardametros de
nuestro sistema.

Comencemos por especificar cada una de las cuatro especies de armonicos
en la expresién (5.15).

Los productos de la forma

2 2 2

e x Yy z

1
H(a2+0j+b2+0j+c2+9j)’ (5.17)
J=1

son los arménicos de primera especie, mientras que los productos

.’172 y2 2,2

5.18

x][[( +6; b2+9j+c2+9j)’ (5.18)
m 132 y2 22

5.19

y][[( +0; b2+0j+c2+9j)’ (5.19)
m :132 y2 2,2

2

ZH<a2+9 b2+9j+c2+0j)’ (5:20)

son los armoénicos de segunda especie. De manera analoga los productos de
la forma
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2

2

|m|( i T L
z
Y Wese "t

2

|m|( A A
zT
=1 CL2 + 0]‘ b2 + Hj

2

z
21
2+ 9j>’ (5:21)
2
z
22
C2 +0J)7 (5 )
2
z
5.23
) (523

|m|( A L
xXr
L NCENNCEN)

son los armonicos de tercera especie, y finalmente, los productos de la forma

m 2 2 2

x Y z
xyzj[[l(a2 ) + . 2 + 3 +«9j)’ (5.24)
son los armoénicos de cuarta especie.

Es importante comentar que cuando [ es un nimero par, existen %l +1
armoénicos de primera especie y %l armonicos de tercera especie; cuando [ es
impar hay %(l +1) arménicos de segunda especie y %(l—l) armonicos de cuarta
especie, y en ambos casos se tiene un total de (21 + 1) arménicos, ademés en
cualquier caso, los (2] + 1) arménicos forman un conjunto fundamental que
nos permite construir cualquier otro armoénico de grado [ como combinacion
lineal de estos.

Obsérvese ahora que la expresién

132 y2 22

+ + :
a2+9j 62+9j C2—|—¢9j

(5.25)

que aparece en todas las especies de armonicos, se puede escribir como el
producto matricial

-5 0 0
a SHJ ) 0 T
( r Yy z ) 240, Y ) (5'26>
0 0 z

02—‘1-0]'

el cual después de usar la transformacién (1.25) con r =1
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T dn (¢1, k1)sn (¢z, K2)
y | = en(ér,k1)en(ge,k2) | =, (5.27)
z sn (¢1, k1)dn (¢, ko)

y definir la matriz

L 0
a2+0]-
A(9;) = 0 ﬁ 0 : (5.28)
0 0 fai
se puede expresar en la forma
u’A(0))u. (5.29)

En realidad lo tnico que hace falta para construir los armonicos esfero-
conales de nuestro sistema, es conocer la forma explicita de la matriz (5.28)
en términos de parametros conocidos, es decir, hace falta definir quienes van
ser los parametros a, b, y c.

Aunque el calculo de esta matriz no es nada sencillo, el resultado que se
obtiene es bastante simple, pues la matriz que se requiere en nuestro caso,
esta dada por la expresion

L 0 0
€1—Qy
Aly)=| 0 S 0 |, (5.30)
0 0 63}%_

donde hemos cambiado al simbolo «; para denotar las raices de las funciones
de Lamé.
Con este resultado el producto (5.29) adquiere la forma

aTA(a;) 1 = [Pi(d1) = ][Pa(2) — o] 7 (5.31)

(e1 = aj)(e2 — o) (es — o)
el cual al ser empleado junto con la transformacion (5.27) en la expresion
(5.15), conduce finalmente a que las cuatro especies de arménicos esfero-

conales que resuelven nuestro problema, son de la forma
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Uy UUs m . )
AMAy =< 1 uy usuy ujugus H [Pr(d1) — as[P(é2) aj], (5.32)

Us Uty e (e1 — aj) (e — aj)(es — ;)

donde salvo un factor constante, las cuatro especies de arménicos esfero-
conales, son el producto de dos polinomios, uno en Pi(¢;), y el otro en
Ps(¢2), ambos con las mismas raices «;.

Por cierto, el factor constante es el inverso del producto de tres valores
del mismo polinomio calculado en los valores e, e; y ez respectivamente.

5.2. Calculo de los armoénicos esferoconales
de menor orden

Ahora que conocemos la forma general de los armonicos esferoconales
que resuelven nuestro problema, el siguiente y ltimo paso consiste en calcular
de manera explicita los arménicos correspondientes a cada valor de [.

Como una preparacion para el calculo general de los armonicos esfero-
conales de cualquier orden, vamos a calcular sélamente los arménicos corres-
pondientesa [ =0,l=1,1=2,y [ = 3.

De acuerdo con la receta que se da en la seccion anterior acerca de como
calcular el nimero de armoénicos de cada especie, tenemos que para [ = 0
existe un sélo armoénico de primera especie y grado cero, el cual consiste en
la funcién constante

v(0) = 1. (5.33)
Esta funcién satisface de manera trivial la ecuacién (5.1), y al sustituirla en
la ecuacion (5.2) se obtiene que el eigenvalor de energia reducida correspon-
diente a esta funcion de onda, tiene que valer cero

E*(0) =0, (5.34)

lo cual significa que la molécula estd en su nivel de energia mas bajo.
Para el caso en el que [ = 1, existen sélamente tres armonicos de segunda
especie y grado cero, los cuales, de acuerdo con (5.32) estdan dados como

U(1y0) =, (5.35)
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U (1) = uy, (5.36)

U(1g)) = us, . (5.37)

Obsérvese que efectivamente existen un total de 3 = 2/ + 1 armoénicos,
los cuales deben ser soluciones comunes de las ecuaciones (5.1) y (5.2), para
verificarlo, se sustituyen en el lado izquierdo de estas ecuaciones y se obtiene
que

h2 82 82
o — 1100 T 96% 5%
y
1w 0 s h?

Es claro que la ecuacién (5.1) se satisface de manera automatica, mientras
que la ecuacién (5.2) se satisface siempre y cuando el eigenvalor E* tome los
valores

}‘,—LQ

E*(110) = 5 (5.40)
hQ

E*<111> = —562, (541)
hQ

E*(lol) = —?63, (542)

correspondientes a cada una de las funciones de onda (5.35), (5.36), y (5.37)
respectivamente.

Recordemos ahora que cada uno de los parametros ey, ey, y e3, dependen
de un sélo parametro o, el cual es una medida del grado de asimetria de la
molécula, esto significa que las eigenfunciones ¥ que se obtienen, asi como
sus correspondientes eigenvalores, dependen de la simetria de la molécula.

Si tomamos ahora [ = 2, se encuentran dos arménicos de primera especie
de grado uno y tres armoénicos de tercera especie de grado cero.
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De acuerdo con la ecuacién (5.32), los arménicos de primera especie de-
beran ser de la forma

u’ A(a)u, (5.43)

y para encontrarlos explicitamente hay que sustituir primero esta expresion
en el lado izquierdo de la ecuacién (5.1), de donde se obtiene que

nroo0r o

o [ 5 T 52

P2 — 1 091 03

esto quiere decir que los armonicos (5.43) van a ser soluciones de la ecuacion
(5.1), siempre y cuando se cumpla la condicién

Ju'A(a)u = 6r*u’A(a)u — 20*Tr(A()), (5.44)

Tr(A(a)) =0. (5.45)
De la matriz (5.30) se encuentra que
1 1 1 3a? — 3

Tr(A = = 4 5.46
r(Ala)) el—a+eg—a+eg—oz €1€2€3+%05—C(3’ (5.46)

por lo tanto la condicién (5.45) se cumple cuando « toma los valores

1 1
oL = 5 y oa_ = —§ (547)

Si ahora sustituimos los arménicos (5.43) en el lado izquierdo de la ecuacién
(5.2), se encuentra que

L [ o + T Ju"A(«) 3h*au’A(a) (5.48)
—= u A(a)u=—-3h"au” A(a) u, .
200 — o1 2008 V1003
donde es claro que para a = —%, la energia reducida E* debera tomar el
valor
* 3 2

y para o = %, el valor
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3
E*(202) = —§h2, (5.50)

los cuales corresponden respectivamente a cada a cada una de las funciones
de onda

W (299) = uTA(—%) u, (5.51)

1
2

Regresando a la ecuacién (5.32), se encuentra que para [ = 2, los tres
armoénicos de tercera especie son de la forma

U(2p) = u"A(Z)u. (5.52)

w;u; con i # j, (5.53)

los cuales al ser sustituidos en el miembro izquierdo de las ecuaciones (5.1)
y (5.2), se obtienen las expresiones

G &
- iy = 60 uuy 5.54
P2 — o1 [045? i 5¢%]u K it (5:54)
y
1 R 0> 02 3
R (2 067 + @1%]%% = _§<€i + e;)uiuj, (5.55)

esto quiere decir que los eigenvalores de energia correspondientes a las fun-
ciones de onda

\11(210) = U2Us, (556)
U(211) = uguy, (5.57)
W(201) = urug, (5.58)

estan dados respectivamente por

3
E*(210) = 571261, (5.59)
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3
E*(21) = §h2€2, (5.60)

3
E*(201) = 571263. (5.61)

Nuevamente el nimero de funciones de onda que se obtienen para [ = 2,
es el que se esperaba, es decir 5 = (2] 4 1).

Si consideramos finalmente [ = 3 tendremos seis armoénicos de segunda
especie de grado uno y un arménico de cuarta especie de grado cero.

De acuerdo con la ecuacién (5.32), los seis arménicos de segunda especie
son de la forma

uu’ Aa) u; i=1,2,3, (5.62)

de los cuales deberan existir dos para cada valor de <.
Al sustituir (5.62) en el lado izquierdo de la ecuacién (5.1), se encuentra
que

— I [6—2 + 8—2]u-uTA(a) u = 12h%uu”A(a) u
P2 — 1 0B 0¢3" - Z

donde los dos puntos indican una doble contraccién, que es realidad otra
forma de expresar la traza de la matriz A(«).

Esta ecuacién indica que la condicién para que los arménicos (5.62) sean
solucién de la ecuacién (5.1), es que

o bien que
3 N 1 N 1 :5042_%—20[(6j+6k)+2€j6k:07 (5.65)
e —a e —a  ep— (e1 — a)(es — a)(e3 — )

para cada valor de .
Si usamos ahora la propiedad (2.29), tendremos que

ej +ep = —e;, (5.66)
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con lo que la condicién (5.64) se escribe finalmente en la forma

9
5a% + 20e; + 262 — 7 =0 (5.67)

Al resolver esta ecuacién se obtienen los seis valores de o
—2¢; + /45 — 36¢?

a= 10 : (5.68)

dos para cada valor de 7.
Con estos resultados, podemos sustituir las expresiones (5.62) en la ecuacién
(5.2), y obtener que

1 R [ 0? N 0*
200 — V2 o3 i O3
donde se han suprimido los términos que se anulan por la condicion de ar-

monicidad (5.64).

De los resultados anteriores tenemos que cuando ¢ = 1 se encuentran los

dos valores de «
1 5
= 5(—61i3\/1—e%)7 (5.70)

los cuales al ser usados en la ecuacién (5.69), nos permiten encontrar los dos
eigenvalores de energia reducida

Juju’ A(a)u = —ShZ(%—i—a)uiuTA(oz) u, (5.69)

E*(314) = —5h2(% ), (5.71)

correspondientes a las funciones de onda

U (3y1) = wyu’ Alayq)u, (5.72)

\11(312) = UlllTA(Oél_) u. (573)

De manera analoga cuando i = 2, se encuentran los valores de «

1 5
oy = 5(—62 + 3\/1 —e3), (5.74)
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los cuales permiten encontrar los dos eigenvalores de energia reducida

€2

E*(394) = —5h2(5 + asy) (5.75)
correspondientes a las funciones de onda
\11(331) = UQUTA(OCQ+) u, (576)
y
\11(313) = UQUTA(OQ,) u. (577)

Por 1ultimo, cuando 7 = 3 se obtienen los valores de «

1 /5
34 = g( —€3 +3 Z — 6% ), (578)

dando lugar a los dos eigenvalores de energia reducida

E*(352) = =515 + ) (5.79)
correspondientes a las funciones de onda
U(330) = ugu’ A(azy) u, (5.80)
y
WU (303) = usu’ A(as_)u. (5.81)

Nos falta todavia calcular el armoénico de cuarta especie de orden cero, el
cual estd dado por la expresion

U UU3. (5.82)

Al sustituir este resultado en las ecuaciones (5.1) y (5.2) se obtiene que
o9 0
- _ [ 92 + 2
P2 — 1 001 0y
5 0? 0

- +
o1 9255 9155

]U1U2U3 = 127’LL2U1U2U3 (583)

]U1U2U3 = O, (584)
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lo cual quiere decir que el eigenvalor de energia correspondiente a este armoénico
o funcién de onda

‘11(322) = U1U2Us3, (5-85>

es igual a cero, es decir

E*(322) = 0. (5.86)

De esta forma podriamos seguir calculando las funciones de onda y sus
respectivos eigenvalores de energia reducida E* paral=4,1=5,1=6, ...
etc., aunque es claro que entre mayor sea el valor de [, el dlgebra y las condi-
ciones de armonicidad se complican. Sin embargo, los resultados ya obtenidos
podrian servir para buscar otras alternativas; por ejemplo, la construccion de
un modelo para calcular niveles de energia, a partir del estudio cualitativo
de los niveles de energia ya conocidos. Aunque esta idea es un poco aventu-
rada parece ser prometedora, de acuerdo a lo que se muestra en la siguiente
seccion.

5.3. Descripcién cualitativa de los niveles de
energia para [ = 1,2, 3.

En los resultados de la seccién anterior se muestra como los niveles
de energia de rotacién (para [ = 1,2, 3) dependen del pardmetro de asimetria
o, el cual toma valores en el intervalo 0 < ¢ < 7/3. Esta dependencia nos
permite estudiar el efecto que causa sobre los niveles de energia, un cambio en
la simetria de la molécula, ademés nos permite saber como son estos niveles
en los casos extremos, cuando la molécula tiene simetria cilindrica (ya sea
prolata u oblata) o cuando es completamente asimétrica.

Para el caso [ = 1, la figura (5.1) muestra que en o = 0 los eigenvalores
de energia reducida E*(1g;) y E£*(111) son iguales, mientras que el eigenvalor
E*(13p) es distinto a los otros dos, esto es, existe una degeneracién en los
niveles de energia para ¢ = 0; la cual se rompe en cuanto cambiamos este
valor. Esto es consistente con el hecho de que para ¢ = 0 la molécula tiene
simetria cilindrica prolata, en la que dos de sus momentos principales de
inercia son iguales, siendo el momento de inercia distinto, el de menor valor
en este caso. De acuerdo con la forma (1.46) en la que se ordenaron los
momentos principales de inercia, se tiene que para ¢ = 0, [ < I, = I3, lo
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cual concuerda con la forma en la que aparecen los niveles de energia reducida
para este valor de o. Algo similar ocurre cuando o = /3, ya que también
en este caso dos de los momentos principales de inercia son iguales, solo
que ahora el momento de inercia distinto es el de mayor valor y la molécula
tiene ahora simetria cilindrica oblata. De acuerdo con la expresién (1.46), el
momento de inercia distinto es I3, por lo que la degeneracién ocurre entre los
niveles E*(111) y E*(11p), tal como se muestra en la figura (5.1). Finalmente
para o = /6, que es el caso de la molécula mas asimétrica, los tres valores
de energia reducida son distintos, lo cual concuerda con el hecho de que en
este caso los tres momentos de inercia son distintos.

Es interesante notar que conforme el valor de o crece, los niveles de energia
E*(101) y E*(111) se separan, mientras que los niveles E*(111) y E*(1y9) se
acercan hasta unirse justo en o = 7/3. Nétese también que la gréfica es
simétrica respecto al punto (7/6,0).

E /W .
E(1,)

Figura 5.1: Grafica de los niveles de energia reducida para [ = 1, en funcién del pardmetro

de asimetria o.

Por otra parte cuando [ = 2, la figura (5.2) muestra que para 0 = 0 y
o = m/3 existen dos degeneraciones, una de las cuales se rompe maés répido
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que la otra. Para o0 = 0, la degeneracion entre los niveles E*(249) y E*(210)
se conserva aproximadamente hasta o = 7/60, desde el origen, mientras que
la degeneracion entre los niveles E*(211) y E*(291) se rompe en cuanto o # 0.
De manera andloga para ¢ = /3 la degeneracién entre los niveles E*(2¢2)
vy E*(2¢1) se conserva aproximadamente hasta o = 197/60, hacia el origen,
mientras que la degeneracién entre los niveles E*(211) y E*(21) se rompe
en cuanto o # w/3. Al igual que para [ = 1, en el caso de mayor asimetria
o = 7/60, los niveles de energia son no degenerados, y la la gréfica sigue
siendo simétrica respecto al punto (7/6,0).

EN

"
E(2,)
1.5 — L -, — —
oo Ty,
E(2,) T
Bl T
1 x
s o
T
=
"
* -
0.5 E(211) _J"'-..-
.-'.'-.--
Tl
I .l---_- = I I
5 - 10 15 20
.-".-F.J G
.
-0.5 . T
[T
S
-1 -\"""‘--._\_\‘_\__\__\_‘- *
el E(2y)
2
* ———
E(2) B
Sl S - — - — B B — B — - — B —— - T —

Figura 5.2: Gréafica de los niveles de energia reducida para [ = 2, en funcién del pardmetro

de asimetria o.

Finalmente para el caso | = 3, la figura (5.3) muestra que para ¢ =0y
o = m/3 existen tres degeneraciones de los niveles de energia reducida, una de
las cuales se rompe en cuanto cambiamos estos valores, mientras que las otras
dos persisten hasta un cierto valor de 0. Para 0 = 0 la degeneracién de los
niveles £*(35_) y E*(32—) se conserva aproximadamente hasta o = 77/60,
desde el origen; y la degeneracion entre los niveles E*(31_) y E*(322) se
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conserva aproximadamente hasta o = 7/60, desde el origen; mientras que la
degeneracién entre los niveles £*(33,) y E*(324) se rompe en cuanto o # 0.
Por otra parte, para ¢ = m/3, la degeneracién entre los niveles E*(31,) y
E*(324) se rompe aproximadamente hasta o = 137/60, hacia el origen; y la
degeneracién entre los niveles E*(331) v E£*(322) se rompe aproximadamente
en o = 197/60, hacia el origen; por ultimo la degeneracién entre los niveles
E*(3;-) y E*(32-) se rompe en cuanto o # /3. Nétese que la grafica sigue
siendo simétrica respecto al punto (7/6,0).

EW

Figura 5.3: Grafica de los niveles de energia reducida para [ = 3, en funcién del pardmetro

de asimetria o.

Hasta el momento podemos concluir que para [ = n existen n degenera-
ciones en 0 = 0 y 0 = /3, una de las cuales se rompe autométicamente al
cambiar estos valores, y el resto se preservan en forma gradual para distin-
tos valores de 0. Ademds de que todas las graficas son simétricas respecto
al punto (7/6,0). Sin embargo, aunque el comportamiento de las graficas
antes vistas parece tener una tendencia clara para valores de [ mayores que
tres, ain es muy pronto para saber si esto va a ocurrir realmente; primero
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es necesario calcular de manera exacta los eigenvalores de energia para al-
gunos otros valores de [ (digamos | = 4,5,6,7,8,9,10), y si al graficarlos
la tendencia anterior persiste, estaremos en posibilidad de dar el siguiente
paso; tratar de construir un modelo para calcular niveles de energia, a partir
del andlisis cualitativo de las graficas obtenidas. Claro que esto es solo una

posibilidad, que en caso de fallar tendriamos que recurrir a otras como el
andlisis numeérico.
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Conclusiones

En relacién a nuestro objetivo principal, que fué el de construir un
modelo matemédtico para caracterizar los niveles de energia de la molécula
rigida, podemos decir que se logré establecer un método con el que se calculan
de forma explicita los eigenvalores de energia reducida £* para | =0, 1,2, 3,
los cuales al ser graficados como funcion del parametro de asimetria o, mues-
tran que basta con calcular estos niveles en el intervalo 0 < o < 7/6 para
conocerlos también en el intervalo 7/6 < o < 7/3; esto se logra mediante
las transformaciones ¢ — (7/3 — o) y E* — (—E*). En el caso particular
de la molécula simétrica se observa claramente cémo al conocer los niveles
de energia para el caso de simetria prolata, también podemos conocerlos en
el caso de simetria oblata. Estos resultados concuerdan con los publicados
por otros autores como James E. Wollrab [17] en 1967 y H-W. Kroto [18] en
1992.

En lo que respecta a los resultados analiticos, muchos de los que apare-
cen en este trabajo concuerdan con los de Kramers e Ittmann [1] de 1929,
ademas de que el parametro o utilizado para medir el grado de asimetria de
la molécula, esta diréctamente relacionado con el parametro de asimetria x
introducido por Ray [4] en 1932, esto es,

3—kK
2V/3 + K2

Por otra parte, la energia de Ray F(k) se expresa en términos de la energia
reducida £*, en la forma

1 4
E(k) = grﬂz(z 1) /5 gRtE

Por ultimo, es importante mencionar que la simplificacion m = 0 que
se hace en la seccién 3.2, ofrece grandes ventajas a la hora de resolver

COS O =

74



el problema de la molécula simétrica, ya que a diferencia de la solucién en
términos de polinomios de Jacobi que manejan otros autores, en nuestro caso
la solucion queda sélo en términos de polinomios de Legendre, los cuales son
por mucho mas sencillos que los anteriores.
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Perspectivas

Como trabajo a futuro seria interesante tratar de calcular de forma
exacta, los eigenvalores de energia reducida E* para valores de [ mayores que
tres, y verificar si sus graficas como funcién del parametro de asimetria o
contintian con el comportamiento mostrado en los casos [ = 0, 1, 2, 3. De este
modo tendriamos mas seguridad a la hora de sacar conclusiones acerca del
comportamiento de los niveles de energia.

Por otra parte, es posible realizar estudios acerca de reglas de seleccion
y reglas de suma para el espectro de rotacién molecular. Algunas de estas
reglas ya han sido calculadas, y podrian ser generalizadas para obtener nuevas
relaciones.

También existe la posibilidad de hacer un estudio numérico para calcu-
lar las funciones de onda y los eigenvalores de energia rotacional como una
funcién del momento angular y el grado de asimetria de la molécula.

El reto mas ambicioso (quizd imposible) es el de encontrar una férmula
mediante la cual se obtengan los niveles de energia rotacional para cualquier
valor de .

En lo que se refiere a las aplicaciones, es importante mencionar que la
mayor parte de las moléculas detectadas en entornos astronémicos tales co-
mo estrellas, medio interestelar, envolturas circunestelares, regiones de for-
macién, galaxias, etc., han sido descubiertas a traves de sus transiciones rota-
cionales por medio de observaciones con radiotelescopios terrestres. Actual-
mente se cree que la espectroscopia rotacional también puede ser importante
para la deteccién de sustancias organicas del medio interestelar.

Otra aplicacién no menos importante aparece en los métodos espectros-
cépicos para medir y controlar la concentracion de gases contaminantes en
la atmésfera.
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Apéndice A

Integrales elipticas

A.1. Integracién de una funcién racional

Consideremos la funcién racional

. 14()—i-141$—|—142$2—|—“‘—|—14,€$’i

R = Al
donde las A’s y las B’s son funciones enteras de z, y s? es de la forma
s = Az —ay)(z — az)(z — a3)(z — ay). (A.2)

De esta tltima relacion se observa que las potencias pares de s deberan ser
funciones enteras de z, mientras que las potencias impares de s seran igual
a una funcién entera de z multiplicada por s. Debido a esto la funcién (A.1)
adquiere la forma

Ay+ Als  (Ay+ Als)(By— Bjs)  C+ Ds

Ri(z,s) (A.3)

" B+ Bls B2 — B?s? E

donde C, D, y E, son funciones enteras de z, asi como Aj, A}, By, y Bj.
Podemos ahora definir las funciones

para expresar (A.3) en la forma
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Ri(z,8) = p(2) + Q? (A.4)

donde Q(z) se define como ¢(z)s?, y tanto ¢(z), p(z), y Q(z), son funciones
racionales de z.
Consideremos ahora la integral

/ Ri(z, 8)dz = / p(2)dz + / Q&) (A.5)

S

La primera integral de la derecha se puede reducir a integrales elementales,
por lo que toda nuestra atencion estara concentrada en la integral

/ @dz, (A.6)

la cual se puede escribir en la forma

/ &) (A7)
vV R(2)
donde f(z) denota una funcién racional de z, y s = \/R(2).
Podemos suponer que en general
R(2)=Coz" +C12" -+ C, (A.8)

donde las (s son coeficientes constantes. De este modo cuando n = 2 la in-
tegral (A.7) estard relacionada con funciones circulares; mientras que cuando
n =3 o 4 la integral (A.7) se define como una integral eliptica, y finalmente
cuando n > 4, la integral (A.7) se define como una integral hipereliptica.

Debido a que la funcién f(z) es una funcién racional, esta se puede escribir
en la forma

, (A.9)
donde las g’s y G’s denotan funciones enteras de z, siendo g(z) de la forma

g(2) = B(z — b)) (2 — ba)*2(z — b3)™ -+ . (A.10)

Esta tltima expresion nos permite desarrollar la funcién f(z) en fracciones
parciales, obteniendo con ello que
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)+ Z oo b e (A, constante), (A.11)

por lo que la integral (A.7) se escribe ahora en la forma

=[G gy Sa, e . A.
[ais a2 [

Debido a que G(z) es una funcién entera de z, la primera integral de la
derecha se puede descomponer en integrales de la forma

ZN
/ AR (A.13)
VE(z)
razén por la cual tendremos que considerar solamente dos tipos generales de
integrales

(A.14)

dz
H,. = / (z—b)”\/m' (A.15)

Sin embargo, es posible demostrar [18] que basta considerar las integrales
(A.14)

junto con la integral

dz
H, :/m, (A.16)

donde k = 0,1,--- ,n — 2, siendo n es el grado de la funcién entera R(z) y b
una raiz de la ecuacién g(z) = 0. Es importante mencionar que existen tantas
integrales del tipo H; como raices de la ecuacién g(z) = 0. La cantidad b se
conoce como el pardmetro de la integral H;.
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De acuerdo con lo dicho anteriormente, para n = 4 tendremos las inte-
grales elipticas Iy, I1, Is, y Hi; para n = 3 tendremos las integrales Iy, I, y
H,. En el primer caso la integral I; se reduce a integrles elementales, y las
integrales Iy, Is, v Hy, reciben el nombre de integrales elipticas de primera,
segunda y tercera especie respectivamente, esto es,

integral eliptica de primera especie) (A.17)

integral eliptica de segunda especie) (A.18)

I / 22dz (
© ) VAR
d
H, = / (—Z (integral eliptica de tercera especie) (A.19)

z—0b)\/R(z)

A.2. Formas normales de Legendre de las in-
tegrales elipticas

Cuando n = 4 la forma explicita de la expresion

dz
R(z)
se escribe como
= _ dz . (A.20)
VER(Ez) VAR = a)(z — a2)(z — a3) (2 — aa)
Si ahora hacemos la transformacion
at+b
= A.21
T +d’ ( )
se encuentra que
dz (ad — be)dt
VR(2) B VAl(a = ca))t +b— da1][(a — caz)t + b — das][(a — caz)t + b — daz][(a — cas)t + b — das]
(A.22)
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Podemos notar que la expresion dentro de la raiz sigue siendo escencial-
mente la misma, ya que aun se tiene una funcién entera de cuarto grado.

Legendre tuvo la idea de determinar las constantes a, b, ¢, y d, de tal
manera que solo las potencias pares de t permanezcan en el radicando. Con
este propésito, al despreciar la constante A, el radicando en (A.22) se puede
escribir como

[90t” + g1t + ga)[hot® + hat + ho), (A.23)
donde
go = (a—car)(a— cay), (A.24)
g1 = (a—cay)(b—dag)~+ (a — caz)(b— day), (A.25)
g2 = (b—dar)(b—day), (A.26)

y ho, hi, y ho se obtienen intercambiando a; con a3 y as con a4 en las
expresiones de las ¢’s.
Para que los coeficientes de t3 y ¢ desaparezcan, es necesario que

hogi + goh1 = 0, (A.27)

grha + higa = 0. (A.28)
Estas dos ecuaciones se satisfacen siempre que

=0y h =0

cuando se cumplen estas condiciones la expresiéon (A.23) se convierte en

[g0t” + g2][hot” + ha], (A.29)
y la expresion (A.22) toma la forma
dz (ad — be)dt
VRz  \/A(got® + g2) (hot? + ha)

Si ademés hacemos el cambio

(A.30)
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90 2 ho 5
g2 P, Iy q-,
se encuentra que

dz (ad — be)dt

VRz  \[Aghy(1—p??)(1 - %)

Haciendo finalmente el cambio de variable t = %, se encuentra que

(A.31)

dz %(ad — be)dy

= —, (A.32)
VE() \/A92h2(1 -y - %y?)
donde todavia podemos hacer una simplificacion definiendo
2
q 9 ad — bc
L=ry o=
P? PV Agahs
para obtener
d d
S Cdy (A.33)

R(z)  /(1—y3)(1— k%2
La cantidad k es llamada el médulo. En investigaciones tedricas puede tomar
cualquier valor real o imaginario; sin embargo, en aplicaciones a la geometria
y a la fisica es necesario que este mdédulo sea siempre real y menor que la
unidad.
Usando los resultados obtenidos anteriormente en la integral (A.6)

/ Q(z)dz
VR(z)
ésta se puede escribir como

f(y)dy
/ N ATk (4.34)

donde f(y) denota una funcién racional de y. Esta funcién se puede escribir
en la forma

o(y?) + yor (y)
¢(92) + Yy (3/2)’
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donde ¢, ¢, 1, y ¥ denotan funciones enteras de y. Si multiplicamos el
numerador y el denominador de esta tltima expresiéon por ¥ (y?) — yib (y?),
se encuentra que f(y) es de la forma

fw) = fo®) +yfily?), (A.36)

donde fy y fi son funciones racionales de y.
Con estas modificaciones la integral (A.34) se escribe como

/\/1— 1—k2 /\/ 1_k2 /\/ yfl 1_k2 5 (A.37)

donde la segunda integral de la derecha se puede reducir a integrales elemen-
tales haciendo el cambio de variable y? = ¢, mientras que la integral

/\/ 1%1@ ot (A.38)

se construye como combinacién de 1as 1ntegrales

dy .
/ \/(1 —2)(1 — k2y2)’ (A.39)
y-ay
A.
/ VI =) (1 = k32) (A.40)
dy .
/ (y2 —b)/(1 —y?»)(1 — k2y?) (A.41)

Estas integrales son conocidas como integrales normales de Legendre de primera,
segunda y tercera especie respectivamente.

El nombre de integral eliptica es debido al hecho de que una integral
semejante aparece al calcular la longitud de arco de una elipse. La ecuacion
de la elipse se escribe como

2 2
z )
— + i 1, (A.42)
y la longitud de arco esta determmada por la ecuacién

:/Ox\/T%)de:/ox \/a4a—2((aa22_—£z))x2dx_ )




Introduciendo la excentricidad de la elipse, mediante la ecuacion

se encuentra que

2.2
_Efdx—/ o . (A.44)
— V(@ = 12%)(a? — &2?)

Esta integral también es considerada un tipo de integral normal eliptica de
segunda especie, aunque en realidad esta compuesta por las formas normales
de primera y segunda especie antes definidas.

Haciendo @ = 1 y cambiando x por y, podemos decir que una integral
normal eliptica de segunda especie también es de la forma

/ V1-Fydy dy (A.45)

donde hemos puesto el médulo £ en lugar de la excentricidad €

Si en las ecuaciones (A.39), (A.45), y (A.41) hacemos el cambio y = sen ¢,
tendremos que las formas normales de las integrales elipticas de primera
segunda y tercera especie se escriben respectivamente como

(A.46)

k) = / dy
V1 — k2sen2¢p’
= / V1 — k?sen2¢do (A.A4T)

_ dé
H(gb, k)= / (1 4+ nsen2¢)y/1 — k?sen?¢ (4.48)

Resulta de gran utilidad definir las integrales elipticas completas de primera,
segunda, y tercera especie, como

Rk = / 1- l{:Qsen2 (4.49)

w/2
_ / V1= F2sen26do, (A.50)
0
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/2

[1G. k) = / d¢ . (A51)

2 o (1+mnsen2@p)\/1 — k?sen2¢

La importancia de las integrales elipticas radica en que aparecen en mu-
chos problemas de fisica y las matematicas, entre los que se encuentran el
movimiento del péndulo simple, el calculo de inductancias de solenoides, el
calculo de longitudes de secciones conicas, el calculo de angulos soélidos de
circulos vistos oblicuamente, entre otros.
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Apéndice B
Funciones elipticas

Para comprender las funciones elipticas es necesario explicar en qué sen-
tido estas funciones se relacionan con las integrales elipticas de las cuales se
hablé en el apéndice A. Consideremos con este objeto la integral

| (B.1)
o V1-y? ‘
que no es otra cosa que la funcién (sen ~'y). Si no conocieramos la funcién
inversa, que es el (seny), resultaria bastante complicado estudiar la integral
(B.1), puesto que mientras el (seny) es una funcién simplemente periddica
uniforme, el (sen ~'y) es polidroma de infinitos valores.

Abel tuvo la brillante idea de invertir de manera andloga las integrales
elipticas, cuyo estudio se dificultaba debido precisamente a su polidromia,
y descubrié con Jacobi, que las funciones inversas son funciones doblemente
periddicas, que es suficiente estudiar dentro de uno de sus paralelogramos
de periodicidad para conocerlas en todo el plano complejo. Fueron estas las
primeras funciones elipticas conocidas, extendiendose después el nombre a
todas las funciones doblemente periddicas.

Tenemos entonces que para estudiar las funciones elipticas, conveniene
comenzar estudiando las funciones trigonométricas, aunque desde un enfoque
distinto al habitual.

Consideremos primero a la funcién y = senz. Esta puede ser definida
como la solucion de cualquiera de las dos ecuaciones diferenciales:

y' +y=0 y=0, y=1 en z=0, (B.2)
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()2 =1—y> y=0, ¥ >0 en x=0. (B.3)
Si suponemos que (sen x) estd definida por la ecuacién (B.3), jqué pode-
mos decir acerca de esta funcién? Es facil ver que debe describir una curva

como la que se muestra en la figura (B.1). Esto es, y(z) oscila periédicamente
entre 1, con un periodo P, el cual estd dado por la expresiéon

1 1
d d
P:Z/—y:4/ S (B.4)
/T2 0 /112
De manera analoga podemos definir la funcién (cosx), al cambiar las condi-
ciones iniciales en la ecuacién (B.3), y obtener con ello todas las propiedades
conocidas de las funciones trigonométricas.

by

+14

Figura B.1: Solucién cualitativa de la ecuacién (B.3)

Consideremos ahora la la ecuacién diferencial

V)P=0-y)1-k%) y=0, ¢ >0 en z=0, (B.5)

donde 0 < k£ < 1. La solucion que obedece esta ecuacién diferencial, la
definimos como y = snx y la llamamos funcién eliptica (sn) de Jacobi.
De la ecuacién (B.5) se encuentra que

Y dy
o /o VI =) (1= k2y?) (B6)
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de donde se observa que la funcién eliptica (snx) es justamente la funcién
inversa de la integral eliptica de primera especie en su forma normal de
Legendre.

Siguiendo un razonamiento analogo al que se utilizé para encontrar las
propiedades de la funcién (senz), podemos ver que la funcién (snz) es
periédica con periodo

= 4K (k), (B.7)

1
d
P:4/ J
o V(1 =y (1 —k2y?)
siendo K (k) la integral eliptica completa de primera especie [ver (A.49)]. Se

tiene entonces, que la funcién y = snx deberd describir una curva como la
que se muestra en la figura (B.2).

y
+1.0
+0.5,
4\ -8 -2 - +L42 43\t o
r=0.5
r—10

Figura B.2: Grafica de y = snz, con k2 = 0,5 (K = 1,854 ---)

Como se menciond anteriormente, la caracteristica interesante de (snx),
es que tiene un segundo periodo independiente P’, esto es, se trata de una
funcién doblemente periddica. Para descubrir este segundo periodo, debemos
trabajar en el plano complejo y considerar el mapeo conforme de y en x.

La integral (B.6) indica claramente que x varfa como funcién del limite
superior de integracion y del parametro k. Nos interesa analizar cémo varia
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x cuando y recorre el eje real del plano complejo.
El integrando en (B.6), es el producto de los cuatro factores

1 1 1 y 1 (B.9)

VIity Vi-y I+ ky VI—ky' '
los cuales poseen polos respectivamente en los puntos y = —1, y = 1,
y = —1/k, y y = 1/k. Para evitar tales puntos singulares, el camino

de integracion que recorre el eje real, se hara girar por encima de ellos, sigu-
iendo semicircunferencias infinitamente pequenas. Ahora bien, mientras que
y va de cero 0 a 1 sobre el eje real, todos los factores (B.8) se mantienen
reales, y lo mismo resulta entonces para z, que ird sobre el eje real del valor
cero al valor

_ [ dy
K%y_A V=) (1= k) 9

Plano y Plano x

-K+iK~ K K*iIK*

Figura B.3: Mapeo conforme de y en x

Cuando y estéd entre 1 y 1/k, el factor 1/4/T — y se vuelve imaginario, y se
tiene que

1 )
=== (B.10)

siendo /y — 1 real. Se puede ahora escribir, tomando en cuenta (B.9), que

_ [ dy
r=K+ /1 NOEN ) (B.11)
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La tultima integral es real y varia del valor cero, para y = 1, al valor

Y dy
w1 = N Yy (42

de modo que la variable x, que para y = 1 se halla en el punto K del eje
real, para y > 1 se desvia normalmente a dicho eje, llegando para y = 1/k al
punto x = K 4+ iK'. Si y sigue creciendo ya seréan dos los factores (B.8) que
se vuelven imaginarios: (1/4/1—y) v (1/4/1 — ky). Su producto es entonces
real pero negativo, de modo que, tomando en cuenta las relaciones (B.9) y
(B.12), se encuentra que

(B.13)

Y
:U:K—{—iK’—/ dy ,
e /(2 — 1)(k2y2 — 1)

halldindose = sobre la paralela al eje real, a una distancia K’. Para y = oo,
efectuada la sustitucion y = 1/(ks), la ultima integral se convierte en

* dy 0 ds
- _ - K,
/1/k V(y? = 1)(k%y? - 1) /1 V(L= s?)(1 - k2s?)

obteniendose que x = iK’.

Concluyendo, al ir y de 0 a 0o, z recorre el contorno rectangular abierto
(0, K, K +iK',iK'); si y va de 0 a —o0, se ve de manera andloga que z
recorre el contorno simétrico del anterior (0, —K, —K + 1K', i1K’), de donde
se concluye que la relacién funcional (B.6) transforma el eje real del plano
complejo y, en el contorno rectangular (K, K +iK', — K +iK', — K) del plano
complejo x, tal como se muestra en la figura (B.3). Luego la misma relacién
hace corresponder los dos semiplanos en que el eje real corta al plano y,
el uno al area interior y el otro al area exterior del rectdangulo senalado.
Precisamente, se comprueba que es el semiplano de las 1's positivas el que
corresponde al interior del rectangulo. La férmula (B.6) ofrece por tanto la
transformacion conforme que representa un semiplano en un rectangulo. Los
puntos singulares de la transformacién son los vértices del rectangulo, donde
dx/dy = 0.

Obsérvese que las dimensiones 2K y K’ del rectangulo no son ambas
arbitrarias, por estar K y K’ ligadas a k, y por lo tanto entre si por las
relaciones (B.9) y (B.12).
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La pregunta natural es ;dénde esta el segundo periodo de (snz)? Para
encontrarlo consideremos primero el contorno que se muestra en la figura
(B.4). Este contorno da un nuevo valor de = que no esta dentro del rectangulo,
pero que corresponde al mismo valor final de y. Para ver como los dos valores
de z estan relacionados, deformemos el contorno de la figura (B.4), como se
muestra en la figura (B.5); este nuevo contorno difiere del que aparece en la
figura (B.6) s6lo porque en un caso se encierra al punto y = 1, y en el otro no.
El valor de x correspondiente al contorno de la figura (B.5) es r+s. Por otro
lado el valor de z correspondiente al contorno de la figura (B.6) es r — s. Por
lo tanto r — s = 2r — (r + s). Pero r = K; por lo tanto r — s = 2K — (r + s).
En términos de la funciéon y = snx, lo que hemos probado es que

N N
N /N
—1/k —1 U 1/k

Figura B.4: Un contorno que finaliza en el semiplano superior y, pero que conduce a un

valor de x fuera del rectdngulo que se muestra en la figura (B.3)

snz =sn (2K — x) (B.14)

De manera similar, el contorno de la figura (B.7) permite demostrar que

snz =sn(z + 2K'), (B.15)

mientras que el contorno y el contorno de la figura (B.8) nos conduce a probar
que

snx =sn(x+4K), (B.16)

lo cual ya se sabia de la ecuacién (B.7).
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r
=1 Y

Figura B.5: Un contorno para el cual # = r + s esta en el interior del rectdngulo de la
figura (B.3)

El resultado es que y = snx es una funcién doblemente periddica con
periodos 4K y 2iK’. Por lo tanto, podemos confinar nuestra atencién al
rectangulo con esquinas x = +2K — iK', +£2K + iK’. La funcién tiene polos
en r = +iK’ y en las esquinas, y ceros en t =0 y en x = +2K.

Por otro lado, regresando a la ecuacién diferencial (B.5)

Z—i = V(1 —y?)(1 - k22),

podemos definir dos funciones elipticas mas, mediante las ecuaciones

cnx = V1 —sn?x cn0 =1, (B.17)
dnzx = V1 —k?sn2x dn0 =1, (B.18)
de lo cual, se encuentra diréctamente que

sn?r +cen’y =1, (B.19)
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Figura B.6: Un contorno que difiere del de la figura (B.5) porque en este caso se encierra
al punto y = 1; razén por la cual x =r — s.

dn’z + k*sn’z = 1, (B.20)
5T = cnzdnz, (B.21)
iCnm = —snzdnzx (B.22)
dx B ’ '
Y
idnx = —Kk’snzena (B.23)
o = . .

Cualquier funcién analitica (excepto por sus polos) doblemente periddica
es llamada una funcion eliptica. Las funciones snx, cnz, dnx son miem-
bros de la clase llamada funciones elipticas de Jacobi. El estudio general de
funciones analiticas doblemente peridédicas conduce a una segunda clase de
funciones elipticas, conocidas como funciones elipticas de Weierstrass.
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5 ¥ N
—1/k =1 1 1k

Figura B.7: Contorno mediante el cual se demuestra que snz = sn (z + 2iK")

/

Figura B.8: Contorno mediante el cual se demuestra que snz = sn (z + 4K)
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Apéndice C

Coordenadas curvilineas en el
espacio [

Entre los sistemas de coordenadas, quiza el mas conocido sea el sis-
tema de coordenadas cartesianas. Este sistema tiene la tinica ventaja de que
los tres vectores unitarios i, j, k, mediante los cuales se ubica cada punto del
espacio, son vectores constantes. Desafortunadamente no todos los proble-
mas fisicos se pueden resolver en este sistema de coordenadas. Por ejemplo,
si tenemos un problema de fuerza central F = roF'(r), tal como la fuerza grav-
itatoria o la electrostatica, las coordenadas cartesianas resultan inapropiadas
en este tipo de problemas. Lo méas adecuado es elegir un sistema de coor-
denadas en el que la distancia radial r sea una de las coordenadas; en estos
casos el sistema mas conveniente es el sistema de coordenadas esféricas. De lo
que se trata entonces, es de elegir un sistema de coordenadas que nos permita
la explotar la simetria del problema.

En el sistema de coordenadas cartesianas, cada punto del espacio esta definido
por la interseccién de tres planos mutuamente perpendiculares. Para describir
todo el espacio, tenemos que tratar con tres familias de estos planos:

Yy = (1,
y2 = 02, (Cl)
93 = s

donde ¢y, ¢a, v c3 son pardmetros, v y', y?, v y® son las coordenadas carte-
sianas.
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Imaginemos ahora que superponemos otras tres familias de superficies
sobre este sistema, las cuales no deberan estar formadas por planos, y una
familia no podra ser paralela a ninguna otra. No es necesario que las nuevas
familias sean mutuamente perpendiculares, sin embargo, por simplicidad im-
pondremos esta condicién. Podemos ahora describir algin punto (y', 32, y%)
en alguna regién R del espacio euclideo Ej3, como la interseccion de tres planos
en el sistema de coordenadas cartesianas o como la interseccién de tres nuevas
superficies en un sistema de coordenadas que llamaremos curvilineo.

De manera formal consideremos al punto P(y) del espacio euclideo Ej,
referido a un sistema de ejes cartesianos ortogonales Y, tal como se muestra
en figura(C.1). Consideremos también una transformacion funcional general

T:z'=a2'(y 9% 9% (i=1,2,3), (C.2)

tal que las 2° son de clase C!, y

ox’
J = |a—yj| #0 (C.3)

en alguna region R de Fj3. La transformacion inversa

Y3A X3

X2

Figura C.1: Sistema de ejes cartesianos.
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Ty =y ate?) (1= 1,2,3), (C.4)

serd entonces uniforme y las transformaciones 7'y T~! estableceran una cor-

respondencia biunivoca entre los sistemas de valores (y', 32, 4®) v (2!, 22, 23).

Llamaremos a la terna de nimeros (z', 22 23) coordenadas curvilineas de

P en R. La razén de esta terminologia es la siguiente: si suponemos z! =

constante en T,

2y, y?, y*) = constante, (C.5)

define una superficie. Si damos ahora distintos valores a la constante, obte-
nemos una familia de superficies con un parametro. De la misma forma

2*(y*,y%,y°) = constante, (C.6)

2 (y,v%, y*) = constante, (C.7)

definen dos familias de superficies.
La condicién de que el jacobiano J # 0 en la region que consideramos,
expresa el hecho de que las tres superficies

' =, 2 = ¢y, = (C.8)

se cortan en un solo punto.

Llamaremos a las superficies definidas en (C.8) superficies coordenadas
y sus intersecciones dos a dos seran las [ineas coordenadas. De esta forma
la linea de interseccién de x' = ¢; v 22 = ¢, es la linea coordenada z3,
porque a lo largo de ella varfa solamente la coordenada z3. Como ejemplo
consideremos el sistema definido por la transformacion

y' = a'sena®cosa’®,
y* = z'sena’senz?, (C.9)
y* = z'cosa’.

1 2

= constante son conos de
revolucién y a® = constante son planos que pasan por el eje Y3, tal como se
muestra en la figura (C.2).

Las superficies x* = constante son esferas, x
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Figura C.2: Superficies que definen las coordenadas esféricas.

La transformacién inversa en este caso viene dada por

o= V) 2+ ()
(y)? + (y*)

r° = arctan
y3

, (C.10)

2
_ Y
x” = arctan —,
Y
siz! >0, 0<a2?<m, y 0<a®<2r. Estas son las conocidas coordenadas
esféricas.
Como otro ejemplo, la transformacién

y' = a'cosa?
y* = x'sena?, (C.11)
y' = a’,

define un sistema de coordenadas cilindricas, tal como se muestra en la figura

(C.3)
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De particular importancia para este trabajo es el sistema de coordenadas
esferoconales r, u, y v, el cual se define por medio de la transformacion

— gw + ) (B2 — V)2,
_
T

= et = et + )

donde se han cambiado (y',4?% v%) por (z,y,2), y (2!, 22, 23) por (r, u,v).

Los pardmetros a y 3 se eligen de tal modo que o? + 32 = 1; como
consecuencia la superficie coordenada r = constante es una esfera, y las
superficies © = constante y v = constante son conos de seccion transversal
eliptica, cuyas ecuaciones estan dadas por

1'2 y2 Z2
FraEte el (C.13)

1'2 y2 22

B2 —2 2 242
Los ejes de los conos u = constante (C.13) y v = constante (C.14),
coinciden con el eje Z y el eje X respectivamente, tal como se muestra en la
figura(C.4).
Por otra parte, si en la transformacién (C.12) hacemos el cambio [7]

= 0. (C.14)

r=r; v=acn (¢, q); p = Ben (P2, B), (C.15)

tendremos finalmente que

r = rdn(¢y,a)sn (¢, ),
y = rcn (o, a)en (o,
z = rsn(¢1,a)dn (pg, B).

~—

(C.16)
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X3 = const.

___xl'm

>y

x? X 2= const.

Yl

Figura C.3: Superficies que definen las coordenadas cilindricas.

Figura C.4: Superficies que definen las coordenadas esferoconales.
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