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Resumen

En este trabajo se estudiaron los efectos de campos eléctricos y magnéticos en sistemas cuan-
ticos confinados de un electréon, mediante el espectro de energia y medidas de la informacion,
como la entropia de Shannon e informaciéon de Fisher, tanto en el espacio de configuraciéon, como

en el espacio de momentos.

Comenzamos con el sistema de una particula confinada en una regioén circular de radio r,,
obtuvimos los valores propios de energias. Como es bien conocido, los niveles de energia para los
estados con momento angular diferente de cero estan doblemente degenerados. Como medidas de
localizacion-deslocalizacion de la particula, calculamos la entropia de Shannon y la informacion
de Fisher como funcién del radio de confinamiento. Estudiamos este sistema con el proposito de
comparar los resultados en ausencia de campos con aquellos obtenidos en los que la particula
confinada se encuentra en presencia de un campo eléctrico o magnético constante, segin sea el

Ccaso.

Se estudio el caso de un electrén confinado en una region circular en presencia de un campo
eléctrico constante, utilizando el método variacional lineal. Se obtuvieron las energias propias y
funciones de onda aproximadas para algunos estados de este sistema. Estas funciones se cons-
truyeron como una combinacion lineal de las funciones de onda de la particula confinada en una
region circular libre de campo. Obtuvimos algunos valores esperados de la posicion, la desvia-
cién estandar, y también se calcularon medidas de informaciéon como la entropia de Shannon, el
desequlibrio y la informacion de Fisher, como funcién de la magnitud del campo eléctrico. Obser-
vamos que el campo eléctrico polariza la densidad electréonica y ademas rompe la degeneracion
de los estados excitados. Se verificaron las relaciones de incertidumbre tanto para la entropia
de Shannon como la informacién de Fisher, asi como también se verifico el cumplimiento del

principio de incertidumbre de Heisenberg generalizado.

El siguiente sistema que se estudié es el de un electréon sujeto a un potencial de oscilador ar-
moénico bidimensional confinado en una region circular plana en presencia de un campo eléctrico
constante paralelo a uno de los didmetros. Obtuvimos los valores propios de energia como fun-

cion de la magnitud del campo eléctrico y del tamano de la region circular. Utilizando el método



variacional lineal, las funciones de onda de algunos estados del sistema se construyeron como una
combinacion lineal de las funciones de onda de una particula confinada en una region circular de
radio 7, y sujeta a un potencial de oscilador armoénico. Ademés se calcularon algunas medidas
entropicas como funcién de la magnitud del campo eléctrico y radio de confinamiento. Al igual
que en el sistema anterior, se satisfacen las relaciones de incertidumbre correspondientes a las
entropias de Shannon y a la informacion de Fisher, asi como también, se verifico el cumplimiento

del principio de incertidumbre de Heisenberg generalizado.

Por ltimo, obtuvimos los eigenvalores de energia y funciones de onda de algunos estados de
un electron confinado en una region circular de radio r, en presencia de un campo magnético
constante perpendicular al plano definido por la region circular. Estos resultados se obtuvieron
aplicando el método variacional lineal, diagonalizando la matriz hamiltoniana en la base de la par-
ticula confinada en una region circular de radio r,. Como medidas de localizacion-deslocalizacion
calculamos la desviacion estandar, la entropia de Shannon y la informaciéon de Fisher, como fun-

cion del radio de confinamiento y como funcion de la magnitud del campo magnético.



Abstract

In this work, the effects of electric and magnetic fields in confined quantum systems of one
electron were studied by means of the energy spectrum and informational measures, such as Shan-

non entropy and Fisher information in the configuration space as well as in the momentum space.

We started with the study of a free particle confined in a circular region of radius r,, we obtai-
ned the energy eigenvalues. As is well known, the energy levels for states with non-zero angular
momentum are doubly degenerate. As measures of localization-delocalization of the particle, we
calculated the Shannon entropy and the Fisher information as a function of confinement radius.
We study this system in order to compare the results in the absence of fields with those obtained

when the confined particle is in the presence of a constant electric or magnetic fields.

An electron confined in a circular region in the presence of a constant electric field was stu-
died using the linear variational method. Energy eigenvalues and approximate wave functions
were obtained for some states of this system. The wave functions were constructed as a linear
combination of the wave functions of the particle confined in a circular region without field. We
obtained few position expectation values, the standard deviation, and also calculated few infor-
mation measures such as Shannon entropy, disequilibrium and Fisher information, as a function
of the magnitude of the electric field. We observed that the electric field polarizes the electron
density and also breaks the degeneracy of excited states. The uncertainty relations for Shannon
entropy and Fisher information were verified, as well as the fulfillment of the generalized Heisen-

berg uncertainty principle.

The next system studied was that of an electron subjected to a two-dimensional harmonic
oscillator potential confined in a planar circular region in presence of a constant electric field pa-
rallel to one of the diameters. We obtained the energy eigenvalues as a function of the magnitude
of the electric field and the size of the circular region. Using the linear variational method, the
wave functions of some states of the system were constructed as a linear combination of the wave
functions of a particle confined in a circular region of radius r, subjected to a harmonic oscillator
potential. In addition, some entropic measures were calculated as a function of the magnitude

of the electric field and confinement radius. As in the previous system, the uncertainty relations

VII



corresponding to Shannon entropies and Fisher information are satisfied, as well as compliance

with the generalized Heisenberg uncertainty principle.

Finally, we obtained the energy eigenvalues and wave functions of some states of an electron
confined in a circular region of radius r, in presence of a constant magnetic field perpendicular
to the plane defined by the circular region. This system was studied by applying the linear
variational method, diagonalizing the hamiltonian matrix at the base of the particle confined in a
circular region of radius r,. As measures of localization-delocalization we calculated the standard
deviation, the Shannon entropy and the Fisher information, as a function of the confinement

radius and as a function of the magnitude of the magnetic field.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de los sistemas cuénticos confinados ha cobrado gran relevancia con el paso de los
anos [1]. Fue en 1937 cuando Michels y colaboradores estudiaron por primera vez el modelo del
atomo de hidrogeno confinado, analizaron el cambio en la polarizabilidad cuando el atomo es
sometido a una alta presion externa. En este modelo, se considera que el ntcleo del atomo se
encuentra fijo en el centro de una caja esférica de paredes impenetrables |2]. En 1979, Ley-Koo
y Rubinstein estudiaron el &tomo de hidrégeno confinado en una caja esférica con paredes pene-
trables, estudiaron el efecto del confinamiento sobre el espectro de energias, el desdoblamiento

hiperfino, la polarizabilidad, entre algunas otras propiedades |[3].

Existe un gran interés en el estudio de los sistemas cuanticos confinados, ya que el confi-
namiento espacial modifica significativamente las propiedades fisicas del sistema con respecto
al caso libre. Algunas de estas propiedades son: el espectro de energia, las probabilidades de
transicion, la polarizabilidad, entre otras [4,|5]. Desde inicios de la mecéanica cuantica se han es-
tudiado principalmente los problemas tridimensionales, sin embargo, recientemente los sistemas
bidimensionales han cobrado gran atencion debido a los avances tecnologicos que permiten crear
estructuras de baja dimensién como pozos, alambres y puntos cuanticos [6,/7]. En fisica de los
materiales se han utilizado los sistemas bidimensionales para estudiar las propiedades de los se-

miconductores [8,9], y moléculas en trampas cuanticas bidimensionales [10].

Uno de los sistemas que juega un papel importante en la mecanica cuéntica, fisica atémica y
molecular, quimica cuantica, entre otras areas, es el oscilador armoénico libre o confinado. Ikhdair
y Sever estudiaron el oscilador armoénico bidimensional relativista mas potenciales de Cornell en
presencia de campos magnéticos externos |11]. Aly estudio el calor especifico, las fluctuaciones
de la energia y entropia del oscilador armoénico en una, dos y tres dimensiones [12]. Lumb y
colaboradores estudiaron el oscilador armoénico unidimensional sometido a un campo eléctrico

constante y a un campo laser dependiente del tiempo [13].

La mayoria de estos estudios se han enfocado en las propiedades espectroscopicas y en el

desarrollo de métodos computacionales aproximados como el método variacional, Hartree-Fock,
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teoria del funcional de la densidad, etc. Sin embargo, pocos estudios se han realizado con las
medidas de la teoria de la informacién en sistemas confinados multidimensionales. Una carac-
teristica que ha cobrado gran interés es el estudio de las medidas entrépicas, como la entropia
de Shannon y la informacion de Fisher, entre otras [14-16]|. Corzo y colaboradores estudiaron
la localizacion-deslocalizacion de una particula libre en un corral cuantico usando la entropia de

Shannon y la varianza radial [17].

En este trabajo se plantea estudiar los efectos de campos eléctricos y magnéticos sobre las
medidas entrépicas y el espectro de energias, en sistemas cuénticos confinados bidimensionales
de un electrén, obteniendo el espectro de energias, las entropias de Shannon, la informaciéon de
Fisher, el desequlibrio, asi como también la desviacion estandar, como funciéon de las dimensiones

de la caja de confinamiento y de las magnitudes de los campos aplicados.

El estudio de la entropia de Shannon se ha empleado en el anélisis de diferentes sistemas
cuanticos tales como particulas, atomos y moléculas confinadas [14,17]. El interés de calcular las
entropias de la informaciéon surge debido a que esta cantidad es una propiedad relevante del sis-
tema, la cual nos proporciona informacion sobre la concentracion o esparcimiento de la densidad
de probabilidad, es decir, nos permite conocer que tan localizada o deslocalizada se encuentra la
particula en el sistema. Otra cantidad que también ha sido utilizada para medir esta localizacion
es la desviacion estandar, cuyo célculo e interpretacion en el contexto del presente trabajo tam-

bien se incluye.

La organizacion de este trabajo es la siguiente: En el Capitulo 2 se inicia con el planteamiento
de los objetivos a alcanzar durante el desarrollo de esta tesis para posteriormente, en el Capitulo
3, continuar con la fundamentacion teoérica y metodologia, en la que se aborda el método de
aproximacion utilizado en este trabajo. En el Capitulo 4 se presentan los resultados obtenidos
del sistema formado por una particula confinada en una region circular de radio r,. En el Capitulo
5 estudiamos el sistema formado por un electrén confinado en una regién circular en presencia
de un campo eléctrico constante, donde se reportan los eigenvalores de energia y las medidas de
informacion. En el Capitulo 6 se reportan los resultados obtenidos para el estudio de un electron
sujeto a un potencial de oscilador armoénico confinado en una region circular, en presencia de
un campo eléctrico constante. En el Capitulo 7 estudiamos el espectro de energia y medidas
de localizacion-deslocalizacion de un electrén confinado en una region circular en presencia de
un campo magnético constante dirigido perpendicularmente al plano de movimiento, parte de
los resultados de este capitulo ya han sido publicados en la referencia [18]. Por ultimo damos
las conclusiones generales del trabajo realizado, asi como también las perspectivas a futuro en

relacion al tema de investigacion abordado en esta tesis.



Capitulo 2

Objetivos

2.1. Objetivo general

El objetivo general de este trabajo es estudiar los efectos de campos eléctricos y magnéticos
sobre las medidas entropicas y el espectro de energias, en sistemas cuanticos de un electron
confinado en una caja circular de paredes impenetrables, como funcién del tamano de la caja de

confinamiento y de las magnitudes de los campos aplicados.

2.1.1. Objetivos particulares

= Estudiar el sistema formado por una particula confinada en una regiéon circular plana im-
penetrable, libre de campos externos, mostrando el comportamiento de los eigenvalores de
energia, entropia de Shannon e informaciéon de Fisher como funcién del radio de confina-

miento.

» Estudiar el sistema correspondiente a una particula confinada en una region circular plana
en presencia de un campo eléctrico constante mediante el espectro de energia, valores espe-
rados de la posicion, desviaciéon estandar, entropias de la informacion de Shannon y Fisher,

la potencia entrépica de Shannon y el desequilibrio.

= Obtener el espectro de energia de una particula sujeta a un potencial de oscilador armo-
nico confinada en una regién circular plana en presencia de un campo eléctrico constante.
Analizar el comportamiento de los valores esperados de la posicion, la desviacion estandar,
la entropfa de Shannon y la informaciéon de Fisher, la potencia entrépica de Shannon y el

desequilibrio.

» Estudiar el sistema particula confinada en una regiéon circular plana en presencia de un
campo magnético constante. Calcular el espectro de energias y analizar el comportamiento
de los valores esperados de la posicion, la desviacion estandar, la entropia de Shannon y la

informacion de Fisher como funcién de la magnitud del campo magnético externo.






Capitulo 3
Fundamentos teoricos

El ntamero de sistemas cuéanticos con solucién anélitica exacta es muy reducido. En aquellos
sistemas en que no es posible este tipo de soluciéon o ésta es muy complicada de obtener, el
problema se resuelve utilizando algiin método aproximado. Este capitulo comienza abordando de
manera breve el método de aproximacion utilizado en este trabajo, se trata del método variacional
lineal. Posteriormente, continuamos con las medidas de localizacién, como la desviacion estandar,
la entropia de Shannon, la informacion de Fisher, asi como otras medidas de la informacion

utilizadas en los diferentes sistemas que estudiamos en este trabajo.

3.1. Método variacional lineal

Mediante el método variacional lineal podemos aproximar la energia del estado base de un siste-
ma sin resolver explicitamente la ecuacion diferencial de Schrodinger. Este método se basa en el

siguiente teorema [19).

Teorema variacional. Dado un sistema cuyo operador hamiltoniano H es independiente del
tiempo y eigenvalor mds bajo de energia Ey, si x es una funcion bien comportada que depende

de las coordenadas del sistema y satisface las condiciones de frontera del problema, entonces

/X*HXdT
UA—— &)

> Ei. (3.1)
/ X" xdr
St la funcion x estd normalizada, la expresion anterior se reduce a
/X*]:IX dr > Ey. (3.2)



3.1. Método variacional lineal

A ambas expresiones se les conoce como integral variacional, mientras que a la funcion x se le

llama funcion variacional de prueba.

Sea x una funcion variacional de prueba escrita como una combinacién lineal de un nimero n de
funciones linealmente independientes f,, f,, - , f,, no necesariamente ortogonales, consideradas

por simplicidad reales,
X:chfw (33)
j=1

donde los coeficientes c; son parametros que se determinan mediante la minimizacion de la inte-
gral variacional Ec. (3.1]), las funciones { f, } son conocidas y satisfacen las condiciones de frontera

del problema.

Aplicando el teorema variacional,

/X*HXdT ZZCCH

j=1 k=1

W= (3.4)
/X*XdT ZZCJ ki
j=1 k=1
donde
H, = / [rHf, dr, (3.5)

es el elemento jk de la representacion matricial del operador H en la base de las funciones {f,}

Por otra parte, S;, es el elemento jk de la matriz de traslape,

S, = / fif, dr. (3.6)

Reescribiendo la Ec. (i3.4))

WZchcijk = Zchckij. (3.7)
k=1

j=1 k=1 j=1

Aplicando la condicién necesaria para la minimizacion de la energia,

ow
ac, =0, 1=1,2,...,n (3.8)
derivando parcialmente la Ec. (3.7)) con respecto a cada ¢;, donde i = 1,2, ..., n, obtenemos

Zn: We, S, + 2”: We,S,, = Zn: c.H, + Zn: c,H,,, (3.9)
k=1 j=1 k=1 =1
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dado que los indices son arbitrarios, las funciones { f, } son reales y H es un operador hermitiano,

entonces, H. = H.. y S.. = 5., con lo que se obtiene la siguiente ecuacion de valores propios,
Ji ij Ji ij

Hc = WSc, (3.10)
reescribiendo esta expresion,
> IH, - S, W)e]=0, i=1,2,....n (3.11)
k=1
a este conjunto de n ecuaciones lineales simultdneas homogéneas en las variables ¢ ,c,,...,c, se

les denomina ecuaciones seculares,

(Hn _SHW>C1 + (H12 _SIQW)CQ + + (Hln_slnw) G, _07
(H21 - 521W> ¢, + (H22 - 522W) c, + + <H2n - SQnW) ¢, =0,
(3.12)
(H,—-S W)e, + (H,—S ,W)e, + -+ + (H,—S, W)ec, =0.
Para que la solucion del sistema de ecuaciones (3.12)) no sea la trivial, requerimos que
H — WS| =0, (3.13)
esto es,
H11 _SHW le_SmW Hln_San
H21 _521W H22 _522W H2n _San
= 0. (3.14)
H -SW H,-SW -.. H —S W

Con esto obtenemos una ecuaciéon algebraica de grado n en la variable W. Esta ecuacion tiene
n raices, correspondientes a los diferentes valores aproximados de energia, si las ordenamos de
menor a mayor tenemos,

Wy <Wy, <...<W,.

Si numeramos los estados del sistema en orden de energia creciente,

EF<E <. .<E,<E. . 1<..,



3.3. Desviaciéon estandar

donde FE, es la energia exacta del estado n. Del teorema variacional conocemos que,
Wy > Eq, Wy > Es, W3 > Ej, cee W, > E,. (3.15)

Asi, el método variacional lineal provee una cota superior para la energia de los n estados més
bajos del sistema en estudio. Si queremos aproximaciones de las energias de més estados excitados,
es necesario aumentar el nimero de funciones f, en la funcién variacional de prueba x. Ademas, el
hecho de aumentar el nimero de funciones en la funcién de prueba, puede mejorar la precision de
las energias calculadas, en la mayoria de los casos para lograr este objetivo se recurre a programas

computacionales, debido a que aumenta la complejidad de la solucién del problema matricial.

Si las funciones f, en x = 5 ¢, f, forman un conjunto completo, podriamos obtener la funcion

k
de onda exacta, desafortunadamente necesitamos un nimero infinito de funciones, por lo que la

funciéon variacional de prueba es solamente una aproximacion.

3.2. Desviacidon estandar

En estadistica, la desviacion estdndar es una medida que cuantifica la dispersiéon de una variable
aleatoria alrededor del valor medio. En fisica clasica cuando hablamos de una incertidumbre en
la medicion de alguna cantidad fisica, regularmente nos referimos al error causado por la falta de
precision del instrumento que estamos utilizando en la medicion de dicha cantidad. En cambio,
en fisica cuantica la incertidumbre en la mediciéon de una observable nos da la nociéon del grado
de dispersion de la distribucion de probabilidad. La forma mas comtn de calcular la dispersion
de una densidad de probabilidad es mediante la desviacion estandar.

En mecénica cuantica se ha empleado a la desviacion estandar de la posicién como una medida
de la incertidumbre de la posiciéon de la particula, como medida cuantitativa de localizacién o
deslocalizacion [17]. La expresion que permite el célculo de la desviacion estandar en un sistema

unidimensional es:

op =/ (x2) — (z)?, (3.16)

donde, (z%) y (z) son los valores esperados de z? y de la posicion x de la particula, respecti-
vamente. A una desviacion estandar baja se le asocia una distribucién més localizada, es decir,
la densidad de probabilidad se concentra; mientras que a valores grandes de o, le asociamos
una distribuciéon mas deslocalizada; en este caso la densidad de probabilidad se encuentra mas
extendida espacialmente. Sin embargo, se presentan algunos sistemas en los que la desviacion
estandar no es un buen indicador de incertidumbre en la medida de la observable [20,21], es ahi
donde recurrimos a otras medidas que describan mejor la incertidumbre, tales como las medidas

de incertidumbre entropicas.
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3.3. Principio de incertidumbre de Heisenberg generalizado

El principio de incertidumbre de posicion-momento formulado por Heisenberg lo que nos dice
es que aunque es posible medir con precisiéon el momento o la posicién de la particula es im-
posible medir simultaneamente estas dos observables con una precision arbitraria, la expresion

matematica es,

h
AxAp, > 3 (3.17)
Asi, Ap, es la incertidumbre al medir la componente p, del momento de la particula, por lo
que la posiciéon x no puede medirse al mismo tiempo con mayor precision que Az = ﬁ, es

decir, la precisiéon con la que se pueden medir simultaneamente estas variables esta sujeta a la
restriccion de que el producto de la incertidumbres en las dos mediciones es al menos del orden de
la constante de Planck [22]. Este principio de incertidumbre se puede generalizar a cualquier par
de variables dindmicas complementarias o canonicamente conjugadas [23]. En 1929 Robertson

generalizo la relacion de incertidumbre para dos operadores hermitianos A y B, como [22],
" A 1 ~ A
(AA) (AB) = ’<[A, B}>‘ (3.18)

donde, AA y AB son las desviaciones estandar como medidas de incertidumbre cuantica. La

relacion general de incertidumbre se puede escribir como,

N2 N2 1 o 2
(84)" (a8) = (5 (A 31)) - (3.19)
1
Considerando a los operadores de posiciéon y momento en la relacion de incertidumbre generali-
zada dada por la Ec. (3.19)), se obtiene [24],

(AI)Q (Apx)Q >

h2
T (3.20)

donde (Az)* = (z2) — (2)* v (Ap,)* = (p2) — (p.)” son las varianzas de posicion y momento,

respectivamente. Al imponer la condicion que (z) =0y (p,) = 0 25|,

() (2 = & .21

Para un sistema de dimension D el principio de incertidumbre de posicién-momento se reescribe
como [25-27],

() (v*) = (3.22)
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3.4. Entropia de Shannon

La teoria de la informacion se ha aplicado en diversas areas del conocimiento como en fisica
atomica y molecular, la criptografia, la computaciéon cuantica, entre otras. En esta secciéon nos
enfocaremos en una de las medidas de informacién de esta teoria. Claude E. Shannon en el
articulo A Mathematical Theory of Communication 28] define a la entropia de la informacion
o entropia de Shannon como una medida de incertidumbre o cantidad de informacién en una
distribuciéon de probabilidad dada. En teoria de la informaciéon la entropia es una medida de la
incertidumbre asociada a una variable aleatoria, que en este contexto cuantifica el valor esperado
de la informacion contenida en un mensaje, generalmente en unidades de bits, proporcionando
una medida del promedio de la informacion faltante en el mensaje cuando se desconoce el valor
de la variable aleatoria.

La definicion de la entropia de Shannon para una distribucién de probabilidad que proviene de

una fuente que emite senales discretas es,

H(pi,....pn) = —sz- In [p], (3.23)

donde p; es la probabilidad de ocurrencia de cada evento i. Shannon conectd la medida del
contenido de la informacion con una distribuciéon de probabilidad. De manera analoga se define la
entropfa para el caso de una distribucién continua con una funciéon de distribucion de probabilidad

en una dimension p(z),

H(p(x)) = — / p()In [p(x)] d, (3.24)

donde [*°_p(x)dz = 1. En el caso de n dimensiones con una densidad de probabilidad p(z1, . . ., z,),

H(p(xq,...,2,)) = —/--~/p(x1,...,xn)1n p(z1, ..., z,)]dzy ... dx,. (3.25)

La entropia de Shannon es una medida global de la dispersion de la distribucién de probabilidad.
De acuerdo con la definicién de la entropia de Shannon, esta cantidad se construye a partir de una
distribuciéon de probabilidad, entonces, en el &mbito de la mecanica cuantica podemos analizar

esta cantidad usando las densidades de probabilidad de los sistemas cuéanticos.

Sea 1 (7) una funcién de onda en el espacio de posiciones, la densidad de probabilidad de una

distribucion continua p(7) esta dada por,

p(7) = (P = v (P(7), (3.26)

10
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la expresion para la entropia de Shannon en el espacio de configuracion es [27,29],

5,= ~ [ ool a7 (3.27)

La entropia de Shannon en el espacio de configuraciéon se interpreta como la incertidumbre aso-
ciada a la posicion de la particula en el espacio [30]. Cuanto menor es esta entropia, indica que la
funcion de onda estd mas concentrada, la distribucién de probabilidad es mas estrecha, disminu-
yendo asf la incertidumbre y aumentando la precision para predecir la localizacion de la particula

en el espacio.

Sabemos que al aplicar la transformada de Fourier a la funcion de onda v (7) en el espacio de
posiciones, obtenemos su representacion en el espacio de momentos ¢(p) y como consecuencia
la densidad de probabilidad correspodiente ~(p). Asi, la entropia de Shannon en el espacio de

momentos estd dada por,

Aaz—/ﬂ@mh@w@ (3.28)

donde,
V(@) = 16()* = ¢* (D)o (D). (3.29)

La entropia de Shannon en el espacio de momentos se interpreta como la incertidumbre del mo-
mento lineal de la particula. En general, la interpretacion que se le da a la entropia de Shannon
es que a valores grandes de esta entropia se le asocia una densidad de probabilidad méas desloca-
lizada, mientras que cuando los valores son pequenos, se dice que la densidad de probabilidad se
encuentra mas localizada.

I. Bialynicki-Birula y J.Mycielski (BBM) [31] obtuvieron una importante relacion de incertidum-
bre de posicion-momento para la entropia de Shannon en la mecéanica cuantica [32,33|. Esta
relacion nos indica que la incertidumbre total en las posiciones y momentos no pueden disminuir

mas alla de una cota [27], dada por la siguiente expresion,

S,+ S, > D(1+In|q]) (3.30)

donde D es la dimensionalidad del sistema.

Una cantidad que esta directamente relacionada con la entropia de Shannon corresponde a la
potencia de entropia de Shannon que describe de manera mas adecuada el grado de localizacion
o deslocalizacion de la nube electronica en un sistema ya que al ser una cantidad siempre positiva
evita la confusién cuando la entropia de Shannon de una distribuciéon continua toma valores

negativos. La potencia de entropia de Shannon tiene la misma interpretaciéon que la entropia de

11



3.6. Desequilibrio

Shannon y se define en el espacio de configuraciéon y en el espacio de momentos de la siguiente

manera [27,29):

1
Jp = %6%5‘7, (331)
J,y = 2—7_[_6613 7. (332)

donde, e = 2.71828 es la constante de Napier y D es la dimensionalidad del sistemaﬂ

3.5. Desequilibrio

En 1966 Onicescu introduce en la Teoria de la Informaciéon una nueva medida de la informacion
contenida en una variable aleatoria, se trata del desequilibrio también conocido como energia
informacional o energia Onicescu [29}34]. En el caso de una distribuciéon de probabilidad discreta,
se define como la suma del cuadrado de las probabilidades, mientras que en el caso continuo, se
define como la integral del cuadrado de la funciéon de densidad de probabilidad sobre del dominio
de la variable aleatoria [35].

Cuando se tiene una distribucioén continua con funciéon de densidad f(z), el desequilibrio se define

COINO:

D(f) = /f(g;)de. (3.33)

Considerando las densidades de probabilidad, en el espacio de configuracion p(7) (Ec.(3.26))) y en
el espacio de momentos v(p) (Ec.(3.29)), el desequilibrio D, y D,, respectivamente, estan dados

por:

D, = [(otr)par (3.34)

D, = [G)2ds (3.35)

Es importante mencionar que para una distribuciéon normal el desequilibrio es una medida directa
de la raiz cuadrada del inverso de la varianza [36]. Bajo esta consideracion, si la varianza aumenta
nos indica que la densidad de probabilidad se encuentra dispersa en el espacio (deslocalizacion),
en este caso el desequilibrio disminuye. Por otro lado, cuando la densidad de probabilidad se
encuentra concentrada (localizacion), la varianza disminuye y el desequilibrio aumenta, indicando

mayor localizacion.

'No debe confundirse con D(f), D, o D, que se discute en la seccién
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Informacion de Fisher 3.6.

3.6. Informaciéon de Fisher

Asi como hay una medida de incertidumbre global del comportamiento de una distribucién de
probabilidad, dada por la entropia de Shannon, también existe una medida de caracter local de la
misma distribucion de probabilidad, dada por la informaciéon de Fisher. Estas medidas de incer-
tidumbre global y local son conocidas como medidas complementarias de incertidumbre. Cuando
la informacion de Fisher aumenta, indica que la densidad de probabilidad es mas localizada y me-

nor es la incertidumbre, aumentando asi la precision de estimar la localizacion de la particula [37].

La informacion de Fisher se ha empleado en el area de la fisica atémica y molecular para el estudio
de las propiedades de correlacion en sistemas de dos electrones [38], asi como en el estudio de los
cruces espectrales evitados de dtomos bajo campos externos [39).

Dada una distribucion de densidad de probabilidad continua, tanto en el espacio de configuracion
como en el espacio de momentos, las expresiones que nos permiten calcular la informacion de

Fisher en cada uno de estos espacios estan dadas por [40]

AGIE .

F,J_/—pm dF, (3.36)
VPP

FW_/—V(@ 47, (3.37)

donde p(7) y v(p) son las densidades de probabilidad en el espacio de configuracion y de momentos
dadas por las ecuaciones (3.26]) y (3.29)), respectivamente. Si la funciéon de onda en el espacio de
posiciones 9(7) es real, las informaciones de Fisher F, y F, satisfacen la siguiente relacién de

incertidumbre de posiciéon-momento [41],

F,F, > 4D?, (3.38)
donde D es la dimensionalidad del sistema.
A lo largo de este capitulo hemos abordado los diferentes conceptos asi como el método de
aproximacion, los cuales emplearemos para el estudio de los sistemas planteados en los objetivos

de este trabajo. Por lo tanto tenemos la fudamentacion teérica para la continuacion del desarrollo

de este trabajo.
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Capitulo 4

Particula confinada en una regiéon circular

plana

En este capitulo se aborda de manera breve el sistema que consiste en una particula de masa
m. que se mueve en el interior de una region circular de radio r, y paredes impenetrables. Este
sistema ya ha sido ampliamente estudiado [42-44] por lo que conocemos la solucién exacta del
mismo, razoén por la cual no abundaremos en detalles de como hallarla sino tnicamente toma-
remos la solucion del sistema y calcularemos las medidas de informacion correspondientes a la

entropia de Shannon y la informaciéon de Fisher.

El hamiltoniano que describe al sistema es el siguiente,

2

=2
2me

+ V(r), (4.1)

donde V.(r) es el potencial de confinamiento que modela las paredes impenetrables de la caja,
descrito por,
0 si 0<r<r,
Ve(r) = - (4.2)

0o sl >,

Considerando el operador laplaciano en coordenadas polares, la ecuacion de Schrodinger se escribe

R (10 ( 0 1 02
" o, (;5 (T§> + ﬁ@) Y(r, @) = Ed(r, ¢). (4.3)

El potencial de confinamiento impone la condicion de frontera de Dirichlet a las funciones de

como,

onda del sistema, ¥ (r = r,,¢) = 0, es decir, se deben de anular fuera de la caja. Las funciones

propias y eigenvalores de energias de H estan dadas por [42,45|,

Vo (15,0) = B (1) 0 (), (4.4)
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4.1. Eigenvalores de energia

donde,
V2 r
Rym(r) = ———— /(X .. ), (4.5)
TOJ|m\+1 (Xn,m) , TO
(6) = —=e™™ (4.6)
_ eime,
4 V2
h?X?
E,A6 =—-—" 4.7
n,m 2meT02 ? ( )
donde n es el nimero cudntico radial, n = 0,1,2,3,..., m es el numero cudntico de momento
angular en la direccion z, |m| = 0,1,2,..., J_ son las funciones de Bessel de primera clase de

orden my X el n-ésimo cero de la funcion de Bessel de orden m.

Los niveles de energia (Ec. (4.7)) estan doblemente degenerados para m # 0, ya que tanto J

como J_, tienen los mismos ceros, X, =X, =X  param entero.

m n,

4.1. Eigenvalores de energia

De acuerdo con la ecuacion (4.7)) para conocer los valores propios de energia basta con conocer
los ceros de la funciones de Bessel y definir el radio de la regiéon circular en donde se encuentra la
particula. Trabajando con unidades atémicas (u.a.) (A = m, = e = 1) se reportan a continuacion
los eigenvalores de energia de algunos estados de la particula confinada en una region circular,

endonde E, | = FE param # 0.
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Eigenvalores de energia

4.1.

Tabla 4.1: Eigenvalores de energia de los estados (n,m) de una particula confinada en una region

circular plana de radio 7.

e ‘ m=0 ‘ m=1 ‘ m=2

n=>0
0.3 | 32.12881090 | 81.56650356 | 146.52564681
0.5 | 11.56637192 | 29.36394128 | 52.74923285
1.0 | 2.89159298 7.34098532 13.18730821
1.5 | 1.28515243 3.26266014 5.86102587
2.0 | 0.72289824 1.83524633 3.29682705
2.5 | 0.46265487 1.17455765 2.10996931
3.0 | 0.32128810 0.81566503 1.46525646
3.5 | 0.23604840 0.59926410 1.07651495
4.0 | 0.18072456 0.45881158 0.82420676
4.5 | 0.14279471 0.36251779 0.65122509
5.0 | 0.11566371 0.29363941 0.52749232
5.5 | 0.09558985 0.24267720 0.43594407
6.0 | 0.08032202 0.20391625 0.36631411

n=1
0.3 | 169.28479079 | 273.43586845 | 393.61110510
0.5 | 60.94252468 | 98.43691264 | 141.69999783
1.0 | 15.23563117 | 24.60922816 | 35.42499945
1.5 | 6.77139163 10.93743473 | 15.74444420
2.0 | 3.80890779 6.15230704 8.85624986
2.5 | 2.43770098 3.93747650 5.66799991
3.0 | 1.69284790 2.73435868 3.93611105
3.5 | 1.24372499 2.00891658 2.89183669
4.0 | 0.95222694 1.53807676 2.21406246
4.5 | 0.75237684 1.21527052 1.74938268
5.0 | 0.60942524 0.98436912 1.41699997
5.5 | 0.50365722 0.81352820 1.17107436
6.0 | 0.42321197 0.68358967 0.98402776

n=2
0.3 | 416.03892661 | 574.99696608 | 750.11504925
0.5 | 149.77401358 | 206.99890779 | 270.04141773
1.0 | 37.44350339 | 51.74972694 | 67.51035443
1.5 | 16.64155706 | 22.99987864 | 30.00460197
2.0 | 9.36087584 1293743173 | 16.87758860
2.5 | 5.99096054 8.27995631 10.80165670
3.0 | 4.16038926 5.74996966 7.50115049
3.5 | 3.05661252 4.22446750 5.51104934
4.0 | 2.34021896 3.23435793 4.21939715
4.5 | 1.84906189 2.55554207 3.33384466
5.0 | 1.49774013 2.06998907 2.70041417
5.5 | 1.23780176 1.71073477 2.23174725
6.0 | 1.04009731 1.43749241 1.87528762
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4.2. Entropia de Shannon

1000

Energia (u.a.)

0.1

0.01

0 1 2 4 5 6

Y (a.a.)

Figura 4.1: Eigenvalores de energia como funcion del radio de confinamiento r, de los estados (n,m) de
una particula confinada en una regién circular.

Como se puede apreciar en la Figura [4.1], el comportamiento de la energia es decreciente
para todos los estados conforme el radio de confinamiento aumenta. Al aumentar el radio de
confinamiento la incertidumbre en la posiciéon de la particula tambien aumenta y por el principio
de incertidumbre de Heisenberg, la incertidumbre en el momento lineal de la particula disminuye.
Por lo tanto como la energia de la particula es inicamente energia cinética, esta disminuye con

el aumento del radio de confinamiento.

4.2. Entropia de Shannon

Se consider6 importante calcular medidas de informacién como son, la entropia de Shannon
y la informacion de Fisher. Estas cantidades nos describen que tan concentrada o dispersa se
encuentra la densidad de probabilidad y también se les interpreta como la incertidumbre al esti-
mar la posiciéon de la particula en el espacio. En este apartado reportamos los resultados de las
entropfas de Shannon en el espacio de configuracion, en el espacio de momentos y la entropia
total, como funcién del radio de confinamiento. Los resultados de la informacién de Fisher se

reportan en la siguiente seccion de este capitulo.

Retomando la solucién de este sistema dada por,

\/§ r 1 im
wmm('f’, ¢) = ”—ij(Xn’mT_)\/%e d) (48)

07 m|+1
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Entropia de Shannon 4.2.

De la definicién de entropia de Shannon en el espacio de configuracion, la expresion para calcular

/ / (r, )] rdrdg, (4.9)

donde, p(r ‘wnm | =7 (r,0)¢,,.(r,¢). Debido a la forma de la ecuacién

Vermos claramente que la densidad de probabilidad dependera tinicamente de la variable rad1a1

esta cantidad es,

por lo que podemos escribirla como,

o) = (%HX’—)) L (4.10)

0 |m|+1

por lo que la ecuacion (4.9) se puede reescribir como,

S, = —2m /0’“0 p(r)In [p(r)] rdr. (4.11)

Ahora, para la obtencién de la entropia de Shannon en el espacio de momentos, necesitamos
conocer la representacion de v, (r, ¢) en este espacio, lo que nos lleva a aplicar la transformada

de Fourier a la funcién de onda (4.8]). De acuerdo con la definicién de la transformada de Fourier,

se tiene,
1 2w To L
o (p,0) = 2—/ v, (r,0)e” P rdrde sustituyendo a v, (r, ¢),
, )y s , ,
1 /'27T/ (z)
= Ml e P drdg (4.12)
( )2 "o J\m|+1

donde, p'- 7 = prcos(6 — ¢), siendo ¢ y 0 los angulos polares en el espacio de configuracion y en

el espacio de momentos, respectivamente.

Escribiendo la integral sobre la variable angular de la siguiente manera,

2 27
/ eimee=irreos0=9) g — / g preos(6=9) cos(mg) do, (4.13)
0 0 isen(mao)

en esta expresion aplicamos la siguiente identidad que nos proporciona la referencia [46],

2m

[ etree costmt) { gy gy L coSme) Ly (4.14)
0 sen(mt) sen(me)

obteniendo que,

27
/ eim¢€—iprcos(9_¢)d¢ — 27m~meim9jm (pfr’)’ (415)
0

sustituyendo este resultado (Ec. (4.15))) en la ecuacion (4.12)) se llega a la siguiente expresion,
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4.2. Entropia de Shannon

jmetmo \/§ To r
o (p,0)= / J (X —)Im(pr)rdr. (4.16)
’ V2T T, ‘]\m\+1 (Xn,\m|) 0 ! ‘7”0

Para obtener el valor de la integral se realiza el siguiente cambio de variable u = -,
0

T 1
/ ' J, (Xn"m‘ri)Jm(pr)rdr = 7“02/ T (X, o W) I (T pu) udu, (4.17)
0 0

0

lo que nos permite aplicar la siguiente identidad [47]

/01 o (o) opta = P20 ~ 0 @10) s

en este caso, sustituimos « = X . 8 =r,py aplicando que J, (X, ) = 0 debido a que X,

es un cero de J . Finalmente, obtenemos que la expresion para la funciéon de onda en el espacio

de momentos es,

- (p’e):imeimerg( V2 | {Xn,mlJm1<Xn,m|>Jm<rop>}>‘ (419)
n,m]

Ver \ 7o (X (rop)? — X2

07 m|+1 n,|m|
Esta funcion @ (p, §), esta definida en todo el espacio de momentos y satisface la condicion
de normalizacion de acuerdo con el teorema de Parseval [23], puesto que la funciéon de onda en

el espacio de configuracion ¢, ,,,(r, ¢) esta normalizada,

2 00
/ / @) (p,0)2,, (p,0)pdpdf = 1. (4.20)
0 0

Por lo tanto, con la funcién de onda @, . (p, ¢) conocida continuamos con el célculo de la entropia

de Shannon en el espacio de momentos,

Sy = —/0% /Ooov(p, 0) In [y(p, 0)] pdpdo, (4.21)

donde v(p,0) = @* (p,0)®, . (p,0) es

rd X T (X )(r ?

0% |m|+1 (T0p>2 - X

n,Im|

Para obtener los valores de S, necesitamos sustituir en la integral el limite superior de la

variable p por un limite finito que llamamos p

max )

s, [ N [ 0.0, i (423)

20



Entropia de Shannon 4.2.

Para determinar el valor especifico de p, ., evaluamos la integral de normalizaciéon de la

funcion @, (p,0) en el espacio de momentos y elegimos el valor de p, . en el cual, el resultado

mazx

de la normalizaciéon es cercana a la unidad,

2m Pmax
/0 /0 O (p,0),,(p O)pdpdd = 0.999999. (4.24)

Una vez determinado el limite superior finito p,_ = 300, calulamos numéricamente los valores

mazx

de S, utilizando el programa Mathematica 11,

Sy =— /0 ' /0 v(p,0) In[v(p, 0)] pdpdo. (4.25)

Los resultados numéricos de la entropia de Shannon en el espacio de configuraciéon S,, en el

espacio de momentos S, y la entropia total S; se reportan en el Apendice |§| Tabla .

En las graficas de la Figura[d.2 podemos apreciar el comportamiento de la entropia de Shannon
como funcién del radio de confinamiento. Observamos que la entropia de Shannon en el espacio de
configuraciéon aumenta conforme el radio de confinamiento aumenta, indicando la deslocalizacion
de la posicion de la particula, mientras que en el espacio de momentos ocurre lo contrario, la
entropia disminuye cuando aumentamos el radio de confinamiento. En este caso, la interpretacion

es que la densidad de probabilidad en el espacio de momentos se encuentra mas concentrada.

. Estados (n,m) o Estados (n,m)
—E—(o,o) ‘ —E—(o,o)
|| = 2
——(20) 0 ——(2,0)
. —.—(2,1) —-—(2,1)
6 L
2
Q >
(7)) (7))
0
\\-\%\_\“
2 \ §§u
1 \
\\
2 0 ——

0 1 2 4 5 6 0 1

o

r (J.a.) r (a.a.)

Figura 4.2: Comportamiento de la entropia de Shannon en el espacio de configuracion y espacio de
momentos para los estados (n,m) de una particula confinada en una region circular de radio 7.

En la Figura[4.3]se muestran las graficas de la entropia de Shannon en el espacio de configura-

cion, en el espacio de momentos y la entropia total como funcién del radio de confinamiento para
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4.2. Entropia de Shannon

diferentes estados de la particula confinada en una region circular de radio r,. El comportamiento
que se observa en las entropias S, y S, es que son bastante simétricas entre si, aumentando en el
espacio de configuracion y disminuyendo en el espacio de momentos con el incremento del radio
de confinamiento. En lo que respecta a la entropia total observamos que permanece constante
como funcion del radio de confinamiento y satisface la relacién de incertidumbre establecida por
I. Bialynicki-Birula y J.Mycielski, ecuacion en dos dimensiones,

S,+8,>2(1+In[r]) > 4.289560. (4.26)
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Estado (0,0) Estado (1,0)
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w wi
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Figura 4.3: Comportamiento de la entropia de Shannon en el espacio de configuracion, espacio de
momentos y la entropia total, para los estados (n,m) de una particula confinada en una region circular
de radio 7.
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4.3. Informacion de Fisher

4.3. Informaciéon de Fisher

Como medida de incertidumbre complementaria a la entropia de Shannon calculamos la in-
formacion de Fisher como funcién del radio de confinamiento. Recurriendo a la expresion para el

calculo de estas cantidades tanto en el espacio de configuraciéon como en el espacio de momentos,

2 T = 2
- o |Vp(r, )|
F”_/o /0 p(r, @) rrdo. (427)
7 P [Ny(p, 6))
L L S e w2

donde las densidades de probabilidad estan dadas en la secciéon anterior por la ecuaciones
y . El operador gradiente en coordenadas polares esta dado por,

V= %e} + %(%e;,. (4.29)

Al calcular el gradiente de la densidad de probabilidad en el espacio de configuracion, la

expresion para calcular la informaciéon de Fisher en este espacio se reduce bastante debido a que

esta densidad de probabilidad depende tinicamente de la variable radial, por lo tanto, después de

realizar la integral sobre la variable angular ¢, la expresion a calcular es,

Ty d 2
F, :4/0 (%an(r)) rdr. (4.30)

De manera similar, después de haber integrado sobre la variable angular 6, la expresion final

para obtener la informacién de Fisher en el espacio de momentos se reduce a,

2
Prnaz X J (X J
F,Y :4T§/ i \/§ n,|m|~ m— g n,m|2) m(rop) pdp <431)
0 dp To‘]\m\-s-l(Xn,\m\) (Top) - X

n,|m|

Los valores numéricos correspondientes a la informacion de Fisher se encuentran en el Apén-

dice [Bl Tabla [B1]

En la Figura se muestra de manera grafica el comportamiento de la informaciéon de Fisher
en el espacio de configuracion y en el espacio de momentos como funciéon del radio de confina-
miento. Podemos apreciar que en los estados estudiados la informacién de Fisher en el espacio
de configuracién disminuye conforme aumenta el radio de confinamiento, indicando una deslo-
calizacion de la densidad de probabilidad y como consecuencia aumentando la incertidumbre al
estimar la posicion de la particula. En cambio, la informacién de Fisher en el espacio de mo-
mentos aumenta con el incremento del radio de confinamiento, lo cual indica que la densidad de

probabilidad en este espacio se encuentra mas concentrada.
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Estados (n,m) Estados (n,m)

—=—(0,0) —=—(0,0)
—=—(1,0)
—=—(2,0)
—=—(0,1)
1000 —=—(1,1) 40
—=—(2,1)

100 x k 30
27\ .
10 \l 20 -
\
:_t'\-\\..
, \I\\'\gl 10
0 1 2 r va) ) : 0 1 o (ua) :

Figura 4.4: Comportamiento de la informacion de Fisher en el espacio de configuracion y espacio de
momentos para los estados (n,m) de una particula confinada en una region circular de radio 7.

En las siguientes gréaficas de la Figura [4.5] se muestra el comportamiento de la informacion
de Fisher para seis estados (n,m), en el espacio de configuracion, en el espacio de momentos y
el producto de ambas informaciones, como funciéon del radio de confinamiento. Se puede obser-
var el comportamiento simétrico entre F, y Iy como funciéon de r,. La informaciéon de Fisher
en el espacio de configuracion disminuye (deslocalizaciéon), mientras que en el espacio de mo-
mentos aumenta (localizacion) con el incremento del radio de confinamiento. El producto de las

informaciones F,F'y se mantiene constante como funcion del radio de confinamiento.
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Figura 4.5: Comportamiento de la informacion de Fisher en el espacio de configuracion, espacio de
momentos y el producto de la informacion en ambos espacios, para los estados (n, m) de una particula
confinada en una region circular de radio .
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4.4. Conclusiones

Se obtuvo el comportamiento decreciente de los valores propios de energia con el aumento
del radio de confinamiento tal como se esperaria fisicamente (como consecuencia del Principio de

Incertidumbre de Heisenberg).

En base a los resultados proporcionados por la entropia de Shannon en el espacio de configu-
racion, la particula se deslocaliza en este espacio al aumentar el radio de confinamiento, mientras
que en el espacio de momentos tiende a localizarse. Estos resultados eran de esperarse ya que
al aumentar el radio de confinamiento el espacio en el cual podemos encontrar a la particula
cuantica es mayor. La entropia total de Shannon de los estados estudiados se mantiene constante

como funcién del radio de confinamiento y satisfacen la relacion de incertidumbre BBM.

Para valores fijos del radio de confinamiento y del momento angular, las entropias de Shannon
(Tabla ) en el espacio de configuracion como funciéon del nimero cuéntico radial disminuyen
(la densidad se localiza) en concordancia con los resultados de la referencia [17]. Mientras que
en el espacio de momentos ocurre lo opuesto, la entropia de Shannon aumenta (la densidad se

deslocaliza).

Al calcular la informacién de Fisher en el espacio de configuracion como funciéon del radio
de confinamiento, los resultados obtenidos indican que la particula se deslocaliza al aumentar
el radio de confinamiento, es decir la densidad de probabilidad se extiende por todo el espacio
delimitado por el radio de confinamiento. En el espacio de momentos la informacién de Fisher
aumenta con el radio de confinamiento, por lo tanto, en este espacio la densidad de proba-
bilidad se localiza. El producto de las informaciones de Fisher es constante como funcién del
radio de confinamiento. Las interpretaciones de los resultados proporcionados por la informacion

de Fisher como funcién del radio de confinamiento son consistentes con las entropias de Shannon.

De la Tabla [B.I] podemos observar que la informacion de Fisher en el espacio de configuracion
y en el espacio de momentos aumentan (la densidad se localiza) con el incremento del nimero
cuantico radial para valores fijos del radio de confinamiento y nimero cuantico de momento
angular. En los estados estudiados, los resultados de la informaciéon de Fisher en el espacio de
momentos como funcién del namero cuantico radial indican que la densidad de probabilidad
se localiza contrario a los resultados de la entropia de Shannon en el espacio de momentos
(como funcién del nimero cuéntico radial que muestra una deslocalizacion de la densidad de
probabilidad).
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Capitulo 5

Particula confinada en una regiéon circular
plana en presencia de un campo eléctrico

constante

El sistema que estudiamos en este capitulo consiste de un electron de masa m, y carga —e
confinado en una region circular de radio r,, en presencia de un campo eléctrico constante en
la direccion del eje x. Utilizando el método variacional lineal, obtenemos las energias propias
de algunos estados del sistema y las funciones de onda aproximadas con la cuales calcularemos

valores esperados de la posiciéon y algunas medidas de informacion.

El hamiltoniano correspondiente a este sistema es el siguiente,

p/2

2me

H' = +ef's" +V(r'), (5.1)

donde [’ es la magnitud del campo eléctrico y V(1) es el potencial de confinamiento,

0 si 0<7"<7)
V(r') =

0o si 7“/>7‘g.

Utilizando coordenadas polares y por simplicidad adimensionalizamos el hamiltoniano H' al
hacer el cambio de variable ' = a,r donde, a, = mh—; es el radio de Bohr y la variable r es la

variable radial adimensional,
2

H= % + frcos(¢) + V(r), (5.2)
asi, la unidad de longitud es el radio de Bohr, la unidad de energia el Hartree m;264 = 2—2 y la
0

. . . m285
unidad de campo eléctrico f’ es s = -5 =5.142 X 109 Yolt
() (10 cm
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La ecuaciéon de Schrédinger independiente del tiempo, en unidades atémicas es,

1 (10 0 1 02
5o (r3r) + g W00+ Froost@¥(r,) = WG 0), (53)

debido a la forma del potencial de confinamiento, W(r, ¢) debe de satisfacer la condicion de fron-
tera de Dirichlet, ¥(r =r,,¢) = 0.

El hamiltoniano dado en la ecuacion (5.2), se puede escribir como,
H=H"+H',

2 . . ., .
donde, H° = B~ 4 V(r) representa al sistema particula confinada en una regién circular cuyas
funciones de onda y eigenvalores de energia son conocidas y se mostraron en el capitulo anterior,
y el término H! es, H' = frcos(¢).

Al emplear el método variacional lineal, las funciones de onda de H se construyen como una

combinacién lineal de las soluciones de HY,
M M
V2 r. 1 .
U(r,¢) = ¢l (), (¢) = o LX) =" |, (54)
k;M e k;M o S (X)) M 2w

donde, {c,,} son los coeficientes lineales y M es el momento angular maximo a considerar.
Empleando esta metodologia, las soluciones a la ecuacion de Schrodinger (Ec.(5.3])) se encuentran

al resolver el siguiente problema de valores propios,
Hc = Ec, (5.5)

donde, E denota a los eigenvalores de energia, ¢ es el vector de coeficientes ¢ = (¢, —ar, Cn— 41,

Cn—M+2,°* ,Com) Y H es la matriz hamiltoniana cuyos elementos son los siguientes,
S
= By + 5 (R Il Byy) (i1 + 0ija) (5.6)

donde, Egj esta dado por la ecuacion |D y R, es la solucion radial de H 0 dada por (4.5)).

Para construir la matriz hamiltoniana y resolver numéricamente el problema de valores pro-
pios (Ec. (5.5)), utilizamos el programa Mathematica 11 [48|. Para realizar el calculo numérico se
seleccionan los valores del radio de confinamiento r,, el nimero cuantico radial n = 0 y la mag-

nitud del campo eléctrico f. Como el campo eléctrico rompe la simetria angular del problema, la
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funciéon de onda variacional se construye sumando sobre el niimero cuantico de momento angu-
lar. En este sistema se usan los siguientes valores, m = —5,—4,---,0,1,--- ,4,5. Por lo tanto,
el momento angular maximo para realizar los calculos es M = 5 y el nimero total de funciones
base consideradas para la construcciéon de la funciéon de onda aproximada es de 11 funciones.
El criterio que utilizamos para considerar una base de once funciones es la convergencia en los
eigenvalores de energia observando como se comportan estos valores con respecto al incremento

del nimero de funciones base.

Al obtener el vector de coeficientes, observamos que para el estado base, segundo y cuarto
estado excitado, los coeficientes correspondientes a —m y m, son iguales, ambos tienen el mis-
mo signo, mientras para el primer y tercer estado excitado los signos de estos coeficientes son
diferentes. Esto simplifica la construccion de la funcion de onda aproximada (Ec.(5.4))), puesto
que al hacer la combinacion lineal, en la parte angular nos permite aplicar la identidad de Euler,

escribiendo a las funciones de onda de la siguiente manera,

M
U(r, ¢),, = %ROM +) J%Ro,k(m cos(k), j=01,2 (5.7)
k=1
M
(7, 0)s;0 r)sin(ko). j=0,1 (5.8)
k=1

A continuacion se muestran las densidades de probabilidad del estado base y dos estados
excitados. Para un radio de confinamiento 7, = 1.0, en las Figuras 5.1}, [5.2]y 5.3} podemos observar
que la densidad de probabilidad se encuentra distribuida en la mayor parte de la regiéon circular.
Para un radio de confinamiento r, = 2.0, a medida que aumentamos la magnitud del campo
eléctrico los maximos en la distribucién de probabilidad se desplazan en la direcciéon opuesta al
campo, concentrandose en una determinada region del circulo. La modificacion de las densidades
de probabilidad del primer y segundo estado excitado para r, = 1.0, no son tan apreciables
como en el caso de r, = 2.0. En ambos radios de confinamiento para campos cercanos a cero la
distribucion de probabilidad del estado base tiene simetria radial, en el primer estado excitado
la distribucién es simétrica con respecto al eje x, mientras que en el segundo estado excitado
la distribucion es simétrica respecto al eje y. Al aumentar la magnitud del campo eléctrico

observamos como se pierde la simetria que tiene cada una de estas densidades de probabilidad.
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(d)r, =2,f=0.05 (e) r, =2,f=3.0 (f) r,=2,f=6.0

Figura 5.1: Densidades de probabilidad p(r, ¢) = ¥*(r, ¢)¥(r, ¢) del estado base, para valores selectos
de la intensidad del campo y radio de confinamiento.

(d) r, =2,f=0.05 (e) ry,=2,f=3.0 () r,=2,f=6.0

Figura 5.2: Densidades de probabilidad p(r, ¢) = ¥*(r, ¢)¥(r, ¢) del primer estado excitado, para valores
selectos de la intensidad del campo y radio de confinamiento.
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(d) r,=2,f=0.05 (e) r,=2,f=3.0 () r,=2,f=6.0

Figura 5.3: Densidades de probabilidad p(r,¢) = ¥*(r,¢)¥(r,¢) del segundo estado excitado, para
valores selectos de la intensidad del campo y radio de confinamiento.

5.1. Eigenvalores de energia

En esta seccion se reportan los valores propios de energia de algunos estados del sistema como
funcion del campo eléctrico, para tres diferentes radios de confinamiento, obtenidos mediante la
diagonalizacion de la matriz hamiltoniana. Como mencionamos anteriormente, para la solucion
del problema de valores propios utilizamos el programa Mathematica 11. En la siguiente tabla se
muestran los eigenvalores de energia que se obtuvieron al diagonalizar una matriz hamiltoniana
de 11 x 11.
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Eigenvalores de energia

Tabla 5.1: Eigenvalores de energia de una particula confinada en una region circular plana de

radio r,, en presencia de un campo eléctrico constante de intensidad f.

nimero cuantico radial n =0

f (ua) ‘ Estado base 1 Excitado ‘ 2 Excitado ‘ 3 Excitado ‘ 4 Excitado

r, = 1.0 (u.a)
0.05 2.89153 7.34094 7.34101 13.18730 13.18730
0.3 2.88940 7.33970 7.34189 13.18730 13.18730
0.5 2.88551 7.33744 7.34352 13.18729 13.18730
1.0 2.86733 7.32682 7.35105 13.18726 13.18728
1.5 2.83725 7.30917 7.36337 13.18716 13.18729
2.0 2.79559 7.28453 7.38012 13.18695 13.18736
2.5 2.74274 7.25298 7.40085 13.18656 13.18754
3.0 2.67921 7.21463 7.42498 13.18588 13.18790
3.5 2.60554 7.16959 7.45192 13.18483 13.18853
4.0 2.52230 7.11798 7.48097 13.18326 13.18953
4.5 2.43010 7.05995 7.51146 13.18107 13.19100
5.0 2.32953 6.99566 7.54267 13.17809 13.19304
5.5 2.22117 6.92527 7.57393 13.17419 13.19579
6.0 2.10557 6.84896 7.60455 13.16920 13.19936

r, = 2.0 (u.a)
0.05 0.72192 1.83467 1.83565 3.29682 3.29682
0.3 0.68854 1.81496 1.84910 3.29666 3.29687
0.5 0.63057 1.77949 1.87024 3.29581 3.29738
1.0 0.39520 1.62200 1.92713 3.28384 3.30606
1.5 0.07783 1.38397 1.93298 3.24303 3.33546
2.0 -0.28696 1.08587 1.85378 3.16009 3.38476
2.5 -0.68244 0.74294 1.69226 3.03111 3.43364
3.0 -1.09985 0.36568 1.46575 2.85944 3.45789
3.5 -1.53413 -0.03861 1.19112 2.65194 3.44423
4.0 -1.98207 -0.46477 0.88096 2.41618 3.39231
4.5 -2.44149 -0.90893 0.54424 2.15891 3.30900
5.0 -2.91080 -1.36815 0.18742 1.88560 3.20264
5.5 -3.38882 -1.84008 -0.18474 1.60046 3.08021
6.0 -3.87458 -2.32285 -0.56867 1.30660 2.94681

r, = 3.0 (u.a)
0.05 0.31639 0.81280 0.81768 1.46524 1.46525
0.3 0.17247 0.71864 0.85694 1.45922 1.46955
0.5 -0.02425 0.56812 0.85052 1.42989 1.48995
1.0 -0.63296 0.02874 0.56156 1.20300 1.53395
1.5 -1.32004 -0.63399 0.06296 0.82246 1.41693
2.0 -2.05160 -1.36179 -0.51594 0.37971 1.21488
2.5 -2.81411 -2.12823 -1.12755 -0.08534 0.98859
3.0 -3.59965 -2.91901 -1.75221 -0.55861 0.75530
3.5 -4.40272 -3.72583 -2.38146 -1.03502 0.51996
4.0 -5.21928 -4.54361 -3.01166 -1.51262 0.28414
4.5 -6.04630 -5.36915 -3.64133 -1.99064 0.04836
5.0 -6.88149 -6.20035 -4.26991 -2.46876 -0.18719
5.5 -7.72313 -7.03579 -4.89727 -2.94684 -0.42248
6.0 -8.56992 -7.87447 -5.52348 -3.42483 -0.65751
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A continuacién se muestran las graficas del comportamiento de la energia como funcién de

la magnitud del campo eléctrico para diferentes estados del sistema con radio de confinamiento

fijo.
r0=1.0 (ua.) ro=2.0 (u.a)) r°=3.0 (u.a))
12 o
——E. Base
2° E. Excitads
- o j)E E t dJ - —_ 2
9 L L
=) =] =]
2 2 =
8 s 3 8 4
2] 2] o
2 - = <
[ [ Q
c c c
wo w w o
4 -8
2 _\. » -10
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 8
f(u.a.) f(u.a.) f(u.a.)

Figura 5.4: Comportamiento de la energia del estado base y de algunos estados excitados como funcion
de la magnitud del campo eléctrico f.

Sabemos que en f = 0, los niveles de energia son los de la particula confinada en una region
circular, cuyo espectro de energia es doblemente degenerado para m # 0, esta degeneraciéon se
rompe para f # 0. En las graficas de la Figura se puede apreciar el comportamiento de
los niveles de energia como funcién de la magnitud del campo eléctrico f. Observamos como la
degeneracion de los estados excitados se rompe al aumentar la magnitud del campo eléctrico,
el valor de la magnitud de f en el cual se da este rompimiento es distinto para cada radio de
confinamiento. Notese que conforme se aumenta el radio de confinamiento, la separacion de los

niveles de energia de los estados excitados se alcanza mas rapidamente.

5.2. Valores esperados de la posiciéon y desviaciéon estandar

El objetivo de esta seccion es presentar los resultados de la desviacion estdndar como una
medida cuantitativa de localizacion o deslocalizacion ya que nos indica que tan concentrada
o dispersa se encuentra la densidad de probabilidad de los estados del sistema que estamos

estudiando. Para obtener este resultado, primero calculamos los valores esperados de r y 72,

0= [ weoreeomias 59
(r*) = /0 N /0 B, )2 (r, 6)rdrds, (5.10)
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Esto nos permite calcular los valores de la desviacion estandar como funciéon de la magnitud del
campo eléctrico de algunos estados del sistema para radios de confinamiento fijos, y hacer un

analisis sobre la localizaciéon de la particula con el aumento de la magnitud del campo eléctrico,
o=/ (r2) — (r)%. (5.11)

A continuacién presentamos los resultados graficos del comportamiento de los valores espe-

rados de la posicién y de la desviacion estandar.

En la Figura|5.5|se presentan las graficas de los valores esperados de la posicion para el estado
base y cuatro estados excitados como funciéon de la magnitud del campo eléctrico y radios de
confinamiento fijos. Para tener una mejor comprension acerca del comportamiento de los valores
esperados de la posicién con el aumento del campo, presentamos las graficas de las distribuciones
radiales en las Figuras [5.6] y para valores selectos de f. Estas densidades radiales de

probabilidad se obtienen al integrar sobre la parte angular la densidad de probabilidad total, es

decir
21
o) = [ ou oo,
0
r0=1.0 (u.a.) ro=2.0 (u.a.) r°=3.0 (u.a))
0865 T T T T 13 - 7 2 nl
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Figura 5.5: Comportamiento del valor esperado de r para el estado base y cuatro estados excitados del
sistema como funcién de la magnitud del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo.

Los valores esperados de la posicion, para el estado base y el primer estado excitado tienen
un comportamiento creciente con el aumento del campo eléctrico, para los tres radios de con-
finamiento estudiados. Para r, = 1.0 el valor esperado de la posicién crece lentamente con el
campo, mientras que para los radios de confinamiento r, = 2.0 y r, = 3.0 el crecimiento de (r)
es mucho més rapido. El comportamiento del (r) lo podemos reafirmar analizando las gréficas
de las densidades radiales. Para r, = 1.0, en la Figura (a) correspondiente al estado base,

observamos que hay un ligero desplazamiento del valor maximo de la densidad de probabilidad
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con el aumento del campo. En la Figura (b) se muestra la densidad radial del primer estado
excitado, se observa que no hay un desplazamiento apreciable del maximo de la distribuciéon. En
cambio, para r, = 2.0 y r, = 3.0 en las Figuras (a), (b) y (a), (b), correspondientes al
estado base y primer estado excitado, se observa que el desplazamiento del valor maximo de la
densidad de probabilidad con el aumento del campo es mayor, en estos casos el valor esperado
de la posiciéon aumenta rapidamente.

En las Figuras (d) y (e), correspondientes a r, = 1.0, se observa que las densidades radiales
de probabilidad del tercer y cuarto estado excitado practicamente no se ven modificadas con el
aumento del campo eléctrico, en estos estados el valor esperado de la posicién permanece apro-

ximadamente constante.

Para un radio de confinamiento r, = 2.0, los valores esperados de la posicién para el segundo
y cuarto estado excitado comienzan a disminuir con el aumento del campo alcanzando un valor
minimo para posteriormente aumentar con el incremento de la magnitud del campo eléctrico.
Este comportamiento se debe a las diversas modificaciones que experimentan las densidades de
probabilidad de estos estados con el aumento del campo. En las Figuras (c) y (e) se observa
que al aumentar el campo eléctrico, el valor maximo de la densidad de probabilidad se mueve
hacia la derecha, hay una redistribuciéon de esta densidad abarcando regiones a la izquierda de
este valor maximo y como consecuencia el valor esperado de la posicién disminuye. Al seguir
aumentando la magnitud del campo eléctrico, la densidad de probabilidad se redistribuye nueva-
mente, el valor maximo se desplaza hacia la derecha pero la densidad a la izquierda de este valor
disminuye, provocando un aumento en el valor esperado de la posicion.
En el caso del tercer estado excitado el valor esperado de la posicion disminuye ligeramente al
aumentar el campo para posteriormente aumentar conforme se sigue incrementando la magnitud
del campo eléctrico. En la Figura (d) se observa que al aumentar la magnitud del campo, el
méaximo de la densidad radial se desplaza ligeramente hacia la derecha, por lo tanto la variacion

del valor esperado de r es muy pequena.

Para r, = 3.0, la explicaciéon del comportamiento del valor esperado de r para todos los

estados en funcién del campo eléctrico, es similar a la que se dio para el caso de r, = 2.0.
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Figura 5.6: Graficas de la densidad de probabilidad radial p(r) para los cinco estados mas bajos del
sistema con un radio de confinamiento r, = 1.0 y tres valores del campo eléctrico f.
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Figura 5.7: Graficas de la densidad de probabilidad radial p(r) para los cinco estados mas bajos del
sistema con un radio de confinamiento r, = 2.0 y tres valores del campo eléctrico f.
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Figura 5.8: Graficas de la densidad de probabilidad radial p(r) para los cinco estados mas bajos del
sistema con un radio de confinamiento r, = 3.0 y tres valores del campo eléctrico f.

En las graficas de la Figura [5.9) se muestra el comportamiento de la desviacion estandar
como funcion del campo eléctrico, para cinco estados del sistema y tres radios de confinamiento.
Para el radio de confinamiento r, = 1.0, la desviaciéon estandar del primer estado excitado
disminuye ligeramente con el aumento del campo eléctrico, indicando una localizacién de la
particula, mientras que para el resto de los estados, o crece lentamente con el incremento del
campo, la particula se deslocaliza. Se puede apreciar que para los radios de confinamiento r, = 2.0

y 7, = 3.0 la desviacién estandar del primer estado excitado disminuye con el aumento del
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campo eléctrico, la densidad de probabilidad se localiza, mientras que para el resto de los estados
excitados y el estado base, la desviaciéon estandar aumenta con el campo eléctrico hasta alcanzar
un valor maximo y luego comienza a disminuir. El valor en el cual se da este valor méximo
es diferente para cada estado y cada radio de confinamiento. Indicando que la densidad de
probabilidad se encuentra dispersa en esos valores del campo eléctrico en el que ¢ aumenta, sin
embargo, al continuar aumentado la magnitud del campo eléctrico la densidad de probabilidad

tiende a concentrarse.
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Figura 5.9: Comportamiento de la desviacion estandar o para algunos estados del sistema como funcion
de la magnitud del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo.

5.3. Entropia de Shannon

Para tener conocimiento sobre la localizacién-deslocalizacion de la particula se calculé la entro-
pia de Shannon en el espacio de configuracion (Ec.(4.9))) y en el espacio de momentos (Ec.(4.23))
para el estado base y los primeros cuatro estados excitados. Ademas se obtuvo la entropia total

para verificar la relacion de incertidumbre posicion-momento (Ec. (3.30))).

La densidad de probabilidad p(r, ¢) se construyé con la funcion de onda W(r,¢) dada por
la ecuacion 0 , segun el caso. Para obtener la densidad de probabilidad en el espacio
de momentos v(p,0) necesitamos conocer la funcion ®(p,#), la cual se obtiene al aplicar la
transformada de Fourier a la funciéon W(r, ¢) (ver Seccion [1.2)),

o e V2 X, (X, )0, (rp)
0= 2 (u <Xn,k|>{ e }) 6.12)

0% k|+1 n,|k|

Para encontrar el valor de p, .. en la integral de la ecuacion (4.23)) se siguié el mismo proce-

max

dimiento realizado en el capitulo anterior, verificando la condicién de normalizacion de ®(p, 6),

solo que en esta ocasion el valor de p_ es diferente para cada valor del radio de confinamiento

max
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5.3. Entropia de Shannon

y magnitud del campo eléctrico.

Los resultados numéricos de la entropia de Shannon se encuentran en la Tabla en el
Apéndice [A]

En la Figura [5.10| se muestran las gréaficas del comportamiento de las entropias de Shannon
como funciéon de la magnitud del campo eléctrico.
Para un radio de confinamiento r, = 1.0, la entropia de Shannon S, del estado base y del primer
estado excitado disminuye con el aumento del campo eléctrico, indicando un aumneto en la lo-
calizacion de la particula. Mientras que en el espacio de momentos S, aumenta como funcion del
campo interpretandose como una deslocalizacion en este espacio. En el caso del segundo estado
excitado tanto S, como S, aumentan ligeramente con el incremento de f. En las graficas de la
Figura|5.3| (a), (b) y (c), observamos que para r, = 1.0, la densidad de probabilidad del segundo
estado excitado se encuentra distribuida alrededor de dos méximos, ocupando la mayor parte de
la region circular, en este caso los resultados de la entropia de Shannon en el espacio de configu-
racion indican una deslocalizacion del electron. El comportamiento constante de la entropia S,
para el tercer y cuarto estado excitado se mantiene hasta f = 4, en el espacio de momentos S,
aumenta ligeramente con el campo. Para valores de f en el intervalo [4.5,6] se aprecia que S,
comienza a diferir en ambos estados, en el tercer estado excitado S, disminuye ligeramente mien-
tras que en el cuarto estado excitado aumenta lentamente. Para el mismo intervalo del campo,
en el espacio de momentos S, continia aumentando en los dos estados, solo que el aumento es
mas lento para el tercer estado excitado.
Para un radio de confinamiento r, = 2.0 y r, = 3.0 la entropia S, del estado base, primer y ter-
cer estado excitado disminuyen a medida que el campo eléctrico aumenta, mientras que para el
segundo y cuarto estado excitado S, aumenta hasta alcanzar un valor méaximo y luego disminuye
conforme aumenta el campo f.
El comportamiento que sigue S, con el aumento del campo para el segundo estado excitado se
puede comprender si analizamos las graficas de las densidades de probabilidad para un radio de
confinamiento r, = 2.0. En la Figura (d), (e) y (f) observamos que para campos pequenos
la densidad de probabilidad se encuentra distribuida alrededor de dos méximos simétricos res-
pecto al eje y, ocupando la mayor parte de la region circular. En f = 3 esta densidad se va
concentrando en direccién opuesta al campo y en f = 6 la densidad de probabilidad se encuentra
concentrada aproximadamente en una mitad de la region circular. Estos cambios en la densidad
de probabilidad con el aumento del campo estan siendo captadas por la entropia de Shannon S,

primero como una deslocalizacion y luego como una localizacion.
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Figura 5.10: Comportamiento de la entropia de Shannon en el espacio de configuracion S, y en el espacio

de momentos S, para algunos estados del sistema como funcion de la magnitud del campo eléctrico f y

radio de confinamiento fijo.
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5.3. Entropia de Shannon

Como medidas de localizaciéon hemos empleado a la desviacion estandar y la entropia de Shan-
non, aunque para algunos estados del sistema los resultados de ambas medidas no son consistentes
entre ellas. Para los tres radios de confinamiento r, = 1.0,2.0 y 3.0 los resultados proporcionados
por la entropia de Shannon en el espacio de configuracion, para el estado base y el tercer estado
excitado son diferentes a los proporcionados por la desviacion estandar para ciertos intervalos de
la magnitud del campo eléctrico. Si observamos la grafica de la densidad de probabilidad del es-
tado base para r, = 1.0 Figura 5.1} observamos que al aumentar la magnitud del campo eléctrico
la densidad de probabilidad se va concentrando, es decir el ancho de la distribucién disminuye
y la altura crece, aumentando la localizacion de la particula. Estos cambios en la densidad de
probabilidad estan siendo captados por la entropia de Shannon como una localizaciéon como se
muestra en la Figura m (S, para r, = 1.0), contrario a la desviacion estandar que lo detecta

como una deslocalizacion, Figura [5.9 para r, = 1.0.

A continuacion en las Figuras y se muestran el comportamiento de las entropias de
Shannon S,, S, y la entropia total S, + S, como funcion del campo eléctrico, para tres radios de
confinamiento. En general, en los estados estudiados las cantidades S, y S, satisfacen la relacion
de incertidumbre BBM, S, + S, > 2 (1 + In[r]) > 4.289560.

Al observar las graficas del estado base y del primer estado excitado con r, = 1.0y r, = 2.0
Figura 5.11] (a), (b), (d) y (e), vemos que S, y S, son muy simétricas entre sf y la entropfa
total de estos estados permanece aproximadamente constante como funcién del campo eléctrico,
mientras que para r, = 3.0 Figura (C) la entropia total disminuye ligeramente en f = 0.5 y

1.0 y después aumenta con el campo.
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Figura 5.11: Comportamiento de la entropia de Shannon en el espacio de configuracion S,, espacio de
momentos S, y entropia total S, 4 S, como funcién de la magnitud del campo eléctrico f y radio de
confinamiento fijo en unidades atémicas.

Para un radio de confinamiento r, = 2.0 y r, = 3.0 en la Figura [5.12] (b) y (c) las curvas
de la entropia de Shannon S, y S, del segundo estado excitado ya no son simétricas entre
ellas, la entropia total aumenta como funcién del campo eléctrico alcanzando rapidamente un
valor aproximadamente constante. El comportamiento de las entropias del tercer y cuarto estado

excitado es muy similar entre ellos para el mismo radio de confinamiento.
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momentos Sy y entropia total S, + S, como funcién de la magnitud del campo eléctrico f y radio de
confinamiento fijo en unidades atémicas.
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Entropia de Shannon 5.3.

5.3.1. Potencia de la entropia de Shannon

Esta cantidad esté directamente relacionada con las entropias de Shannon, previamente calcu-
ladas, de igual manera se define en el espacio de configuracion y en el espacio de momentos, dadas

por las ecuaciones (3.31]) y (3.32)), respectivamente. Como el sistema en analisis es bidimensional,

Jp = %GS’], (513)
1 S
J'y = %6 7. (514)

La potencia de entropia de Shannon se utiliza en el célculo de la complejidad Fisher-Shannon
ya que esta cantidad se obtiene como el producto de la potencia de entropia de Shannon y la
informacion de Fisher. Esta medida de complejidad se empleado como una medida de correla-
cion de electrones [38]. En este trabajo unicamente reportamos los resultados de las potencias

de entropia de Shannon, el calculo de la complejidad Fisher-Shannon se incluye como perspectiva.

A continuacion, en las siguientes figuras se muestra la descripciéon grafica de los datos de las

potencias entrdpicas.

En la Figura [5.13] se muestran las gréaficas del comportamiento de las potencias de entropia
de Shannon en el espacio de configuracion J, y en el espacio de momentos J, como funcion de
la magnitud del campo eléctrico y radio de confinamiento fijo. Como se puede observar, el com-
portamiento que siguen las curvas de J, y J, es el mismo que ya se describié para las entropias

de Shannon como funcién del campo eléctrico.

En la Figura se muestra el comportamiento de J, y J, asi como el producto J,J,. Se
observa que para un un radio de confinamiento r, = 1.0 el comportamiento de J, y J,J, del
estado base y los estados excitados es aproximadamente constante con el incremento del campo,

mientras que .J, aumenta ligeramente con el campo f.
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Figura 5.13: Comportamiento de la potencia de entropia de Shannon en el espacio de configuracion
J, y en el espacio de momentos J, como funcién de la magnitud del campo eléctrico f y radio de
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Continuacion de la Figura Comportamiento de la potencia de las entropias de Shannon como
funcién de la magnitud del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo.

5.4. Desequilibrio

En esta seccion se reportan los resultados correspondientes al desequilibrio, como una medida
de localizacion-deslocalizacion de la densidad de probabilidad. Las expresiones que utilizamos

para calcular esta cantidad en el espacio de configuraciéon y en el espacio de momentos son,
2m Ty
D= [ [ o) Praras, (5.15)
o Jo

2% Pmax
D= [ [ (.0 (5.16)
0 0

En las Figuras y se reportan los resultados graficos que describen el comportamien-
to del desequilibrio en el espacio de posiciones D,, en el espacio de momentos D., y el producto

D,D., como funcién del campo eléctrico.

Como se puede observar en la Figura|5.15], en el espacio de posiciones el desequilibrio aumenta
con el incremento de la magnitud del campo eléctrico, indicando que la particula se encuentra
més localizada en este espacio. En el espacio de momentos el desequilibrio disminuye cuando
aumenta la magnitud del campo, la densidad se deslocaliza. Para r, = 1 el comportamiento del
desequilibrio del segundo estado excitado difiere del comportamiento de los demas estados, D,
disminuye con el aumento de f en los valores estudiados, la particula se deslocaliza en el espacio
de posiciones.

En la Figura observamos que para el primer estado excitado el comportamiento de D,D,
se mantiene constante como funcion del campo eléctrico en r, = 1.0,2.0 y 3.0. Para r, = 1.0 el

comportamiento de D,D, es aproximadamente constante para todos los estados estudiados.
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Figura 5.15: Comportamiento del desequilibrio en el espacio de configuracion y en el espacio de mo-
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5.4. Desequilibrio
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Figura 5.16: Comportamiento del desequilibrio para algunos estados del sistema como funcion de la
magnitud del campo eléctrico f (u.a.) y radio de confinamiento 7, (u.a.) fijo.
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Continuacion de la Figura 5.16, Comportamiento del desequilibrio para algunos estados del sistema como
funcién de la magnitud del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo.

5.5. Principio de Incertidumbre de Heisenberg generalizado

Para algunos estados del sistema en estudio se calcularon los valores de (r?) y (p?), donde
(r?) se calcula con la funcién de onda en el espacio de configuracion, mientras que (p?) se calcula

de la siguiente forma:

2 Dinax
(p*) = / / @*(p, 0)p*®(p, §)pdpdo, (5.17)
0 0

donde la funcién de onda en el espacio de momentos esta dada por la ecuacion ([5.12)).

Como se trata de un sistema bidimensional (D = 2), el Principio de Incertidumbre de Hei-
senberg Generalizado (PTHG), ecuacion ([3.22)), se reduce a,

(r*) (") 2 1. (5.18)

A continuacion en la Figura se presentan las curvas de (r?) (p?) como funcién del campo
eléctrico f, para algunos valores seleccionados de r,. Se observa que en todos los estados estu-
diados se satisface la ecuacion ([5.18). Para r, = 2.0, observamos que el PIHG presenta un valor
minimo para el segundo y cuarto estado excitado, el minimo del PIHG para el segundo estado
excitado se encuentra alrededor de f = 1, mientras que para el cuarto estado excitado el valor
minimo del PIHG se encuentra alrededor de f = 2.0. Para r, = 3.0 en el segundo estado excitado
el PIHG presenta un minimo alrededor de f = 0.2, mientras que para el cuarto estado excitado
el valor minimo del PIHG se encuentra alrededor de f = 0.5. En estos valores del campo eléctrico
donde se dan los minimos de (r?) (p?), tanto la incertidumbre de la posicion del electrén como la

incertidumbre del momento, ambas son minimas.
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Figura 5.17: Comportamiento de <r2> <p2> para algunos estados del sistema como funcion de la magnitud
del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo.

5.6. Informacién de Fisher

Como tultima seccion de este capitulo presentamos los resultados correpondientes a la infor-
macion de Fisher en el espacio de configuraciéon y en el espacio de momentos. Las expresiones

que nos permitieron obtener los resultados son las siguientes,

_ [T Ve 9)P
F, —/0 /o . 9) rdrde, (5.19)
_ [P N, 0)

Estas integrales se calcularon numéricamente en el programa elaborado en Mathematica 11.

En la Tabla en el Apendice [B], se muestran los valores numéricos de la informacion de
Fisher como funcion de la magnitud del campo eléctrico para tres valores del radio de confina-
miento. Aqui inicamente se presentan las gréaficas correspondientes a estos valores. En la Figura
5.18| se muestra el comportamiento de la informaciéon de Fisher en el espacio de configuracion y
en el espacio de momentos como funciéon de la magnitud del campo eléctrico para el estado base

y algunos estados excitados.

Como se puede observar en la Figura[5.18] el comportamiento de la informacion de Fisher en
el espacio de configuracion para el estado base es creciente para los tres valores de r, indicando la
localizacion del electron en este espacio, y decreciente (deslocalizacion) en el espacio de momentos.
En r, = 1, el comportamiento de la informacién de Fisher en el espacio de momentos como funcién

del campo es decreciente para todos los estados. Para r, = 2, el comportamiento de F, del primer y
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tercer estado excitado aumentan con el campo eléctrico, indicando la localizacién en este espacio,
en el segundo y cuarto estado excitado F), comienza a disminuir ligeramente (deslocalizacién) pero
al seguir incrementado f, F, aumenta (localizaciéon). La informacion de Fisher en el espacio de
momentos para r, = 2 en los primeros tres estados excitados disminuyen (deslocalizacion ) con el
incremento de f, mientras que el comportamiento del cuarto estado excitado es distinto, primero
disminuye (se deslocaliza) alcanzando un minimo alrededor de f = 2.5, después aumenta (se
localiza) al seguir incrementando el valor del campo. Para r, = 3 I, del primer y segundo estado
excitado disminuye con el campo eléctrico; en el tercer estado excitado comienza a disminuir,
alcanzando un minimo y posteriormente aumenta lentamente con f; en el cuarto estado excitado
F, decrece abruptamente alcanzando un valor minimo y después comienza a crecer con el aumento
de f.

En la Figura se aprecia el comportamiento de la informaciéon de Fisher en el espacio de
configuracion, en el espacio de momentos y el producto de estas informaciones, estas curvas se
presentan en la misma grafica para cada estado y cada radio de confinamiento. Se observa que
para un radio de confinamiento de r, = 1, el comportamiento de F,F, es decreciente para todos
los estados. Para r; = 2 y r, = 3 el comportamiento de F,F, es distinto, primero disminuye
alcanzando un minimo y aumenta al incrementar la magnitud de f. Este comportamiento es mas
visible en el segundo, tercero y cuarto estados excitados para r, = 2, mientras que para 7, = 3
todos los estados presentan un minimo. Para r, = 2 en el estado base y el primer estado excitado,
la disminucioén y posteriormente el aumento del producto F},F, como funciéon de f es mucho més

lento.
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Figura 5.18: Comportamiento de la Informacion de Fisher en el espacio de configuracion F, y en el
espacio de momentos F, para algunos estados del sistema como funcién de la magnitud del campo
eléctrico f y radio de confinamiento fijo.
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Figura 5.19: Comportamiento de la informacion de Fisher en el espacio de configuracién F),, espacio
de momentos F, y el producto F,F, para algunos estados del sistema como funciéon de la magnitud del
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Continuacion de la Figura Comportamiento de la informaciéon de Fisher en el espacio de configu-
raciéon F),, espacio de momentos F, y el producto F,F, para algunos estados del sistema como funcién
de la magnitud del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo.

5.7. Conclusiones

Al aplicar el método variacional lineal utilizando como base a las funciones propias de la
particula confinada en un circulo calculamos los eigenvalores de energia y las funciones de onda
aproximada de algunos estados de la particula en una regiéon circular en presencia de un campo

eléctrico constante.

De las graficas de las densidades de probabilidad podemos apreciar que la densidad electroni-
ca se polariza con el campo eléctrico, desplazandose en direccién opuesta al campo. Al aumentar
la magnitud del campo eléctrico la densidad de probabilidad se va concentrando en regiones es-

pecificas, indicando mayor localizacién del electron.

En las gréaficas de las densidades de probabilidad radiales podemos observar que para un radio
de confinamiento r, = 1 el efecto del campo eléctrico sobre la particula es minimo, en este caso
predomina el efecto del confinamiento, mientras que para r, = 2 y r, = 3 ya se observa el efecto

del campo en las distribuciones radiales de los estados estudiados.

La energias propias de los estados estudiados disminuyen con el aumento de la magnitud
del campo eléctrico. Para valores del campo cercanos a cero se observa la degeneracion de los
estados excitados, este resultado era de esperarse puesto que en f = 0 tenemos los estados de la

particula en una region circular cuyos niveles de energia son doblemente degenerados para m # 0.

Al comparar los resultados proporcionados por la desviacién estandar, como medida de

(des)localizacion, con los resultados de la entropia de Shannon en el espacio de configuracion, se

o8



Conclusiones 5.7.

encuentra que para algunos estados los resultados de ambas medidas no son consistentes entre
si. La desviacion estandar mide la dispersion alrededor de la media, mientras que la entropia de
Shannon, al ser una medida global de la dispersién de la densidad de probabilidad, capta mejor

las modificaciones que sufren las densidades de probabilidad debido al campo eléctrico.

La entropia de Shannon en el espacio de configuracion, del estado fundamental, primer y
tercer estado excitado para los tres radios de confinamiento estudiados nos dice que, conforme
aumenta la magnitud del campo eléctrico, la densidad de probabilidad se encuentra mas con-
centrada, disminuyendo la incertidumbre en la posicion de la particula y aumentando asi su
localizacién. En el segundo y cuarto estado excitado para los radios de confinamiento r, = 2y
r, = 3 los resultados de S, indican que la densidad de probabilidad comienza a deslocalizarse
pero conforme se sigue aumentando el campo eléctrico tiende a concentrarse. El comportamiento
de la entropia de Shannon en el espacio de momentos como funcién de la magnitud del cam-
po, para los mismos estados y radios de confinamiento estudiados, nos indica que el electron se
deslocaliza en este espacio. La entropia total de Shannon de los estados estudiados, satisface la
relacion de incertidumbre BBM de posicion-momento para todos los valores del campo y radios

de confinamientos analizados.

Para un valor fijo del campo eléctrico, de acuerdo con los resultados de la entropia de Shan-
non (Tabla , correspondientes a los cinco estados estudiados, se encuentra que la entropia
de Shannon en el espacio de configuracion aumenta como funciéon del radio de confinamiento
(r, = 1.0,2.0 y 3.0), mientras que la entropia en el espacio de momentos disminuye. Para los
tres valores del radio de confinamiento, los comportamientos de S, y S, como funcién de r,
son analogos a las cantidades correspondientes de una particula en un circulo sin campo eléc-
trico (Capitulo . La entropia total como funcién de r, en presencia del campo eléctrico ya no
se mantiene constante como en el caso en el que hay ausencia de campo eléctrico (Cap. . Sin

embargo, se sigue satisfaciendo la relacion de incertidumbre entrépica (BBM) S,+.5, > 4.289560.

La interpretacion de los resultados de la informacion de Fisher tanto en el espacio de confi-
guracion como en el espacio de momentos, concuerdan con los proporcionados por la entropia de
Shannon sobre localizacion- deslocalizacion del electréon. La informacion de Fisher en el espacio

de configuraciéon y momentos satisfacen la relacion de incertidumbre, ecuacion ((3.38)).

Para un valor fijo de la magnitud del campo eléctrico, de acuerdo con los resultados de la
informacion de Fisher (Tabla [B.2)), correspondientes a los cinco estados estudiados, encontramos
que la informacion de Fisher F), disminuye al aumentar el radio de confinamiento (r, = 1.0,2.0
y 3.0) indicando una deslocalizacion del electrén, mientras que en el espacio de momentos F,

aumenta al aumentar el radio de confinamiento, el electrén se localiza en este espacio. Para los
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tres valores del radio de confinamiento, los comportamientos de F, y F, como funcién de r,
son similares a los resultados correspondientes de una particula confinada en una regién circular
(Capitulo . En ausencia del campo eléctrico (Cap. {4)) el producto F,F,, se mantiene constante
con el aumento del radio de confinamiento. En cambio, en presencia del campo eléctrico constante
esta cantidad ya no sigue el mismo comportamiento.

Los resultados correspondientes al desequilibrio concuerdan con los obtenidos para las entro-

pias de Shannon y la informacion de Fisher como funcién de la magnitud del campo eléctrico.

Los valores obtenidos para el principio de incertidumbre de Heisenberg generalizado son con-

sistentes, se satisface que (r?) (p?) > 1.
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Capitulo 6

Particula sujeta a un potencial de
oscilador armoénico bidimensional
confinada en una regién circular en

presencia de un campo eléctrico constante

En este capitulo se estudia el sistema que consta de un electron sujeto a un potencial de
oscilador armoénico confinado en una region circular, bajo la influencia de un campo eléctrico
constante en la direccién del eje x. El sistema oscilador armoénico confinado ya ha sido estudiado
y conocemos su soluciéon analitica [49,50]. Para analizar la accion del campo eléctrico sobre el
electron sujeto a un potencial de oscilador armoénico confinado utilizamos el método variacional
lineal. Mediante este método obtenemos las energias propias y construimos las funciones de onda
aproximadas como una combinacion lineal de las funciones de onda del oscilador arménico iso-
tropico bidimensional confinado en una regiéon circular de radio r,. Al conocer las funciones de

onda de los estados del sistema, calculamos algunos valores esperados y medidas de informacion.

Comencemos el capitulo retomando de manera breve el problema del oscilador armoénico
isotropico bidimensional confinado en una region circular de radio r,, cuyo hamiltoniano en

coordenadas polares estd dado por,

2

/ 1
HY = 2]; + §mew2r’2 + V(r'), (6.1)

donde w es la frecuencia, m, y e son la masa y carga del electron, respectivamente, y V(1) es el
potencial de confinamiento que modela la regiéon circular de radio r, de paredes impenetrables,

dado por,
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0 si 07" <7/
V(r') = (6.2)
oo sior' >l
Es conveniente trabajar con el hamiltoniano adimensional, para lo cual se realiza el siguiente

cambio de variable

h
I = 6.3
vy (63
reescribiendo el hamiltoniano, obtenemos
2
1
H® = % + 57”2 + V(r), (6.4)

donde la unidad de longitud es 4/ miew y la unidad de energia hw.

Escribiendo la ecuaciéon de Sherodinger,

H™(r, ¢) = E"(r, ), (6.5)

donde la funcion de onda 9 (r, ¢) debe satisfacer la condicion de frontera de Dirichlet impuesta

por el potencial de confinamiento (Ec. (6.2])),

v(r=r,,¢)=0. (6.6)

Para la solucion de la ecuacion de Schrodinger se aplica el método de separacion de variables,

Vo (1,0) = R, (1),.(0), (6.7)

donde la solucion a la parte angular esta dada por,

0, (¢) = eme, Im|=0,1,2,3..., (6.8)
mientras que la solucion a la parte radial es [49],
2 1
R,..(r)= rimle=m/2 g {5 (|m[ +1-— Egm) m| + 1, rﬂ , (6.9)

donde M es la funcion hipergeométrica confluente [51]. Asi, la solucién completa denotada por

Uy, (7, @) es,

1 .
00, (r.¢) = rmlem 20 [E (Iml+ 1= B2, ) slm] + 15 ] . (6.10)

1
V2T
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Las energias propias Egm se encuentran al aplicar la condicion de frontera (Ec. 1@) es decir,

R, . (r=r)=0,
1
M {5 (Iml +1—E2,m) ; Im| +1;7‘§] =0. (6.11)

Para valores fijos de m las raices sucesivas son enumeradas por n = 0,1,2,3,... donde, n es el

numero cudntico principal.

Regresando al sistema en estudio, el hamiltoniano de un electréon sujeto a un potencial de
oscilador armonico confinado en una region circular y un campo eléctrico constante f’, esta dado

por,
p/2 1
H = e + §mew2r'2 +ef'x’ + V(r'), (6.12)

donde V(1) es el potencial de confinamiento dado por la ecuacion (/6.2)). Para resolver el problema
es conveniente trabajar con el hamiltoniano escrito en forma adimensional, haciendo el cambio

de variable,

r=r : (6.13)

se obtiene la expresion adimensional del hamiltoniano,

2
1
H= 5 + 57“2 + frcoso + V(r), (6.14)
U (6.15)
 Vmoh? '

donde la unidad de longitud es N/miew’ la unidad de energia Aw y la unidad de campo eléctrico
vV'mehw3

e

Para conocer las funciones y energias propias de H necesitamos resolver la ecuacion de Schro-
dinger,
HY(r,¢) = EV(r,¢). (6.16)

Escribiendo el hamiltoniano de la ecuacion (6.14]) como:

H=H"+H',

donde H? estd dado por la ecuacion (6.4) y sea, H' = frcos¢. La solucion del sistema repre-
sentado por HY es ya conocida [49], la cuél corresponde a las funciones de onda dadas por la
ecuacion 1’ y los valores de energia Egm, como ya se menciond anteriormente, se encuentran

aplicando la condicién de frontera del problema, expresada por la ecuacion ((6.11]).

Al emplear el método variacional lineal las funciones propias de H (Ec. (6.14])) las construimos

como una combinacién lineal de las funciones base, correspondientes a las eigenfunciones de H°
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(Ec.(6.10))). Como el campo eléctrico rompe la simetria angular del problema sumamos sobre el

nimero cuantico de momento angular para un valor fijo del niimero cuantico n,

M M

\II(Ta ¢) = Z Cn,k¢n,k(r’ ¢) - Z Cn,kRn,k(r)(pk(qb)?

k=—M k=—M

ko

1
\ 2T ’

M
2 1
= Y ¢, M2y {5 (|l +1=E_ )|kl + 137 (6.17)
k=—M

donde {c,,} son los coeficientes por determinar, {¢ ,} es el conjunto base cuyo tamano es

N =2M + 1y M es el momento angular maximo a considerar.

Las soluciones a la ecuacion de Schrodinger (Ec. (6.16))) utilizando el método variacional lineal

se encuentran al resolver el problema de valores propios,

He = E¢ (6.18)
donde E denota a los valores propios de energia, ¢ es el vector de coeficientes ¢ = (cnﬁM, Co arars
Coo_ntgar -1 Cp M) y H es la matriz hamiltoniana cuyos elementos son los siguientes,

Hy = (00 100, = (0, [0, + (0, | H[0,,)
f
= B+ 5 (B By, ) (o + 0i5) (6.19)

La matriz hamiltoniana es una matriz tridiagonal donde el término (¢, , [H°| 1, ;) representa a
los elementos de la diagonal principal y <wm |H!| ¢m> representa a los elementos de las diagonales
adyacentes. ESJ_ son las energias propias de la particula en un circulo de radio r, bajo la accién
de un potencial de oscilador arménico y R, . es la solucion radial de H Y dada por la ecuacion
(6.9).

Para la construccion de la matriz hamiltoniana y solucionar el problema de valores propios
se elabord un programa en el software Mathematica 11 en el cual se le asignaron valores al radio
de confinamiento r,, el nimero cuéntico n = 0, la magnitud del campo eléctrico f y el momento
angular méximo M = 8. Por lo tanto los valores del niimero cuéntico de momento angular em-
pleados en este sistema son, m = —8, —7,...,0,1,...,7,8. Al diagonalizar la matriz hamiltoniana
obtuvimos los eigenvalores y vectores propios, los cuales corresponden a las energias propias del
sistema y a los vectores de coeficientes necesarios para la construccion de la funciones de onda
aproximadas. El criterio que utilizamos para considerar una base de 17 funciones es la conver-

gencia en los eigenvalores de energia observando como se comportan estos valores con respecto
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al incremento del ntumero de funciones base.

Al obtener el vector de coeficientes observamos que para el estado fundamental, segundo
y cuarto estado excitado, los coeficientes correspondientes a —m y m, son iguales ¢, = ¢, ,
mientras que para el primer y tercer estado excitado los signos de estos coeficientes son diferentes,
—c_, = c, . Esto simplifica la construcciéon de la funciéon de onda aproximada puesto que al hacer
la combinacion lineal en la parte angular nos permite aplicar la identidad de Euler. Por lo tanto

las expresiones para las funciones de onda ¥(r, ¢) las podemos escribir como:

U(r,¢),, =

\/_ Z r) cos(k¢), j=0,1,2 (6.20)

M
2J+1 : :

k=1

) sin(ko), j=0,1. (6.21)

En la Figura se muestran las densidades de probabilidad en ausencia del campo eléctrico
para r, = 1.0 y r, = 2.0, del estado base, primero y segundo estados excitados. Para el estado
base se observa que la distribuciéon de probabilidad es simétrica radialmente. En el primer estado
excitado la distribuciéon de probabilidad es simétrica con respecto al eje x, mientras que en
el segundo estado excitado ésta es simétrica con respecto al eje y. En presencia de un campo
eléctrico constante las densidades de probabilidad dejan de ser simétricas, como se muestran en
las Figuras|[6.2] y[6.4f A mayor intensidad del campo eléctrico la asimetria de la densidad de

probabilidad es mayor.
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(d)yr,=2,f=0 (e)r,=2,f=0 f)r,=2,f=0

Figura 6.1: Graficas de la densidad de probabilidad p(r, ¢) = U*(r, ¢)¥(r, ¢) del estado base (primera
columna), primer y segundo estado excitado (segunda y tercera columna, respectivamente) para r, = 1.0
(primera fila) y 7, = 2.0 (segunda fila), en ausencia de campo.

dr,=2,f=1 (e)r,=2,f=3 f)r,=2,f=6

Figura 6.2: Graficas de la densidad de probabilidad p(r,¢) = U*(r,¢)¥(r,¢) del estado base, para
valores selectos de la intensidad del campo y radio de confinamiento.
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6.1.

(d)ro:2’f:1 (e)r0:2,f:3 (f)T0:27f:6

Figura 6.3: Graficas de la densidad de probabilidad p(r, ) = ¥*(r, ¢)¥(r, ¢) del primer estado excitado,
para valores selectos de la intensidad del campo y radio de confinamiento.

e
.
x /

dr,=2,f=1 (e)r,=2,f=3 f)yr,=2,f=6

Figura 6.4: Graficas de la densidad de probabilidad p(r, ) = U*(r, ¢)¥(r, ¢) del segundo estado exci-
tado, para valores selectos de la intensidad del campo y radio de confinamiento.
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6.1. Energias propias

6.1. Enmergias propias

A continuacion se reportan los eigenvalores de energia del estado base y de los primeros cuatro
estados excitados del sistema como funciéon de la magnitud del campo eléctrico para tres radios

de confinamiento, r, = 1.0,2.0 y 3.0.

Tabla 6.1: Eigenvalores de energia de un electréon sujeto a un potencial de oscilador armoénico y
un campo eléctrico constante f, confinado en una regiéon circular plana de radio r,. La energia
estd en unidades de hw, la unidad de longitud es (A/m.w)"/? y la unidad del campo eléctrico es

(mehw?)? /e.

n =0
f ‘ Estado base ‘ 1 Excitado 2 Excitado 3 Excitado ‘ 4 Excitado
r, = 1.0
0.05 | 2.99994 7.50713 7.50719 13.39153 13.39153
0.5 | 2.99406 7.50367 7.50960 13.39151 13.39151
1.0 | 2.97631 7.49318 7.51684 13.39142 13.39144
1.5 | 2.94694 7.47573 7.52867 13.39124 13.39136
2.0 | 2.90623 7.45139 7.54477 13.39092 13.39130
2.5 | 2.85457 7.42022 7.56470 13.39038 13.39132
3.0 | 2.79242 7.38232 7.58794 13.38954 13.39148
3.5 | 2.72031 7.33779 7.61390 13.38829 13.39186
4.0 | 2.63878 7.28677 7.64193 13.38652 13.39256
4.5 | 2.54840 7.22940 7.67139 13.38411 13.39367
5.0 | 2.44974 7.16582 7.70159 13.38091 13.39530
5.5 | 2.34336 7.09620 7.73188 13.37677 13.39758
6.0 | 2.22979 7.02070 7.76160 13.37156 13.40061
ry =2.0

0.05 | 1.12153 2.47130 2.47198 4.09256 4.09256
0.5 | 1.05666 2.42567 2.49035 4.08827 4.08913
1.0 | 0.87872 2.29320 2.52396 4.07016 4.08271
1.5 | 0.62308 2.08807 2.53027 4.02700 4.08208
2.0 |0.31645 1.82525 2.47838 3.94867 4.09226
2.5 1-0.02510 1.51729 2.35810 3.82998 4.10716
3.0 |-0.39219 1.17360 2.17469 3.67049 4.11133

3.5 | -0.77910 0.80105 1.93923 3.47274 4.08805
4.0 |-1.18212 0.40468 1.66246 3.24053 4.02583

4.5 | -1.59873 -0.01175 1.35285 2.97788 3.92019
5.0 |-2.02713 -0.44540 1.01672 2.68851 3.77220
5.5 | -2.46599 -0.89404 0.65872 2.37567 3.58590
6.0 | -2.91429 -1.35588 0.28235 2.04215 3.36627
r, =3.0
0.05 | 1.00072 2.01382 2.01503 3.05764 3.05764
0.5 | 0.88685 1.90385 2.01281 3.01482 3.02081
1.0 | 0.59405 1.60278 1.93135 2.86499 2.93759
1.5 | 0.19567 1.16796 1.68518 2.59134 2.82685

2.0 |-0.27090 0.64019 1.29002 2.20728 2.63812
2.5 |-0.78916 0.04416 0.79537 1.73696 2.33535

3.0 |-1.35150 -0.60486 0.23649 1.20154 1.93417
3.5 | -1.95419 -1.29670 -0.36505 0.61743 1.46605
4.0 | -2.59507 -2.02408 -0.99528 -0.00261 0.95710
4.5 | -3.27235 -2.78142 -1.64457 -0.64870 0.42534
5.0 |-3.98391 -3.56423 -2.30625 -1.31324 -0.11760
5.5 | -4.72700 -4.36876 -2.97590 -1.99063 -0.66467
6.0 | -5.49836 -5.19183 -3.65078 -2.67688 -1.21177
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Energias propias 6.2.

En la siguiente figura se muestran las graficas del comportamiento de la energia del estado base
y de algunos estados excitados como funciéon del campo eléctrico para radios de confinamiento

fijos.

r=1.0 r =2.0 r =3.0
[) [)
B |
12
E. Base 2
s |
2° E. Excitado
10 —— 3° E. Excitado —_—
4° E. Excitado A

E. Base

Energia
Energia
Energia

» 2° E. Excitado
——3°E. Excitado
4° E. Excitado

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2

IS
IS

Figura 6.5: Comportamiento de la energia del estado base y de algunos estados excitados como funcion
de la magnitud del campo eléctrico f. La energia estd en unidades de hw, la unidad de longitud es
(h/mew)/? y la unidad del campo eléctrico es (mehw®)1/? /e,

Para valores del campo cercanos a cero observamos la degeneracion del primer y segundo es-
tado excitado, al igual que el tercer y cuarto estado excitado, aunque al incrementar la magnitud

del campo eléctrico f la degeneracion de estos estados excitados se rompe.

En las graficas podemos observar que para un radio de confinamiento 7, = 1.0 y un campo
eléctrico 0 < f < 6, el comportamiento de la energia del estado base y del primer estado excitado
es decreciente con el campo eléctrico, mientras que para el segundo estado excitado la energia
aumenta conforme aumentamos la magnitud del campo eléctrico. Las energias del tercer y cuarto
estado excitado mantienen un comportamiento aproximadamente constante con el campo. Para
radios de confinamiento r, = 2.0 y 7, = 3.0 el comportamiento de la energia para los estados

estudiados es decreciente cuando la magnitud del campo eléctrico aumenta.

La diferencia en el comportamiento de la energia del primer y segundo estado excitado para
el radio de confinamiento r, = 1.0 lo podemos explicar analizando las figuras|6.3[ (a) y (6.4 (a). En
la grafica de la densidad de probabilidad del primer estado excitado (Figl6.3 (a)), la distribucion
se concentra principalmente a lo largo de la direcciéon transversal al campo mientras que para el
segundo estado excitado (Fig. [6.4] (a)) esto ocurre en la direccion del campo. El efecto del campo

sobre la nube electrénica es mayor para el segundo estado excitado y por ello la energia aumenta.
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6.2. Valores esperados de r y r?

Una vez construidas las funciones de onda, ecuacion (6.20)) y (6.21]), calculamos los valores
esperados de la posicion (r) y de (r?) como funcién de la magnitud del campo eléctrico para

radios de confinamiento fijos.

() = /0 K /O U, )Y (r, $)rdrdg (6.22)

<7‘2>:/0r0/07r\1/*(r, ¢)r* VU (r, ¢)rdrded (6.23)

Para poder visualizar el comportamiento de estos valores esperados como funcién del campo

eléctrico f, presentamos las siguientes graficas.

r,=1.0 r,=2.0 r,=3.0

<r>
<r>
<r>

= E. Base

= E. Base

08 ——E. Base

= 2° E. Excitado
—a— 3° E. Excitado
= 4° E. Excitado

= 2° E. Excitado
—a— 3° E. Excitado
= 4° E. Excitado

= 2° E. Excitado
—— 3° E. Excitado
= 4° E. Excitado

08

-
-
-

Figura 6.6: Comportamiento del valor esperado de r para cinco estados del sistema como funciéon de la
magnitud del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo. La unidad de longitud es (h/ mew)l/ 2yla
unidad del campo eléctrico es (mehiw3)/? /e.

r =1.0 ra=2.0 rn=3.0

<r?

——E. Base —=—E.Base

=— 2° E. Excitado
—— 3° E. Excitado
=— 4° E. Excitado

—— 2° E. Excitado
—a— 3° E. Excitado
—— 4° E. Excitado

2° E. Excitado
—a— 3° E. Excitado
—— 4° E. Excitado 1

08

-
-
-

Figura 6.7: Comportamiento del valor esperado de 72 para cinco estados del sistema como funciéon de
la magnitud del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo. La unidad de longitud es (h/ mew)l/ 2y
la unidad del campo eléctrico es (mehw?)'/?/e.
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Valores esperados de r y r? 6.2.

Para la interpretacion de los resultados de los valores esperados de la posicion, presentamos
las graficas de la distribucion radial de probabilidad de los estados estudiados para tres valores

del radio de confinamiento y magnitud del campo eléctrico.

plr) plr)
S Ve
20f /
1.5} / \
— f=1 15} \ — F=1
1.0} f=3 \ f=3
f=6 10} // f=6
! 0.5} /
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 r 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 r
(a) Estado base (b) Primer estado excitado
p(r) p(r)
2.5
2.0
20}
1.5 —_— f= —_— =
= 1.51 =
1.0 = =
1.0}
0.5} 0.5} /
02 04 06 08 1wl 0.2 04 06 08 ol
(c) Segundo estado excitado (d) Tercer estado excitado
p(r)
25)
2.0t
— f=1
15 f=3
1.0} =
05
OTZ 0‘.4 0‘.6 0‘.8 ?0 r

(e) Cuarto estado excitado

Figura 6.8: Graficas de la densidad de probabilidad radial p(r) para los cinco estados mas bajos del
sistema con un radio de confinamiento r, = 1.0 y tres valores del campo eléctrico f.
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p(r) p(r)
107 tal
0.8}
o6l — f=1 — f=1
— f=3 — f=3
0.4} — f=6 — f=6
0.2}
05 10 15 20 T 05 10 15 20 T
(a) Estado base (b) Primer estado excitado
plr) pl(r)
12}
1.0}
1.0}
o}
— F=1 g4 — f=1
0.6} — f=3 — f=3
— f=6 % — f=6
0.4} oal
0.2p 0.2f
0j5 1‘.0 1j5 2.0 r 0:5 1‘.0 1:5 2.0 r
(¢) Segundo estado excitado (d) Tercer estado excitado
p(r)
1.2}
1.0}
0.8} — f=1
— f=3
08¢ — f=6
0.4}
0.2}
0.5 1.0 1.5 2.0 r

(e) Cuarto estado excitado

Figura 6.9: Graficas de la densidad de probabilidad radial p(r) para los cinco estados mas bajos del
sistema con un radio de confinamiento r, = 2.0 y tres valores del campo eléctrico f.
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p(r) p(r)
0.8
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0.6 \
— f=1 06y — f=1
04l f=3 e f=3
f=6 [ f=6
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0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 r 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 r
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p(r) p(r)
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(¢) Segundo estado excitado (d) Tercer estado excitado
p(r)
N\
0.6
0.4 =
02 /
0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 r

(e) Cuarto estado excitado

Figura 6.10: Graficas de la densidad de probabilidad radial p(r) para los cinco estados mas bajos del
sistema con un radio de confinamiento r, = 3.0 y tres valores del campo eléctrico f.

En la Figura [6.6) podemos observar que para los tres radios de confinamiento el valor espe-
rado de r del estado base y del primer estado excitado aumenta como funcién de la magnitud
del campo eléctrico. Para 7, = 1.0 el valor esperado de la posicién del estado base y del primer
estado excitado crece lentamente con el aumento del campo, mientras que para los radios de
confinamiento r, = 2.0 y r, = 3.0 el crecimiento de (r) es mucho més rapido. Para r, = 1.0, en
la Figura (a) correpondiente al estado base, observamos un ligero desplazamiento del valor

méximo de la densidad de probabilidad radial con el campo. En la Figura (b) se muestra
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la densidad radial del primer estado excitado, podemos observar que no hay un desplazamiento
evidente del valor maximo de la densidad radial de probabilidad. En cambio, para r, = 2.0 y
r, = 3.0, en las Figuras (a), (b) y (a), (b), correspondientes al estado base y el primer
estado excitado, observamos que el desplazamiento del valor méximo de la densidad de probabi-
lidad con el aumento del campo es mayor, en estos casos el valor esperado de la posicion aumenta
rapidamente con el campo.

Las densidades radiales de probabilidad del tercer y cuarto estado excitado para r, = 1.0 se mues-
tran en las Figuras[6.8| (d) y (e), como se puede observar, no hay un desplazamiento considerable
de la distribuciéon de probabilidad, en estos estados el valor esperado de la posiciéon permanece

aproximadamente constante con el campo.

El comportamiento de (r) para el segundo y cuarto estado excitado es distinto; veamos cuando
r, = 2.0, al aumentar el campo eléctrico los valores esperados disminuyen alcanzando un valor
minimo y posteriormente comienzan a aumentar. De acuerdo con las graficas de las densidades
radiales de probabilidad Figuras (c)y (e) al aumentar la magnitud del campo, el valor
méximo en la distribuciéon de probabilidad se mueve hacia la derecha, ademés hay una redistri-
bucién de la densidad de probabilidad abarcando regiones a la izquierda del méximo, provocando
una disminucion en el valor esperado de la posiciéon. Al continuar aumentando el campo eléctrico
la densidad de probabilidad se vuelve a redistribuir disminuyendo la densidad a la izquierda del

valor maximo y por lo tanto aumenta el valor esperado de r.

En el caso del tercer estado excitado cuando r, = 2.0 el valor esperado de la posicién primero se
mantiene constante hasta f = 2 pero a medida que el campo eléctrico aumenta, el valor esperado
de la posicién también aumenta. En la gréifica de la densidad radial de este estado Figura
(d), se observa que al aumentar la magnitud del campo eléctrico, el valor méximo de la densidad

se va desplazando hacia la derecha y como consecuencia el valor esperado de la posicién aumenta.

Para r, = 3.0, en los cinco estados estudiados, la explicaciéon del comportamiento del valor
esperado de r como funcién del campo eléctrico es similar a la que se dio para un radio de con-

finamiento r, = 2.0.

Enla Figuraobservamos que (r?) sigue un comportamiento anélogo al de (r) como funcién

del campo eléctrico.

6.3. Desviacidon estandar

De la seccion anterior conocemos los resultados de los valores esperados de la posicion r y de

r2. Por lo tanto, podemos obtener directamente los valores de la desviacion estandar (Ec.(6.11]))
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Desviacién estandar 6.3.

como funcion de la magnitud del campo eléctrico para radios de confinamientos fijos. Como
hemos mencionado en capitulos anteriores, la desviacion estdndar se ha empleado en mecénica
cuantica como una medida cuantitativa de localizacion o deslocalizacion [17,52]. En este apartado
se muestran los resultados graficos de la desviacién estandar como funcion de la magnitud del

campo eléctrico.

r =1.0 ro=2.0 ro=3.0

—&—E. base

—e—E. base

&— 2° E. Excitado

—e— 3° E. Excitado
4° E. Excitado

—&—E. base

©— 2° E. Excitado
—e— 3° E. Excitado
4° E. Excitado

Figura 6.11: Comportamiento de la desviacion estandar como funciéon de la magnitud del campo eléctrico
f v radio de confinamiento fijo. La unidad de longitud es (5/mqw)'/? y la unidad del campo eléctrico es
(mehw®)'/? Je.

De las graficas anteriores, para el radio de confinamiento r, = 1.0, se observa que en el estado
base, segundo, tercer y cuarto estado excitado del sistema, la desviacion estandar aumenta ligera-
mente a medida que aumentamos la magnitud del campo eléctrico, indicando una deslocalizacion
del electron. En el primer estado excitado el comportamiento de o es lineal con el campo. Para
este radio de confinamiento, la polarizacion del electréon debido al campo es muy pequena, por lo
tanto, las variaciones de o en los estados estudiados es minima comparados con los otros radios

de confinamiento.

Para el radio de confinamiento r, = 2.0 la desviacion estandar del estado base, segundo, tercer
y cuarto estado excitado del sistema aumenta (deslocalizacion) conforme aumentamos la mag-
nitud del campo eléctrico hasta alcanzar un punto maximo, para después comenzar a disminuir
(localizacion) lentamente con el campo. En el primer estado excitado los valores de o disminuyen

(localizacion) con el incremento del campo eléctrico.

Finalmente, para el radio de confinamiento r, = 3.0, el comportamiento de o del segundo
estado excitado aumenta (deslocalizacion) con el incremento de la magnitud del campo eléctrico,
mientras que para los otros estados estudiados la desviacion estandar aumenta (deslocalizacion)

hasta alcanzar un valor maximo y luego comienza a disminuir (localizacion) con el campo.
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6.4. Entropia de Shannon

Observamos que para los tres radios de confinamiento estudiados el tercero y cuarto estado

excitado tienen la misma desviacién estandar.

6.4. Entropia de Shannon

En esta seccién calculamos la entropia de Shannon como funcién de la magnitud del campo
eléctrico, la cual nos proporciona informacién sobre la localizacion-deslocalizacion de la particula
en la regiéon en la que se encuentra confinada. Como el sistema que estamos estudiando es un
sistema bidimensional las expresiones para calcular la entropia de Shannon en el espacio de
configuraciéon S, y en el espacio de momentos .S, ya se han escrito en capitulos anteriores, por

conveniencia las repetimos en esta seccion,

S,== [ [ ot alptr.o)rdrds, (6.24)

S, = - / ’ / T (0.0) Infry (p, 0) pdpdd, (6.25)

donde p(r, ¢) es la densidad de probabilidad en el espacio de configuracion y v(p, 0) es la densidad

de probabilidad en el espacio de los momentos.

La funcién de onda ¥(r, ¢) de manera general estd dada por la ecuacion (6.17) y de forma

particular dependiendo del estado que se quiere estudiar, la expresion esta dada por la ecuacion

(6.20) o bien (6.21]), segun sea el caso.

Asi como se construy6 la funcion de onda aproximada en el espacio de configuracion W(r, ¢),
de manera analoga construimos la funciéon de onda en el espacio de momentos ®(p, d). Por lo

tanto, primero necesitamos conocer la funcién de onda en el espacio de momentos correspondiente

at,,(r ),

1 1 .
_ m| —r?/2 _( ;0 ) . 2:| imae
r,¢) =1r"e M m|l+1—FE sim| 4+ 17| —=e"?. 6.26
0 (1:9) 5 (Il 1= 82, )sml = (6.26)
—~ ——
Rn,nL (T) 90((23)

Aplicando la trasformada de Fourier

1 0o 21 L
qbn,m (p7 9) = 2_ / r(ﬁn,m (T7 gZS)e_Zp'TTdegb,
T Jr=0 J¢=0

sustituyendo la expresion de ¢, . (r, ¢) dada por la ecuacion (6.26), se tiene

1 To 2T R
) = R d ime o —ip.T ] 27
ounr )= / o ( / e ¢>), (6.27)

Njw
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haciendo uso de la féormula de Euler y aplicando que

p.i = prcos(0 — ¢), (6.28)

donde, 6 y ¢ son los angulos polares en el espacio de momentos y en el espacio de posiciones,

respectivamente,

1
(27)

Ty 2T
G (D, 0) = 3 /0 R, .. (r)rdr/o g~ iproos(0-9) (cos(me) + isen(ma)) do. (6.29)

Utilizando la siguiente identidad [46],
27 )
/ e~ tkreoste=t) (cos(mt) + sen(mt)) dt = 2mi™ (cos(my) + sen(me)) Jp (kr), (6.30)
0

donde J,, es la funcién de Bessel de primera clase de orden m, se obtiene,

i eimG T

V2r

Finalmente, la funciéon de onda aproximada en el espacio de momentos del sistema en analisis

G (D, 0) =

R, . (r)Jn(pr)rdr. (6.31)

esta dada por,
zk@

\/%

Esta funcion se construyd en Mathematica 11, donde la integral que involucra esta expresion se

O(p,0) = r)Jg(pr)rdr. (6.32)

calcula de manera numeérica, dividiendo el intervalo de integracién en cien subintervalos y apli-

camos el método de Gauss de dos puntos en cada subintervalo [53].

Conociendo a ®(p, 0), la densidad de probabilidad ~(p, §) también es conocida. Por lo tanto,
se retoman las expreswnes para obtener las entropias de Shannon, ecuaciones ((6.24]) y - La
integral de la ecuacion sobre la variable p se evalia de 0 a p,,,, donde el valor de p,,.. es

tal que la funcién de onda <I>(p, 0) se encuentra casi normalizada a la unidad, es decir,

Pmazx
/ / d*(p, 0)P(p, 0)pdpdfd = 0.999999. (6.33)
o Jo

Los valores de la entropia de Shannon en el espacio de configuracién, en el espacio de momen-
tos y la entropia total, para el estado base y los primeros cuatro estados excitados del sistema

como funcién de la magnitud del campo eléctrico, para un radio de confinamiento fijo se reportan

en el Apéndice [A] Tabla [A.3]

En la Figura [6.12) se muestran las graficas del comportamiento de la entropia de Shannon en

el espacio de configuracion del estado base y de los primeros cuatro estados excitados. Para un

7



6.4. Entropia de Shannon

radio de confinamiento r, = 1.0, la entropia de Shannon S, del estado base y del primer estado
excitado disminuyen con el aumento del campo eléctrico, interpretandose que conforme el campo
eléctrico aumenta, la localizacion del electrén en este espacio también aumenta. Observamos que
en el segundo estado excitado S, aumenta con el campo, indicando la deslocalizacién del elec-
tron. El comportamiento de S, del tercer y cuarto estado excitado es el mismo hasta un valor de
f = 3 y se mantiene aproximadamente constante con el aumento del campo, mientras que para
3 < f < 6 los valores de las entropias de estos estados comienzan a separarse y S, del tercer
estado excitado comienza a disminuir ligeramente con el campo.

Para los radios de confinamiento r, = 2.0 y r, = 3.0 la entropia S, del estado base, primer
y tercer estado excitado disminuye cuando aumentamos la magnitud del campo eléctrico, indi-
cando que el electron en estos estados estd mas localizado con el aumento del campo eléctrico.
Mientras que las entropias del segundo y cuarto estado excitado aumentan hasta alcanzar un
valor méximo y después comienzan a disminuir a medida que aumentamos el campo eléctrico. El
comportamiento de S, para el segundo estado excitado lo podemos explicar analizando las distri-
buciones de probabilidad de la Figura[6.4] En esta figura observamos que para campos pequenos
( Figura|6.4] (d)) la densidad de probabilidad se encuentra distribuida alrededor de dos méximos
ocupando la mayor parte de la regiéon circular. A medida que aumentamos el campo eléctrico
(Figura (e)) la densidad se va concentrando en una determinada region del circulo. En la
Figura (f) se observa como la densidad de probabilidad ya se encuentra concentrada en la
mitad izquierda de la region circular. Este reacomodo de la densidad de probabilidad es captada

por la entropfa de Shannon detectando primero una deslocalizacion y posteriormente localizacion.

r =1.0 r =2.0 r =3.0
0 0 - 0

—&—E. Base

—&— 2° E. Excitado
—&— 3° E. Excitado
—+&— 4° E. Excitado

Sp

—&—E. Base

—+&— 2° E. Excitado —&—E. Base
—&— 3° E. Excitado N
—+&—4° E. Excitado —B—Z:‘ E. Excitado
—&— 3° E. Excitado
—+&—4° E. Excitado

-
-
-

Figura 6.12: Comportamiento de la entropia de Shannon en el espacio de configuracion S, para algunos
estados del sistema como funcién de la magnitud del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo. La
unidad de longitud es (A/mew)'/? y la unidad del campo eléctrico es (mehw3)/?/e.

Por otra parte en la Figura observamos que la entropia de Shannon en el espacio de

momentos aumenta conforme aumentamos la magnitud del campo eléctrico. Para los cinco estados
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Entropia de Shannon 6.4.

graficados y los tres valores del radio de confinamiento el electron se deslocaliza en este espacio.
Observamos que para valores del campo cercano a cero los valores de la entropia del primer y
segundo estado excitado son muy similares; lo mismo sucede con las entropias del tercer y cuarto
estado excitado aunque a medida que aumenta la magnitud de f los valores de las entropias se
separan; esta separacién es mas lenta para un radio de confinamiento r, = 1.0.

r0=1 .0 r0=2.0 ro=3.0

5 - 45 - 4
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Y —e— 2°E. Excitado ——e— 2° E. Excitado
48 —e— 3°E. Excitado 3 —e— 3° E. Excitado
= 4° E. Excitado - >— 4° E. Excitado

46 -

—&—E. Base

42
—-e— 2° E. Excitado
—e— 3° E. Excitado

— t

—ho
-

Figura 6.13: Comportamiento de la entropia de Shannon en el espacio de momentos S, para algunos

estados del sistema como funcién de la magnitud del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo. La

1/2

unidad de longitud es (A/mew)'/? y la unidad del campo eléctrico es (mehiw?)/?/e.

Hasta esta seccion hemos empleado la entropia de Shannon y la desviaciéon estandar como
medidas de localizacion, sin embargo, los resultados de estas dos medidas no son consistentes
entre si para algunos estados del sistema. Para un radio de confinamiento r, = 1.0 y r, = 2.0 los
resultados de estas dos medidas difieren para el estado base y el tercer estado excitado. En la
grafica de la densidad de probabilidad Figura|6.2| observamos que la densidad se va concentrando
conforme el campo eléctrico aumenta, la magnitud del pico de la densidad se va haciendo mayor.
Este cambio en la distribucién de probabilidad esta siendo detectado por la entropia de Shannon
en el espacio de configuracion como una localizacion (Figura y no como deslocalizacion

como en el caso de la desviacion estandar (Figura |6.11]).

En las Figuras y se muestran las graficas de las entropias de Shannon en el espacio
de configuraciéon S,, en el espacio de momentos S, y la entropia total S, + S, para el estado
base y los primeros cuatro estados excitados como funcién de la magnitud del campo eléctrico

para un radio de confinamiento r, = 1.0, r, = 2.0 y r, = 3.0.
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Figura 6.14: Comportamiento de la entropia de Shannon en el espacio de configuracion S,, espacio de
momentos S, y entropia total S, + S, del estado base, primer y segundo estado excitado del sistema,
como funcién de la magnitud del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo. La unidad de longitud
es (h/mew)'/? y la unidad del campo eléctrico es (mehiw?)'/? /e.
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Figura 6.15: Comportamiento de la entropia de Shannon en el espacio de configuracion S,, espacio de
momentos S, y entropia total S, + S, del tercer y cuarto estado excitado del sistema, como funciéon de
la magnitud del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo. La unidad de longitud es (h/me.w)'/? y
la unidad del campo eléctrico es (mehiw?)/?/e.

En la Figura6.14]se aprecia como las entropias del estado base para un radio de confinamiento
r, = 1.0 las curvas de S, y S, son simétricas entre si mientras que la entropia total se mantiene
constante con el aumento del campo eléctrico. Este comportamiento simétrico en las curvas de
entropia se va perdiendo con el aumento del radio de confinamiento, mientras que la entropia total
aumenta con el campo. Las curvas de las entropias S, y S, del primer estado excitado matienen
cierta simetria entre ellas y el comportamiento de la entropia total es aproximadamente constante
con el aumento de f para los tres radios de confinamiento. En el caso del segundo estado excitado
para r, = 1.0 las curvas de S, y S, se observan ligeramente simétricas como funcion del campo;
esta simetria entre S, y .S, se pierde conforme aumentamos el radio de confinamiento, como es el
caso de 7, = 2.0 y 7, = 3.0. En la Figura [6.15] se observa que el comportamiento de las entropias
como funcion del campo eléctrico del tercer y cuarto estado excitado es similar al del segundo

estado excitado.
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6.4. Entropia de Shannon

6.4.1. Potencia de entropia de Shannon

Dado que ya hemos obtenido los valores de la entropia de Shannon calculamos directamente
las potencias entropicas. Las expresiones que nos permiten obtener estas cantidades en el sistema
bidimensional D = 2 en el espacio de posiciones y en el espacio de momentos estan dadas por
la ecuaciones y (3.32), respectivamente. Como se ha mencionado en el capitulo anterior
esta cantidad se utiliza para calcular la complejidad Fisher-Shannon incluido como una de las

perspectivas de este trabajo.

En la Figura se muestran las gréaficas del comportamiento de las potencias entropicas J,
como funcion del campo eléctrico para el estado base y los primeros cuatro estados excitados con
tres valores del radio de confinamiento r, = 1.0, r, = 2.0 y 7, = 3.0. Como se puede apreciar el
comportamiento de .J, con el campo es similar al comportamiento de la entropia de Shannon S,,.
Para un radio de confinamiento r, = 2.0 y 7, = 3.0 esta cantidad disminuye con el incremento

del campo eléctrico.

En la Figura se encuentran las graficas de las potencias entropicas en el espacio de
momentos J,. Se observa que esta cantidad aumenta con la magnitud del campo eléctrico tal

como sucede con la entropia de Shannon S,,.
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Figura 6.16: Comportamiento de la potencia de entropia de Shannon en el espacio de configuracion J,
como funcién de la magnitud del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo. La unidad de longitud
es (h/mew)'/? y la unidad del campo eléctrico es (mehw?)/? /e.
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Figura 6.17: Comportamiento de la potencia de entropia de Shannon en el espacio de momentos J.,
como funcién de la magnitud del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo. La unidad de longitud
es (h/mew)/? y la unidad del campo eléctrico es (mohw?)'/?/e.

6.5. Desequilibrio

De las secciones anteriores conocemos las densidades de probabilidad tanto en el espacio de
configuracion como en el espacio de momentos, p(r, ¢) y v(p, 0), respectivamente. Empleando las
ecuaciones y en el programa de Mathematica 11 calculamos el desequilibrio como
funciéon de la magnitud del campo eléctrico para el estado base y los primeros cuatro estados

excitados del sistema.

En la Figura [6.18|se muestran las graficas con el comportamiento de D, y D., como funcion de
la magnitud del campo eléctrico f. Para un radio de confinamiento r, = 1.0 el desequilibrio D,
del segundo estado excitado disminuye con el aumento del campo indicando una deslocalizacion
del electron. Para los demaés estados D, aumenta conforme se incrementa la magnitud del campo,
en estos estados el electron se encuentra mas localizado y la densidad de probailidad esta méas
concentrada. El tercer y cuarto estado excitado tienen los mismos valores de D, hasta un valor
de f =4, mientras que en 4 < f < 6 los valores de D, comienzan a diferir para ambos estados
y las curvas se separan ligeramente aumentando lentamente con el campo aunque en forma mas
acentuada para el tercer estado excitado. En la grafica del desequilibrio en momentos para este
mismo radio de confinamiento observamos que las curvas de D, son decrecientes con el aumento

de f indicando que el electron se deslocaliza en este espacio.

Para los radios de confinamiento r, = 2.0 y 7, = 3.0 el desequilibrio en el espacio de configura-
cion de los estados estudiados aumenta como funcién del campo, en el cuél el elctron se encuentra
més localizado mientras que se deslocaliza en el espacio de momentos ya que el desequliibrio D,

disminuye con el incremento del campo eléctrico.
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Figura 6.18: Comportamiento del desequilibrio en el espacio de configuracion y en el espacio de momen-

tos para el estado base y los primeros cuatro estados excitados del sistema como funcién de la magnitud

del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo. La unidad de longitud es (%/mew)'/?

y la unidad
del campo eléctrico es (mehw?®)/? /e.
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En la Figura [6.19] para un radio de confinamiento r, = 1 se observa que el comportamiento
de D,D, del estado fundamental y los cuatro estados excitados es aproximadamente constante
con el aumento del campo. Para los radios de confinamiento r, = 2 y r, = 3, el comportamiento
constante de D,D., con el campo se observa tnicamente para el estado base y el primer estado

excitado mientras que para los demas estados D,D., disminuye con el incremento del campo

léctri
eléctrico.
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Figura 6.19: Comportamiento del desequilibrio para el estado base y los primeros cuatro estados exci-
tados del sistema como funcién de la magnitud del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo. La

unidad de longitud es (/mew)'/? y la unidad del campo eléctrico es (mehiw?)/?/e.

Continta en la siguiente péagina.
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6.6. Principio de incertidumbre de Heisenberg generalizado
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Continuacion de la Figura Comportamiento del desequilibrio para el estado base y los primeros
cuatro estados excitados del sistema como funciéon de la magnitud del campo eléctrico f y radio de
1/2 v 1a unidad del campo eléctrico es (mehiw?)/? /e.

confinamiento fijo. La unidad de longitud es (A/mew)

6.6. Principio de incertidumbre de Heisenberg generalizado

Para obtener el Principio de Incertidumbre de Heisenberg Generalizado (PIHG) (Ec. (3.22))
se calcularon los valores de (r?) y (p?), los valores de (r?) se obtuvieron anteriormente en la

seccion , mientras que (p?) se calcula de la siguiente forma:

2 Dimaz
(p*) = / / ®* (p, 0)p*®(p, 0)pdpdd, (6.34)
0 0

donde ®(p, #) es la funcion de onda en el espacio de momentos dada por la ecuacion ([6.32)).

Como el sistema que estamos estudiando es bidimensional, D = 2 [ver ecuacion (3.22))], de

acuerdo con este principio de incertidumbre se debe de satisfacer que:

(r*) (") > 1. (6.35)
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En la Figura se muestran las graficas de los valores esperados de p? del estado base y
de los primeros cuatro estados excitados como funciéon de la magnitud del campo eléctrico y
observamos que para los tres radios de confinamiento r, = 1.0,2.0 y 3.0 el valor esperado de p?

aumenta con el incremento del campo.

En la Figura [6.21] se encuentran las gréficas correspondientes a los datos numéricos del prin-
cipio de incertidumbre de Heisenberg generalizado para algunos valores selectos de r,,. Se observa
que en todos los estados estudiados el principio de incertidumbre se satisface, es decir, cumple
la desigualdad . Para r, = 2.0, observamos que el PIHG presenta un valor minimo para
el segundo y cuarto estado excitado, el minimo del PTIHG para el segundo estado excitado se
encuentra alrededor de f = 1.0, mientras que para el cuarto estado excitado el valor minimo
del PIHG se encuentra alrededor de f = 2.5. Para r, = 3.0 en el segundo estado excitado el
PIHG presenta un minimo alrededor de f = 1.0. En estos valores del campo eléctrico donde
(r?) (p?) presenta valores minimos, tanto la incertidumbre de la posicion del electrén como la

incertidumbre del momento, ambas son minimas.

<p>>

r=1.0 r =2.0
0 0

= E. Base

= 2° E. Excitado
—a— 3° E. Excitado
= 4° E. Excitado

<p>>

———E. Base

—— 2° E. Excitado
—— 3° E. Excitado
= 4° E. Excitado

————E. Base

—— 2° E. Excitado
—=— 3° E. Excitado
= 4° E. Excitado

r =3.0
0

Figura 6.20: Comportamiento de <p2> para algunos estados del sistema como funcién de la magnitud
del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo. La unidad de longitud es (h/mew)'/? y la unidad
del campo eléctrico es (mefiw®)/? /e.
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Figura 6.21: Comportamiento de <p2> <r2> para algunos estados del sistema como funcion de la magnitud
del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo. La unidad de longitud es (A/mew)'/? y la unidad
del campo eléctrico es (mehw®)1/? Je.

6.7. Informaciéon de Fisher

Como se ha mencionado anteriormente, la informaciéon de Fisher es una medida que cuan-
tifica lo concentrada o dispersa que se encuentra la densidad de probabilidad y la cual es muy
sensible a las oscilaciones que presenta la densidad del sistema. Las expresiones que nos permiten
obtener los resultados numéricos para esta cantidad en el espacio de configuracién y en el espacio
de momentos estdn dadas por las ecuaciones y , respectivamente. La densidad de
probabilidad p(r, ¢) se construy6 con la funcién de onda ¥(r, ¢) dada por la ecuacion (6.20) o
, segun el caso, mientras que para la densidad de probabilidad en el espacio de momentos
v(p,0) utilizamos a la funcién de onda ®(p,d) dada por (6.32). Las integrales involucradas en

este célculo se resolvieron numéricamente en el programa elaborado en Mathematica 11.

En la Tabla del Apéndice [B] se reportan los resultados numéricos de la informacion de
Fisher en el espacio de configuracién y espacio de momentos para los primeros cinco estados
del sistema y tres valores del radio de confinamiento, como funcién de la magnitud del campo
eléctrico. En la misma tabla también se reportan los resultados correspondientes a F,F, los cuales
satisfacen la relaciéon de incertidumbre dada por la ecuacion para D = 2,

F,F, > 16. (6.36)

En la Figura [6.22 se muestra el comportamiento de la informacién de Fisher en el espacio
de configuraciéon como funcién del campo eléctrico. Para un radio de confinamiento r, = 1.0, la
informacion de Fisher del estado base y del primer estado aumenta (localizacion) como funcion

de f mientras que en el segundo estado F, disminuye (deslocalizacion) ligeramente con el campo.
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El tercer y cuarto estado excitado tienen aproximadamente los mismos valores de F,, se man-
tienen constantes hasta un determinado valor de f, después de este valor, en el cuarto estado
excitado F), comienza a disminuir (deslocalizacion) lentamente con el campo mientras que en el
tercer estado excitado aumenta (localizacion) ligeramente con el incremento de f. Para r, = 2.0
y r, = 3.0 F, aumenta (localizacion) cuando incrementamos la magnitud del campo en los cinco
estados estudiados y observamos que la curvatura de F), del segundo y cuarto estado excitado es

diferente a la de los otros estados graficados.

r =1.0 r0=2.0 r0=3.0
120 - - 5 . 3 .
—&—E. base —&—E. base

—&—2° E. Excitado
—=&— 3° E. Excitado
—&—4° E. Excitado

—&—2° E. Excitado
30 | —=— 3° E. Excitado
—&—4° E. Excitado

100

—&—E. base 35

—&—2° E. Excitado
—=— 3°E. Excitado
0 —&— 4° E. Excitado o

Fp
Fp
Fp

60 -

40

20 5 0

Figura 6.22: Comportamiento de la Informacion de Fisher en el espacio de configuracion F), para algunos
estados del sistema como funcién de la magnitud del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo. La
unidad de longitud es (h/mew)'/? y la unidad del campo eléctrico es (mehiw?)/? /e.

En la Figura|6.23|se muestran las curvas de la informacion de Fisher en el espacio de momentos
como funcién de la magnitud del campo eléctrico. En los cinco estados estudiados, F, disminuye
(deslocalizacion) con el aumento del campo f, donde tal comportamiento se observa en los tres
radios de confinamiento r, = 1.0,2.0 y 3.0. En r, = 1.0 se observa que el comportamiento de
F, es aproximadamente lineal con el aumento del campo, mientras que en los otros radios de

confinamiento F, decrece mas rapidamente con el aumento del campo.

89



6.7. Informacion de Fisher

ro=1.0 rn=2.0 rn=3.0

—&=—E. base —&=—E. base —&—E. base
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—+&—4° E. Excitado —&—4° E. Excitado 10 —+—4° E. Excitado

08

06 1 2

Figura 6.23: Comportamiento de la Informacion de Fisher en el espacio de momentos F, para algunos
estados del sistema como funcién de la magnitud del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo. La

unidad de longitud es (h/mew)'/? y la unidad del campo eléctrico es (mehw?)/?/e.

En la Figura se muestran las graficas de F),, I, y F,,F, para cada estado y cada uno de
los radios de confinamiento r, = 1.0,2.0 y 3.0. Para un radio de confinamiento de r, = 1.0 se
observa que el comportamiento de F,F), es decreciente como funciéon del campo para todos los
estados graficados. Para los otros radios de confinamiento, r, = 2.0 y r, = 3.0, el comportamiento
de F,F, es distinto, primero comienza a disminuir con el aumento de f pero conforme se sigue

aumentando la magnitud del campo F},F’, también aumenta.
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Figura 6.24: Comportamiento de la informacion de Fisher en el espacio de configuracion F),, espacio de

momentos F’, y el producto F,F, para cinco estados del sistema como funciéon de la magnitud del campo

1/2

eléctrico f y radio de confinamiento fijo. La unidad de longitud es (h/mew)'/* y la unidad del campo

eléctrico es (mehw®)1/? /e,

Contintia en la siguiente pagina.
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Continuacion de la Figura Comportamiento de la informaciéon de Fisher en el espacio de configu-
racion F),, espacio de momentos F, y el productoF,F, para cinco estados del sistema como funcion de
la magnitud del campo eléctrico f y radio de confinamiento fijo. La unidad de longitud es (i/ mew)l/ 2y
la unidad del campo eléctrico es (mehw?)'/?/e.

6.8. Conclusiones

Al aplicar el método variacional lineal, utilizando como funciones base a las funciones pro-
pias de una particula sujeta a un potencial de oscilador armoénico en una regiéon circular plana,
obtuvimos los valores propios de energia y las funciones de onda, para un electrén sujeto a un
potencial de oscilador armoénico en una region circular plana de radio r,, en presencia de un

campo eléctrico constante.

En ausencia del campo eléctrico los estados del sistema con momento angular m # 0 son
doblemente degenerados. Esta degeneracion se rompe al introducir el campo eléctrico, lo cuél se
observa en los niveles de energia donde el rompimiento de esta degeneracion se hace mas pronun-

ciado a medida que aumenta la magnitud del campo eléctrico.

En ausencia del campo eléctrico las densidades de probabilidad tienen cierta simetria, ya sea
radial o con respecto a uno de los ejes = o y, dependiendo de cada estado del sistema. Al apli-
car un campo eléctrico constante la distribucion de las densidades de probabilidad dejan de ser

simétricas, la densidad electronica se polariza desplazdndose en direcciéon opuesta al campo.

Comparando los resultados sobre la localizacién-deslocalizacion del electron en el espacio de
configuracion proporcionados por la desviacion estandar, la entropia de Shannon y la informacion
de Fisher como funcién de la magnitud del campo eléctrico. Los resultados obtenidos por estas
dos ultimas medidas de localizaciéon coinciden entre ellas, en cambio, los proporcionados por la

desviacion estandar difieren para algunos estados del sistema. Podemos concluir que la entropia
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de Shannon y la informacion de Fisher captan mejor los cambios en la densidad de probabilidad

debido al aumento del campo eléctrico.

Los resultados proporcionados por la entropia de Shannon en el espacio de configuracion para
el estado base, primer y tercer estado excitado nos indica que conforme aumenta la magnitud
del campo eléctrico la densidad de probabilidad se encuentra més concentrada, disminuyendo la
incertidumbre sobre la posicion del electréon, aumentando asi su localizacion. Para el segundo y
cuarto estado excitado, conforme aumenta el campo eléctrico, S, aumenta ligeramente, indican-
do una ligera deslocalizaciéon. Sin embrago, al continuar aumentando el valor de f, S, disminuye
lo cual indica que el electréon se encuentra mas localizado. La entropia de Shannon en el espa-
cio de momentos aumenta como funciéon de la magnitud del campo eléctrico, provocando una
deslocalizacion del electron en tal espacio. En los estados estudiados se satisface el principio de

incertidumbre de posicion-momento BBM.

La informacion de Fisher en el espacio de configuraciéon aumenta como funciéon de la magnitud
del campo eléctrico, indicando que el electréon se encuentra més localizado en este espacio. En el
espacio de momentos la informacion de Fisher disminuye al aumentar la magnitud del campo, el
electron se deslocaliza en este espacio. Los resultados de la informacion de Fisher satisfacen la

relacion de incertidumbre expresada en la ecuacion ((6.36)).

Los resultados del desequilibrio sobre localizaciéon - deslocalizaciéon del electrén concuerdan
con los proporcionados por las entropias de Shannon y la informacién de Fisher como funcién de

la magnitud del campo eléctrico.

En los cinco estados estudiados de este sistema se satisface el principio de incertidumbre de

Heisenberg generalizado (r?) (p?) > 1.

Haciendo un anélisis de los resultados de la entropia de Shannon obtenidos en este capitulo
con los del Capitulo 5| (una particula confinada en una region circular en presencia de un campo
eléctrico). Podemos decir que para un radio de confinamiento r, = 1.0, los resultados de la en-
tropfa de Shannon S,, S, y la entropfa total como funcion del campo eléctrico son muy similares
en ambos sistemas. Sin embargo, para los radios de confinamiento r, = 2.0 y r, = 3.0, estos
resultados son diferentes para cada sistema. Para el estado base, los valores de las entropias S,
son mas pequenos en el sistema del electron sujeto a un potencial de oscilador armoénico en una
region circular en presencia de un campo eléctrico, comparada con los valores de las entropias
del electréon en una regiéon circular en presencia de un campo eléctrico. Por lo tanto, podemos
concluir que en el estado base para r, = 2.0 y r, = 3.0, el electrén estd mas localizado cuando

hay un potencial de oscilador armoénico, mientras que para r, = 1.0 la localizaciéon del electron
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en ambos sistemas se da de igual manera.

Analizando los resultados correspondientes a la informacién de Fisher y haciendo una compa-
racion con los resultados del capitulo anterior donde el efecto del potencial de oscilador armoénico
es nulo. Para un radio de confinamiento r, = 1.0 los resultados de la informacion de Fisher F},, F,
y F,F, de los estados estudiados son muy similares en ambos sistemas. En cambio, al aumentar
el radio de confinamiento, es decir para r, = 2.0 y r, = 3.0 hay una variacion en estas cantida-
des. En el espacio de configuracion la informacion de Fisher es mayor al incluir el potencial de
oscilador armoénico comparado con los resultados en ausencia de este potencial. Por lo tanto para
r, = 2.0 y r, = 3.0, el electron se encuentra mas localizado al incluir el potencial de oscilador

armonico.
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Capitulo 7

Particula confinada en una region circular
plana en presencia de un campo magnético

constante

Un problema interesante es el movimiento de un electréon confinado en una region circular de
radio r, con paredes impenetrables, en presencia de un campo magnético constante, perpendicu-
lar al plano de movimiento, sin considerar el espin. Este problema ya ha sido analizado mediante
el método de teoria de perturbaciones independientes del tiempo [54] y ademés se conoce la solu-
cion exacta del problema [55|. Para analizar este sistema utilizamos el método variacional lineal
empleando como base a las funciones de onda de la particula confinada en una region circular
de paredes impenetrables. Al diagonalizar la matriz hamiltoniana obtenemos las energias propias
para diferentes estados , asi como la funcién de onda aproximada correspondiente. A partir de
esto, obtenemos los valores esperados de la posicion, la desviacion estandar asi como las entropias
de Shannon e informacion de Fisher en el espacio de configuraciéon y en el espacio de momentos,
donde algunas de estas cantidades se obtienen como funciéon de la magnitud del campo magnético
y del radio de confinamiento r,. Parte de los resultados de este capitulo ya han sido publicados

en la referencia [18] incluida al final de este trabajo.

Consideremos a un electron de masa m, y carga —e que se mueve en el plano x — y en
una regién circular impenetrable de radio 7, centrada en el origen del sistema de coordenadas.
El electron esta sujeto a la accion de un campo magnético uniforme perpendicular al plano de
movimiento, es decir, B= Bol%, donde k es el vector unitario en direccién z y B, es la magnitud
del campo magnético.

Haciendo uso del acoplamiento minimo que consiste en reemplazar el momento lineal p7 por el
momento generalizado,
P+ SZ, (7.1)
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donde c es la magnitud de la velocidad de la luz en el vacio y A es el vector potencial magnético.

El hamiltoniano del sistema se puede escribir como:

/ 1 W ? !
H = 5 [p + EA] + Vo(r')
1 o Lo 2
H = {p’2 g A+ SA 6—2142} + Ve(r'). (7:2)
2me c c c

donde V(') es el potencial de confinamiento, el cual impone condiciones de frontera de Dirichlet

a las funciones de onda sobre la circunferencia de radio r,,

0 si 07" <0/
Ve(r') = : (7.3)

oo si o' >r!
Consideremos una funciéon arbitraria f, entonces

P(Af) = —ihVaAof = =il (AVaf + [VaAa) = A-5f —ihfV - A,

—

7 Af — A-pf =ihfV - A.

Utilizando la norma de Coulomb tenemos que V - A=0
prA—A- =0, (7.4)

por lo tanto, como estos operadores conmutan, el hamiltoniano lo podemos reescribir como:

/2 2

p e - - e
+—Ap+
2M.  MeC p 2m.c?

H = A%+ V(1. (7.5)
considerando que A= %E X 7/ y haciendo uso de algunas identidades vectoriales, el segundo y

tercer término de H’ se escriben como,

CAp=-Birixpg=-""B.I (7.6)

meC 2mec 2mec

e? e? 1o 2\’
A2 = —B x
2mec? 2mec? (2 T)

- (B2~ (7 B)?). (77)

Recordando que nuestro problema es bidimensional y que el campo magnético aplicado estéa

en direccion z, el hamiltoniano se puede escribir como:
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He2 L gy C gy (7.8)
= r (1), .
2me  2me.c 0 7 8mec? 0
en términos de la frecuencia de Larmor w, ,
eB
wL = 2mOC’ (79)
se obtiene la siguiente expresion,
/2 mer 7,/2
H = ;Zn S w, L+ V(). (7.10)

Para resolver el problema es conveniente adimensionalizar el hamiltoniano realizando el cam-
bio de variable 7 = a,r, donde q, es el radio de Bohr y r es la variable radial adimensional.
Escribiendo el hamiltoniano de la Ec. (7.10) en unidades atomicas (A = m, = e = 1) y siguiendo

la notacion de la referencia [56],

2
1
H= % +5b? 4 L+ Vi), (7.11)
donde .
b= —C 7.12
2m2ced’ (7.12)

asi, la unidad de longitud es el radio de Bohr #262, la unidad de energia es el Hartree m§§4 y la

unidad de campo magnético es ’"E;e?’ = 2.3505 x 10°G(1G =1 x 1077T)).

Reescribiendo el hamiltoniano (Ec. (7.11))), como:

H = Hy + Hy,
donde,
P
Hy= 5 + V.(r), (7.13)
Y 1
H, = §b4r2 + VL. (7.14)

El sistema representado por Hy corresponde al hamiltoniano de una particula confinada a
moverse en una region circular de radio 7, el cual ya fue abordado en el Capitulo[d] Las funciones
de onda soluciéon de Hj, se consideraran como conjunto base al aplicar el método variacional
al sistema representado por H. Como L, es una constante de movimiento, el problema tiene
momento angular definido. Asi, la funciéon de onda aproximada de H la proponemos como una

combinacion lineal del conjunto de funciones base con momento angular m fijo, dadas por la
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ecuacion (4.4)).

N

U(r,¢) = Z Ck,mwk,m (r, ¢),

k=1

N
\/§ T 1 .
= § j J (X =) | —=—=e™m2. 7.15
Chm J <Xk,|m\) |m| ( k,|m| r, ) /_27T€ ( )

0
h1 L0 ml+1 |

—
Rn,m(r)
Para obtener las energias y los coeficientes del desarrollo de la ecuaciéon anterior debemos de

hallar la solucion al siguiente problema de valores propios [19],
Hc = Ec, (7.16)

donde H es la matriz hamiltoniana, ¢ es el vector de coeficientes y FE denota los eigenvalores de

energia. Los elementos de la matriz hamiltoniana estan dados por la siguiente expresion:

Hi' = (EZ(’% + mb2> (Sij + %b4 <Ri,m|r2|Rj,m> ) (717)

donde E,L(SL) esta dado por la ecuacion 1) y Rin por la ecuacion (4.5)).

La construccion y diagonalizacion de la matriz hamiltoniana se realiz6 en Mathematica 11,
utilizando una base de N = 40 funciones. El criterio que se utiliz6 para considerar este tamano
de base es la convergencia en los eigenvalores de energia observando como se comportan estos

valores con respecto al incremento del ntimero de funciones base.

7.1. Eigenvalores de energia

Para obtener las energias propias de algunos estados (n,m) del sistema como funcion de la
magnitud del campo magnético, donde n es el numero cudntico radial y m el numero cudntico
de momento angular, fijamos el valor de m, el radio de confinamiento r, y variamos el valor
del pardmetro b? que es proporcional a la magnitud del campo magnético aplicado. Los valores
propios de energia para un radio de confinamiento r, = 1.5 y |m| = 0, 1, 2 se reportan en la Tabla
El comportamiento de la energia como funcién del campo b? los podemos visualizar en la
Figura (7.1}

Para un radio de confinamiento fijo r, = 1.5, observamos que para valores de 0 < b* < 2.5 la ener-
gia aumenta para los estados con nimero cuantico m > 0. Para los estados (0,—2) y (1,—2) la

energia disminuye conforme la magnitud del campo magnético aumenta, mientras que la energia
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de los estados (0, —1)

a aumentar. Sin embargo, cabe mencionar que para cualquier estado independientemente si m

y (1,—1), disminuye hasta alcanzar un minimo y posteriormente comienza

es positivo o negativo, la energia incrementara para valores de b? suficientemente grandes para
cada estado.

Cuando b? = 0 tenemos el problema de una particula confinada en una region circular cuyos ni-
veles de energia son doblemente degenerados para m # 0. Podemos observar que la aplicacion del
campo magnético rompe esta degeneracion, sin embargo, en las graficas se observan interseccio-
nes en los niveles de energia indicando degeneracion en los estados conocida como degeneracion

accidental.

Tabla 7.1: Valores propios de energia de un electron confinado en una region circular plana en presencia

de un campo magnético constante b2, para un radio de confinamiento fijo r, = 1.5 w.a..

r, = 1.5 u.a.
b*ua. | m=0 m=—1 m=1 m= —2 m=2
n=>0
0.05 1.28576567600895 | 3.21359760850145 | 3.31359760850141 | 5.76217662088672 | 5.96217662088702
0.1 1.28760486217284 | 3.16640959563014 | 3.36640959563021 | 5.66562856471513 | 6.06562856471528
0.3 1.30717319142983 | 2.99636584881035 | 3.59636584881035 | 5.30242122895190 | 6.50242122895191
0.5 1.34603913737998 | 2.85606865596847 | 3.85606865596840 | 4.97585253868711 | 6.97585253868685
1.0 1.52353226025943 | 2.63221918840244 | 4.63221918840257 | 4.31732238446609 | 8.31732238446597
1.5 1.80313375410881 | 2.57908116712454 | 5.57908116712451 | 3.87639791642868 | 9.87639791642881
2.0 2.16394604998746 | 2.67738346320637 | 6.67738346320635 | 3.63805504230405 | 11.6380550423040
2.5 2.58299092616486 | 2.90216339818811 | 7.90216339818788 | 3.58155619175941 | 13.5815561917596
n=1

0.05 6.77226761152104 | 10.8883722463887 | 10.9883722463885 | 15.6454611012017 | 15.8454611012021
0.1 6.77489570598630 | 10.8411848698809 | 11.0411848698810 | 15.5485118385576 | 15.9485118385577
0.3 6.80294313694649 | 10.6711953893933 | 11.2711953893934 | 15.1810573755044 | 16.3810573755042
0.5 6.85911551205706 | 10.5312666320624 | 11.5312666320623 | 14.8461722523534 | 16.8461722523531
1.0 7.12368664341032 | 10.3137219648564 | 12.3137219648566 | 14.1518210509638 | 18.1518210509640
1.5 7.56835521519513 | 10.2874852700405 | 13.2874852700404 | 13.6627738442431 | 19.6627738442432
2.0 8.19548986956935 | 10.4562633981131 | 14.4562633981134 | 13.3812436417306 | 21.3812436417305
2.5 9.00271791440926 | 10.8233031842697 | 15.8233031842696 | 13.3099390037348 | 23.3099390037344
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—e—(00) r,=15(ua)
25 —

20

\

Energia (u.a.)
[ﬂ
& X

1.5 2 25

b’ (u.a.)

Figura 7.1: Eigenvalores de energia para los estados (n,m) como funcién del campo magnético b2, para
un radio de confinamiento fijo r, = 1.5 u.a. .

7.2. Valores esperados de la posicion

Con la funciéon de onda aproximada ecuacion podemos calcular los valores esperados de
la posicion de la particula en un circulo en presencia de un campo magnético constante. Debido
a la forma explicita de la ecuacion , la densidad de probabilidad inicamente depende de la
variable radial,

N 2
1
p(r) = (Z ck,mRn,m(r)> 5 (7.18)
k=1
Por lo tanto, la expresion para calcular los valores esperados de la posicion es
To
(ry = / rop(r)rdr (7.19)
0

Estos valores esperados se calculan como funciéon de la magnitud del campo magnético para un

radio de confinamiento fijo.

A continuacion se muestran las graficas del valor esperado de la posicion como funcién de
la magnitud del campo magnético para seis estados (n,m) del sistema, para un valor fijo de
r, = 1.5. El comportamiento de (r) como funcion de la magnitud del campo magnético del estado

fundamental y del estado (0, 1) es decreciente al aumentar la magnitud del campo, mientras que
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para los estados (1,0), (2,0), (1,1) y (2,1), al incrementar b* el valor eperado de la posiciéon
aumenta lentamente hasta alcanzar un valor maximo y posteriormente disminuye con el campo.
Cabe mencionar que el valor de b* donde (r) alcanza el valor méaximo es diferente para cada
uno de estos estados. Un valor pequeno de (r) indica la particula se encuentra cerca del origen,

mientras que un valor mayor de (r) indica que la particula estd mas alejada del origen.

r0=1 .5 (u.a.) r0=1.5 (u.a.)

09 |

—e—(0,1) |

——(2,1)

<r>

02 ! ! 04 !

b’ (u.a.) b’ (u.a.)
Figura 7.2: Valores esperados de la posicion (r) para seis estados (n,m) como funcién de la magnitud
del campo magnético b* con radio de confinamiento fijo r, = 1.5 u.a. .

7.3. Desviacion estandar

En la seccién anterior ya tenemos calculados los valores esperados de r como funciéon de la
magnitud del campo magnético. De la misma manera calculamos los valores esperados de 72 y asi
obtener de manera inmediata los valores de la desviaciéon estandar ecuacion (6.11)) como funcion
de la magnitud del campo magnético. Esta cantidad la empleamos como una medida cuantitativa
para analizar la localizacion o deslocalizacion de la particula. Cuando el valor de o es pequeno
indica que la densidad de probabilidad se concentra, tiende a localizarse, mientras que a valores

grandes de o se dice que la densidad se extiende en todo el espacio, indicando deslocalizacion.

En la Figura[7.3]se muestra el comportamiento que sigue la desviacion estdandar como funcion

de la magnitud del campo magnético para un radio de confinamiento fijo r, = 1.5.

101



7.4. Entropia de Shannon

ro=1.5 (u.a.)
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Figura 7.3: Desviacion estandar para los estados (n,m) como funcion de la magnitud del campo mag-

nético b? y radio de confinamiento fijo r, = 1.5 u.a.

La desviacion estandar como funcion de la magnitud del campo magnético en los estados
(0,0), (1,0) y (2,0) tiene un comportamiento casi constante para valores de ? < 1, mientras que
para b? > 1 la desviacion estandar disminuye al aumentar la magnitud del campo magnético. En
los estados (0,1) y (1,1) el comportamiento de o aproximadamante constante se observa en los
valores de b? < 2, mientras que para valores de b? > 2 la desviacion estandar es decreciente con el
campo. En el estado (2,1) podemos observar algo distinto: el comportamiento aproximadamente
constante de o se observa en valores de b> < 1. Posteriormente, al aumentar el valor de b% se
observa que ¢ incrementa ligeramente alcanzado un valor méaximo en 1 < b* < 4, mientras
que para b? > 4 el comportamiento de la desviacién estandar es completamente decreciente. En
general, la desviacion estandar comienza a disminuir en un determinado valor de la magnitud
del campo magnético b? distinto para cada estado, lo cual indica que la particula se encuentra
mas localizada, al aumentar el campo magnético estamos aumentando el confinamiento de la

particula.

7.4. Entropia de Shannon

Como hemos mencionado en capitulos anteriores la entropia de Shannon o entropia de la
informaciéon de Shannon constituye una medida de la incertidumbre de una distribuciéon de pro-
babilidad , es decir, un indicador de la localizacion-deslocalizacion de la particula. Cuando la
densidad de probabilidad estd mas concentrada la incertidumbre en la posiciéon de la particula es

menor, lo que corresponde a un valor pequeno de la entropia de Shannon y por tanto indicando la
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localizacion de la particula. En cambio, cuando la densidad de probabilidad se encuentra dispersa
en todo el espacio, la entropia de Shannon es mayor, es decir, la incertidumbre en la posicién de

la particula aumenta, interpretandose como una deslocalizacién de la particula.

Las expresiones para calcular la entropia de Shannon en el espacio de configuraciéon S, y en el
espacio de momentos S, ya han sido definidas en capitulos anteriores, ecuaciones y (6.29)),
respectivamente. La densidad de probabilidad en el espacio de configuracion ya la conocemos, esta
dada por la ecuaciéon . Para conocer la densidad en el espacio de momentos v(p, 8) necesi-

tamos conocer la funcion ®(p, 0) correspondiente a la funciéon de onda en el espacio de momentos.

Al igual que se construy6 la funcién de onda en el espacio de configuracion (Ec. (7.15)), de
manera analoga construimos la funcion de onda ®(p, ), como una combinacion lineal de las

funciones base en el espacio de momentos (Ec.(4.19))), entonces,

ey N . V2 Xyt Tt (X)L (T6D)
O = P s et ) M

0% m|+1 k,|m|

Debemos senalar la ventaja de utilizar el método variacional lineal, con la base de las funciones
de onda de la particula confinada en una regién circular de paredes impenetrables, ya que resulta
mas sencillo obtener la transformada de Fourier de las funciones de Bessel, que realizar la in-

tegracion numérica de la soluciéon exacta que incluye a las funciones hypergeométricas confluentes.

Esta funcion ®(p, 0) esta definida en todo el espacio de momentos y satisface la condicion de
normalizacion de acuerdo con el teorema de Parseval [23] ya que la funcion de onda en el espacio

de configuracion W (r, ¢) estd normalizada,

/027r /000 O*(p, 0)P(p, 0)pdpdf = 1. (7.21)

Para poder evaluar las integrales que nos permitiran conocer los valores de la entropia de Shannon
en el espacio de momentos necesitamos determinar el valor del limite superior en la variable p
y para ello seguimos el mismo procedimiento presentado en capitulos anteriores utilizando la

condicion de normalizaciéon donde el limite superior de p los sustituimos por p elegido de tal

max )

manera que el resultado de la normalizacién sea cercano a la unidad.

2m 70
/ / d*(p, 0)(p, 0)pdpdd = 0.99999. (7.22)
o Jo

Por ahora se tiene la herramienta necesaria para calcular las entropias de Shannon tanto en el

espacio de configuraciéon como en el espacio de momentos. De acuerdo con la relaciéon de incer-
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tidumbre entropica dada por la ecuacion (3.30)), la suma de las entropias debe satisfacer que
S, + 5, > 4.289560.

Los resultados numéricos de la entropia de Shannon en el espacio de configuraciéon y en el

espacio de momentos asi como la entropia total se encuentran en la Tabla[A.4] en el Apéndice[A]

En la Figura se muestran las graficas en las que se visualiza el comportamiento de las
entropifas de Shannon en el espacio de configuracion como funcién del radio de confinamiento
para los estados con momento angular m = 0 y m = 1. Observamos que la entropia S, aumenta
conforme aumentamos el radio de confinamiento indicando una deslocalizacién de la particula,
es decir, la incertidumbre de la posiciéon de la particula aumenta lo cual es de esperarse ya que
al aumentar r, el confinamiento disminuye y la particula tiene un mayor espacio para moverse.
Para un radio de confinamiento 0 < r, < 1 las curvas de S, se sobreponen entre si, los valores
de las entropias de Shannon de estos estados son muy similares para este intervalo del radio de

confinamiento.

b’=1.5 (u.a.) b’=1.5 (u.a.)

—e—(0,0) 1 —e—(0,

; :
3 +(1,1;
——(2,0) y g 3 ——(2,1) >
‘ 3

Sp

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 4 5 6

r (u.a.) r (a.a.)

Figura 7.4: Entropia de Shannon en el espacio de configuracién como funciéon del radio de confinamiento
7, y un valor fijo del campo magnético de b* = 1.5 u.a. para seis estados diferentes (n,m).

En la Figura se muestran las graficas de las entropias de Shannon en el espacio de confi-
guracion, en el espacio de momentos y la entropia total, como funcién del radio de confinamiento
para estados con momento angular m = 0 y m = 1 para un valor fijo de la magnitud del campo
magnético b2 = 1.5. Para los estados estudiados se puede observar como la entropia en el espacio

de configuraciéon aumenta como funcién del radio de confinamiento hasta un determinado valor
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de r, para posteriormente mantenerse aproximadamente constante con el incremento de r,. La
entropia en el espacio de momentos como funcién del radio de confinamiento disminuye hasta
un determinado valor de r, y posteriormente S, se mantiene aproximadamente constante con el
incremento de 7,. Las entropias totales .S, y S, satisfacen la relacion de incertidumbre entrépica
S, + 5, > 4.289560. En presencia de un campo magnético constante, la entropia total de los
estados estudiados como funciéon del radio de confinamiento deja de ser constante, en contraste

con los resultados obtenidos en ausencia del campo magnético (Capitulo []).

105



7.4.

Entropia de Shannon
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Figura 7.5: Entropia de Shannon en el espacio de configuracion, espacio de momentos y la entropia total,
para los estados (n,m), como funciéon del radio de confinamiento r, para un valor fijo de la magnitud

del campo magnético b? = 1.5 u.a..
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Una vez que conocemos el comportamiento de la entropia de Shannon como funcién del radio
de confinamiento, lo que sigue es analizar su comportamiento en funcién del campo magnético
para un radio de confinamiento fijo. Por lo tanto, en el programa desarrollado fijamos el valor

del radio de confinamiento y mantenemos variable la magnitud del campo magnético b?.

Los resultados obtenidos para la entropia de Shannon en el espacio de configuracion, en el
espacio de momentos y la entropia total como funcién de la magnitud del campo magnético b?

para un radio de confinamiento fijo r, = 1.5 se reportan en la Tabla en el Apéndice [A]

En la Figura [7.6] se muestra el comportamiento de la entropia de Shannon en el espacio de
configuracion para los estados (n,m) como funcion de la magnitud del campo magnético y radio
de confinamiento fijo r, = 1.5. Se observa que la entropia de Shannon en el espacio de configu-
racion del estado base y del estado (0,1) disminuyen (localizacion) rapidamente como funcion
de la magnitud del campo magnético, mientras que para los estados (1,0) y (2,0) S, aumenta
(deslocalizacion) ligeramente con el incremento del campo hasta alcanzar un valor méximo y
posteriormente comienza a disminuir como funcion de b2. En los estados (1,1) y (2,1) la entropia
S, se mantiene aproximadamente constante hasta un determinado valor de b?, después comien-
za a aumentar (deslocalizacion) ligeramente hasta alcanzar un valor maximo y posteriormente
disminuye (localizacién) como funcion del campo magnético. En general, para valores del campo
b?> > 8, la particula en todos los estados se encuentra més localizada. Otra de las cosas que
podemos observar en las graficas es que para valores de b? cercanos a cero, el comportamiento de
la entropia S, de los estados (n,m) disminuye con el aumento del ntimero cuantico radial, estos

resultados concuerdan con los de la particula en una region circular (Capitulo 4)).
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r,= 1.5 (u.a)) r= 1.5 (u.a))
15 r . . . . 18 — . . .
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Figura 7.6: Entropia de Shannon para los estados (n,m) en el espacio de configuracion, como funciéon
de la magnitud del campo magnético b? para un radio de confinamiento fijo r, = 1.5 u.a.

En la Figura [7.7] mostramos las graficas del comportamiento de la entropia de Shannon en
el espacio de configuracion, en el espacio de momentos y la entropia total, como funcién de la
magnitud del campo magnético para los estados con momento angular m = 0 y m = 1, para
un radio de confinamiento fijo 7, = 1.5. Se observa que la entropfa de Shannon S, disminuye
con el incremento del campo magnético, mientras que en el espacio de momentos aumenta como
funcion de b?. Este comportamiento nos indica que la densidad de probabilidad en el espacio de
configuracion se encuentra concentrada y dispersa en el espacio de momentos. En el espacio de
configuracion la particula se encuentra mas localizada con el incremento del campo magnético y
deslocalizada en el espacio de momentos. La entropia total del estado (0, 0) disminuye ligeramente
con el aumento del campo. Para el estado (0,1) la entropia total permanece aproximadamente
constante, mientras que para los otros estados, S, + S, aumenta ligeramente con el aumento del

campo magnético.
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Figura 7.7: Entropia de Shannon en el espacio de configuracion, de momentos y la entropia total para
los estados (n,m), como funcién de la magnitud del campo magnético b? para un radio de confinamiento
fijo r, = 1.5 w.a.
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7.5. Informacién de Fisher

Al igual que en los sistemas anteriores, en este sistema calculamos la informacion de Fisher
como otra de las medidas utilizadas para cuantificar que tan concentrada o dispersa se encuentra
la densidad de probabilidad en cada uno de los estados estudiados. La expresiones matematicas
que nos permiten calcular los valores de la informaciéon de Fisher en el espacio de configuracion
y en el espacio de momentos estdn dadas por las ecuaciones y , respectivamente. La
funcion de onda ¥(r, ¢) esta dada por la ecuacion y ®(p,0) en (7.20).

El célculo de las derivadas y de las integrales se efectu6 en Mathematica; de esta manera
obtuvimos los valores numéricos de la informaciéon de Fisher como funcion del radio de confina-
miento para un valor fijo de la magnitud del campo magnético b? y ademas como funcién de la

magnitud del campo magnético para un radio de confinamiento fijo. Estos resultados se reportan

en el Apéndice [B] en la Tabla [B.4]y Tabla respectivamente.

A continuacion en la Figura [7.8] se presentan las graficas de la informacion de Fisher como
funcion del radio de confinamiento, para un valor fijo del campo magnético b*> = 1.5. Como se
puede observar, en los seis estados (n,m), F, disminuye (deslocalizaciéon) y F), aumenta (locali-
zacion) como funcion del radio de confinamiento, hasta un determinado valor de r,. Para r, > 4

el comportamiento de F), y F), como funcién del radio de confinamiento es aproximadamente

constante.
2 2
» b"=1.5(u.a.) . b"=1.5 (u.a.)
—=—(0,0) —=—(0,0) 1 1 -
—B—(Z,O) 12 —B—(Z,O)
+(0,1) +(0,1)
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= 100 T
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L — e — — —— —] .
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Figura 7.8: Informacion de Fisher para los estados (n, m) en el espacio de configuracion y en el espacio de
momentos, como funcién de la magnitud del radio de confinamiento r, para un valor fijo de la magnitud
del campo magnético b> = 1.5 u.a.
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El comportamiento de F, y F, como funcién del radio de confinamiento, en presencia de un
campo magnético es diferente al presentado en ausencia del campo (Cap. E[) En ausencia del

campo magnético, no se da el comportamiento constante después de un determinado valor de 7.

Para un valor fijo de la magnitud del campo magnético b*> = 1.5, radio de confinamiento y ntimero
cuantico de momento angular, las informaciones de Fisher F, y F,, aumentan (localizacién) como
funcién del nimero cuantico radial, estos resultados concuerdan con los obtenidos en ausencia

del campo.

En la Figura[7.9] se presentan las graficas de la informacion de Fisher como funcion del campo
magnético b?, para un radio de confianamiento fijo r, = 1.5. La informacién de Fisher F, para
el estado (0,0) aumenta (localizacion) como funcion del campo magnético. En los demas estados
estudiados, F, se mantiene constante hasta un determinado valor de b* posteriormente dismi-
nuye (deslocalizacion) ligeramente. Sin embargo, al seguir incrementando el campo F, aumenta
(localizacion). En el espacio de momentos, la informacion de Fisher F, para el estado (0,0) y
(0,1) disminuyen (deslocalizacion) con el aumento del campo. En el resto de los estados (n, m),
F., aumenta (localizaciéon) ligeramente con el campo hasta un valor maximo y posteriormente

disminuye (deslocalizacion) al aumentar la magnitud del campo magnético.

r= 1.5 (u.a.) r= 1.5 (u.a.)

3.5

—=—(0,0)

—=—(2,0)
—=—(0,1)
20 | ——(1,1)
—=—(21)

150 /

100

\

50

" .
w—.—n// —=—(1,1)
—8—(2,1)

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

b? (u.a.) b’ (u.a.)

Figura 7.9: Informacion de Fisher para los estados (n,m) en el espacio de configuracion y en el espacio
de momentos, como funciéon de la magnitud del campo magnético b? para un radio de confinamiento fijo
r, = L.5.
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7.5. Informacion de Fisher

En las graficas de la Figura[7.10] se muestra el comportamiento de la informacion de Fisher en
el espacio de configuracion, en el espacio de momentos y el producto de las informaciones como
funcion del radio de confinamiento para seis estados (n,m), para un valor fijo de la magnitud
del campo magnético b> = 1.5. Se observa de la Figura que la informacién de Fisher F),
disminuye como funcién del radio de confinamiento, indicando una deslocalizacion de la parti-
cula en este espacio, en cambio, F, aumenta (localizacién) como funcién de r,. En presencia del
campo magnético, el producto de las informaciones de Fisher F,F, como funcién de radio de

confinamiento deja de ser constante, opuesto al comportamiento de F,F, en ausencia del campo
(Capitulo H4]).

En la Figura [7.11] se muestran las graficas del comportamiento de la informaciéon de Fisher
como funcién de la magnitud del campo magnético b? para seis estados (n,m), para un radio
de confinamiento fijo r, = 1.5. Para el estado base F, aumenta (localizacién) como funcion de
b?. Para los estados excitados, F, se mantiene aproximadamente constante para valores de b
cercanos a cero, mientras que al incrementar el campo F, disminuye (deslocalizaciéon) hasta un

valor minimo para después aumentar (localizacién) como funciéon de b%.
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Figura 7.10: Informaciéon de Fisher en el espacio de configuracion, espacio de momentos y el producto
de la informacion en ambos espacios, para los estados (n,m), como funciéon del radio de confinamiento
7, para un valor fijo de la magnitud del campo magnético b*> = 1.5 w.a.

113



7.5. Informacion de Fisher

Estado (0,0) Estado (1,0)
50 160
—o—Fp por—o——
o )—0\ . .
+FPFY 140
40
1 = 120
o o
§ $
i-: / i.: 100
3 * / S / 4
c S &0
/ =
® 2 & / —B—Fy
60 —y—
g "\M_L E o000 FoFy
S oo o o S
£ £ W
10 —o—0—
20
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
2
b? (u.a.) b (u.a.)
Estado (2,0) Estado (0,1)
500 50
—eo—Fp
——Fy
—— FpFy
400 o & 40
S 1 S
o o
$ $
i Fp ic N
o —m—Fy o
o —o— FpFy o /
c c
S 2
g g
200 20
g g m—...._‘ o o
) / 2 - e
£ ©—0—0—0—0—0—0—0—0—= £
100 10
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
2
b? (u.a.) b? (u.a.)
Estado (1,1) Estado (2,1)
200 500
—e—Fp — Fp
B0—0—0—4 —&—Fy J o o4 —a—Fy
k\ —&— FpFy T — —o— FpFy
400
a 150 . a
< <=
2 @
ic ic
(] J o 3
o o
c c
o v ©
g e g
200
g —0—0—0—0—0 g ®—0—0—0—0
‘2 8 *—0—0—0—0—¢ *—o
£ 5 £
100
0 o C-0-0-0-0-0-0-0-0-0——0——0—0——L0—0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
2
b? (u.a.) b (u.a.)

Figura 7.11: Informaciéon de Fisher en el espacio de configuracion, espacio de momentos y el producto
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7.6. Conclusiones

Al emplear el método variacional lineal en la solucién del problema correspondiente a una
particula confinada en una regién circular en presencia de campo magnético nos permitié conocer
los valores propios de energia y la funcién de onda aproximada del sistema. Para los estados con
momento angular positivo los eigenvalores de energia aumentan ya que el movimiento angular se
manifiesta en la misma direcciéon que el potencial vectorial magnético. En cambio, en los estados
con momento angular negativo, el movimiento angular ocurre en sentido opuesto al potencial

vectorial, y como consecuencia, la energia de estos estados disminuye.

Los resultados obtenidos para las entropias de Shannon en el espacio de configuraciéon como
funcion del radio de confinamiento para un valor fijo del campo magnético, nos indican que la
particula se encuentra més localizada para radios de confinamiento pequenos ya que al aumentar
este radio la entropia también aumenta para posteriormente mantenerse constante. Tal compor-
tamiento era de esperarse ya que el espacio en el que la particula puede moverse es mayor, por
tanto se encuentra mas deslocalizada. Al observar el comportamiento de las entropias de Shannon
en el espacio de configuracion y en el espacio de momentos para los estados (n,m), se aprecia
que a medida que aumentamos el radio de confinamiento los valores de estas entropias tienden
a un comportamiento constante a partir de un determinado radio de confinamiento, el cual es

distinto para cada estado.

Al analizar los resultados de las entropias de Shannon como funcién de la magnitud del campo
magnético para un radio de confinamiento fijo. En las graficas se observa que el campo incrementa
el confinamiento del electron ya que a medida que aumentamos la magnitud del campo magnético
b? la entropia en el espacio de configuracion tiende a disminuir, lo cual indica que la particula se

encuentra mas localizada mientras que la entropia en el espacio de momentos aumenta.

Comparando los resultados correspondientes a la entropia de Shannon como funcién del radio
de confinamiento, en presencia y en ausencia (Capitulo 4) del campo magnético. Observamos que
la presencia del campo modifica ligeramente el comportamiento de la entropia total (Figura ,
dejando de ser constante con el aumento del radio de confinamiento. Las entropias en el espacio
de configuracion y en el espacio de momentos en presencia del campo magnético, tienden a un
valor constante a medida que aumenta el radio de confinamiento, lo cual no sucede en ausencia

del campo magnético, en este caso la entropia S, aumenta, mientras que S, disminuye con el

aumento de r, (Figura [4.3).

Para valores del campo b* cercanos a cero, la entropia de Shannon S, disminuye con el au-

mento del namero cuantico radial para los seis estados (n,m), estos resultados concuerdan con
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7.6. Conclusiones

los de la particula en una region circular en ausencia de campo (Capitulo [4).

Los valores esperados de la posicion y la entropia de Shannon S, tienen un comportamiento
analogo como funcién del campo magnético: cuando (r) disminuye la entropia de Shannon S,
también disminuye (localizaciéon) y cuando (r) aumenta S, también aumenta (deslocalizacion )

como funcién de b2

El comportamiento de la desviaciéon estandar concuerda con los obtenidos para las entropias
de Shannon en el espacio de configuracion: a medida que aumentamos la magnitud del campo
magnético aplicado al sistema el electron se encuentra mas localizado puesto que el confinamiento

€s Mmayor.

Los resultados proporcionados por la informacién de Fisher concuerdan con los obtenidos por
la entropia de Shannon como funcién del radio de confinamiento, para un valor fijo del campo
magnético b?> = 1.5, hay una deslocalizacion del electréon al aumentar r,. Para un valor fijo del
radio de confinamiento r, = 1.5 los resultados de la informacién de Fisher son consistentes con
las entropias de Shannon y la desviaciéon estandar como funciéon del campo magnético: estos re-

sultados indican que el electron se localiza al incrementar la magnitud del campo.

Comparando los resultados de la informacion de Fisher como funcién del radio de confina-
miento en presencia y en ausencia (Capitulo 4)) de campo magnético. Encontramos que para un
valor fijo del campo magnético b? = 1.5, las informaciones de Fisher F, y F, como funcién del
radio de confinamiento, tienden a un comportamiento constante después de un determinado valor
de r,, esto no sucede en ausencia del campo magnético. Otra de las diferencias se observa en el
producto de las informaciones F,F’, como funcién del radio de confinamiento, en presencia de un
campo magnético F,F, deja de ser constante como funcion de r, contrario a los resultados de

F,F, en ausencia de campo (Cap. , donde esta cantidad es constante con el aumento de 7.
En presencia de un campo magnético b? = 1.5, las informaciones de Fisher F}, y F, aumentan

(localizacion) como funcion del namero cuantico radial (n = 0, 1,2), para un valor fijo de m y r,,

este resultado concuerda con los obtenidos en ausencia del campo (Cap. [4).
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Capitulo 8
Conclusiones generales y perspectivas

Mediante la aplicacion del método variacional lineal se obtuvieron los resultados correspon-
dientes a los siguientes sistemas cuénticos confinados: un electrén confinado en una region circular
en presencia de un campo eléctrico constante, un electréon sujeto a un potencial de oscilador ar-
monico confinado en una regiéon circular en presencia de un campo eléctrico constante y una

particula confinada en una regién circular en presencia de un campo magnético constante.

Se obtuvo el espectro de energias, la entropia de Shannon y la informacién de Fisher de una
particula confinada en una region circular plana. Las energias propias de los estados con mo-
mento angular m # 0 estan doblemente degenerados. En base a los resultados proporcionados
por la entropia de Shannon e informacién de Fisher como funcién del radio de confinamiento, la
particula se deslocaliza en el espacio de configuracién con el aumento del radio de confinamiento
y se localiza en el espacio de momentos.

Para valores fijos del radio de confinamiento y del momento angular, la entropia de Shannon en
el espacio de configuracion disminuye (la densidad se localiza) como funcién del nimero cuéntico
radial, mientras que en el espacio de momentos la entropia de Shannon aumenta (la densidad se
deslocaliza). La informacion de Fisher en el espacio de configuracion y en el espacio de momentos
aumentan (la densidad se localiza) con el incremento del nimero cuantico radial para valores

fijos del radio de confinamiento y niimero cuantico de momento angular.

Se obtuvieron las energias propias de un electrén confinado en una regiéon circular en pre-
sencia de un campo eléctrico constante. La presencia del campo eléctrico rompe la degeneracion
de los estados con momento angular m # 0. La separacion de los estados degenerados se hace
mas evidente al aumentar el campo. Para un radio de confinamiento fijo, el comportamiento de
la energia como funciéon de la magnitud del campo eléctrico es decreciente para todos los esta-
dos estudiados. En las graficas de las densidades de probabilidad se observa como la densidad
electronica se polariza con el campo, desplazdndose en direccion opuesta a éste. Los resultados

proporcionados por las medidas de informaciéon, como la entropia de Shannon, informacién de
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Fisher y el desequilibrio, nos indican que para un radio de confinamiento fijo en el espacio de
configuracion, el electron se localiza con el aumento de la magnitud del campo eléctrico y se des-
localiza en el espacio de momentos. Al comparar los resultados de la desviacion estandar, como
medidas de localizacidén-deslocalizacion del electron, con los resultados de la entropia de Shannon
en el espacio de configuracion, se encuentra que para algunos estados, los resultados de ambas
medidas no son consistentes entre si. La entropia de Shannon capta mejor las modificaciones que

experimentan las densidades de probabilidad debido al campo.

En el sistema cuéantico formado de un electréon sujeto a un potencial de oscilador armoénico
confinado en una region circular en presencia de un campo eléctrico constante se obtuvieron las
energias y funciones de onda para el estado base y los primeros cuatro estados excitados del
sistema. La aplicaciéon del campo eléctrico rompe la degeneracion de los estados con momento
angular distinto de cero puesto que en ausencia del campo eléctrico los estados con m # 0 son
doblemente degenerados. La densidad electronica se polariza con el campo eléctrico, desplazan-
dose en direccion opuesta al campo. De acuerdo con las entropias de Shannon e informacion de
Fisher como funcion del campo eléctrico, en el espacio de posiciones, la localizacion del electron
es mayor al aumentar la magnitud del campo eléctrico, mientras que en el espacio de momentos
el electron se deslocaliza como funcién del campo. La entropia de Shannon y la informacion de
Fisher satisfacen la relacion de incertidumbre correspondiente a cada una de ellas. De igual forma,
en los estados estudiados se satisface el principio de incertidumbre de Heisenberg generalizado.
Comparando los resultados de la (des) localizacion del electron en el espacio de configuracion,
proporcionados por la desviaciéon estandar, la entropia de Shannon y la informacién de Fisher
como funcion de la magnitud del campo eléctrico, observamos que estas dos tltimas medidas son
consistentes entre si, en cambio, para algunos estados del sistema los resultados de la desviacion
estandar no son consistentes con las medidas anteriores de informacién. Podemos concluir que
la entropia de Shannon y la informacion de Fisher captan mejor los cambios en la densidad de

probabilidad debido al aumento del campo eléctrico.

= Al contrastar los resultados de la entropia de Shannon, obtenidos para el sistema de un
electron sujeto a un potencial de oscilador armoénico confinado en una regién circular en
presencia de un campo eléctrico constante, con los resultados obtenidos para el sistema en
ausencia del potencial de oscilador armonico (Cap. . Encontramos que para un radio de
confinamiento r, = 1.0, los valores de las entropias de Shannon S,, S, y la entropia total
como funcion del campo eléctrico son muy similares en ambos sistemas. Sin embargo, para

r, = 2.0 y 3.0, estos resultados son diferentes para cada sistema. En el estado base, para

0
estos radios, el electron estéa més localizado en presencia de un potencial de oscilador armo-
nico, mientras que para r, = 1.0 la localizacién del electron en ambos sistemas se da de igual

manera. Algo similar ocurre con la informaciéon de Fisher. Para un radio de confinamiento
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r, = 1, los resultados de la informacion de Fisher F},, F, y F,F, de los estados estudiados
son muy similares en ambos sistemas. En cambio, al aumentar el radio de confinamiento, es
decir para r, = 2.0 y 3.0 hay una variacion en estas cantidades. Para estos radios de confina-

miento, el electréon se encuentra més localizado al incluir el potencial de oscilador arménico.

Al estudiar el sistema formado por una particula confinada en una region circular en pre-
sencia de un campo magnético constante, aplicando el método variacional lineal, desarrollando
la funciéon de onda aproximada en la base de una particula confinada en una region circular.
Encontramos que en los estados con momento angular positivo, las energias propias aumentan
como funciéon de la magnitud del campo magnético b%, mientras que en los estados con momento
angular negativo la energia disminuye.

Para un valor fijo de la magnitud del campo magnético en los estados estudiados, las entropias
de Shannon en el espacio de configuracién aumentan (deslocalizacion) como funcion del radio
de confinamiento hasta un determinado valor de r,, para después mantenerse constante (Figura
. La informacioén de Fisher F, como funcién de 7, disminuye (deslocalizacién) hasta un de-
terminado valor de r,, posteriormente se mantiene constante con el aumento de r, Figura .
Estos resultados indican que en el espacio de posiciones, para radios de confinamiento pequenos,
la particula se encuentra mas localizada, este resultado era de esperarse ya que el espacio en el
que la particula puede moverse es menor.

Para un radio de confinamiento fijo, de los resultados obtenidos para las entropias de Shannon e
informacion de Fisher como funcion de la magnitud del campo magnético, concluimos que el cam-
po magnético incrementa el confinamiento de la particula. La entropia de Shannon S, disminuye
como funciéon de b? indicando una concentracion de la densidad de probabilidad, aumentando la
localizacion del electrén. En el espacio de momentos S, aumenta como funciéon del campo, en
este espacio el electron se deslocaliza. Para valores de b% cercanos a cero la entropia de Shannon se
comporta como la de una particula confinada en una regiéon circular, como era de esperarse. Las
entropias de Shannon satisfacen la relacion de incertidumbre BBM, S, + .S, > 4.289560. En este
sistema, los resultados sobre la (des) localizacion del electron proporcionados por la desviacion
estandar concuerdan con los obtenidos por la entropia de Shannon y la informacién de Fisher en

el espacio de configuracion, el electron se localiza con el aumento del campo magnético.

= Al hacer una comparacion de los resultados obtenidos para las entropias de Shannon y la
informacion de Fisher en los sistemas; en presencia y en ausencia (Cap. 4)) de un campo
magnético encontramos lo siguiente: En los seis estados (n, m), para valores del campo b
cercanos a cero, la entropfa de Shannon S, disminuye con el aumento del ntimero cuantico
radial, estos resultados concuerdan con los de la particula en una region circular en ausen-

cia de campo. Las entropias en el espacio de configuracién y en el espacio de momentos
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Perspectivas

8.1.

en presencia del campo magnético, tienden a un valor constante a medida que aumenta el
radio de confinamiento, lo cual no sucede en ausencia del campo, en este caso la entropia
S, aumenta, mientras que S, disminuye con el aumento de r,. La presencia del campo
modifica ligeramente el comportamiento de la entropia total, dejando de ser constante con
el aumento del radio de confinamiento.

De los resultados de la informacién de Fisher encontramos que para un valor fijo del campo
magnético b = 1.5, F, y F, como funcion del radio de confinamiento, tienden a un com-
portamiento constante después de un determinado valor de r,, esto no sucede en ausencia
del campo magnético. En presencia de un campo magnético F,F, ya no es constante como
funcion de r,, a diferencia de los resultados de F,F, obtenidos en ausencia de campo (Cap.
M), donde esta cantidad es constante con el aumento de r,.

En presencia de un campo magnético b?> = 1.5, para un valor fijo de m y r, las informa-
ciones de Fisher F, y F., aumentan (localizacién) como funcién del nimero cuantico radial

(n=0,1,2), este resultado concuerda con los obtenidos en ausencia del campo (Cap. [4).

Perspectivas

Como trabajo a futuro podemos calcular las complejidades Fisher-Shannon de los sistemas

que se estudiaron en este trabajo: Un electron confinado en una region circular en presencia de

un campo eléctrico constante y un electréon sujeto a un potencial de oscilador armoénico confinado

en una region circular en presencia de un campo eléctrico constante.

Estudiar los siguientes sistemas cuénticos confinados:

= Puntos cuanticos bajo la acciéon de campos eléctricos y magnéticos con diferentes potencia-

les de confinamiento mediante el espectro de energia, entropias de Shannon e informacién

de Fisher, potencia entrépica de Shannon, la complejidad Fisher-Shannon y el desequilibrio.

El 4tomo de hidrégeno confinado en dos y tres dimensiones con un enfoque informacional

en presencia de campos eléctricos y magnéticos constantes y variables en el tiempo.

El sistema formado por una particula sujeta a un potencial de oscilador arménico confinada
en una region circular plana en presencia de un campo magnético constante, mediante el
espectro de energia, valores esperados de la posicion y las entropias informaticas de Shan-

non y Fisher.
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» Sistemas de dos electrones dentro de una esfera impenetrable, el atomo de helio en dos di-
mensiones, en presencia de campos magnéticos, calculando el espectro de energia, medidas

entropicas y la complejidad Fisher Shannon.

= Una particula sujeta al potencial de oscilador armoénico confinada en una regién circular
plana en presencia de un campo eléctrico variable, mediante el espectro de energia, la
polarizabilidad, las entropias de Shannon y la informacién de Fisher en funcién del radio

de confinamiento.
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Apéndice A

Resultados numeéricos correspondientes a

las entropias de Shannon

Tabla A.1: Entropias de Shannon en el espacio de configuracion, en el espacio de momentos y la entropia
total, de los estados (n,m) de una particula confinada en una region circular de radio r,.

s, | 5, | 5. s, | 5, E S, S, S,

n=>0 n=1 =

m =0
0.3 | -1.81377 | 6.23110 | 4.41732 | -1.84901 | 7.53323 | 5.68422 | -1.85907 | 8.12718 | 6.26811
0.5 | -0.79212 | 5.20948 | 4.41735 | -0.82735 | 6.51174 | 5.68438 | -0.83742 | 7.10594 | 6.26851
1.0 | 0.59417 | 3.82319 | 4.41736 | 0.55893 | 5.12550 | 5.68443 | 0.54886 | 5.71975 | 6.26862
1.5 | 1.40510 | 3.01226 | 4.41736 | 1.36986 | 4.31457 | 5.68443 | 1.35979 | 4.90883 | 6.26863
2.0 | 1.98046 | 2.43690 | 4.41736 | 1.94522 | 3.73921 | 5.68444 | 1.93516 | 4.33347 | 6.26864
2.5 | 2.42675 | 1.99061 | 4.41737 | 2.39151 | 3.29292 | 5.68443 | 2.38145 | 3.88718 | 6.26863
3.0 | 2.79139 | 1.62597 | 4.41736 | 2.75615 | 2.92828 | 5.68444 | 2.74609 | 3.52254 | 6.26863
3.5 | 3.09969 | 1.31767 | 4.41736 | 3.06446 | 2.61997 | 5.68444 | 3.05439 | 3.21424 | 6.26863
4.0 | 3.36676 | 1.05060 | 4.41736 | 3.33152 | 2.35291 | 5.68444 | 3.32145 | 2.94718 | 6.26864
4.5 | 3.60232 | 0.81504 | 4.41736 | 3.56708 | 2.11735 | 5.68443 | 3.55702 | 2.71161 | 6.26863
5.0 | 3.81304 | 0.60432 | 4.41737 | 3.77781 | 1.90662 | 5.68444 | 3.76774 | 2.50089 | 6.26864
5.5 | 4.00366 | 0.41370 | 4.41736 | 3.96843 | 1.71600 | 5.68443 | 3.95836 | 2.31027 | 6.26863
6.0 | 4.17769 | 0.23967 | 4.41736 | 4.14245 | 1.54198 | 5.68443 | 4.13238 | 2.13625 | 6.26863
m=1
0.3 | -1.59766 | 7.03361 | 5.43595 | -1.71084 | 7.87312 | 6.16228 | -1.75856 | 8.33643 | 6.57786
0.5 | -0.57600 | 6.01205 | 5.43604 | -0.68919 | 6.85175 | 6.16256 | -0.73691 | 7.31535 | 6.57843
1.0 | 0.81028 | 4.62578 | 5.43606 | 0.69710 | 5.46553 | 6.16263 | 0.64937 | 5.92920 | 6.57858
1.5 | 1.62121 | 3.81485 | 5.43606 | 1.50803 | 4.65460 | 6.16263 | 1.46030 | 5.11828 | 6.57859
2.0 | 2.19657 | 3.23948 | 5.43606 | 2.08339 | 4.07924 | 6.16264 | 2.03567 | 4.54292 | 6.57860
2.5 | 2.64286 | 2.79320 | 5.43606 | 2.52968 | 3.63295 | 6.16264 | 2.48196 | 4.09664 | 6.57860
3.0 | 3.00750 | 2.42855 | 5.43606 | 2.89432 | 3.26831 | 6.16264 | 2.84660 | 3.73200 | 6.57860
3.5 | 3.31581 | 2.12025 | 5.43606 | 3.20262 | 2.96001 | 6.16264 | 3.15490 | 3.42369 | 6.57860
4.0 | 3.58287 | 1.85319 | 5.43606 | 3.46968 | 2.69295 | 6.16264 | 3.42196 | 3.15663 | 6.57860
4.5 | 3.81843 | 1.61762 | 5.43606 | 3.70525 | 2.45738 | 6.16264 | 3.65753 | 2.92106 | 6.57860
5.0 | 4.02916 | 1.40690 | 5.43606 | 3.91597 | 2.24666 | 6.16263 | 3.86825 | 2.71035 | 6.57860
5.5 | 4.21978 | 1.21628 | 5.43606 | 4.10659 | 2.05604 | 6.16264 | 4.05887 | 2.51972 | 6.57860
6.0 | 4.39380 | 1.04226 | 5.43606 | 4.28061 | 1.88202 | 6.16264 | 4.23289 | 2.34570 | 6.57860
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Tabla A.2: Entropias de Shannon en el espacio de configuracion S,, en el espacio de momentos
S, y entropia total S, + .S, de una particula confinada en una region circular plana de radio 7,
en presencia de un campo eléctrico constante.

ntmero cuéntico radial n = 0
r, = 1.0 (w.a.) ‘ r, = 2.0 (u.a.) r, = 3.0 (u.a.)
f(ua) | S, ‘ Sy ‘ Spt+5 5 ‘ Sy Sp+5y 15 ‘ Sy ‘ Sp + 5y
Estado base
0.05 0.59415 | 3.82283 | 4.41698 | 1.97912 | 2.43835 | 4.41747 | 2.77635 | 1.64309 | 4.41945

0.5 0.59206 | 3.82542 | 4.41749 | 1.86799 | 2.55421 | 4.42219 | 2.27820 | 2.11352 | 4.39172
1.0 0.58582 | 3.83260 | 4.41843 | 1.67398 | 2.73475 | 4.40873 | 1.99833 | 2.39878 | 4.39711
1.5 0.57569 | 3.84393 | 4.41962 | 1.51544 | 2.87925 | 4.39469 | 1.83681 | 2.58264 | 4.41945
2.0 0.56202 | 3.85879 | 4.42082 | 1.39784 | 2.99128 | 4.38912 | 1.72688 | 2.72062 | 4.44751
2.5 0.54527 | 3.87648 | 4.42175 | 1.30753 | 3.08213 | 4.38966 | 1.65132 | 2.82879 | 4.48011
3.0 0.52595 | 3.89637 | 4.42232 | 1.23445 | 3.15884 | 4.39329 | 1.60041 | 2.91439 | 4.51481
3.5 0.50458 | 3.91788 | 4.42247 | 1.17288 | 3.22562 | 4.39850 | 1.56678 | 2.98229 | 4.54907
4.0 0.48169 | 3.94049 | 4.42219 | 1.11956 | 3.28504 | 4.40459 | 1.54496 | 3.03623 | 4.58119
4.5 0.45774 | 3.96372 | 4.42146 | 1.07259 | 3.33871 | 4.41129 | 1.53109 | 3.07934 | 4.61043
5.0 0.43314 | 3.98719 | 4.42033 | 1.03078 | 3.38772 | 4.41850 | 1.52256 | 3.11408 | 4.63664
5.5 0.40825 | 4.01058 | 4.41884 | 0.99338 | 3.43281 | 4.42619 | 1.51762 | 3.14235 | 4.65997
6.0 0.38337 | 4.03371 | 4.41708 | 0.95985 | 3.47452 | 4.43438 | 1.51509 | 3.16567 | 4.68075

Primer estado excitado
0.05 0.50342 | 4.31864 | 4.82206 | 1.88936 | 2.93291 | 4.82228 | 2.69657 | 2.12778 | 4.82435

0.5 0.50286 | 4.31949 | 4.82237 | 1.85581 | 2.98014 | 4.83595 | 2.45621 | 2.41519 | 4.87139
1.0 0.50118 | 4.32205 | 4.82324 | 1.77456 | 3.08144 | 4.85600 | 2.20566 | 2.67198 | 4.87764
1.5 0.49839 | 4.32619 | 4.82459 | 1.67991 | 3.18852 | 4.86842 | 2.03898 | 2.83254 | 4.87152
2.0 0.49454 | 4.33180 | 4.82635 | 1.59040 | 3.28398 | 4.87439 | 1.92465 | 2.93994 | 4.86459
2.5 0.48966 | 4.33879 | 4.82846 | 1.51102 | 3.36591 | 4.87693 | 1.84975 | 3.01451 | 4.86425
3.0 0.48382 | 4.34697 | 4.83079 | 1.44142 | 3.43633 | 4.87775 | 1.80201 | 3.06788 | 4.86989
3.5 0.47708 | 4.35622 | 4.83330 | 1.38009 | 3.49724 | 4.87733 | 1.77147 | 3.10719 | 4.87866
4.0 0.46951 | 4.36641 | 4.83593 | 1.32562 | 3.55040 | 4.87602 | 1.75157 | 3.13699 | 4.88856
4.5 0.46119 | 4.37742 | 4.83862 | 1.27690 | 3.59717 | 4.87407 | 1.73834 | 3.16019 | 4.89854
5.0 0.45219 | 4.38912 | 4.84132 | 1.23319 | 3.63853 | 4.87172 | 1.72938 | 3.17860 | 4.90798
5.5 0.44259 | 4.40146 | 4.84405 | 1.19399 | 3.67525 | 4.86924 | 1.72319 | 3.19353 | 4.91673
6.0 0.43247 | 4.41421 | 4.84669 | 1.15898 | 3.70801 | 4.86699 | 1.71889 | 3.20584 | 4.92473

Segundo estado excitado
0.05 0.50343 | 4.31861 | 4.82204 | 1.89003 | 2.93379 | 4.82382 | 2.70408 | 2.13533 | 4.83941

0.5 0.50390 | 4.32070 | 4.82460 | 1.91868 | 3.01675 | 4.93542 | 2.81314 | 2.56854 | 5.38168
1.0 0.50531 | 4.32648 | 4.83179 | 1.98135 | 3.15532 | 5.13667 | 2.54687 | 2.96409 | 5.51096
1.5 0.50765 | 4.33519 | 4.84284 | 2.00997 | 3.31680 | 5.32678 | 2.34102 | 3.14185 | 5.48287
2.0 0.51091 | 4.34612 | 4.85703 | 1.96912 | 3.47819 | 5.44730 | 2.22042 | 3.23352 | 5.45393
2.5 0.51506 | 4.35875 | 4.87382 | 1.88666 | 3.61144 | 5.49809 | 2.15647 | 3.28179 | 5.43826
3.0 0.52007 | 4.37269 | 4.89277 | 1.79761 | 3.71379 | 5.51139 | 2.12361 | 3.30628 | 5.42989
3.5 0.52587 | 4.38751 | 4.91338 | 1.71674 | 3.79299 | 5.50974 | 2.10636 | 3.31753 | 5.42389
4.0 0.53238 | 4.40299 | 4.93538 | 1.64693 | 3.85573 | 5.50266 | 2.09719 | 3.32141 | 5.41860
4.5 0.53950 | 4.41899 | 4.95849 | 1.58722 | 3.90652 | 5.49373 | 2.09243 | 3.32127 | 5.41370
5.0 0.54712 | 4.43541 | 4.98254 | 1.53597 | 3.94809 | 5.48406 | 2.09019 | 3.31903 | 5.40923
5.5 0.55511 | 4.45219 | 5.00730 | 1.49197 | 3.98241 | 5.47438 | 2.08945 | 3.31577 | 5.40523
6.0 0.56331 | 4.46932 | 5.03263 | 1.45451 | 4.01077 | 5.46528 | 2.08962 | 3.31207 | 5.40169

Continta en la siguiente pagina
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Tabla : Entropfas de Shannon en el espacio de configuracion S,, en el espacio de momentos
S, y entropia total S, + S, de una particula confinada en una region circular plana de radio 7,
en presencia de un campo eléctrico constante.

Continuacién de la Tabla

ntmero cuéntico radial n = 0
r, = 1.0 (u.a.) r, = 2.0 (n.a.) r, = 3.0 (w.a.)
fa)|s, |s  |S%+5]S |8  [S+8]S  |S  |S+s,
Tercer estado excitado
0.05 0.51465 | 4.75503 | 5.26968 | 1.90094 | 3.36944 | 5.27038 | 2.71181 | 2.56526 | 5.27707

0.5 0.51464 | 4.75608 | 5.27072 | 1.90010 | 3.42005 | 5.32016 | 2.67979 | 2.85519 | 5.53499
1.0 0.51461 | 4.75907 | 5.27369 | 1.89461 | 3.52054 | 5.41515 | 2.52378 | 3.13699 | 5.66077
1.5 0.51456 | 4.76378 | 5.27835 | 1.87849 | 3.62732 | 5.505681 | 2.34857 | 3.27925 | 5.62782
2.0 0.51449 | 4.76999 | 5.28448 | 1.84839 | 3.72810 | 5.57649 | 2.22523 | 3.33970 | 5.56493
2.5 0.51439 | 4.77751 | 5.29190 | 1.80557 | 3.81943 | 5.62500 | 2.15163 | 3.36468 | 5.51632
3.0 0.51424 | 4.78619 | 5.30044 | 1.75416 | 3.89801 | 5.65217 | 2.10719 | 3.37447 | 5.48167
3.5 0.51405 | 4.79584 | 5.30989 | 1.69893 | 3.96273 | 5.66165 | 2.07861 | 3.37758 | 5.45619
4.0 0.51381 | 4.80632 | 5.32013 | 1.64384 | 4.01446 | 5.65829 | 2.05919 | 3.37769 | 5.43689
4.5 0.51349 | 4.81760 | 5.33109 | 1.59149 | 4.05512 | 5.64661 | 2.04542 | 3.37649 | 5.42191
5.0 0.51309 | 4.82936 | 5.34246 | 1.54333 | 4.08671 | 5.63003 | 2.03531 | 3.37483 | 5.41013
5.5 0.51261 | 4.84166 | 5.35427 | 1.50006 | 4.11117 | 5.61123 | 2.02768 | 3.37293 | 5.40061
6.0 0.51201 | 4.85426 | 5.36627 | 1.46193 | 4.13006 | 5.59199 | 2.02179 | 3.37104 | 5.39284

Cuarto estado excitado
0.05 0.51465 | 4.75496 | 5.26961 | 1.90094 | 3.36945 | 5.27039 | 2.71182 | 2.56546 | 5.27728

0.5 0.51464 | 4.75601 | 5.27066 | 1.90069 | 3.42437 | 5.32507 | 2.73183 | 2.87247 | 5.60429
1.0 0.51461 | 4.75908 | 5.27369 | 1.90289 | 3.54298 | 5.44586 | 2.81101 | 2.99351 | 5.80452
1.5 0.51458 | 4.76396 | 5.27854 | 1.91343 | 3.65441 | 5.56784 | 2.64949 | 3.12986 | 5.77935
2.0 0.51453 | 4.77050 | 5.28503 | 1.93841 | 3.71558 | 5.65399 | 2.47701 | 3.19419 | 5.67119
2.5 0.51448 | 4.77856 | 5.29304 | 1.97441 | 3.74534 | 5.71975 | 2.37262 | 3.20995 | 5.58257
3.0 0.51443 | 4.78799 | 5.30243 | 2.00019 | 3.77538 | 5.77557 | 2.31247 | 3.20946 | 5.52192
3.5 0.51440 | 4.79868 | 5.31309 | 1.99576 | 3.81486 | 5.81062 | 2.27596 | 3.20405 | 5.48001
4.0 0.51440 | 4.81049 | 5.32489 | 1.96038 | 3.85859 | 5.81898 | 2.25257 | 3.19747 | 5.45004
4.5 0.51443 | 4.82328 | 5.33771 | 1.90629 | 3.90039 | 5.80669 | 2.23689 | 3.19102 | 5.42791
5.0 0.51450 | 4.83693 | 5.35144 | 1.84607 | 3.93673 | 5.78280 | 2.22599 | 3.18506 | 5.41105
5.5 0.51464 | 4.85131 | 5.36595 | 1.78750 | 3.96503 | 5.75253 | 2.21821 | 3.17970 | 5.39791
6.0 0.51484 | 4.86627 | 5.38112 | 1.73410 | 3.98556 | 5.71966 | 2.21251 | 3.17496 | 5.38748
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Tabla A.3: Entropias de Shannon en el espacio de configuracion, en el espacio de momentos y
entropia total de un electréon sujeto a un potencial de oscilador armoénico y un campo eléctrico
constante confinado en una regién circular plana de radio r,. La unidad de longitud es (&/m.w)'/?
y la unidad del campo eléctrico es (mhw®)'/?/e.

n=>0

T, = 1.0 T, = 2.0 ry = 3.0

fols, R 1S, |S+8,]8, | 5, | S, +5,
Estado base
0.05 | 0.58416 | 3.82741 | 4.41157 | 1.81969 | 2.52698 | 4.34668 | 2.12979 | 2.16164 | 4.29143
0.5 | 0.58216 | 3.82976 | 4.41193 | 1.75812 | 2.59349 | 4.35161 | 2.02775 | 2.26477 | 4.29252
1.0 | 0.57619 | 3.83663 | 4.41283 | 1.62653 | 2.72569 | 4.35222 | 1.86147 | 2.43813 | 4.29960
1.5 | 0.56648 | 3.84750 | 4.41398 | 1.49587 | 2.85379 | 4.34966 | 1.73393 | 2.58488 | 4.31881
2.0 | 0.55335 | 3.86177 | 4.41513 | 1.38797 | 2.96207 | 4.35005 | 1.64005 | 2.70439 | 4.34445
2.5 | 0.53725 | 3.87884 | 4.41609 | 1.30148 | 3.05285 | 4.35433 | 1.56743 | 2.80647 | 4.37390
3.0 | 0.51863 | 3.89810 | 4.41673 | 1.23050 | 3.13061 | 4.36112 | 1.50980 | 2.89765 | 4.40746
3.5 | 0.49800 | 3.91896 | 4.41697 | 1.17044 | 3.19879 | 4.36923 | 1.46422 | 2.98155 | 4.44578
4.0 | 0.47584 | 3.94093 | 4.41678 | 1.11825 | 3.25976 | 4.37801 | 1.42900 | 3.05917 | 4.48817
4.5 1 0.45259 | 3.96357 | 4.41617 | 1.07197 | 3.31515 | 4.38713 | 1.40257 | 3.13050 | 4.53307
5.0 | 0.42866 | 3.98651 | 4.41518 | 1.03029 | 3.36610 | 4.39640 | 1.38309 | 3.19491 | 4.57800
5.5 | 0.40439 | 4.00947 | 4.41387 | 0.99232 | 3.41344 | 4.40577 | 1.36861 | 3.25175 | 4.62036
6.0 | 0.38007 | 4.03223 | 4.41230 | 0.95741 | 3.45776 | 4.41518 | 1.35740 | 3.30092 | 4.65833
Primer estado excitado
0.05 | 0.50034 | 4.32066 | 4.82099 | 1.83374 | 2.96438 | 4.79813 | 2.35669 | 2.44453 | 4.80123
0.5 | 0.49979 | 4.32149 | 4.82128 | 1.81029 | 2.99707 | 4.80736 | 2.29711 | 2.51205 | 4.80917
1.0 | 0.49814 | 4.32346 | 4.82161 | 1.74987 | 3.07394 | 4.82382 | 2.17499 | 2.64393 | 4.81892
1.5 | 0.49542 | 4.32775 | 4.82317 | 1.67335 | 3.16417 | 4.83752 | 2.05522 | 2.76801 | 4.82323
2.0 | 0.49165 | 4.33301 | 4.82467 | 1.59568 | 3.25161 | 4.84729 | 1.95274 | 2.87091 | 4.82366
2.5 | 0.48689 | 4.34042 | 4.82731 | 1.52348 | 3.33021 | 4.85369 | 1.86541 | 2.95801 | 4.82342
3.0 | 0.48117 | 4.34819 | 4.82937 | 1.45841 | 3.39984 | 4.85825 | 1.78932 | 3.03333 | 4.82265
3.5 | 0.47457 | 4.35700 | 4.83158 | 1.40018 | 3.46148 | 4.86166 | 1.72179 | 3.09915 | 4.82094
4.0 | 0.46716 | 4.36713 | 4.83429 | 1.34792 | 3.51641 | 4.86433 | 1.66148 | 3.15695 | 4.81843
4.5 1 0.45900 | 4.37754 | 4.83654 | 1.30069 | 3.57003 | 4.87072 | 1.60797 | 3.20869 | 4.81667
5.0 | 0.45018 | 4.38943 | 4.83962 | 1.25767 | 3.60985 | 4.86752 | 1.56122 | 3.25635 | 4.81757
5.5 | 0.44076 | 4.40147 | 4.84223 | 1.21818 | 3.65049 | 4.86868 | 1.52108 | 3.29699 | 4.81807
6.0 | 0.43082 | 4.41391 | 4.84473 | 1.18168 | 3.68787 | 4.86955 | 1.48719 | 3.33219 | 4.81938
Segundo estado excitado
0.05 | 0.50035 | 4.32009 | 4.82044 | 1.83417 | 2.96455 | 4.79873 | 2.35790 | 2.44554 | 4.80344
0.5 | 0.50080 | 4.32211 | 4.82292 | 1.85203 | 3.02257 | 4.87461 | 2.40342 | 2.57604 | 4.97947
1.0 | 0.50217 | 4.32772 | 4.82990 | 1.89592 | 3.13647 | 5.03240 | 2.46008 | 2.83386 | 5.29395
1.5 | 0.50444 | 4.33616 | 4.84060 | 1.93384 | 3.27348 | 5.20733 | 2.40554 | 3.07360 | 5.47914
2.0 | 0.50761 | 4.34681 | 4.85442 | 1.93367 | 3.41984 | 5.35351 | 2.29847 | 3.23596 | 5.53443
2.5 | 0.51164 | 4.35915 | 4.87080 | 1.89143 | 3.55462 | 5.44606 | 2.20486 | 3.34932 | 5.55418
3.0 | 0.51649 | 4.37277 | 4.88927 | 1.82588 | 3.66660 | 5.49249 | 2.13205 | 3.43703 | 5.56909
3.5 | 0.52212 | 4.38732 | 4.90945 | 1.75545 | 3.75677 | 5.51222 | 2.07360 | 3.50869 | 5.58230
4.0 ] 0.52845 | 4.40258 | 4.93103 | 1.68942 | 3.83033 | 5.51975 | 2.02510 | 3.56845 | 5.59356
4.5 1 0.53537 | 4.41836 | 4.95374 | 1.63069 | 3.89202 | 5.52271 | 1.98560 | 3.61852 | 5.60412
5.0 | 0.54279 | 4.43459 | 4.97738 | 1.57923 | 3.94510 | 5.52433 | 1.95516 | 3.66031 | 5.61547
5.5 | 0.55058 | 4.45119 | 5.00177 | 1.53400 | 3.99173 | 5.52574 | 1.93313 | 3.69503 | 5.62817
6.0 | 0.55859 | 4.46814 | 5.02674 | 1.49389 | 4.03336 | 5.52726 | 1.91809 | 3.72383 | 5.64192

Continda en la siguiente pagina
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Tabla Entropias de Shannon en el espacio de configuracion, en el espacio de momentos y
entropia total de un electréon sujeto a un potencial de oscilador armoénico y un campo eléctrico
constante confinado en una region circular plana de radio r,. La unidad de longitud es (A/mew)'/?
y la unidad del campo eléctrico es (m.hw®)/?/e.

Continuacién de la Tabla [A3]
n=>0

=1.0 r, = 2.0 r, =3.0

[5,+5, [ 5, 15, [5+5]S, s, |8+,
Tercer estado excitado
0.05 | 0.51369 | 4.75561 | 5.26931 | 1.88188 | 3.38003 | 5.26192 | 2.54631 | 2.74432 | 5.29063
0.5 | 0.51369 | 4.75664 | 5.27033 | 1.88090 | 3.41904 | 5.29994 | 2.53599 | 2.85426 | 5.39026
1.0 | 0.51366 | 4.75938 | 5.27304 | 1.87613 | 3.50331 | 5.37944 | 2.49208 | 3.05286 | 5.54494
1.5 | 0.51361 | 4.76457 | 5.27819 | 1.86347 | 3.60112 | 5.46459 | 2.41337 | 3.23508 | 5.64845
2.0 | 0.51354 | 4.77063 | 5.28417 | 1.83987 | 3.69760 | 5.53748 | 2.32334 | 3.38095 | 5.70429
2.5 1 0.51343 | 4.77774 | 5.29118 | 1.80573 | 3.78954 | 5.59528 | 2.23893 | 3.49460 | 5.73353
3.0 | 0.51329 | 4.78644 | 5.29973 | 1.76420 | 3.87319 | 5.63739 | 2.16351 | 3.58409 | 5.74759
3.5 | 0.51311 | 4.79638 | 5.30949 | 1.71906 | 3.94787 | 5.66694 | 2.09467 | 3.65776 | 5.75243
4.0 | 0.51287 | 4.80599 | 5.31886 | 1.67333 | 4.01382 | 5.68715 | 2.03132 | 3.71501 | 5.74633
4.5 | 0.51256 | 4.81713 | 5.32969 | 1.62886 | 4.07240 | 5.70126 | 1.97519 | 3.76108 | 5.73627
5.0 | 0.51218 | 4.82869 | 5.34088 | 1.58660 | 4.12463 | 5.71123 | 1.92780 | 3.79805 | 5.72585
5.5 | 0.51170 | 4.84094 | 5.35265 | 1.54693 | 4.17136 | 5.71829 | 1.88897 | 3.82705 | 5.71602
6.0 | 0.51113 | 4.85342 | 5.36455 | 1.50984 | 4.21385 | 5.72369 | 1.85753 | 3.84967 | 5.70721
Cuarto estado excitado
0.05 | 0.51369 | 4.75566 | 5.26936 | 1.88188 | 3.38007 | 5.26195 | 2.54631 | 2.74428 | 5.29059
0.5 | 0.51369 | 4.75670 | 5.27039 | 1.88122 | 3.42136 | 5.30259 | 2.54010 | 2.86294 | 5.40304
1.0 | 0.51366 | 4.75971 | 5.27338 | 1.88100 | 3.51732 | 5.39832 | 2.53983 | 3.06603 | 5.60586
1.5 | 0.51362 | 4.76451 | 5.27813 | 1.88525 | 3.62566 | 5.51092 | 2.56179 | 3.19490 | 5.75669
2.0 | 0.51357 | 4.77093 | 5.28451 | 1.89788 | 3.71098 | 5.60887 | 2.55674 | 3.31319 | 5.86993
2.5 ] 0.51351 | 4.77885 | 5.29237 | 1.91906 | 3.76418 | 5.68324 | 2.49306 | 3.45915 | 5.95222
3.0 | 0.51346 | 4.78813 | 5.30159 | 1.94144 | 3.80184 | 5.74329 | 2.41037 | 3.59660 | 6.00698
3.5 ] 0.51342 | 4.79863 | 5.31206 | 1.95285 | 3.84342 | 5.79627 | 2.33360 | 3.69927 | 6.03288
4.0 | 0.51340 | 4.81025 | 5.32365 | 1.94464 | 3.89759 | 5.84223 | 2.26540 | 3.76961 | 6.03501
4.5 | 0.51341 | 4.82284 | 5.33625 | 1.91678 | 3.96302 | 5.87981 | 2.20690 | 3.81602 | 6.02292
5.0 | 0.51346 | 4.83629 | 5.34975 | 1.87550 | 4.03454 | 5.91004 | 2.16058 | 3.84517 | 6.00576
5.5 | 0.51357 | 4.85045 | 5.36403 | 1.82811 | 4.10711 | 5.93523 | 2.12608 | 3.86201 | 5.98810
6.0 | 0.51375 | 4.86521 | 5.37897 | 1.77998 | 4.17593 | 5.95592 | 2.10132 | 3.87025 | 5.97157

=0

f 15
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Tabla A.4: Entropias de Shannon en el espacio de configuracion, en el espacio de momentos y la entropia
total como funcién del radio de confinamiento r,, para un valor de b*> = 1.5 u.a. .

n=>0 n=1 n =2

r, | S, 15, [5+8]S, B 15, |S.+5,
m =10
0.3 | -1.81395 | 6.22867 | 4.41472 | -1.84806 | 7.52043 | 5.67147 | -1.85905 | 8.09349 | 6.23444
0.5 | -0.79352 | 5.20045 | 4.41592 | -0.82701 | 6.50883 | 5.68181 | -0.83724 | 7.09867 | 6.26142
1.0 | 0.57166 | 3.83294 | 4.40460 | 0.56420 | 5.12696 | 5.69116 | 0.55167 | 5.72114 | 6.27281
1.5 | 1.20075 | 3.07181 | 4.36256 | 1.39267 | 4.32369 | 5.71636 | 1.37361 | 4.92108 | 6.20469
2.0 | 1.63525 | 2.67243 | 4.30769 | 1.98520 | 3.77243 | 5.75772 | 1.975250 | 4.37792 | 6.35317
2.5 | 172890 | 2.56200 | 4.29091 | 2.36718 | 3.44167 | 5.80885 | 2.45547 | 4.01397 | 6.46945
3.0 | 1.73887 | 2.55062 | 4.28050 | 2.50865 | 3.35032 | 5.85808 | 2.79532 | 3.83396 | 6.62928
3.5 | 173925 | 2.55020 | 4.28046 | 2.52722 | 3.34034 | 5.86756 | 2.92861 | 3.77412 | 6.70274
4.0 | 173926 | 2.55019 | 4.28045 | 2.52795 | 3.33903 | 5.86699 | 2.94512 | 3.75849 | 6.70362
45 | 173926 | 2.55019 | 4.28045 | 2.52796 | 3.33890 | 5.86686 | 2.94566 | 3.75665 | 6.70232
5.0 | 1.73926 | 2.55019 | 4.28045 | 2.52797 | 3.33889 | 5.86686 | 2.94572 | 3.75659 | 6.70232
6.0 | 1.73926 | 2.55019 | 4.28045 | 2.52849 | 3.33888 | 5.86737 | 2.95181 | 3.75599 | 6.70781
m=1
0.3 | -1.50771 | 7.02707 | 5.42035 | -1.71083 | 7.85053 | 6.13970 | -1.75855 | 8.28279 | 6.52423
0.5 | -0.57644 | 6.01079 | 5.43435 | -0.68908 | 6.84731 | 6.15822 | -0.73683 | 7.30568 | 6.56885
1.0 | 0.80325 | 4.62836 | 5.43162 | 0.69875 | 5.46759 | 6.16634 | 0.65073 | 5.93002 | 6.58076
1.5 | 1.58283 | 3.83430 | 5.41713 | 1.51593 | 4.66882 | 6.18476 | 1.46710 | 5.12939 | 6.59649
2.0 | 2.05683 | 3.34192 | 5.39875 | 2.10218 | 4.12092 | 6.23210 | 2.05638 | 4.58486 | 6.64124
2.5 | 2.27000 | 3.14803 | 5.41803 | 2.53325 | 3.78545 | 6.31870 | 2.52504 | 4.22291 | 6.74886
3.0 | 2.31344 | 3.12619 | 5.43964 | 2.76878 | 3.66000 | 6.42069 | 2.89587 | 4.05061 | 6.94649
3.5 | 2.31640 | 3.12718 | 5.44350 | 2.82420 | 3.64258 | 6.46687 | 3.10245 | 3.99132 | 7.09378
4.0 | 2.31647 | 3.12739 | 5.44387 | 2.82808 | 3.63946 | 6.46754 | 3.14693 | 3.96476 | 7.11169
45 | 2.31648 | 3.12741 | 5.44380 | 2.82816 | 3.63910 | 6.46726 | 3.14935 | 3.96042 | 7.10978
5.0 | 2.31648 | 3.12741 | 5.44380 | 2.82816 | 3.63909 | 6.46725 | 3.14937 | 3.96031 | 7.10968
6.0 | 2.31646 | 3.12740 | 5.44387 | 2.82875 | 3.63912 | 6.46787 | 3.15536 | 3.95927 | 7.11463
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Tabla A.5: Entropias de Shannon en el espacio de configuracion, en el espacio de momentos y la entropia
total como funciéon de la magnitud del campo magnético b, para un radio de confinamiento fijo 7, = 1.5

u.a. .
n=>0 n=1 n=2
» oS, | 5, EEaE | 5, |5, +5, |5, | 5, | 5,+5,
m=20

0.05 | 1.40497 | 3.01229 | 4.41726 | 1.36989 | 4.31446 | 5.68435 | 1.35981 | 4.90855 | 6.26836
0.1 | 1.40459 | 3.01245 | 4.41704 | 1.36998 | 4.31449 | 5.68447 | 1.35986 | 4.90859 | 6.26845
0.3 | 1.40055 | 3.01414 | 4.41469 | 1.37096 | 4.31482 | 5.68578 | 1.36036 | 4.90900 | 6.26937
0.5 | 1.39245 | 3.01763 | 4.41009 | 1.37287 | 4.31549 | 5.68837 | 1.36137 | 4.90984 | 6.27122
1.0 | 1.35431 | 3.03580 | 4.39012 | 1.38119 | 4.31859 | 5.69979 | 1.36605 | 4.91389 | 6.27995
1.5 | 1.29075 | 3.07181 | 4.36256 | 1.39267 | 4.32369 | 5.71636 | 1.37361 | 4.92108 | 6.29469
2.0 | 1.20365 | 3.13093 | 4.33459 | 1.40372 | 4.33111 | 5.73484 | 1.38367 | 4.93194 | 6.31562
2.5 | 1.09797 | 3.21489 | 4.31287 | 1.40980 | 4.34250 | 5.75230 | 1.39563 | 4.94706 | 6.34269
3.0 | 0.98126 | 3.31906 | 4.30032 | 1.40640 | 4.36155 | 5.76795 | 1.40852 | 4.96698 | 6.37551
3.5 | 0.86145 | 3.43276 | 4.29422 | 1.39006 | 4.39363 | 5.78369 | 1.42100 | 4.99220 | 6.41321
4.0 | 0.74477 | 3.54666 | 4.29143 | 1.35909 | 4.44318 | 5.80228 | 1.43126 | 5.02350 | 6.45477
4.5 1 0.63477 | 3.65546 | 4.29024 | 1.31392 | 4.50758 | 5.82151 | 1.43718 | 5.06224 | 6.49942
5.0 | 0.53284 | 3.75691 | 4.28975 | 1.25694 | 4.58120 | 5.83814 | 1.43657 | 5.10990 | 6.54647
6.0 | 0.35257 | 3.93692 | 4.28950 | 1.12236 | 4.73661 | 5.85897 | 1.40902 | 5.22019 | 6.62922
7.0 | 0.19876 | 4.09070 | 4.28946 | 0.98287 | 4.88336 | 5.86624 | 1.34365 | 5.33678 | 6.68043
8.0 | 0.06528 | 4.22418 | 4.28946 | 0.85301 | 5.01454 | 5.86755 | 1.25089 | 5.45037 | 6.70126
9.0 | -0.05249 | 4.34195 | 4.28945 | 0.73601 | 5.13135 | 5.86737 | 1.14799 | 5.55746 | 6.70545
10.0 | -0.15785 | 4.44731 | 4.28945 | 0.63081 | 5.23629 | 5.86710 | 1.04708 | 5.65742 | 6.70451
m =1
0.05 | 1.62117 | 3.81480 | 5.43597 | 1.50804 | 4.65442 | 6.16246 | 1.46957 | 5.11788 | 6.58746
0.1 | 1.62105 | 3.81484 | 5.43590 | 1.50806 | 4.65446 | 6.16253 | 1.46034 | 5.11792 | 6.57826
0.3 | 1.61981 | 3.81530 | 5.43512 | 1.50836 | 4.65494 | 6.16331 | 1.46058 | 5.11830 | 6.57888
0.5 | 1.61729 | 3.81628 | 5.43358 | 1.50896 | 4.65591 | 6.16488 | 1.46107 | 5.11906 | 6.58013
1.0 | 1.60500 | 3.82180 | 5.42681 | 1.51170 | 4.66057 | 6.17228 | 1.46335 | 5.12276 | 6.58611
1.5 | 1.58283 | 3.83430 | 5.41713 | 1.51593 | 4.66882 | 6.18476 | 1.46710 | 5.12939 | 6.59649
2.0 | 1.54869 | 3.85838 | 5.40707 | 1.52100 | 4.68119 | 6.20219 | 1.47225 | 5.13957 | 6.61182
2.5 | 1.50070 | 3.89920 | 5.39990 | 1.52566 | 4.69830 | 6.22396 | 1.47865 | 5.15407 | 6.63272
3.0 | 1.43825 | 3.96055 | 5.39880 | 1.52806 | 4.72103 | 6.24910 | 1.48604 | 5.17376 | 6.65980
3.5 | 1.36281 | 4.04221 | 5.40503 | 1.52586 | 4.75101 | 6.27687 | 1.49399 | 5.19945 | 6.69344
4.0 | 1.27794 | 4.13681 | 5.41475 | 1.51662 | 4.79093 | 6.30756 | 1.50185 | 5.23190 | 6.73375
4.5 | 1.18825 | 4.23583 | 5.42409 | 1.49827 | 4.84360 | 6.34187 | 1.50867 | 5.27183 | 6.78050
5.0 | 1.09805 | 4.33334 | 5.43140 | 1.46957 | 4.90642 | 6.37600 | 1.51321 | 5.32012 | 6.83334
6.0 | 0.92714 | 4.51249 | 5.43964 | 1.38248 | 5.04718 | 6.42967 | 1.50958 | 5.43677 | 6.94636
7.0 | 0.77547 | 4.66714 | 5.44261 | 1.26910 | 5.18807 | 6.45718 | 1.47997 | 5.55693 | 7.03691
8.0 | 0.64240 | 4.80112 | 5.44352 | 1.14928 | 5.31702 | 6.46630 | 1.42034 | 5.66831 | 7.08866
9.0 | 0.52470 | 4.91908 | 5.44379 | 1.03527 | 5.43265 | 6.46793 | 1.33804 | 5.77036 | 7.10841
10.0 | 0.41935 | 5.02450 | 5.44386 | 0.93080 | 5.53694 | 6.46775 | 1.24636 | 5.86575 | 7.11211
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Apéndice B

Resultados numeéricos correspondientes a

la informaciéon de Fisher

Tabla B.1: Informacion de Fisher en el espacio de configuracion, en el espacio de momentos y el producto
de la informaciéon en ambos espacios, de los estados (n,m) de una particula confinada en una region

circular de radio r,,.

F, F, F,F, F, F, | E,F, F, F, F,F,
Ty n=20 n=1 n=2
m =0
0.3 | 257.03048 | 0.07849 | 20.17676 | 1354.27832 | 0.11212 | 151.84234 | 3328.31141 | 0.11678 | 388.70402
0.5 | 92.53097 | 0.21805 | 20.17695 | 487.54019 | 0.31145 | 151.84579 | 1198.19210 | 0.32442 | 388.72503
1.0 | 23.13274 | 0.87222 | 20.17698 | 121.88504 | 1.24581 | 151.84661 | 209.54802 | 1.29772 | 388.72999
1.5 | 10.28121 | 1.96250 | 20.17699 | 54.17113 | 2.80309 | 151.84669 | 133.13245 | 2.91987 | 388.73049
2.0 | 578318 | 3.48890 |20.17699 | 30.47126 | 4.98327 | 151.84671 | 74.88700 | 5.19089 | 388.73061
2.5 | 3.70123 | 5.45141 | 20.17699 | 19.50160 | 7.78636 | 151.84672 | 47.92768 | 8.11077 | 388.73065
3.0 | 2.57030 | 7.85003 | 20.17699 | 13.54278 | 11.21237 | 151.84672 | 33.28311 | 11.67951 | 388.73067
3.5 | 1.88838 | 10.68477 | 20.17699 | 9.94979 | 15.26128 | 151.84672 | 24.45290 | 15.89711 | 388.73068
4.0 | 144579 | 13.95562 | 20.17699 | 7.61781 | 19.93310 | 151.84673 | 18.72175 | 20.76358 | 388.73069
45 1.14235 | 17.66258 | 20.17699 | 6.01901 | 25.22783 | 151.84673 | 14.79249 | 26.27891 | 388.73069
5.0 0.92530 | 21.80566 | 20.17699 | 4.87540 | 31.145479 | 151.84673 | 11.98192 | 32.44310 | 388.73069
5.5 | 0.76471 | 26.38485 | 20.17699 | 4.02925 | 37.68603 | 151.84673 | 9.90241 | 39.25615 | 388.73069
6.0 | 0.64257 | 31.40015 | 20.17699 | 3.38569 | 44.84949 | 151.84673 | 8.32077 | 46.71806 | 388.73069
m=1

0.3 | 422.99189 | 0.07095 | 30.01524 | 1738.48508 | 0.10536 | 183.17755 | 3931.62716 | 0.11303 | 444.40175
0.5 | 152.27708 | 0.19711 | 30.01547 | 625.85463 | 0.20269 | 183.18456 | 1415.38577 | 0.31400 | 444.43540
1.0 | 38.06927 | 0.78844 | 30.01559 | 156.46365 | 1.17079 | 183.18626 | 353.84644 | 1.25603 | 444.44351
1.5 | 16.91967 | 1.77400 | 30.01561 | 69.53940 | 2.63428 | 183.18643 | 157.26508 | 2.82608 | 444.44432
2.0 | 951731 | 3.15378 | 30.01561 | 30.11591 | 4.68316 | 183.18647 | 88.46161 | 5.02415 | 444.44452
2.5 | 6.09108 | 4.92779 | 30.01561 | 25.03418 | 7.31745 | 183.18649 | 56.61543 | 7.85023 | 444.44459
3.0 | 422991 | 7.09602 | 30.01561 | 17.38485 | 10.53713 | 183.18649 | 39.31627 | 11.30434 | 444.44462
3.5 | 3.10769 | 9.65847 | 30.01561 | 12.77254 | 14.34220 | 183.18650 | 28.88542 | 15.38646 | 444.44463
4.0 | 2.37932 | 12.61515 | 30.01561 | 9.77897 | 18.73268 | 183.18650 | 22.11540 | 20.09661 | 444.44464
45 | 1.87996 | 15.96605 | 30.01561 | 7.72660 | 23.70855 | 183.18650 | 17.47389 | 25.43477 | 444.44465
5.0 | 1.52277 | 19.71118 | 30.01561 | 6.25854 | 20.26981 | 183.18650 | 14.15385 | 31.40095 | 444.44465
5.5 | 1.25848 | 23.85053 | 30.01561 | 5.17235 | 35.41647 | 183.18650 | 11.69740 | 37.99515 | 444.44465
6.0 | 1.05747 | 28.38410 | 30.01561 | 4.34621 | 42.14853 | 183.18650 | 9.82906 | 45.21737 | 444.44466
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Tabla B.2: Informacion de Fisher en el espacio de configuracion, espacio de momentos y el pro-
ducto de ambas informaciones de una particula en presencia de un campo eléctrico constante,
confinada en una region circular plana de radio r,.

n=>0
r, = 1.0 (u.a.) r, = 2.0 (u.a.) r, = 3.0 (u.a.)
F, | F,F, F, | F, F,F, F, F, | F,F,
Estado base
0.05 23.13323 | 0.870839 | 20.14531 | 5.79096 | 3.46083 | 20.04152 | 2.60897 | 7.42328 | 19.36714

f(ua) | F,

0.5 23.18130 | 0.85650 | 19.85492 | 6.44969 | 2.85251 | 18.39781 | 4.13491 | 4.31147 | 17.82754
1.0 23.32539 | 0.83843 | 19.55671 | 7.71110 | 2.32575 | 17.93409 | 5.44981 | 3.26682 | 17.80357
1.5 23.56045 | 0.81865 | 19.28775 | 8.90058 | 2.00452 | 17.84140 | 6.53661 | 2.76138 | 18.05009
2.0 23.87933 | 0.79788 | 19.05298 | 9.92990 | 1.79361 | 17.81033 | 7.54389 | 2.46525 | 18.59755
2.5 24.27299 | 0.77646 | 18.84720 | 10.84065 | 1.64112 | 17.79076 | 8.49077 | 2.28616 | 19.41128
3.0 24.73121 | 0.75497 | 18.67132 | 11.67295 | 1.52398 | 17.78938 | 9.36660 | 2.18178 | 20.43588
3.5 25.24331 | 0.73377 | 18.52297 | 12.45335 | 1.43024 | 17.81131 | 10.16031 | 2.12582 | 21.59896
4.0 25.79877 | 0.71312 | 18.39781 | 13.19848 | 1.35316 | 17.85961 | 10.86806 | 2.10130 | 22.83706
4.5 26.38773 | 0.69328 | 18.29411 | 13.91879 | 1.28851 | 17.93455 | 11.49276 | 2.09661 | 24.09582
5.0 27.00129 | 0.67431 | 18.20743 | 14.62070 | 1.23359 | 18.03605 | 12.04134 | 2.10411 | 25.33632
5.5 27.63170 | 0.65634 | 18.13592 | 15.30807 | 1.18659 | 18.16445 | 12.52245 | 2.11889 | 26.53378
6.0 28.27237 | 0.63941 | 18.07772 | 15.98299 | 1.14613 | 18.31853 | 12.94487 | 2.13768 | 27.67200

Primer estado excitado
0.05 58.72816 | 1.33245 | 78.25205 | 14.68650 | 5.30343 | 77.88881 | 6.54815 | 11.73126 | 76.81801

0.5 58.75620 | 1.32378 | 77.78032 | 15.11345 | 4.92235 | 74.39374 | 8.05139 | 8.83969 | 71.17178
1.0 58.84090 | 1.31185 | 77.19024 | 16.20040 | 4.45772 | 72.21680 | 10.07934 | 7.05380 | 71.09766
1.5 58.98116 | 1.29972 | 76.65928 | 17.57744 | 4.05730 | 71.31706 | 11.75765 | 6.07230 | 71.39602
2.0 59.17564 | 1.28689 | 76.15237 | 19.01059 | 3.73705 | 71.04347 | 13.11238 | 5.48970 | 71.98309
2.5 59.42254 | 1.27339 | 75.66844 | 20.40472 | 3.48017 | 71.01187 | 14.18892 | 5.13314 | 72.83374
3.0 59.71963 | 1.25944 | 75.21322 | 21.73131 | 3.26964 | 71.05353 | 15.04069 | 4.90828 | 73.82395
3.5 60.06435 | 1.24518 | 74.79091 | 22.98520 | 3.09388 | 71.11349 | 15.71866 | 4.76207 | 74.85339
4.0 60.45383 | 1.23059 | 74.39430 | 24.16772 | 2.94539 | 71.18354 | 16.26450 | 4.66399 | 75.85746
4.5 60.88501 | 1.21586 | 74.02754 | 25.28132 | 2.81906 | 71.26958 | 16.70993 | 4.59634 | 76.80448
5.0 61.35471 | 1.20103 | 73.68855 | 26.32839 | 2.71112 | 71.37950 | 17.07844 | 4.54852 | 77.68159
5.5 61.85966 | 1.18626 | 73.38173 | 27.31120 | 2.61857 | 71.51617 | 17.38727 | 4.51418 | 78.48924
6.0 62.39659 | 1.17151 | 73.09824 | 28.23207 | 2.53912 | 71.68454 | 17.64920 | 4.48867 | 79.22151

Segundo estado excitado
0.05 58.72767 | 1.32813 | 77.99780 | 14.67873 | 5.16515 | 75.81781 | 6.50970 | 10.74403 | 69.94049

0.5 58.70768 | 1.28113 | 75.21239 | 14.48376 | 3.86306 | 55.95164 | 7.62324 | 6.05709 | 46.17465
1.0 58.64886 | 1.22911 | 72.08567 | 14.76286 | 3.09642 | 45.71198 | 11.33276 | 5.48584 | 62.16967
1.5 58.55652 | 1.17882 | 69.02787 | 16.29705 | 2.77067 | 45.15382 | 13.71751 | 5.16941 | 70.91142
2.0 58.43869 | 1.13068 | 66.07540 | 18.75902 | 2.60274 | 48.82487 | 15.07281 | 4.93453 | 74.37730
2.5 58.30562 | 1.08506 | 63.26500 | 21.42345 | 2.52231 | 54.03667 | 15.78628 | 4.77810 | 75.42848
3.0 58.16903 | 1.04232 | 60.63064 | 23.87159 | 2.47160 | 59.00107 | 16.11820 | 4.66745 | 75.23099
3.5 58.04136 | 1.00249 | 58.18561 | 26.00141 | 2.42719 | 63.11051 | 16.23374 | 4.58257 | 74.39227
4.0 57.93506 | 0.96574 | 55.95069 | 27.82782 | 2.38371 | 66.33349 | 16.23178 | 4.51325 | 73.25808
4.5 57.86207 | 0.93210 | 53.93372 | 29.38715 | 2.34155 | 68.81156 | 16.16942 | 4.45474 | 72.03058
5.0 57.83343 | 0.90144 | 52.13338 | 30.71349 | 2.30212 | 70.70617 | 16.07877 | 4.40442 | 70.81774
5.5 57.85901 | 0.87377 | 50.55554 | 31.83618 | 2.26633 | 72.15120 | 15.97751 | 4.36017 | 69.66472
6.0 57.94737 | 0.84885 | 49.18866 | 32.78091 | 2.23432 | 73.24293 | 15.87508 | 4.32108 | 68.59755
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Tabla : Informacion de Fisher en el espacio de configuracion, espacio de momentos y el pro-
ducto de ambas informaciones de una particula en presencia de un campo eléctrico constante,
confinada en una region circular plana de radio r,.

Continuacién de la Tabla

n=20

r, = 1.0 (u.a.) r, = 2.0 (v.a.) r, = 3.0 (u.a.)

f (wa) | F, B, |FF F, E, | EF F, B | E,F,

Tercer estado excitado

0.05 105.49846 | 1.63430 | 172.41648 | 26.37462 | 6.45469 | 170.24028 | 11.72222 | 14.02611 | 164.41729

0.5 105.49854 | 1.60788 | 169.62923 | 26.39624 | 5.64835 | 149.09526 | 12.36406 | 9.96120 | 123.161013
1.0 105.49905 | 1.57877 | 166.55906 | 26.64628 | 4.95799 | 132.11224 | 14.79772 | 8.67744 | 128.40636
1.5 105.50076 | 1.54969 | 163.49444 | 27.39496 | 4.53115 | 124.13066 | 16.70537 | 8.40162 | 140.35222
2.0 105.50491 | 1.52144 | 160.51952 | 28.67386 | 4.27668 | 122.62890 | 17.67957 | 8.44641 | 149.32894
2.5 105.51320 | 1.49277 | 157.50650 | 30.30070 | 4.07151 | 123.36970 | 18.13562 | 8.54905 | 155.04240
3.0 105.52769 | 1.46514 | 154.61247 | 32.03666 | 3.93004 | 125.90529 | 18.34662 | 8.64559 | 158.61754
3.5 105.55075 | 1.43822 | 151.80567 | 33.69520 | 3.83714 | 129.29330 | 18.44279 | 8.72488 | 160.91119
4.0 105.58498 | 1.41213 | 149.09943 | 35.17203 | 3.78026 | 132.95936 | 18.48390 | 8.78799 | 162.43639
4.5 105.63310 | 1.38686 | 146.49817 | 36.42967 | 3.74894 | 136.57247 | 18.49801 | 8.83804 | 163.48627
5.0 105.69793 | 1.36262 | 144.02616 | 37.47111 | 3.73478 | 139.94638 | 18.49872 | 8.87853 | 164.24150
9.5 105.78226 | 1.33944 | 141.68849 | 38.31880 | 3.73241 | 143.02148 | 18.49285 | 8.91136 | 164.79640
6.0 105.88879 | 1.31728 | 139.48524 | 39.00168 | 3.73786 | 145.78274 | 18.48391 | 8.93862 | 165.22069

Cuarto estado excitado

0.05 105.49846 | 1.63348 | 172.32963 | 26.37462 | 6.43191 | 169.63909 | 11.72200 | 13.81608 | 161.95219

0.5 105.49851 | 1.59929 | 168.72263 | 26.35966 | 5.33338 | 140.58600 | 11.33785 | 6.88716 | 78.08559

1.0 105.49844 | 1.56159 | 164.74519 | 26.16968 | 4.17721 | 109.31636 | 12.84092 | 6.56768 | 84.33511

1.5 105.49769 | 1.52369 | 160.74677 | 25.69058 | 3.28715 | 84.44869 | 15.55976 | 7.66723 | 119.30029
2.0 105.49528 | 1.48566 | 156.73043 | 25.36662 | 2.81995 | 71.53258 | 16.72818 | 8.06217 | 134.86547
2.5 105.48992 | 1.44753 | 152.69998 | 25.87050 | 2.69991 | 69.84790 | 17.15409 | 8.45362 | 145.01413
3.0 105.47999 | 1.40939 | 148.66195 | 27.36041 | 2.78554 | 76.21354 | 17.30948 | 8.77428 | 151.87823
3.5 105.46360 | 1.37131 | 144.62289 | 29.43391 | 2.96820 | 87.36575 | 17.36017 | 9.02242 | 156.63078
4.0 105.43867 | 1.33332 | 140.58352 | 31.55624 | 3.16101 | 99.74949 | 17.36739 | 9.21422 | 160.02706
4.5 105.40297 | 1.29553 | 136.55306 | 33.39515 | 3.31936 | 110.85055 | 17.35590 | 9.36503 | 162.53854
5.0 105.35423 | 1.25801 | 132.53705 | 34.85318 | 3.39968 | 118.48976 | 17.33651 | 9.48488 | 164.43471
5.5 105.29019 | 1.22086 | 128.54443 | 35.96010 | 3.45741 | 124.32889 | 17.31420 | 9.58216 | 165.90750
6.0 105.20879 | 1.18418 | 124.58575 | 36.78482 | 3.50523 | 128.93916 | 17.29133 | 9.66271 | 167.08118
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Tabla B.3: Informacion de Fisher en el espacio de configuracion, espacio de momentos y el produc-
to de ambas informaciones de un electrén sujeto a un potencial de oscilador arménico y un campo
eléctrico constante confinado en una region circular plana de radio r,. La unidad de longitud es
(h/mew)'/? y la unidad del campo eléctrico es (m.hw?)'/? /e.

n=>0

=10 r, = 2.0 r, = 3.0

f | F, | P, | F,F, F, | F, | F,F, F, | F, | F,F,
Estado base
0.05 | 23.13815 | 0.86176 | 19.93972 | 6.05709 | 2.91711 | 17.66924 | 4.07379 | 3.94171 | 16.05771
0.5 | 23.18448 | 0.84773 | 19.65421 | 6.45939 | 2.64114 | 17.06023 | 4.51859 | 3.55615 | 16.06876
1.0 | 23.32342 | 0.83062 | 19.37299 | 7.37764 | 2.28934 | 16.88993 | 5.39049 | 3.01376 | 16.24567
1.5 | 23.55026 | 0.81188 | 19.12006 | 8.39734 | 2.01450 | 16.91645 | 6.30289 | 2.65861 | 16.75690
2.0 | 23.85837 | 0.79208 | 18.89796 | 9.36152 | 1.81300 | 16.97245 | 7.23969 | 2.44047 | 17.66823
2.5 |24.23934 | 0.77165 | 18.70440 | 10.25107 | 1.66217 | 17.03907 | 8.25423 | 2.30285 | 19.00821
3.0 | 24.68359 | 0.75103 | 18.53817 | 11.08133 | 1.54497 | 17.12035 | 9.39582 | 2.21373 | 20.79982
3.5 | 25.18106 | 0.73052 | 18.39535 | 11.87019 | 1.45075 | 17.22072 | 10.69833 | 2.15876 | 23.09510
4.0 | 25.72179 | 0.71060 | 18.27803 | 12.63194 | 1.37326 | 17.34691 | 12.17312 | 2.12748 | 25.89804
4.5 | 26.29638 | 0.69133 | 18.17953 | 13.37707 | 1.30830 | 17.50122 | 13.80283 | 2.11283 | 29.16302
5.0 |26.89624 | 0.67286 | 18.09745 | 14.11323 | 1.25253 | 17.67721 | 15.54154 | 2.10968 | 32.78765
5.5 | 27.51386 | 0.65543 | 18.03346 | 14.84602 | 1.20449 | 17.88196 | 17.32487 | 2.11404 | 36.62545
6.0 | 28.14280 | 0.63877 | 17.97678 | 15.57960 | 1.16259 | 18.11281 | 19.08607 | 2.12414 | 40.54146
Primer estado excitado
0.05 | 58.73199 | 1.32538 | 77.84236 | 14.92083 | 4.84151 | 72.23933 | 8.46758 | 7.65153 | 64.789969
0.5 | 58.75951 | 1.31733 | 77.40585 | 15.24105 | 4.61699 | 70.36780 | 8.97559 | 7.21012 | 64.71508
1.0 | 58.84266 | 1.30629 | 76.86606 | 16.09815 | 4.29300 | 69.10940 | 10.15590 | 6.38719 | 64.86780
1.5 | 58.98036 | 1.29383 | 76.31051 | 17.25989 | 3.97285 | 68.57094 | 11.55375 | 5.63613 | 65.11845
2.0 |59.17134 | 1.28079 | 75.78595 | 18.54132 | 3.69234 | 68.46080 | 13.00173 | 5.03269 | 65.43376
2.5 | 59.41386 | 1.26815 | 75.34550 | 19.84200 | 3.45478 | 68.54967 | 14.45893 | 4.55318 | 65.83418
3.0 | 59.70579 | 1.25625 | 75.00562 | 21.11894 | 3.24889 | 68.61328 | 15.91481 | 4.16683 | 66.31435
3.5 | 60.04465 | 1.24084 | 74.50587 | 22.35753 | 3.07194 | 68.68105 | 17.36241 | 3.85315 | 66.89993
4.0 | 60.42769 | 1.22713 | 74.15261 | 23.55524 | 2.91768 | 68.72666 | 18.79198 | 3.59627 | 67.58106
4.5 | 60.85197 | 1.21175 | 73.73712 | 24.71411 | 2.78211 | 68.75735 | 20.19042 | 3.38632 | 68.37118
5.0 | 61.31438 | 1.19781 | 73.44287 | 25.83766 | 2.66186 | 68.77622 | 21.54299 | 3.21545 | 69.27045
5.5 | 61.81179 | 1.18336 | 73.14553 | 26.92958 | 2.55446 | 68.79058 | 22.83570 | 3.07716 | 70.26900
6.0 | 62.34101 | 1.16882 | 72.86571 | 27.99330 | 2.45762 | 68.79694 | 24.05727 | 2.96602 | 71.35430
Segundo estado excitado
0.05 | 58.73152 | 1.32119 | 77.59542 | 14.91640 | 4.74569 | 70.78875 | 8.46232 | 7.40710 | 62.68128
0.5 | 58.71275 | 1.27491 | 74.85363 | 14.85227 | 3.80609 | 56.52921 | 8.60990 | 5.44488 | 46.879897
1.0 | 58.65751 | 1.22406 | 71.80032 | 15.02550 | 3.09806 | 46.54991 | 9.78217 | 4.27045 | 41.77427
1.5 | 58.57072 | 1.17495 | 68.81772 | 15.95061 | 2.69252 | 42.94734 | 12.05002 | 3.78330 | 45.58890
2.0 | 58.45986 | 1.12792 | 65.93823 | 17.69579 | 2.46051 | 43.54073 | 14.41623 | 3.53280 | 50.92971
2.5 | 58.33449 | 1.08317 | 63.18590 | 19.92978 | 2.33438 | 46.52374 | 16.47486 | 3.30919 | 54.51860
3.0 | 58.20561 | 1.04109 | 60.59764 | 22.26486 | 2.26445 | 50.41770 | 18.21859 | 3.08192 | 56.14821
3.5 | 58.08495 | 1.00188 | 58.19419 | 24.48260 | 2.21587 | 54.25029 | 19.67776 | 2.86089 | 56.29595
4.0 | 57.98432 | 0.96560 | 55.99001 | 26.51750 | 2.17554 | 57.68995 | 20.86691 | 2.65642 | 55.43125
4.5 | 57.91513 | 0.93227 | 53.99306 | 28.37428 | 2.12518 | 60.30049 | 21.80025 | 2.47585 | 53.97408
5.0 | 57.88796 | 0.90181 | 52.20417 | 30.07759 | 2.07362 | 62.36956 | 22.50666 | 2.32446 | 52.315957
5.5 | 57.91240 | 0.87422 | 50.62832 | 31.65302 | 2.02070 | 63.96134 | 23.03124 | 2.20195 | 50.71370
6.0 | 57.99679 | 0.84938 | 49.261627 | 33.12188 | 1.96904 | 65.21840 | 23.42584 | 2.11056 | 49.44155
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Tabla : Informacion de Fisher en el espacio de configuracion, espacio de momentos y el produc-
to de ambas informaciones de un electréon sujeto a un potencial de oscilador armoénico y un campo
eléctrico constante confinado en una regiéon circular plana de radio r,. La unidad de longitud es
(h/mew)'/? y la unidad del campo eléctrico es (m.hw?)'/? /e.

Continuacién de la Tabla B3]
n=>0
r, = 1.0 7y = 2.0 ry = 3.0
f | F, |F, | RF F, |E, | RF F, F, F,F,

Tercer estado excitado
0.05 | 105.50128 | 1.63027 | 171.99548 | 26.55535 | 6.11697 | 162.43844 | 13.56257 | 10.71940 | 145.38273
0.5 | 105.50157 | 1.60771 | 169.61556 | 26.60827 | 5.48845 | 146.03824 | 13.89456 | 8.99786 | 125.02136
1.0 | 105.50269 | 1.57681 | 166.35787 | 26.86522 | 4.88130 | 131.13725 | 15.06335 | 7.56015 | 113.88119
1.5 | 105.50539 | 1.54677 | 163.19276 | 27.49275 | 4.46843 | 122.84954 | 16.93068 | 6.64935 | 112.57815
2.0 | 105.51085 | 1.51775 | 160.13925 | 28.55468 | 4.17146 | 119.11470 | 19.06531 | 6.02117 | 114.79545
2.5 | 105.52069 | 1.48949 | 157.17237 | 29.98709 | 3.94187 | 118.20538 | 21.18884 | 5.53472 | 117.27436
3.0 | 105.53690 | 1.46600 | 154.717203 | 31.66734 | 3.76219 | 119.13864 | 23.17374 | 5.13816 | 119.07037
3.5 | 105.56174 | 1.43552 | 151.53643 | 33.47827 | 3.61411 | 120.99423 | 24.94707 | 4.81830 | 120.20253
4.0 | 105.59772 | 1.40879 | 148.76511 | 35.33517 | 3.49052 | 123.338090 | 26.46296 | 4.56685 | 120.85230
4.5 | 105.64745 | 1.38426 | 146.24394 | 37.18610 | 3.38090 | 125.72250 | 27.70578 | 4.37027 | 121.08173
5.0 | 105.71366 | 1.36026 | 143.79813 | 39.00270 | 3.28593 | 128.16025 | 28.68899 | 4.22199 | 121.12492
5.5 | 105.79904 | 1.33719 | 141.47324 | 40.77103 | 3.19799 | 130.38567 | 29.44545 | 4.10938 | 121.00259
6.0 | 105.90622 | 1.31495 | 139.26174 | 42.48495 | 3.11375 | 132.28763 | 30.01597 | 4.02453 | 120.80005
Cuarto estado excitado
0.05 | 105.49195 | 1.62968 | 171.93294 | 26.55535 | 6.10498 | 162.11983 | 13.56256 | 10.64539 | 144.37880
0.5 | 105.50153 | 1.59837 | 168.63016 | 26.59043 | 5.24773 | 139.53927 | 13.81359 | 8.08772 | 111.72054
1.0 | 105.50211 | 1.56088 | 164.67597 | 26.61922 | 4.30234 | 114.52505 | 14.27316 | 5.64101 | 80.51501
1.5 | 105.50246 | 1.52028 | 160.39351 | 26.52019 | 3.50066 | 92.83826 15.29641 | 4.59817 | 70.33553
2.0 | 105.50165 | 1.48281 | 156.43912 | 26.38464 | 2.93085 | 77.32931 17.71219 | 4.41662 | 78.22797
2.5 | 105.49846 | 1.44604 | 152.55533 | 26.58961 | 2.62676 | 69.84450 20.84766 | 4.22459 | 88.07284
3.0 | 105.49134 | 1.40910 | 148.64832 | 27.51550 | 2.53379 | 69.718527 | 23.70412 | 3.86958 | 91.72504
3.5 | 105.47847 | 1.37188 | 144.70364 | 29.27846 | 2.56727 | 75.16579 25.90608 | 3.62039 | 93.79001
4.0 | 105.45788 | 1.33401 | 140.68228 | 31.71810 | 2.64187 | 83.79504 27.43298 | 3.44945 | 94.62880
4.5 | 105.42742 | 1.29921 | 136.97206 | 34.53992 | 2.70148 | 93.30899 28.38366 | 3.32449 | 94.36113
5.0 | 105.38491 | 1.25804 | 132.57852 | 37.46922 | 2.71998 | 101.91537 | 28.88880 | 3.21893 | 92.99097
5.5 | 105.32819 | 1.22134 | 128.64124 | 40.32686 | 2.68085 | 108.11040 | 29.07345 | 3.13161 | 91.04671
6.0 | 105.25522 | 1.18524 | 124.75250 | 43.02532 | 2.59988 | 111.86087 | 29.04144 | 3.05516 | 88.72621
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Tabla B.4: Informacién de Fisher en el espacio de configuracion, en el espacio de momentos y el producto
de las informaciones, como funcién del radio de confinamiento para un valor fijo de la magnitud del campo

magnético b = 1.5 w.a. .

n=>0 n=1 n=2
ry | Fp Iz I JE, kP I, IF,JE, I, F, oI
m =0
0.3 | 257.03050 | 0.07843 | 20.15997 | 1354.27832 | 0.11184 | 151.47112 | 3328.31140 | 0.11600 | 386.088364
0.5 | 92.53136 | 0.21767 | 20.14202 | 487.54008 | 0.31140 | 151.82253 | 1198.19203 | 0.32410 | 388.34097
1.0 | 23.15746 | 0.85011 | 19.68641 | 121.87819 | 1.25195 | 152.58597 | 299.54335 | 1.30169 | 389.91451
1.5 1 10.53682 | 1.72810 | 18.20870 | 54.11764 2.85737 | 154.63445 | 133.08082 | 2.96610 | 394.73149
2.0 | 6.86659 2.41198 | 16.56210 | 30.49099 5.06895 | 154.55761 | 74.63051 5.42980 | 405.22889
2.5 | 6.07721 2.63978 | 16.04256 | 20.88649 7.09345 | 148.15738 | 47.37782 8.75471 | 414.77956
3.0 | 6.00273 2.66563 | 16.00108 | 18.27908 7.89865 | 144.38018 | 34.15408 11.94035 | 407.81188
3.5 | 6.00003 2.66665 | 16.00001 | 18.00909 7.99645 | 144.00902 | 30.36024 13.19742 | 400.67719
4.0 | 6.00000 2.66666 | 16.00000 | 18.00010 7.99995 | 144.00008 | 30.00923 13.32965 | 400.01273
4.5 | 6.00000 2.66666 | 16.00000 | 18.00000 7.99999 | 144.00000 | 30.00007 13.33330 | 400.00008
5.0 | 5.99999 2.66666 | 16.00000 | 17.99999 8.00000 | 144.00000 | 29.99998 13.33334 | 400.00009
5.5 | 5.99999 2.66666 | 16.00000 | 17.99999 8.00000 | 144.00004 | 29.99938 13.33380 | 400.00585
6.0 | 5.99999 2.66666 | 16.00000 | 17.99986 8.00013 | 144.00125 | 29.98845 13.34211 | 400.10926
m=1

0.3 | 422.95512 | 0.07082 | 29.95596 | 1738.47412 | 0.10490 | 182.38106 | 3931.62192 | 0.11187 | 439.86621
0.5 | 152.17516 | 0.19682 | 29.95185 | 625.82412 | 0.29246 | 183.02938 | 1415.37119 | 0.31345 | 443.66174
1.0 | 37.67697 | 0.77496 | 29.19830 | 156.33870 | 1.17224 | 183.26735 | 353.78560 | 1.25802 | 445.07131
1.5 | 16.18401 | 1.62549 | 26.30697 | 69.23274 2.64800 | 183.32894 | 157.10371 | 2.85095 | 447.89514
2.0 | 8.84525 2.40032 | 21.23145 | 38.51579 4.69053 | 180.65979 | 88.06164 5.15429 | 453.89536
2.5 | 6.43505 2.69678 | 17.35391 | 24.53621 6.83421 | 167.68570 | 55.71504 8.22585 | 458.30406
3.0 | 6.02551 2.68590 | 16.18397 | 19.04079 7.92433 | 150.88560 | 38.35180 11.51746 | 441.71575
3.5 | 6.00054 2.66899 | 16.01544 | 18.05506 8.02486 | 144.88955 | 31.17845 13.19915 | 411.52943
4.0 | 6.00000 2.66681 | 16.00088 | 18.00096 8.00326 | 144.06646 | 30.04741 13.35481 | 401.27769
4.5 | 6.00000 2.66667 | 16.00003 | 18.00001 8.00017 | 144.00332 | 30.00064 13.33577 | 400.08184
5.0 | 6.00000 2.66666 | 16.00001 | 18.00013 7.99999 | 144.00109 | 30.00205 13.33355 | 400.03415
5.5 | 6.00006 2.66667 | 16.00020 | 18.00175 7.99992 | 144.01262 | 30.02036 13.33486 | 400.31755
6.0 | 6.00053 2.66669 | 16.00158 | 18.01139 7.99972 | 144.08612 | 30.09734 13.34989 | 401.79631
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Tabla B.5: Informacién de Fisher en el espacio de configuracion, en el espacio de momentos y el pro-
ducto de las informaciones, como funcién de la magnitud del campo magnético b?, para un radio de
confinamiento fijo r, = 1.5 u.a. .

n=>0 n=1 =12

B | F, |r,  |ER |5 |Fr, | EF F, F, F,F,
m =0
0.05 | 10.28121 | 1.96221 | 20.17396 | 54.17113 | 2.80312 | 151.84846 | 133.13245 | 2.91980 | 388.72004
0.1 |10.28122 | 1.96136 | 20.16520 | 54.17113 | 2.80337 | 151.86194 | 133.13245 | 2.91996 | 388.74207
0.3 | 10.28167 | 1.95229 | 20.07285 | 54.17100 | 2.80600 | 152.00390 | 133.13237 | 2.92165 | 388.96701
0.5 | 10.28473 | 1.93431 | 19.89395 | 54.17013 | 2.81110 | 152.27767 | 133.13179 | 2.92503 | 389.41456
1.0 | 10.33526 | 1.85208 | 19.15111 | 54.15722 | 2.83222 | 153.38533 | 133.12203 | 2.94068 | 391.46975
1.5 | 10.53682 | 1.72810 | 18.20870 | 54.11764 | 2.85737 | 154.63445 | 133.08082 | 2.96610 | 394.73149
2.0 | 11.01240 | 1.57478 | 17.34219 | 54.07320 | 2.87263 | 155.33279 | 132.97515 | 3.00002 | 398.92852
2.5 | 11.84610 | 1.41084 | 16.71306 | 54.13070 | 2.86253 | 154.95092 | 132.77060 | 3.04010 | 403.63620
3.0 | 13.04609 | 1.25225 | 16.33700 | 54.49927 | 2.81517 | 153.42491 | 132.45024 | 3.08236 | 408.26061
3.5 | 14.55205 | 1.10947 | 16.14508 | 55.44797 | 2.72657 | 151.18282 | 132.04629 | 3.12074 | 412.08267
4.0 | 16.27408 | 0.98674 | 16.05833 | 57.21843 | 2.60156 | 148.85743 | 131.68043 | 3.14710 | 414.41162
45 | 1812936 | 0.83378 | 16.02238 | 59.94148 | 2.45134 | 146.93741 | 131.59374 | 3.15240 | 414.83673
5.0 | 20.05859 | 0.79807 | 16.00831 | 63.60114 | 2.28939 | 145.60786 | 132.13670 | 3.12892 | 413.44639
6.0 | 24.01093 | 0.66640 | 16.00108 | 73.11632 | 1.97466 | 144.38010 | 136.61634 | 2.98506 | 407.80822
7.0 | 28.00185 | 0.57139 | 16.00013 | 84.28706 | 1.70931 | 144.07276 | 146.96724 | 2.742258 | 403.02216
8.0 | 32.00029 | 0.49999 | 16.00001 | 96.06425 | 1.49912 | 144.01226 | 162.33649 | 2.46852 | 400.85460
9.0 | 36.00004 | 0.44444 | 16.00000 | 108.01298 | 1.33319 | 144.00192 | 180.68917 | 2.21482 | 400.19531
10.0 | 40.00000 | 0.39999 | 16.00000 | 120.00243 | 1.19997 | 144.00028 | 200.17415 | 1.99845 | 400.03927
m=1
0.05 | 16.91865 | 1.77381 | 30.01049 | 69.53909 | 2.63422 | 183.18155 | 157.26494 | 2.82594 | 444.42193
0.1 | 16.91559 | 1.77329 | 29.99637 | 69.53818 | 2.63428 | 183.18351 | 157.26450 | 2.82602 | 444.43418
0.3 | 16.88319 | 1.76782 | 29.84646 | 69.52838 | 2.63495 | 183.20383 | 157.25980 | 2.82694 | 444.56459
0.5 | 16.81981 | 1.75690 | 29.55088 | 69.50850 | 2.63624 | 183.24120 | 157.25016 | 2.82876 | 444.82396
1.0 | 16.54771 | 1.70651 | 28.23807 | 69.41071 | 2.64162 | 183.35739 | 157.20088 | 2.83721 | 446.01333
1.5 | 16.18401 | 1.62549 | 26.30697 | 69.23274 | 2.64800 | 183.32894 | 157.10371 | 2.85095 | 447.89514
2.0 | 15.85421 | 1.51882 | 24.07980 | 68.96136 | 2.65102 | 182.81817 | 156.93653 | 2.86934 | 450.30517
2.5 | 15.70790 | 1.39411 | 21.89867 | 68.60323 | 2.64419 | 181.40055 | 156.67031 | 2.89134 | 452.98740
3.0 | 15.88288 | 1.26103 | 20.02879 | 68.21692 | 2.61972 | 178.70958 | 156.27360 | 2.91522 | 455.57306
3.5 | 16.46412 | 1.12963 | 18.59853 | 67.94380 | 2.57046 | 174.64707 | 155.72294 | 2.93835 | 457.56977
4.0 | 17.45993 | 1.00818 | 17.60277 | 68.01117 | 2.49256 | 169.52218 | 155.02248 | 2.95690 | 458.38609
4.5 | 1881129 | 0.90145 | 16.95744 | 68.68900 | 2.38725 | 163.97821 | 154.23387 | 2.96579 | 457.42565
5.0 | 2042587 | 0.81072 | 16.55966 | 70.21227 | 2.26071 | 158.73003 | 153.51025 | 2.95918 | 454.26562
6.0 | 24.10207 | 0.67147 | 16.18396 | 76.16318 | 1.98107 | 150.83489 | 153.40722 | 2.87932 | 441.70867
7.0 | 28.02124 | 0.57309 | 16.05893 | 85.36909 | 1.71957 | 146.79860 | 157.50211 | 2.70311 | 425.74583
8.0 | 32.00398 | 0.50052 | 16.01870 | 96.37701 | 1.50504 | 145.05212 | 167.52738 | 2.46584 | 413.09590
9.0 | 36.00068 | 0.44460 | 16.00593 | 108.09071 | 1.33572 | 144.37940 | 182.67495 | 2.22152 | 405.81698
10.0 | 40.00010 | 0.40004 | 16.00188 | 120.01974 | 1.20091 | 144.13394 | 200.80732 | 2.00381 | 402.38153
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Abstract. We obtained the energy and wave functions of a particle in a quantum corral subjected to
a constant magnetic field, as a function of the radius of the quantum corral R. and the intensity of
the magnetic field b*>. We also computed the standard deviation and the Shannon information entropies
as a function of R. and b, which in turn are compared to determine their effectiveness in measuring
particle (de)localization. For a fixed magnitude of the magnetic field b%, the Shannon entropy of all states
diminishes as the confinement radius R. decreases revealing an extensive localization. For a fixed value of
R., the Shannon entropy of the states (0,0) and (0,1) decreases monotonically as the magnetic field b
grows, whereas for the states (1,0), (2,0), (1,1) and (2, 1), the Shannon entropy grows slowly, reaching a
maximum (delocalization), and then diminishes as b increases. The expectation value of (r) for a fixed
value R, for the states (0,0) and (0,1), decreases monotonically as b® increases, whereas for the states
(1,0), (2,0), (1,1) and (2,1) increases and after reaching a maximum, it decreases as b> grows. This
behavior is counter-intuitive because the particle is forecasted to be closer to the origin as the magnetic

field grows.

1 Introduction

Eighty years ago, Michels et al. [1] used the confined
hydrogen atom (CHA) as a model to study the change
in the polarizability of a hydrogen atom subjected to
high external pressure. Here, the nucleus of the hydro-
gen atom was assumed to be clamped at the center of
an impenetrable sphere of radius R., while the elec-
tron could move within the included volume. Ley-Koo
and Rubinstein [2] considered a hydrogen atom con-
fined in spherical box with penetrable walls to explain
the ionization of a hydrogen atom trapped in alpha-
quartz [3,4].

Many applications have been developed from these
models [5-12], and they have been generalized to cav-
ities with different geometries. This model has sub-
sequently been applied to a wide range of physical
problems [13-23]. Observable properties of the sys-
tems such as the energy spectrum, transition frequen-
cies and probabilities, the behavior of atoms trapped
in fullerenes and some studies in the theoretical infor-
mation [24-33] are changed by spatial confinement.
Recent experimental studies show that the electron-
capture nuclear decay rate is increased under compres-
sion [34,35]. A partial explanation of this effect was
given using the model of many-electron atoms con-

#e-mail: naa@xanum.uam.mx (corresponding author)
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fined in an impenetrable spherical cavity [36]. With
the advent of technology to construct atomic-scale con-
finements, the study of confined systems has become
increasingly relevant.

As mentioned earlier, confinement changes many
properties of the system, which makes the study of
confined systems very alluring. In this work, we ana-
lyze the localization—delocalization properties of a par-
ticle in a quantum corral subjected to a constant mag-
netic field. The quantum corrals that we study here
are the best results of fusion of science and technology.
Moreover, this system has gained popularity because
of many interdisciplinary applications. Experimentally,
these corrals are formed by the confining electrons of
the surface states on the metallic atoms to form a two-
dimensional (2D) nearly free electron gas. The confin-
ing potential at the walls of the system is provided by
the closed packed atoms as suggested by some exper-
imental methods [37,38]. Theoretically, these corrals
form a platform to understand basic physics at low-
dimensional level. It is interesting to note that, for
understanding the behavior of quantum corrals at the
basic level, it can be modeled as a particle in cir-
cular box [24,25,41]. Corzo et. al. [25] studied the
localization—delocalization of a free particle in a quan-
tum corral using the Shannon entropy and the radial
variance.

@ Springer



106 Page 2 of 10

There exists an increasing interest in the study of
diverse quantum confined systems by means of the the-
oretical information methods [26-32,39]. In information
theory, entropy is a measure of the uncertainty associ-
ated with a random variable. In this field, the term
usually refers to the Shannon entropy, which measures
the expected value of the information contained in a
message, usually in units such as bits, i.e., it is a mea-
sure of the average information content that is missing
when the value of the random variable is unknown. The
Shannon entropy has expanded into a number of appli-
cations in areas, such as statistical inference, cryptogra-
phy, thermal physics, quantum computing, atomic and
molecular structure and chemical reactivity [26-33,39).
A localized particle is one that is concentrated at spe-
cific site, while a delocalized one is spread in the system.
In atomic and molecular physics, the Shannon entropy
has been interpreted as the uncertainty of the particle
position, which is related to the corresponding degree
of the electron localization—delocalization in free and
confined systems [25,26,32,39].

The Shannon entropies in the position and momen-
tum space are defined as:

&=—/mmmmm&n (1)

&z—/Q@mwwm%. )

where p(r) = [¢(r)* and v(p) = [¢(p)|* are the
one-particle probability density in configuration and
momentum spaces, respectively. They measure the con-
centration (sharpness) of the electron density in their
respective spaces. The functions ¢ (r) and ¢(p) are the
one-particle wave function in configuration and momen-
tum spaces, respectively.
The total Shannon entropy Sy is defined as:

Sy =S +5,. (3)

Another way to quantify the particle localization—
delocalization is based on the standard deviation that
has been used for many years in quantum mechanics. In
one dimension, the standard deviation of the position
x of a particle is defined as:

ae= () - @) " W

where (z) and <x2> are the expectation values of x and

22, respectively. A estimator of the spread or the uncer-

tainty in the particle position is given by Az, smaller
values of Az are associated with a more localized dis-
tribution, and greater values of Ax are associated with
a more delocalized distribution.

The purpose of this paper is to study the localization—
delocalization of a particle in a quantum corral sub-
jected to an external magnetic field by using the Shan-
non entropy and the variance.

The remaining paper is organized in the following
form: In Sect. 2.1, we make a summary of the results
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of the problem of a free particle in a circular well with
impenetrable walls. In Sect. 2.2, we describe and solve
the problem of a particle in a circular impenetrable
box with a constant magnetic field by diagonalizing its
Hamiltonian in the basis set of a particle in a circle. In
Sects. 2.3 and 2.4, we compute the entropic measures,
the Shannon information entropies and the radial stan-
dard deviation of few states as a function of the con-
finement radius R. and the magnetic field b2, in con-
figuration and momentum spaces. Section 3 contains
analysis of numerical results. Finally, in Sect. 4 we give
our conclusions.

2 The motion of a particle in a circle in an
external constant magnetic field

2.1 A particle in a circular well

The problem of a free particle in a circle was widely dis-
cussed in the literature [25,40,41]. In this section, we
will make a brief summary of this problem and will use
the notation of references Corzo et. al. [25] and Agcali
et. al. [41] to classify the eigenstates and eigenenergies.
Consider a particle confined in a circle of radius R,
centered at the origin of the coordinate system. Using
polar coordinates, r is the radial coordinate and ¢ is
the azimuthal angle. It is well known that the eigen-
functions are of the system which are given by [25,41],

7JM,m (7"7 ¢) = Rum (7') ¢m(¢), (5)
where
2 r
o) = Gy () O
and
B (6) = ——em® (7)
m \/ﬂ ’

where |m| =0,1,2,...,n=1,2,3,..., J,, is the Bessel
function of the first kind and order m, and z.,, corre-
sponds to nth zero of J,,,. The energy eigenvalues are
given by

2.2
5 _ h T ®)
T 9m R2

Because J,,, = (—1)™J_,,, the states ¥y, », and ¢y, _m,,
with m # 0, are doubly degenerated. In the next sec-
tion, we will use these results to find the approximate
solutions of a particle in a circle in the presence of a con-
stant magnetic field by means of the linear variational
method.
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2.2 A particle in a circle in the presence of a
constant magnetic field

The problem of the movement of an electron in three-
dimensional space subjected to the action of a uniform
magnetic field in the z-direction, the Landau problem,
is found in the textbooks [42-45]. As we mentioned
above, a quantum corral can be modeled as a free par-
ticle in a circular well with impenetrable walls. In this
section, we consider an electron of mass m. and charge
—e moving in the x — y plane in an impenetrable circu-
lar well of radius R, centered at the origin. The electron
is subjected to the action of a uniform magnetic field
which is perpendicular to the zy plane, i.e., B = Byk,
where k is the unit vector in the z-direction and By is
the magnitude of the magnetic field. It is usual to use
minimal coupling replacement in such cases defined as
follows

e
p’ — p’+EA7 9)

where c is the velocity of light and A is the magnetic
potential vector. The Hamiltonian can be written as:

1 2
H = {p’2+ep"A+6A~p’+62A2}
2me, c c c

+Ve(r'),

(10)

where V. (r’) is the confinement potential, which imposes
Dirichlet’s boundary conditions over the system.

0
velr') = {

oo ifr' > R,

if0<7r <R,
(11)

The term A - p is computed as follows: Let f(r) be an
arbitrary function, then

b AT= TV (Af) =1V AT AR (12

We select the Coulomb gauge V - A = 0; therefore,

A-p'=p'-A; (13)
the Hamiltonian (Eq. 10) can be written as:
!/ p/2 € / 62 2 /
H = A A+ V, 14
o P Pt g AT V), (1)

As mentioned above, the magnetic field B is uniform,
and the vector potential for such field is given by A =
IBxr
5 .

The second and third terms of Eq. (14) can be written
as,

€ €

A - = B-r' xp' = B.-L/ 15
MeC P 2mec rxp 2mec » - (15)
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and

e? e? 1 2
A? = -Bxr’
2m.c? 2m.c? (2 ' )

_ — (7’/232 o (I‘l . B)2) .

(16)

As the motion of the electron is on the x — y plane and
the magnetic field is in the z direction, the Hamiltonian
(Eq. 14) is the following;:

[T 2 B2 + Vo(r'). (17)
2Mm.  2mecC 0 e

BoL, +

e
8mec?
The Larmor frequency w, is defined as:

EBO

= : 18
“r 2mec’ (18)

the Hamiltonian H’ in terms of the Larmor frequency
is given by:

/2 meoﬂra
H’:;Zn +72L 4w, L+ Ve(r').

(19)

In order to solve the problem, it is convenient to write
the Hamiltonian H’ in dimensionless variables, and we

make the following change of variable r’ = agr, where
2

ap = - is the Bohr radius. Then, the Hamiltonian

in atomic units (m. = e = h = 1) is given by

o1
H:?+§b4r2+b2Lz+VC(r),

where b? is the magnitude of the magnetic field in
atomic units.

(20)

Byl
b = ; 21
2m2ced’ (21)

the unit of magnetic field (in atomic units) is given by

mee’e — 93505 x 10°G(1G = 1 x 1074 7).
Then, the Hamiltonian of Eq. (20) can be written as:

H = Hy+ Hy, (22)
where
p?
Ho = +Ve(r), (23)
and )
H, = §b4r2 + VL. (24)

The Hamiltonian Hy corresponds to the particle in a
circular well as discussed in the previous section. We
must note that L, is a constant of motion; therefore,
this problem has a definite angular momentum. Then,
we construct the wave functions of H as a linear combi-
nation of the eigenfunctions of Hy with a fixed angular
momentum m, i. e.,

@ Springer



106 Page 4 of 10

N

\Ijn,m (7’, ¢) = Z Ck,mwk,m (T’, ¢)

k=1

N cime
= <Z Ck,mRk,m(T)> Nork (25)
k=1

where 9, ., are given by Eq. (5) and the ¢, are linear
coefficients. To obtain the energies and coefficients ¢y,
it is necessary to solve the eigenvalue problem

Hc = FEc, (26)

where E denotes the eigenvalue, c is the vector of coeffi-
cients, and H is the Hamiltonian matrix, whose matrix
elements are:

Hiy = (B, +mb?) 83 + %b‘* (Riyn [P*| Ry, (27)

where E( ) i given by Eq. (8), whereas R; ,,(r) are the

radial functlons given by Eq. (6). We must note that
the matrix elements

R.
<Ri,m ’rz‘ Rj,m> = /0 Rim (1) r3Rj,m (r)dr

can be evaluated analytically. The eigenvalue problem
Eq. (26) is solved numerically with the program Math-
ematica.

2.3 The Shannon entropy and the variance in
two-dimensional configuration space

The Shannon entropy in the configuration space is a
measure of the uncertainty in distribution probability
[26-31,39]. The Shannon entropy is also interpreted as
the uncertainty in the position of a particle in space, i.
e., it gives a degree of a localization or delocalization of
the particle[25].

The Shannon entropy S, in configuration space is
defined as:

2w 00
[ emenmp e rarae, (29)
0 0

where p(r, @) is the density of probability in configura-
tion space,

P (T, (b) = \I]n,k(Tv (ZS)W:L,]C(T’ ¢)7 (29>
Due to the explicit form of Eq. (25), the probabil-
ity density depends only on the radial variable p(r),
and then, the Shannon entropy configuration space and
polar coordinates can be written as

S, = —2m /OTO p (r)Inp (r) rdr. (30)
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As we mentioned in Sect. 1, other way of quantifying the
localization—delocalization of the particle is by means
of the standard deviation. The radial density p,(r) is
defined as follows:

$=27
plr) = [ lnnPlo = [Ruu()P (3D

The radial standard deviation o is given by:

1/2

o= <<7“2> - <7’>2) , (32)
where

Re
(ry = /0 rpy(r)rdr, (33)

and

R
(r*) = /0 72 py (r)rdr. (34)

2.4 The Shannon entropy in two-dimensional
momentum space

The Shannon entropy in the momentum space is defined
as:

21 [e'e)
- /0 /0 5 (b, 8p) Iny (. 6) pilpdesy,  (35)

where the density of the probability in momentum
space v(p) is given by

v (p, ¢p) = [@p m(p, ¢p)|2
= (I);i,m (p, ¢p) Dy m (p, ¢p) ) (36)

where @ (p, ¢p) is the wave function in the momentum
space which is given by the Fourier transform of the
wave function in the configuration space:

27
/ / U (r, 8~ PTrdrds,

(37)

(bn m pa ¢p

where U, ,,, is given by Eq. (25). Then,

m zmd)pR

CL m\[
Z{J|m+1 (X%, |m)) .

<Xk,m|Jm1(Xk,|7,,,)Jm(RCp)> } .
(Rep)® — (Xk,|m\)2

(I)n,m (pa ¢p)

(38)
The entropies S, and S, are components of the well-
known entropic uncertainty relation established by

Bialinicki-Birula and Mycielsky [46]

Sy =S, + Sy > 2(1+Inm ) > 4.289560.  (39)
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Table 1 Energy ecigenvalues for n = 0,1 and |m| = 0,1,2, as a function of the magnetic field b* for R. = 1.5

b2 m =0 m = —1 m=1 m=—2 m =2

n=>0
0.05 1.28576567600895 3.21359760850145 3.31359760850141 5.76217662088672 5.96217662088702
0.1 1.28760486217284 3.16640959563014 3.36640959563021 5.66562856471513 6.06562856471528
0.3 1.30717319142983 2.99636584881035 3.59636584881035 5.30242122895190 6.50242122895191
0.5 1.34603913737998 2.85606865596847 3.85606865596840 4.97585253868711 6.97585253868685
1.0 1.52353226025943 2.63221918840244 4.63221918840257 4.31732238446609 8.31732238446597
1.5 1.80313375410881 2.57908116712454 5.57908116712451 3.87639791642868 9.87639791642881
2.0 2.16394604998746 2.67738346320637 6.67738346320635 3.63805504230405 11.6380550423040
2.5 2.58299092616486 2.90216339818811 7.90216339818788 3.58155619175941 13.5815561917596

n=1
0.05 6.77226761152104 10.8883722463887 10.9883722463885 15.6454611012017 15.8454611012021
0.1 6.77489570598630 10.8411848698809 11.0411848698810 15.5485118385576 15.9485118385577
0.3 6.80294313694649 10.6711953893933 11.2711953893934 15.1810573755044 16.3810573755042
0.5 6.85911551205706 10.5312666320624 11.5312666320623 14.8461722523534 16.8461722523531
1.0 7.12368664341032 10.3137219648564 12.3137219648566 14.1518210509638 18.1518210509640
1.5 7.56835521519513 10.2874852700405 13.2874852700404 13.6627738442431 19.6627738442432
2.0 8.19548986956935 10.4562633981131 14.4562633981134 13.3812436417306 21.3812436417305
2.5 9.00271791440926 10.8233031842697 15.8233031842696 13.3099390037348 23.3099390037344

RC=1.5(a.u.)
25
—e—(0,0)
—8—(0-1)
——(0,1)
——(0,-2)
20 —%—(0.2)
—+—(1,0)
—=—(1,-1)
——(1,1)
— =02
T A5 _— (12
=]
s il - X
>
5
< 10
w
}
5 . -
co—o0—<
0
0 0.5 1 15 2 2.5 3
bz(a.u.)

Fig. 1 Energy eigenvalues for different states (n,m) as a
function of the magnetic field b* for R. = 1.5 a.u

3 Results

For the calculation of energy eigenvalues and eigenvec-
tors of Eq. (27), we select a confinement radius R, a
magnetic field intensity b?> and a number of basis set
functions N. Then, to solve the eigenvalue problem of
Eq. (26) we used Eigensystem command of Mathe-
matica 11. We repeated this procedure while increasing
N until the desired accuracy in the energy eigenvalues
is attained.

In present section, we show the energy eigenvalues,
Shannon entropy and the standard deviation of the par-

ticle position as a function of the confinement radius R,
and the magnetic field b2, for the states 1, m, that will
be denoted as (n,m), where n and m are the radial and
angular quantum numbers, respectively.

In Table 1, we show the energy eigenvalues for R, =
1.5 a.u. for few values of the magnetic field 2. The
results are presented for |m| = 0,1, 2, and the number of
basis set functions used in the calculations was N = 40.

In Fig. 1, we show the energy eigenvalues given in
Table 1 for R. = 1.5 a.u. as a function of the magnetic
field b%. For the range 0 < b < 2.5, the energy values
for the states with m < 0 diminish as the magnetic field
b? increases, whereas for the states with m > 0, the
energy values increase as b? grows. The energy values
for the state (n =1, m = —1) decrease as a function of
b2 until it reaches a minimum value and then increases.
We must point out that this behavior is general; that
is, for any state, regardless of its m value, its energy
will increase for b2 large enough.

When b? = 0, we have the problem of a free particle in
a circle, see Sec. 2.1, whose energy spectrum is doubly
degenerated according to Eq. (8), E, ,» = E, _,, for
m # 0. This degeneracy is broken when b # 0, as it
can be seen from Fig. 1. There are still certain crossings
in the energy levels that indicate degeneration of states
as a function of b2, but this degeneration is accidental.

In Fig. 2, we show the expectation values (r) for six
different states as a function of the magnetic field b2,
for a fixed value of radius R, = 1.5 a.u. For the states
(0,0) and (0,1), the curves of the expectation values
{r) diminish as the magnetic field b? increases, while for
the states (1,0), (2,0), (1,1) and (2,1), the values of (r)
increase up to a maximum and decrease afterward. A
smaller value of (r) indicates a particle position closer
to the origin, and a higher value of (r) indicates that
the particle is further from the origin. The behavior
of (r) for the states (1,0), (2,0), (1,1) and (2,1) as a
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b*(a.u.)

Eur. Phys. J. D (2021)75:106

Rc=1 .5(a.u.)

b%(a.u.)

Fig. 2 Expectation values (r) for six different states as a function of the magnetic field b* for R. = 1.5 a.u. The states

(0,0) and (0,1) show a decreasing monotonic behavior

b’=1.5(a.u.)

Rc(a.u.)

b’=1.5(a.u.)

R (a.u)

Fig. 3 Shannon entropy S, for a magnetic field b*> = 1.5 a.u. as a function of R. for six different states (n,m), where n
and m are the radial and angular quantum numbers, respectively

function of b? is counter-intuitive because the presence
of a magnetic field does not always bring the particle
closer to the origin.

In Fig. 3, we show the Shannon entropy in configura-
tion space S, for six different states as a function of the
box radius R, for a fixed magnetic field b> = 1.5 a.u. .
As we mentioned in Sect. 1, a smaller value of the Shan-
non entropy corresponds to a smaller value of the uncer-
tainty and therefore a mayor degree of localization. The

@ Springer

Shannon entropy S, of these states diminishes (localiza-
tion) and becomes negative as R, — 0. For boxes radius
in the interval 0 < R. < 1, the curves of S, superpose
on each other, i.e., values of the Shannon entropies of
these states are very similar. As R, grows, the Shannon
entropy of the states also increases (delocalization). For
values of R, greater than 5 a.u., the Shannon entropies
S, for each state tend asymptotically to their respective
values of the free (unconfined) system. The behavior of



Eur. Phys. J. D (2021)75:106

Rc=1 .5(a.u.)

b’(a.u.)

Page 7 of 10 106
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Fig. 4 Shannon entropy S, for R. = 1.5 a.u. as a function of magnetic field b* for six different states (n,m), where n
and m are the radial and angular quantum numbers, respectively. The Shannon entropy of states (0,0) and (0,1) shows a

decreasing monotonic behavior

R =1.5(a.u.)

. I N R R

the Shannon entropy of the present system is similar to
that of the one and many-electron atoms confined in a
impenetrable cavity [22,26-32].

In Fig. 4, we show the Shannon entropy in configu-
ration space S, as a function of the magnetic field b?
for six different states (n,m), for a fixed value of the
box radius R. = 1.5 a.u. For low values of b, the Shan-
non entropy behaves like the one for particle in a circu-

R =1.5(a.u.)

0.45

0.4

0.35

0.3

o(a.u.)

0.25

0.2

0.15

b%(a.u.)

Fig. 5 The radial standard deviation o for R. = 1.5 a.u. for six different states as a function of the magnetic field *. All
curves show a decreasing monotonic behavior for b > 4

lar well problem [25], i.e., Sﬁz,o) < S,gl’o) < Sr(o,o) and
Sr(Q’l) < Sﬁl’l) < Sr(o’l), where the superscripts indicate
the states (n,m). As b? increases, we find a crossing in
the curves of S, and the values of b? at which the cross-
ing of two states occurs depend on each pair of states.
The Shannon entropy S, for the states (2,0), (1,0),
(2,1) and (1,1) increases (delocalization) lightly as b2
grows until it attains a maximum value and then dimin-

@ Springer
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Fig. 6 The Shannon entropy in configuration and momentum spaces and the total Shannon entropy for b> = 1.5 a.u. as a

function of R.

ishes (localization). The Shannon entropy for the states
(0,0) and (0,1) are decreasing (localization) functions
of b2. The behavior of the Shannon entropy reminds us
the behavior of the expectation value of (r) as a func-
tion of the magnetic field b* (Fig. 2). The particle in
all states is more localized for values of the magnetic
b2 > 8 a.u. .

A complementary point of view is obtained by means
of the radial standard deviation Eq. (32). As we can
see from Fig. 5, the radial standard deviation o for
the states (0,0),(1,0) and (2,0) remains almost con-
stant for magnetic fields b2 < 1, and for > > 1, it
diminishes monotonically, whereas for the states (0,1)
and (1,1), the radial standard deviation is almost con-
stant for magnetic fields > < 2 and for b? > 2, it
decreases monotonically. The standard deviation for the
state (2,1) behaves a little bit differently. The value of
o for the state (2, 1) is almost constant for fields b? < 1,
it has a slight increase, reaching a maximum value in
the range 1 < b? < 4, and for fields b? > 4, it decreases
monotonically. It is interesting to compare the behavior
of the radial standard deviation o (Fig. 5) with that of
the Shannon entropy S, (Fig. 4), we can see that the
Shannon entropy S, is more sensitive to the change of
the magnetic field b2.

@ Springer

The values of the Shannon entropy in momentum
space (Sp) could not be obtained analytically, so we
used a numerical integration to find the values of S,.
Therefore, the upper limit ‘oo’ in the radial part of the
integral of Eq. (35) must be replaced by pmax. To get the
value of pmax, we use the following procedure: We com-
pute an integral from which we know its exact value; in
present case, we choose the normalization integral of the
wave function in momentum space ®(p, ¢p,), Eq. (38),
whose value is equal to 1. Then, we calculate the fol-
lowing integral numerically with Mathematica 11.

2m Ds
[ a0 [ e mone,  eomp  (10)
0 0

We choose a value for ps; and compute the integral
(Eq. 40); if the integral has a value 1 £ 0.00001, we
take pmax = ps; otherwise, we increase the value of p,
and recalculate the normalization integral (Eq. 40), ete.
As for example, we found that for R. < 1.0, pmax €
(70 — 100), and for R, > 1, the values of pyax diminish
quickly.

Once we have determined the value of practical infin-
ity Pmax, the Shannon entropy is calculated in numer-
ical form by using the program Mathematica 11. In
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Fig. 7 The Shannon entropy in configuration and momentum spaces and the total Shannon entropy for fixed value R. = 1.5
a.u. as a function of the magnetic field b?

Fig. 6, we show the Shannon entropy in configura-
tion and momentum spaces S;, S, and the total Shan-
non entropy S; for a fixed value of the magnetic field
b?> = 1.5 a.u. as a function of the confinement radius
R.. The curves of the Shannon entropies S, and S,
are symmetrical, and the total Shannon entropy of the
state (0,0) is almost constant, whereas the total Shan-
non entropies for other states increase slightly and then
remain constant. When S, decreases (localization), S,
increases (delocalization) and vice versa, so that the
inequality of Bialinicki-Birula and Mycielsky Eq. (39)
is always satisfied.

In Fig. 7, we show the Shannon entropy in config-
uration and momentum spaces Sy, S, and the total
Shannon entropy S; for a fixed value of the confine-
ment radius R, = 1.5, as a function of the magnetic
field b%. Again, we see that the curves for S, and S,
are almost symmetrical, and the total Shannon entropy
for the state (0,0) diminishes lightly as the magnetic
field b? increases. For the state (0, 1), the total entropy
is almost constant, whereas for the other states, S
increases lightly as b? grows. The Shannon entropy in
configuration space S, diminishes (localization) as b?
increases, while the Shannon entropy in momentum
space S, (delocalization) changes in such a way that

Shannon entropy

the inequality of Bialinicki-Birula and Mycielsky [46] is
always satisfied.

4 Conclusions

We computed the wave functions and energy eigenval-
ues of a particle in a quantum corral subjected to an
external constant magnetic field. We used the linear
variational method with the eigenfunctions of a free
particle in a circle as the basis set to diagonalize the
Hamiltonian of particle with the magnetic field. We
computed also the expectation value of (r) for six dif-
ferent states as a function of the magnetic field b2 for a
fixed value of the radius of the confinement R. = 1.5.
We found that for the states (0,0) and (0, 1), the values
of (r) as a function of b? are decreasing, i.e., the particle
comes near the origin (localization). On the other hand,
for the states (1,0), (2,0), (1,1) and (2, 1) the expecta-
tion value of (r) increases lightly reaching a maximum
and then diminishes as b? grows.

We evaluate the Shannon entropy in configuration
space and the standard deviation as a measure of the
(de)localization inherent in the underlying probability
densities. We made a comparison between two measures
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as a function of the magnetic field b? for a fixed radius
of the confinement R. = 1.5. The expectation value
(ry and the Shannon entropy have an analogous behav-
ior, when (r) decreases, the Shannon entropy S, also
diminishes (localization), and when (r) increases, the
Shannon entropy S, also increases (delocalization), as
can be seen from Figs. 2 and 4. On the other hand,
the standard deviation is less sensitive to the variations
of (r) as a function of the magnetic field as shown in
Fig. 5. In all states studied, the Shannon entropy S;
and the standard deviation diminish (localization) for
b? greater than few units of length.

For a fixed value of b?, the Shannon entropy S, and
the standard deviation diminish (localization) for small
values of R., as it is expected.

Acknowledgements We are grateful for the helpful com-
ments of two anonymous referees. One of us (EC) is grate-
ful to Universidad Auténoma Metropolitana for provision of
funds through a PhD studies scholarship.

Author contributions

All the authors have contributed equally in the prepa-
ration of the manuscript.

Data Availability Statement This manuscript has no
associated data, or the data will not be deposited. [Authors’
comment: The datasets generated during and/or analyzed
during the current study are available from the correspond-
ing author on reasonable request.|

References

1. A. Michels, J. de Boer, A. Bijl, Physica 4, 981 (1937)

2. E. Ley-Koo, S. Rubinstein, J. Chem. Phys. 71, 351
(1979)

3. D. Suryanarayana, J.A. Weil, J. Chem. Phys. 64, 510
(1976)

4. J.A. Weil, J. Chem. Phys. 71, 2803 (1979)

5. F.M. Ferndndez, E.A. Castro, Kinam 4, 193 (1982)

6. P.O. Froman, S. Yngve, N.J. Froman, J. Math. Phys.

28, 1813 (1987)

. S. Yngve, J. Math. Phys. 29, 931 (1988)

. W. Jaskélski, Phys. Rep. 271, 1 (1996)

. A.L. Buchachenko, J. Phys. Chem. 105, 5839 (2001)

J.P. Connerade, V.H. Dolmatov, P.A. Lakshmi, J. Phys.

B 33, 251 (2000)

11. E. Ley-Koo, Rev. Mex. Fis. 64, 326 (2018)

12. J.R. Sabin, E. Briandas, S.A. Cruz, The Theory of Con-
fined Quantum Systems, Parts I and II Advances in
Quantum Chemistry, vol. 57 (Academic, Amsterdam,
2009).

13. K.D. Sen, Electronic Structure of Quantum Confined
Atoms and Molecules (Springer, Heidelberg, 2014).
(and references therein)

14. S. Goldman, C. Joslin, J. Phys. Chem. 96, 6021 (1992)

15. N. Aquino, Adv. Quantum Chem. 57(123), 148 (2009)

16. N. Aquino, G. Campoy, H.E. Montgomery, Int. J. Quan-
tum Chem. 107, 1548 (2007)

@ Springer

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

Eur. Phys. J. D (2021)75:106

H.E. Montgomery, K.D. Sen, Phys. Lett. A 376, 1992
(2012)

J. Hunt, J. Martin, V. Rosing, J. Winner, H.E. Mont-
gomery, Chem. Educator 19, 384 (2014)

R. Cabrera-Trujillo, S.A. Cruz, Phys. Rev. A 87, 012502
(2013)

M. Rodriguez-Bautista,
Navarrete-Lépez, R. Vargas,
Phys. 143, 34103 (2015)

M.A. Martinez-Sdnchez, M. Rodriguez-Bautista, R.
Vargas, J. Garza, Theor. Chem. Acc. 135, 207 (2016)
K.D. Sen, J. Chem. Phys. 123, 074110 (2005). (and
references therein)

A. Nagy, K.D. Sen, H.E. Montgomery, Phys. Lett. A
373, 2552 (2009)

H.H. Corzo, H.G. Laguna, R.P. Sagar, J. Math. Chem.
50, 233-248 (2012)

H.H. Corzo, E. Castafio, H.G. Laguna, R.P. Sagar, J.
Math. Chem. 51, 179-193 (2013)

N. Aquino, A. Flores-Riveros, F.J. Rivas-Silva, Phys.
Lett. A 377, 2062-2068 (2013). (and references
therein)

W. Nascimento, F.V. Prudente, Chem. Phys. Lett. 691,
401 (2018)

L.G. Jiao, L.R. Zan, Y.Z. Zhang, Y.K. Ho, Int. J. Quan-
tum Chem. 117(13), e25375 (2017)

N. Mukherjee, A.K. Roy, Eur. Phys. J. D 72(6), 118
(2018)

N. Mukherjee, A.K. Roy, Int. J. Quantum Chem. 118,
25596 (2018)

N. Mukherjee, S. Majumdar, A.K. Roy, Chem. Phys.
Lett. 691, 449 (2018)

M. Rodriguez-Bautisa, R. Vargas, N. Aquino, J. Garza,
Int. J. Quantum Chem. 118(13), e25571 (2017)

A. Ray, P. Das, S.K. Saha, A. Goswami, A. De, Phys.
Lett. B 679, 106 (2009)

W.K. Hensley, W.A. Basset, R.J. Huizenga, Sci. Lett.
181, 1164 (1973)

L. Liu, C. Huh, Earth Planet. Sci. Lett. 180, 163 (2000)
A. Ray , P. Das , N. Aquino, M. Lozano, Unpublished
data

J.L. Miller, Phys. Today 72 (2019) 1, 14 and references
therein

T. Ngo, E.H. Kim, S.E. Ulloa, Phys. Rev. B 95,
161407(R) (2017)

C.R. Estanén, N. Aquino, D. Puertas-Centeno, J.S.
Dehesa, Int. J. Quantum Chem. 120, 26192 (2020)
R.W. Robinet, Quantum Mechanics (Oxford University
Press, New York, 1997), p. 345

R.Y. Agcali, B. Atik, E. Bilgen, B. Karli, M.F. Danis-
man, J. Chem. Educ. 96, 82-88 (2019)

L. D. Landu and M. Lifshitz, Quantum Mechanics;
Non-Relativistc Theory, (Pergamon Press, New York
1991), Chap. XV

S. Gasiorowitz, Quantum Physics, 3rd edn. (Wiley, New
York, 2003). (Chap. 16)

S. Erkoc, Fundamentals of Quantum Mechanics (Taylor
& Francis Group, New York, 2007)

A. Kumar, Fundamentals of Quantum Mechanics (Cam-
bridge University Press, New York, 2018). (Chap. 7)
Bialinicki-Birula. Iwo, Mycielsky Jerzy, Commun. Math.
Phys. 44, 129-132 (1975)

C. Diaz-Garcia, A.M.
J. Garza, J. Chem.



AV

Casa abierta al tiempo

ACTA DE DISERTACION PUBLICA

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA s No-o00
Matricula: 2151800763
" B T 3
|
Efectos de campos eléctricos
v magnéticos sobre algunos En la Ciudad de México, se presentaron a las 12:00 horas
sistemas cuénticos del dia 28 del mes de abril del afio 2023 en la Unidad
confinados de un electrén. Iztapalapa de 1la Universidad Auténoma Metropolitana, los
suscritos miembros del jurado:
DR. ROBIN PREENJA SAGAR
DR. ANTCNIO FLORES RIVEROS
DR, JULIO MANUEL HERNANDEZ PEREZ
DR. NORBERTO AQUINO AQUINO
DR. SALVADOR ANTONIO CRUZ JIMENEZ
N v
Bajo la Presidencia del primero ¥ con caracter de
N ER ) Secretario el dltimo, se reunieron a la presentacién de la
s . Disertacién Publica cuya denominacidén aparece al margen,
s ie para la obtencién del grado de:
f. ) . DOCTORA EN CIENCIAS (FISICA)
* DE: ELIZABETH CRUZ OSORIO
| eves,
veve & ; y de acuerdo con el articulo 78 fraccién IV del Reglamento
o i de Estudios Superiores de la Universidad Autdénoma
NN Metropolitana, los miembros del jurado resolvieron:
"7 'ELIZABETH CRUZ OSORIO
e ALUMNA
% 7
APROBAR
s -, A
|
! Acto continuo, el ©presidente del Jjurade comunicé a la
interesada el resultade de la evaluacién y, en caso
aprobatorio, le fue tomada la protesta.
& - v,
~ i Y s '
DIRECTOR DE LA DIVISION DE CBI PRESIDENTE VOCAL
DR. ROMAN LINARES ROMERQ DR. ROBIN PREENJA SAGAR DR. ANTONIO FLORES RIVEROS
. » \, o . w
' ™ £ N "
. VOCAL VOCAL SECRETARIO
/ WA e g
! - "\ ‘—’_ —
Jog = B el tan amei | | NERYE oY
‘/ F: )
DR. JULIO MANUEL HERNANDEZ PEREZ DR. NORBERTO AQUINO AQUINO DR. SALVADOR ANTONIO CRUZ JIMENEZ
N > . > . 7




	Agradecimientos
	Resumen
	Abstract
	Índice de figuras
	Índice de tablas
	Introducción
	Objetivos
	Objetivo general
	Objetivos particulares


	Fundamentos teóricos
	Método variacional lineal
	Desviación estándar
	Principio de incertidumbre de Heisenberg generalizado
	Entropía de Shannon
	Desequilibrio
	Información de Fisher

	Partícula confinada en una región circular plana
	Eigenvalores de energía
	Entropía de Shannon
	Información de Fisher
	Conclusiones

	Partícula confinada en una región circular plana en presencia de un campo eléctrico constante
	Eigenvalores de energía
	Valores esperados de la posición y desviación estándar
	Entropía de Shannon
	Potencia de la entropía de Shannon

	Desequilibrio
	Principio de Incertidumbre de Heisenberg generalizado
	Información de Fisher
	Conclusiones

	Partícula sujeta a un potencial de oscilador armónico bidimensional confinada en una región circular en presencia de un campo eléctrico constante
	Energías propias
	Valores esperados de r y r2 
	Desviación estándar
	Entropía de Shannon
	Potencia de entropía de Shannon

	Desequilibrio
	Principio de incertidumbre de Heisenberg generalizado
	Información de Fisher
	Conclusiones

	Partícula confinada en una region circular plana en presencia de un campo magnético constante
	Eigenvalores de energía
	Valores esperados de la posición
	Desviación estándar
	Entropía de Shannon
	Información de Fisher
	Conclusiones

	Conclusiones generales y perspectivas
	Perspectivas

	Referencias
	Apéndices
	Resultados numéricos correspondientes a las entropías de Shannon
	Resultados numéricos correspondientes a la información de Fisher
	Artículo: Localization-delocalization of a particle in a quantum corral in presence of a constant magnetic field

