UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA

DIVISION DE CIENCIAS BASICAS E INGENIERIA
UNIDAD IZTAPALAPA

AN\

CASA ABIERTA AL TIEMPO

ECUACIONES DIFERENCIALES CON COEFICIENTES
PERIODICOS Y RESONANCIA PARAMETRICA

TESIS DE  MAESTRIA
QUE PARA OBTENER EL GRADO DE
MAESTRO EN MATEMATICAS

P R E S E N T A

GUTBERTO SALVADOR ROMERO MELENDEZ

OIRECTORES: DR. ERNESTO PEREZ CHAVELA
DR. JOAQUIN DELGADO FERNANDEZ

MEXICO, D. F. ABRIL DE 1995



A mi Madre.
A la memoria de mi Padre.

Agradecimientos

Agradezco ampliamente a Joaquin Delgado Fernandez y a Ernesto Pérez Chavela, directores de
la tesis, todas sus atenciones, su paciencia y sus consejos, los cuales hicieron posible la realizacién de
este trabajo.

Agradezco a Ernesto Lacomba Zamora, a Peter Seibert Kopp y a Federico Sanchez Bringas su
labor de revisidn de la tesis y sus valiosos consejos.

Finalmente, agradezco a Marina, Alaide e Hiram su comprensién por el tiempo que no les dediqué,
elaborando este trabajo.



Indice de Contenido

1 Motivacién y ejemplos 1
1.1 Imtroduccidn . . . . . . . v v i e 1

1.2 Oscilaciones mecéanicas: vibraciones en una membrana eliptica . . . . . .. ... ... 2
1.3 Sistemas eléctricos oscilantes . . . . . . .. .. Lo oo 6

2 Estabilidad 9
2.1 Imtroduccidn . . . . . . ... e e e 9
22 Ejemplos. . . . . e e 12
23 Teorfade Floquet . . . . . . . . . . . e e 12
2.4 Estabilidad de érbitas periddicas . . . . . . ... Lo 20
2.5 Laecuacién variacional . . . . . . .. ..o 20

3 La Ecuacién de Hill 23
3.1 FEnunciado del teorema principal . . . . . . ... . oo 23
3.2 Demostracién del teorema principal . . . . . ... ... oo oL L L. 24

4 La Ecuacién de Mathieu 39
4.1 Introduccidn . . . . . . .. e 39
4.2 Propiedades de las soluciomes . . . . . . ... Lo oo o 40
4.3 Las funciones de Mathieu . . . . . .. ... ... ..o 41
44 CoeXiSLeNCIa . . . « v v o e e e e e 44
4.5 Calculo de las regiones de estabilidad . . . . .. .. ... oL oL L 46
4.6 Regiones de estabilidad y fracciones continuadas . . . . . . .. .. ... . ... .. .. 52
4.7 La ecuacién de Mathieu amortiguada . . . . . . . ... ..o L. 54
4.8 Pulsos periddicos. El péndulo paramétricamente perturbado . . . . . . ... L. 56

5 Un caso no-lineal de la ecuacién de Mathieu 65
5.1 Introduccidn . . . . ..o Lo 6D
5.2 El mapeo de avance a un periodo . . . ... ... 66
5.3 Estabilidad y mapeos que preservan drea . . . . . . . . .. ..., 67
54 Elcasointegrable . . . . .. . . .. ... 68
5.4.1 Integrales Elipticas Completas . . . . .. . ... .. ... ... ... ..... 70

5.5 Elcasomointegrable . . . . .. ... . ... ... . 74
5.5.1 FEl teorema Twist de Moser . . . . ... .. ... ... .. ... . ... .. 75

5.5.2 El teorema de Poincaré- Birkhoff . . . . .. .. .. ... ... ... .. ... . 77



Indice de Contenido i

INTRODUCCION

En el presente trabajo se estudian dos aspectos relevantes de las ecuaciones diferenciales con
coeficientes periédicos: estabilidad y resonancia paramétrica. Este tltimo es un fendmeno que aparece
en la clase de ecuaciones diferenciales con coeficientes periddicos denominada ecuacion de Hill, y por
lo tanto, en una subclase llamada ecuacion de Mathieu.

La ecuacién de Mathieu tiene sus origenes en el trabajo de E. Mathieu acerca de los modos de
vibracién de una membrana estrecha con frontera eliptica, publicado en 1863. En 1886, G. W. Hill
publicé una memoria sobre el movimiento medio del perigeo lunar, mediante una ecuacién de Mathieu
generalizada. Desde entonces, estas ecuaciones han aparecido en una gran variedad de fenémenos
fisicos oscilatorios de mecénica, teoria de circuitos, astronomia, conductividad eléctrica en metales,
etc.

En el capitulo 1 de este trabajo se presentan ejemplos de ecuaciones de Mathieu. El capitulo 2
est4 dedicado a los aspectos basicos de la teoria de ecuaciones diferenciales con coeficientes periddicos:
en el marco de la teoria de Floquet se estudia la estabilidad de las érbitas periédicas. En el capitulo
3 se demuestra que los valores del pardmetro de la ecuacidn de Hill dividen al eje real en intervalos
alternantes de estabilidad e inestabilidad. El capitulo 4 trata de la ecuacién de Mathieu. Ahf se
analizan algunas propiedades de las soluciones de esta ecuacidn, tales como periodicidad y coexis-
tencia. Se prueba que el plano formado por los dos parametros que aparecen en la ecuacion de
Mathieu estd dividido en regiones alternantes de estabilidad e inestabilidad y se realiza el calculo de
estas regiones por los métodos de Pardmetros Restringidos y de Fracciones Continuadas. También
se efectiian estos mismos calculos para la ecuacion de Mathieu amortiguada y para la ecuacién de
Mathieu que describe cl comportamiento de un péndulo cuyo punto de soporte estd sometido a una
serie de pulsos periédicos. Se obtiencn adamas los valores de resonancia paramétrica de la ecuacion
de Mathieu. Finalmente, en el capitulo 5 se analiza la estabilidad del origen de un caso no-lincal
de la ecuacién de Mathicu. Mediante el teorema de la forma normal de Birkhoff se dan condiciones
suficientes para garantizar la estabilidad del origen. Utilizando este teorema y el Teorema Twist de
Moser se describe la dinamica alrededor de los puntos fijos elipticos de las curvas invariantes, cuya
existencia asegura la teoria KAM. También en este capitulo se obtienen los valores de resonancia
paramétrica para la ecuacion mencionada.



2 CAPITULO 1. MOTIVACION Y EJEMPLOS

A una ecuacién como ésta se le conoce como Fcuacion de Hill.

Investigaremos los valores de w para los cuales la solucién de esta ecuacidn son estables o inesta-
bles. Las condiciones de estabilidad e inestabilidad estardn determinadas por relaciones entre los
parametros. Las regiones en el plano w — ¢ que determinan esas relaciones se denominan regiones
de estabilidad e inestabilidad. Conviene observar que en la ecuacién de Hill ocurre el fenémeno de
resonancia paramétrica, que puede describirse de la siguiente manera: cuando una fuerza que varia
periédicamente con el tiempo actiia sobre una masa, en forma tal que tiende a regresarla a una
posicién de equilibrio, proporcionalmente a la separacién de la masa de esa posicién de equilibrio, se
espera que eventualmente la masa permanezca en una vecindad de la posicién de equilibrio. Cuando
ésto sucede, podria pensarse que aumentando la fuerza, mas ripidamente la masa permanecera en una
vecindad de la posicién de equilibrio, sin embargo, ésto no sucede necesariamente. Un incremento de
la fuerza puede ocasionar que la masa oscile con una amplitud cada vez mas grande, alejandose irre-
mediablemente de la posicién de equilibrio. La resonancia paramétrica aparece cuando se establece
una relacién entre los parametros de la ecuacién de Hill, que ocasiona la pérdida de la estabilidad.
En el capitulo 3 daremos una descripcién precisa de este fenémeno.

1.2 Oscilaciones mecdnicas: vibraciones en una membrana
eliptica

Consideremos una membrana uniforme, elipsoidal y con frontera rigida de la forma:

z? 2
F={(z,y):a—2+%=l}.

El movimiento vibratorio que describe la membrana es un movimiento sinusoidal en dos dimen-
siones. Sea m la masa de la membrana por unidad de drea, 7 su tension radial por unidad de arco
suponiendo la tensién uniforme y { su desplazamiento normal respecto al plano que define su posicién
de equilibrio; el desplazamiento { = ({t,z,y), para pequefas oscilaciones, satisface la ecuacion de
onda en dos dimensiones

¢ ¢ mic "
32 o T o t=b
con la condicién a la frontera

(tz,y) =0, si (xy)€l,

y condiciones iniciales

(0,2 =w(ey)  EOIN )

Suponiendo que la vibracién se realiza con frecuencia p, los modos normales de vibracidn son las
soluciones de la forma
Gty 2,y) = u(z, y)e'™, (1.2.2)
donde u(z,y) satisface la ecuacién de Helmholtz
Py O

m
R :2)
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Sea & > 0 tal que

a = hcosh §Q
b = hsenhé,,
asi, para & € (—£g, &), tenemos
*  y?  cosh’¢ senh’¢
Do A S <1
a? B cosh®f cos’n + senh?&y e ’
puesto que
cosh? ¢ senh?¢
<1 <1
cosh? &, y senh?€o

esto significa que (z,y) esta en el interior de la elipse. Si ¢ = &, entonces (z,y) es un punto en la
elipse, por lo tanto, debemos imponer las siguientes condiciones

F(=§) = F(f) =0,

Fi(~&) = F'(&) =0,

y las condiciones para los modos normales con simetria radial
G(0) (),

= G
G'0) = G'(r),

o, en general, las condiciones

G(0) = G(2m),
G'(0) = G'(2x).
De las ecuaciones (1.2.4) notamos que
1({1’7"'”) = “1(5,’7)
'}(fv77+7r) = "y(f,fl%

es decir. la transformacién 7 — 5 + 7 lleva a la transformacién (z,y) — (—z,~y), la cual es una
simtria radial, as las soluciones G(n) de periodo w corresponden a los modos normales con simetria
radial. Ademas debido a la 27-periodicidad del seno y del coseno, sélo las soluciones del periodo 27
dan soluciones consistentes u(z,y).

Haciendo la sustitucién indicada en (1.2.6), la ecuacién (1.2.5) se transforma en

d&?F &*G(n h?
G g+ pOTAD + P ot cost ) Fie)Gn) =0,
o equivalentemente, en
4&F h2mp?
G(n)jf-ﬁ-ﬁ—’wmc(n) TP cosh ¢ [F(t) d(,) : }

es decir,

1 _d'F(¢)
F(§) d¢

2,02 2
+hr:p cosh’f:-—[ ! de(n)——hmpzcoszn].

G(n) dn?
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la cual tiene soluciones para un conjunto discreto de valores de X, es decir, de p.
La ecuacién (1.2.8) puede escribirse en la forma de una ecuacion de Mathiew:

&
d’? + (A — pcos2n)G =0.

1.3 Sistemas eléctricos oscilantes

Como segundo ejemplo, consideremos un circuito eléctrico que consta de una resistencia £, una
autoinductancia L y un capacitor cuya capacitancia C varia periédicamente con el tiempo en la
forma

Co

T 14+ mcoswt’
en donde 0 < m < 1, Cy es constante y w es la frecuencia de cambio del circuito. Un circuito con
estas caracteristicas se llama oscilante.
Segin la Ley de Kirchoff, la carga ¢(t) satisface la ecuacién

d d’q 1
L+ RE ci=0
es decir
d’¢ Rdq i

W+IE+LC (14+mcoswt)g=0 (1.3.1)

En el caso m = 0, si ;EL—ZZ— < Elc—ov existen soluciones de la forma
a(t) = e F cos(unt + o),

o bien,
q(t) = e” Tsen(wit + ),

wz_wz_l(ﬁy__l__l(ﬂf
TTEe oy \L) T LC, 4\L

y wo es la frecuencia natural de oscilacién, es decir, cuando no hay amortiguamiento ni forzamiento.
Lo anterior sugiere la bisqueda de soluciones de la forma

en donde

q(t) = =(t)e 3",

entonces
dgq dz R R
— =] — —_— —art
dt (a’t 2LI> e
d%q _ d*z Rdzx R? ~ Bt
@\ Ta )

sustituyendo en (1.3.1) y cancelando el factor exponencial, tenemos

d*x Rdz Rz R dx R2

1
pr Iy Ty + L T 3t LC’ ~——~(1 4+ mcoswt)r =0
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CAP/TULO 2. ESTABILIDAD

Teorema 2.2 (Eristencia global de soluciones de sistemas no-autdnomos). Sea f : I x R® — R",
I C R intervalo abierto, una funcidn Lipchitztiana uniformemente en I. Entonces eriste una dnica
solucidn x : I — R de la ecuacion (2.1.1)

tal que t € 1.

Vayamos ahora a las definiciones de estabilidad:

i} Estabilidad de Liapunov.

~

Sea xo un punto critico del sistema (2.1.1), es decir, un punto que satisface, para cierto 7,
f(t,x0) =0, para t>7.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que xo(t) = 0.
Decimos que la solucién trivial xp : I — R™ de la ecuacion (2.1.1) es estable si se cumple la
siguiente condicion:

Ve > 036 = 8(¢, ) > 0: Vx(t) solucidn de (2.1) : |x(7)] < 6 = |x(t)] < ¢ WVt > 7 (2.1.3).
en donde | - | es una norma apropiada. Si Xo no cumple la condicién (2.1.3), se dice que es
inestable.

Se dice que el origen Xy es asinidticamente estable, si X, es estable y si ademas se cumple
tlirn [x(t)] =0, (2.1.1;

para toda solucién x(t) que satisfaga la condicién (2.1.3).

Si en la condicién (2.1.3) ocurre que & es funcidén tnicamente de ¢ se dice que el origen s
uniformemente estable.

Para sistemas autonomos la estabilidad del origen implica la estabilidad uniforme. ya que 7
puede transladarse al origen, porque si x(t) es una solucién, entonces x(t + 7) es también una
solucidn, debido a la invariancia de soluciones bajo translaciones.

Estabilidad Orbital.

En los sistemas autdnomos, los cuales son invariantes con respecto a translaciones del tiempu.
existe un tipo de estabilidad relativa a las érbitas de las soluciones:

Considétese el sistema auténomo
dx A 91
;= x) (2.1.5)

Dada una solucién x(t) de la ecuacién (2.1.5), denotemos por 7 a la semitrayectoria a partir
de un tiempo ¢, fijo.



12 CAP(TULO 2. ESTABILIDAD

2.2 Ejemplos

Veamos algunos ejemplos.

1. Considérese el sistema lineal
/ —_—
P =y
y =0,

el cual tiene como matriz fundamental de soluciones a

X(t):((l) tl)

Debido a que X(¢) no es acotada, por la proposicién 2.2, el origen del sistema es inestable,
sin embargo, el sistema es orbitalmente estable, pues las orbitas en el plano XY son rectas
horizontales.

2. Sea el sistema

o = -y +y?)
yo= z(z®+y?)

Las trayectorias en el plano fase son circulos con centro en el origen:

.r2+y2=C,

y por lo tanto el sistema es orbitalmente estable, sin embargo, la tnica solucién Liapunov-
estable es el origen. Nétese que haciendo el cambio de coordenadas

r = rcos(r’t + ¢)

y = rsen(r* + )
el sistema se transforma en
o= 0
o =0

cuyo retrato fase en el plano r¢ estd formado por puntes criticos, teniéndose estabilidad de Lia-
pinov para todas las soluciones. Este ejemplo también ilustra la no-invariancia de la estabilidad
de Liapunov bajo transformacion de coordenadas.

2.3 Teoria de Floquet

En este apartado expondremos los resultados basicos relativos a sistemas lineales con coeficientes
periédicos, dirigidos al estudio de la estabilidad del origen.
Consideremos el sistema d
x

= = Al)x, (2.3.1)

en donde x € R y A(t) = (a;;(t)) es una matriz 7-periédica:

A(t+7)=A(t), VteR
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Iln 1"12 x’ln ry1 Ty ... Tin 11 Tiz .- Tin
’ ! ’
d . Tg1 T2z ... Top Iy Ty .- To, Tyl Ty ... Ton
—det(X(t)) = + U .
dt :
’ ’ /
Tl Tpz o0 Tpp Tn1 ZTpa .. Tpn Ty Tpg - Tpg

n n n
Sau(t)za Y aw(t)za -+ Y an(t)za
i=1 i=1 i=1
= 21 T2 T Laon +
Tni Tn2 e Tan
Ty Ti2 cre Tin
k(] T n
Yant)za Y axn(t)za - Y ax(t)zia
+ | i=t i=1 i=1 + -
Ty Tnz e Inn
Iy Iy T Lin
T21 oY) ce Lon
n .

7 ' ' i ’
Zani(t)‘rﬂ a,”'(t)r,-;, e Zani(t)‘l::n
i=1 i=1

n

=1

Por lo tanto,

%det(x(t)) = aydet(X(1)) + apdet(X(t)) + - - + andet(X (1) = tr[A(t)|det(X (1))

Finalmente. integrando la ecuacién

‘cil_)t( = tr{A(1)]x

en el intervalo [0, 7], obtenemos (2.3.3). .
Observemos que cualesquiera dos operadores de monodromia del sistema (2.3.1) son similares:
En efecto, si Y(t) es otra matriz fundamental de soluciones de (2.3.1), tal que

Y(t+7) = Y(N,

en donde A es no-singular, entonces existe una matriz D no-singular, tal que
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Demostracién. Supdngase que C estd en su forma candnica de Jordén:

C = diag(C,,....C,),

en donde
C,=7\I4R;
con A; # 0, I'la identidad, y
01 0 0
00 1 :
R]': ,paralgjgp.
g ... ... 0 1
0 ... ... 0 O

Sea m el indice de nilpotencia de R,, es decir, el minimo entero, tal que

Rf =0, Yk > m

Por la forma de la matriz C, basta probar que para todo j € {1,...,p} existe una matriz constante

B;, tal que
Cj = EB-’.

Para cada j € {1,...,p}, escribamos
C;=A0+R,/\)

y definamos
B, :=(logx I+8,,

S

en donde
m—1

S, =~ > (-R)*/kX]

k=1
Obsérvese que a partir del desarrollo de lug(l + t) cerca de ¢ = 0:

(—t)*
k Y

M3

log(1 + 1) = —

k=1

podemos escribir

S; = log(I+R;/A;),

entonces

eBr = elsM)eS) = A (I+R;/A) =C;

como se queria. Si C no estd en su forma candnica de Jordan, existen una matriz no-singular C y

una matriz C’ en su forma candnica de Jorddn, tales que

C=P'CP;
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Proposicién 2.6 El nimero A es un exponente caracteristico del sistema (2.8.1) si y sdlo si existe
una solucién no nula de (2.3.1) de la forma e*'p(t), en donde p(t) es T-periddica (o bien 21 -periddica,
pero no T-periddica). Por lo tanto el sistema (2.3.1) tiene una solucién T-periddice (o bien 27-
periddica, pero no T-periddica) si y solo si tiene un multiplicador caracteristicop =1 (o0 bien p = —1).

Demostracién. Sea x(t) = e*p(t), con p(t + 7) = p(t), una solucién del sistema (2.3.1).
Por el teorema de Floquet, existe x; tal que

eMp(t) = P(t)eB’xo,

en donde B es una matriz constante que satisface M = e® y P(t) es una matriz 7-periédica. De
esta igualdad para t + 7 obtenemos

eMp(t)etI = P(t)eB'eB’xo,

es decir,
P(t)eBixye I = P(t)eBteBrx,,
o sea
P(t)eBt[eB‘r _ eXT]Xo =0
de donde

det(eB™ — V1) = 0,

lo cual prueba que A es un exponente caracteristico de {2.3.1).

Por otro lado, sea A un valor propio de B, tal que A sea un exponente caracteristico del sistema
(2.3.1). Tenemos

det(X(r) — e*T) = 0,
v por la proposicién 2.3, ésto equivale a
det(eB™ — e¥1) = 0.
Sea xo # 0, tal que
(eB7 - e I)x, = 0.

Por el teorema de Floquet, existe una matriz 7-periédica P(t), tal que P(t)ePx, es solucién
de (2.3.1); esto significa que P(t)x;e* es solucién de (2.3.1). Por lo anterior, el multiplicador
caracteristico p = 1 corresponde a las soluciones de periodo 7 y el multiplicador p = —1 corresponde

' a las soluciones del@riodo 27. En efecto,

p=1 =e"=1 =x(t+7)=Pt+1)x= P(t)xo = x(t)
p==1 e "=-1 = x(t+27) =P +2r)x0(e")? = P(t)xo(~1)* = P(t)xo = x(t).

Esto demuestra la proposicién.

Obsérvese que si p es una de las raices k-ésimas de la unidad, ezisten soluciones periddicas de
periodo k7 para el sistema (2.3.1).
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2.4 Estabilidad de 6rbitas periddicas

En el presentc apartado aplicaremos los resultados anteriores al estudio de la estabilidad de una
solucion periddica p(t) de un sistema general

dx
5= f(t, x), (2.4.1)
en donde x € R* y f es una funcién de clase C* en un dominio D C R**!,
Obsérvese que una condicion necesaria para que el sistema (2.4.1) tenga soluciones periddicas de
periodo 7, es que la funcidn £(t,X) sea periddica de periodo T en t. En efecto, sea p(t) una solucién
7-periddica de {2.4.1), entonces p'(t) es también r-periddica y

pi(t+7)=1ft+7pt+7))=ft+7p(t) =pt) =1t p(t)),
por lo tanto,

f(t, p(t)) = f(t + 7, p(t));

sin embargo, la condicién anterior no es suficiente, como se observa en el sistema

dx
=22 t
7 (1 + sen t)x,

el cual no tiene soluciones no trivialmente periédicas (este sistema es elementalmente integrable).
Por lo anterior, supondremos en lo sucesivo que f(¢,x) es 7-periddica en 1.

2.5 La ecuacidn variacional

Con el fin de reducir el estudio de la estabilidad de una solucién periédica p(t) de la ecuacién (2.1.1)
al estudio de la estabilidad de la solucién x(#) = 0 de un sistema lineal, consideremos la siguiente
transformacion de coordenadas

y(t) = x(t) — p(t). (2.5.1)

supondremos que f(¢,y +p) puede desarrollarse en serie de potencias de y, para [y(t)] suficientemente
pequena y arbitraria. Sustituyendo las nuevas coordenadas en (2.4.1) obtenemos

dy dp _
'a—t‘ﬁ'ﬁ—f(t,)"‘l"p)

v por ser. p(t) solucién de (2.4.1) resulta

dy
9y _ —f
+ = fty+p)-f(tp)
Al desarrollar obtenemos 88(t. )
dy [ t,x l 2
== |— v+ O(llyl*). (25.2)
dt 9x z=p(t)
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Teorema 2.11 Sea p(t) una solucion 7-periddica del sisiema autdnomo (2.5.5). Si el multiplicador
caracteristico p = 1 de la ecuacion de primera variacién del sistema (2.4.1), con respecto a esa
solucidn tiene multiplicidad 1, y todos los demds multiplicadores caracteristicos tienen mddulo menor
que I, entonces el origen del sistema (2.4.1) es orbitalmente asintéticamente estable.
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C(")=<_Oa é) A“):(—;](t) 8) y x=<§)

_ [ 71(t) ya(t) _
X(“‘(yl(t) yz(t))’ con X(0) =1

una matriz fundamental de soluciones de {3.1.1). Como sabemos, los multiplicadores caracteristicos
de X(t) son las raices de la ecuacién

en donde

Sea

det(X(r) - pI) =0,
es decir, de la ecuacion
Y1(1)¥2(7) = 31(7)ya(7)) = p(31(7) + ¥s(7)) +p* = 0,
la cual, en vista de (2.3.4) y de que tr(C{a) + A(t)) = 0, es equivalente a
P = (((7) +3a(7))p +1=0.
Definiendo la funcién

B(a) := %’Q(—T—) = %tr(X(r)),

la ecuacién caracteristica es
pt —2B(a)p + 1 =0,

pr2 = B(a) £ /B*(a) -1 (3.1.3)

Por (2.3.4), considerando como A a la matriz (A+C), tenemos p;p, = 1 y por el teorema 2.7 el
sistema (3.1.1) es estable sélo si

cuyas raices son

lpal = lp2 = 1 (3.14)

3.2 Demostracion del teorema principal

En lo que sigue presentaremos los resultados necesarios para demostrar el teorema principal referente
a la existencia de intervalos alternantes de estabilidad e inestabilidad de la ecuacién (3.1.1).

Lema 3.1 Si Im(a) # 0. entonces el sistema (3.1.1) es inestable

Demostracién. Por (3.1.3), basta probar que si Im(a) # 0, entonces ningin multiplicador carac-
teristico tiene médulo 1.

Sea a = a+ i3, con 8 # 0. Sea p un multiplicador caracteristico de (3.1.1) cuyo médulo sea 1.
Por la proposicién (2.5), la solucién correspondiente es y(t) = e**p(t), con p(t) # 0 y 7-periddica.
Escribamos

eMp(t) = u+ v
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Por la proposicién 2.5, por cada exponente caracteristico correspondiente a cada multiplicador ca-
racteristico tenemos una solucién de la forma

e*'p(t), con p{t+7)=p(t),

la cual es periédica. Estas soluciones son linealmente independientes como puede verificarse ficilmente,
luego, cualquier solucién de (3.1.1) es cuasi-periédica, probando asi (b).

Si ¢ € Ry B*a) > 1, entonces p; y p2 son reales y, p1 < 1, p2 > 1, por lo tanto, el sistema
tiene una solucién estable y otra inestable, es decir, tiene una solucién no acotada. Esto completa la
demostracion.

|

Un intervalo I C R es llamado un a-intervalo de estabilidad (resp. inestabilidad) de la ecuacidn
(3.1.1), si para todo a € I, la ecuacién (3.1.1) es estable (resp. inestable).

Del Lema 3.3 se sigue que la transicién de un a-intervalo de estabilidad a un intervalo de a-
inestabilidad est4 determinada por la ecuacién B*(a) = 1.

El problema basico de la estabilidad de la ecuacién de Hill consiste en encontrar los valores de a
para los cuales B?(a) = 1, y estudiar el comportamiento de la funcién B(a) en una vecindad de tales
valores.

Lema 3.4 Sia+¢(t) <0Vt € [0,7], entonces eziste una solucién no acotada de la ecuacion (3.1.1).
Si ademds, a + ¢(t) Z 0, entonces B(a) > 1.

Demostracién. Sea ay = min{a € Rja + ¢(t) < 0, Vt € [0,7]}. (ao estd bien definida, pues ¢(t)
es periddica y continua, por lo tanto, es acotada). Probaremos que si a < aq, entonces y,(t,a) es
no-acotada para t — +o0o. Sea a < ag. Sea ¥(t) = —(a + #(t)), YVt € [0,7]. Asi, (t) > 0Vt e [0,7].
Reescribamos la ecuacién (3.1.1):

y=vt)y (3.2.1)
Sea y,(t) solucién de (3.1.1), tal que y;(0) =1y y,(0) = 0. De (3.2.1) y y,{0) = 1 obtenemos
¥,(0) > 0, con lo cual tenemos, por la continuidad de y,, que y,(¢) > 0, para toda ¢ suficientemente
pequefia y positiva. Sea € > 0 el infimo del conjunto S de ceros positivos de y,(t). Veamos que ¢ no
existe y que por lo tanto, y,(¢) > 0, Vt € [0, 7).

Puesto que € = limu—1c0 Sny S5 € 5, de la continuidad de y,(¢) resulta que

(0= lim $i(s) = 0.

Ahora bien, de (3.2.1) obtenemos

(0 =2 [ w0, (05 01 (3.2.2)
En particular, para t = ¢,
(0P =2 [ Oyt (e (3.2.3)

Observemos que y,(t) > 0, Vt € [0,¢], y puesto que y,(0) = 1, tenemos y,(t) > 0, ¥t € (0.¢).
Ademas y(t) > 0, V¢ € (0,¢) y, por definicién de ¢, y,(t) > 0, Vt € (0,€), por lo tanto, el integrando
en (3.2.2) es positivo y, por consiguiente, el lado derecho de la ecuacién (3.2.3) es positivo, mientras
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El siguiente lema nos muestra que el intervalo de inestabilidad (—oo,a*) es acotado superiormente.
Utilizaremos en su demostracién el siguiente resultado, cuya demostracién puede verse en {10}:
Toda funcidn entera de orden fraccional tiene una infinidad de ceros.

Lema 3.8 Las funciones B(a) — 1 y B(e) + 1 tienen un ndmero infinito de ceros reales:
{ao < a1 <...} y {a] < a3 < ...},
respectivamente, los cuales satisfacen limy_.car =00y  limy_.o af = o0

Demostracién. Probemos que B(a) es una funcién entera de orden } utilizando el Método de
Picard.

Sea X(t) una matriz fundamental de soluciones de (3.1.2) tal que X(0) = I X(t) satisface
entonces la ecuacidén integral

X(t)=1+ /0 [C(a) + A()]X(s)ds
Definimos la sucesién {X*)(t)}, 7+ como sigue:
XOw) =1
Xk = L+ [[0(a) + AIX P s)ds
Pucde probarse por induccién en k:

SXW (1) = [Cla) + A

y, al desarrollar X®)(t) en serie de potencias en ¢ = 0. obtenemos

1
S(Cla) + A"

Sean V y U compactos de R, talesquea € Vyt € U. Seaa = sup {|[C(a)+A(f)|:a€V y tecl}.
0<t<r

X®(t) =T+ [C(a) + A(0)]t + QL,[C(a) AP+ +

Veamos que la sucesién {X"‘)(t)},,EN = {X“‘)(t,a)},‘EN converge uniformemente Vt € U y a € V.
Existe 3 > 0. que no depende de k, tal que

BIXE( < IIX®(2)j);

de donde tenemos, utilizando el desarrollo anterior para X*)(1).

1
BIXP(t,a) <1 +at+-+ ottt <e

Se sigue también de la primera desigualdad

1
ﬂ|x(k+1)( a) - X‘(-f)(t,a)l < HX(““)(t,a) - X(")(t,a)H < —ca

k4+1k+1 t
Groie LS
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luego, de (3.2.3)

)l < feos wtl + [ = lsem wlt = Mooy, a)lds,

por lo tanto

t
wi(t,0)] < e+ K [ eblt-9ly (s,a)lds, con te[0,7], (3.2.9)

en donde |¢(t)| < K, Vt € R. Definiendo z(t) := e~It|y, (¢, a)|, por (3.2.5) tenemos
<1+ K t d
2(t) <1+ /0 a(s)ds

Por la desigualdad de Gronwall [1}, resulta

Z(t) < eKt < er’

para 0<t<T,

es decir,
lyi(t,a) < eX"eMlt con 0<t<T

Analogamente se demuestra para la segunda solucién
lya(t,a)] < e¥7ellt con 0<t< T
De {3.2.6), procediendo como se hizo anteriormente, se demuestra
[Vo(t.a}| < efmellt,  con 0 <t <7,
por lo tanto, ya que B(a) = & (y,(r,0) + ¥,(r, a)), tenemos
|B(a)| < e¥7ellt,

es decir,
[B(a)le ¥ < e,

para |a| suficientemente grande, por lo tanto, se satisface la primera condicion de la definicién 3.5.
para A = 1.

Probemos la segunda condicién de la definicién 3.5. Para tal efecto, supongamos que
é(t) < —1. VteR
Si esta desigualdad no se cumpliera, se reemplaza $(t) por ¢(t)— M — 1, en donde M es una cota para
#(t), y se reemplaza a por a + M + 1 en la ecuacién (3.1.1). Elegimos a < 0 y escribimos Vva =ip,

con g > 0. Nétese que w? = —u*. Hemos probado en el lema 3.4 que

yi{t,a)>1 y y,({,a)>1 parat>0
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Definamos ahora J
B'(a) := EB(G)

y utilicemos la siguiente notacién para las componentes al tiempo ¢ = 7 de la matriz fundamental

X(t) del sisterna (3.1.1):

a = afa) = y,(r,a); B = B(a) = y,(r,a); & = a(a) = J,(7,a) y B = f(a) = ¥,(r,a)

Tenemos el siguiente resultado
Lema 3.7 La funcidn B(a) satisface la ecuacion

4[B*(a) — 1] = (a = B)’ + 448
Demostracién. Empecemos por observar que dado el sistema

x = f(t,x, ), con A pardmetro

ax(t7 tO) Xo, /\)
i)

la matriz , satisfaciendo la condiciéon

8x(t07 tOv Xo, /\)
A

es solucion de la siguiente ecuacion llamada ecuacidn variacional

=0,

Of(t, x(to, tg, A), A) Of(t, x(t, to, Xg, X))

y= % y+ £

(3.2.10)

lo cual puede verificarse directamente derivando la ecuacidn (3.2.10) implicitamente con respecto

a Ay haciendo y = d_x Sea X(¢,a) = X(t) una matriz fundamental de soluciones del sistema

x = [A(t) + C(a)]x. Puesto que detX(t) = 1, tenemos

BN AT
o-( 50 )

Escribiendo el sistema en (3.1.2) en la forma
x = f{t,x,a),
en donde f(/,x,a) = [A(¢) + Cla)}x, tenemos

of(t,x(0,0,a),a)

. = A(t) + C(a)

BH(t, x(1,0,%),a) _ 9C(a)
da " fa x
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En forma similar, de la ecuacién (3.2.13), obtenemos

2 ZR\ () v ) [ $ale) wls) (o o) 2 L
(._Y,x a_Y,z) - Q(ym ym) J, (—ms) yi(s) ) “10) | F )

Ja a

Por lo tanto

32y61£:,a) = 2y1(7’,a) /l;T yz(s’ a)%é—j—"—zlds _ 2}'2(7', a) AT yl(s’ a)a_y__la(z’_(ﬁds (3218)
32}"5((1‘;,61) = 2}"1(7,0)/01 )’z(s’a)?%?a—)ds — 2Y,(7,a) /07 yl(s,a)ayZ( a) (3.2.19)

Por la definicién de B(a), con la notacién introducida en la pag.32, tenemos 2B(a) = o + 8,y por
la definicién de B(A), 2B'(a) = 2alme) 4 Wa0e) por (3.2.14) y (3.2.17)

IB'(a) = (a — A) /0 "y (s,a)y,(s, a)ds — B /0 " y3(s,a)ds + & /0 " y3(s, a)ds (3.2.20)
y por (3.2.18) y (3.2.19)
2y, (7,a 2y, (T T
B"((l) — layl( ) )+laYZ(’a):a/0 yz(s U,) (fg ﬂ/ yl(saay;:a)ds

2 Oa? 2 QOa?
T Jy,(r,a) .o y,(T,a)
+a/(; y2(s,a)—-6a ds — [3/0 y](s,a) 5 ——ds

es decir,
B’(a) = a/o yz%ds—ﬁ/ y16y1d5+a/ Y, yr‘)d.s— /0 yl%—yids. (3.2.21)

Por otro lado, puesto que det X(t) = aff — a8 =1, resulta

2 _ Q+B : _ a+ﬂ ’ o
4B (a)—l)_4l:< 3 > —l:|—4|:<—2———> -—(aﬂ—aﬂ)],

HB*(a) - 1) = (a — 3)? + 443 (3.2.22)
[ ]

es decir,

Lema 3.8 a) Sea b una raiz de B(a) — 1 = 0, tal que B'(b) < 0, cntonces existe 6, > 0 tal que
B'(a) < 0 en (b,b+ 6;). Ademds si existe ¢; > b tal que B'(c;) = 0 y B'(a) < 0 en (b.c,), entonces
existe ¢ en (b,c1) tal que B(c*) < —1.

b) Sea b* una raiz de B(a) + 1 = 0, tal gue B'(6*) > 0, entonces existe 6, > 0 tal que B'(a) > 0
en (%, 6"+ 8). Ademds, si existe c; > b* tal que B'(c;) = 0 y B'(a) > 0 en (b%,¢;), entonces existe c
en (6%, ¢;) tal que B(c) > 1
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Por lo tanto

B(6) = ([ vals sl tids) — ([ v, 1ds) ([ v200,0ds).

Por ser y; y ¥y, linealmente independientes y por la desigualdad de Schwartz, B’(b) < 0, lo cual
significa que la funcién B(a) alcanza un maximo en b, luego debe existir §; > 0 tal que B'(a) < 0
Va € (b,b + 6,), probando la primera parte de (a). Demostremos la segunda parte por reduccién al
absurdo. Supéngase que existe c* € R, tal que B'(a) < 0 Va € (b,¢c*) y tal que

B(c)=0 y B{c)>-1;
entonces B%(¢*) — 1 < 0, y por (3.2.22)
4a(c")B(c") <0,
por lo tanto, &(c*) # 0. También de (3.2.22)

&p = (B = 1) ~ 1{a~ B’
y multiplicando la ecuacién (3.2.20) por & obtenemos
2:B'(a) = od /0 "y (s, by (s, b)ds — &f /O "y (5, by, (s, B)ds
(a7 [[yis b)ds — (B2 = 1) [ y2(s,0)ds + (@07 [ vils. s,

es decir, si a es tal que &(a) # 0, entonces

. 1 - 2 .
26B/(a) = | [dy,(s,b)+ a(a—d)y,(s,b)] ds — (B~ 1) [ yi(s.b)ds.

Puesto que B*(c*) — 1 < 0, se tiene que 2aB'(a) > 0. Y ya que &{c*) # 0, resulta B'(c*) # 0, lo cual
contradice nuestra suposicién. Esto concluye la prueba de (a). La parte (b) se demuestra en forma
analoga.
[ |
En la demostracion de este tltimo Lema hemos probado también el siguiente resultado

Lema 3.9 Sea b € R. Si B'(b) = 0 y B(b) = 1, entonces B"(b) < 0 ( la funcién B(a) alcanza
un valor mdzimo en b). Si B'(b) = 0 y B(b) = —1, entonces B"(b) > 0 ( B(a) alcanza un valor
minimo en b). Asi, una raiz de B*(b) = 1 puede ser, a lo mds, raiz doble, y una condicién necesaria
y suficiente para que b sea una raiz doble es

yl(rv b) = yZ(T» b) = 13 y YX(T3 b) = YZ(T7 b) = 0

Esta condicién se sigue de las definiciones de a y § de la pag. 32 y de la equivalencia para 2B(b) de
la pag. 35.

El lema siguiente nos dice que la grafica de B(a) cruza siempre las rectas y = +1 de arriba a
abajo, para a creciente.
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. El intervalo de inestabilidad (—o0, ag] siempre estara presente.
. Ningin intervalo de estabilidad o inestabilidad pueden contraerse en un punto.

. Los intervalos de estabilidad nunca pueden desaparecer, pero dos de ellos pueden combinarse

en uno solo, si @y,41 = Aangz 0 65,4 = @3 4,

. Los intervalos de inestabilidad (con la excepcién de (~00,a0]) pueden desaparecer completa-

mente. Esto sucede si y sdlo si ¢(t) es constante {3].

. En los extremos de los intervalos

(a(!v a;): (a;v a1)> (G'Za a;)v (a;7 a3)a vee

las soluciones de la ecuacién (3.1.1) son en general inestables. Esto siempre es cierto para
a = ag. Las soluciones son estables para a = @41 0 @ = Ggn42 51 ¥ 8610 8i @any1 = @242 ¥ las
soluciones son estables para @ = a3,,; 0 @ = a3, ,, si y sdlo si a3, ,, = a3, ,,.



40 CAPITULO 4. LA ECUACION DE MATHIEU

4.2 Propiedades de las soluciones

Las soluciones de la ecuacién
X+ (6 +ecost)x =0, 6>0, D<e<< ] (4.2.1)

son llamadas funciones de Mathieu, sin embargo, frecuentemente se reserva este nombre para aquellas
soluciones que tienen periodo 7 6 2m y que son pares o impares.

Cabe aqui observar que una ecuacion diferencial cuyos coeficientes son funciones periédicas, no
necesariamente tiene soluciones periédicas, por ejemplo

dz

T +(a+bcos2t)zr =0

no tiene soluciones periddicas, a menos que a = 0.

Si una ecuacidén tiene soluciones periddicas, el periodo de éstas no tiene porqué coincidir con el
periodo de los coeficientes.

La ecuacion (4.2.1) no puede tener dos soluciones linealmente independientes que sean pares ¢
impares.

En efecto, consideremos la matriz fundamental de soluciones

xw:(ﬁig )’:8;) con X(0)=1I

Tenemos que x,(t + 27) y x3(t + 27) son también soluciones de {4.2.1), por lo tanto,

X (t + 27)
X)(t + 27")

Ax1(t) + Bx,(t)
Cx1(2) + Dx,(t)

Ya que X(0) = I, resulta

xl(t + 27|') = Xy (271')xl(t) + X1(27r)x2(t)
Xa(t +2m) = %(2m)x1 () + Xo(27m)X,(¢)

Por otro lado, x;(—t) y x3(—t) son también soluciones de (4.2.1), pues cost es una funcién par.
asi,

i

Xl(—l)
x(—t)

Exi(t) + Fx,(t)
Gxy(t) + Hx,(t)

De nuevo, por la condicién inicial, se obtiene

xl(—t) = Xl(t)
Xo(—1) = ~—xa(t),

probando lo afirmado.
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siones sigulentes:

0 ( 1) 22,+1 r (__1)r+222r+5r(3r+4)6r+2 td }Cosr
eo(t,e) = 1+Zl{ - [(7‘-}-1)!]2 +0(5+ ) t

B o ) 221- (_1)r+122r+2rcr+1 (_1)r+222r+2€r+2 43 £
cet,e) = +rz:1{ - G+ DT + DT o) + O™ ‘cos(2r+l)2.
) 22r T (_1)r+1227+2r6r+1 ( )7‘+22f€2?+2 43 t
= _— 2 1 .
serftye) = sent +§:]{ e s+ 0™ baen(ar + 1)
20 1 r22r+1
Cez(i,f) = {46 - 37(3 + 0(65)} + cos t + Z {()T‘—+2)+
_1)ra93r 43 (4703 4 2207 + 24T)e"H? .
= 32(r(+ (- +3)! I 4 ofe H)} cos(r + 1)t
etc.

Las series anteriores convergen si ¢ es pequefio, y divergen si € es bastante grande. Por ejemplo,
ceo(t, €) converge si [4€?] < 1, [12].

Las funciones cey,(t) y seznq2(t) son de periodo 27 y las funciones cezny1(t) ¥ S€2n41(t) son de
periodo 7. Asi:

Las soluciones periodicas de la ecuacion de Mathieu pueden clasificarse en cuatro tipos: las de
periodo 2 de tipo coseno, cez,(t); las de periodo 2m de tipo seno, segynyo(t); las de periodo m de tipo
coseno, ceyni1(t) y las de periodo w de tipo seno, seanyi(t).

Otra forma de obtener las expresiones anteriores se expone a continuacién:

Los parametros 6, € de la ecuacién de Mathieu deberdn estar relacionados de tal modo que las

soluciones tengan periodo m o 27. Obtengamos la solucién periédica de primera clase de tipo coseno,
ceq(t,€). Escribamos

§=n+6e+6+8+--- con n=0,1,2,...
Elegimos n? = 1 y tenemos
§=1+6bec+6+6+ - (4.3.3)
en donde 61, 6,,...50n constantes por determinarse. Cuando ¢ = 0, la solucién de la ecuacién de
Mathieu se reduce a cost, escribamos entonces
x(t) = cost + €x1(t) + aq(t) + Sz3(t) + -- -, (4.3.4)
en donde z,(t), 7 = 1,2,..., son funciones por determinarse.

Sustituyendo (4.3.3) y (4.3.4) en (4.2.1) e igualando coeficientes se obtiene

€ cost —cost =0
€ Z1(t) + 21(t) — cos 3t + (6; — 1) cost =0
€1 Ey(t) + za(t) + 6,21(t) — 221 (t) cos 2t + 6y cost = 0, etc.
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4.4 Coexistencia

Se dice que dos soluciones de una ecuacion de Hill coezisten si son linealmente independientes y
ambas tienen periodo 7 & 27. Debido a la proposicién 2.5, la cual es consecuencia del Teorema de
Floquet, las soluciones de la ecuacién de Hill no coexisten, ya que ésta tiene \inicamente una solucién
peri6dica (y sus miltiplos). Ademas, por los lemas 3.9 y 3.7, la coexistencia de soluciones periédicas
de periodo 7 o 2 de la ecuacién de Hill equivale, en términos del capitulo 3, a la existencia de una
raiz doble de la ecuacién

B*a)-1=0.

Asi por ejemplo, si la k-ésima raiz de la ecuacién B(a) = 1 es doble, lo cual implica que ag;_; = ag,
entonces se dice que el 2k-ésimo intervalo de inestabilidad (a3;, a3, ,,) desaparece. También, sia},_; =
a3, se dice que el (2k-1)-ésimo intervalo de inestabilidad desaparece. Por lo tanto, la coezistencia
de soluciones de la ecuacion de Hill equivale a la desaparicion de intervalos de inestabilidad de la
propia ecuacién. (Observemos que el intervalo de inestabilidad (—o0,ao] nunca puede desaparecer,
pues aq no puede ser una raiz doble de la ecuacién B(a) — 1 =0).

La ecuacion de Ince

(1 + acos2z)y” + b(sen 2z)y' + (c + dcos2z)y = 0, a,be,deR, lal <1

‘nos proporciona un ejemplo en donde todas las soluciones coexisten (3].
En este apartado abordaremos el problema de la coexistencia de soluciones en la ecuacion de
Mathieu y demostraremos que

Proposicién 4.1 1) Salvo para ¢ = 0, las funciones de Mathieu cegnyq(t,€) y seznyy(t,€) no
coeristen.

2) Salvo para € =0, las funciones de Mathieu cean(t.€) y seanta(t, €) no coezisten.

Demostracién.
Para demostrar que las funciones ceyiq(2,€) y s€5,41(%, €) no coexisten, sea € # 0 fijo y

Z Aznir1cos(2n + 1)t

n=0

Xo(t) = seynsr(t) = 3 Bansrsen(2n+1)t.

n=0

x1(t) = ceznyi(2)

Por ser ambas soluciones de {4.2.1), se cumplen las siguientes relaciones

&

—x;+(é+ccost)x1 = 0
t (4.4.1)
X2

—Jt—2—+(6+€cost)xz = 0

de donde se obtiene

X9 — Xy ———— = — | X —— — Xp——
2t Var T @ \"vdt Tt

d*x, d*x, d ( dx, dxl) —o
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lo cual es falso. De la misma forma se prueba que B; # 0. Finalmente, de ésto y de (4.4.5) tenemos
nlg_.llclo A2n+1 # 0 y "11_{{.10 an+1 # 0

lo cual contradice la convergencia de cezn4+1(t) ¥ seznt1(t). En forma similar se prueba el inciso 2)
de la proposicién.
[ |
Finalmente, observemos que el problema de la coexistencia de las soluciones de la ecuacién de
Mathieu es equivalente a la interseccién de las fronteras de las regiones de estabilidad e inestabilidad,
que se calculan en la siguiente seccién. Tal interseccién no puede ocurrir, por la proposicién 4.1.

4.5 Calculo de las regiones de estabilidad

En esta seccién aplicaremos el Método de Parametros Restringidos o de Linsted-Poincaré para de-
terminar las regiones de estabilidad de las soluciones de la ecuacién de Mathieu

X+ (6 +ecost)x=0, §>0, O0<e<<]1 (4.5.1)

Este método consiste en expandir la solucién x(t) y el parametro 8, en términos del pardmetro ¢; se
obtiene asi, una expresién para § en funcién de ¢, la cual determina una regién en el plano § — ¢,
dentro de la cual las soluciones de la ecuacién (4.5.1) y a lo largo de cuya frontera éstas soluciones
estan expresadas como series de potencias de e.

Hemos visto en el capitulo anterior que las curvas de transicién que separan las regiones de
estabilidad e inestabilidad corresponden a las soluciones determinadas por el exponente caracteristico
A = 0, en cuyo caso tenemos soluciones w-periédicas, y a las soluciones determinadas por el exponente
caracteristico A = £1, para las cuales tenemos soluciones 2r-periédicas.

Sea x(t) una solucién de (4.5.1); supondremos para esta solucién y para § un desarrolio en
potencias de ¢ de la forma

x(t) = 2o + €21 + g + ... (4.5.2)

6= 60 + 651 + 6262 + ... (453)
en donde z; = z;(t) y §; es constante, para: = 0,1,2...
Sustituyendo (4.5.2) y (4.5.3) en (4.5.1) tenemos:
(Zo + €i1 4+ €Ea+ )+ [(8o + €61 + €26 + -+ -) + €cost](zo + €z + T3+ --) =0

Esta ecuacién se satisface sdlo si los coeficientes de todas las potencias de ¢ se anulan. Igualando
los coeficientes de las mismas potencias de € obtenemos

CE] + 501‘1 = —61220 — Zo cost (455)
ig + 60$2 = —611‘1 - 62$0 — Iy cost (456)

La solucién de la ecuacidén (4.5.4) es

Zo(t) = ag cos \/gt + boseny/ éot,
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Por lo tanto, tenemos para § el siguiente desarrollo, si n = 0:

6:—‘;:62+"'

(4.5.10)

el cual define la curva de transicién de la estabilidad a la inestabilidad para este caso. Ademds, a lo

largo de esta curva tenemos la solucién 2x-periédica

x(t) =1+ e(=1+ cost) + € (%—cost+%cos?t) + -

Caso n=1

(4.5.11)

Para este'valor de n obtenemos, mediante la ecuacion (4.5.7), 8 = 41. Primeramente consideremos

las condiciones iniciales x(0) = 1 y x(0) = 0. Tenemos:

t
zo(t) = cos 3

Sustituyendo en (4.5.5) obtenemos la ecuacién para z;:
G+ 1 5 lt lt :
1+ -2y = —6; cos =t — cos =
1 1 1 1 COS B D) cos i,
es decir,

- 1 1 1
T+ ZI] = ("*61 - 5)005 §t — COs §t

Ya que cos %t es solucién de la correspondiente ecuacién homogénea, en la solucidn aparecera un
término de la forma t cos %t, el cual es un término secular, de manera que debemos evitar su aparicién

a fin de obtener soluciones periédicas, imponiendo la condicién

1
_6] - '2_ = 07
de donde obtenemos é; = —%. Asi, x, satisface
T, + lx ! cos 31
T - = —— —1
1 4 1 2 2 L]

cuya solucion es, tomando en cuenta las condiciones iniciales,

1 1 1 3
z,(t) = —7 s §t + 78 Et'

Sustituyendo en la ecuacién (4.5.6) tenemos:

5y ] (1 1,1
LN AU P |
Ty g 8t T %y 2 2

3 1 1 1 1
cos-t)cost+— (—Zcos—t+zcos

=t
2

)

1
— &, cos Et,
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. 1 .
Para eliminar los términos que producen términos seculares hacemos é; = 5 La solucién de la

ecuacién diferencial en cuestion es
13 1 1 3 1 5
z4(t) = ngenét - gsenit + Esenft.

Por lo tanto, tenemos el siguiente desarrollo para § :

(4.5.13)

el cual define la curva de transicién de la estabilidad a la inestabilidad que emana de § = ~. Sobre

| o=

esta curva tenemos la solucién 47-periddica:

x(t) = sen%t +€ (—%sen%t + %sen%t) + €2 (}gsen%t — %sen%t + fgsengt) + -

Caso n=2

Consideremos primeramente las condiciones iniciales x(0) = 1 y %(0) = 0. Para este valor de n
obtenemos, de la ecuacién (4.5.7), & = 1, y de la ecuacién (4.5.8)

zo(t) = cost

La ecuacién para z; es
Z1+x1 = —bycost — costcost

es decir,
. i 11
I+ = —b1cost — 7~ — cos 2t

Para eliminar los términos que generan términos seculares se requiere que §; = 0, obteniéndose

Iy +x = I 1 2t
. =~ — ~cos

h ! 2 2

cuya solucidén es

(t) = L t+ ! 2t
T = —= 4 - cost 4+ = cos2t.
1 513 0s 6 cos

Sustituyendo esta expresion en (4.5.8) se obtiene la ecuacién para 3, la cual una vez reducida es:

.. 1 5 1 1
Iyt a9 = ~% + (5—62) cost — 6cos2t— ﬁcos3t.

La eliminacién de los términos seculares requiere que se cumpla

5
by = —
T
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Asi, el desarrollo para 6 es

(4.5.15)

§=1-1e 4. ..

que define la curva de transicién que emana de é = 1. La solucién a lo largo de esta curva es

x(t) = sent + ¢ (%sent + %sen?t) + €2 (%sent + 3sen2t + gl—ssen3t) 4

la cual es 27x-periddica.
Las graficas de las regiones de estabilidad e inestabilidad obtenidas en esta seccién se presentan
en la figura 1, al final de este capitulo.

4.6 Regiones de estabilidad y fracciones continuadas

Existe otra forma de calcular los nimeros caracteristicos de las funciones de Mathieu, y por lo tanto
de obtener las regiones de estabilidad e inestabilidad de la ecuacién de Mathieu, mediante fracciones
continuadas infinitas. Este método tiene una ventaja sobre el método de Parametros Restringidos:
permite calcular las regiones de estabilidad e inestabilidad para valores grandes de ¢, por ejemplo,
para ¢ = 9, lo cual serfa imposible de realizar por el método de la seccién anterior, debido a la
divergencia de las series involucradas para ese valor de ¢, ver [2]. Puede demostrarse que la serie
ceo(t, €) converge para [4¢2| < 1, ver [12]. Indicaremos la forma de obtener § = é(¢) para la funcion
ceam(t, €).
Sustituyamos las expresiones ya obtenidas en la seccion 4.1:

Z Agpyq cos(2r + 1)t

r=0
)

seanpr{l€) = Z Barpisen(2r + 1)t

cegmy1(t.€)

ur}
o0

cep(te) = ZAngOS(QT)t
—0

seansa(t, €) ZBzrﬂsen(Qr +2)t

r=0
en la ecuacion de Mathieu
X+ {6+ ecost)x =0.
Obtencimos las siguientes relaciones de recurrencia.
Para cey,(t,€)

6Ag— €A =0
(6 —4)A; — (As+240) =0 (4.6.1)
(6 —4r) Ay — €(Agpyr + Azr2) =0, r>2 }
Para ceznqi(t, €):
(6—1—-€A; —eA3 =0
(4.6.2)
[6—(2r+ D)% Agryr — €(Agrpa+ Agypy) =0, 721
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y al sustituir en (4.6.7) obtenemos

cuyo término general es
6r3(r—1)2
5
1- rroa

Por (4.6.1), vo = %, por lo tanto la pemiltima expresién es equivalente a

5= = (4.6.8)

CAAE Y S

la cual es una fraccion continuada infinita. Dado que € y § son finitos, el denominador del término
general
62
16r3(r=1)7

&
1_41‘

tiende a 1, cuando r tiende a +oo, mientras que el numerador tiende a 0. Asi, la fraccién (4.6.8) es
convergente [11].

4.7 La ecuacién de Mathieu amortiguada

En las secciones anteriores hemos considerado la ecuacion de Mathieu para un sistema fisico que no
presenta disipacién de energia debido a la resistencia que ofrece el medio al movimiento del cuerpo.
La disipacién de energia esta presente en casi todos los sistemas fisicos, por lo cual es 1til investigar
el efecto que produce en el diagrama de las regiones de estabilidad e inestabilidad, la introduccién
de un término relativo a la friccién, §x, en donde 8 = O(e):

X+ 8x+(6+ecost)x =0 (4.7.1)
Iniciemos el presente analisis considerando los desarrollos
x(8) = zo(t) + ex{t) + 2z (1) + ...

8§ =108+ €by + €2, + ...

Recordemos (Seccion 4.4) que para € = 0, la consideracién de soluciones m-periddicas y 2r-periodicas

lleva a la condicién
2

n
60 = ?’ n e N,
con la cual tenemos

n n, -
zo(t) = acos§t + bsengt, n €N.
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es decir,

1 . 1 1
P+ 71 = —b1aicost — 6, sent — 51;?, sin2t — ~b2 ~ 5(1(2, cos 2t

2

Como antes, debemos tener §; = 0. La solucién de la ecuacién anterior es

1 1 1
Ty (t) = —5a§ +alcost + b} sent + gag cos 2t + (_ibg sen 2t.

Sustituyendo esta solucién en la ecuacién (4.7.6) y tomando en cuenta 3 = B,e? y §; = 0 tenemos:

3y 4 20 = (—6,8 + Bra? — b(z))sent + (—6a2 + a0 Babt — —al)cost + ..

Deben cumplirse entonces

(62 + )62 + ﬂgao =0

—Bab3 + (=62 + 2=0
Pabiy + (=62 + 5 )a5
es decir,
1
é 32 =0
(12 + 2) 62) —
la cual es una ecuacién cuadratica en 85:
82 —1—6 > _ 8; =0
27 3% 2
cuya solucién es
= l = + Y — I
b=gtaye g )

Tomando en cuenta que 3 = J2¢2, considerando el desarrollo para é hasta segundo orden, 6 = 1 +¢%6,
q
v haciendo reducciones se ticne:

Las graficas de las regiones determinadas por las ecuaciones obtenidas anteriormente, para dife-
rentes valores de 3, se presentan en las figuras 2 y 3 al final de este capitulo, las cuales se comparan con
las correspondientes graficas de la ecuacién de Mathieu no-amortiguada. Observemos que el efecto
del término S, relativo a la disipacién de energia, propicia la “elevacién” de las regiones inestables
sobre el eje 6, la “redondez” de los vértices de estas regiones y el “estrechamiento” de las mismas, por
lo que podemos concluir que la disipacién de energia tiene, en este ejemplo, efectos estabilizadores.
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cuya solucién es

0(t) = A, cos(w(t — n1) + 6,), para nr <t<(n+l)r (4.8.4)

0(t) = Anyrcos[w(t — (n 4 1)7) + bnpa], para (n+ )7 <t < (n+2)r. (4.8.5)

Empalmando ambas soluciones en ¢ = (n + 1)7:
A, cos(wT + 6,) = Anyr COSpp. (4.8.6)

Derivamos (4.8.4) y (4.8.5) y evaluamos en t = (n + 1)7:

H(n+ 1)) = —wAusen(wr + 8,)

0((n + 1)7) = —wAnj15ené,41
Sustituyamos ambas expresiones en (4.8.2). Empleando (4.8.4) tenemos
—wA,115en8, 41 + wAnsen(wT + 8,) = —KoA, cos(wT + &)
es decir,
Apisend, o = A, |sen(wr + 6,) + fo cos(wt + é,)
w

dividiendo esta expresién por 8(t) en (4.8.4) obtenemos
tan 8n41 = tan(wt + 6,) + fo
w

es decir.

) Ko  tan wT + tan §,
an = - —_——
T 71— tan wrtan 6,

(4.8.7)

La ecuacién anterior es una relacién de recursién para el angulo fase 8, de la solucidn, el cual es
independiente de la amplitud A,. Si hacemos

Ko

— = 2tan A
w
y definimos
z, = sen wt tan §, — cos wr,
entonces
Zngt = senwT tan é,4q — cos wT

tap wT +tan §

2 tan A sen wt + Sen WT — Cos wWT

1 —tan wr tané,
2(senAsenwt — cos 8, cos wT) sen w7 tan 6, + tan wr sen wr

= + cos wr +
cos A I —tan wr tan 4,

_ 2 cos(wr +A) | cos wr 4 tan wr sen wr

cos A 1 —tan w7t tan 6,
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entonces

Zngl = 2a - — =

2azgsen(n + 1)@ — 2asenng — zgsenng + sen(n — 1)¢
zosen(n + 1)¢ — senng
zo[2 cos ¢sen(n + 1)¢ — senng| — [2 cos gsennd — sen(n + 1)¢]
zsen(n + 1)¢ — sennd
zpsen(n + 2)¢ — sen(n + 1)¢
zosen(n + 1)¢ — senng

probando lo requerido.
La expresion (4.8.9) nos indica que z, no se estabiliza en ningin punto.
Cuando |a| > 1, tenemos

A, cos(wr — 8,) = Ap(coswr cosé, + senwrsend,)

A, cos b,(cos wT + sen wT tan 6,)

znAn cos b,

Zn An—1 c08{6p_1 — wT)

1l

ZnZn1Apn-2c08(6,_ o —wT)

= Zpin-1%n-2'°''20 005(60 — u)T).

por lo tanto
S Agcos(wr —4,)
JI;IO T cos(bp —wT)
de donde resulta
lim A, = e™*.
z—ek
lo cual significa que las soluciones presentan un crecimiento exponencial.
Por lo anterior, el comportamiento de las soluciones depende de |af:
la| < 1= |z] < oo (estabilidad)
la] > 1 = |z] — oo (inestabilidad)
|a| = 1 es el caso critico, el cual nos determina la frontera entre estabilidad e inestabdilidad. Por
lo tanto. la rcuacion
cos(wr — A)
tl= -
cos A

o bien

+1 = cos wr — senwT tan A (4.8.10)

determina tal frontera.
Recordemos que

2tan A = ﬁ,
w
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La ecuacién anterior se cumple si y solamente si

T
27r2w12 + —2-u)1 =0

47r2w1w2 + g—wz + Wwf =0,

es decir, si y solamente si

1
wy =0, oblen w =——,
4
de donde
L 1
wy =0, Sbien w;= Pt
Puede probarse del mismo modo
1-4 -1+3%
= Wy = —————t—
“ =T Y T Toem
Por lo tanto, para n =1
+
w = %‘Eﬁ'*' #7€ + 1927 3+ 967? et +0(5)

Para n = 2,
1
l = cos 27w — §ewsen 2rw.

Proponemos el siguiente desarrolio para la solucién

w=14wie+wie’ +ws€ +wyet + 0(5)
ast,

2mw = 271 + 2rwy€ + 2mwae? + 2mwze’ + 2rwyet + O(5)

y
cos 2w =1 — 2r%w?e? — drlwyw,® ~ (27r2w + dn%iws — %—n“w?) €'+ 0(5).
Anélogamente,
4
sen 27w = 27wy € + 2mwoe + 2nwae? + (27rw3 — gﬁawf) e+ (27ru;4 - 4w12w2) e+ 0o(5),
de donde

—gwesen 21w = —mwi €l — (Twy + 1w?)e® — (7['0.}3 - %'lr?'w3 + 27rw1w2> et + 0(5).
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Sustituyendo en (4.8.11) e igualando las mismas potencias de ¢ se obtiene:

3
27rwf + §1rw1 =0
3
47rzw1w2 + 7rw12 4 é-mu =0

2 3
drw ws + 27r2w2 — gvr “’1 - W1 + 27wiwy + 27ruu3 =0

Resolviendo el sistema anterior resulta

o = 3
te 4r
3
“2 = g
912
wy = =
Aumentando la precisién puede obtenerse
-9+ 2
Wy =
¢ 3272
Por lo tanto, para n = 3
w = §-Fetghd+ Tf + = 322 ‘4+0( )

En la figura 5, al final de este capitulo, se presenta la grafica de las regiones de estabilidad
correspondientes a la ecuacién (4.8.1).
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la ecuacién resulta ser una ecuacién de Hill con dos parametros w,e. En general, el espacio de
pardmetros esta formado por regiones de estabilidad y de inestabilidad, estas ultimas empiezan en
€ = 0 para ciertos valores wg;, llamados valores de resonancia. Para un valor distinto de estos valores,
el sistema lineal es estable, si ¢ es suficientemente pequefio; en cambio, para un valor critico wy; ¥
€ # 0 arbitrariamente pequefio el origen es linealmente inestable, y debido al teorema de Hartman,
inestable para la ecuacién no-lineal perturbada. ;Qué conclusién puede obtenerse del teorema Twist
al respecto?

5.2 El mapeo de avance a un periodo
El sistema (5.1.1) puede escribirse como el siguiente sistema de ecuaciones:
g=r
p = —wi(t)seng, (5.2.1)

en donde w?(t) = a® + Bcost. Debido a la periodicidad del sistema anterior respecto de t y de q,
podemos identificar la superficie t = 0 con t = 2mn, m € Z y la superficie ¢ = 0 con ¢ = 2mm, m € Z,
considerando de este modo al sistema (5.2.1) en el espacio

R x 8" x 8" = {p,gmod 27, t mod 27}

Observemos que si x(t) es una solucién de (5.2.1), entonces x(t+2x) también es solucién de (5.2.1), es
decir, avanzando una solucién por un periodo en el campo vectorial obtenemos también una solucién.
Sea £ = {(p,q,t) € R x §! x S|t = 0}. Se define la funcién T : £ — ¥ por:

T(po. qo) = (p(27). ¢(27}),
en donde py = p(0) y qo = ¢{(0). La funcion T se llama el mapeo de avance a un periodo. Notemos
lo siguiente

1) Las soluciones 27-periédicas del sistema (5.2.1) corresponden a los puntos fijos de T.

2) Las soluciones periddicas Liapunov-estables corresponden a los puntos periddicos de T Liapunov-
estables.

3} El estudio de las trayectorias (p(1),q(t)) para t — oo equivale al estudio de las iteraciones de T,
pues
T™(po.go) = (p(2mn),q(2mn)), mel

4) Debido a que la divergencia del campo vectorial definido por (5.2.1) es cero, el mapeo T preserva
areas.

5) Las posiciones de equilibrio p = 0,¢q = kn(k = 0,1) son soluciones del sistema, por lo tanto son
puntos fijos de T.
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Lema 5.3.1 (Forma Normal de Birkhoff) Sea f : R? — R? un mapeo de clase C™ que preserva
drea y que tiene un punto fijo cuyos valores propios complejos p y fi estdn sobre el circulo unitario.
Si eziste algin entero g, tal que 4 < ¢ < n + 1 y los valores propios de f satisfacen la condicion
p* £ 1, para k = 1,2, ..., q, entonces eziste un sistema de coordenadas complejo, en el cual el mapeo
f puede escribirse en la forma normal

z = f(z,2) = pze"®? 4 h(2,7),
en donde q
a(zZ) = a4z + ... + a,]2|*, s= [5] -1,
es un polinomio real en |z|* y la funcién h y todas sus derivadas hasta orden ¢ — 1 se anulan en
z2=z=0.

En base al lema anterior se establece el siguiente resultado relativo a estabilidad, [6] [7):

Teorema 5.3.1 (Estabilidad de un punto fijo eliptico) Sea f : R* - R? un mapeo que preserva
drea, que tiene un punto fijo eliptico en el origen y satisface las condiciones del lema anterior. Si el
polinomio a(|2|*) no se anula idénticamente, entonces el origen es un punto fijo estable.

Para el estudio de la estabilidad del origen del sistema (5.2.1) utilicemos los resultados ante-
riores y analicemos dos casos: el caso integrable, w constante y el caso no integrable, w variando
periddicamente con el tiempo.

5.4 El caso integrable
En este caso w? es constante. La ecuacién (5.1.1) describe el movimiento de un péndulo simple
q=p
p=—w’seng, (5.4.1)

en donde w? = 4, con [ la longitud del péndulo y g es la aceleracién de la gravedad, ¢ es el dngulo
que forma el péndulo medido desde la vertical y p es el momento angular conjugado a g, que satisface
las ecuaciones de Hamilton:

oH ) OH

9= 31;— p *5;
El sistema (5.4.1) tiene una primera integral de movimiento, el Hamiltoniano, que es la suma de
las energias cinética %pz y potencial U(g) — w?cos ¢:

1
H(g,p) = 5p* —w'cosg (5.4.2)

Puesto que la energia potencial tiene un minimo en ¢ = 0, de valor —w?, la curva de nivel H = —w?
consta de un centro localizado en q = 0 (punto eliptico, el cual corresponde a la posicién de equilibrio
estable para el movimiento del péndulo).
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- f/ m
- 2f/
\/cosq+H

2v2 o
/ \/cosq Jcosq — cos g+

/ \/sen2 921 —sen2(%)

Introduciendo la variable ¢ mediante

sen¢ sen (%) = sen (%)

4 73
r== [t =
wdo 1 —klsen?¢

en donde x = sen(’zi). Es posible calcular la integral anterior en términos de integrales elipticas(9].

obtenemos
(54.3)

5.4.1 Integrales Elipticas Completas

Definicidn 5.1 La integral eliptica completa de primera clase, K. estd definida como

1 dt H d
=L¢u—mu-ﬁm=A ﬁfﬁ%ﬁ?

La expansién de K en serie de potencias de £?, para £ < I es

2
K(n)=%( +%+%’}+ ) (5.4.4)

Definicién 5.2 La integral eliptica completa de sequnda clase, E, se define como

. 2[2
E(x) =/ d-xt) g
\/l—tz(l—nzﬂ)
_ 1 — x2t2
- 1—12

e
= /2 V1 — KkZsen?pdp.
[}

La correspondiente expansién para E es

E(x) = g (1 _s ) (5.4.5)
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¢ = o+ 27Q(Lo) (5.4.11)

De aqui, que la curva 'y rota un dngulo de 2x§2(lo), que es constante a lo largo de cada curva I'y.
Escribamos la frecuencia € como funcién de H (a través de «), utilizando la expresién (5.4.8):

(5.4.12)

de donde observamos lo siguiente:

2

a) 0 — 0 cuando I'; — la separatriz H = w?. En efecto, Cuando H — w*, k — 1 de donde K — o0

y Q-0
b) @ — w cuando I'; — (0,0). Esto es claro, puesto que K(8) = 7

Puesto que (/) varia continuamente con I, de estos incisos se deduce que algunas curvas I'; son
rotadas bajo T en un angulo conmensurable con 27 y otras lo hacen en un angulo inconmensurable
con 27.

Un mapeo de la forma (5.4.11), para el cual % # 0 se llama mapeo twist y el nimero Q(I)/2r se
llama ntmero de rotacién, mas precisamente:

Definicién 5.3 Dado un anillo, definido en coordenadas polares por A = {{8,7)]a < r < b, con
0 < a < b}, un mapeo T: A — A de la forma

(5) % (0470

y para el cual se cumple la condicidn
dy
—#0
dr 7
se llama un mapeo twist. Al nimero y(r)/2x se le conoce como nimero de rotacién.

Al igual que en una rotacién, las érbitas de un mapeo twist se localizan sobre circulos centrados
en el origen, sin embargo, una caracteristica adicional es que el niimero de rotacién depende de la
coordenada radial. Un mapeo twist T tiene las siguientes propiedades:

(P0) Deja invariantes los circulos.
(P1) Sobre cada circulo para el cual el nimero de rotacién es racional, digamos p/q, las 6rbitas son
peri6dicas, es decir, todos los puntos de esos circulos son puntos fijos del mapeo T9. Esto se

debe a que el mapeo T es la identidad.

(P2} Sobre cada circulo para el cual el niimero de rotacion es irracional las érbitas son densas en ese
circulo.
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Finalmente, utilizando 2 veces la regla de L’Hospital para obtener

df . dQ
E(O)=£1_I}},E(")
resulta
@(0 _ 7[E"(0) + 2K(0) - K"(0))
g = - 32K3(0)
_ )
TR(%)p
_ 1
T Ty

por lo tanto 92(0) # 0 y el mapeo T es un mapeo twist.

5.5 El caso no integrable

Consideremos la ecuacién
# + w¥(t)senz = 0, (5.5.1)

en donde w?(#) varia periédicamente con ¢ y difiere ligeramente de un valor constante:
WHt) = wi(l 4 ecost), e<< ]

La ecuacién (5.5.1) corresponde al movimiento de un columpio.
Sea T, el mapeo de avance a un periodo, correspondiente a la ecuacion (5.5.1). Este mapeo es
“cercano” al mapeo T respectivo, el cual, como vimos en la seccién anterior, estd dado por

I=1
b = ¢o + 27Q(1o) (5.5.2)
El mapeo T, c¢s de la forma
I = lo+ €f(lo,do.¢€)
o = ¢o + 270(1o) + eg(Jo. ¢o, €), (5.5.3)

en donde f y ¢ son analiticas en un entorno 0 < Iy < &, [Imé] < b, y || < &3, para algunos
61, 62, 83 > 0 y preservan el drea d/d¢, debido a que el sistema es Hamiltoniano.

¢ ;Qué cambios sufren las curvas invariantes I'; cuyo nimero de rotacién es racional, y aquellas
cuyo nimero de rotacion es irracional, al perturbarse con T, ?

o ;Qué se puede decir acerca de la estabilidad del origen, bajo el mapeo T, 7
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3. El teorema implica que un circulo invariante para el mapeo Twist no-perturbado:

(i) & (¢+2?Q(Io))

sobrevive a pequefias perturbaciones que preservan irea, deformandose quiza sélo un poco.

4. Existe una infinidad de curvas cerradas concéntricas invariantes que sobreviven al mapeo per-
turbado T,. Nétese ademds que la orbita de cualquier punto, bajo el mapeo perturbado, que se
encuentre entre dos toros invariantes, nunca abandonari esta regién, teniéndose asi, estabilidad
orbital.

5. El teorema twist de Moser no garantiza la existencia de curvas invariantes arbitrariamente
cercanas al origen, por lo cual no asegura la estabilidad del origen bajo el mapeo perturbado.

No obstante la observacién 5, puede utilizarse el lema de la forma normal de Birkhoff y el teorema
(5.3.1), para demostrar la estabilidad del origen del sistema (5.5.1). Hagamos el cambio de variable
z = ] exp(:®) en (5.5.3). Obtenemos:

T(2) = (Io + €f) exp[e(Po + 27Q(Ip) + €g)] = I exp[tPo] exp[272Q(Iy)] exp[ieg] + O(e)

es decir,
T(2) = 20 exp[2mQ(Lo)) (1 +eg + (“2‘?2 + (";)3 + ) +0(e) (5.5.6)
Desarrollando (I) en serie de potencias de I2, alrrededor de [ =0 :
I
Q1Y = Q1) = 0) = I*Q'(0) + EQ"(o) +

Sustituyendo la expresién anterior en (5.5.6) sin subindices y recordando que 1% = zz y Q(0) = w,
tenemos

2

0"(0) + ) (1 + (19 + (Z(Zg') +.. ) + O(¢)

(22)"
2!

T(z,2) = zexp(2mwg) exp 2m (:29'(0) +
Haciendo y := exp(2mwg) y

a(z.2) = ar|z]® + agl=|* + .+ a42] P

en donde
_(0) _0(0) Q2(0)
M T G T
T adopta la forma
T(z,2) = zpexp(ra(z, 2)) + h(z,2), (5.5.7)

en donde
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mapeados radialmente. R, es cercana a C.

Todos los puntos fijos de T? pertenecen a R,, por la construccién de R,. y T!(R) N R, # o,
.puesto que TY(R,) tiene la misma area que R, y encierra al origen. Esta interseccién debe contener
un niimero par de puntos, ya que () # 0, lo cual garantiza que R, sea transversal a T/(R,). Si z
es un punto fijo de TY, entonces la érbita de z bajo T? consta de los puntos r, T.r, Tz, T
los cuales son puntos fijos de T?. Asi, la érbita de z tiene g distintos puntos fijos, luego el numero
de intersecciones debe ser un miltiplo par de g, los cuales son puntos fijos de TY.

[ ]

De la demostracién del teorema anterior, observando el sentido de las flechas. podemos afirmar
que la mitad de los puntos fijos de T? son elipticos y la otra mitad son hiperbdlicos, formando una
sucesién alternante. Examinemos en detalle el efecto del mapeo twist perturbado en la vecindad de
los puntos fijos arriba mencionados.

Aplicando simultaneamente el teorema twist y el teorema de Poincaré-Birkhoff, resulta que en
una vecindad de cada punto fijo eliptico hay curvas cerradas invariantes irracionales, y las curvas
racionales que lo rodean se usan como una nueva estructura de puntos fijos, la mitad de los cuales son
elipticos y en cuya vecindad hay curvas cerradas irracionales invariantes, rodeadas por mas puntos
fijos elipticos, y asi sucesivamente ad infinitum. Cada punto fijo eliptico es un microcosmos del
total, para escalas infinitamente pequenias. ;Qué sucede alrrededor de los puntos fijos hiperbdlicos?
Para entender cémo se comporta un mapeo en la cercania de un punto fijo hiperbdlico utilizaremos
resultados generales acerca de teoria de mapeos. Un oscilador con un grado de libertad, como el
péndulo, tiene una separatriz que une suavemente las 6rbitas que salen vy que entran de los puntus
singulares. Hemos visto que el péndulo tiene un punto hiperbélico (mod 27), pero en general, tenemos
una cadena de kn puntos hiperbdlicos, los cuales, en un sistema integrable, tienen una separatriz
suave que une a los puntos hiperbélicos con sus vecinos cercanos. Para el caso de un sistema “cercano”
a uno integrable con dos o més grados de libertad la situacion es mas complicada. En cualquier punto
hiperbdlico H se intersectan cuatro curvas invariantes, las dos trayectorias de entrada de la separatriz
H?,y las dos trayectorias de salida de la separatriz H~. Un punto x estd en H™, si llega a H después
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propio movimiento cadtico, intersectdndose repetidamente uno a otro y a la separatriz de primer
orden en puntos heteroclinicos. Estas orbitas llenan densamente el espacio dispomible por ellas.
Las intersecciones de las érbitas en puntos homdclifiicos demuestran que no puede existir un toro
invariante (KAM) en tales puntos [8]. Como puede vislumbrarse a partir de la explicacién anterior,
la dindmica del sistema (5.5.1) en el interior de la separatriz es muy compleja.
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