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Introduccion

El surgimiento de sistemas axiométicos para teorias de conjuntos de
modo natural da origen a preguntas acerca de la fortaleza y debilidad
de tales sistemas, sobre todo si van a ser considerados como funda-
mentacién de las matemdaticas. Por ejemplo, preguntas referentes a la
potencia del continuo y al estatus del axioma de eleccién son asuntos
importantes en Matematicas que han dado impulso al trabajo de los
tedrico-conjuntistas. El fracaso para responder esas preguntas y otras
mas dentro de ZF, junto con la prueba de Godel acerca de enuncia-
dos formalmente indecidibles, trajeron a primer plano la cuestién de la
independencia de enunciados.

Un modelo para una teoria T es una interpretacion para su lenguaje
en la cual los enunciados o teoremas de T son verdaderos. Asi, en el
caso de la teoria de conjuntos, una interpretacion consta de un universo
de individuos, los conjuntos, y una relacion binaria entre ellos que inter-
preta al predicado € del lenguaje; esta intepretacion puede o no ser la
relacion de pertenencia entre conjuntos. La teoria de Zermelo-Fraenkel
con Eleccién (abreviado ZFC) se ha convertido en la formalizacién de
la teoria de conjuntos mas ampliamente aceptada.

Si 0 es un enunciado del lenguaje de teoria de conjuntos, se dice
que o es independiente o indecidible de ZFC si ni ¢ ni —o se prueban
a partir de ZFC (denotado por : ZFC tf o0 y ZFC t/ =0, respectiva-
mente). Es imposible dar una prueba absoluta de que algiin enunciado
es independiente de ZFC, pues la sola existencia de un enunciado que
no se prueba a partir de ZFC es equivalente a la consistencia absoluta
de ZFC; lo cual es indemostrable, debido a un teorema de Godel.

Se dice que una teoria es consistente si no se deduce de ella ninguna
contradiccion. Aunque no es posible demostrar la independencia ab-
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soluta de un enunciado, si es posible dar pruebas de independencia
relativa; relativa a la consistencia de la teoria, de la siguiente forma:
S1 ZFC es consistente entonces o es independiente de ZFC.

Un resultado fundamental de la l6gica matematica es el Teorema
de Completud de Godel: Una teoria T es consistente si, y solo si, T
tiene un modelo. Se abreviard ‘ZFC es consistente’ como Cons(ZFC).
Si T es una teorfa se escribird T + o en lugar de T U {o}. De manera
elemental se obtiene lo siguiente:

T W o si, y sélo si, T + —o es consistente;
y por el Teorema de Completud:
T Vo si, y sélo si, T + —o tiene un modelo.

De lo anterior se sigue que la afirmacion de independencia relativa
de un enunciado o, en la teoria ZFC, tiene las siguientes formas equiv-
alentes:

a) Si ZFC es consistente entonces ZFC I/ o y ZFC I/ —o.
b) Si Cons(ZFC) entonces Cons(ZFC + —o) y Cons(ZFC + o).

c¢) Si ZFC tiene modelo entonces ZFC + —o tiene modelo y ZFC + o
tiene modelo.

Y para tener una prueba de independencia relativa de un enunci-
ado o, respecto a la teoria ZFC, basta con probar cualquiera de las
afirmaciones anteriores lo cual requiere dos demostraciones.

1. Probar la consistencia relativa de —o respecto a ZFC; o sea:

Cons(ZFC) = Cons(ZFC + —o).

2. Probar la consistencia relativa de o respecto a ZFC; o sea:
Cons(ZFC) = Cons(ZFC + o).

Lo cual quiere decir que agregar ¢ o —o a la teoria ZFC no lleva a
contradicciones a menos que ZFC fuera ya contradictoria.

Un ejemplo muy conocido de consistencia relativa, obtenido por
Godel, es la consistencia relativa del Axioma de Eleccién (AE) respecto
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de ZF : Cons(ZF) = Cons(ZFC). La prueba de este resultado involu-
cra al Universo Constructible L de Godel. Este es el universo de todos
los conjuntos definibles con el lenguaje de la teoria de conjuntos. En
principio, no hay ninguna razon para considerar que el universo L es
igual al universo de todos los conjuntos, denotado este por V. La de-
mostracion de la consistencia relativa de AE se hace mostrando, desde
la teoria ZF, que el universo L es modelo de ZFC, lo cual quiere de-
cir que Cons(ZFC) se sigue de Cons(ZF). Esta técnica, llamada de
modelos internos de ZF, sirve para probar la consistencia relativa del
Axioma de Eleccion, de la Hipétesis del Continuo(HC), de la Hipétesis
Generalizada del Continuo (HGC) y del Axioma de Constructibilidad
(V=1L).

Cuando se consideran las negaciones de los enunciados anteriores
la técnica de modelos internos ya no funciona, debido a que en el uni-
verso L todos los enunciados: AE, HC, HGC, V = L, son verdaderos y
ademas L es minimal entre todos los modelos internos que son subclases
de V. El método de Forcing, creado por Cohen en 1963, proporciona
las pruebas de consistencia relativa de las mencionadas negaciones y
proporciona por lo tanto la prueba de la segunda parte de su indepen-
dencia relativa; es conveniente tener en cuenta que también el método
de Forcing proporciona las pruebas de consistencia relativa para las afir-
maciones de HC, HGC, V=L, etc. y no solo sirve para las negaciones,
es pues un método mas general que el método de modelos internos.

Cuando un modelo de ZF interpreta el simbolo de pertenencia el re-
sultado puede ser un modelo estindar, o natural, en el cual la relacién
de pertenencia interpretada sigue siendo la misma relacién, pero puede
suceder que el resultado sea una relacién distinta a la relaciéon de
pertenencia, en este caso se llama un modelo no-estandar. Una clase
M es transitiva si todo elemento de M es un subconjunto de M; es
decir, si los elementos de los elementos de M son elementos de M:
Ve € M (Vw(w € x — w € M)). El hecho de que un modelo estdndar
de ZF 6 de ZFC sea transitivo facilita los conceptos y las demostra-
ciones, ademas de tener propiedades muy convenientes.

La idea general del método de forcing para pruebas de consistencia
relativa , con el enfoque de modelos estandar, transitivos y numerables,
a grandes rasgos, es como sigue:
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1 Se parte de la suposicién de que se tiene un modelo (modelo base)
M estandar, transitivo y numerable de ZFC.

2 Sea o el enunciado en cuestion, del cual se quiere probar su con-
sistencia relativa.

3 Mediante un procedimiento general bien definido, con un deter-
minado orden parcial P € M, se construye a partir de un especial
subconjunto G C P, G ¢ M - llamado filtro genérico- una ex-
tensién de M - llamada la extensidn genérica- denotada por M[G],
que satisface: M C M[G], G € M[G] y los ordinales de M y de
M|[G] son los mismos.

4 M[G] es modelo estandar, transitivo y numerable de ZFC + o.
La extensién genérica puede pensarse intuitivamente como el con-
junto MU{G} cerrado bajo las operaciones de teoria de conjuntos.
Esto se logra definiendo M[G] de tal modo que sus propiedades
estén completamente determinadas por las propiedades del mod-
elo base M, del orden parcial P y del filtro genérico G.

5 La definicién de la extension genérica M |G| se hace a partir de M
utilizando nombres de los que seran los objetos de M[G]. Tales
nombres son objetos de M definidos por recursién a partir del
orden parcial P.

La definicién del orden parcial P es determinante para que M|[G|
sea modelo o no de o, a excepcién de esto, el resto del procedimiento es
general. El método de forcing proporciona una prueba de:si ZFC tiene
un modelo estandar, transitivo y numerable entonces ZFC + o tiene
un modelo estindar, transitivo y numerable. A partir de esto no es
inmediata la consistencia relativa de o respecto a ZFC, pues Cons(ZFC)
no implica que exista un modelo estandar, transitivo y numerable de
ZFC. Se ve asi que el método de Forcing proporciona una técnica para
construir modelos con determinadas caracteristicas matematicas.

Usando el Teorema de Reflexién, se puede transformar la impli-
cacion que proporciona el método de forcing en una prueba de consis-
tencia relativa en la forma: Cons(ZFC) = Cons(ZFC + o). Por otro
lado, usando ademas el Teorema de Compacidad de la 16gica de primer
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orden se puede hacer la transformacion anterior de modo semantico.
El teorema de Compacidad afirma que: cualquier conjunto de enun-
ciados de un lenguaje de primer orden tiene un modelo si todos sus
subconjuntos finitos tienen un modelo.
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Capitulo 1

Prerrequisitos

En todo lo que sigue se adoptaran la notaciéon y las definiciones sigu-
ientes . ZF denota la teoria de Zermelo-Fraenkel comunmente adoptada
{ver p. ej. [14]}, con los axiomas: Extensionalidad, Vacio, Par, Unién,
Separacion, Potencia, Infinito, Reemplazo, Regularidad.

ZFC = ZF+ {Axioma de Eleccién}.

ZF~ =7F\ {Axioma de Regularidad}.

ZFC™ = ZFC\ {Axioma de Regularidad}.

Un Relacional es una clase R tal que:
Valr € R — 3y, z (z = (y,2))].
Una Relacion es un relacional que es un conjunto.
Un Funcional es un relacional F' tal que:
Va,y, 2 [(z,y) € F A (z,2) € F —y=2z].

Una funcion es un funcional que es conjunto.
Si R es un relacional,

Dom(R) = {y:3z(y,z) € R} dominio de R.
Ran(R) = {z:3y(y,z) € R} rango de R.
Cam(R) = Dom(R)U Ran(R) campo de R.

Un relacional R es bien fundado si

Valz #DOANx C Cam(R) —

9
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Wy ez AV2(z €z — (2,y) € R))].
La clase de los R-predecesores de x, xR , se define como:
zr={y: (y,z) € R}.

Un relacional R es limitado por la izquierda si para cualquier con-
junto z, xg es conjunto.Es decir:

ZF FVz3wVz(z € w < (z,z) € R).

1.1 Colapso de Mostowski.

Sea M una clase y E un relacional. Se define recursivamente la nocién
de (M, E) | ¢:

(ME)E z~y si z=y

(MEY[E= z€y si zBy

(M,E) | —« si (M,FE) £«

(M,E) | anp st (ME)Fay(ME)Ep
(M,E) = VYxa si Ye(reM — (M,E) E a)
(M,E)E Jrza si Jz(zre MAN(M,E) E a).

Se define por recursion la relativizacion de p a (M, E), ™) como

= (z=y)

By

~ (a)

o MLB) A GUME)

Vo (x € M — ofME))
= Jx (v € M A aWME)),

D 2 N~~~

Cuando E =€, la relativizacién de ¢ a (M, €) se denota mediante
oM vy es llamada relativizacién natural o estdndar.

Teorema 1.1 Teorema Fundamental de Modelos Internos.
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Si ', 3 son conjuntos de enunciados y M una clase (formula) tales
que
(1) TF3x(xe M)
(2) TkFo™ paratodoo e,

entonces: Cons(I') = Cons(X).
Si, junto con (1) y (2), X F ¢ entonces T'F oM.

El enunciado de este teorema intuitivamente dice que: si desde I'
se prueba que M # () y M es modelo de ¥ entonces se tiene que Y es
consistente si I' lo es. Si ademas ¢ se deduce de ¥ entonces, desde T,
se prueba que M es modelo de .

Demostracion.Si Cons(I') entonces existe A = (A, ¢) tal que A =T
Asi :

(1) AEdz(xe M)

2) AE o™ paratodoo € X.
Sea B = (B,¢|p), donde B ={a € A: A=z € M[a]} C A. Por

(17), B # (). A continuacién se prueba que B = X. Sea o € X3, por (27)
A = oM entonces, si se cumple el Lema(*):

A o < Bo,

se tiene que B = o y asi B X y Cons(X).

Ahora considérese ¥ F ¢. Entonces ¥ = ¢ . Sea A tal que A =T
entonces, por la prueba anterior, B |= X, por la suposicién se tiene
que B = ¢ v por el Lema(*) resulta que A = ¢™. En consecuencia
I' = oM, de donde T' - oM.

O

Observacién: Se puede generalizar el teorema a (M, E), no nece-
sariamente estandar, defininiendo €® como: €8= E4 N B?; es decir,

GB: {<b1, bg) € B2|A |: (?J()E’Ul) [bl, bg]}
y B = (B, €®) cumple el Lema(*).

Lema 1.2 Lema (*)
Sea p(x1,---,x,) una formula y ay,---,a, € B C A, entonces
Al Mlay, -, a,) si, y sélo si, Bl ¢lar,-,a,]
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Demostracion. Prueba por induccion sobre la formacion de ¢

() p=rmy=p" ép=xcy=p"

Sean ay,a0 € B C A: A x = ylay,a] sii a; = ay sii B = ¢ =~
ylai,as). A2 € ylay,as] sii (a1,a9) €Eel|p =clp=eP sii Bz €
y[a17a2]'

Hipétesis de induccién para 1, x:

(if) ¢ = 0.
A ()Y e AE-@Y) e AEYY © By © BE .
(iif) ¢ =¥ V x.

AE (VO & A @M VM) & A g6 A b M
&BEYOBEXE®BE(¥YVX).
(iv) o = Jz .
AE Gzv)May, ... a0 & AE Jz(z € M AYM)ay, -, ay)
& hayun a € A talque A=z € M AYM [a,ay,. .., a,]
& hayuna € A talque(Al=x € M[a,ay,...,a,] y
AEyvMa,ay,. .., a,))
& hayuna € B tal que A= 4™M [a,a4, ..., ay)
< hayuna € B tal que B =9 [a, a1, -+, ay)
B =3z [ay, ..., a,).

Definicién 1.3

(1) Un Relacional E es extensional sobre una clase M si (M, E) es
modelo de Extensionalidad.

(2) Una clase M es extensional si M es, con E =€, modelo de Exten-
stonalidad.

Teorema 1.4 Esquema General de Recursion.
Sea R un relacional bien fundado y limitado por la izquierda. Sea
G un funcional. Entonces se puede definir un funcional F' tal que

i. Dom(F) = Cam(R)
i. Yo € Cam(R), F(z) = G(F|.,)

ii. Si F' es otro funcional que satisface i y ii entonces F = F”.
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El esquema general de recursiéon puede reescribirse completamente
en el lenguaje de ZF. Puede expresarse para un relacional R sobre una
clase A (es decir: R C A x A) y DomR = A.

Teorema 1.5 Teorema del Isomorfismo.

Dos clases transitivas isomorfas son iquales. FEs decir, si My, My
son clases transitivas y m : (My,€) = (Ms, €) entonces My = My y
m(u) =u, Yue M.

Demostracion. Se vera por €-induccién que Vo € Mi(w(x) = z). Sea
x € M, y, por hipétesis de induccion, Vz € z(m(z) = z). Por demostrar
que 7(x) = x.

Sea z € x, entonces z = w(z) € m(x); pues 7™ es morfismo. Esto
prueba que z C 7(x).

Para probar m(xz) C z, sea t € w(z). Como 7w(zx) € My y M es
transitiva, t € Ms; entonces, puesto que 7 es sobre, existe z € M; tal
que m(z) = t, por lo tanto m(z) € 7(z) luego, como 7 es morfismo,
z=m(z)=tex

Asi que w(z) = x Vo € My y entonces My = M.

O

Obsérvese que sélo basta pedir que M, sea transitiva y 7 un mor-
fismo sobre Ms, para que siga siendo vélido el teorema.

Teorema 1.6 Colapso de Mostowski

Si R es un relacional bien fundado, limitado por la izquierda vy ex-
tensional en una clase A entonces:
i.- Hay una clase transitiva M y un isomorfismo 7w tal que (A, R)
(M, €). Ademds m y M son unicos.
it.- En particular, cualquier clase extensional (con €) es isomorfa a
una unica clase transitiva.
iii.- En el caso ii, si B C A y B transitiva, entoncesVx € B, ©(x) = x.

&

Demostracion.
1.- Sea (G el relacional definido como:

(u,v) € G & Func(u) A Jx(dom(u) = xg) A v = ulzg|
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donde u[zg] = {u(y) : y € zr}. Como se puede ver, G es funcional y
como R es bien fundado y limitado por la izquierda, se puede definir
por recursion un tnico funcional 7 tal que:

dom(m) = A2 Cam(R)
Vee A, n(x) = G(rls,) ={m(2): 2z € xr} =7[rg]

Sea M = {n(z) :z € A} = w[A].

7y M son llamados funcion de Mostowski y Colapso de Mostowski,
respectivamente . Veamos que M es transitiva, m es biyectivo , es
morfismo y tnico, y por consiguiente M es tnica.

M es transitiva.

Sea y € w € M, entonces w = 7(x) para algin x € A. Entonces
w = {m(2) : z € xr}. Siy € w se tiene que y = 7(z), para algin
z € xp, por consiguiente zRx; de donde z € Cam(R) C A. Es decir
ye M.

T _es sobre.

Inmediato de la definicién de M: M = 7[A].

7 es inyectiva.

Aqui se usa la extensionalidad de R en A. Supdngase que 7 no es 1-1.
Sea z € M de rango minimo tal que z = 7(z) = 7(y) con = # y. Como
R es extensional, xr # yg. Sin pérdida de generalidad, sea u € A tal
que u € rp — yr. Entonces, uRx y (u,y) ¢ R. Asi, por definicién de
7, m(u) € w(z) = 7(y) = 2; luego 7(u) € 7(y) de donde 7 (u) = 7(v)
para algin v € yg, por lo que u # v. Pero m(u) € w(y) = z por lo que
rango(m(u)) < rango(z) !.

7 _es morfismo.

Por demostrar: xRy < m(x) € 7(y).

—. Si Ry entonces, por definicién de 7, m(z) € 7(y) = {n(z) : z €
Yr}

—. Si7(z) € w(y) entonces 7(x) = m(z) para algin z € yg; pero como
7 es inyectivo x = z, de donde = € yg; o sea xRy.

Unicidad.

Sean 71, my dos isomorfismos de (A, E) sobre (M, €) y (M, €) re-
spectivamente; entonces M; = M, y, como My y M, son transitivas |,
por el Teorema del Isomorfismo M; = My y mp 0 1y ! — 4d; de donde
71 = my (pues mi(x) = idom(x) = (myomyt) o m(x) = mo(x)).
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ii.- Caso particular con R =€ que es bien fundada, por Regularidad,
y limitada por la izquierda y si M es extensional (con €). Entonces
toda clase extensional es isomorfa a una unica clase transitiva.

iii.- En el caso ii. si B C A, con B transitiva, entonces Vo € B, x C
BC AyasiznNA=uz,dedonde m(x) = [z N A] = 7[zx].

Veamos , por €-induccién, que Vr € B, w(x) = x. Si Vz €
x, m(z) = z entonces (z) = 7w[x] = {n(z) :z €z} ={z:z €2} =2

O

Observacion. Notese que este teorema generaliza el teorema de enu-

meraciéon: todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un tnico ordinal.

Corolario 1.7
St ZF tiene un modelo bien fundado con E limitada por la izquierda,
entonces ZF tiene un modelo estandar transitivo.

1.2 Absolutez y Relativizacion.

Sea  una féormula con a lo mas x1, - - -, x, variables libres. Sean M, N
dos clases no vacias. ¢ es M-N-absoluta sii M C N y

VZL'1, T, Ty € M[(;DM(:L‘Ia e ;xn) = @N(xla e ,$n)]
Para el caso N =V se dice que ¢ es absoluta para M 6 M-absoluta sii
vxla"'?‘rn € M[¢M<I1,,$n> — Sp(xla"'wrn)]

@ es absoluta sii ¢ es M-absoluta para toda clase M no vacia.

La idea es que ¢ significa lo mismo en M que en el Universo. Todo
lo anterior se dice y se hace desde un conjunto de enunciados I' que
puede ser, por ejemplo, ZF,ZF~ ZF \ Potencia, ZF \ Infinito, etc.

Las féormulas x € y, = = y son absolutas.

Lema 1.8
Si @, son M-absolutas entonces (—¢), (¢ A1) son
M-absolutas.

Corolario 1.9
Si ¢ no tiene cuantificadores (booleana), ¢ es absoluta.
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Lema 1.10
St es absoluta para M y M es transitiva entonces 3x € y p es absoluta
para M.

Demostracion. Sea y € M.

Az e yp)M & Jr e M(x €y M)
& Jz(z ey N M)
& Jx(zreyNy)
& dreye.

La segunda equivalencia se debe a que M es transitiva y la tercera a
que ¢ es M-absoluta.
O

Definicién 1.11
i). Una formula del tipo 3x € yp = Jz(x € y A @) se dice que es de
cuantificador acotado.

it). Si ¢ es una formula donde todo cuantificador es acotado, se
dice que ¢ es una Ag-formula o simplemente es A .

Definicion Recursiva de Formula A.

a) TRy, x €Y son Ay.
b) Sip, Y son Ag, entonces —p, o A, Jx(x € y A p) son Ag.

Corolario 1.12
Si M es transitiva, toda formula Ay es M-absoluta, y toda formula
logicamente equivalente a una Ag es absoluta.

Ejemplos.
(1). z C y es (légicamente equivalente a) una Ag:

Vz(z €x — z € y)
—Jzo(z €x — 2z €Y)
—Jz(z € x A=(z € y))
~(Fzex)(~(z €y))

T CyY

rtrtvi

(2) Vx € y ¢ es cuantificacién acotada y es A si ¢ lo es.
En efecto: Vo € yp =Ve(x € y — ) = ~Jz—(z € y — ¢) =
—Jdx(x € y A —yp) = —Fx € y .
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Lema 1.13
Sea Y., conjunto de teoremas de Lyzr, y M clase no vacia tales que

(i) oM para todo o € &
(”) YV, 7-7771(90(3717 e 73:?1) A ¢(£I?1, e axn)a

entonces @ es M-absoluta sii 1) es M-absoluta.

Demostracion. Sean xy, -+, x, € M. Por (i) y (ii) : vM(z1,- -+, x,)
= (PM<Z.17 T 73;11)' Por hlpéteSIS @M(xla e 7xn) A 90(3;17 e 7xn) Yy por
(ii) se tiene que p(z1,- -+, x,) < Y(x1, -+, x,), por lo tanto se tiene:

M
YU (@1, @) o Y@, T0).
La implicacion inversa es andloga a lo anterior.

Corolario 1.14
St p, Y son equivalentes en ZF, 6 modulo ZF, entonces para todo M,
modelo de ZF, ¢ es M-absoluta sii v es M-absoluta.

Lema 1.15
St ¢ es M-absoluta entonces

(i) (Vzxp)M <V los universales bajan
(ii) (3xp)™ = Jr ¢ los existenciales suben

Demostracion.
(i). Vep=>Vo(re M — @) V(v e M — oM) & (Vzp)M,
(ii). Fr)M & Jz(r € M APM) = Fz oM & Tz .

Lema 1.16
Las siguientes relaciones y funciones se pueden definir en ZF~ -Pot-Inf
y son absolutas para modelos transitivos de ZF~ -Pot-Inf.

(@) zey (b)) z=y (¢) zCy

(d) A{z,y} (¢) {«} (f) (zy)

(g) 0 (h) zUy (1) zny

(J) x\y (k) S(z)(=zU{z}) () =« es transitivo
(m) Uz (n) Nx(con x #0) (0) z es par ordenado
(p) AxB (r) dom(R)

q) R es una relacion
t) Res una funcion.

(
(s) ran(R) (
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Lema 1.17
Las siguientes relaciones y funciones se definen en ZF-Pot, y son ab-
solutas para modelos transitivos de ZF-Pot.

(a) xesunordinal (b) zesunordinal limite

(¢) zesordinal sucesor (d) zesordinal finito

(e) eltipodeordende(A,r) (f) o (exponenciacién ordinal)

(9) rbienordena A (h) Cltr(x) (clausura transitiva de x)
(1)  a+ 0 (sumaordinal)  (j) «f (productoordinal)

(k) 0,1,2,--- (1)  p(z) (el rangode x)

(m) w (n) ™A (funciones de n en A)

(o) z es finito (p) A (=U{"A:necw}).

Lema 1.18
Funciones y relaciones no absolutas para modelos transitivos.

Potencia de un conjunto x.
Tener el mismo numero cardinal.

(i

(j

S N N N

(zi1) Seruncardinal.
(tv) La cofinalidad de c.
(v) Ser cardinal regular.

1.3 El teorema de Reflexion.

Se entiende por subférmula cualquier parte de una férmula que a su vez
sea formula. Por ejemplo P(z) A Q(z,y) y Q(z,y) son subférmulas de
la férmula 3z (P(z) A Q(x,y).

Definicién 1.19
Una lista de formulas ©1, @2, -, @n Se llama cerrada por subférmulas
si toda subformula de una formula de la lista pertenece a la lista.

Lema 1.20 Criterio de Tarski-Vaught.

Sean M, N clases, con M C N, y 1, -, @, una lista finita de formu-
las, cerrada por subformulas, entonces las siguientes dos afirmaciones
son equivalentes:

a) o1, on son M —N-absolutas
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b) Para toda ; (i =1,---,n) dela forma 3z p;(x,y1, -, Ym) Se cum-
ple:
vyla"'aymEM [3$EN§0§V($,y1,,ym>—>
dr € M@y@,yl, ’ 7ym)]

Demostracion.

a) = b). Sean ¢; = I ; (T, Y1, Ym) YUY = Y1, Ym € M. Si Iz €
N o (,7), como 3z € N N (z,7) = (Jxg;(z,7))" = ¢ entonces por
la M-N-absolutez de ¢; se tiene que ¢ o sea Jx € M(pé‘”(a:,y) y por
la M-N-absolutez de ¢; se concluye que 3z € M ¢} (z,7).

b) = a). Sea ; cualquiera. Por induccién sobre la formacién de ¢;,
se vera que ; es M-N-absoluta. Si ¢; es atomica, es trivial que es
M-N-absoluta. Si ¢;, ¢; son M-N-absolutas también lo son —¢;, @; A
@;. Supdngase que ; = Jr,;(x,7) y considérese § € M fijo, en-
tonces oM (y) = Jx € Mgoéw(a:,g) =S Mgoév(a:,y). Puesto que
M C N3dzr e N(pév(x,@).Por otro lado, por la suposicién b), Jx €
M ¢ (z,7) © Fv € N (2,7) = ¢ (7).

O

Teorema 1.21 Teorema General de Reflexion.
Sean Z una clase no vacia y, para todo ordinal o, Z, un conjunto, tales
que:

A) a < ﬁ — Zy C Zg.
B) lm(vy) — Z, = UycryZa.
C) Z = UaEOrZa

Entonces, para cualquier lista finita de formulas o1, - - -, @, se tiene que:

Va3p > aler, -, ¢n sonZz — Z — absolutas).

Demostracion. La idea es aplicar el Criterio de Tarski-Vaught con
N = Z y encontrar M = Zg, para alguna 3 > « y para el o dado, y
que cumpla (b) del Lema anterior.

1Con las condiciones A, B, C se define una Jerarquia Acumulativa.
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Sin pérdida de generalidad se puede suponer que la lista ¢q, -+, @,
es cerrada por subformulas. Para cadai = 1,---,n, sea m; el nimero de
variables libres de ¢; y sean G; : V™ — Or y F; : Or — Or funcionales
definidas por:

min{n : 3z € Z, gojz(x,@)} st p; =z p;(x,7)
Gz(ylavymz) = yJdrv e ZQOJZ(.Z',y)
0 en otro caso.

E(S) = Sup{Gi<y17 to aymz‘) YL Ymg € Zﬁ} = sup GZ[Z?Z]

Obsérvese que, V§ € Or, Z¢ es conjunto y entonces, por el axioma de
Reemplazo, {G;(§) : § € Z¢} es conjunto de ordinales; asi que Fj(§)
existe para cada £ € Or.

I . Si¢; no es existencial, F;(§) = 0 para todo £ € OR.

IT . F; esmondétona; en efecto: si& < &, {G;(y) :y € Z¢} C{Gi(y) :
Y € Zg} por lo que

Fi(§) = sup{Gi() : ¥ € Z¢} < sup{Gi(y) : § € Zg'} = Fi(£)).

II Si lim(B) y Vi € {1,---,n} V¢ < B(Fi(§) < () entonces para
cualquier ¢; = 3z p;(x, ) se cumple que:

Yy, s Ym,; € Zg[ﬂl’ € Z(pjz(x,y) — dz € Zﬂ @]Z(xvg)]

Sea ¢; = 3xr;(z,y). Sean yi,---,Ym, € Zg y se supone que
Jx € Z¢f(x,7), entonces, Ix € Zg,g ¢ (x,7). Como lim(f)
Yy ¥ € Zg entonces, por B, 3¢ < 3 tal que § € Z, de donde
Gi(m) < Fi(§) < p. Ast, por A, Zg,; € Zg y por lo tanto
dz € Zgp?(z,7).

IV . Por el lema anterior (b) — a)), silim(3) y Vi € {1,2,---,n}VE <
B(F;(&) < B), entonces 1, - - -, ¢, son Zz — Z—absolutas.
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Veamos que, dado «, podemos encontrar 3 > « tal que
lm(3) AVi e {1, -, n}VE < B(F(E) < P)

Se define, por recursion sobre w:

fo= «
Brer1 = max{Bi1, F1(Br), -, FulBr)}-
Sea f =sup{f, :n € w}. Comoa = By < fy < -+- < -+, es

limite > «a. Sea £ < 3, entonces ¢ < [, para algin n € w, por la
observacion 11,

Asi, V€ < B, F;(§) < [y esto para cada i € {1,---,n}.
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Capitulo 2

Forcing

2.1 Descripcion del Método.

Definicién 2.1
o es refutable a partir de ¥ si —o es demostrable a partir de Y. Es
decir X —o.

Definicién 2.2

Un enunciado o es independiente de un conjunto de enunciados X

st 0 no es ni refutable ni demostrable a partir de X2,

siXU{o} y XU{—c} son ambos conjuntos consistentes de enunciados,
si X U{—o}tyX U{c} ambos tienen modelo.

Definicién 2.3

Un enunciado o es independiente de un conjunto de enunciados > rel-
ativo a Cons(X)

si Cons(X) = Cons(X U {c}) A Cons(XU{—c})

si Cons(X) = X U {o} tiene modelo y XU {—c} tiene modelo,

si Cons(o) = X/ -0 N ¥/ o.

El teorema siguiente nos da condiciones suficientes para tener mod-
elos estandar.

Teorema 2.4
Sea M un conjunto transitivo que satisface las siguientes condiciones,

23
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w € M, (Infinito™, pues w es el minimo inductivo).

Todo subconjunto de M definido por una formula de Lyg rela-
tivizada a M que estd contenido en un conjunto que pertenece a
M es él mismo un conjunto que pertenece a M, (Separacion™ ).

Para toda formula ¢ cuya restriccion a M es una relacion fun-
cional en M, la imagen bajo o™ de cualquier conjunto que per-
tenece a M y que esté en el dominio de oM, es ella misma un
conjunto que pertenece a M, (Reemplazo™ ).

Para todo conjunto a € M, P(a) N M estd contenido en un con-
junto que pertenece a M, (Potencia™, con ii. se ve que P(a) N
MeM).

Ve € M,Jx € M ¢ Ux estd contenido en un conjunto que
pertenece a M, (Unién™ ).

Entonces (M, €) es un modelo de ZF.

Demostracion. Lo anterior se cumple pues:
a) M es transitivo = Extensionalidad™.
b) (M, €) estandar = Regularidad™. Pues:

Sea ¥ € M, supéngase que Jy € M(y € z), es decir = # (). Sea x

M:

{lyeM:yea} C M, aM#£0D;ysea ye ™ tal que Vz € 2M(2 & y).
Por lo tanto, Jyly e M Ay € x AVz(z € M Az € x — z € y)| (es decir
Regularidad™).

¢) Los axiomas Vacio y Par se pueden demostrar a partir de los otros.

a

Comentarios acerca de Modelos en ZF.

1.

Si ZF tiene un modelo estandar entonces ZF tiene un modelo tran-
sitivo, contable y estandar (abreviado: modelo contable, tran-
sitivo y estdndar). Sea (M, €) = ZF. Por Lowenheim-Skolem
Fuerte (descendente) existe M’ numerable tal que (M’, €) |= ZF,
pues (M’ €) = (M, €) es subestructura elemental. Ahora, por el
colapso de Mostowski, ya que (M’, €) es un conjunto bien fundado
y limitado por la izquierda (por ser M’ estdndar con €), existe
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un conjunto M” transitivo tal que (M’, €) = (M”, €) y entonces
(M", €) es modelo contable, transitivo y estdndar de ZF.

Obsérvese que no se puede invertir el orden de aplicacién de los
teoremas, pues si (M, €) es transitivo y (M',€) < (M, €) no
necesariamente M’ es transitivo.

2. Si ZF tiene modelo entonces tiene modelo numerable. Se aplica
Lowenheim-Skolem. Pero no se puede decir que tal modelo sea
bien fundado ni que sea estandar.

3. Si ZF tiene modelo bien fundado (es decir (M,E) = ZF y E
bien fundada sobre M) entonces ZF tiene modelo estandar tran-
sitivo.  Se aplica Colapso de Mostowski. Entonces, aplicando
Lowenheim-Skolem junto con Colapso de Mostowski, se puede
tener un modelo contable, transitivo y.

4. Supéngase que se quiere probar (desde ZFC) la consistencia rela-
tiva de ZF + V # L. Recuérdese que ZF + (V = L)*. Si hay un
modelo clase estandar N de ZF + V # L, por la minimalidad de
L, se tendria L. C N pero L # N (pues V = L es cierto en L y
falso en IV); asi pues habria una extensién propia de L. Argumen-
tando desde ZFC se concluye que ZFC = V # L ! (suponiendo
Cons(ZFC) pues ZFC + V = L es consistente relativo a ZFC).

La solucion serd trabajar con conjuntos modelo N para ZF + V
# L. El argumento anterior aplicado a N usando minimalidad de
L para modelos conjunto lleva a que:

Loovy C Ny Lovy # N

que no contradice V = L, (V = L no se puede contradecir). Asf si
x € N\ Loy entonces x todavia puede estar en L en cuyo caso
pL(z) > o(N).

Ideas del método de Forcing.

1.- Ingenua. A partir de un modelo contable, transitivo y estandar
M de ZFC (el modelo base) dar un procedimiento general para expandir
M a un modelo contable, transitivo y estandar N de ZFC tal que
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M C Nyo(M)=o(N), (N es la extensién genérica de M). Si sucede
que M # N, N satisfara V # L, ya que por resultados anteriores:

LN:LO(N) :Lo(M) =LMcMCN

y por consiguiente LY C N; de donde (V # L)V o sea que N satisface
V # L.

Obsérvese que esto no prueba que V # L (de hecho esto no se
puede probar pues si # € N \ Lyv), = puede aun estar en L solo si
pL(x) > o(N).

Si se supone Cons(ZFC), se quiere probar Cons(ZFC+V # L).
Pero bajo la suposicién de la consistencia de ZFC no se puede asegurar
que haya un modelo contable, transitivo y estdndar de ZFC. Lo tnico
que se tiene es que hay un modelo conjunto de ZFC, esto por el Teo-
rema de Completud de Godel, el cual, por el Teorema de Lowenheim -
Skolem, es numerable.

2.- Ingenua-Realista. No se necesita un modelo contable, transitivo
y estandar de todo ZFC; basta que el modelo lo sea de un pedazo finito;
esto si se tiene por el Teorema de Reflexion, el Colapso de Mostowski y
el Axioma de Eleccion. Lo que se hace es partir de un modelo con-
table, transitivo y estandar para un conjunto finito de axiomas de
ZFC, digamos M, el cual es el modelo base. Se da un procedimiento
general para expandirlo a un modelo contable, transitivo y estandar
de ese conjunto finito de axiomas de ZFC, digamos N, con M C N
y o(M) = o(N), (N = extensién genérica deM 6 N = M[G]) y si
M # N, N satisface V # L. Con lo cual se tiene un método para dar
pruebas de consistencia relativa.

Teorema 2.5
Sea o un enunciado de Lzr. Sea M un modelo contable, transitivo

y estdndar de ZFC y supongase que se puede construir una extension
genérica M[G] D M tal que M[G] es modelo de o y de ZFC. Entonces

ConsZFC = Cons(ZFC + o)

Demostracion.. Si ZFC + o es inconsistente, hay un conjunto de ax-
iomas 1, 9, -+, ¢, de ZFC y un enunciado « tal que

©1,P2, 5 P, 0 F a A na.
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Como una prueba es un objeto metamatematico finito, es facil ver (de
manera recursiva) que hay un subconjunto finito > de axiomas de ZFC
tal que para todo modelo contable, transitivo y estandar M de Y hay
una extensiéon genérica M[G] de M la cual es un modelo contable,
transitivo y estandar de X y de {p1,p2, -, ¢n,0}. Del Teorema de
Reflexion se tiene que

ZFC F 3M (M es modelo contable, transitivo y estandar de XU{pq, -, on});
entonces

ZFC F 3N (N, es modelo contable, transitivo y estandar de XU{¢1, -+, vn,0}),
donde N = M|[G]. Asi por la suposicién,

ZFC F AN(N es modelo contable, transitivo y estandar y (o A =a)™),

de donde
ZFC F o A (ma)V

y ZFC es inconsistente.

Definicién 2.6
Un orden parcial es un par (P, <), donde < es una relacion reflexiva,
antisimétrica y transitiva sobre P.

En todo lo que sigue se supondra que si (P, <) es un orden parcial
entonces existe un elemento 1p tal que Vp € P(p < 1p). Como es
comin, P denota a (P, <, 1p). Los elementos de P seran llamados
condiciones, vy si p < q entonces se dird que p extiende a q.

Definicién 2.7
G es un filtro sobre P si G C P y

i) Vp,q e GIre G(r<pAr<q)
ii) VpeEGVgEP(p<q—qeQq)

Definicién 2.8
Sea P un orden parcial.
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a. Una cadena en P es un conjunto C C P tal que Vp,q € C(p <
qVq<p).

b. p y q son compatiblesen P siIr e P(r < pAr <gq). Sipyq
no son compatibles se denotard como p L q.

c. Una anticadena en P es un conjunto A C P tal que Vp,q € A(p #
q — p L q). Obsérvese que si p, q son distintos elementos de A,
son incomparables.

d. D esdensoen P si D CP yVpeP3qe D(qg<p).

Definicién 2.9
Sea P € M un orden parcial. G es P-genérico sobre M, si

1) G esun filtrosobre P,
2) VD(D esdensoen Py D e M — GND #0).

Lema 2.10
Sean M a lo mds numerable, P € M un orden parcial y po € P. Hay
un G que es P-genérico sobre M tal que py € G.

Demostracion.. Como M es a lo mas numerable, podemos considerar
una enumeracion de todos los subconjuntos densos de P que pertenecen
aM:{D,:ne€w}, {D,:n¢€w} puede ser finito o vacio). Recursi-
vamente se elige una sucesion:

Go=p0 Y YN <W, 1 < Gn CON Gpi1 € Dy;

esto es posible pues D,, es denso en P para todo n < w; asi py = qp >

Q=G
Sea G ={peP:3In<w(g, <p)}. G esun filtro P-genérico sobre

M y pg € G, pues:

1. Dados p,p’ € G existen g, y gy tales que ¢, < py gy < p’; como
los ¢’s estan en una cadena: g, < ¢y 6 gy < ¢p; por consiguiente,
existe re Gtalquer <pyr<p, (r=gq,6r=qy).

2. Sipe Gyp>q para algin ¢ y si ¢ > p, por transitividad se
tiene que g > ¢;, de donde ¢ € G.
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3. Sea D denso en P tal que D € M, es decir D = D,, para algin
n € w, de donde ¢, € D, NG # ().

O
Observaciones.

1. En las aplicaciones M sera un modelo contable, transitivo y estandar
de ZFC y (P,<) € M. Las nociones de orden parcial y denso son
absolutas para tales modelos.
2. {D € M : D esdensoen P} = {D : D es denso en P} pero que
sea contable tal coleccion no es absoluto. Usualmente este conjunto no
serd contable en M.

Lema 2.11
Sean M, modelo estindar y transitivo de ZF, P € M un orden parcial
tal que

VpePIq,rePlg<pAr<pAqLlr)

y G es P-genérico sobre M, entonces G & M.

Demostracion.. Supéngase que G € M, entonces D = P\ G € M; ya
que la diferencia conjuntista es absoluta. Ademds, D es denso pues: si
p € P y q,r satisfacen la condicion del lema entonces ¢, no pueden
ambos estar en GG, pues este es filtro. Asi p tiene una extension en D, es
decir 3t € D(t < p), (tesqdr). Sin embargo GND = () contradiciendo
la definicién de genérico.

O

Si P satisface la condicién del lema, se dira que es frondoso.

Corolario 2.12
Si P no es frondoso entonces hay un filtro G sobre P que intersecta a
todos los densos de P, y siP € M, G € M.

Demostracion.. Como P no es frondoso, existe py € P tal que:
Vg, € P(q < po Ar < py — q compatible con r). (1)

Sean Q ={qg€eP:q<p} CPeMyG={reP:3qgeQ(g<
r)} € M. G es P-genérico y G € M. Por (1) y de la construccién se
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ve que G es filtro. Sea D denso en Py D € M. Entonces existe d € D
tal que d < pg, por consiguiente d € ) C G, es decir d € G N D # (.
Ahora, como P € My Q ={q € P: p(q)} donde p(q) = ¢ < poy
G={reP:¢(r)} donde (r) =3q € Q(qg <), ¢ v ¥ son absolutas,
por el Axioma de Comprensiéon: Q € My G € M.

O

Corolario 2.13
Sea M un modelo estindar y transitivo de ZFC y P € M. Entonces P

es frondoso si, y solo si, para todo filtro G C P, P-genérico sobre M,
G¢M.

Corolario 2.14

Sea M un modelo transitivo de ZFC, P € M y G un filtro P-genérico
sobre M. Entonces G es un filtro mazimal, o sea si p € P\ G entonces
existe ¢ € G(p L q).

Demostracion.. Seap e P\Gy D,={qeP:qLpVvg<pleM
(Axioma de Separacién). D, es denso en P: sear € P, sir L p
entonces r € D, yr <r. Sir L p, sea s < r,p, entonces s € D, y
s <r. Asi D, NG # (). Por consiguiente 3¢ € G(p L ¢) (pues si ¢ <p
entonces p € G!).

O

La idea para definir M[G] es la siguiente:
M|G] = {x : x puede definirse a partir de G aplicando procedimientos
tedrico-conjuntistas definibles enM }.

Para cada x € M|[G] existird un nombre de z, digamos 7, en M; el
cual dice como construir x a partir de G. El nombre 7 nombra a
Ta € M[G]. T es conocido en M, pero 7¢ no es conocido en M, aunque
7 dice como construirlo con operaciones de M, a partir de G. Pero G
no es conocido en M. En general G ¢ M.

Definicién 2.15
Sea P un orden parcial, 7 es un P-nombre si 7 es una relacion y

Y(o,p) € T(c esunP — nombre Ap € P)
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Esta definicién nos dice que 7 es P-nombre si 7 es una relacién cuyo
dominio es un conjunto de P-nombres y cuyo rango es un conjunto de
condiciones de P. La definicién es recursiva.

Ejemplos
1. @ es un P-nombre.

2. Si p,q € P entonces {(0),p)} es un P-nombre. También
{{(0,p),{D,q)} es un P-nombre.

3. SIACP, {(0,p) : pe€ A} es un P-nombre.

Siguiendo el esquema de recursion , la clase de los P-nombres se
define rigurosamente como:

vE =0
vE = PP xP)=(z:2c VP x P}
VWP = Ug<y VBP si v es un ordinal limite

vP = Uacor VaP es la clase de los P-nombres.

Ser P-nombre es absoluto para modelos transitivos. También VaP
es absoluto.

Si M es modelo transitivo de ZFC y P € M, MP =vP Ao
bien por absolutez:

MP = {7 € M : (tres P-nombre)} = vP A

Definicién 2.16
Sea P un orden parcial y G
al

C P. Se define, para cada P-nombre
T, T¢ = ic(T) = ¢a(1) = {ig(o) :

dp € G({o,p) € 7)}.

g

La definicion recursiva explicita de i sobre la definicion de los vP
es:

i ig(0) = 0.
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ii. Supdéngase que para todo P-nombre 7 € VBP, [ < a, ig(T) esta
definida

Si « es limite, no hay nada que definir.
Sia=0+1y7e€ VaP, entonces

ic(r) = {ic(o) : 3p e G((o,p) e T) Ao € VE ).

Por ejemplo: ig({(0,1p)}) = {0}, pues 1p € G para todo G. En
general:

o ={ 3250

ig(T) es absoluto para transitivos que tengan a G, por las mismas
razones que ser P-nombre. Pero no significa nada para el modelo M a
menos que G esté en el modelo M, lo cual en general es falso.

Definicién 2.17
St M es modelo transitivo estandar de ZFC. P € M y G C P, entonces

M[G] = {ig(r) : 7 € MPY = ig[MF].

Lema 2.18 Minimalidad de M[G].
Sea M un modelo transitivo de ZFC, P € M, y G C P. Si N es modelo
transitivo de ZFC con M C N y G € N entonces M|G] C N.

Demostracion.. Para cada 7 € MP, 7 € N (pues MP c M c N)y
G € N; por lo tanto ig(7) = (ig(7))" € N.
O

Si M|G] es realmente una extensién de M, es un modelo transi-
tivo de ZFC y G € M|G], entonces M[G] serd la minima extensién
genérica de M que contiene a G. En este sentido se puede ver a M[G]
como la cerradura de M U{G} bajo las operaciones tedrico-conjuntistas
definidas en M a partir de G.

Observacién. Para cada p € G siempre se puede encontrar un P-
genérico G, esto por el lema(2.10). Si P es frondoso, G € M y como
P € M entonces G C P. Si existe ¢ € P\ G tal que ¢ L p, habra
un genérico G’ para el cual ¢ € G' y p ¢ G'. Asi para algin p € P
puede haber un genérico en el cual estd y otro genérico para el cual
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no estd. Entonces ig(7) puede depender de G sin embargo en algunos
casos ig(7) no depende de G. Por ejemplo,

ic({{0,1p)}) = {ic(0)} = {0},
para todo genérico G, ya que 1p pertenece a todo filtro.

Definicién 2.19
Sea P un orden parcial, se define el P-nombre canénico de z, denotado
I, recursiwamente como:

i={(y,1p):y € v}
La definicién recursiva explicita es:
i 0 =0.

ii. Si "y estd definido para todo y con p(y) < a y si p(z) = «
entonces "z = {("y, lp) 1 y € v}

7 es absoluto para transitivos y si z € M entonces ¢ € M.

Ejemplos.

0=0; 1={0}"={(01p)k

2={01}"={(0,1p), (L 1p) } = { {0.1p), ({{0,1p)}. 1p)};
3={(0,1p), (L 1p), (2, 1p)}.

ig(0) = ig(0) = 0;

1) = ic({{0,1p)}) = {0} = 1;
Para ver que G € M|G], se necesita disenar un nombre I" para G

en M de tal manera que ig(I') = G.

Definicién 2.20
Si P es un orden parcial, sea I' = {(p,p) : p € P}.

Es claro que el P-nombre I' depende de Py, al contrario de los
nombres canénicos, el objeto nombrado por I' depende de G. Ademas,
si P € M, por la absolutez, I' € M.
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Lema 2.21
Si M es modelo transitivo de ZFC, P orden parcial en My G C P es
filtro, entonces

Vo € Mz e MY Nig(s) = 2]

a.
b. ig(T') = G yporlotantoG € M[G] = ig[MP}
c. M C M[G]
d. M|G] estransitivo.
e. vre MPp(ia(r) < p(7)].
fo o(M[G]) = o(M).

Demostracion.

a. Sea x € M, por la absolutez del nombre canénico £ € M P g
prueba por €-induccién sobre x que ig(Z) = x:

ic(07) =iq(0) =0

Supongamos que si p(y) < « entonces ig(y) = y. Sea x tal que p(z) =
«. Sabemos que Z = {(¢, 1p) : y € x} entonces, por la definiciéon de &

v 1p,

{ic(o) - 3p € G((o,p) € 2)}
{ic(9) : y € v} pueslp € G
= {y:y € x} por hipétesis de induccién.

ic(7)

b. Se obtiene a partir de 7., pues si x € M entonces T € MmP y T =
ic(#) € i6|MF] = M[G).

c. ig(l') ={ic(o) : Ip € ic((o,p) €'} ={ic(p) : p € G}
={p:peG}=0G.

d. Como M[G] = ig[MP]y MP =vP n 1,
ic(r) = {ic(o) : 3p € G({o,p) € 7}.

Si z € y € M[G] entonces y = ig(7) para algin 7 € ]\/[P, por lo tanto
TeMyrTe VP y ¢ = ig(o) para algin p € G tal que (o,p) € T,
por consiguiente o € vP y o € M, luego 0 € MP . Por 1o tanto
z=iglo) € M[G] = ic[MP).
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e. Sea 7 € MY, Considérese inductivamente que si (o,p) € T entonces
plic(o)) < p(o), donde p(ic(r)) = sup{p(ic(c)) +1: 3p € G((o,p) €
7)}. Sabemos que o € {o} € {{0},{0,p}} = (0,p). Luego, si (o,p) € T
entonces plic(0)) < plo) < pl{o}) < p(r); asi due plia(0)) +1 < p(r),
por lo tanto p(ig(7)) < p(7).
f. Por definicién, o(M) = M NOR = el menor ordinal « tal que a € M,
asi que o(M) < o(M[G]) pues M C MI[G]. Sixz € M entonces p(z) =
(p(z))M € M. Si o(M) < o(M[G)) entonces Ir € MP = VP 1 11 tal
que ig(7T) = o(M), luego, por v., se tiene: o(M) = p(ig(7)) < p(7) €
M, es decir o(M) € M !. Por lo tanto o(M) = o(M[G]).

O

Definicién 2.22

o,7) = {({o,1p), (. 1p)}.
) = up(up(o,0), up(o,7)).

Observaciones.
1. El nombre de la pareja {ig(c),ig(7)} estd dado por up(o, 1) € MP
donde 0,7 € MY es decir, ig(up(o, 7)) = {ic(0),ic(1)}.

2. El nombre del par ordenado (ig(0),ic(7)) esta dado por op(o,T) €
MP . Pues ig(op(a,7)) = ic(up(up(o, o), up(a,T)))

= ig({<up((7, U)? 1P>7 (up(a, T)? 1P>}) - {ig<up(0', U))? ig(up(O', T))}

= {{ic(0)} {ic(0),ic(T)}} = (ia(0),ic(T)).

Lema 2.23
St M es modelo transitivo de ZFC, P orden parcial en M, G filtro sobre

P, entonces
MIG| & Extensionalidad N\ Regularidad N Par A Unién A Infinito.

Demostracion..
Extensionalidad. Por ser M[G] transitivo.
Regularidad. Por ser M[G] estandar.

Par. Sean z,y € MJG]; se pueden encontrar o,7 € MP tales que

x = ig(o), y = ig(7). Entonces up(o, 7) € MmP y ig(up(o, 7)) =
{ic(0), ic(T)} € M|G].
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Unién. Sean a € M[G] y 7 € MP tales que a = ig(T). Sea
m = Udom(T), entonces m € MP | por tanto ig(m) € M[G]. Veamos que
Ua Cig(m). Sic € a=ig(r), ¢ =ig(o) para algin o € dom(r). Como
o C m, entonces ¢ = ig(0) C ig(m) (por definicién de ig(o) y ig(m)).
Asi Ua C ig(m). Para ver que Ua € M|G] falta el Axioma de Com-
prensién en MI[G].
Infinito. Como M es modelo de ZFC, w € M. Asi w™ = {(n",1p) :
n € w} € M, lo cual se prueba con induccién simple. Por Lema
221, ig(w”) = w € M[G]. M[G] es transitivo y como ser inductivo
es absoluto para transitivos, w es inductivo en M[G]; asi que M|[G]
satisface el Axioma del Infinito.
O

Comprensién, Reemplazo y Potencia se probaran en M[G] usando

forcing.

Definicién 2.24
SiE CP y peP entonces E esdenso bajo p siVq < par € E(r < q).

D es denso en P si, y sélo si, D es denso bajo p, para todo p € P.

Lema 2.25
Sea M modelo transitivo de ZFC, P ¢ M, E C P, F e M y G
P-genérico sobre M, entonces:

(@) GNE#0 63qe€ Gv¥re E(r_Lq).
(b) Sipe Gy E esdensobajopentonces GNE # ().

Demostracion.. (a) Sea
D={peP:FIreEp<r)}u{qeP :Vre E(rLq}.

Obsérvese que D € M pues D C P € M y por (Ax. Comprensién)™.
D es denso, pues si ¢ € Pyq ¢ D, fijamos r € E tal que r [ ¢q
y sea p < r; como p < ¢ entonces p € D es una extension de q.
Por consiguiente G N D # ) lo cual implica (a) pues: 6 Ip € G tal
que dg € E con p < g por consiguiente ¢ € G y se obtiene asi que
qe GNE #0, o bien dg € G tal que Vr € E(r L q).
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(b). Supéngase que p € Gy FE es denso bajo p. Si GNE = 0,
por (a) existe ¢ € G tal que Vr € E(r L ¢q). Como p € G, sea ¢’ € G
tal que ¢ < q y ¢ < p (por ser G un filtro) entonces, por la densidad
de E bajo p, sea r € E tal que r < ¢; entonces r < ¢ contradiciendo
rlqg AsiGNE #0.

O

Un ejemplo de forcing, antes de la definicion.

Sean M, un modelo contable, transitivo y estandar de ZFC, P =
(L9, D), Ip =0, donde L9= U, "2, designa a todas las sucesiones
de tamafion de 0’s y 1's. (P, <, 1p) € M pues 2,w € M y la definicién
del orden parcial es absoluta para M. Sea G un filtro sobre P, entonces
fa = UG es una funcién con dominio contenido en w. Para todo n € w
sea D, = {p € P : n € dom(p)}. D, es denso en P y D, € M.
Entonces, si G es P-genérico sobre M, G N D,, # 0 para todo n y
dom(fg) = w.

fa € M[G] pues: sea 0 = {((n, m)", p) : p € PAn € dom(p) A
p(n) =m} € MP | como ig({n, m)”) = (n, m) entonces

ic(o) ={(n, m) : Ip € G(n € dom(p) Ap(n) =m} =JG = fc.

Ast  fo =ig(o) € M[G] = ig[MP].

Obsérvese que P = (£9, D) es frondoso, por consiguiente G & M
para cualquier G que sea P-genérico sobre M. También fgs & M; pues
si fo € M entonces E = {p € P : p ¢ fo} C P perteneceria a M,
pero tal E es denso en P; en efecto, sea ¢ € P: si ¢ ¢ fg entonces
q<qyq€ E;siqC fgse considera go{0) o bien ¢o6(1) , el que no
esté contenido en fg. Ademds GNE = () (pues p € G implica que
p C UG = f) contradiciendo la definicién de genérico.

La “gente” de M no puede construir un G que sea P-genérico sobre
M (aunque conoce a P y sabe qué es ser denso en P y conoce a los
densos en P de M); ellos pueden creer que existe un ser para el cual
su universo M es contable. Tal ser tendra un genérico Gy una funcién
fa = UG. La gente de M no sabe qué son GG y fg pero tienen nombres
para ellos: ' y o, respectivamente. Comprenden ciertas propiedades
de G'y fg; por ejemplo: fg es una funcién de w en 2, no saben qué
es fc(0), ya que depende de G, pero pueden ver que f5(0) serd 0 si
{(0,0)} € G y sera 1 si {(0,1)} € G. Més generalmente, ellos pueden
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construir todo un ” lenguaje de forcing ” para afirmar algo acerca de
M]G]. Un ejemplo de enunciado ¢ es : o(0) = 1. La gente de M puede
no saber si una tal ¢ dada es verdad en M[G] o no lo es. La verdad o
falsedad de ¢ en M[G] depende en general de G.

Se denota con p |- ¥ (p fuerza a ), con p € P y 1 enunciado
del lenguaje de forcing, para decir que: para todo G, que sea filtro
P-genérico sobre M, si p € G entonces 1 es verdad en M|G].

Ejemplos

y {0, D} Fo(0) =1
Yy 1P ||— 0 = UF

A diferencia de los dos primeros enunciados, los dos tultimos son
ciertos para cualquier genérico. La gente de M puede comprender todos
los hechos anteriores de forcing sin siquiera ver un genérico G; por
ejemplo:

Hecho 1. Puede decidirse dentro de M si p |- ¢ o no, para cualquier
pe P e My 1 en el lenguaje de forcing.

Esto es aparentemente sorprendente ya que decidir |- requiere cono-
cer a todo genérico, pero en los anteriores ejemplos se ve que es posible.
De la definicién de forcing se tiene de inmediato que : si p |- v para
algin p € G entonces M[G] es modelo de .

Hecho 2. Si G es P-genérico sobre M y 1 es verdad en M[G] en-
tonces hay un p € G tal que p |- 9.

Ejemplo: si ¥ = o(0) = 0 y 1 es verdadero en M|G], es decir
fc(0) = 0, entonces p(0) = 0 para algtiin p € G. Ahora, si p € H, con
H otro filtro P-genérico, entonces fr(0) = 0 necesariamente, es decir
¥ serd verdad en M[H], o sea que p | 1.

La formalizacion de los hechos 1 y 2 serd el Lema de Verdad.
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2.2 Definicion y Resultados Principales.

Definicién 2.26
Sean p(x1,- -, T,) una formula con variables libres
1, -, %n, M un modelo contable, transitivo estandar de ZFC, P un

orden parcial en M, 11, , T, € MmP yp € P, entonces: p |F (7, ,7,) si
VYG(G esP — genéricosobre M Ap € G — [p(ia(T1), - -+, ia(T,)) M)

Observaciones. ¢(71,--+,7,) es un enunciado del lenguaje de forcing;
éste es un lenguaje de primer orden, con simbolo de relacién € y con
M P como conjunto de constantes.

p |F o(m, -, 7,) estd definido en V no en M, es una definicién
externa a M. Siguiendo el Hecho 1, de la seccién anterior, se puede dar
una definicién diferente, |-*, dentro de M que decida lo correspondiente
fuera de M, es decir:

b ||_ 30(7—17' o 7Tn) 511 (p “_* 80<7—1,' o 7Tn>>M

Ejemplos.
Sea M un modelo contable, transitivo estandar de ZFC, P un orden

parcial en M.

(i). Paraa,b € M, 1p [Fd € b si, y sélo si, VG, P — genérico sobre M,
M[G] Eac€b.

(ii). 1p |F (71, -+, 7a) si, y s6lo si, VG, P — genérico sobre M

MIG) = iy (), - ia(ra)).

(iii). Sean p,q € P. Si p < g entonces p |- § € I'. Puessi G C P
es P-genérico sobre M, y p € G entonces M[G] = ¢ € G, ademés
ic(l) =G.

(iv). Sip L q entonces p |- § & I'. Pues p € G implica, por ser G un
filtro, ¢ € Gy ast M[G] Eq ¢ G
Lema 2.27

Sea M un modelo contable, transitivo estandar de ZFC, p € M un
orden parcial, p,q € P, a € M y @, ¥, @1, -, @, formulas de forcing,
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entonces:

(i). Sip|- 1, plF @, p|Fon yZFCE @1 A---Ap, — ¢ entonces
plEe. Sip|k e yZFCF ¢ < 1 entonces p |- 1.

(i1). Sip<qyq|- ¢ entonces p |F ¢.

(11d). p |F @ yp -9 si, y sdlo si, p |F (9 AY)

(1v). Es falso que p |- yp [ .

(v). Sip|F @ yqlF - entoncesp L q.

(vi). p |F Vz € a(p(z)) si, y sélo si, Vb € a(p |- ¢(b).

En la definicién de p |F* ¢, para el caso de ¢ = 71 = 7y, se tendra
en cuenta la siguiente idea:

plFHn=mn = pe{p:plFn=n}CP
= pe€ F({n, m));

donde la idea para definir a F : VP x VP — P(P) es
F((r, m)={peP:p|-" n=mn}
Sea R C (VP X VP) X (VP X VP) tal que (my, m)R(Ty, 7o) si, y

sélo si, m € dom(7y) y mo € dom(7s).

R es relacional bien fundado y limitado por la izquierda. Asi para
cada G que sea P — genérico, por el Esquema General de Recursion, se
puede definir un tnico funcional F' tal que:

i). dom(o) = cam(R) = vP xvP

i), V(r, m) € VE x VP F((r, 1)) = G(F |(r.mp),). De donde se
tiene que: F((1, 7)) = {p € P :Y(m,s1) e m{qg <p:q < s1 —
q |- p}es denso enp} N{p € P : V(mz, s5) € {g <p:g<s2 — q[F
p}es denso enp}.

Definicién 2.28
Sea P un orden parcial. Se define p |F* ¢(11,-++,7,), donde p € P y

T, +,Tn € VP, con p(xy1, -+, x,) una formula con n variables libres.
1L.plFmn=msi
«. Para toda (my,s1) € 71,
{g<p:qg<sy— Im,$2) €Em(qg<saNq |- m =m)}

es denso bajo p.
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B. Para toda (my, S2) € Ta,
{a<p:q<sy—IHm,s1) €En(g<siAg|F m =m)}
es denso bajo p.
2. p|lF 1 € si
{g:3(ms) Enlg<sAg|F m=m)}
es denso bajo p.
3. p () AU(T, -+, Tn) i

p “_* §0<717"'7Tn> yp “_* w<7-17"'77-n>

4. p|F* —o(m, -, ) sino existe ¢ < p tal que q |F* (11, , )
siVqg <p, q|f* o7, 7n)

J. p ||_>’< EleO(xaTl?"'aTn) St
{r:3o € VP(T‘ =" (o, 1, 7)) }
es denso bajo p, es decir si
Vg<pdr<gqgdoe VP(T IF* (o, T, 7))

Observaciones.

a. pIF = =p " perop | ¢ A p [ —p
p |F* Jrp(x) = Ir < pdo € VP(T IF* (o)) pero Jr <
pAo € VE(r |- p(0)) # p |- Fwp(x)

b. 3, 4, 5, se cumplen para | usando el Lema de Definibilidad y el
Lema de Verdad.

c. La definicién en a es por recursion sobre el relacional R definido
como: R C (VP X VP) X (VP X VP) donde (my, me) R(T1, T2) si
w1 € dom(m) y T2 € dom(Ts).
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1. R es bien fundado, pues si (my, mo) R(1,72) = p(m1) < p(11)
y p(m2) < p(72).

2. R es limitado por la izquierda, pues V(r, 7o), (11,T2)r =
{{(my,ma) : (1, M) R(T1,T2) } es conjunto.

Lema 2.29
Sea P un orden parcial, p € P y 1y, -, 7, € VP, Sea o(xy, -, xp)
una formula. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) p“_* 90(7—17"'77—11)
<2) \V/’f’gp(’f‘ ||_>|< QO(T17"'7TTL))
(3) {r:r|F*o(m, -+, T)}es denso bajo p

Demostracion.. Las implicaciones (2) = (1) y (2) = (3) son obvias.

(1) = (2).

Sea ¢(1,72) = 7 = T y supongamos p |F* 7 = 75 por lo tanto se
satisfacen o y (3 de la definicién de |F*. Sea r < p. Si D es denso bajo
p, D es denso bajo r. Asi que también r |F* o(71, 72).

Sea ¢(1,72) = 11 € 7o y supéngase p |F* 11 € . Sea r < p,
como cualquier denso bajo p es denso bajo r, por definicién se tiene
que 7 |F* o(11, T2).

Sea ¢ = —) y supdéngase que para ¢ es valido que (1) = (2). Si
p |F* =) entonces Vg < p q [F* ¥. Sea r < p. Por demostrar que
r |F* —1. Sea ¢ < r entonces ¢ < p, por consiguiente q |[-* 1. Asi
Vg <r q |fF* ¢, por lo tanto r |F* —).

Sea ¢ = 1p Ax. Sip|F* ¢ A x entonces p |F* ¢y p |[F* x asi
por hipétesis de induccién, Vr < p(r |F* ¥ y r |[F* x); por lo tanto
Vr <p, r|F* YA x.

Sea ¢ = Jxtp(z). Por hipétesis p |F* Jz)(x) entonces Vg < pIr <
glo e VP (r |F* 9¥(0)). Sea r < p, por demostrar que r |F* Jzi)(z).
Si g < r entonces ¢ < p,yasi I3s < ¢ do € vP (s |F* (o)) es decir
{¢:30 € VP q |F* (o)} es denso bajo p.

(3) = (1).

Sea ¢(11,7) = 7 = T9. Por hipdtesis se tiene que {r : r |F*
71 = To} es denso bajo p. El resultado se sigue mediante la siguiente
observacién: para cualquier D C P, si {r : Des denso bajor} es denso
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bajo p entonces D es denso bajo p. En efecto, si ¢ < p implica que
existe r < ¢ tal que D es denso bajo r, asi que ds < r tal que s € D,
pero s < r < ¢; luego ds < ¢q(s € D). Por lo tanto, D es denso bajo p.
Con esta observacion y considerando la definicion de forzar* a 7 =
(Definicién 2.28) con D como el subconjunto mencionado en «. y 3. se
concluye que p |F* 1, = 7.

Sea ¢(11,T2) = 71 € T2. La observacién del caso anterior se aplica
en éste para ver que p |F* 1 € 7.

Sea ¢ = =) y, por hipdtesis de induccién, la implicacién (3) = (1)
es vélida para . Supéngase que {r : r |[F* =)} es denso bajo p. Por
demostrar que p |F* —1). Sea ¢ < p entonces Iry < ¢ tal que ro [F* =)
asi que 9 [f-* . Si ¢ |F* 9 entonces, por la implicacién (1) = (2),
Vr < g r |F*1; de donde r¢ |F* % !. Por lo tanto ¢ [-* 9.

Sea ¢ = (¥ A x). Supdéngase que {r : r |- ¥ A x} es denso bajo
p. Por demostrar que p [F* ¢ y p |F* x. Se afirma que {r : r |F* ¢}
y {r :r |F* x} son ambos densos bajo p. Sea ¢ < p, entonces Ir < ¢
tal que r |F* (¢ A x); luego v [F* ¢ y r |F* x, de donde se obtiene
la afirmacién. Por consiguiente, por hipétesis de induccion, p [F* ¢ y
pIF X

Sea ¢ = Jxp(x). Supdngase que {r : r |F* Jxp(x)} es denso bajo
p. Por demostrar que p |F* Jz1)(x). Sea ¢ < p, entonces Ir < ¢ tal que
r |F* Jz(x); es decir, Vs < rJt < sdo € VP tal que t |F* (o). Por
lo tanto 3 < r < q3o € VP tal que t |F* ¥(0). Asi, p |- Iz ().

(]
Teorema 2.30
Sea p(x1, -+, x,) una formula con 1, - - -, x, variables libres. Sean M
un modelo transitivo de ZFC, P un orden parcial en M, 11,-+-,7, €

MP y G un filtro P-genérico sobre M, entonces:

1) Paracualquierp, si p € G H*o(ry, -, 1)) entonces
(4) quierp, sip€ Gy (p |- ¢ ,

SO(Z‘G(Tl)7 e 7iG(Tn>)M[G]
(i7) si pic(mi), - ic(1.)) M) entonces

Ip € Gl(p |F* (1, -+, 7)) M].

Demostracion.. Observaciones
1.) Si (4) se escribe en formalogicamente equivalente a: Si Ip € G|p |F*
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M[G}; entonces se ve que

o(71, -+, )M entonces p(ig(T1), -+, ic(Th))
(1) y (4i) son inversos el uno del otro.
2.)En el caso de férmulas atémicas, |F* es absoluto para M; asi que no
se considera la relativizacién a M de |F* para férmulas atémicas.

Caso 1. Sea (71, 72) = 11 = 7. La prueba es por induccién sobre
la R-complejidad de los nombres.

(1) Sea p tal que p € Gy p |F* 71 = 7. Por demostrar que
ig(Tl) = ig(Tg).

Sea ig(m) € ig(m) donde (m,s1) € 7p para algin s; € G. Sea
r € G conr < p, s;. Entonces r |F* 74 = 75 (ver lema 2.29), entonces
por el lema 2.25, existe ¢ € G tal que ¢ < ry

q < 51— Ima, 89) € (g < seAq | =) (2.1)

Puesto que ¢ < r < s, se considera fijo (mg, s2) € T2, como en 2.1;
entonces s2 € G (pues ¢ < sy y ¢ € G), asi ig(me) € ig(m2). Por
hipétesis de induccién, como ¢ |F* w1 = 7y, entonces ig(m) = ig(m2).
Por consiguiente ig(m) € ig(m2). Por lo tanto ig(m) C ig(m). La
contencion ig(m) C ig(71) se prueba de la misma manera.

(2) Ahora se considera que ig(1) = ig(m2). Por demostrar que
dr € G(r |F* 71 = 1) es vélida. Sea

D={reP:rlFn=mno0d o}
donde

Oé,) E|<7Tl,51> c Tl[T S S1 /\V<7T2,82> c Tqu c P
(< sang|-"m =m) —qLlr)

B') Fma, s9) € Ho[r < so AV(my,81) ETVgeP
(g<sing|Fm=m)—qlr)

Afirmacién: ningun r € G puede satisfacer o/ 6 5. En efecto, sear € G
y (71, $1) € 71 como en o, entonces s; € G por lo que ig(m) € ig(m) =
ic(72); se puede fijar (my, s9) € T3 con so € Gy ig(m) = ig(ms); por
hipétesis de induccién, para la formula m = m, se fija o € G tal
que qo |F* m = mo; ahora sea ¢ € G tal que ¢ < qo, S0, asi ¢ < so ¥
q |F* m = me, (ver lema 2.29), de donde por o se tiene que ¢ L r para
g, € G!. De manera andloga, si r € G, r no cumple .
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Debido a la absolutez de |-* para férmulas atémicas, D € M. En-
tonces, si se prueba que D es denso en P se tiene que necesariamente
G N D # ( de donde se infiere que Ir € G tal que r |F* 7, = 75.

Prueba de que D es denso. Sea p € P, entonces o p |F* 77 = 75 y asi
finaliza la prueba o falla « o falla 3 de la definicién de |F*. Si « falla
entonces, aplicando la definicién de denso bajo p, se fija (m,s1) € 71y
r < p tal que

Vg <rlg < si AV(m,s9) Em(—(¢g<saNqg|F m =m))] (2.2)

En particular, r < s;. Ahora, sean my, sq, ¢ tales que (mg, S2) € Ty, ¢ <
So y q |F* m = mo, entonces ¢ L r pues si no es asi , una extensién
comun ¢ < ¢, r contradiria 2.2, (pues ¢’ <r, ¢ < sy ¢ |[F*m =m!).
Asi r < p y r satisface o, por lo tanto r € D. De modo analogo, si 3
falla hay un r < p que satisface 5’ y r € D. Luego, D es denso en P.

Caso I1. p(11,2) =71 € To.
(1) Sea p € G tal que p |F* 71 € 7. Por definicién

D={q:3(ms)en(g<sAhqg|F" m=mn}

es denso bajo p. Por el lema 2.25 se fijan ¢ € DNG # Dy (7,s) € 1
tales que ¢ < sy ¢ |F* m = 71; entonces s € G de donde ig(7) € ig(T2).*
ahora, como ¢ € Gy q |F* m = 7y, por (i) aplicado a la formula 7 = 7
se tiene que ig(m) = ig(m1). Asiig(m) € 7).

(2) Ahora, supéngase que ig(71) € ig(72). Existe un (7, s) € 7 con
s € G tal que ig(m) = ig(m). Por (ii) aplicado a la férmula 7 = 7 se
obtiene que existe un r € G tal que r |F* 7 = 7. Sea p € G tal que
p < s,r; entonces, por el lema 2.29, Vg < p(qg < sAq |- m=m). Asi
se ha probado algo que es mas fuerte que lo requerido por la definicién
dep|F* 1 €1 conpeQG.

Con esto se concluye la prueba de (i) y (ii) para férmulas atémicas,
a continuacién se prueban para férmulas compuestas. La hipotesis de
induccién: “para ¢ y 1 se cumplen (i) y (i7)”. Para esto si es nece-
saria la relativizacion a M pues |F* no es absoluto para féormulas con
cuantificadores.

Caso III. —¢.
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(1) Seap € Gy (p |[F* ~¢)M. Si ™ entonces, por hipétesis de
induccién para o, hay ¢ € G tal que (¢ |F* ¢)M. Sea r € G con
r < p, q; entonces (r |F* p)M! en contradiccién con la definicién de
p |F* = dentro de M. Asi pues ()M,

(2) Supéngase que ()Ml Sea

D={p:(pIF )"Vl "}
D es denso: sea q € P,
a) si Ir < g tal que (r |F* ¢)™ entonces r € D y asf D es denso en P.
b) si no Ir < g tal que (r |F* ©)* entonces, por definicién, (g [F* —p)M
y q€ D yasi D es denso en P.
Entonces, sea p € DNG # (. Si (p |F* =)™, aqui termina la prueba.
Si (p |F* )M, por hipétesis de induccién para ¢ se tiene que M@ 1
lo cual contradice la hipdtesis inicial.

Caso IV. p A 1.

(1) Sea p € G tal que (p |F* ¢ A )M, entonces (p |F* o)™ v (p |F*
)M por hipétesis de induccion pME y MGl asi que (o A ) MIE,

(2) Ahora supéngase que (¢ A )M entonces pMIE y MGl Por
hipétesis de inducciédp,q € G tal que (p |F* ©)M v (¢ |F* )M, de
donde si r € G, r < p,q entonces (r |F* o)™ y (r |F* ¥)™ y por lo
tanto (r |F* ¢ A )M, por definicién de |F* en M.

Caso V. Jz p(x).
(1) Sea p € G tal que (p |F* 3z p(x))M, entonces

D={r:3Jo¢ MP(T = w(o)™}

es denso bajo py D € M. Por el lema 2.25, seanr € GND # 0y
e MP, fijos y tales que (r |F* ¢(0))™. Por hipétesis de induccién
para ¢, se tiene que [p(ig(c))]M!¢ de donde [z o(z)]M1C].

(2) Supéngase que [Tz o(2)|MIE. Se fija un o € MP tal que
[o(ig(0))]ME. Por hipétesis de induccién se puede hallar p € G tal
que (p |F* ¢(0))M, entonces por el lema 2.29, Vr < p(r |F* p(a))M. Se
ha probado algo mas fuerte que la definicién de que (p |F* 3z p(x))M

O

Teorema 2.31
Sea M un modelo contable, transitivo de ZFC, P un orden parcial en
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M, o(xy, -, x,) formula con n variables libres y 11,--+, T, € MP.

Entonces
(A) Lema de Definibilidad. Para todo p € P,

plEe(r, 1) <= @I o(m, - m)Y

(B) Lema de Verdad. Para todo G, P-genérico sobre M,

M[G]

o(ic(Ti), -, ia(Tn)) = IpelGplFoln, - m)

Demostracion..

(A) Lema de Definibilidad. Sea p € P.

<) Sea @G, P-genérico sobre M tal que p € G. entonces por el
Teorema 2.30.(3), p(ig(11), - -, ic(T,))MI¢; de donde se tiene que p |-
@(717 o 7Tn)'

=) Para probar que (p |F* ¢(71,-++,7,))™ es suficiente, por el
lema 2.29, probar que D = {r : (r |F* o(r, -, 7,))™} es denso
bajo p: si no fuera asi sea ¢ < p tal que Vr < g(r € D) , es de-
cir Vo < q(r |F* (71, -+, m))™; por definicién de |F* en M se tiene
que (q |F* —@(r, -+, 7)™, asi, por la parte <, se obtiene que ¢ |-

—@(T1, -+, Tn). Sea G P-genérico sobre M y g € G entonces =p(ig(m), - -

pero como ¢ < p, para cada p € G, de donde, por la suposicién inicial
@(iG(Tl)) T 7Z’G<Tn))M[GH‘

(B) Lema de Verdad.

(<) Supéngase que Jp € G tal que p |- (71, -+, 7), por la
definicién de | se tiene que ¢(ig(r1), - -,ig(7,)) ™. Sin usar la de-
finicién también se puede dar una prueba: si dp € G tal que p |-
(71, -+, 7,) entonces por (A)=, Ip € G(p |F* o(r1, -+, 7)™, en-
tonces por el Teorema 2.30i, @(ig(m1), -, ig(Tn))ME.

(=) Supéngase que @(ig(71), -+, ic(7,))ME, por el Teorema 2.30ii,
Ip € G(p |F* o(m, -, 7)™, entonces por (A)<=, Ip € G(p |-
90(7-17 e 7Tﬂ))'

a

Corolario 2.32
Sea M un modelo contable, transitivo de ZFC, P un orden parcial en

’ ZG(Tn))M[G]



48 CAPITULO 2. FORCING

M, n, -, € MP entonces:

a) {peP:(pl-elr, 1)V I|F-e(r, 7))} es denso.

b) p“_ ﬁ90(7—17"'a7_7"b) — vqu(qu(’rla”'?’rn))'

c) plF3xo(z,m, -, m) <={r<p: EIUEMP(r IE (o, 7, 1))}
es denso bajo p.

d) Sipl-3Jx(zr€eoNe(x,m, -, 7)) entonces q < pIr € dom(o)
(q “_ 90(77-77_17""7_71))'

Demostracion..

a) Sea ¢ € P, por el lema 2.10, se puede considerar un G, P-
genérico sobre M con g € G. Se tiene una extension genérica M[G] tal
que M[G] E ¢ 6 M|G] = —¢. Por el Lema de Verdad, 3r € G(r |- ¢)
6 ds € G(s |- —¢) entonces It € Gt < gNt<rAt<s))y(tlF¢ 6
t “— “p).

b) =) Supéngase que p |- —. Sea ¢ < p, por consiguiente ¢ |- —¢;
si ¢ |F ¢ entonces se contradice el lema 2.27. Por lo tanto g |- ¢.

<) Sea G, P-genérico con p € G. Supéngase que M[G] = ¢ en-
tonces, por el Lema de Verdad, 3¢ € G(q |F ¢). Como p,q € G,
entonces Ir € G(r < p,r < ¢q) y por lo tanto r |F ¢ y r < pl. (con-
tradice la hipdtesis).

c) =) Sea g < p, entonces ¢ |- Jxp(x, 7, -, 7,). Sea G tal que q €
G, por consiguiente existe a € M[G] tal que M[G] = p(a, 71, -, Tn);
luego hay un o € MP tal que ig(0) = ay, por el Lema de Verdad, hay
un s € G tal que s |F p(o, 7, -+, 7,). Sear <gq,s,asir <qyr<p
yr|Felo,m, - m)y{r<p:3Joe MP(T IE (o, m,-+,70))} es
denso bajo p.

<) Supdngase que

D= {TSpEIO’E MP<T ||_ SO(U7T1)7T”))}

es denso bajo p. Por el Lema de Definibilidad y el Axioma de Sepa-
racién, D € M. Entonces por el lema 2.25 para todo G, P-genérico
sobre M conp € G, GND #0. Asi hayunr e GN D yun o € MFP
tales que 7 |- (o) de donde (p(c))MIE v entonces (Ix p(x))MIE],
Como G era cualquier P-genérico sobre M con p € G, se tiene que
pIF F ().
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d) Supéngase que p |- Jz(x € 0 Ap(z)). Sea G un filtro P-genérico
con p € G, por lo tanto hay un a € ig(o) tal que p(a)M¢ (por
definicién de |F) y a = ig(w) para algin m € dom(o). Por el Lema
de Verdad hay un r € G tal que r |k ¢(7). Sea ¢ < p,r, por lo tanto
qg<pyq|F p(r) para algin 7 € dom(o).

O

2.3 Demostraciones de Independencia.

Teorema 2.33
Sean M un modelo contable, transitivo para ZFC, P un orden parcial
en M, G un filtro P-genérico sobre M. Entonces M|G| = ZFC.

Demostracion.. Ya se probaron: Extensionalidad, Fundacién, Par, U-
nién e Infinito; restan probar: Comprension, Potencia, Reemplazo y
Eleccion.

Esquema de Comprension.

Sean ig(0),ig(11), -, ic(m) € M[G]y sea o(z,y1, -, yn) formula
del lenguaje de ZFC. Por demostrar que

{a S iG(U) : cp(a, iG(Tl)v T 7Z’G<Tn)>M[G}} € M[G]

Sea p = {(m,p) € dom(c) x P :p |F (m € o No(m,71,---,T0))}
Como dom(o) x P € M, por el Lema de Definibilidad y el axioma de

Comprension en M, p € M y p es un P-nombre, p € M P Enlo que
sigue se omitird mencionar ig(7), -, ig(7,) en la férmula .

A continuacién se prueba que ig(p) = {a € ig(c) : p(a)M}. En
primer lugar se tiene que ig(p) = {ig(w) : Ip € G((m,p) € p)}. Por
definicién de p, p |F (m € o A p(m)) si (m,p) € p. Asi por definicién
de |F, ig(7) € ig(o) y @(iq(m))ME. Entonces ig(p) C {a € ig(o) :
@(a)MIE} . Ahora, sea a € og tal que p(a)™¢ y por consiguiente
a = mg para algin T € dom(o) (y para algin p € G tal que (m,p) € o).
Entonces [rg € oaAp(ng)]|MI¢ pero como todo enunciado verdadero en
MIG] es forzado por algin p € G (Lema de Verdad), hay un p € G tal
que p |- (7 € o Ap(m)); de donde (m, p) € py entonces a = g € ig(p).
Astig(p) D {a € 0g : p(a)ME1}

Reemplazo.
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Sea p(z,y) una férmula y sea ig(0) € M[G], (0 € MT). Supéngase
que :

Vi € iglo)3ly oz, y)ME. (2.3)

Se debe verificar que Jp € MP tal que : "la imagen de ig (o) bajo ¢MI¢]

estd contenida en ig(p)”. Por Comprension en M [G], esto es suficiente.
Es decir, se debe probar que

Va € ia(0) y € ia(p) la,y)M . (2.4)
Sea 0 = {(0y,p;) : © € I}. Entonces, para cualquier i € I, por el Lema
de Definibilidad, el conjunto A; = {q¢ < p; : ¢ |F Jxp(0o;, )} estd en M;
ademds ‘ p '
Ai={q<pi: 3, e M (q |- ploi, 7))}

Sea Tf = {7 € MP qge Aing IF @(oi,7)}. Sea p = Uier{(7,9) :
ge ANTET e M P Por demostrar que p satisface la condicién
expresada en (2.4). Sea ig(0;) € ig(o), entonces p; € G. Por la
condicién(2.3), como y € M[G], existe T € MP tal que ig(T) = y. Del
Lema de Verdad, 3¢ € G tal que ¢ |- ¢(0y,0). Luego q € A; y por
consiguiente 7 € dom(p). Por consiguiente ig(7) € ig(p), pues ¢ € G.
Ahora, por la definicién de forcing p(ig(0;), ig())M1C]

Potencia.

Sea ig(0) € M|G], con o € MP . Se va a construir un pE MP tal
que

Ve € M[G)(z Cig(o) — x € ig(p))

Es decir, ig(p) incluye a la potencia de ig(0) en M[G]. Sea s = {1 €
MP . dom(7) C dom(o)} = P(dom(c) x P)NM. Seap=sx{lp} =
{{o,1p) : 0 € s}. Sea pu € MP tal que ic(n) Cig(o). Por demostrar

que ig(p) € ig(p). Sea T = {(m,p) : m € dom(o) Ap |F 7 € u} entonces
T € sy (1,1p) € p, por lo tanto

ic(1) €ic(p)

Pero ig(pn) = ig(7) (posiblemente p # 7), en efecto:
Q). Siig(m) € ig(p) entonces Ip € G tal que p |F 7 € p (Lema de
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Verdad) y como ig(p) C ig(o) se tiene m € dom(o), asi (m,p) € T por
lo cual ig(7) € ig(7) y por lo tanto ig(p) C ig(T).
2. Siig(m) € ig(7) entonces Ip € G tal que (m,p) € 7, de donde, por
la definicién de tau, m € dom(o) y p |F 7 € p; ahora, por el Lema de
Verdad, ig(m) € ig(p) v ic(t) Cig(p). Por lo tanto ig(p) = ic(7) y
asi ig(p) € ig(p) debido a 2.3.

Eleccion.

Antes de la demostracién, una versién equivalente:

Lema 2.34

AE si, y sdlo si, VeIa € Or3f[f funcionNdom(f) = a ANz C rang(f)].
Es decir, el Axzioma de Eleccion es equivalente a “todo conjunto estd
contenido en la imagen de algin ordinal bajo alguna funcion”.

Demostracion..
=) Usando el Teorema del Buen Orden, = es bien ordenable, en-

tonces es isomorfo a un dnico ordinal a y (a, €) L (x,<), donde < es
el buen orden en z, y en tal caso x = rang(f).
<) Sea x un conjunto. Sea a € Or, f como se enuncia en el lema.
Sea g(z) = min(f~(2)), z € z, entonces ¢ : © — «. Ahora se define
un orden <, en z : y <, z si g(y) <. g(z), el cual es un buen orden.
O
Sea x = ig(0) € M[G]|. Como M = AE, dom(o) es bien ordenable
en M; es decir hay una h : @ — dom(o), biyectiva y tal que h(y) =
7, € dom(o). Asi, sea dom(o) = {m, : v < a}, donde a es ordinal
y la a-enumeracion estd en M. Sea 7 = {op("v,m,) : v < a} x {1p},
entonces 7 € MY . Ahora, ic(t) = {(7,i¢(m,y)) : v < a}. Por tanto
ic(T) es una funcién con dom(ig(7)) = a y con x = ig(o) = {ig(m,) :
dp € G((my,p) € 0)} Cran(ic(r)). Asi M[G] cumple AE.
|

Corolario 2.35
Sea M un modelo contable, transitivo de ZFC. Entonces hay un modelo
contable, transitivo N tal que M C N y satisface ZFC + 'V # L

Demostracion.. Por los Lemas 2.11 y 2.21 se puede elegir un orden
parcial P de modo que G &€ M si, y sélo si, P es frondoso. Sea N =
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M]|G]. Por el Lema 2.21 o(N) = o(M) . Entonces LY =1M c M C N,
es decir L € N y N cumple L # V; pues LY C N, o sea 3z € N tal
quez gLV =(xgL)V, asique NEJz(zr e VAz gL) =V £ L.

O

Corolario 2.36

Con(ZFC) = Con(ZFC+V # L)
Con(ZF) = Con(ZF +AE+V #1)
Con(ZF) = Con(ZF+V #1L)

2.3.1 Forcing con funciones parciales finitas.

En todo lo que sigue M es modelo contable, transitivo y estandar.

Definicién 2.37
Una familia A de conjuntos se llama un A-sistema si hay un conjunto

fijo r (llamado la raiz del A-sistema) tal que para cualesquiera a,b €
A a#b, anb=r

Lema 2.38 Lema del A-sistema.
St B es una familia no numerable de conjuntos finitos, hay una familia
no numerable A C B que forma un A-sistema.

Demostracion.. Como B es no numerable, hay una coleccién no nu-
merable de elementos de B que tienen el mismo cardinal n, para algin
n € w. Asl podemos quedarnos con tal subconjunto no numerable
B’ C B el cual si tiene un A-sistema no numerable, serd un A-sistema
no numerable de B.

Suponiendo que cada elemento de B tiene n elementos, el lema se
probara por inducciéon sobre n < w.

(n = 1) Toda familia no numerable de conjuntos de cardinalidad 1
es ella misma un A-sistema con raiz ), ya que es una familia ajena dos
a dos.

Hipotesis de Induccién. El lema es cierto para n € w. Sea B una
familia no numerable tal que Vo € B |z] =n + 1.

Caso 1. Hay un a € U B tal que |{z € B : a € x}| > Ry. Aplicando
la hipétesis de induccién a la familia B’ = {z \ {a} : 2 € B,a € z} ya
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que B’ es familia incontable de conjuntos de cardinal n y sea A’ C B’, un
A- sistema incontable con raiz r. Entonces A = {yU{a}:ye€ A’} C B
es un A- sistema no numerable en B con raiz r U {a}.

Caso 2. Todo a € |J B partenece a lo més a una coleccion numerable
de elementos de B. Se define A = {z, € B : @ < w1} C B recursiva-
mente como: sea o € B para f < « si se tiene definido x entonces
se define x, € B como cualquier disjunto de xg V3 < a. Para ver que
tal z, existe se define, para a € UB, C* = {x € B : a € z}; por
la hipétesis (caso 2), cada C* es contable. Sea D, = UCLGUBQ 25 O

como Ug<, T es uni ’on contable de conjuntos finitos, es contable en-
tonces D, es contable, por ser union contable de conjuntos contables.
Como B es no numerable y D, es numerable, B\ D, # () entonces
sea o, € B\ D,. Ahora, z, Nxg = 0 VS < a: pues si a € x, Nz
para algin 3 < a entonces a € Us.,, T3 ¥ Ta € D,!. Por consiguiente
{Zo o <wi} es un A-sistema en B.
O
En todo lo que sigue M es modelo contable, transitivo y estandar.

Definicién 2.39

Sea I, J dos conjuntos. Se define el conjunto de todas las funciones
parciales finitas como:

Fin(I,J)={p: |p| <w Apes funcion A dom(p) C I Aran(p) C J}

Fin(I,J) se ordena mediante: p < ¢ <= p O ¢q. De esta manera
P = (Fin(I,J), D) es un orden parcial con elemento méximo 1p = (.
Como ser finito es absoluto para M transitivo, Si I,.JJ € M entonces
Fin(I,J) = (Fin(I,J)M € M. Sip € Fin(I,J), |dom(p)| = |p| y
|ran(p)| < |p| y si p es 1-1 entonces |ran(p)| = |p| = |dom(p)|. Para el
caso [ = wy J = 2 se tiene Fin(w,2) = (<4, D) el cual es un orden
parcial frondoso, ver pagina 37.

Lema 2.40
Si I,J € M, I infinito, J # 0 y G es Fin(I,J)- genérico sobre M,
entonces |JG es una funcion de I sobre J.

Demostracion.. Como G C Fin(I,J) es filtro, UG es una funcién con
dominio contenido en I y rango contenido en J.
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Como J # 0, D; = {p € Fin(I,J) : i € dom(p)} es denso para
todaiel, (siJ=0,D;,=0silI#0ysil=0, D;={0}ynoson
densos); entonces debido a que D; € M, por la absolutez y porque G es
Fin(I,J)-genérico sobre M se tiene que G N D; # () Vi € I; de donde
dom(UG) = 1.

Si I es infinito, H; = {p € Fin(l,J) : j € ran(p)} es denso en M
(si I es finito, se puede considerar un g € Fin(I,J)y g L pVp € H;
es decir, un g tal que existe jo € J tal que I = dom(g) y jo & ran(g)).
Asi | como H; € M y G es Fin(1,J)-genérico sobre M se tiene que
GNH; #0, Vje J;por lo tanto ran(UG) = J

O
Ejemplo 0

Sea r € M tal que (x incontable y x cardinal)™. Sea P = Fin(w, k)
y G un P-genérico sobre M. Entonces UG € M|G|, pues M[G] es
modelo para ZFC y la unién es absoluta, y ademas |J G es una funcién
de w sobre k por lo tanto (x es contable)™[“l. Como & es ordinal en M
es también ordinal en M[G], pero no es w pues w es absoluto; es decir,
k es un ordinal mas grande que w pero numerable. En este caso se dice
que P colapsa a k.

Ejemplo 1

Sea 1 € M tal que (k cardinal incontable)™. Sea P= Fin(k x w,2).
Sea G P-genérico sobre M; se tiene que UG : kK X w — 2. La funcién
U G puede ser considerada como una “codificaciéon” de una x- sucesién
de funciones de w en 2; un “archivo” de una s- sucesiéon de f, : w — 2
con « < k; K funciones de w en 2. A saber, f,(n) = UG((,a,n)) para
a < K, n < w. Por absolutez, la sucesién (f, : a < k) € M[G] y
ademds Yo # B < Kk, fo # f3; en efecto, sea

Dos={p € P:3Inecw((a,n) e dom(p)A(B,n) e dom(p)A

pla,n) # p(3,n))}.

D,s es denso y D,g € M, por lo tanto G N D,z # 0 lo que im-
plica que Vo, 8, a # (3, fa(n) = UG(<a7n>) = p(a,n) # p(ﬁ,n) =
UG((B,n)) = fs(n) con p € GN D,s para algin n € w, el cual existe
con esa propiedad pues p € D,g3; se obtiene que f, # fz. Entonces
MG] tiene una s-sucesién de funciones de w en 2, distintas todas entre
st .

El resultado puede establecerse como un lema.
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Lema 2.41
Si k € M es cardinal, G es un filtro Fin(k X w,2)-genérico sobre M
entonces (2¢ > |k[)MIE]

Tomando k = (N3)” (k es cardinal segin M), parecerfa que en
M|G] tendriamos 2¢ > W, lo cual nos darfa =HC en M|G]!; pero en
realidad lo que se tiene es que (2% > |RY|) en M|[G].

Definicion 2.42
Un orden parcial cumple la Condicién de Cadena Contable, ccc, si toda
anticadena es contable.

Ejemplo 2

Sea P = (wy, €). Todo segmento inicial propio es cadena contable
y el total es cadena incontable, pero toda anticadena tiene cardinal a
lo mas 1; por lo tanto P tiene ccc.
Ejemplo 3

Sea B # 0y P = (P(B)\ {0}, C) entonces p L ¢ si, y sélo si,
pNg=10. ACP es una anticadena si, y sélo si, los elementos de A
son disjuntos 2 a 2; por lo tanto P tiene ccc si, y sélo si, |B| < Ng.
Ejemplo 4

Sea X un espacio topolégico y P = ({p C X : p es abierto y p #
0}, ©). p L gsi, ysdlosi, png=10 porlo tanto P tiene ccc si, y s6lo
si, toda coleccién de abiertos no vacios disjuntos 2 a 2 es contable.
Ejemplo 5

Sea (B, <) una algebra Booleana y P = (B\ {0}, <) entonces p L ¢
si, y s6lo si, p A g =0.
Ejemplo 6

Un espacio topoldgico (X, 7) cumple ccc si, y sélo si, P = (7\
{0}, , <) cumple ccc; es decir, si toda familia de subconjuntos abiertos
de X, no vacios y ajenos 2 a 2 es contable.

Lema 2.43
Si I es arbitrario y J es contable entonces Fin(I, J) cumple ccc.

Demostracion.. Sea {p, : & < w1} C Fin(I,J) (una familia de condi-
ciones de cardinal wy) y sea a, = dom(p,) (conjunto finito para toda
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a < wy). Por el Lema del A-sistema existe X C w; incontable tal que
{a, : o € X} ! forma un A-sistema con alguna raiz r (finito). Como
J es contable entonces "J = {f : r — J} es contable; asi , solo hay un
nimero contable de posibilidades para p,|, con a € X. Como X es in-
contable existe Y C X incontable tal que Vo, 5 € Y, p,|, = pgl,. Pero
entonces los p,, para toda a € Y, son compatibles (la interseccién de
sus dominios es r solamente); es decir, nunca podra haber una familia
{pa : @ < w1} de condiciones incompatibles.

O

Corolario 2.44

Si M es modelo contable, transitivo de ZFC y Fin(I,J) € M y
(Jeontable)™ entonces

(Fin(I,J) cumple ccc)™.

Definicién 2.45
Sea P € M.

i. P preserva cofinalidades si para todo filtro P-genérico G sobre M
y todo v € M ordinal limite,

(cf (™M = (cf (1))
Es decir cf es M — M|[G] absoluta. *

1. P preserva cardinales si para todo filtro P-genérico G sobre M,

VB € o(M)[(B esun cardinal) <= (3 esun cardinal)™©)]

La preservacion de cardinales solo es problematica para § > w.
Si (Bes cardinal)M[¢ entonces autométicamente (Bes cardinal)™, ya
que toda funcién en M de un ordinal menor sobre (3 estard en M|[G|
también. De acuerdo con esto se podria decir:

P preserva cardinales si, y sélo si, para todo GG, P-genérico sobre
M,

VB € o(M)[B > w A (Bes cardinal) — (B es cardinal)“]].

Hag : @ € w1} es incontable, pues si [{a, : @ € w1 }| < Ry entonces, como J es
contable, [{py : @ < wp}| < Ny!

2De manera equivalente, P preserva cofinalidades si: VG P-genérico so-
bre My € M, ordinal limite, (cf(7))™ < (cf())MIE) pues M C M[G).
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Lema 2.46
P preserva cofinalidades = P preserva cardinales.

Demostracion.. Sea a cardinal, a es regular 6 limite.

Si a > w es cardinal regular de M entonces cf(a)MI¢ = cf(a)M =
a, entonces « es cardinal regular de M[G].

Si a > w es cardinal limite de M entonces los cardinales regulares
de M (de hecho sucesores) menores que « son no acotados en a. Como
éstos siguen siendo regulares en M[G], por i, o es un cardinal limite
en M|G| porque es limite de cardinales regulares no acotados en M[G];

si , todo cardinal infinito en M es un cardinal en M[G], pues todo
cardinal es regular o limite.

Lema 2.47

Sea P un orden parcial en M y para todo k y todo G P-genérico,
supongase que (kesregular)M = (kesregular)MCl. Entonces P pre-
serva cofinalidades.

Demostracion.. Sea v ordinal limite en M y & = cf(7)™ entonces
existe f € M C M[G] tal que f : k — ~ cofinal y f estricta-
mente creciente (ver por ejemplo [15] p. 33, Lema 10.31) . Como
(kes regular )M, pues cf(cf(y)) = cf(7), entonces (x es regular )€,
Como f € M[ 1, (k= cf(k) = cf(7))ME es decir k = cf (7)MIC] de
donde cf ()™ = cf (7)MIC (ver, por ejemplo, [15] p. 38, Lema 10.32).

O

Lema 2.48

Sean P un orden parcial en M tal que (P es ccc)™, A,B € M, G un
filtro P-genérico sobre M y f € M[G] tal que f : A — B. Entonces
existe g : A — P(B) con g € M tal que Va € A[f(a) € g(a)] y
Va € Allg(a)] < w]¥

Demostracién.. Sea v € MY tal que f=ig(7). Por el Lema de
Verdad, hay p € G tal que p |F 7 es funcién de A en B. 77 es funcién
de A en B” es una férmula ¢(7, A, B). Para todo a € A se define
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gla) = {b € B: 3¢ < plq|F 7(&) = b)} € B. Por el Lema de
Definibilidad ¢ € M. Sea a € A. Sea b = f(a), por el Lema de
Verdad hay r € G tal que r |- 7(&) = b. Sea ¢ < r,p, entonces
q |F 7(a) = b, por lo tanto b € g(a). Para ver que (g(a) < w)M, se
usa Axioma de Elecciéon en M para definir una funcién h € M tal que
h:gla) = P yVbegla), h(b) < py h(b) |F 7("a) = “bes decir: si
b€ gla), h(b) = algunqg < ptalque q |F 7(7a) =b. Sib# € g(a)
entonces h(b) L h(b') y h(b) # h(b') por lo que h es inyectiva ya que
se fuerzan afirmaciones inconsistentes. Dicho de otro modo, si h(b)
fuera compatible con h(b') habria un genérico H que tendria a ambos
y en M[H| para ig(r) : A — B, ig(a) = by ig(a) = b'l. Asi,
{h(b) : b € g(a)} = hl[g(a)] es una anticadena en P; como h € M y
(Pes cce)™ entonces ([g(a)] < w)M pues (|h]g(a)]] < w)M y g(a) es
isomorfo a h[g(a)].

O

Teorema 2.49
Si P es un orden parcial en M y (P esccc
cofinalidades (y por lo tanto cardinales).

)M entonces P preserva

Demostracion.. Si P no preserva cofinalidades, por el lema 2.47 hay un
Kk € M, k > w, tal que (k regular)™ y (kno regular)™!¢); hay asi un a <
ry [ € M[G] tal que f : @« — k cofinal. Por el lema 2.48, sea g € M con
g+ & — Pliy; ademds V3 < a(f(5 € 9(8)) ¥ Y8 < allg(8)] < w)™.
Sea S = Up<n 9(B), por lo tanto S € M y S es un subconjunto no
acotado de k (pues si v < k existe § < « tal que f(3) > = pero
£(8) € 9(8) C 8 v por lo tanto 38 < alf(8) € S A £(B) > 1)) v es la
unién de la imagen de g. Aplicando dentro de M que la unién de ||
conjuntos contables tienen cardinal |a|, se obtiene (|S]| = |a| < k)M y
por consiguiente (xno es regular)!.

O

Teorema 2.50
Con(ZFC) = Con(ZFC 4+ —HC)

Demostracion.. Sea M un modelo contable, transitivo estandar de ZFC.
Sea P = Fin(w)! x w,2) € M, por el lema 2.43 P cumple ccc. Asf ,
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por el teorema 2.49, P preserva cofinalidades y por tanto cardinales
de lo cual se tiene que w)! = w9 por el lema 2.41 2% > wy ) MIC]
es decir M[G| es modelo de 2 > wy y 2¢ > wy — —HC, es decir
M|G] = —HC. Por los teoremas 2.5 y 2.33 se tiene que Con(ZFC) =
Con(ZFC + —HC)

O

Corolario 2.51
Con(ZFC) = Con(ZFC + -HGC)

Definicién 2.52
Sea o € VP, Un nombre elegante para un subconjunto de o es un

reVP dela forma

r=J{{r} x Ar :medom(o)} = |J {r}x A,

wedom(o)

donde cada A, es una anticadena en P.

La propiedad de ser un nombre elegante es absoluta. La idea de
nombre elegante para un subconjunto de o es que todo subconjunto
de o puede ser representado por un nombre elegante, en el siguiente
sentido: si 4 C o (u es un nombre) entonces hay 7, nombre elegante
para un subconjunto de ¢~ tal que ig(7) = p = ig(p”). Asi T representa
a p al igual que p”, pero 7 es elegante y 1~ es candnico. En particular,
si y C x entonces hay un 7 nombre elegante para un subconjunto de
7 tal que ig(7) = y. Mas aun, si y C = en M[G] entonces hay un 7
nombre elegante para un subconjunto del nombre de x, que representa
a y, de tal suerte que

P(z)MIE C {ig() : T es nombre elegante para un subconjunto

de un nombre dez}.
Esto se formaliza en el siguiente lema.

Lema 2.53
SitPeMyo,ue MP entonces hay un nombre elegante T € MP para
un subconjunto de o tal que

lplF(pCo—p=r)
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Demostracion.. Para cada m € dom(o) sea A, C P tal que:

(1) A C{peP:p|F-mep} esdecir Vp e A (p |F 7 € p).

(2) A, es una anticadena en P, es decir Vp,q € A(p L q).

(3) A, es maximal respecto a (1) y (2), es decir: si A, C By B cumple
(1) y (2) entonces A, = B.

Como o € M, dom(c) € M. Por la definibilidad de |F en M, la
absolutez de L y el Lema de Zorn en M se pueden definir los A, en M
y entonces, por Reemplazo, {A; : 7 € dom(o)} € M.

Sea 7 = U{{r} x A, : ® € dom(o)} € MP . Se probard que
Ip|F(wCo— pu=r7). Sea G, P-genérico sobre M. Supdngase que
ig(p) Cig(o), por demostrar ig(u) = ig(T).

(C) Sea a € ig(p). Como Ig(u) Cig(o), a = ig(m) para algin 7 €
dom(c). Si Sea p € A, NG 2 entonces (7, p) € 7 (por definicién de 7)
y p € G por lo que a =ig(m) € ig(7), es decir ig(u) C ig(7).

(D) Sea a € ig(T), entonces a = ig(mw) donde (m, p) € T para algin
p € G. Entonces, por definicién de 7 y (1), p |F # € u de donde
a=1ig(m) €ig(p). Astig(T) Cig(u).

Ahora bien, si ; C o son nombres, por la parte anterior aplicada a
u,o €M P g puede considerar 7 nombre elegante para un subcon-
junto de o~ tal que

lpl[F(w Co” —pu =1).

Entonces, como ig(p”) = p C 0 = ig(o”) se tiene que p = ig(p”) =
ig(7). Asi | hay un nombre elegante T para un subconjunto de o~ tal
que ig(T) = p.

En particular, si y C x, aplicando la primera parte a Z, § nom-
bres candnicos en M, se tiene que hay un 7 nombre elegante para un
subconjunto de 7 tal que:

Ip F@Ci—g=rT).

Como i¢(9) =y C & = ig(2) entonces y = ig(y) = ig(7); o sea que T
representa a y y 7 es nombre elegante.

3Si A, NG = 0, por el lema 2.25 hay ¢ € G tal que Vp € A,(p L q). Ahora,
como ig(m) = a € ig(u), por el Lema de Verdad se puede considerar ¢’ € G tal que
¢ |F 7 € u; sea r una extensién comin de ¢ y ¢’ entonces Vp € A (r Lp)yr & A,
por lo que A, U {r} cumple (1) y (2) contradiciendo la maximalidad de A,!
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Ademas, si y C = en M[G] entonces y = ig(vy) C ig(0) = z para
algunos v,0 € M P, se tiene que hay un 7 nombre elegante para sub-
conjuntosde o tal que 1p |- (y Co — vy =17)yasi: y =ig(y) = ia(T)
y T representa a y o es un nombre elegante para y. Es decir, para cada
y C x en M|G] hay un 7 nombre elegante para un subconjunto del
nombre de = que representa a y (ig(7) = y). En consecuencia
P(z)MIE C {ig() : T es nombre elegante para un subconjunto de o}
en donde x = ig(T).

O

Si A= |{A: Aanticadena en P}|entonces {7 : 7 = Urcdom(o) 17} ¥
Az} < Adem(@)l - Pues para cada m € dom(o) hay a lo mas A posibles
anticadenas para que sean el A, correspondiente.

Lema 2.54

Sean P € M que cumple ccc en M, |P| =k > w en M, X un cardinal
infinito en M , 0 = (k)M y G un filtro P-genérico sobre M. Entonces
(2>\ < Q)M[G].

Demostracion.. En M, toda anticadena de P es contable por tanto hay
a lo mas k¥ = |P|“ de tales anticadenas. Como dom(A\") ={a” :a <
A} tiene cardinal A hay a lo mas (k*)* = k* = 6 nombres elegantes
para subconjuntos de A”. Sea {7, : @ < 6} una enumeracién en M de
todos los nombres elegantes para subconjuntos de \™.

Asi en M[G] hay una funcién f con dominio 6 tal que f(a) = ig(74)
para cada a < §; a saber f = ig({(op(a”, 7o), 1p) :a < 0}) . De esta
manera, f = {ig(op(a”, 7)) : a < 0} = {(e, ig(74)) : @ < 0} de donde
dom(f) = 0 y para cada a < 6 f(a) = ig(7a) . Por el lema anterior
PMMIE C {ig(7) : Tes nombre elegante para subconjuntos de A"} =
{ig(7a) : @ < 0} = ran(f). Por lo tanto (2* < §)MIC],

O

Lema 2.55
Sea k un cardinal infinito de M tal que (k* = k)M y sea P = Fin(k x
w, 2). Sea G un filtro P-genérico sobre M. Entonces (280 = x)MIC]

Demostracién.. Por el lema 2.54, con A = w, se tiene 2% < k ya que
IP| = k, P es cccy § = k¥ = k. Por otro lado, por el lema 2.41
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(280 > k)M (6] ya que P preserva cardinales y & es el mismo cardinal
en M[G]. Asf (2% = x)MIE],
O
Obsérvese que si (k* = k)™, por el lema de Koning (k) > )M,
se obtiene que (cf(k) > w)™. El inverso no necesariamente es cierto:
cf(k) > w & kY = K; pero si es vilido cuando se supone HGC. En
particular, si M cumple HGC entonces en M : k“ = k siempre que
cf(k) >w

w

Corolario 2.56
Con(ZFC) = Con(ZFC + 2% = k) donde  es cualquier cardinal tal
que cf (k) > w.

Demostracion.. El método de forcing de extensiones genéricas pro-
porciona pruebas de consistencia relativa, esto esta justificado con el
Teorema 2.5. Se puede empezar con M un modelo contable, transitivo
de ZFC + HGC, la razoén es que en ZFC se puede demostrar la exis-
tencia de un modelo contable, transitivo para cualquier lista finita de
axiomas de ZFC + V=L. Pero como V=L = HGC, al comenzar con un
modelo contable, transitivo de ZFC + V=L en tal M se cumple HGC.
Sea M un modelo contable, transitivo de ZFC 4+ V=L (por lo tanto
modelo de HGC y Vk tal que c¢f(k) > w se cumple k* = k). Sea k tal
que cf(k) > w. Sea P = Fin(kxw, 2) € M. Sea G un filtro P-genérico
sobre M. Entonces (2% = )M Asi por el Teorema 2.5 se tiene que

Con(ZFC) = Con(ZFC + 2% = k)
O

Corolario 2.57
Con(ZFC) = Con(ZFC + HGC + V # L))

Demostracion.. Empezamos con M un modelo contable, transitivo de
ZFC + V=L, y como V=L = HGC entonces M es modelo de HGC. Sea
P = Fin(w, 2), por consiguiente |P| = w y P es ccc. Por el corolario
2.36 , M[G] es modelo de V # L. Sea A un cardinal infinito de M. Sea
6 = (A\HM = (WM (ya que w < )\ entonces w? = A\ = 22 = \*F),
Entonces por el lema 2.54 se tiene que (2* < )M 1o cual vale para
toda A > w y asi VA > w(2* < AH)MIE por lo que la HGC se cumple en
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MIG]. entonces por el Teorema 2.5, Con(ZFC) = Con(ZFC + HGC +
V #£1L).
O

Corolario 2.58
Suponiendo Con(ZFC) entonces HGC # V=L.

2.3.2 Forcing con funciones parciales de cardinali-
dad grande.

Ahora se consideraran érdenes parciales que permitiran violar HGC sin
violar HC. Es decir, se construiran modelos donde no valga HGC para
cardinales grandes y donde siga valiendo HC. En todo lo que sigue M
es modelo contable, transitivo de ZFC.

Definicién 2.59
Sea N > V.

Fn(I, J, X)) ={p:|p| < AApes funcion N dom(p) C I Aran(p) C J}

Con el orden p < q <= ¢ C p definido en Fn(I, J, \) se tiene a
1p = 1pyr, 0 = 0 como elemento maximo.

e SiA=w, Fn(I,J)=Fn(I, J, w).

e Si A >w, Fn(I, J, A\) no es absoluto para M. Ademés se usard
Fn(I, J, \)M donde (Aes un cardinal)™.

e Los resultados interesantes se obtienen cuando (\es regular)™.

Lema 2.60

Sil, J, e M, (Nescardinal), J#0, ([I| >N y G es

(Fn(I, J, \))M-genérico sobre M, entonces UG es funcion de I sobre
J.

Demostracion.. Es funcion porque G es filtro.
dom(UG) =1, pues D, = {p € Fn(I, J, \) : p € dom(p)} es denso
para toda p < Ay entonces G N D,, # (.
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rang(U) = J, pues H, = {p € Fn(l, J, \) : p € ran(p)} es denso

para toda p < Ay entonces G N H,, # (.
O

Sil=rxAyJ =2, UG puede ser considerado como una codifi-
cacion de k funciones de A en 2, como en el ejemplo 2.3.1 de la pagina
54. Y siguiendo la analogia se tiene que Va < k, f, : A — 2 tal que
fa(t) = UG, pn)) para todo p < A\. Ademas, si a # 5 < Kk, fo # f3
pues,
Duosg = {p € Fn(k x \,2,\) : Iu < A{a, p) € dom(p) A (B, ) €
dom(p) A p(ev, ) # p(B, )]}
es denso y pertenece a M. La densidad de D, 3 es como sigue: sean
a # (3 dados, si q(a, 1) # q(5, 1) entonces se termina la demostracion;
supéngase que q(a, p) = q(5, 1), por demostrar que existe p € D, 3
tal que p < ¢. Sea ¢/ < A tal que («, i/, (8, 1) & dom(q), dondeq €
F‘n(’i X A, 2, >‘) Sea p = {<(Oz, MI)’ 0>’ <(57 ul)v 1>} Ug € Da,ﬁ que
satisface las condicones. El caso es analogo al lema 2.41; se establece
asi el siguiente lema.

Lema 2.61
Si (Nescardinal)™, k € M, G esFn(kx \,2, \)-genérico sobre M, en-
tonces (2N > |k[)MIA],
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2.4 El Axioma de Eleccion.

Las extensiones genéricas satisfacen todos los axiomas de teoria de con-
juntos, incluyendo el Axioma de Eleccion; aun asi pueden usarse para
establecer la consistencia relativa de —=AE considerando ciertos sub-
modelos de los modelos genéricos. Los automorfismos de nombres de
elementos de M[G] se pueden usar para construir submodelos de M[G]
en los que AE falle.

2.4.1 Algebras de Boole, 6rdenes parciales, topo-
logias, inmersiones e isomorfismos.

Definiciéon 2.62
Sea B un dlgebra de Boole.

e BB es completa si todo subconjunto S C B tiene infimo y supremo,
denotados respectivamente como NS y \V S.

e Una anticadena en B es un A C B\ {0} tal que VYa,b € A(a #
b—aAb=0)

Lema 2.63
En toda dlgebra de Boole se cumple: v < y <= z ANy =0 <

' Vy =1 donde 2, y denotan al complemento de x, y en la dlgebra
de Boole.

Demostracion.. =) Si x < y entonces x Ay = x; luego, = Ay =
(xAYNY =xAN(yAY)=2AN0=0.

<) SizAy' = 0entonces: z = xAl =xA(yVy') = (zAy)V(zAY') =
(x Ay) VO =z Ay por consiguiente z < y

Definicién 2.64
Sea (X, T) un espacio topoldgico.

e Unb C X es un abierto regular si b es igual al interior de la
;. z -0
cerradura topoldgica de b; en simbolos b=10".
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e Se define el dlgebra de Boole de los abiertos requlares, denotada
por ar(X), cuyos elementos son los abiertos requlares de X y sus

operaciones son: aAb=aNb; aVb=aUb; d = (X\a)’
ar(X) es un algebra de Boole completa.

Definicién 2.65
Sea P un orden parcial. P es separativo si Vp,q € P (p £ ¢ — Ir(r <

pATLq)

Teorema 2.66
Sea P un orden parcial. Existe una dlgebra de Boole B completa y una
funcion i : P — B\ {0} tal que

(1) Vp,q € P(p < q—i(p) <i(q))
(2) Vp,qeP(pLgei(p)Ai(g) =0)
(3) i[P]es denso enB\ {0}
(4 ) P es separativo <= la funcion
: P — B\ {0} esinyectivay¥p,q € P(p < q < i(p) < i(q)).

Demostracion.. Se define una topologia 7, sobre P como sigue: si
p € P,sea N, = {q € P:q < p};lacoleccién {N, : p € P} es una
base para una topologia en P. Los N, forman una base pues si ¢ € N,
entonces N, C N,. Para cada p € P, N, es el menor abierto que tiene

a p.
Sea B =ar(P) yseai:P — B\ {0} definida como i(p) = ﬁpo.
(1). p<q= N, C N,y como las operaciones de clausura e interior

preservan contencién entonces i(p) = N, C N, = i(q).

(2). <) Sea p compatible con ¢ y sea r < p,q. Por (1) i(r) <

(p),i(q), asf que i(p) Ai(q) £ 0 (pues Vr, N, # 0 = i(r) = N," #0).
=) p L ¢ implica que N, " N, = ). Como N, es abierto entonces

N, N N, = 0, por lo tanto i(p) " N, = N, N N, = (. Puesto que

) es abierto, el mismo argumento aphcado aq produce i(p) Ni(q) =

(p
() Nilg) = 0.

(3). Sea b un abierto regular distinto del vacio. Si p € b, N, C b.
Entonces i(p) = N, C b° =b.

~.

~.

1
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(4). =) Supdngase que i(p) = i(q), por demostrar que p = q.
Sea r < p, por (2) del teorema anterior, i(r) < i(p) = i(q), asique
i(r)Ni(q) =i(r) # 0 lo cual, por (2) del teorema anterior, asegura que
r es compatible con ¢. En consecuencia, para todo r < p, r es compat-
ible con ¢; en particular, como P es separativo, por contraposiciéon se
obtiene que p < ¢g. Para ver la otra desigualdad, sea r < ¢, por (1),
i(r) <i(q) =i(p), o sea i(r) Ni(p) =i(r) # 0 lo cual, por (2), asegura
que r es compatible con ¢q. En consecuencia, para todo r < ¢, r es com-
patible con ¢; en particular, como P es separativo, por contraposicién
se obtiene que ¢ < p.

Para ver la segunda parte, basta probar que : Vp,q € P(i(p) <
i(g) — p < q). Supéngase que i(p) < i(q) y que p £ g,como P es
separativo Ir € P(r < p Ar L ¢); usando (1), i(r) < i(p) y por (2)
se obtiene que i(r) A i(q) = 0. Pero como i(p) < i(g) implica que
i(r) <i(q) se obtiene un absurdo. Por lo tanto p < q.

<) Sean p, q tales que p £ ¢, por hipdtesis se tiene que i(p) £ i(q)
y por el lema 2.63 i(p) Ai(q)" # 0 y por lo tanto i(p) Ai(q) € B\ {0}.
Como i[P] es denso en B\ {0}, Ir € P tal que i(r) < i(p) ANi(q) y en
consecuencia i(r) < i(p) y por hipétesis r < p y i(r) < i(q)’, usando
otra vez el lema 2.63 i(r) Ai(q) = 0 lo cual implica que, por (2), r L q.
Asi se ha probado que Vp,q e P(p £ g — Ir(r <pAr L q)).

O

La funcién i es una inmersion densa de P en B\ {0} (la definicién se
da mas adelante). B se llama la completacion de Py B e ¢ son unicas
salvo isomorfismo. Ademas las extensiones genéricas sobre M, es decir
las M[G], se pueden obtener con G' que sea P-genérico/M o bien con
un G que sea B-genérico /M; la M[G] resultara la misma.

Definicién 2.67
Sean (P, <p,1p) v (Q, <q, lq) drdenes parciales. Una funcion i :
P — Q es inmersién completa si

1). Vp,q € P(p < ¢ — i(p) < i(q)).
2). Vp.q € P(p L q < i(p) Li(q))-

3). ¥YqeQIpe PV e P(p) <p—ip) L q). En este caso se dice
que p es una reduccion de q a P.
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En general una inmersién completa no es inyectiva, ni i(lp) =
lq, ni se cumple la implicacién inversa en 1) y 3). Pero estas tres
condiciones se satisfacen si P y Q son separativos.

Con P C. Q se denota que P es suborden de Q (es decir P C Q
y <p = <q N(P x P)) y la inclusién de P en Q es una inmersién
completa.

Lema 2.68

(a). Si i: P — Q es un isomorfismo entonces i es inmersion
completa.
(b). Si I C I entonces Fin(I, J, k) C. Fin(I', J, k).

Demostracion.. (a). Se probaran las condiciones de la definicién de
inmersién completa. La condicién 1) es inmediata pues por hipétesis i
es isomorfismo; de hecho se tiene algo mas fuerte con «.

Sip [ qoseasiIr < p,q entonces, como i es isomorfismo i(r) <
i(p),i(q) y por consiguiente i(p) L i(q). Sii(p) £ i(q) entonces hay un
r tal que i(r) < i(p),i(q) de donde r < p,q, es decir p L q. esto prueba
la condicién 2).

Sea ¢ € Q; para algin p € P, ¢ = i(p). Sea p’ < p, entonces
i(p') <i(p) = q; asi i(p') y ¢ son compatibles.

(b). Las condiciones 1) y 2) de la definicién de inmersién completa
son satisfechas para el caso de C.. Para 3), sea ¢ € Fin(I', J, k)
entonces ¢|; es una reduccién de ¢ a Fin(I, J, k); pues si q|; C p' €
Fin(I, J, k) entonces p' y g son compatibles en Fin(I’, J, k)

O

Las nociones de inmersién completa y C. son absolutas para M mtc
de ZFC.

Lema 2.69
Sea P un orden parcial en M, G C P. Entonces G es P-genérico sobre
M si, y solo si,

1). Vp,q e GIre P(r < pAr <gq)

2). VpeGVqeP(p<qg—qeq)
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3). VD CP(D € M A Ddenso enP) — GND #0.

Demostracion.. Solo se probara la implicacién <. Asi supongase que
G cumple la condiciones enunciadas. Sean p,q € G. Sea D = {r € P :
rLpVr LqgV(r<pq} Desdensoen P yestd en M. Por la
condicién 3) sea r € G N D, por consiguiente r < p,qy r € G.
D es densoen P, puessease P. Sis L pds L qentonces s € D.
Si existe ;1 < s,pysir; L qgentonces ry € Dyry < s. Siexiste
ro < 11, q entonces 1o < s, p,q v por lo tanto r, € D.
O

Teorema 2.70

Sean i, P, Q € M, i : P — Q inmersion completa. Sea H Q-genérico
sobre M. Entonces i *(H) = {p € P :i(p) € H} es P-genérico sobre
My M[i='(H)] € M[H].

Demostracidn.. Primero se muestra que i~ (H) es P-genérico sobre M.
La cldusula (1) del lema anterior se cumple debido a la clausula (2) de
la definicién de inmersién completa: si p,q € i '(H), i(p),i(q) € H
y por lo tanto son compatibles en Q y se tiene que p f g en P. La
clausula (2) del lema anterior se cumple debido a la cldusula (1) de la
definicién de inmersiéon completa: si p € i71(H), p < ¢ € P entonces
i(p) € Hyi(q € Qyilp) <i(g), luego, como H es filtro, i(q) € H y
se tiene que ¢ € i~'(H). Ahora se prueba que la cldusula (3) se cumple
por: sea D C P, densoen P y D € M, se probard que i *(H)N D # {;
si i '(H)N D = () entonces H Ni[D] = 0, pues si i(d) € i[D] se tiene
que d € D\ i '(H) y por lo tanto i(d) € H. Por el lema 2.25 hay un
q € H tal que V¢ € i[D](¢ L q) y por lo tanto Vp' € D(i(p') L q);
ahora bien, si p es una reduccién de g a p entonces Vp' < p(i(p') £ q)
y asi Vp' < p, p' € D! pues D es denso en P; luego i {(H)ND # 0y
i~ '(H) es P-genérico sobre M.

Ahora se verd que M[i~'(H)] € M[H]. Como i,P € M y M C
M|[H] se tiene que i,P € M[H]y H € M[H]| y por lo tanto i '(H) =
{p e P :i(p) € H} € M[H] por el Axioma de Comprensién en M[H],
el cual es modelo de ZF. Asi M C M[H]y i"'(H) € M[H] y M(H)
es mtc de ZFC, pero M[i~'(H)] es el minimo con esas propiedades (ver
lema 2.18) y por lo tanto M[i~*(H)] C M[H].

O



70 CAPITULO 2. FORCING

Corolario 2.71

S11,P,Q e M, i : P — Q isomorfismo sobreyectivo. Sea G C P.
Entonces G es P-genérico sobre M si, y sdlo si, i|G] es Q-genérico
sobre M y en tal caso M|G] = MIi[G]].

Demostracion.. Sean p,q € iG] entonces p = i(s) y ¢ = i(s’) con
s,s' € G. Sip L q entonces, por (2) del teorema, s L s'l. Sean
i(g) € iG] y q € Q tales que i(g) < g, por consiguiente p € G y como
q = i(r) para algin r € P entonces i(g) < i(r) = ¢ lo cual implica
que g <ryasir € G dedonde ¢ =i(r) € i[G]. Sea D denso en Q y
D e M. SiiG]ND = entonces GNi~'(D) = y por consiguiente
Jg € G tal que V¢ € i1 (D)(q L q) por lo cual Vp' € D(i~'(p') L q).
O

Definicién 2.72
Sean P, Q ordenes parciales. Sea i : P — Q. Se dice que i es una
inmersion densa si

1). Vp,q e P(p < q—i(p) <i(q))
2). Vp,q € P(p L q—i(p) Li(q))

3). i[P] es denso en Q.

La funcién mencionada en el teorema 2.66 es una inmersién densa
de P en el dlgebra de Boole ar(P).

Lema 2.73
Toda inmersion densa es una inmersion completa.

Demostracion.. Sélo se probaré (3) de la definicién de inmersién com-
pleta. Sea ¢ € Q entonces Ip € P(i(p) < q); por tanto p es una
reduccién de ¢ a P, pues si p’ < p entonces i(p') < i(p) < q y se tiene
que i(p") < g y son compatibles.

O

Corolario 2.74
Si P C Q y Pes denso en Q entonces la identidad en P(o inclusion)
es una inmersion densa en Q.
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Lema 2.75
Sea Pun orden parcial en M; sean G, Gy P-genéricos sobre M y G, C
Go entonces G = Gy.

Demostracion.. Sea p € Go. Si p &€ Gy entonces G; N {p} =0, y por el
lema 2.25 dq € G tal que g L p; pero g € G; C Gg, es decir ¢ € Gy y
como p € G5 y G5 es filtro, se tiene una contradiccion con la definicién
de filtro; entonces p € Gj.

O

Teorema 2.76

Sean P, y Q ordenes parciales en M, i : P — Q una inmersion densa.
Para G CP sea j(G) ={q € Q:3peCG(i(p) <q)} CQ. Para HC Q
sea f(Hy={peP:i(p)e H} =i '(H) CP.

a). Si G es P-genérico sobre M entonces j(G) es Q- genérico sobre
M.

b). Si H es Q-genérico sobre M entonces f(H) es P-genérico sobre
My H=j(f(H)). SiGCP esP-genérico, G = f(j(G)).

¢). SiG=f(H) ¢ H=j(G) entonces M|G] = M[H].

Demostracion..

a). Aqui se usard el lema 2.69.
1) Sigq, ¢ € j(G) sean p,p’ € G tales que i(p) < q, i(p') < ¢ entonces
hay un r € G tal que r < p,p’ de donde i(r) < i(p),i(p’) y por lo tantto
i(r) < q.q.

2) Siqg € j(G) y q < ¢ entonces Ip € G tal que i(p) < q < ¢y asi
¢ € j(G).

3) Sea D € M denso en Q. Sea D* = {p e P :3dg € D(i(p) < q)}. Si
D*N G # () entonces D N j(G) # 0 (pues si p € D* NG se tiene que
dg € D tal que i(p) < qy p € G, de donde ¢ € j(G) y por lo tanto
g€ DNj(G) #0). Ahora, si D* es denso en P entonces D* NG # ().
En efecto, seap € P fijoy g € D tal que ¢ < i(p) y, como i[P] es denso,
sea p' € P tal que i(p') < ¢ entonces i(p’) < i(p); por lo tanto i(p’)
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y i(p) son compatibles y p’ y p son compatibles. Sea p” € P tal que
p" <pyp" <p entonces p” € D*, yaquei(p”) <qgyqgeD,yp" <p.
Asi que D* es denso en P.

b). Como toda inmersién densa es inmersién completa, la generici-
dad de f(H) se sigue del teorema 2.70 ya que f =i

Ahora se verd que G = f(j(G)). Por a), j(G) es Q-genérico sobre
M y asi f(j(G)) es P-genérico sobre M. De las definiciones se tiene
que G C f(j(Q)) y por el lema 2.75 se tiene la igualdad. Usando los
mismos argumentos se obtiene que H = j(f(H)).

c). Por el teorema 2.70, si G = i"'(H) o si H = j(G), se tiene
MI[G] € M[H] y la misma prueba muestra que M[H] C M[G], pues:
M C M[H], HC M[H] y M[H] es un mtc de ZFC y es minimal con
tal propiedad; como M C M[G], H = j(G) ={q € Q: Ip € G(i(p) <
q)} € M|G] y M|G] es mtc de ZFC, por lo tanto M[H] C M|G]

O

Corolario 2.77

Dados i,P, Q € M, i : P — Q inmersion densa, hay una corre-
spondencia biunivoca entre el conjunto de los filtros P-genéricos y el
congunto de los filtros Q-genéricos dada por 5y f.

El corolario afirma que j y f son inversa una de otra y son una
biyeccion entre los genéricos de Py Q.
A continuacién se asociara a cada P-nombre un Q-nombre.

Definicién 2.78
Sii: P — Q, se define por recursion sobre T € VP,

ix(1) = {{ix(0), i(p)) : (0, p) € T}.

i.(7) € VQ pues es una relacién cuyo rango es un conjunto de
elementos de Q y cuyo dominio es un conjunto de Q-nombres. i, es
absoluta para M, por lo que, si P, Q,7 € M entonces 7, : MP - pme.

Lema 2.79
Sean 1,P,Q € M, i : P — Q inmersion completa, entonces:

a). Si H es Q-genérico sobre M, entonces V1 € MP(’L.ifl(H)(T> =

i (i(7)))
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b). Si p(x1,---,x,) es formula absoluta para modelos transitivos de
ZFC, entonces

plEp (- 7) <= ip) [P (ia(n1), - (7))

). Siies inmersion densa y o(xy,- -+, x,) es cualquier formula, en-
tonces

p “_P ‘:0(7_17 T 7Tn> — Z(p) “_Q So(i*(Tl)’ T 7i*(Tn))

Demostracion..

a). (C) Sea i;-1(gy(0) € i~y (7). Por definicién de ig(7), Ip €
i"Y(H)({o,p) € 7), vy asi Ji(p) € H({(i.(c),i(p)) € i.(7), por definicién
de i, luego iy (i.(0)) € ig(i«(7)) pero como (o, p) € T por hipdtesis de
induccién se tiene que i;-1(4)(0) = ig(i«(0)) y por lo tanto ;1) (o) €
i (i(7))-

(2) Sea in(ix(0)) € in(i(7)). Filp) € H((ix(0), ip)) € i(7),
entonces Ip € i1 (H) ({0, p) € T luego i;-1(y1)(0) € 4;-1(z)(T) pero como
i1y (0) = i (ix(0)) por hipétesis de induccién iy (i.(0)) € i1y (7).

b) y ¢). =) Supéngase que p |Fp @(71, -+, 7). Sea H C Q, Q-
genérico sobre M tal que i(p) € H, es decir p € i '(H); por definicién
de |-p se tiene que go(irl(H)(Tl),---,irl(H)(Tn))M[i_l(H)] pero como
1y (k) = i (iu(me)) y M"Y (H)] € M[H] se tiene que
(i (in(11)), -, ig (i (1,)))ME (en (b) por la absolutez de ¢, en
(c) porque M[i~'(H)] = M[H] ya que i es inmersién densa) asi por
definicién de |Fq se tiene que i(p) |Fq @(ix(T1), - -, 0x(T0))-

b) v ¢) <). Supéngase que p [F-p (7, --,7,) entonces, por
definicion de p |F —¢, hay un p’ < p tal que p' |Fp —@(71,- -, T0)
por la parte = se tiene que i(p') |Fq —@(ix(T1), -, (7). Ahora

como i(p") < i(p) entonces i(p) f-q ©(ix(11), -, ix(T0)).
O
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2.4.2 Modelos de valuaciéon Booleana.

Definicién 2.80
Un filtro en una algebra de Boole B es un F C B tal que

i) F+#B,0
i) Ye,ye F,xANyeF
ii) Yre F,Vye Bz <y—yekF).

Lema 2.81
F es un filtro en el dlgebra de Boole B si, y sélo si, F es un filtro en el
orden parcial B/setminus{0}.

Demostracion.. (=), FF C B\ {0} entonces Vx,y € Fiz = 2 ANy €
F(z < x,y). La propiedad (7i7) es idéntica a la definicién de filtro en
un orden parcial.
(<), Sean x,y€ F'y reF tales que r < z Ar <y (obsérvese que
r#0), entonces r <z Ayyxz Ay € F.
O

Definicién 2.82
Un subconjunto G de B tiene la propiedad de la interseccién finita si
para cualquier subconjunto finito {x1, -, x,} TG, 21 A--- Az, #£ 0.

Todo filtro en B\ {0} tiene la propiedad de la interseccién finita.

Definicién 2.83
Sean B dlgebra de Boole y F' C B un filtro. F' es un ultrafiltro si F' es
un filtro mazximal.

Lema 2.84 (a). Si F es una familia de filtros sobre B\ {0} entonces
NF es un filtro sobre B\ {0}.

(b). Si C es una C-cadena de filtros sobre B\ {0} entonces UC es un
filtro sobre B\ {0}.

(c). Si G C P(B) tiene la propiedad de la interseccion finita, hay un
filtro F sobre B\ {0} tal que G C F.
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Demostracion.. Las demostraciones de (a) y (b) son inmediatas; para
(c) considérese el conjunto

F={aeB\{0}:hayun H ={ay, --,a,} CGyar A---Na, <a}

O

Lema 2.85
Sea F un filtro sobre B. FEntonces F' es ultrafiltro sobre B si, y solo si,
VaeBlae Fod €F)

Demostracion.. < Sea F un filtro y supéngase que Va € B(a € Féd' €
F). Seaa ¢ Fy F’ el filtro generado por F'U{a}. Si F' C F’ entonces
a€ F'\Fyasid € FCF'yporlotantoa € F'y a' € F', es decir
aNa =0¢€F ycomo F' es filtro F' = B.
= Seaa € B\ {0} talquea g Fyad g F. Sea G=FU{a}. G
tiene la propiedad de la interseccion finita. Si b € F entonces a Ab # 0
pues si a A b =0 implica que b < a’ y como F es filtro a’ € F!. Asi | si
ai,---,a, € Fentoncesa; A---ANa, € FyaANai N---Na, # 0. Luego
G tiene la propiedad de la interseccion finita y por el lema 2.84 hay un
filtro F' O G. Como a € F'\ F se tiene que F' C F"l.
O

Definicién 2.86

Sea F filtro en una dlgebra de Boole completa B € M, con M un mtc
de ZFC, F es M-completo si para todo S C B, S € M,si\JS € F
entonces F NS # 0. FEs decir, F intersecta no vacuamente a todos los
subconjuntos de B que estdn en M y cuyo supremo estd en F.

Teorema 2.87

Sea B dlgebra de Boole completa, B € M con M un mtc de ZFC. Sea
G C B. Entonces G es ultrafiltro M-completo en B si, y solo si, G es
filtro B\ {0}-genérico sobre M.

Demostracion.. (=) Sea G un ultrafiltro M-completo en B. Por el lema
anterior, G es filtro en B\ {0}. Sea D € M denso en B\ {0}. Se probara
que V D = 1. Es claro que 1 es cota superior de D. Sea b cota superior
de D;si 1 £bporellema 2.63 1AV # 0, por lo tanto 1 AV € B\ {0},
y asi 3¢ € D tal que ¢ < 1 AV y como b es cota superior de D, g < b.
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Por consiguiente ¢ < (IAV)Ab=1AM' Ab) =1A0=0yen
consecuencia ¢ = 0! (pues D C B\ {0}). Asi,b=1yVD=1¢€QG,
Por hipétesis, D NG # 0.

(<) Sea G un filtro B\ {0}-genérico sobre M.

Primero se prueba que G es ultrafiltro. Sea a € B tal que a ¢ G;
secaD={peB:p<qbépAa=0} C B\ {0}y definible en M. A
continuacién se prueba que D es denso: sea ¢ € B\ {0};sigAa =0
entonces ¢ € Dy q<gq;siqgNa+#0comoqgAa < qentonces gAa € D
vy gAa < q. Como D es denso en B\ {0} entonces GN D # () y sea
re GND,r<a (puessir<aentonces a € G) y asi r A a = 0 pero,
por el lema 2.63, r < a' y en consecuencia a’ € G pues r € G.

Ahora se prueba que G es M-completo. Sea S C B, S € M tal que
VS € G; por demostrar que GNS # (). Sea D = {b € B\{0} : bAV S =
063s € S(b<s)} CB\{0} y De M, pues es definible en M. D es
denso pues si p € B\ {0} entonces: si p AV S = 0 entonces p € D'y
p<p, sipAVS #0 entonces \/(pAs)#0luego Is € S(pA's #0)

sesS
peropAs < sdedondepAs e DypAs<p,esdecir D es denso;

entonces, por hipétesis, sea ¢ € GN D # B es decir ¢ AV .S # 0 pues
. VSeGycomoge D, I3s€ S(g<s)osecaquese€ GyseSy asi
GNS #0.

O

Definicién 2.88 Sea B € M tal que (B es dlgebra de Boole completa)™
y sean T1,--+, T, € M, se define el valor de verdad de p(7y,---,7,),
denotado por |[¢(T1, -+, Ta)]|, como

HQO(TL"'?TH)” = \/{p € B:p “_ 90(7_17"'77_71)}

Que B sea completa no es absoluto para M ya que se habla de
todos los subconjuntos S C B y de hecho B puede no ser completa en
V y si serlo en M (si es completa en V lo es en M). Sin embargo
la definicién de |[p]| tiene sentido por la definibilidad de |F en M, asi
{p € B:pl|r ¢} estd en M y su supremo existe en M. Es decir, la
gente de M puede definir el valor booleano de .

Si |[¢]] = 1 se dice que ¢ es verdadera, lo cual quiere decir que
es verdadera en cualquier extension genérica. Como se probara, ¢ es
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verdad en todo M[G] si, y solo si, |[¢]| = 1 si, y sélo si, 1 |F ¢; asi
todos los axiomas ZFC tienen valor booleano 1 y cualquier condicién
los forza.

Si |[¢]| = 0 se dice que ¢ es falsa en toda extensién genérica y que
p - Vp#0.

Si ¢ es verdad en algunas extensiones genéricas y falsa en otras
entonces 0 < |[¢]| < 1.

Lema 2.89 Sea B € M tal que (B es dlgebra de Boole completa ) y
(T1,++,Ta) € M. Entonces:

a). Vp € B(p |F ¢(m1, -+, 7)) <= p < |[e(T1,- -, T)]|). Esto quiere
decir que |[p]| es la mdzima condicién que forza a ¢. En partic-
ular [[@]] |- .

|[90(7-17 T 77—71)/\1/}(7_17 T 77—71)” = |[90<7-17 e 77—71)”/\“1/)(7—17 T 77—%)”'

b).

). Nl vl = [lell v Il
).
).

c). N[, - m)ll = lle(m, - m)llf

d). [[Fre(z, 7, )]l = V{lelo, 1, )] 1 0 € MB}
Demostracion.

a). Sea p € B. Sip |F ¢ entonces p < |[¢]|, por definicién de |[p]|.
Supéngase que p < |[]|. Si p |F ¢ se concluye la demostracién. Si
p |- ¢ entonces J¢(0 < ¢ < p) tal que q |- —¢ (pues p [ p <= p |
¢ <= 3¢ < p(q |F —p)). Pero paratal ¢ : Vr(r |Fp=qgAr=0)
asi g A |[¢]] = 0 contradiciendo que 0 < g < p < |[¢]].

b). Como [[]| A [[¥]| < [[¢]], por a) implica que [[p]| A [[¢]] |- ¢
y andlogamente también se tiene que |[¢]| A |[[¢]] |F ¥ entonces |[p]| A
[¥]] IF @ A4 de donde , por a), |[g]] A[0]] < |l A ]l Ahora,
e ANl |F o ANy ZEC F o ANp — ¢, de donde se obtiene que
[ AY]| |F ¢. Por lo tanto, por a), |[¢ A ¢¥]| < |[¢]|, analogamente
|[o A ]| < |[9]; entonces se tiene que [[p A ¥]| < [[]] A[[¢]].

b'). Se prueba de manera andloga.

¢). Como |[=@]| All]] < [[=¢]| ¥ [[=ell Alle]l < [[]] se tiene que
el Aol - =e v ([l Allgl] |- ¢y por lo tanto [[—]| A [[¢]| = 0
de donde, por el lema 2.63, |[=¢]] < |[¢]|’. Como |[p V —¢|| = 1, pues
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1| ¢V ~, usando bY) se tiene que |[¢]| v |[¢]| = [[¢V ~]| = 1; por
lo tanto, (|[¢]| V [[=¢]]) = |l¢]l’ A |[-¢]]’ = 0 de lo cual se tiene que

o]l < [[=¢]|-
d). Como o € M5B, |[p(o,m,...,7)]| |F ¢(o,m1,...,7,), para
cualquier o € M3, entonces

l[e(o, 1, )] |F zp(x, 7, ..., T0),
luego, para toda o € M¥, por a):
(o, 11, .., m)]l < |[Bre(z, 71, ... 7))

Asi que |[Fzp(z,11,...,7,)]| es cota superior de {|[¢(c, T1,...,70)]| :
o€ MF}
Por otro lado

ZFC & Jzp(z,mi,.... 1) — \H{plo,mi,...,7) 10 € MP}
implica que

|Fxo(z,m1,...., )]l < |[V{g(o,71,...,7) 0 € MP}]|

= V{llp(o,m,...,7)]|: 0 € B}.
O

Corolario 2.90 Sean ¢(71,...,7,) una formula y G un ultrafiltro M-
completo en B, entonces

MI[G] E ¢lig(m1), ... ig(m)) <= |[e(11,...,m)]| € G
Demostracion.. En primer lugar

MG E plic(n), ... ig(m)) <= FIpeGp|Fe(m,...,T))

— IpeGp<|lelr,. . .,m)l)

y por definicién del valor de verdad se tiene que |[p(71, -, 7)]| € G.
La implicacién inversa se obtiene del hecho de que G es M-completo y

de la hipdtesis |[¢]] € G.
O
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Corolario 2.91 Sean ¢ una formula, G un filtro P-genérico sobre M
yi: P — B inmersion densa, entonces

MIG] = ¢lic(n), -+ ia(Ta)) <= 3p € Gi(p) < [l(n, -+, 7)]])

Demostracion.Como M[G] = M[j(G)] con j(G) = {¢ € B : Ip €
G(i(p) < q)} entonces M[G] |= ¢(ia(n), -+, ic(Ta)) <= M[j(G)] |=
plic(n), - ia(m)) <= 3p € Glilp) |- ¢(n,-- 7)) < 3p €
Gi(p) < lle(m, - -, m)ll)-

O

2.4.3 Submodelos simétricos de modelos genéri-
cos.

Definicién 2.92 Un automorfismo m de un dlgebra de Boole B es una
funcion biyectiva de B en si mismo que preserva las operaciones de
dlgebra: m(u A v) = w(u) A w(v), w(uVv) = 7(u)Vr(v), m(u) =
m(u), u<v<=7(u) <7(v), 7(0)=0, w(1)=1.

Si B es dlgebra de Boole completa y 7 es automorfismo de B entonces
7 preserva supremos e infimos infinitos. En efecto: si S C B, como
para todo p € S se tiene que p < \/ .S entonces 7w(p) < w(V.S) para
todo p € S; por otro lado, si Vp € S(n(p) < ¢ = m(r)) entonces
Vp € S(p < r)y por lo tanto \/ S < r es decir 7(\V/ S) < g. De donde
m(V S) es la minima cota superior de 7[S], o sea w(\V S) =V 7[S].

Si 7 es automorfismo de B, 7w es inmersion densa de B en B y por
tanto inmersion completa.

Sea M un modelo transitivo de ZF + AE. Sea B un édlgebra de Boole
completa en M y sea M5 el modelo booleano valuado (los B-nombres
de M). Sea 7 automorfismo de B, se extiende recursivamente 7 a M7
como sigue:

m(0) =0
T(T) = {(mu(0),7(p)) : (o,p) € T}
T, + MP — MP" es biyeccion y Vo € M, m.("7) = “z. Que es

biyeccion se prueba usando induccién, lo cual es inmediato, y m,("z) =
{m(y), ) yeap={y1)yca}="a
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Lema 2.93 (Lema de Simetria) Sea ¢ una formula entonces

[p(ma(m1), - -+ mu(m))| = 7llo(m, - -, 7
Demostracion.Como 7 preserva supremos infinitos entonces

mlle(m, - m)ll = 7#(V{peB:pl-e(n, -, m)})
= VW({p € B:p |'_ 90(7_17"'77_71)})
= V{r(p) € B:w(p) |k o(m(m), -+, mu(m0))}

= llp(ma(n), -, me(m))]]

La tercera igualdad se debe al lema 2.79 con i = 7.

Sea G un grupo de automorfismos de B.

Definicién 2.94 Para toda 7 € M® sea simg(7) = {n € G : 7.(7) =

T}

Es claro que simg(7) es un subgrupo de G: Id € simg(T) pues
Id. (1) =7;sim n € simg(T) entonces mo 7’ € simg(T).

Definicién 2.95 Un conjunto no vacio F de subgrupos de G es un
filtro normal sobre G si para cualesquiera subgrupos H, K de G

i). SiK e F yK CH entonces H e F.
it). Si H K € F entonces HNK € F.

iti). Simte Gy H e F entonces tHn ™' € F.

Definicién 2.96 Sea F un filtro normal. 7 € MP es simétricor si
simg(T) € F.

Definicién 2.97 Sea F un filtro normal sobre G y T simétricor. Se
define por recursién el conjunto HSg  C MP de todos los nombres
hereditariamente simétricos determinados por G y F como:
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i). § € HSg r.
i1). Si dom(r) C HS y 7 es simétricor entonces T € HS.

i1i). Los elementos de HS son unicamente los caracterizados con i) y
ii).
Como m,("z) = "z para toda 7 € G y para todo z € M, se tiene
que simg("z) =G € FyVyedom( z) simg("y) =G € F; también
se sigue que Vo € M, "z € HS C MB.

Definicién 2.98 Sea G un ultrafiltro M-completo sobre B. Sea i la
interpretacion de M® dada por G, se define la extension simétrica de
M como

N = {ig(r) : 7 € HS}

Asi N = ig[HS]. Es inmediato que M C N C M|G], pues: Vz €
M, "z € HSy asi ig("2) = x € Ny HS C MP y por lo tanto N =
ig[HS] C ig[MP?] = M|G].

Teorema 2.99 N es modelo estandar transitivo de ZF'.

Demostracion.N_es transitivo. Sea ig(0) € ig(1) € N. AsiT € HSy
o € dom(t) C HS y entonces o € HS de donde ig(0) € N.

N es modelo de ZF.

Extensionalidad, por ser transitivo.

Infinito, porque w € M C N.

Unién. Vx € N, Jx € N. Sean G, el grupo de automorfismos de B,
y F, un filtro normal, que determinan HS. Sea x € N, entonces 37 € HS
tal que ig(7) = x. Sean S = Unedom(r) dom(a) y & = {{o,1) : 0 € S}.
Por construccién, € es B-nombre y £ € M. Por demostrar que £ € HS
yUz Cig(§) €N

(). Para probar que £ € HS basta con probar que (a) dom(§) C HS
y (b) simg(§) € F. (€ es simétrico).

(a). Sea o € dom(&) entonces o € S, luego existe a € dom(7) tal que
o € dom(a) y como 7 € HS entonces a € HS, asi 0 € dom(a) C HS, o
sea o € HS y por lo tanto dom (&) C HS.

(b). Basta con ver que simg(7) C simg(§). Sea m € simg(T) en-
tonces 7, (1) = 7 lo cual implica que 7,(«) = a para toda o € dom(T)
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pues 7 € HS, luego 7.(0) = o para toda ¢ € dom(a), en consecuen-
cia m.(§) = {(mu(0),1) : 0 € S} = {{0,1) : 0 € S} = &, de donde
7 € simg(€). Como simg(T) € F se tiene que simg(§) € F, pues F es
filtro.

(i7). Sea z € Uz entonces Jy € x = ig(T) tal que z € y pero
y € ig(7) es decir y = ig(aq) tal que Ip; € G({aq,p1) € 7) de donde
z =1ig(o) tal que Ipy € G((0,p2) € ay) asio € dom(ay) y oy € dom(T),
por lo tanto o € S. Ademés ig(§) = {ig(o) : 0 € dom(&)} = {ig(o) :
o€ S} = {ig(o) : 0 € dom(a), para algina € dom(r)}, entonces
o € S implica que ig(0) € ig(§) y por lo tanto z € ig(§).

AsiUz Cig(§) e NyUzrx={y € ig(§) : w € 2(y € w)}. Por el
Axioma de Separacion en N, Jx € N.

Potencia. Sean F,G que determinan a HS y sea © € N = ig[HS].
Se probarda que P(x) € N. Como x € N entonces 37 € HS tal que
ig(T) = x. Sea S = P(dom(r)). Sea & = s x {1} para cada s € S,
s C dom().

Si a € dom(&) entonces « € s, luego o € dom(7), y como 7 € HS,
entonces a € HS es decir: dom(&s) C HS Vs € S.

Ahora se vera que simg(7) C simg(&s), Vs € S. Sea m € simg(7),
es decir (1) = 7 y por consiguiente 7(a) = a Va € dom(r), luego
(&) ={(m(a),1) : a € s} = {{,1) : a € s} = &,. Asi que simg(T) C
simg(&s) y como simg(7) € F se tiene que simg(&s) € F y por lo tanto
& €HS Vs e S.

Sea v = {(&, 1) : s € S}; dom(v) C HS pues & € HS, Vs € S.
Como simg(7) C simg(&s), Vs € S entonces simg (1) C N{simg(&s) :
s € S} e FyN{simg(&) :s € S} C simg(v) € F; por lo tanto
veHS.

Ahora se prueba que P(z) C ig(rv) € N. Sea z € P(x) entonces
z Cx =ig(t) = {icle) : Ip € G({a,p) € T)}. Sea sy = {« :
ig(a) € z}, luego sg C dom(t) es decir sy € P(dom(r)); por lo tanto
z={ig(a): a € sp} con sy C dom(7). Entonces ig(&s,) = 2.

() Seaig(a) € ig(&s,) entonces a € s, lo cual implica que ig(«) €
z.

(D) Seas ig(a) € 2z, entonces « € g lo cual implica que (a, 1) € &,
de donde ig() € i4(&s,)-

Asi z = ig(&,) € ig(v); por lo tanto P(x) C ig(v) € N. Por
Axioma de comprensién en N: P(z) € N.
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2.4.4 FEl modelo basico de Cohen.

Sea M modelo transitivo de ZF + AE. Sea P = (Fin(wxw, 2), D) € M.
Sea B = ar(P, 7p) en M. Como P es separativo la inmersién de P en
B es un isomorfismo sobre su imagen, por lo que se identificara a P con
su imagen en By P C B.

La idea general serd la siguiente: se definird un grupo G, de auto-
morfismos de B, y F un filtro normal sobre G de modo que AE sea falso
en la extension simétrica N determinada por los hereditarios simétricos,
definidos a partir de G y F.

Sea G C B un ultrafiltro M-completo sobre B (6 filtro B-genérico
sobre M). Para cada n € w, sea

r, ={m € w:3Ip e G(p(n,m)=1)}
o bien z,, = {m € w: UG(n,m) = 1}. z, es llamado un real de Cohen
sobre M. La extensién simétrica N se construird de tal modo que el

conjunto A = {x, : n € w} € N pero para cualquier enumeracion
f:w—A, f¢& N, esdecir se quiere que

N E “A no es bien ordenable”.

Cada real de Cohen z, tiene un nombre en MP? el cual se denota
con z,,:

z,={(m ,V{peP :pn,m)=1}):mew}

Asi
ic(z,) = {ic("m):3p € G({("m,p) €x,), m € w}
{mew:V{peP:pnm)=1} € G}
= {mew:TIpeGpnm)=1)}=umx,.
La segunda igualdad es cierta pues ig(*m) = m. La segunda

igualdad igualdad se debe al hechop de que G es M-completo y si
S={peP:p(n, m)=1}entonces VS € G <= SNG # 0.
Después se verd que z,, € HS y por lo tanto x,, € N
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También A = {x, : n € w} tiene un nombre A € M5:
A={(z,,1):n€w}
y luego: ig(4) = {i¢g(z,) :n € w} ={z, :ncw} =A.

Sea 7 una permutacion de w. 7 induce un automorfismo de P de la
siguiente manera: Vp € P sea mp € P tal que

dom(mp) = {{(mn,m): (n,m) € dom(p)}
mp(mn,m) = p(n,m).

7 es inyectivo. Simp = mq entonces V(mn, m) € dom(wp) = dom(mq)
es decir Y(n,m) € dom(p) se tiene que: p(n,m) = 7wp(mn,m) =
mq(mn, m) = q(n,m), por lo tanto p = q.

7 es sobreyectivo. Sea p € P . Sea ¢ € P tal que dom(q) =
{m=tn,m) : (n,m) € dom(p)} y q(v"'n,m) = p(n,m). Entonces
7q € P satisface dom(mwq) = dom(p) y mq(7r'n,m) = q(7"'n,m) =

p(n, m), por consiguiente wq = p.

7 es homomorfismo. Si ¢ O p entonces dom(p) C dom(q); asi que
dom(mp) C dom(mq) y mp C mq.

Ahora, se induce un automorfismo de B:

Vu e B w(u) = \/{mp:p < u}

Como se considera que P C By P es denso en B, la extension esta bien
definida. Esinmediato que 7(0) = 0y n(1) = 1; ademés 7(pVq) = mpV
mqy 7(p") = (7mp)’. En efecto, como p,q € {mr : r < pVq} es inmediato
que mp Vg < w(pVq);sir < pVqcomo 7w es un homomorfismo en P
entonces mr < 7p V mq; asi que mp V 7q es cota superior del conjunto
{mr :r <pVgq}, luego ipV g >\V{rr:r<pVgq}=n(pVgqg. Y
también 7(p') = V{mr : r < p'} peror < p' <= r Ap = 0 asi que
w(p) = V{mr :r L p} pero\{mr :r Lp} Aap =0y V{mr :r L
p} vV ap =1 por lo tanto \/{nr :r L p} = (7p).

Ahora, sea G el grupo de todos los automorfismos de B que se pueden
inducir por todas las permutaciones de w como se acaba de describir.

Definicién 2.100 Para cada e C w, finito, sea

fix(e) ={reG:m(n)=n Vn € e}
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Sea F el filtro generado sobre G por fix(e) es decir:
F = {H subgrupode G : Je C w(fiz(e) C H], e finito}
JF es un filtro normal sobre G.

i). Si H € Fy HC K entonces Jde C w tal que fiz(e) C H C K,
por lo tanto K € F.

ii). Sean H K € F y ey,ex C w finitos tales que fiz(ey) C H
y fix(ex) C K; entonces, ey Uex C w, ey Ueg es finito y
fiz(eg Ueg) C fiz(ey) N fiz(ex) CHNK, asi HN K € F.

iii). Sean m € G, H € Fy e C w tal que fiz(e) € H. Como H
es subgrupo de G, mHx~! también lo es. Como fix(e) C H
entonces 7 fiz(e)t™! C tHn ', Sea ¢ = r[e] C w. 7le] es finito.
A continuacién se prueba que fiz(e) C tHr!. Sea my € fix(e).
Sea n € e entonces (7 'mom)(n) = 7 Y(mo(w(n))) = 7 Hmw(n)) =
n; asi que 7 imor € fiz(e) = 7w nfiz(e)n 7, es decir my €
nfiz(e)n™ C mHr L.

G y F determinan el conjunto HS de los nombres hereditariamente
simétricos y si G es un ultrafiltro M-completo sobre B, ig[HS] = N es
el modelo simétrico de ZF determinado por G y F. A continuacion se
prueba que N no es modelo del AE, pero ya se sabe que si es modelo
de ZF. Dentro de la prueba se vera que los x,, y A estdan en N.

Lema 2.101 En el modelo N = ig[HS] el conjunto A de los reales de
Cohen no puede ser bien ordenado.

Demostracion.Para empezar, todos los z,, asi como el conjunto A estan
en N ya que sus nombres son hereditariamente simétricos.

Para todo m € G y cualesquiera n,m se tiene que w(\/{p € P :
p(n,m)=1}) =Vr{p e P :pn,m) =1} =\V{mp € P : ap(mn,m) =
1} =V{p € P:p(mn,m) = 1}. Ademas n(z,) = {(v("m),V{p € P :
p(mn,m) = 1}) :m € w} = {((m,V{p € P : p(mn,m) = 1}) : m €
w} = z.,. De donde, 7(x,) = z,, vy consecuentemente simg(z,) =
fix({n}) € F. Asi z, es simétrico y hereditariamente simétrico pues
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dom(z,) ={"v:mew}yn("m)="m, Vr; porlo tanto simg( m) =
G € F, entonces z,, € HS y z, = ig(z,) € ic[HS] = N.

También m(A) = A, Vr € G pues (1) = 1 y como n(z,) = Zp
entonces m(A) = {(nz,,,71) :n € w} = {2, 1) 1 n € w} = {{z,, 1) :
new}l=A asi simg(A)=GeFyAec HSy A=ig(A) € N.

Ahora, Vn # m|[z, = z,,]| = 0. Si |[z,, = z,,]| # 0 para n # m,
entonces hay un p € P tal que p | z,, = z,,,. Pero existe [ € w tal que ni
(n,l), ni (m, 1) pertenecen a dom(p) por la finitud de p € Fn(w x w,2).
Sea pues g 2 p tal que g(n,l) = 1y q(m,l) = 0, entonces ¢q |- [ € z,
vy q|F 1 €&z, pues g € G implica que [ € {m € w : Ip € G(p(n,m) =
1)} = x,, por lo tanto ¢ |- z, # z,,; pero como ¢ < p entonces
q -z, =z,

Ahora se muestra que en N no hay funciones uno a uno de w sobre
A ={x, :n € w}. Supéngase que hay una tal f € N y sea f € HS
su nombre simétrico. Por el Lema de Verdad hay un py, € G tal que
po |- (f es inyectiva de w™ sobre A). Como f € HS se puede considerar
e C w finito tal que simg(f) 2 fiz(e), o sea simg(f) € F. Como
po |F Ji(i € "wA f(i) = x,) existe i € w,p < poyn & e tal que
p - i(vl) = Lp.

Ahora se obtendra w € G tal que:

(1) mp es compatible con p.
(17) me fix(e).

(1ii) 7™ #n.

A vpartir de (iii) se obtiene que n ¢ e. Por (i) y porque fix(e) C
simg(f), con tal m se obtiene que 7f = f. Puesto que 77i = “iy
mp |- (7 f)(7" 1) = 7z, se obtiene que

q=pUnp |- f(Ti) =2, N f(79) = Zpy-

Usando (#3), el hecho de que pUmp < p, mp y ||z, = ]| = 0 se tiene
que ¢ |- (f no es funcion)!.

Para obtener 7 que cumpla (i), (i), (i7i), sea n’ # n tal que n’ € e
y (n/;m) & dom(p) para cualquier M. Sea 7 la permutacién de w
que intercambia n y n’ y w(k) = k Vk # n,n’. Esta permutacién m
satisface (i) ya que (n’,;m) & dom(p) para toda M, de donde el caso
(n';m) € dom(p) N dom(mp) no se da y entonces p y 7mp tienen una
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extensién comin. (ii) se satisface pues m cambia solo a n y a n’ los
cuales no pertenecen a e, es decir Vk € e(n(k) = k). (iii) es simple,
pues mn = n' # n.

(]

Corolario 2.102
Con(ZF) = Con(ZF + —AE)

Con(ZF) = ZF i/ AE

2.4.5 El segundo modelo de Cohen

Sea M modelo transitivo de ZF + AE. SE construird un extension
simétrica N de M en la cual hay una familia numerable de pares que
no tienen funcién de eleccion; es decir, tal N es modelo de la negacion de
AEN, Axioma de Eleccién Numerable. En el modelo basico de Cohen
el conjunto no bien ordenable consiste de lo que se llama nimeros reales
de Cohen. Obviamente ahora no es posible usarlos para construir los
pares, ya que los parres de reales si tienen una funcién de eleccion
(por ser bien ordenables), sin embargo si funcionara si los elementos
intensionales de los pares son conjuntos de “reales”.

Sea P = (Fn((wx{0,1} xw)xw, 2), D). Sea B =ar(P)en M. Sea
G un ultrafiltro M-genérico sobre B. Se definen los siguientes cuatro
elementos de M|[G] junto con sus nombres.

Tnei = {j € w: Ip € G(pln,e,i,j) = 1)} con n,i,j € W'y
e € {0,1}, (estos son los “reales”).
Lnei = {<vja unai,j> : jGW} donde unei,j = V{pe P : p(n5i7j> -

1.

Tpe = {Tpei 11 € W}
% = {<$n€i7 1> 1 € (U}.

Pn = {Tno, Tn1} conn € w.
Bn = {<ln07 1>7 <£n17 1>}

A={p,:new}
A:{(Bn, 1) :n € w}.
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Ahora bien,

ic(Zne) = {ic(7)): € G(T)ip) € Tp), J € W}
= {jew:V{peP:plneij) =1} € G}
= {jew:IpeGpnei,j) =1)} = pe.

16(Tne) = {ic(Tpe) 11 €W} = {Xpei 11 €E W} = Tpe.

ia(p,) = {ic(zno), ic(zu1)} = {Tno, Tm} = pn.

ic(A) = A.
Los reales x,.; son todos distintos dos a dos: si (n,e, i) # (n',&',1')
entonces |, = Tpew|| = 0. En efecto, si |[2,.; = Zeri]| 7 0 entonces

dp € P(p |F 2,0i = Z,y0); por finitud de p hay un [ € w tal que
((n,e,1),0), ((n',€,1"),1) & dom(p). Sea q < p tal que gq(nei,l) =1y
q(n’e'i';1) = 0, entonces q |- "l € x,.; vy q |F "1 & x,y.s; por lo tanto
q “_ Lnei 7& Lprery PETO ¢ < p L

Cada permutacion 7 de w x {0, 1} X w induce un automorfismo de
P, como en el modelo béasico. Para cualquier p € P se define mp como:

dom(mp) = {(m(nei),j) : (nei, j) € dom(p)}
mp(m(net), j) = p(nei, j)

el cual a su vez induce un automorfismo de B:

Vu € B m(u) =\/{mp:p < u}.
Entonces
T(tneiy) = 7(V{p € P:p(nei,j) =1}) = V{mp € P : p(nei, j) = 1}
= V{mp € P :wp(n(nei),j) =1}
= V{p € P:p(n(nei),j) = 1} = Ur(nei),;-

De donde se obtiene que

W(insi) = {<vj7 uw(nai),j) : ] € w} = gﬂ(nei)’
Se define el grupo de automorfismos G y el filtro F de modo que los nom-
bres Z.;, T, p, y A sean simétricos y hereditariamente simétricos
para que estén en HS y e, Tpe, pn v A estén en N.
Sea G el grupo de todos los automorfismos de B inducidos por aque-
llas permutaciones m de w x {0,1} X w que satisfacen las siguientes
condiciones: si w(nei) = (M), entonces
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). m=n
ii). Para cada n € w, Vi(g =¢) 6 Vi(g # ¢)

Asi G es el grupo de todos los automorfismos de B inducidos por las
permutaciones 7 de w x {0, 1} x w tales que V(nei) € w x {0,1} X w,

6 m(nei) = (nei)

r(nei) = (nli) sie=0,i€w
| (n0i sie=1,i€w.

Para cada 7 € G,

W(Ins) = {(7@%, 7r1> 11 € w} = {@ﬂ(mi, 1> = w} |
= {{z,z5, 1) ri€w} = {{zpzi, 1) 1i€w} = { Lo sie=1

T, ste=0
6 m(Zne) = Zpe

Es decir, 7(z,,.) = 2,. 6 2,,1_.. Ademds 7(p ) =p ym(A) = A.
Para cada e C w x {0,1} X w, finito, sea:

fix(e) ={mr € G:Vs €e(rs=2s)}.

Sea F el filtro generado sobre G por {fiz(e) : ¢ C w x {0,1} x
w, finito}. F es un filtro normal, pues si H, K son subgrupos de
G entonces

i) H e Fy HC K implica que hay un fiz(e) C H C K y por lo
tanto K € F.

ii). H K € F, fiz(eg) C H y fix(ex) C K, entonces fix(ey U
ex) C fix(ey) N fiz(ex) C HN K.

iii). Andlogo al modelo bésico de Cohen, con s € e Cw x {0,1} X w.

Sea HS el conjunto de los nombres de M”? hereditariamente simétri-
cos, determinado por G y F. Sea N la extension simétrica de M dada
por N = ig[HS].

Lema 2.103 Los conjuntos T, Tne, Pn, A pertenecen al modelo N
para todo n,i € w, € € {0, 1}
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Demostracion..
simg(z,es) = fia({nzi}) € F
simg(z,.) = fiz({nei}) € F, donde i € w.

simg(p,) =G € Fy simg(A) =G € F.

Lema 2.104 FEl conjunto A es contable en N.

Demostracion.Es suficiente con encontrar un nombre simétrico para
la funcion ¢ : n — p,. Tal g en principio no tiene por qué ser
inyectiva. Sea g = {{({("n, 1), (p,, )}, 1) : n € w}. Como para
cualquier m € G se tiene 7("n) = "n, w(p ) = p v (1) = 1 entonces
m(g) = gVm € G. Y asf simg(g) = G € F, por lo tanto g € HS,
y dom(g) = {{("n, 1), {p, 1)} : n € w} C HS. En consecuencia,
ic(g) =g € Hy (Aes contable)™.

O

Lema 2.105 No hay funcion f € N tal que dom(f) = A y para toda
n € w, f(pn) € pn. Es decir, en N no hay funcion de eleccion para A.

Demostracién.Supéngase que hay tal f € N y sea f € HS un nombre
simétrico para f y, por el Lema de Verdad, sea pg € G tal que:

po |- fes funcion definida en AAVn € w™(f(p ) €p,)

Se determinara g < po tal que ¢ |- fno es funcién, lo cual serd una
contradiccién. Sea e C wx {0, 1} xw, finito tal que fiz(e) C simg(f) €

F. Entonces existe n tal que (n,e,i) € e (sin pérdida de generalidad se

supone que g9 = 0) y p < py tal que p |F f(p, ) = .
Si hay un m € G tal que:

(1) mp compatible con p.
(2) 7€ fix(e).
(3) 7T-(EHO) — &nl
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Entonces, por (2) se tiene que 7(f) = f, n(p,) = p, y como 7p |
mf(mp,) = Ty usando (1) y (3), se tiene que ¢ =pUmp |- (f(p,) =
Lno A i(ﬂn) = £nl)‘ Ademés H&no = £n1]| = 07 pues si Hino = inl]‘ % 0
entonces dp € P tal que p |- ,,0 = 2,1, es decir p |- Vidj(z,0; = 2,15,
luego 3i,j € w tal que p |- (z,0; = 2,,1;) lo cual implica que [z, =
Z,1;]| # 0 pero (n0i) # (nlj)!. En consecuencia ¢ | (f no es funcién)
|

A continuacién se encuentra m que cumple las condiciones (1), (2),
(3). Sea k € w tal que Vi > kVe[(nei) € dom(p)] donde n y p son
como antes y k necesariamente existe dada la finitud de p. Sea 7 la
permutacion de w x {0,1} x w definida como sigue:

(n,1,i+k) si i<k
m(n0i) =< (n,1,i—k) si k<i<2k
) st 2k <1

)
)
(n,0,i+k) si i<k
m(nli) =< (n,0,i—k) si k<i<2k
) si 2k <i
m(n'ei) = n'ei Vn! # n.

Esta permutacién cumple las condiciones (1), (2), (3), y también
induce los automorfismos considerados en G.

(1). Si (n,0,7, 5) € dom(p) A dom(mwp) 6 (n,1,i,j) € dom(p) A
dom(mp), entonces (n0i, j) = w(n'e’i’, j). por consiguiente n’ = n,
g=1i<kyi=i+k!, (/! =i—k <0!). 7 cambia a la componente
1 de tal modo que p y 7p no pueden tener elementos en comun en su
dominio, es decir dom(p) N dom(7p) = 0.

(2). Como Y(nei) € e entonces w(n'ei) = n'ei
(3). Claramente 7(z,,0) = {(Zr(nor), 1) 1 € W} = {{z,5, 1) 11 € w} =
x

£nl-

O
Corolario 2.106
Con(ZF) = Con(ZF + —-AEN)
Con(ZF) = ZF t/ AEN
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Capitulo 3

Metamatematica del Forcing.

Forcing es un método para construir modelos en teoria de conjuntos.
Con tal método se ha dado solucién a problemas que se refieren a la
consistencia o independencia de proposiciones tales como: la Hipotesis
del Continuo (HC), el Axioma de Eleccién (AE), el Axioma de Mar-
tin(MA), el Axioma de Constructibilidad (V = L), la Hipdtesis Gen-
eralizada del Continuo (HGC), etc; y no sélo eso, las ideas de forc-
ing, que pertenecen a la légica matematica, permean otras ramas de la
matematica como el dlgebra y la topologia. Forcing lleva implicito un
cierto punto de vista filoséfico, su manejo frecuentemente permite ‘ver’
por qué una prueba no ‘funciona’ y cémo puede ser corregida para que
realice su proposito.

Para manejar forcing se necesita una hébil manipulacién de érdenes
parciales, conjuntos densos y filtros. Esta es, digamos, la dificultad
matematica. Por otro lado hay una dificultad metamatematica que se
refiere a: para probar la consistencia de, por ejemplo, ZF + V # L o
ZFC 4+ — CH o cualquier otra teoria, no se puede trabajar simplemente
con ZF 6 ZFC y definir un modelo transitivo para los axiomas deseados,
parece que no basta con estipular un modelo para las reglas sino que
es necesario que las reglas sean las adecuadas dentro del modelo.

93
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3.1 La metamatematica

Para mostrar que o es independiente de ¥ es suficiente con mostrar
que tanto ¥ U {c} como ¥ U {—c} son ambos conjuntos consistentes
de enunciados. Por el Teorema de Completud de Godel para teorias de
primer orden, esto es equivalente a la existencia de un modelo para los
conjuntos mencionados. Sin embargo, por el Teorema de Incompletud
de Godel, se sabe que en ninguna extension recursivamente axiomati-
zable de ZF se puede probar la existencia de un modelo de la teoria
extendida; en particular, ZF no puede probar su propia consistencia.
A manera de ejemplo se prueba el siguiente teorema.

Teorema 3.1
Si ZF &+ Jz(x es transitivo N\ x es modelo de ZF) entonces ZF es incon-
sistente.

Demostracion.. Sea xy una x que satisface el enunciado del teorema, con
rango minimo. Como (xg, €|z xz) €8 modelo de ZF entonces también
(0, €|lzgxay) €8 modelo de Jy(yes transitivo A y = ZF). Sea yy € xg
tal que (xg, €|zyxz,) €8 modelo de "yg es transitivo A yo = ZF”. Como
"z es transitivo A z | ZF” es una férmula AZF| es absoluta y entonces
"o es transitivo A yo | ZF” se cumple. Con esto se tiene que

ZF F Vz(x es transitivo A x |= ZF)

— Jy € z(yes transitivo A y = ZF).

Pero xq es de rango minimo y yo € g, en consecuencia p(yo) < p(xq) y
"yo es transitivo A yo | ZF”. Esto es una contradiccion.

Es claro que si ZF no puede probar su propia consistencia entonces
no puede probar la consistencia de ningin sistema mas fuerte. Con
esto parece que se esta en algun callejon sin salida. Aqui es donde
intervienen las pruebas de consistencia relativa. Como se menciona
en la introduccion, en una prueba de consistencia relativa se prueba
que si Y tiene modelo entonces, para una teoria 7', ¥ U T también
tiene modelo. Con respecto a ZF, Godel demostré que ZF + HC, ZFC
y ZF + HGC son consistentes relativos de ZF. En estas pruebas de
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consistencia relativa Godel usé modelos internos. Intuitivamente, se
empieza considerando la extension de algin predicado monadico en el
lenguaje tedrico conjuntista y se muestra que esta extension es una
clase propia “modelo” de ZF junto con algunos axiomas adicionales.
Por ejemplo, Godel definié la nocién de contructibilidad en ZF y mostré
que los conjuntos constructibles constituyen un “modelo” para ZF +
V =L, es decir ZF + “todo conjunto es constructible”; a partir de ZF
+ V = L se obtiene AE, HC y HGC. En ZF, desde luego no se pueden
manejar directamente las clases propias. La explicaciéon intuitiva es una
heuristica para el procedimiento formal que se describe en el siguiente
teorema.

Teorema 3.2
Sea o(x) una férmula con exactamente una variable libre x tal que:

i) Y F 3z ()
it) Xk 0% para toda o € X
iii) L F 7.

Entonces T es consistente relativo a 3.

Demostracion.. Suponga que YU {7} es inconsistente, entonces existen
o1,...,0, €%, tales que (o7 A -+ A g, — —7) es légicamente vélida.
Como ¥ F 3z ¢(z),

YE(or ANy — —1)¥
(por induccién); por consiguiente
YEof A ANof — 7%,

De ii) obtenemos ¥ - —=7% lo cual contradice ii).

O
Nota. La prueba de que F (3x ¢(x) — a¥), para todo enunciado
universalmente valido «, requiere induccién.

Sabemos que ZF F V=L — HC; por tanto si fuéramos a usar el
método de modelos internos para mostrar la independencia de HC, la
cosa mas natural seria encontrar un modelo interno en el cual V=L
falle. Desafortunadamente esto es imposible.
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Lema 3.3
Si A = A(z) es un predicado monddico en el lenguaje de teoria de

conjuntos que define un modelo interno transitivo M de ZF, entonces
L=LACM yAY =L c M. Ademds (oM)F —— oM"),

Teorema 3.4
No hay modelo interno transitivo de ZF + V # L.

Demostracion.. Supdéngase que A es un modelo interno transitivo de

ZF+ V # L, entonces ZFC + (V # L)* . Como L es modelo de ZFC,

ZFCE ((V # L)A)L de donde ZFC F (V # L)AL. Por el lema tenemos

que ZFC  (V # L)L, lo que contradice el resultado de Godel de la
consistencia de V = L suponiendo que ZFC es consistente. La extensiéon
de este resultado al caso donde A es un modelo interno no-transitivo, se
sigue inmediatamente del Teorema del Colapso de Mostowski aplicado
a clases propias.

O

Cualquier modelo de Teoria de Conjuntos asigna una interpretacion
al stmbolo de pertenencia €. En la definicién de modelo interno, € se
interpreta como la restriccién al dominio, o universo del modelo, de
la relaciéon de pertenencia en V, el universo de la Teoria de Conjun-
tos; donde el dominio o universo es la extensiéon de algin predicado del
lenguaje de Teoria de Conjuntos. Un modelo en el cual € se interpreta
asi se llama un modelo estandar o natural. El resultado de imposibil-
idad acabado de demostrar (no hay modelo interno de ZFC + V #£L)
se aplica s6lo a modelos internos estandar. Cuando se vean modelos
booleano-valuados, podemos tener un modelo interno no estandar en el
cual V # L es verdad.

Cohen decidié concentrarse en encontrar modelos transitivos estan-
dar en los cuales V = L falle. La ventaja de considerar modelos tran-
sitivos estandar es que uno puede utilizar los muchos resultados de
absolutez para determinar sus propiedades. Por ejemplo, la absolutez
de los ordinales (es decir, la propiedad de ser un ordinal) hace inmedi-
ata la verificacion del axioma de infinito. A diferencia del método de
modelos internos, Cohen intenté expandir el universo.

Claramente, no se puede esperar comenzar con V y expandirlo pues
V contiene ya todo. La estrategia es como sigue: como se trata de
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una prueba de consistencia relativa, se tiene derecho a suponer que hay
un modelo de ZFC, de hecho de ZFC + V=L; la decisiéon de trabajar
con un modelo estandar transitivo lleva a la suposicion mds fuerte de
que hay un modelo de ZFC + V=L de tal tipo; luego, se expande este
modelo de ZFC + V#L. [Que esto es una suposicién mds fuerte se
demostrara mas adelante, aunque esta suposicién mas fuerte no es de
hecho necesaria, como se vera después, se hace en este punto porque
haciéndola se va ganando penetracién en la heuristica del forcing].
Por la forma fuerte del Teorema de Lowenheim-Skolem Descendente
y el Teorema del Colapso de Mostowski, se obtiene un modelo estandar
transitivo numerable de ZFC + V=L. Se debe tomar como punto de
partida un modelo “base” estdndar transitivo numerable porque:

Teorema 3.5
A partir de cualquier extension de ZF que sea consistente con V=L, no
se puede probar la existencia de un modelo estindar no numerable en

el cual ZF + AE + V #£L se cumple

Demostracion.. Ver Cohen pp 108-109.
O
Asi este teorema muestra que ambos modelos, el de base y su ex-
pansién, tienen que ser numerables. Ademas, el siguiente teorema nos
dice por qué debemos expandir el modelo base a un modelo que con-
tenga los mismos ordinales.

Teorema 3.6
Sea oy la minima cota superior de los ordinales en el modelo base, por
tanto el modelo base tiene rango ag (por absolutez de la funcion rango).
Es consistente suponer que no hay modelo estdndar transitivo de rango
mayor que ay.

Demostracion.. Sino hay tal modelo, ya terminamos. Si hay un modelo
tal, sea a; el minimo ordinal mayor que g para el cual hay un modelo
tal. Por consideraciones de absolutez, cualquier modelo tal de rango ay
satisface

Vo > ag—3x(zes transitivo Az = ZF A p(z) = «)
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O

Dado un modelo base M, la construccién de forcing proporciona un

método para expandir M a un modelo estandar transitivo numerable

(una extension genérica de M) que contenga exactamente los mismos

ordinales. Sea N la extension genérica de M. Por la absolutez de los
ordinales y de los conjuntos constructibles:

IM = {zeN:Lx)} ={x:3Ja e N, tal queL,(z)}
= {z:3ae MG =IMCMCN

Claramente M # N ( y afortunadamente este es el caso general) de
donde N satisfara V # L ya que se tendrd LY ¢ N 6 (L c V)¥. En lo
anterior hemos supuesto la existencia de un modelo estandar transitivo
de ZFC. Ahora probaremos que esto es algo mas de lo que se permite
en una prueba relativa de consistencia en ZF. Sea M un enunciado del
lenguaje de teoria de conjuntos que establece que ZF tiene un modelo
estandar y transitivo (en lo sucesivo este hecho se denotard con MET).
Dado el Teorema de Completud, M es equivalente a Cons(ZF). Para
probar que

Lema 3.7
ZF + Mt/ MET,

se usa el siguiente resultado debido a Cohen y otros (Wilmers & Suzuki
p. 15): Todo modelo estindar y transitivo de ZF contiene un elemento
que es un modelo de ZF.

Demostracion.. Sea A un modelo estandar transitivo de rango minimo.
Claramente se tiene que A = ZF + M 4+ - MET.
O
A pesar de este resultado, un platonista no tendra escripulos para
aceptar MET. Platénicamente él podra “probar” el Teorema de Re-
flexién para todos los axiomas de ZF simultaneamente. Esto desde
luego no puede formalizarse dentro de ZF. Por el Principio de Re-
flexién, demostrable en ZF, todo conjunto finito de axiomas de ZF
satisface MET. Pareceria que aplicando el Teorema de Compacidad se
debe obtener un modelo de ZF; pero si se introduce la Teoria de Mode-
los dentro de ZF se introduce la posibilidad de axiomas no estandar, es
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decir, axiomas que corresponden en nuestra codificacion a enteros no
estandar, mientras que el Principio de Reflexion se cumple solo para
axiomas estandar.(Nuestra codificacién puede de hecho “portarse mal”
hasta el grado de darnos “pruebas” no estdndar de inconsistencia [cf.
Drake p.96)).

Habiendo formalizado la Teoria de Modelos, se obtiene lo siguiente
como un teorema de ZFC:

Vz[(trans(x) Ax EZFCA |z| = w) —
Jy(x CyAtrans(y) Ny EZFC+V £ LA |yl =w)].

La prueba del teorema es facilitada por la construccién de forcing.
No ha habido éxito en el intento de probar en ZF que Cons(ZFC) —
Cons(ZFC 4 VL) ya que se necesita agregar MET a ZFC para obtener

Jz(Trans(x) Nz |E ZFC A |z| = w).

Obviamente para lograr este proposito, se debe evitar apelar a MET.
Shoenfield propuso una version formal de la pretensién platénica res-
pecto al Principio de Reflexién. Se agrega un simbolo constante ‘¢’ al
lenguaje de teoria de conjuntos. Se forma la teoria 7" al agregar a ZFC
(en el lenguaje original) el enunciado “c es transitivo A |c¢| = w 7 y la
relativizaciéon a ‘c’ de cada axioma de ZFC.

Teorema 3.8
T es una extension conservadora de ZFC.

Demostracion.. Sea T tal que T'F o donde o es en el lenguaje original.
Asi

Fr A TQ(C) A c es transitivo A |c] =w — o

(donde 71,7, € ZFC) por tanto

- Va(r A A zes transitivo A |z| = w — o)

porque ¢ no ocurre en o) y F V(g A D Az es transitivo A |z| = w —
y 2

o) — (Fz(m A 7 A zes transitivo A |z] = w) — o),

de donde

F dx(m A 7 A zes transitivo A |z = w) — 0.
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ZFC = 7 y por el Principio de Reflexién
ZFC F Ja(r{") A zes transitivo A |z| = w)

Asi
ZFC F 3z(m A Azes transitivo A |z| = w).

Por tanto ZFC F o.
O

Es decir, Cons(ZFC) — Cons(T).

Dentro de T podemos aplicar la construccién de forcing para ex-
pandir ¢ a un modelo de ZFC + V # L; de donde Con(T) — (ZFC +
V # L). Teniendo, por transitividad, Cons(ZFC) — Cons(ZFC + V #
L).

El enfoque de Shoenfield es tal vez el mas elegante de los que per-
miten retener la heuristica de la construccion de forcing, por ejemplo
expandiendo un modelo dado de ZFC, evitando el recurso de MET.

La propuesta de Cohen para evitar MET es que dentro de ZFC
se puede aplicar la técnica de forcing para conseguir un modelo de
cualquier conjunto finito de axiomas de ZFC + V # L. Para mostrar
que un conjunto finito de axiomas de ZFC + V # L se cumplen en una
extensién genérica N de un modelo de base M, se requiere solo un con-
junto finito de axiomas ¥’ de ZFC que se cumpla en M. Un andlisis de
la construccién de forcing indicard qué axiomas deben estar en ¥'. En
ZFC, el Principio de Reflexion garantiza la existencia de un modelo de
Y. Claramente no se pierde nada al tomar tal modelo y expandirlo, ya
que todos los axiomas de ZFC, requeridos en la construccion de forcing
para mostrar que X se cumple en la expansion, se tienen en el modelo.
Si Con(ZFC + V # L) no se cumpliera entonces un subconjunto finito
de ZFC + V # L seria inconsistente y tendria un modelo en ZFC .

3.2 La Heuristica.

En esta seccion se da una exposicion heuristica de lo que se conoce como
“la expansién del modelo base”. El modelo base (ground model) es un
modelo de ZF 4+ V=L. El asunto es: de qué manera expandir el modelo
base a un modelo en el cual V=L falle; es decir, un modelo que con-
tenga un conjunto no constructible y que satisfaga los axiomas de ZFC.
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Mateméticamente se puede ver esto como agregar un conjunto no con-
structible al modelo base, seguido de la cerradura bajo las operaciones
de teoria de conjuntos. EIl problema es que las operaciones tedrico-
conjuntistas se entenderan relativizadas al modelo que se esté tratando
de obtener. El siguiente teorema proporciona una caracterizacién de un
conjunto transitivo cerrado bajo las operaciones tedrico-conjuntistas

Teorema 3.9

Un conjunto transitivo M que satisface las siguientes condiciones es un
modelo de ZF.

a) w e M (Azioma del Infinito).

b). Toda clase en M, es decir todo subconjunto de M definido
por una formula de ZF relativizada a M, el cual estd incluido en
un conjunto de M, es él mismo un conjunto en M (Axioma de
separacion).

¢). Para toda formula ¢ cuya restriccion a M es una relacion
funcional en M; la imagen bajo ™ de cualquier conjunto en M
el cual estd en el dominio de @™ es él mismo un conjunto en M
(Azioma de Reemplazo).

d). Para todo conjunto a € M, P(a)N M estd incluido en un
conjunto en M (Azioma de Potencia).

Obsérvese que por ser M transitivo se cumple el Axioma de Ex-
tensionalidad y por ser estandar 6 natural se cumple el Axioma de
Regularidad 6 Buena Fundacién. Ya que ZFC F “Todo conjunto finito
de enteros es constructible”, lo mejor que podemos esperar es encon-
trar un subconjunto infinito de w no constructible. Esto es inmediato
por medio de un filtro genérico.

Podemos identificar todo subconjunto de w con una funcién de w
en 2 (su funcién caracteristica) e inversamente. Por absolutez, w y 2
pertenecen a cualquier extension estandar transitiva del modelo base.
Como se mostré antes, si el modelo base y la extension genérica tiene los
mismos ordinales, tienen los mismos conjuntos constructibles. Si, en tal
caso, hay una funciéon de w en 2 en la extensién genérica, que no esta en
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el modelo base, entonces claramente ella proporciona un subconjunto
de w no constructible. Si la funciéon f va a ser no constructible, nece-
sariamente no puede ser la funcién caracteristica de ningiin conjunto
finito de enteros de w, ni w mismo. Entonces

Vn € wim € wim >nA f(m)=1— f(n))

debe ser satisfecha. Mas ain, f debe ademas diferir de la funcién
caracteristica de cualquier subconjunto de w especificable de antemano,
es decir, cualquier subconjunto constructible de w en M.

Cualquier funcién de w a 2 puede aproximarse por funciones par-
ciales finitas, es decir: funciones en 2 cuyo dominio es un niimero nat-
ural. Si f € 2 entonces para todo n € w f|, es una aproximacion tal;
fln € 2<¥ (2= = | 2"). Sea F,(w,2) = 2<“ el conjunto de todas

n<w
las funciones parciales finitas de w en 2. Por absolutez F),(w,2) € M.

F,(w,2) puede ordenarse parcialmente por el reverso de la inclusién y
el correspondiente conjunto parcialmente ordenado P = (F,,(w,2), D)
pertenece a M. Es facil verificar que la uniéon de cualquier filtro F
sobre P es una funcién de un subconjunto de w en 2. Si la funciéon f
que buscamos va a ser la union de un filtro F', este filtro debe satisfacer
las siguientes condiciones:
(1) Sea D, ={p € F,(w,2):n € dom(p)}, para n € wy
y Ynew FND, #0
(2) Sea Ry={pe€ F,(w,2):0€ran(p)},
Ri={p€F,(w,2):1€ran(p)}, FNRy#0 # FNRy.
(3) Sea h una funcién constructible (en M) de w a 2 y sea
Ey,={p€ F,(w,2) : In € wp(n) # h(n)}.
Para toda tal h se cumple que E,NF # (). Los conjuntos D,,, Ry, R,
E), a los cuales se requiere que F' intersecte, tienen en comun la pro-
piedad de ser densos en P. Al probar que la extension genérica de M
es en verdad un modelo de ZFC, se necesita que F intersecte nuevos
subconjuntos densos de P en M. Uno podria, en principio, enlistar
todos los subconjuntos densos (en M) de P que se requiere que se in-
tersecten nuevamente con F', pero a la luz del siguiente teorema esto es
innecesario.

Teorema 3.10
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Si M es numerable y p € F,(w,2) entonces hay un filtro F' sobre P el
cual intersecta a todo subconjunto denso de P en M.

Tal filtro se dice que es P-genérico sobre M. Este tltimo teorema puede
generalizarse al caso donde P es un orden parcial arbitrario en M. Sin
embargo solo si P no tiene atomos podemos garantizar que el filtro
genérico no pertenezca a M. Este teorema es entonces un caso especial
del siguiente teorema.

Teorema 3.11

Sea P un orden parcial arbitrario, p € dom(P) y D = {D,, : n € w}
una familia numerable de subconjuntos densos de P. Entonces hay un
filtro F sobre P tal quepe F y FND, #(, Vnecw.

Demostracion.. Sea py = p y para todo n sea p,.1 tal que p,i1 < p, v
Pnt1 € Dy, entonces el conjunto G = {q €P: ¢ > p,, para algunn € w}
es un filtro P-genérico con pe Gy GN D, # 0, Vn € w.

O
Nota. De aqui en adelante se usard GG para referir cualquier filtro P-
genérico sobre M.

3.3 La Mecanica.

En los términos de la heuristica, el siguiente paso después de haber
obtenido un filtro genérico G, sobre la base de M y P, es producir un
modelo de ZFC + V#L, cerrando M U {G} bajo operaciones tedrico-
conjuntistas. El problema es probar la existencia de tal modelo; es
decir, probar la existencia de una “extensién genérica” transitiva M[G|
de M tal que M[G] E ZFC, M C M[G] y G € M|G] donde M y M|G]
tienen los mismos ordinales. El modo en que esto se logra en pruebas
de forcing es “construir” M|[G] de tal manera que sus propiedades estén
completamente determinadas por las propiedades de M, Py G.

Es en este punto que la técnica de forcing entra en juego. Y aqui
también esta el salto creativo en el trabajo de Cohen. Desde su pre-
sentacién en sus articulos de ’63, 64, y '66, la técnica ha sido grande-
mente mejorada [Kunen p.235], algunas veces hasta el punto de que la
definicion de la relacion de forcing surge aparentemente por la tinica
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razéon de que funciona. Desde luego, ya que el forcing es una técnica
matematica para producir pruebas de independencia uno no puede es-
perar derivarla de los principios tedérico-conjuntistas ni se piensa que
pueda surgir de alguna manera completamente natural de una de-
scripcion heuristica. Sin embargo, se esbozara la estrategia y luego
se indicard cémo se realiza.

Se sabe que el dominio de la extension genérica tiene que ser numer-
able y por tanto se requiere s6lo un conjunto numerable de nombres para
referirnos a sus miembros. Se denota a tal conjunto de términos con-
stantes T = {7,, : n € w}. Podemos codificar en M del modo familiar
expresiones del lenguaje LzrUT'. Forcing es una relacién que se cumple
entre elementos de P y enunciados codificados. Si ¢(z1,...,z,) es una
formula de Lzr con exactamente n variables libres, y 7,...,7, € T,
entonces: “p € P forza o(m,...,7,)" es comunmente escrito como
p |- (7, ..., 7). La relacién de forcing se define como sigue.

Definicién 3.12
p|F o(rm,...,m) sii VG (G es P-genérico sobre M y p € G = M|G]
): gO(Tl, N ,Tn)).

Esta definicién se debe a Shoenfield y es una simplificacién para
propésitos de exposicion de la relacion de forcing al llevar a cabo los de-
talles de pruebas de independencia. Donde la designacion de 74, ..., 7,
depende esencialmente de G, de un modo que se discute a continuacién.

Ya que en general no todos los filtros genéricos sobre un orden par-
cial P en M pertenecen a M, la relacion de forcing dada antes no se
puede definir en M. Pero para probar que ciertos axiomas de ZFC se
cumplen en M |G| requerimos una relacién de forcing modificada |+
(“forcing estrella”), definible en M. De acuerdo a Kunen, "hay tantas
definiciones diferentes (equivalentes) a |F* como textos sobre teoria de
conjuntos”. El punto importante es que:

plEo(r,...,m) siip |F* o(r,...,Th)

La definicién de |[F* refleja la definicién semdntica de verdad en un
modelo, sin embargo, ya que en general G no estd definido en M, no
puede proporcionar una definicién de verdad en M[G] para cualquier
filtro genérico particular G. Maés bien proporciona todo lo necesario
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para determinar las propiedades de todas las extensiones genéricas si-
multaneamente. De hecho podemos probar el crucial Lema de Verdad.

Lema 3.13
MGl E e(r,...,m) s Ipe G| olm,...,))

Hasta aqui se ha hablado libremente de M[G], tanto como una ex-
tension de M, de la cual se debe probar que es un modelo de ZFC, asi
como un modelo existente de ZFC. También se ha dicho que el diseno
de los nombres T depende de G y se ha considerado a los nombres en
relacién a un modelo particular M[G]. Un aspecto importante de la
técnica de forcing es la relacion entre el método de codificar T y la
determinacion del dominio de una extensién genérica. Se usan diversos
métodos para producir los nombres codificados (a los cuales se deno-
tard de aqui en adelante como elementos del espacio de etiquetas en
M) e igualmente para producir el dominio de M[G]. Mas adelante se
describiran algunos ejemplos. Primero se discutiran algunas considera-
ciones generales que motivan todos los métodos.

i) Sea L el espacio de etiquetas en M. Podemos ver al dominio
de M[G] como la imagen de L bajo una funcién biyectiva ¢¢, es decir
¢c[L] = domM[G]. Como la extensién genérica es un modelo estandar

¢a(l) € pa(m) <= MIG] = (1 € Tn)

Considérese la relacién binaria inducida en L por la relacién € en M[G]:
{{l,m) : ¢c(l) € ¢g(m), ,m € L} Llamemos €; a esta relacion.
Claramente € es una relacion bien fundada. Asi si se pudiera de al-
guna manera definir € independientemente de M [G] se podria obtener
MIG] como el colapso de Mostowski de la estructura (L, €¢).

ii) Ya que M C M|G] para toda extensién genérica M[G], (¢g'[M],
€¢) es un modelo de Teoria de Conjuntos, isomorfo a M, cuyo dominio
es un subconjunto de L. Para filtros genéricos G, G', se tiene

(bc' [M], €6) = (¢ [M], €cr).-

Por consideraciones de simplicidad se pueden identificar estas estruc-
turas, obteniendo asi un subconjunto Ly; € L que sirve como un con-
junto de nombres estandar para los elementos de M en toda extensién
genérica.
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iii) es importante notar que aunque la designacién de los nombres
T depende de G, la codificacién de T' en M puede no depender de G.
Esto es porque en general G € M, pero |-* tiene que ser definible en
M.

¢ M[G]
/! T
T A Le— M
N L
oc MG

iv) Como G C P, todos sus miembros pertenecen a M y por lo
tanto tienen nombres estandar. El nombre de G tiene que ser definible
en M y por tanto no puede depender de G mismo. Podriamos fijar un
elemento I" de L tal que VG ¢g(I") = G. Si T se escoge de este modo
esta de algiina manera compuesto a partir de los nombres estdndar de
todos sus miembros ”potenciales” es decir, aquellos nombres p (donde
p es el nombre estandar de p) tales que 3G, ¢g(p) € G, luego ya que
VG, G C Py Vpe P, dGtal que p € G, entonces I' = {p(p) : p €
P} donde ¢(p) es alguna funcién de p. Supongamos p € G, entonces
¢,'(p) =P €c I = ¢g'(G). Entonces ¢a(p) € G, por lo tanto G =
oc(T) ={oc(p: p € G}. Nétese que ¢g(p) es independiente de G.

Para enfatizar la relacion con la funcion potencial del Colapso de
Mostowski en el conjunto apropiado (L, €g) podemos reescribir asf :
¢c(I') ={9c(p) : p €c T'}-

Idealmente nos gustaria una definicién uniforme de los ¢g’s sobre
L con propiedades similares a las del caso particular anterior. Nuestro
primer ejemplo ilustra coémo lograr esto.

Nota. Usaremos 7 como notaciéon alternativa para la funcion ¢g.
Usaremos V! como notacién alternativa para L el espacio etiquetas 6
nombres.

Ejemplo 7(Kunen 1980).
El espacio de etiquetas es definido por recursion transfinita:

l €L siilesunarelaciony Y(m,p)€l— (me&LApéecP)

La definicién del espacio de etiquetas (6 de nombres) tiene a P como
un parametro y es claramente una clase definible en M. Para cada G,
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P-genérico sobre M, se define ¢ mediante:

(ic(l) =)pc(l) = {pa(m) : Ip € G((m,p) € 1)}

¢¢ también se define por recursién transfinita. M[G] = ¢g[L].

Definamos las siguientes funciones, donde suponemos que P tiene un
elemento maximal 1p, con dominio en M y valores en L, por recursion
transfinita en M:

m* = {(n*,1p) : n € m} m={(n,1,) :n€m, pe P}

Se muestra facilmente que ¢g(m*) = ¢g(h) = m y asi ambas fun-
ciones pueden servir para producir una clase de nombres estandar en
M. Claramente, en este ejemplo ¢ no es una biyeccion. De esta man-
era, tenemos mas nombres de los que necesitamos. La relacién inducida
€q esta dada por:

méegl sii dp e G((m,p) €l) sii ¢pa(m) € dpa(l).

Esta relacién es bien fundada y limitada por la izquierda (es como
conjunto) sobre L (y de aqui podemos obtener el Colapso de Mostowski)
pero ya que €¢ no es extensional, la estructura (L, €g) no es isomorfa
a M[G].

Tomando I' = {(p,p) : p € P} entonces VG, ¢p(I') = G. Sin hacer
uso de forcing, se puede mostrar que M[G] satisface los axiomas de: Ex-
tensionalidad ( por ser transitivo), Fundacién (por ser estandar), Pari-
dad, Infinitud, y Unién. |F* se usa para obtener Reemplazo, Conjunto
Potencia y los enunciados particulares que se investigan (por ejemplo
V#L). Dada la técnica general de forcing descrita anteriormente, el
problema de producir resultados de consistencia particulares se reduce
a la construccion de un orden parcial adecuado en M.

El siguiente teorema muestra el sentido en el cual M[G] es la cer-
radura de M U {G} bajo las operaciones tedrico-conjuntistas.

Teorema 3.14 (de Minimalidad)
VN(M CNAGeNAN E ZFC) — (M|G] C N)).

Ejemplo 8(Cohen 1966).
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El enfoque de Cohen es tomar la Jerarquia Constructible como prim-
itiva en lugar de la Jerarquia Acumulativa. El toma como su modelo
base a la interseccién de todos los modelos estandar, transitivos y nu-
merables. Por absolutez de constructibilidad éste es un segmento inicial
de la Jerarquia Constructible, es decir M = U{Lg : § < a} para algin
ordinal limite numerable a. Sea a = ran(JG), donde G es P-genérico
sobre M y G ¢ M. Cohen define M [G] por ”constructibilidad relativa”.
Sabemos que ¢ € w y a es no acotado en w, de donde cltr(a) = w
(la clausura transitiva de a). Sean L(0,a) = w U {a}, L(y,a) =
D(Ug< L(B,a)) (v > 0) donde D(z) es el conjunto de subconjun-
tos de X que son definibles por férmulas relativizadas a X usando
pardmetros en X. M[G] = |J L(8,a). La prueba de que M|[G] |= ZFC

B<a
es muy parecida a la prueba de Godel de que la Jerarquia Constructible

es un modelo para la Teoria de Conjuntos. Que M[G] satisface el Teo-
rema de Minimalidad se sigue inmediatamente de estas consideraciones.

Agregamos una nueva constante a al lenguaje de ZF, la cual sirve
como un nombre para a. A cada elemento de M |G| le corresponde una
formula de este lenguaje extendido y un conjunto de parametros que
define esos elementos. Cohen hace uso de este hecho cuando define in-
ductivamente el espacio de etiquetas 6 nombres. Aunque el enfoque de
Cohen, particularmente en lo relacionado con los detalles del lenguaje
ramificado, carece de la fluidez de los desarrollos de explicaciones pos-
teriores, esta mas relacionado con la heuristica de la técnica del forcing
y es por tanto, sentimos, digno de estudio por otras razones que las
puramente historicas.

Cuando definimos forcing, definimos lo que algunas veces es llamado
forcing débil. La definicién original de Cohen es del forcing fuerte (|F.).
Los dos conceptos estan relacionados asi :

plE ¢ plre—d

La légica del forcing fuerte (de Cohen) es intuicionista, es decir p |,
- % p |F. ¢. La légica del forcing débil es clasica. Kunen atribuye
la invencion del forcing débil a Shoenfield, mientras que Shoenfield le
acredita su presentacién a Feferman.

Ejemplo 9(Shoenfield 1971)
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Shoenfield define la estructura (M, €5) donde M es el dominio de
nuestro modelo base y €4 esta definido por:

xE€gy sii dpeG(x,p) €y), paratodox,y € M.

MIG] es el colapso de Mostowski de ésta estructura.

Habiendo definido el modelo primero, Shoenfield introduce entonces
el lenguage de forcing. El toma como espacio de etiquetas la totalidad de
M es decir L = M. Este es un error técnico, sin embargo a consecuencia
de eso, el forcing no es definido en M. Para permitir la definibilidad
del forcing, debemos de restringir L de modo de que se pueda codificar
el lenguaje.

El enfoque de Shoenfield es instructivo, porque trae al caso el he-
cho de que M[G] puede construirse independientemente de L. Su error
(facilmente rectificado) consiste en no permitir la codificacién de las
formulas de Lz UT no en el hecho de que tenga demasiados nombres
en su espacio de etiquetas. Por ejemplo, Burges(1977) define un espacio
de etiquetas que es una extension propia del de Kunen. Inversamente,
podemos restringir la definiciéon de Kunen al requerir que L sea una
funcién.

Con respecto a M, pero visto desde fuera (ya que €5 no es definible
en M), L es una clase con una relaciéon € no estdndar definida ahi .
La estructura (L, €s) no es un modelo para la Teorfa de Conjuntos
ya que €g no es extensional. Si en vez de M se considera el universo
tedrico-conjuntista V (el cual es el que “la gente de M” toma como
M) y hacemos nuestras definiciones en consecuencia, entonces (L, €q)
es similar a un modelo interno con una relacién € no estandar: de
hecho (L, €g) satisface cada axioma de ZF excepto Extensionalidad.
Tomando clases de equivalencia se puede obtener Extensionalidad: [ ~
m sii ¢g(l) = pa(m), I,m € L. Sea L' = {[l] : | € L} y definamos

€¢ como:
[l €6 [m] sii ¢a(l) € da(m), I,me L

La estructura (L', G') satisface ZF + V#L. Desafortunadamente las
clases de equivalencia son clases propias. No podemos aplicar el lema
de Colapso de Mostowki a (L, €g) en V porque €g no es como conjunto
(limitado por la izquierda) sobre L. Alternativamente, se puede obtener
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Extensionalidad si se define una relacién de equivalencia nueva, =g,
sobre L:

l =g m sii gbG(l) = gbg(m) siil ~ m

La estructura (L, €g,=¢) satisface ZF + V#L. La definicién de esta
estructura en V, conocido como el enfoque del modelo sintactico, corre
paralela a la definicién de V2, el universo booleano-valuado para al-
guna algebra booleana completa B en M. Histéricamente, este ultimo
enfoque fue desarrollado primero. La definicién de | se debe en mu-
cho a Shoenfield quien se di6 cuenta que se podia hacer la construccién
de Scott-Solovay (universo booleano-valuado) directamente con un or-
den parcial. La ultima seccién menciona brevemente algunos paralelis-
mos entre forcing, como se describié antes, y el enfonque de modelos
booleano-valuados para las pruebas de independencia.

3.4 Modelos Booleanos.

Si, trabajando en V, se define L, el espacio de etiquetas o nombres,
usando la version restringida de la definiciéon de Kunen, de tal manera
que cada miembro de L es una funcién y ademas se pide que el orden
parcial sea una algebra de Boole completa B, entonces el espacio de
prueba consiste de las funciones hereditariamente B-valuadas, es decir:
las funciones f : * — B, donde z, el dominio, es un conjunto de fun-
ciones hereditariamente B-valuadas; ésta clase es el es conocida como
el universo Booleano V5.

Por medio de un mapeo inductivo, |[-]|, cada proposicién o en el
lenguaje de forcing tiene asignada un “valor de verdad”, a saber |[o]]
el cual es elemento de B. Esta definicion de verdad no puede ser dada
en la teoria de conjuntos aaunque el valor de verdad de cualquier o en
particular puede ser determinado dentro de la teoria de conjuntos (ver
[16] Cap. 10). Se puede mostrar que cualquier proposicién que sea un
teorema de ZFC tiene valor de verdad 1. Asi si se puede encontrar
una algebra booleana completa B tal que 0 < |[0]|® < 15 entonces o es
independiente de ZFC. De otra forma: puede ser mas practico encontrar
dos &lgebras de Boole By, B, tales que |[0]|P~ < 15, v |[-0]|Pe < 15,
para obtener resultados de independencia.
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Para probar que M[G| = ZFC se necesita considerar [F*. Es claro
que se puede probar que V® |=ZFC sin hacer uso de forcing (donde
VB = o ssi |[o]|P = 1). Sin embargo la definicién inductiva del mapeo
|[-]|® refleja la definicién de |F* con lo cual se obtiene el siguiente teo-
rema.

Teorema 3.15
[o]|P =V{p e B:p|-* o} yademds p |F* o ssip < |[o]|".

De hecho, si se define |F* mediante p |F* o ssi p < |[0]|® entonces
|F* satisface las condiciones usuales de forcing.

Al elegir la algebra Booleana correcta B se puede mostrar, por ejem-
plo, que VB |= ZFC + V # L. Esta prueba formal de independencia
en ningun lugar menciona un filtro genérico sobre B. Analogamente,
dado un orden parcial P tal que existe un G P-genérico tal que G &
M se podria mostrar que Jp € P(p |F* V # L sin mencionar a G o su
nombre I'. Sélo se requiere a G cuando se produce un modelo estandar
transitivo de ZFC + V # L.

Para construir un modelo Booleano-valuado se comienza, como an-
tes, con un modelo base M y el algebra Booleana B tal que B € M
y M | ‘Bes un dlgebra de Boole completa’. Entonces se relativiza la
discusién a M y se forma L, el espacio de etiquetas, L = VBN M. Asi
se obtiene un universo valuado Booleano dentro de M.

Se puede probar que para cualquier G P-genérico sobre M, si p ¢
G entonces Jg € G tal que p L ¢(p € P. En el caso de que P sea una
algebra Booleana completa se prueba que G es un ultrafiltro. De hecho
se prueba el siguiente teorema:

Teorema 3.16
Sea G C B donde B es un dlgebra de Boole completa en M. G es B-
genérico sobre M si, y solo si, G es un ultrafiltro y el homomorfismo

canonico hg : B — 2, preserva todos los supremos en M, i.e. es tal que
Ve € M(x C B — hg(Vz) = V{ha(y) : y € x}).

Ahora, el Teorema de Rasiowa-Sikorski dice que si {s, : n € w}
es una familia contable de subconjuntos de algun algebra de Boole B
(no necesariamente completa) tal que para cada n € w el supremo



112 CAPITULO 3. METAMATEMATICA DEL FORCING.

de s, existe en B entonces hay un homomorfismo h : B — 2 tal que
h(Vs,) = V{h(s) : s € s,}. Por lo tanto el Teorema de Rasiowa-
Sikorski es el teorema de existencia de filtros genéricos para modelos
Booleano-valuados.

El método de modelos Booleano-valuado y el método de forcing
producen ambos las mismas pruebas de independencia pues

Teorema 3.17
Cada orden parcial puede ser demsamente inmerso en un dlgebra de
Boole completa.



Capitulo 4

Una aplicacidn.

En esta parte se presentan algunos ejemplos de los usos de forcing en
problemas topoldgicos. Se desarrollan principalmente cuestiones sobre
la consistencia de la hipodtesis de Souslin y algunas breves observa-
ciones alrededor de numeros cardinales relacionados con el problema
de Souslin. Se trata en todo caso de hacer un sumario de problemas
que se hayan dispersos en varias publicaciones especializadas. Quiza al-
gun mérito tenga detallar las demostraciones y contextualizar algunas
cuestiones al respecto.

En el primer volumen de Fundamenta Mathematicae, 1920, en la
seccion de problemas, aparecié una conjetura de un joven matematico
ruso, M. Souslin. La conjetura suena simple y al parecer fue establecida
sin considerar su dificultad o su significado. Souslin muere a los 25 anos
de edad y aunque sélo publicé un articulo hizo contribuciones basicas
a la teoria de conjuntos. La conjetura que lleva su nombre es su mayor
contribucion a las Matematicas y sélo por eso merece un lugar destacado
en el medio matematico. Arbol de Souslin es un término estandar para
un cierto tipo de conjunto parcialmente ordenado.

Sea P = (P, <) un orden parcial

0. P es densamente ordenado si

Vp,g e P(p<q— 3reP(p<r<q)).

1. Un subconjunto A de P es cofinal en P si
Vp € P3g e A(p < q).

113
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2. A C P es una seccion final de P si
Vpe AVge P(p<q—qeA).

Andlogamente se define seccidn inicial: Vp € AVq € P(q < p —
qgeA).

3. Sea P un orden parcial p,q € P son comparablessip < qo q < p;
en caso contrario son incomparables, lo cual se denota por p | g.

En las definiciones siguientes P es orden lineal densamente orde-
nado.

4. P es completo si es conexo en la topologia inducida por el orden.
Equivalentemente, P es completo si cada subconjunto A de P,
el cual tiene cota superior en P, tiene una minima cota superior

(denotada lub(A)) en P.

5. P es un continuo ordenado si es completo y sin puntos extremos.

6. ICPesunintervalosi I #0 y Ve,ye IVpe Pz <p<y—
pel).

6.1 Un intervalo I es abierto si no tiene puntos extremos.

6.2 Un intervalo [ es cerrado si cada punto de P\ I esta contenido
en un intervalo abierto ajeno con I.

7. Un subconjunto D de P es denso en P si cualquier intervalo
abierto de P intersecta a P.

8. P es separable si tiene un subconjunto denso numerable.

Teorema 4.1
Cada continuo ordenado y separable P es isomorfo a R

Se prueba este teorema al mostrar que el subconjunto denso numer-
able D de P debe ser isomorfo a los racionales Q y que la completacién
de Dedekind es P mismo. La completacién de Dedekind se obtiene al
anadir una minima cota superior a cada cortadura en D sin minima
cota superior. Una cortadura de D es un segmento inicial propio.
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Propiedad de Souslin.(PS).
Cualquier familia de intervalos abiertos y ajenos en P es numerable.
Esto quiere decir que la celularidad de P es numerable: ¢(P) = X,.

El problema de Souslin consiste en tratar de dar respuesta, neg-
ativa o afirmativa, a la pregunta: ;cualquier continuo ordenado con
la propiedad de Souslin es isomorfo a R?. Es claro que R tiene la
propiedad de Souslin. El problema puede ser establecido en forma
equivalente como: ;Cualquier continuo ordenado con la PS contiene
un subconjunto denso numerable?.

Hipétesis de Souslin. (HS)
Cualquier continuo ordenado P con la propiedad de Souslin es iso-
morfo a R.

Teorema 4.2
Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. La hipdtesis de Souslin.

1. Cualquier conjunto densamente ordenado con la propiedad de
Souslin puede ser inmerso en R.

191. Cualquier conjunto densamente ordenado con la propiedad de
Souslin tiene un subconjunto denso numerable.

Demostracion.. (ii) = (iii) Sea P un conjunto densamente ordenado
con la propiedad de Souslin, f : P — R una inmersién dada por (ii).
Sea {¢; : i € w} una enumeracién de Q. Para cada par 7,5 € w, sea
d;; € P tal que ¢; < f(d;;) < ¢; si es posible y si no d;; es elegido
arbitrariamente, entonces D = {d;; : 7, j € w} es un subconjunto denso
numerable de P.

O

Una linea de Souslin es un continuo ordenado que tiene la propiedad
de Souslin pero no es separable. Esto quiere decir que una linea de
Souslin existe si la hipdtesis de Souslin es falsa.

Un drbol es un conjunto parcialmente ordenado (T, <) tal que
para cada = € T el conjunto {y € T : y < z} estd bien ordenado
por <.
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Un sub-drbol de un arbol T" es un subconjunto 7" C T' con el orden
inducido, tal que

VeeTVyeT(y<xz—yeT).
Una cadena de un conjunto parcialmente ordenado es un subcon-

junto linealmente ordenado.

Una rama b de un arbol T es una cadena tal que Vz € b(y < x —
y €b).

La altura de x € T se define como

h(z) =o({y € T:y < a}) = sup{h(y) : y < z}.

En ocasiones se escribird h(x,T’) si es necesario enfatizar el arbol
con respecto del cual se toma la altura.

Si X C T, se define la altura de X como h(X) = sup{h(z) : x €
X}. h(T) indica la altura de T.

Una rama b es cofinal en T si para cualquier nivel a € h(7T") hay
un y € b tal que a < h(y).

y es sucesor de x si: h(y) = h(z) + 1.

Para a € On, el a-ésimo nivel se define como:

T,={z€T:h(z)=a}.

Arbol restringido a o : T, = | Tp

[B<a

T es un drbol de Souslin si |T'| = w; y cada cadena y cada antica-
dena en T son numerables. Un arbol es llamado drbol de Aronszajn si
|T'| = wy y cada cadena en Ty cada nivel T, son numerables.

Es claro que si T es un arbol de Souslin o de Aronszajn entonces
h(T) = w;. Puesto que cada T, es una anticadena, cada arbol de
Souslin es de Aronszajn.
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Teorema 4.3 (E. W. Miller)

La hipotesis de Souslin es equivalente a la no existencia de un drbol de
Souslin , i. e. hay una linea de Souslin si, y solo si, hay un drbol de
Souslin. Ademds cada linea de Souslin tiene un subconjunto denso de
cardinalidad wy .

Demostracion..

(a). Sea T un &rbol de Souslin. Sea Q el conjunto de todas las
ramas de 7. Como T estd ordenado parcialmente, cada nivel T, es
anticadena numerable. Asi que se ordena linealmente cada nivel de T
y para by, by € Q, sea by < by si U, es el menor nivel donde b, y by
difieren y si el a-ésimo elemento de b; precede al a-ésimo elemento de
by en el orden de T,. Este orden define un orden lineal en Q

Cada intervalo en Q contiene un subintervalo de la forma {b € Q :
x € b} para algin = € T’; dos de tales intervalos son ajenos si, y sélo si,
los z que los definen son incompatibles. Pues si z, y son incompatibles
entonces no estan en la misma rama b. Por consiguiente cada familia
de intervalos ajenos dos a dos es a lo mas numerable, pues cada rama
de T es a lo mas numerable.

Q no contiene un subconjunto denso numerable. Sea S C Q nu-
merable y denso y sea « una cota superior de las longitudes de todo
be S. Seax €T de altura > « tal que hay al menos tres diferentes
b1 < by < bs que contienen a x. Como by es una rama de longitud > «,
pues = € by, entonces by ¢ S, asi que el intervalo (b1, b3) es ajeno de S!.

(b). Sea Q unal” inea de Souslin, Q es un cont” inuo ordenado para
el cual cualquier familia de intervalos ajenos dos a dos es numerable y no
tiene un subconjunto denso numerable. Construimos por recursién un
arbol de Souslin: Sea I = {Q} y sea Dy = {z} con z € Q. Obseérvese
que: si D C @, D contable, entonces D no es denso en Q y entonces
D#QyQ\D=0yQ\D es abierto, por lo tanto Q \ D es unién de
una coleccion no vacia de intervalos abiertos ajenos por pares, digamos
I{D}, que es contable porque Q tiene la propiedad de Souslin. Ahora,
si Dg estd definido para 8 < a (con o < wy) y Dg contable V3 < «,

sea, I, = I( U Dg) y sea D, un conjunto que tiene un punto de cada
BLa
intervalo abierto de I,,. Es claro que D,, es contable pues I, es contable.
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Sea T = U I,y (T, D) es el arbol de Souslin, pues es inmediato que
a<wi

es un arbol de cardinal 8; y como para cada nodo (intervalo de I,, )
hay al menos dos sucesores inmediatos, es suficiente probar que toda
anticadena en T es contable (pues una cadena incontable proporciona
una anticadena incontable). Pero una anticadena en 7' es justamente
una familia de intervalos abiertos ajenos por pares en Q, que es contable
por la propiedad de Souslin.

Un a-arbol normal T es un arbol tal que
(i) n(T) = «a.
) T tiene un tnico punto minimo (la raiz).
(iii) Cada nivel es a lo mas numerable.
)

Cada punto no maximal z € T tiene al menos dos sucesores
inmediatos; Jyy2 € T tales que h(y1) = h(ys) = h(z) + 1, z <
Y1, T < Yo

(v) Para cada x € T hay algin y > x en cada nivel siguiente < a.

(vi) Si f < « es un ordinal limite entonces cada [-rama tiene a lo
mas un sucesor inmediato. Es decir, si x,y estan en el nivel gy
si{z:z<z}={z:2<y} entonces x = y.

Si T es normal entonces h(7) < wy, pues de otra manera por (iv) y
(v), el nivel T, serfa no numerable. Un arbol de Souslin normal es un
wi-arbol sin anticadenas no numerables. Un arbol de Souslin normal
es un arbol de Souslin. En efecto, si T es un w;-arbol normal y si
T tiene una rama de longitud w; entonces 7T tiene una anticadena no
numerable. Pues si b es una rama no numerable para cada x € b se
elige un sucesor z, de x tal que z, & b; luego, A = {z, : x € b} es una
anticadena no numerable.

Teorema 4.4
Cada drbol de Souslin T puede ser normalizado (contiene un drbol de
Souslin normal T*).
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Demostracion.. Sea T un arbol de Souslin, h(7') = wy y cada nivel es
numerable. Se quitan de T todos los puntos x € T tales que

T,={yeT:xz <y},
es numerable (se le quitan las rama finitas). Sea
Ty = {x € T : T, es no numerable}.

Six € Ty y o > o(x) entonces |T,| = Ny para algin y > x en el nivel
a. Asi que T3 satisface la condicién v. Un punto es de ramificacién si
tiene dos sucesores inmediatos. Para cada x € T} hay una coleccion
no numerable de puntos de ramificacién z > z en T ( de otra forma
todos los puntos de ramificacién z > x estarian bajo un cierto nivel y
entonces existiria una rama no numerable). Asi que

T, = {puntos de ramificaciéon de T},

es un arbol de Souslin con las propiedades i, 7, vy v.
Sea C' C T, una cadena cualquiera y considérese ac tal que Vz €
C(z<ac) yVavz e C(x >z — ac < x). Asi que

T3 =Ty, U {ac : Ces una cadena enTs}

satisface las propiedades 4, i1, v, vy vi. Se elige de T3 un subconjunto
que sea un arbol y satisfaga la propiedad 1.
O

El siguiente teorema, debido a R. B. Jensen, muestra que L es un
modelo de la negacién de la hipotesis de Souslin.

Teorema 4.5
S1V = L, hay un darbol de Souslin.

Demostracion.. Se va a definir un arbol normal T" de altura w; tal que
T, C 2% para a < w;. Por induccién sobre a.

T} consiste de la sucesién vacia ().

T.+1 consiste de las sucesiones s —~ (i) para s € T,,, 1 € 2.
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~ significa concatenacion de sucesiones. Sea a un ordinal limite < w;.
Sea 0, el minimo J tal que

T|a S L5
Ls = ZF~

Ls = « es numerable

(ZF~ significa ZF menos el axioma del conjunto potencia).
0o < wi, asi que Lg, contiene s6lo una coleccién numerable de ca-

denas maximales A,, n € w, de T|, = U Ts. Por lo tanto, para cada
[B<a
s € T|, hay una a-rama b que pasa por s y toca a cada A,. En efecto,

sea (ay,|n € w) una sucesion estrictamente creciente tal que sup o, = .
new

Se define por induccién una sucesion (s,|n € w) tal que sg >r sy para
cada n, s, se encuentra sobre un punto de A,,, h(s,) > an ¥ Spt1 >1 Sn.
Entonces b = {t | In(s, >rt)}.

Sea by la minima rama con la propiedad descrita, definida en el buen
orden candnico de L. T, consiste de las sucesiones |Jbs para s € T'|,.
Queda asi definido T'.

T es obviamente un arbol normal de altura w;, asi que sélo resta
probar que toda anticadena de T" es numerable. Sea A una anticadena
maximal de T'. T, A € L,,, luego T, A € L,,. Sea M un submodelo
numerable de (L,,, €) tal que A € M. Puesto que Ty w; son definibles
en L, entonces T,w; € M. Usando en Lema de Condensacién (ver [9]
p. 38), se obtiene que w; N M es transitivo, asi que o = w1 N M < wy.
Sean , [ tales que m : M = (Lg, €). m, el isomorfismo colapsante,
estd definido por m(z) = 1"(aNM) = {7(u) : u € N M} paraz € M.
Por lo tanto, si @ € L,, N M entonces x C M, y asi m(z) = x. Luego
m(w1) = a. Ahora, T, es definible en L,, en el pardmetro v, para
7 < wy. Asi que T, € M para v < «. Entonces n(T,) = T,,. Por
consiguiente

mM)=a(U )= U (7)) =T,

y<wi y<m(w1)

pues 7" se define como la unién de los T',. Como A C T, m(A) C Ta,

y asi
(A =7"(ANM)=ANM=ANT|a.
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Ahora bien, puesto que w; es no numerable en L, y en M entonces
a = m(wy) es no numerable en Lg. Pero o es numerable en L;,. Por
lo tanto 3 < 6,. Ademads, como A es una anticadena maximal de T se
tiene que A N T|a es una anticadena maximal de T|a. Pero debido a
ANT|a € Lz C Ls,, por la construccion de T, cada punto de Ty, se
encuentra arriba de cada punto de AN T|a. Asi ANT|a es también
maximal en 7. Por lo tanto A = AN T|a, y por consiguiente A es
numerable.

O

Corolario 4.6
V=L — - HS.

Corolario 4.7
Si ZF es consistente, también ZF + HGC + —HS lo es.

Sea M un mtc de ZFC y T' = (T, <) un éarbol de Souslin en M. Sea
P = <P> §P> = <T> ZT>=

es decir x <p y <= x >r vy, Vr,y € P =T. En este caso las
nociones de comparable y compatible coinciden. En efecto, sean x,y €
P comparables: * <p y o y <p x, entonces x, y estan en la misma
rama, es decir x £ y. Six, y son compatibles, Ir € P(r <p xAr <p y)
entonces r > x Ar >7 y, es decir x, y estan en la rama de r o sea
r<pyoy<pu.

Asi que los elementos incompatibles por pares de P forman una
anticadena en T. Como T es un arbol de Souslin, todas las antica-
denas son numerables es decir: P cumple ccc y por consiguiente las
extensiones genéricas son cardinal-absolutas. Se dird que un conjunto
es M-genérico para T si es M-genérico para P.

Teorema 4.8
Sea M un mtc de ZFC y T un drbol de Souslin en M. Sea b CT. b es
una rama cofinal de T si, y solo si, b es M-genérico para T.

Demostracion.. Sea b M-genérico en P. Por definicién, b es una seccién
final de P, compatible por pares tal que para cualquier D € M, seccion
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final de P, se tiene D Nb # (). b es una cadena pues sus elementos son
compatibles. Como b es seccion final de P, es seccién inicial de T'; es
decir, b es una rama de T

Para cada o < wi!, D, = | J Tj es una seccion inicial densa de P

B>a

en M. Pues, sea p € D, con h(p) = > «a. Sea q € P tal que ¢ <p p,
entonces h(q) > h(p) ya que ¢ > p, asi que ¢ € D,; esto dice que D,,
es seccion final en T' y por lo tanto seccion inicial en P. Claramente es
denso en P. Por lo tanto D, Nb # () para a < w. Esto nos dice que
b es una rama de longitud wM en T y cofinal por consiguiente.

Se supone ahora que b es una rama cofinal de T'. Entonces b es una
seccion final de P, compatible por pares. Es suficiente con probar que
si D es una seccion inicial densa de P entonces D O D, para algin
a < wM. Sea

A={x € D|-3y € D(y <r =)},

A € M y A es una anticadena maximal en T, por consiguiente es
contable en M. Sea a = h(A) = sup{h(z)|r € A}, se tiene asi que
DD D,.
O

Este es un método para matar arboles de Souslin. Pues en la ex-
tension genérica el arbol contiene una wi-rama y ni siquiera es de Aron-
szajn (pero sigue siendo un wy-arbol normal).

En ciertas construccciones de forcing todos los arboles de Souslin
se preservan. A continuacién se prueba que si se destruye CH en una
forma usual todos los arboles de Souslin se preservan.

Teorema 4.9

Sea M un mtc de ZFC y T = (T, <7) es un drbolde Souslin en M. Sea
k> (22)M regular. Sea P las condiciones de forcing para hacer 2° = k
en la extension (i.e. P es el conjunto de todas las funciones finitas de
un subconjunto finito de k X w a 2, ordenado por inclusion inversa).
Sea G M-genérico para P, entonces T también es de Souslin en M[G].

Demostracion.. P satisface ccc en M y por consiguiente los cardinales
son absolutos en la extensién. A continuacién se muestra que cada sub-
conjunto no numerable de P contiene un conjunto no numerable cuyos
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elementos son compatibles por pares; es decir, cualquier subconjunto
no numerable de P contiene una cadena no numerable.

Sea A C P tal que |A| > N;.

Supongamos que la coleccién de todas las cadenas en A es numer-
able. Si todas las cadenas son numerables entonces el complemento de
la unién de todas las cadenas en A es una anticadena la cual es no
numerable !.

Supongamos ahora que la coleccién de todas las cadenas es no nu-
merable y que las cadenas son numerables. Sean B; y By cadenas
diferentes que no forman una cadena; es decir, hay al menos dos puntos
r € By yy € By tales que x L y, pues en caso contrario By y B»
formarian una sola cadena. Entonces para cada cadena se puede elegir
un punto que es incompatible con algun punto elegido de otra cadena
diferente. Se forma de esta manera una anticadena no numerable !.

Sin pérdida de generalidad supéngase que 1" es un arbol de Souslin
normal en M. Sea A € M[G] una anticadena en 7’; por demostrar que
A es numerable en M|G].

Sea " A un nombre para A y p* € G tal que
p* |F “"Aesunaanticadenade " T”. Sea

B={teT:Ip<p(p|F"te A}

Entonces B € M y A C B; asi que es suficiente con probar que B
es numerable.

Trabajaremos en M. Para cada t € B sea p, < p* tal que p; |k
“te TA. Sit £t yp L py entonces t L t') (pues si p < py,py
entonces p | “"t#£ Tt Tt,t’ € "Ay Aesunaanticadena”, es decir
plE"tL "t

Supéngase que B es no numerable. Sea C' = {p; : t € B}. Si C' es
numerable entonces para algtin p, € C el conjunto {t' : p; |F "¢’ € "A}
es una anticadena no numerable de T, lo cual es imposible. Asi que C
contiene un subconjunto no numerable D de condiciones compatibles
por pares; entonces {t : p; € D} es una anticadena no numerable de T,
lo cual es una contradiccion.

O

Corolario 4.10
Con{ZF} = Con{ZFC + —-HC + -HS}
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Demostracion.. |JG es una funcién de kK X w a 2 y da lugar a k > w{vj[G]

diferentes subconjuntos de w. Por lo tanto M [G] = ZFC+-HC+—HS.
O
Para probar la consistencia relativa de la Hipoteis de Souslin se hara
uso del Axioma de Martin. Bajo el supuesto de que AM es consistente,
se presentan a continuacion dos formas de probar la consistencia de HS.

Definicién 4.11 Azioma de Martin.
MA(k) es la afirmacion:
Sean P un orden parcial con ccc, D una familia de subconjuntos de
P, |D| < k, densos. Entonces hay un filtro G en P tal que
VD e D(GN D) #0).

MA es la afirmacion: Vi < 2°(MA(k)).

Una version topolégica de MA es la siguiente:
Ningtn espacio de Hausdorff compacto con ccc es la union de menos
de 2 conjuntos cerrados densos en ninguna parte.

Lema 4.12

Se supone MA(k). Sea X que tiene ccc y {U, : a < w1} una familia
de subconjuntos abiertos de X, entonces hay un A C wy no numerable
tal que {U, : a € A} tiene la propiedad de la interseccion finita.

Demostracion.. Sea V, = U Uy Sia< B, VgCV,.

>
Probemos la siguiente afirmacion:

VB8 > a— (Vi =Va)) (%)

Si no fuera asi se podria encontrar una sucesioén creciente de ordinales
ag, con § < wy, tales que para cada &, Va1 # V.a{, o0 sea .Va& \V%_H #
(); se forma asf una coleccién no numerable de conjuntos abiertos, ajenos
por pares, lo cual contradice que X tiene ccc.

Sea « fijo que cumple (*) y sea

P = {p C V, : pes abierto no vacio}.

P satisface ccc pues X lo satisface. Si G es un filtro en P entonces G
tiene la propiedad de la interseccién finita. Sea

A={y<w :IpeG(pCU,)},
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entonces {U,, : v € A} tiene la propiedad de la interseccién finita.
Si G es genérico A serd no acotado en w;, y por consiguiente no
numerable. Mas exactamente, para cada [ sea

Dy={peP:3y>pB(pCU,)}

Por (*), V, C V3 asi que si p € P entonces pNVjs # 0, luego pNU, # 0
para algtin v > 3; por lo tanto pN U, es una extensién de p en Dg. Asi
que Dg es denso en P. Ahora, si GNDg # (), A contendrd un v > (3;
por consiguiente si G N Dg # () V[3, entonces A es no acotado en w.
O

Lema 4.13
Suponer MA(w,); entonces el producto de espacios ccc es ccc.

Demostracion.. Sean X, Y espacios con ccc y supéngase que X X Y
no es ccc. Sea {W, : a < wy} una familia de subconjuntos abiertos, no
vacios y ajenos por pares de X x Y. Para cada « se elige un rectangulo
U, xV, C W,. Usando el lema 4.12, sea A C w; no numerable tal que
{U, : a € A} tiene la propiedad de la interseccién finita. Si o, § € A
y o # [ entonces U, N Ug # O pero (U, X Vo) x (Us x V) = 0 asi que
VoNVg = 0. entonces {V, : a € A} contradice el hecho de que Y tiene
cce. Por induccion el resultado es cierto para cualquier n.

O

Lema 4.14
Si X es una linea de Souslin, X? no es ccc.

Demostracion.. Sia, be X ya <b,sea (a,b) ={r € X :a<xz<b}.
si a, b fueran adyacentes entonces (a, b) seria vacio.

Sea W el conjunto de puntos aislados de X. En la topologia del
orden un punto aislado es abierto. Puesto que X tiene ccc entonces
|W| < w, debido a que W es una anticadena. Sean ag, be, ¢, & < a.
Como X es separable X \ (W U {b¢ : £ < a}) es un abierto no vacio y
por consiguiente contiene un intervalo abierto no vacio (a,, ¢,). Puesto
que (aq, o) no contiene puntos aislados, es infinito, asi que se puede
elegir by € (aq, ¢o) tal que (aq, bo) # 0y (ba, ca) # 0.

Sean a,, by, ¢, tales que
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(1) Qg < ba < Cq-
(2) (aou ba) # @, (ba, Ca) #+ 0.
(3) (acu Ca) N {b£ . f < Oé} = (Z)

Sea Uy = (aq, ba) X (ba, ¢a). Por (2) U, # (0. Si & < « entonces
UeNU, = 0; pues por (3) be < a, y asi (ag, be) N (aq, ba) = 0; 0 be > ¢,
y asi (be, ¢¢) N (ba, ca) = 0. Asi que {U, : @ < w;} refuta ccc en X2

O

Teorema 4.15
MA(w;) — HS

Demostracion.. Se obtiene inmediatamente de los lemas 4.13 y 4.14.
O

Definicién 4.16
Un k-arbol bien podado es un k-arbol T tal que
Tol =1y

Ve e TVa(h(z) < a < k — 3y € To(x < y)).
Recuérdese que
h(T) =sup{h(z)+1: 2 €T} =min{a: T, = 0}.

Lema 4.17
Si k es reqular y T es un k-drbol entonces T tiene un sub-rk-drbol bien
podado.

Demostracion.. Sea
T'={zeT:{z€T:2>z} =k}

Como T tiene altura k, si y > x con x € T" entonces, debido a |{z €
T:z>y} =k, setieney € T". Es decir, 7" es un sub-arbol de 7. Se
va a probar que 7" es bien podado.

Sean x € T" y « un ordinal, tales que h(z,7’) < o < K. Sea
Y ={y € T, : * < y}. Por definicién de 7" y del hecho de que
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15| < k, para cada (3, se tiene {z € T : z > x V h(2,T) > a} tiene
cardinalidad x y cada elemento de este conjunto estda por encima de
algin elemento de Y. Puesto que |Y| < &k, hay un y € T’ tal que
z€T:z>y}| =rkyy e T. Un argumento similar muestra que
To(T') # 0 y asiT’ # (). Ahora, para cada x € To(T") {y € T' : y > z}
es un sub-arbol de T bien podado.

O

Teorema 4.18
MA(wy) implica que no hay un wy-drbol de Souslin.

Demostracion.. Sea (T, <) un w;-arbol de Souslin y sea P = (T, >)
Puesto que T no tiene anticadenas no numerables, P tiene ccc; todas
las anticadenas en P son numerables. Sea D, = {z € T': h(z,T) > a},
el cual es denso en P. En efecto, sea p € P; por el lema 4.17 para p y
a+1,Jy € Tou(p <ry),dedonde h(y) =a+1>ay y € D,; luego
p<ryoseay<pp.

MA (w;) implica que hay un filtro G en P que intersecta a cada
D,. Entonces GG es una cadena no numerable en T lo cual contradice
el hecho de que T es de Souslin. G es una cadena en T pues Vz,y €
G3r € P(r<paxAr <py)luegor >p xyr >7 yy entonces x, y estdn
en la misma rama que r ( las ramas de T no se juntan por arriba) y
por lo tanto z <7 y 0 y <7 x. Como G N D,, # () entonces h(G) = w,
es decir G es no numerable.

O

Corolario 4.19
MA(w;) — HS.

Corolario 4.20
MA+-HC — HS.
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