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Introduccion

Describir por completo la reticula de prerradicales grP para anillos par-
ticulares es una tarea en general dificil. En el extremo se encuentran los
campos, ya que inicamente cuentan con dos prerradicales. Otros casos, en-
tre ellos los anillos semisimples artinianos, han sido tratados en [5] y [24]. Un
caso importante se estudia en [13] por Fernandez Alonso y Gavito Ticozzi,
donde para cada anillo local uniserial R con cualquier longitud de composi-
cibn n > 1, se establece un isomorfismo entre gP y la reticula de sucesiones
binarias B, (con un orden adecuado). A su vez, By, resulta isomorfo a dos re-
ticulas diferentes, lo que completa el panorama. En este articulo, ademas, se
da una caracterizacion completa del producto y coproducto de prerradicales,
lo que describe también a los monoides (gP,o) y (grP,:).

En el ano 2011, Teply y van den Berg (]|32]) retoman una idea de Golan
([17]) v definen el concepto de cociente de prerradicales. Entre otras cosas,
ellos prueban que la coleccion de todas las clases de equivalencia (bajo cierta
relacion) de cocientes de prerradicales es un monoide, gracias a la intro-
duccién de una operacién terciaria en rP, que al restringir a prerradicales
hereditarios también forma un monoide. Por otro lado, caracterizan anillos
que satisfacen cierta condicién sobre cocientes de prerradicales hereditarios,
que incluye el caso de los anillos locales uniseriales.

FEn este trabajo de tesis se describe por completo el monoide de cocientes
de prerradicales asociado a un anillo local uniserial con cualquier longitud
de composicién n > 1 mediante un isomorfismo con ciertas reticulas de
sucesiones con entradas en {—1,0,1}, a las que se les llamara W,,, en un
paralelismo natural al trabajo de Fernandez Alonso y Gavito Ticozzi. De
hecho, se generalizan varios resultados ahi establecidos.

En el Capitulo 1 se presentan los preliminares de anillos, moédulos y
prerradicales, necesarios en el desarrollo general de la tesis. El Capitulo 2 es
un punto intermedio entre [15] y [13], mientras que los capitulos 3 y 4 son
tomados de [32], escritos a detalle y con algunos resultados anadidos. En el
Capitulo 5 se encuentra la parte central de la tesis. Dos apéndices se anaden,
el primero contiene informacién de utilidad para un ejemplo del Capitulo 3 y
el segundo aborda los nimeros de Motzkin, importantes para los principales
resultados del Capitulo 5.

IX






Indice

Agradecimientos
Introducciéon

1. Preliminares

1.1. Generalidades . . . . .. ... ...
1.1.1. Monoides . . . . . . ... ... L.
1.1.2. Reticulas . .. ... ... . ... ..
1.1.3. Modulos . . . .. .o

1.2. Prerradicales y Teorias de Torsiéon . . . . . .. ... ..

1.3. Anillos importantes y longitud de Loewy . . . . . .. ..
1.3.1. Modulos y anillos semisimples . . . . . . ... ..
1.3.2. Longitud de Loewy . . . . . . . ... ... ....
1.3.3. Lacategoria o[M]| . . ... ... ... .. ....

2. La reticula de prerradicales sobre anillos locales uniseriales
2.1. Anillos locales uniseriales . . . ... ... ... .....
2.2. Dos reticulas isomorfas . . . . . ..o
2.3. Propiedades de rP para un anillo local uniserial . . . . .
2.4. Idempotentes y radicales . . .. .. ... ... ... ..
2.5. Trreducibles y coirreducibles . . . . . . .. ... ... ..
2.6. Primos y coprimos . . . . . . ... ... ...

3. Cocientes de prerradicales

3.1. Elendofuntor & . . ... ... ... ...........
3.2, Elprerradical o . . . . . .. ... .o
3.3. Elmonoide Q(rP) . . . . ... ... oL
34, Ejemplos. . . . .. o

4. Caracterizando anillos con Q(yP)

VII

— o e

37
37
41
44
47
47
48

51

XI



INDICE

4.1. Anillos semisimples artinianos . . . . . . . ... ... ... .. 51
42. gPDQRHP) . . . . 54

. Cocientes de prerradicales sobre anillos locales uniseriales 61
5.1. Dos reticulas isomorfas . . . . . . ... oo 61
5.2. Lareticula Q(rP) . . . . . .. 67
5.2.1. Cocientes de prerradicales idempotentes y radicales . . 73

5.2.2. Cocientes de prerradicales primos y coprimos . . . . . 75

5.2.3. Cocientes de prerradicales irreducibles y coirreducibles 76

5.3. Elmonoide (Q(rP),0) . . . . . . ... oo 78

. Conclusiones y perspectivas 83
6.1. Conclusiones . . . . . .. .. ... Lo 83
6.2. Perspectivas . . . . . . . ... Lo 83
6.2.1. Operadores cerradura . . . . . . .. .. ... ..... 84

6.2.2. Morfismos entre monoides de cocientes de prerradicales 85

6.2.3. Sobre la conmutatividad de Q(gHP) . . . .. . .. .. 86

6.2.4. Monoide de cocientes de t-radicales . . . . . ... ... 86

6.2.5. Monoide de prerradicales extremos . . . .. ... ... 86

. Filtros lineales y moédulos finitamente anulados 89
A.1. Filtros lineales . . . . .. . .. .. o 89
A.2. Médulos finitamente anulados . . . . .. ... ... 89

. Nimeros de Motzkin 93

. Algunas tablas de multiplicacién para anillos locales unise-
riales 95

Bibliografia 99

Indice alfabético 102



Indice de figuras

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

0.1
5.2.
5.3.

5.4.

9.5.
5.6.
5.7.
0.8.

Ut
©

Unelementode Cg. . . . . . . . . . ..
Diagramas de Hasse para B3y B4, . . . . . . .. ... . ...
Prerradicales idempotentes sobre un anillo local uniserial con
longitud de composicién 3y 4. . . . ...
Un idempotente sobre un anillo local uniserial con longitud
de composicién 6. . . . . ..o Lo
Un irreducible sobre un anillo local uniserial con longitud de
composicion 6. . . .. ... Lo
Prerradicales irreducibles sobre un anillo local uniserial con
longitud de composiciéon 3y 4. . . . ...
Un prerradical primo sobre un anillo local uniserial con longi-
tud de composicion 6. . . .. ..o
Prerradicales primos sobre un anillo local uniserial con longi-
tud de composicion 4. . . . . ...

Diagramas de Hasse para Wo y W3, . .. ... ... ...
Un elemento de Kig. . . . . . . .« oo o oo
Cocientes estrictos sobre un anillo local uniserial con longitud
de composicién 3. . . . ..o L
Cocientes estrictos sobre un anillo local uniserial con longitud
de composicién 4. . . . . .. e

< OJS
El dtomo —f paran=06. . . ... ... ... ........
3

4 8
w, «
g dparan=10.. . ..o o o0
0 4
LU9 054
S~ Fparan=10.. . ... ... Lo
w3 a7
6 8
w «
S~ Sparan=10.. . .. . .. .
“e a3
9 7
w (03
T~ Fparan=10.. . .. . .. .o
w3 @3

66

XIII






Indice de Tablas

3.1

3.2.

C.1.
C.2.
C.3.
CA4.

Tabla de multiplicacion de Q(rP) = rP para un anillo semi-
simple con dos médulos simples. . . . . ... ...

Tabla de multiplicacion de Q(grHP), donde R=F x F.. . . .

Tabla de multiplicacion de Q(grP) (n=2).. . . . . . .. .. ..
Tabla de multiplicacion de (RHP, o) y (rtRad, :°PP) (n=2). . .
Tabla de multiplicacion de Q(rP) (n=3)

Tabla de multiplicacion de Q(grHP)

49

95
95
96
97

XV






Capitulo 1

Preliminares

Se presenta la teoria necesaria para el desarrollo principal del texto. La
mayoria de los resultados se dejan sin demostrar. Definiciones y conceptos
bésicos se suponen conocidos.

1.1. Generalidades

1.1.1. Monoides

Un semigrupo es una estructura (M, o) donde M es un conjunto no vacio
y o es una operaciéon binaria asociativa en M. Un monoide es un semigrupo
con elemento identidad.

Un semigrupo puede tener a lo mas un elemento identidad. Subsemi-
grupos y morfismos entre semigrupos se definen de manera habitual. Dado
f: G — S un morfismo de semigrupos, se define

Kerf ={(z,y) € G x G| f(z) = f()},

el nacleo de f.

1.1.2. Reticulas

Las nociones de orden parcial, morfismo (anti-morfismo) de orden, méxi-
mo, minimo, supremo e infimo se definen como es habitual. Dado un orden
parcial (P, <) con elemento menor 0, un elemento a € P se llama atomo si
a # 0y para todo p € P, 0 < p < a implica p = a. P es atomico si para
cada p € P existe un atomo a < p. Dualmente, si 1 es el mayor de (P, <),
un coatomo es un elemento b # 1 tal que para todo p € P, 0 < b < p implica
p=0>b. Asi, P es coatémico si para cada p € P existe un codtomo p < b.

Un orden parcial es plano si en su diagrama de Hasse ningin par de
aristas se cruzan en otro punto que no sean sus vértices.
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Definiciéon 1.1.1. Un orden parcial (L, <) es una reticula si para cada par
de elementos a,b € L existe supremo e infimo, denotados a Vb y a ANb
respectivamente. Una reticula se dice completa si existe supremo e infimo
para cualquier subconjunto. Si P C L es cerrada bajo supremos e infimos,
entonces es una subreticula.

Definicién 1.1.2. Sea (L, <,V,A) una reticula.
1. L es distributiva st a A (bV ¢) = (a Ab) V (a A c) para cada a,b,c € L.

2. L es modular si para cada a,b,c € L con b < a se tiene que aA(bVc) =
bV (aNec).

3. L es autodual si existe un anti-isomorfismo de orden f : L — L.

Sia < b en un orden parcial P, se dice que b cubre a a siempre que
a < c<bimplica a =c o c=d para todo c € P.

Proposicion 1.1.3 (|19, Ejercicio 11.1.45]). Una reticula distributiva finita
es plana si y sélo si no existe ningiun elemento cubierto por otros tres. M

Corolario 1.1.4. Ninguna reticula booleana es plana. |

Diferentes reticulas se definiran a lo largo del texto, para evitar demasiada
notacién, el orden en ellas siempre estard marcado por < y el elemento
mayor y menor por 1 y 0 respectivamente, a menos que se especifique lo
contrario. En el caso que se defina un orden parcial sobre una clase (no
necesariamente un conjunto) para la cual existan supremos e infimos para
cada par de elementos, entonces se le dird una (gran) reticula; si existen
supremos e infimos arbitrarios sera una (gran) reticula completa.

Un morfismo entre reticulas es un morfismo de orden que preserva supre-
mos e infimos.

Proposicion 1.1.5. Si L y L' son reticulas y f : L — L' es un iso-
morfismo (anti-isomorfismo) de orden, entonces f es un isomorfismo (anti-
isomorfismo) de reticulas. |

1.1.3. Mobdulos

Todo anillo a considerar en cualquier parte del texto serd asociativo con
elemento unidad. La categoria de R-moédulos izquierdos se escribe R-Mod
y la de R-médulos derechos por Mod-R. Cuando el contexto lo permita, se
escribird simplemente “médulo” en vez de R-mdédulo izquierdo. Los simbo-
los del producto y coproducto (suma directa externa) usuales en R-Mod se
denotan por [ y € respectivamente.

El conjunto de morfismos entre dos R-médulos N y M se escribe
Homp(M,N) o simplemente Hom(M, N) cuando el anillo se sobreentien-
da. Para M € R-Mod, Endr(M) = End(M) = Homg(M,M). Si f €
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Homp(M,N), Kerf < M es el nacleo de f e Imf < N su imagen. Si
x € M se define el morfismo d; : R — M por dy(r) = rx para todo 7 en
R. Se cumple la igualdad Hom(R, M) = {d, | * € M}. Las definiciones
de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo se consideran conocidas, asi
como las nociones de médulo artiniano, noetheriano, simple y semisimple.
Una sucesién

NIy m S

se llama exacta en M siempre que Imf = Kerg. En general, una sucesion
exacta

0-—NIs Mo

se llama exacta corta si es exacta en M, f es monomorfismo y g es epimor-
fismo.

Un funtor F : R-Mod — R-Mod se dice exacto si dada una sucesion
exacta

00— N —M-—L—0,

se cumple que

0—FN —FM —FL —0

es exacta.
Para un médulo derecho M y un médulo izquierdo N, el producto ten-
sorial M ® N se define de la forma habitual.

Proposicion 1.1.6. (a) Si M € R-Mod, Hom(M, e) es un funtor exacto
izquierdo.

(b) Si M € Mod-R, M & e es un funtor exacto derecho.
|

Si K < M € R-Mod, se dice que K es esencial en M (K < M) en caso
que
VL<M KNL=0=L=0.

En caso que
VL<M K+L=M=L=M,

se dice que K es superfluo en M (K < M). Un monomorfismo f: N — M
es esencial si I'm f <M, por tanto, un submédulo K de M esencial si y sélo
si la inclusiéon natural ¢ : K — M es esencial. Un epimorfismo g : M — L
es superfluo si Kerg < M, por tanto, K < M es superfluo en M si y sélo si
el epimorfismo 7y, : M — M/L es superfluo.
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Sea N cualquier submddulo de M. Por el Lema de Zorn existe un K < M
maximo tal que N N K <I M. Se dice entonces que K es un M-complemento
de N.

Proposicion 1.1.7. Si K es un M-complemento de N entonces
(a) No K IM;
b) ( NoK)/KIM/K.
|

Un médulo se llama uniserial si su reticula de submoédulos es una cadena.
Una serie de composicién de un médulo no cero M es una cadena de n + 1
submoédulos

M=My>M >..>M,=0

tales que M;_1/M; es simple para i = 1,2...,n. Claramente, un modulo
artiniano uniserial tiene una tnica serie de composicién.

Proposicion 1.1.8. Un mddulo M tiene una serie de composicion si y sélo
st es artiniano y noetheriano. |

Dos series de composicion M = My > My > My > ... > M, =0y
M = Ny > N1 > Ny > ... > N, = 0 son equivalentes si n = m y existe una
permutacion o del conjunto {1,...n} tal que

M;/M;11 = Ny(iy/Noy11 i =1,..n.

Si M tiene una serie de composicién de longitud n, el teorema de Jordan-
Hoélder nos dice que cualquier otra serie de composicién tiene la misma lon-
gitud, por tanto, se define L(M) = n, la longitud de M. En caso que M no
posea longitud finita £(M) = oc.

Teorema 1.1.9 (Jordan-Holder). Si un mddulo M tiene una serie de com-
posicion, entonces cualesquiera dos series de composicion de M son equiva-
lentes. |

Un médulo es inescindible si es no cero y no tiene sumandos directos no
triviales. Una descomposicion

M = @Ma
acA

de un modulo M es inescindible si cada M, es inescindible. Los modulos
semisimples tienen siempre descomposiciones inescindibles.
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Dos descomposiciones
V=@ =
acA BeB

de un moédulo M se dicen equivalentes en caso que exista una biyeccién
o: A — Btal que My = N,(,) para cada a € A.

Teorema 1.1.10 (Krull-Schmidt). Sea M un mddulo no cero de longitud
finita. Entonces M tiene una descomposicion inescindible finita que es tinica
salvo equivalencia. |

Proposiciéon 1.1.11. Sea M € R-Mod.
(a) R® M = M como grupos abelianos;

(b) R/II®@M = M/IM si I es un ideal derecho de R e IM es el subgrupo
de M generado por los elementos rx conr € I,x € M.

Definiciéon 1.1.12. 1. M € R-Mod es proyectivo si Hom(M,e) es un
funtor ezacto.

2. M € R-Mod es inyectivo si Hom(e, M) es un funtor ezxacto.

3. M € Mod-R es plano si M ® e es un funtor exacto.

Teorema 1.1.13. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo

R.
(a) R es noetheriano izquierdo;

(b) Toda suma directa de mddulos inyectivos es inyectiva.
[

Si M € R-Mod siempre existe un médulo inyectivo F para el cual M se
sumerge en . Una cépsula inyectiva de M es un médulo inyectivo E junto
con un monomorfismo esencial v : M — F.

Teorema 1.1.14. Todo mddulo M tiene una cdpsula inyectiva que es unica
salvo tsomorfismo y se escribe EM. |

Proposicion 1.1.15 (|1, Proposicion 18.12|). Si K < M entonces EK =
EM. |

Proposicion 1.1.16 (|1, Proposicién 17.10]). Sea R un anillo con radical
de Jacobson J(R) = J. Si P es un mddulo proyectivo, entonces

rad(P) = JP.
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Proposicion 1.1.17 (|1, Proposicion 17.14|). Todo mddulo proyectivo no
cero, contiene un submddulo mdzrimo. |

Para cualquier médulo M existe un moédulo proyectivo P y un epimor-
fismo 7w : P — M. Si dicho epimorfismo es superfluo, se dice que P es una
cubierta proyectiva de M.

Proposicion 1.1.18 (|1, Proposicion 17.19]). Las siguientes condiciones son
equivalentes para un mdodulo proyectivo P:

(a) P es la cubierta proyectiva de un mddulo simple;
(b) JP es un submddulo superfluo mdzimo de P.
|

Corolario 1.1.19. Si P es cubierta proyectiva de un mddulo simple, enton-
ces tiene un dnico modulo mdzimo.

Demostracion. Todo submodulo superfluo esté contenido en cada submodulo
maximo. |
1.2. Prerradicales y Teorias de Torsion

Sea R un anillo asociativo con uno. Un prerradical sobre R es un funtor
0 : R-Mod — R-Mod tal que:
i) o(M) < M para cada modulo M;

ii) Si f: M — N es un morfismo, el siguiente diagrama conmuta

rP denota la coleccion de todos los prerradicales en R-Mod. El funtor iden-
tidad 1 y el funtor cero 0 son prerradicales.

Ejemplo 1.2.1. Sea K un campo, entonces xP = {0,1}.
Lema 1.2.2. (a) Todo prerradical preserva isomorfismos;

(b) Para cada 0 € gP, o(R) es un ideal (bilateral).
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Si 0,7 € rP son tales que 7(M) < (M) para cualquier M € R-Mod,
decimos que 7 es menor que ¢ y lo escribimos por 7 < o. Por supuesto,
(rP, <) es un (gran) orden parcial.

Definiciéon 1.2.3. Sean o,7 € gP, M € R-Mod y A cualquier clase (no
necesariamente un conjunto) de indices y {0q}taca C PR-

o AT) (M) =0o( (M);

( (M);

1. (
2. (
3. (0 o7) (M) =or(M) = o(r(M));
4 (

MYNnT(M
MYUT(M

aa> (M) = |J oa(M).

a€el

D
g/\
m
><

Lo anterior define prerradicales en R-Mod. Como consecuencia (gP,V, A, 1, 0)
es una reticula completa.

Proposicion 1.2.4. Dada una clase A y una familia {04 }acn de prerradi-
cales, se cumple para todo prerradical T € gP:

L (Aaa)7= A (o)

s ()7 e
(7 ) = A
() = e

Definicion 1.2.5. Un prerradical o se dice:

1. Idempotente, si c o0 = o;

2. Radical, si (0 : 0) = o (es decir o(M/o(M)) = 0 para cada mddulo
M);

3. Hereditario (o exacto izquierdo), si dados N < M, o(N)=oc(M)NN
para cada mddulo M ;
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4. t-radical, si o(M) = o(R)M para cada médulo M ;

5 Primo,sic#1y

™m<o=7<0o0omn<o0;

6. Coprimo, sio #0 y

c<(t:m)=0<100<M;

7. Irreducible, st

TAN=0=T=00MnN=0,

8. Coirreducible, si

TVN=0=T=00mn=0.

Notacion:
rP La coleccién de todos los prerradicales en R-M od.
rld Prerradicales idempotentes.
rHP Preradicales hereditarios.
rRad Radicales.
rtRad t-radicales.
rHR Radicales hereditarios.

Una clase A C R-Mod es llamada clase de pretorsion si es cerrada bajo
epimorfismos y sumas directas y es pre-libre de torsiéon si es cerrada bajo
monomorfismos y productos directos. Asociadas a cada prerradical o en R-
Mod se tienen dos importantes clases:

Ty :={M € R-Mod | 0(M) = M};
F, ={M € R-Mod | (M) = 0},

de pretorsién y pre-libre de torsién respectivamente. Si C es cualquier clase
de médulos, el funtor que asocia a cada M € R-Mod el submddulo

tre(M) =) {fIN]| f € Hom(N, M)}

NeC

es un prerradical idempotente. A su vez,



1.2. Prerradicales y Teorias de Torsiéon 9

reje(M) = ﬂ {kerf | f € Hom(M,N)}
NeC

es un radical. Existe una correspondencia biunivoca entre prerradicales idem-
potentes (radicales) y clases de pretorsion (pre-libres de torsion). En parti-
cular, si ¢ € gP, 6 = trg, es el prerradical idempotente asociado a T, el
mayor idempotente por debajo de o. Dualmente, & = rejg, es el radical aso-
ciado a I, el menor radical por encima de o. Es posible construir 6 y ¢ por
recursion:

o= 0,
ot = 5o,
of = /\ o si B es limite;
a<f (%)
6= /\ o“.
acOr
oM = g,

olatl) — (U(O‘) 20);

@ = \/ 0@ si § es limite;
o\ o'\ si B es limite;
a<f (0)

7=\ 0@

a€eO0r

Una teoria de torsion sobre R-Mod es una pareja (7,F) de clases de
mobdulos tales que

1. TNF=0;
2. T es cerrada bajo epimorfismos;
3. F es cerrrada bajo monomorfismos;

4. VM € R-Mod, existe una sucesion exacta

0—-N—-M-—L—Q0,

con NeTyLeF.
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Si (T,F) es una teorfa de torsion resulta que T es de pretorsion y F
es pre-libre de torsién, ambas cerrada bajo extensiones. T se llama clase de
torsion y F, libre de torsién. Existe una correspondencia biunivoca entre
teorias de torsion y radicales idempotentes.

Proposicion 1.2.6. Para o € grP son equivalentes:
(a) o es exacto izquierdo;
(b) Para todo N < M € R-Mod, 0(N) =o(M)NN;

(c) o es idempotente y T, es cerrado bajo monomorfismos.

|
Proposicion 1.2.7. Para 0 € grP son equivalentes:
(a) o preserva epimorfismos;
(b) Para todo M € R-mod, o(M) = o(R)M;
(c) o es radical y Fy es cerrado bajo epimorfismos.
|

Observacion 1.2.8. Todo prerradical hereditario es idempotente y todo
t-radical es radical.

Lema 1.2.9. (a) La coleccién de prerradicales hereditarios rRHP es cerrada
bajo o, N\ y :, donde o coincide con .

(b) La coleccion de t-radicales es cerrada bajo :, V y o, donde : coincide
con V.

Demostracion. (a) Sean 0,7 € gHP y N < M € R-Mod. Notar primero que
(coT)(M) =0o(t(M)) =c(M)NT(M). Asi, co7(N) = o(N)NT(N) =
oM)YNT(M)NN=(coT)(M)NN.

|

Corolario 1.2.10. Si o es hereditario, entonces & es hereditario. |

Proposicion 1.2.11. Sea o un t-radical y sea I = o(R) (ideal bilateral).
Entonces o es hereditario si y solo si el bimddulo R/I es plano como mddulo
derecho.

Demostracion. Se sigue del hecho que HM ~ N v R/I @ N = N/IN
para cada N < M € R-Mod. [ |
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Un submoédulo N de un médulo M se dice totalmente invariante si para
cada f € End(M), f[N] C N. De hecho, considerando o(M) < M con o €
rP, se cumple que o(M) es totalmente invariante. El conjunto Ly ; (M) de
submodulos invariantes de £(M) es una reticula, ya que si N, L € L, (M),
claramente N+ Ly NNL pertenecen a Ly; (M). Ademas, es sencillo probar
que Lf; (M) es una reticula completa.

Dado M € R-Mod y N < M, se definen para cada médulo K:

ay (K) = Y{f[N]| f € Hom(M, K)};
wi (K) =N{g ' [N] | g € Hom(K, M)}

Es facil ver que oz% y w% son prerradicales para cualesquiera N < M. En

particular, si N = 0, w(])\/[ = Rej,, y si N = M entonces a% = Try. Més atn,

siCC R-Mod, \|] ol ="Trey A w)! = Rej,.
MeC MecC

Proposicion 1.2.12. Dado un modulo M y N < M, son equivalentes:
(a) N es totalmente invariante;
(b) oy (M) = N;

M
N
(¢) wM(M)=N.

|
Lema 1.2.13. Para 0 € gpP y N < M € R-Mod son equivalentes:
(a) o(M) = N;
(b) af <o <wy
|

En el contexto del lema previo, a% es el minimo prerradical o tal que

o(M) = N y a dicha condicion la llamaremos propiedad alfa; similarmente
se tiene la propiedad omega. Ambas seran muy tutiles en los capitulos 2 y 6.

Proposicion 1.2.14. Para cualquier o € rP se cumple

_ M _ M
7= \/ Yo(M) = /\ Yo (M)
MeR—Mod MeR—Mod

Por £ se entiende una clase de representantes de clases de isomorfismo
de médulos inyectivos en R-Mod.

Proposicion 1.2.15. Sea 0 € gP. Entonces
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1. oz% es idempotente para cada M € R-mod. Mds atin, o es idempotente
siysolosio= \ oll;

MEeT,

2. wé” es radical para cada M € R-mod. Mds ain, o es radical si y sdlo

sic= N wd
MEeF,
3. o es hereditario si y sélo si o= )\ w? ;
o(Q)
Qe&
4. o es radical hereditario si y solo si o= )\ w(?;

QEENF,

5. o es t-radical si y sdolo si 0 = ozf(R).

Definicién 1.2.16. Sea M € R-Mod y K, L submddulos totalmente inva-
riantes de M. El producto de K y L en M se define como KL = a%(L).

Definicion 1.2.17. Sea M € R-Mod y N # M un submddulo totalmente
inwariante de M. N es primo en M si para cualesquiera submddulos total-
mente invariantes K y L de M, se cumple que KL < N implica que K < N
oL <N.

Proposicion 1.2.18 (|25, Lema 2.8|). Sea M € R-Mod y N un submddulo
totalmente invariante propio de M. Las siquientes condiciones son equiva-
lentes.

(a) N es primo en M.

(b) wi es un prerradical primo.

|
Proposicion 1.2.19. 5i.S € R-Mod es simple entonces w()q es un prerradical
Primo minimo. |
Lema 1.2.20. Sea 0 € gP.
(a) 0 =0 siy sdlo si VS € R-Simp o(ES) = 0;
(b) 0 =1 siy sdlo si o(R) = R.
|

Lema 1.2.21. Sea o € gP.

(a) Si o #0 existe S € R-Simp tal que of® < o;
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(b) Si o # 1 emiste un ideal mdzimo grI tal que o < wi.

|
Proposicién 1.2.22.
(a) {aP% | S € R-Simp} es el conjunto de dtomos de pP;
(b) {ng | rI < R es mdzimo } es el conjunto de codtomos de gP.
|

En el Apéndice A se presentan los prerradicales Jansianos, los cuales
son exactos izquierdos y su clase de pretorsiéon hereditaria es cerrada bajo
productos.

1.3. Anillos importantes y longitud de Loewy

Teorema 1.3.1 (Hopkins). Todo anillo artiniano izquierdo es noetheriano
1zquierdo. |

Un anillo R es semiperfecto si todo médulo simple tiene cubierta pro-
yectiva y es perfecto si esto ocurre para cualquier moédulo. Un ideal I se
dice T-nilpotente izquierdo si para cada sucesion {a; };en, existe un n tal que
apai...Qy = 0.

Teorema 1.3.2 (Bass). Para un anillo R con radical de Jacobson J = J(R)
las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R es perfecto;
(b) R/J es semisimple y J es T-nilpotente izquierdo;

(¢) R/J es semisimple y todo mddulo no cero contiene un submddulo md-
TIMo;

(d) Todo mdédulo plano es proyectivo.
|
Un anillo R es semiprimario si J(R) es nilpotente y R/J(R) es semi-
simple. Luego, todo anillo semiprimario es perfecto. Ademas, todo anillo

artiniano es semiprimario. Un anillo se dice QF si es artiniano y todo ideal
izquierdo y derecho es un ideal anulador.
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1.3.1. Mobdulos y anillos semisimples

Un médulo M es simple si 0 y M son sus tnicos submédulos. Dado un
anillo R, un modulo T es simple si y solo si T = R/I, para algun ideal
izquierdo maximo de R. R-Simp denota algin conjunto completo e irredun-
dante de moédulos simples, es decir, cualquier médulo simple es isomorfo a
algin elemento de R-Simp y no existen dos elementos distintos isomorfos en
R-Simp.

Se definen ahora dos importantes prerradicales, el zoclo y el radical. Para
todo M € R-Mod:

soc(M) == Z{T < M | es minimo en M };
rad(M) = ﬂ{K < M | es maximo en M}.

Un médulo es semisimple si es suma directa de médulos simples, o bien
soc(M) = M. Todo médulo simple es semisimple.

Lema 1.3.3. Sea {Sa}aca un conjunto de submddulos simples de un R-

mddulo M tales que M = > S, entonces para cada submddulo N de M
acA
existe un B C A tal que {Sg}gep es independiente y M = K® (P Sz). W
BeB

Corolario 1.3.4. Si un mddulo M es generado por una familia {Sa}aca de

modulos simples, entonces M = @ Ss para cierto B C A. |
BeB

Proposicion 1.3.5. Sea M = @ S, semisimple. Si
a€EB

0O—N—M-—L—0

es una sucesion exacta, entonces se escinde. Ademds existe un B C A tal
que

L= @ Sﬁ y N = @ Sﬁ.
BeB BeA\B

Si R es un anillo y gR es semisimple (izquierdo) se dice que R es semisim-
ple (izquierdo). Es fécil probar que en tal situacion R es artiniano izquierdo
finitamente generado por una famila de ideales izquierdos minimos 17, ...T},.
Como socr, (R) 2 T; es un ideal para cara ¢, entonces R es suma directa de
socry (R), ..., socr, (R) y por tanto Rp es un modulo semisimple derecho. Mas
aun, R es artiniano derecho, es decir, todo anillo semisimple es artiniano.

Teorema 1.3.6. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo

R.
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1. R es artiniano izquierdo y Rad(R) = 0;
2. rR es semisimple;

3. R es isomorfo a una suma directa finita de anillos de matrices sobre
anillos de division.

A lo largo del texto, a un anillo R que satisfaga cualquiera de las condi-
ciones anteriores se le llamaré semisimple artiniano.

Teorema 1.3.7. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo

R.
1. Todo R-mddulo es semisimple.
2. Todo R-mddulo es inyectvo.
3. Todo R-mddulo es proyectivo.
4. Toda sucesion exacta corta (en R-Mod) se escinde.
|

Teorema 1.3.8 (|24, Teorema 11|). Las siguientes condiciones son equiva-
lentes para un anillo R.

1. R es semisimple artiniano;
rP es una reticula booleana finita;
Para cada o € gP, 0 = \/{aE% | ¥ < o};

1=\{ak% | S € R-Simp};

Gro o e

Para cada o € gP existe una familia A C R-Simp tal que o = socy;
6. Para cada o € gP, o = {wf | I es un ideal minimo, wi > o};

7. 0= N{wf | rI < gR es mdzimo }.

Proposicion 1.3.9. Son equivalentes:
(a) R es un anillo semisimple artiniano;
(b) Para cada o € gP, o es t-radical.

(¢) Para todo ideal I C R, off = wk.
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Demostracion. (a) = (b) Como R es semisimple artiniano entonces P es
una reticula boooleana finita y por tanto, complementada. Es decir, para
cada o € grP existe 0 € gP tal que

ocVot=1,

oNo€=0.

Si M € R-Mod, M = (o No®)(M) = (M) @& c°(M). En particular R =
o(R) ® o°(R). Asi,

M = RM = (6(R) ® 0(R))M = o(R)M & oc°(R)M.

Considerando los homomorfismos {d, | z € M} se tiene que dy(c(R)) < oM
y por tanto, o(R)M = o(M).
(b) = (c) Para un ideal I de R se cumple
Wwl(M) = wB(R)M = IM = o®(M).

(¢) = (a) [24, Teorema 13].

Un anillo R es V-anillo si cada mo6dulo simple es inyectivo.

Teorema 1.3.10. Un anillo R es semisimple si y solo si es artiniano y

V -anillo. [ |

Proposicion 1.3.11. Si R es un anillo artiniano y M es un R-mddulo,
soc(M) es esencial en M. |

1.3.2. Longitud de Loewy

Si en la construccion (&) aplicada al zoclo se define socyp = 0, para cada
mo6dulo M existe una sucesiéon creciente de la forma

0 = soc (M) C soc™M (M) C soc® (M) C ... C soc ™M) C

la cual se conoce como serie de Loewy de M. En general, tal serie siempre
debe estacionarse, es decir, existe un minimo ordinal « tal que socg(M) =
socq (M) para todo 8 > «. En tal caso se define §(M) = socy(M). Si M =
0(M), se dice que M es un moédulo de Loewy. Notese que M/5(M) tiene
zoclo cero, de lo cual, si M es un médulo artiniano entonces (M) = M.

Proposicion 1.3.12. Un mddulo M es de Loewy si y sdlo si toda imagen
homomdrfica de M tiene zoclo no cero.



1.3. Anillos importantes y longitud de Loewy 17

Demostracion. Si M es de Loewy y N < M es un submoédulo, sea 8 € Or
el mayor ordinal « tal que soc®*M < N. Al considerar el epimorfismo 7 :
M/soc® M — M/N, la imagen de soc®*!/soc® en M/N es no cero.

Reciprocamente, si M no es de Loewy el cociente M/§(M) tiene zoclo
cero. |

Como cada moédulo artiniano no cero tiene zoclo no cero, cada modu-
lo artiniano es de Loewy. Ademés cada moédulo de Loewy contiene zoclo
esencial.

Lema 1.3.13. [/, Lema 32.1] Si M es un mddulo sobre un anillo semipri-
mario con radical de Jacobson J, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) M es un modulo artiniano uniserial;
(b) M tiene una unica serie de composicion;

(¢) La serie de Loewy

0 < soc(M) < soc® (M) < ... < soc™ (M) = M
es una serie de composicion de M.

(d) La serie

M=J">JM>..>J"M=0
es una serie de composicion de M.

En el contexto del lema previo, se verifica facilmente que soc”M = (0 :M

J) :={x € M | Jr = 0}. En particular, todo M € R-Mod tiene longitud de
Loewy finita.

Un moédulo M es serial si es suma directa de médulos uniseriales. Un
anillo R es serial si RR y R son médulos seriales.

Teorema 1.3.14. [/, Teorema 32.3] Si R es un anillo artiniano, las siguien-
tes condictones son equivalentes:

(a) R es un anillo serial;

(b) Cada R-mddulo es suma directa de mddulos cuya reticula de submddu-
los es una cadena finita;

(¢) La cubierta proyectiva y la cdpsula inyectiva de cada R-mddulo simple
son uniseriales.
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La dimensién de Goldie de un moédulo es el infimo de aquellos cardina-
les k tales que para cualquier familia independiente de submédulos no cero
{My}aca se tenga que |A| < k. Un modulo M tiene dimension de Goldie
dim (M) finita si y s6lo si M no posee familias independientes de submodulos
no cero infinitas. Si a es un ordinal (o € Or), el a-ésimo invariante de Loewy
Sa(M) se define como la dimensién de Goldie de soc®*!/soc®(M).

1.3.3. La categoria o[}M]

Dados M y N modulos, se dice que N es subgenerado por M si N se
sumerge en un modulo generado por M. Si C es una subcategoria de R-Mod
tal que cada elemento es subgenerado por M entonces C es subgenerada por
M. Se define o[M] como la méaxima categoria plena de R-Mod subgenerada
por M.

Proposiciéon 1.3.15. Para un R-mddulo M se tiene:
1. o[M] es cerrada bajo epimorfismos y monomorfismos.

2. La suma directa de una familia de mddulos en o[M] pertenece a o[M]
y es el coproducto de dicha familia en o[M].

Lema 1.3.16. Para dos mddulos N y M las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) N es subgenerador de o[M];
(b) o[M]=o[N];
(¢) N eo[M]yM e o[N].

De tal forma, o[M] es una clase de pretorsion hereditaria, a la cual le
corresponde un unico prerradical exacto izquierdo p en gP y asi o[N] =
{N | p(N) = N}. .

De hecho, es posible hablar de prerradicales sobre la categoria o[M],
simplemente como un endofuntor en o[M] que satisface un diagrama similar
al de la definicién de prerradical sobre R-Mod.

Lema 1.3.17 (|4, Lema 2.8]). Si P es un mddulo que es proyectivo en o|P)|
y si N y L son submddulos totalmente invariantes de P tales que o[P/N] =
o[P/L], entonces N = L. [



Capitulo 2

La reticula de prerradicales
sobre anillos locales uniseriales

En este capitulo se ofrece una descripcion completa de la reticula de pre-
rradicales asociada a un anillo local uniserial con longitud de composicién
n > 1 a través de un isomorfismo entre la misma y cierta reticula de sucesio-
nes binarias. Se incluye también un tratamiento “méas visual", ya que a cada
prerradical se le asocia un tnico camino en la cuadricula {0, 1, ...,n+1}? que
comienza en el punto (0,0) y termina en algan otro del tipo (n,%), variando
7 desde 0 hasta n.

Los resultados aqui presentados pueden encontrarse en [13, 15] y buena
parte de ellos serdn extendidos en el Capitulo 6.

2.1. Anillos locales uniseriales

Un anillo R se dice uniserial izquierdo (derecho) si el médulo regular g R
(RR) es uniserial. Si R es uniserial izquierdo y derecho se le llama uniserial.
Un anillo R se llama serial izquierdo (derecho) g R (Rpg) es un modulo serial.
R es serial si es serial izquierdo y derecho. Claramente un anillo serial local
es uniserial.

En |21], bajo el nombre de anillos uniseriales generalizados, Nakayama
inicia el estudio de los anillos artinianos seriales basado en la nocién de anillo
uniserial en el sentido de Kéthe ([18]).

Definiciéon 2.1.1 (Kéthe). 1. Un anillo artiniano R es uniserial en el
sentido de Kéthe si R es artiniano serial y es producto finito de anillos
de matrices sobre anillos seriales locales (uniseriales).

2. Un anillo R es de Kothe si cada mddulo izquierdo o derecho es suma
directa de submddulos ciclicos.

Todo anillo uniserial en el sentido de Kothe es de Kothe ([18, Teorema

19
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1.1]) y ademas artiniano serial. Un anillo local uniserial en el sentido de
Kothe es simplemente un tipo de anillo artiniano uniserial. En tal caso, por
1.3.13, su serie de composicion debe ser (para algin n)

0=J'<J"'<..<J<R (%)
Es decir, la serie de Loewy de R es

0 < socR < socPR < ... < soc™ R = R.

En un afan de consistencia con [13], a los anillos uniseriales locales en el senti-
do de Kothe se les llamara simplemente anillos locales uniseriales. Ejemplos
tipicos de anillos locales uniseriales son los anillos Zy» para cada nimero
primo p y cada n > 1.

Proposicion 2.1.2. Todo anillo uniserial (en el sentido de Kithe) es QF.

Demostracion. Es bien sabido que el producto finito de anillos QF es QF,
asi que basta probar el enunciado para anillos locales uniseriales. Si R es un
tal anillo y su serie de composiciéon es como en (%) entonces el anulador de
Jies J" P coni=1,..,n,donde J° = R. Luego R es QF. |

El Teorema 2.1.3 puede encontrarse en [9] y contiene a 2.1.2.

Teorema 2.1.3. Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

(a) R es uniserial (en el sentido de Kdthe);
(b) R es un anillo artiniano de ideales principales;

)
)
(¢) R es un anillo de ideales principales izquierdos y QF;
(d) R es uniserial izquierdo (en el sentido de Kéthe) y QF .
[

Corolario 2.1.4. Sea R un anillo local uniserial. Entonces cada R-mddulo
es wsomorfo a una suma directa de ideales de R.

Demostracion. Por el teorema previo basta probar que cada R-médulo ciclico
es isomorfo a un ideal de R. Sea Rz un tal médulo. Entonces (0 : z) = J*
para algin 0 < s < n. Como R es un anillo de ideales principales se puede
asumir que para algan y, J"* = Ry. Luego, J°* = (0 : J"%) = (0 : y), asi
que Rx =2 Ry = J" 5. |

Se denota a partir de ahora por I, al ideal J"7° para 0 < s < n. Por
simplicidad, si 0 < r < m < n, los prerradicales oé:” y w}:" se denotan por
o y w respectivamente.

En el siguiente resultado descansa buena parte de este texto.
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Proposicion 2.1.5. Sea R un anillo local uniserial y sea o € grP. Sea k €
{0,...,n —1}. Si o(Ix) = I, para algin r € {0,...,k} entonces o(Ixy1) = I,
0 0(Ipy1) = Ly

Demostracion. Suponer que o(Iy) = I, y 0(Ig+1) = Is . Entonces I, < I.
Como R es un anillo de ideales principales puede asumirse que I,,_1 = J =
Rz, donde J es el radical de Jacobson de R. Ahora, para el morfismo f :
Iiy1 — Ij definido por f(x) = zz, se verifica que sin —k —1 < i < n,
flJY = JH Ast, I,y = f[Is] = flo(Irs1)] < o(I) = I.. Se concluye que
Is=1.01s=1I;.1. |

2.2. Dos reticulas isomorfas

Dado un namero natural n > 1, se denota al conjunto {0,1,...,n+1} por
n + 1. Un n-camino es una sucesion finita (vg, v1, ..., v,) tal que las entradas
v; € (n + 1)? para cualquier i = 0,1, ...,7. Un n-camino funcional es un n-
camino de la forma ¢ = ((0, ¢p), (1,¢1), ..., (n, ¢ )), que generalmente se iden-
tifica por (co, c1, ..., ¢n). Fy, representa al conjunto de caminos n-funcionales.
Si ¢ = (co,cC1y.yn) € Fy cumple que g =0y 0 < ¢j41 — ¢; < 1 para todo
i €40,1,....,n — 1}, se llamara 1l-ascendente. C,, C F,, es el subconjunto de
caminos l-ascendentes para cada numero natural n.

Definiciéon 2.2.1. Dados dos caminos n-funcionales ¢ = (co,C1,...,Cn) Y
d = (dp,dy,...,dy), se definen:

1. eVd=(tg,...,tn) con t; = max{c;,d;};
2. ¢ Nd = (80,..., 8n) con s; = min{c;,d;}.

Con la definicién anterior se observa que Fj, es una reticula completa
(|15, Teorema 4.23]). Mas aun, para cada n € N, (), es una subreticula de
F,.

Figura 2.1: Un elemento de Cs.

Para cada nimero natural n > 1, se define el conjunto B, de todas las
sucesiones binarias de longitud n. El objetivo es dotar a B,, de estructura
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reticular (isomorfa a C,,) para después identificarla con la reticula de prerra-
dicales sobre anillos locales uniseriales de longitud n.

Definicién 2.2.2. Dadosn > 1y a= (a1,...,an), b = (b1, ...,b,) elementos
de B,,:
k k
1. a <b sipara toda k € {1,...,n} se tiene > a; < Y b;.
i=1 i=1

2. aVb:=(c,..,cp), donde c; = max{a1,b1} y para cada k € {2,...,n}

k k k-1 k-1
0, si mdx{z ai, . bz} = mc’m{z ai, y. bz};
=1 i=1 =1 =1
k k k—1 k-1
a;, Z bl} > md:z:{z a;, Z bl} .
=1 =1 = i=1

=1

C =
1, simax {

=1 )

3. aNb:=(di,...,dy,), donde di = min{a1,b1} y para cada k € {2,...,n}

k k k=1 k-1
0, si mm{z ai, . bz} = mm{z ai, y. bz};
=1 =1 i=1 =1

dy; = k k k=1 k-1
1, Simin{z ai,ZbZ} >mm{z ai, Y, bi}.
i=1 =1 i=1 =1
Si @ y b son como en la definiciéon previa y ¢ = (cq,...,¢,), bajo un

argumento inductivo se prueba que Zle ¢ = max {Zle a;, Zle bi} para

cada k € {1,...,n}. Similarmente Z§:1 d; = min{Zle ai,Zle bi} para
cadak € {1,...,n},donde d = (dy, ..., dp). Luego, By, es una reticula completa
con maximo 1 = (1,...,1) y minimo 0 = (0, ...,0).

Definiciéon 2.2.3. Sea n > 1. El hemisferio sur de B, es el conjunto
Hy = {(a1,...,an) € By, | a1 =0}
y el hemisferio norte es

H? = {(a1,...,an) € By, | a1 = 1}.

Para cada n > 1 puede considerarse a B, como subreticula de B,
debido a las funciones t,, : B,, — Bp41 e t, : B, — By11, dadas por

Ln(ah ""an) = (07 A1y -eey an)
y

u(ar,...,an) = (1,a1, ..., an).
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Figura 2.2: Diagramas de Hasse para B3 y Bj.
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Teorema 2.2.4. Para cada nimero natural n > 1, Cp, y By son reticulas
isomorfas.

Demostracion. Las funciones k, : C, = B, v 0, : B, — C,, se definen como
sigue. Para ¢ = (co, 1, ...,cn) € Cp kp(c) = (b1, ...,by,), donde

0, sicg=cg1;
bk = .
1, sicp# cp_q.

Para b = (by,...,by,) 0,(b) = (c1,...,¢y), donde

* Sk b, sike{l,..,n}.

Entonces k, y 0, son morfismos de orden inversos uno del otro. Por tanto
C, v By, son reticulas isomorfas. |

Lema 2.2.5. Sean > 1 y sean a = (ay,...,an),b = (b1,...,b,) € By, enton-
ces b cubre a a si y sdlo si existe k € {1,...,n} tal que:

1) a; =b; para i # k,k+1;
2) ap=0yby=1;
3) Si k< n entonces a1 =1 y by = 0.

Demostracion. (=) Suponer que b cubre aa. Sea k = min{i € {1,...,n}|a; <
b;}. Entonces a; = b; para todo ¢ < k, a, = 0y by, = 1 (puesto que a < b).
Si k = n las condiciones 1 — 3 se satisfacen. Si k <ny agr1 =00 b1 =1,
entonces existirfa un ¢ € B,, con a < ¢ < b, contradiciendo el hecho que b
cubre a a. En efecto, si ag41 = 0 se considera ¢ = (cy, ...¢, ), donde

a;, parai€ {1,.. . k};
c; = 1, parai=k+1;
b, paraie {k+2..,n}.

Por otro lado, si b1 = 1, se escoge ¢ = (cy, ...c,) de forma que

a; parai€ {l,..k—1}
i, parai=k;

, parai=Fk-+1;

i, para i€ {k+2..,n}

=

C; ‘=

S O

En ambos casos se obtiene una contradicciéon. Finalmente, si para algin
J > k+1ocurre que aj < bj, entonces a; = 0y b; = 1. Se toma ¢ = (c1, ..., )
para el cual

o a;, parai€ {l,...j—1}
U by, parai€ {j,..,n}.
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Claramente a < ¢ < b, nuevamente una contradiccién. Por tanto todas las
condiciones se cumplen.

(<) Si se cumplen 1 — 3, entonces a < b. Suponiendo que existe ¢ € B,
con a < ¢ < b, la condicién 1 obliga que a; = ¢; = b; parai # k,k+ 1y no
es posible tener ¢, = cx41 =00 ¢cg = cp+1 = 1, por tanto c = a o ¢ = b.
Luego, b cubre a a. |

Teorema 2.2.6. Sea R un anillo local uniserial con longitud de composicion
n > 1. Entonces By, y rP son reticulas isomorfas.

Demostracion. Se define ¢, : gRP — B, tal que para todo o € gP, ¢,(0) =
(a1, ...,ap), donde

" :{ 0, sio(lx)=ocIx-1);
ke 1, sio(l) > o(lr_1).

Se define también 1, : B,, — rP tal que para (a1, ...,a,) € By,
Yplar, ..., ap) = \/ of

.
k=1 20
=1

n

Ambos son morfismos de orden, uno inverso del otro y por tanto B, es
isomorfo a rP. |

De ahora en adelante se identifica a cada prerradical o por su imagen bajo
¢n (o) gracias al Teorema 2.2.6. Asi, si 0 = (ay, ..., ap), por el Teorema 2.2.4
le corresponde un tnico camino 1-ascendente de longitud n. A continuacién
se describe el producto en grP.

Proposicion 2.2.7. Sea R un anillo local uniserial con longitud de com-

posicion n. Sean o,7 € gP donde 0 = (a1,...,an), T = (b1,....,b,), 0T =

(P1yeesPn) ¥ (T 1 0) = (q1,.-,qn). Sea k € {1,....,.n} y supongamos que
k

(1) = I, es decir r, = Y b;. Entonces se cumplen las siguientes condi-
i=1
clomnes.

P1 Sib, =0 entonces pp, = 0;

P2 Sib, =1y a, =0 entonces py, = 0;
P3 Sib,=1ya, =1 entonces p, = 1.
C1 Sib, =1 entonces q, = 1;

C2 Sib, =0y ag—r, =1 entonces q = 1;

C3 Sib, =0y ag—,, =0 entonces g = 0.



26 CAPITULO 2. La reticula de prerradicales sobre anillos locales uniseriales

Demostracion. Sean o y 7 como en las hipotesis. (P1 — P3). Si by = 0
entonces 7(Ix_1) = I, entonces o7(Iy) = o7(lx—1), con lo cual p; = 0.
Ahora, si by = 1 se tiene que 7(I;) > 7(I—1). Por la Proposicion 2.1.5
T(Iy—1) = I, —1. Si ap, = 0 entonces o(I,,) = (I, —1), por tanto o7(I;) =
oT(Ix—1) y asi p = 0. Si en cambio a,, = 1 entonces o(I,,) > o(Ir,—1),
luego o7(Iy) > o7(Ik—1), con lo cual py = 1.

(C1-C3) Si by, = 1 entonces 7(I)) > 7(Ix—1) y por tanto 7(Ix_1) = I, —
Luego, debe cumplirse que (7 : o)(Ix)/7(Ix) = o (Ix/7(Ix)) = o(Ik—y,)
o (I 1/7(Ii 1)) = (7 : ) Is1)/7(Ix_1), o que implica ( : 0)(Ix) >
(1 :0)(Ig—1) y asi ¢& = 1. Si se supone ahora que by = 0 entonces 7(I) =
(k1) = Inp, con 1o cual ( : 0)(T)/7(T) = o (Iu/7(Ie) = o(Ter,) y
(1:0)Tp=1)/T7Ig=1) = 0 (Lp—1/7(Ix—1)) = 0(Ix—p,—1). Ademas, si ax_,, =
1 entonces o(Iy—p,) > 0(Ig—r,—1), luego (7 : o)(Ix) > (7 : 0)(x—1) y asi
qr, = 1. Por otro lado, si ax—,, = 0, entonces o(I_,,) > 0(ly—r,—1)- Se sigue
que (7:0)(Ix) = (7 : 0)(Lx—1) y ast g = 0.

1~ =

2.3. Propiedades de zP para un anillo local uniserial

Nuevamente, n+1 denota al conjunto {1,...,n}. Es facil ver que el pro-
ducto cartesiano de m copias (n+1)" es una reticula distributiva, con el
orden:

1. (kl,...,kn) = (ll, ,ln) Sk <l; Vi € nt-1.
2. (k1y . k) V (I, .oy 1) = (M1, ..., my, ), donde m; = max{k;,1;}.
3. (k1yeey kn) A (L, oos ln) = (M, ...,m)), donde m} = min{k;,1;}.

Teorema 2.3.1. Para cualquier anillo local uniserial R con longitud de com-
posicion n, rP es una reticula distributiva finita de cardinalidad 2.

Demostracion. Por el Teorema 2.2.6 es obvio que |grP| = 2". Se define la
funcion v : B, — (n+1)" como

k n
v(ai,...,an) = | a, ,Zal,..,Zaz

=1 =1

Claramente v es inyectiva. Sean a = (a1, ...,ay),b = (b1,...,b,) en By, en-
tonces a < b si y solo si Zle a; < Zle b; para cada k € {1,...n}, sl y
solo si v(a) < v(b). Por tanto v es un morfismo de orden. Se sigue que B,
es isomorfo a una subreticula de (n+1)". Como (n+1)" es distributiva y
rP 2 B, se concluye que rP es distributiva. |

Proposicion 2.3.2. Para cualquier anillo local uniserial con longitud de
composicion n > 5, rP no es una reticula plana.
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Demostracion. Los siguientes son elementos en Bs: x = (0,1,0,1,0), u =
(1,0,0,1,0),v = (0,1,1,0,0) y w = (0,1,0,1,1). Usando el Lema 2.2.5, x es
cubierto por u,v y w, asi que por el Teorema 1.1.3 Bs no es plana. Como
para cada n > 5 B es una subreticula de B, = gP, se sigue que rP no
puede ser plana. |

Dado z € {0,1} se define
o 0, six=1;
1 1, sixz=0.
Similarmente, si ¢ = (ay,...,a,) € gP, 0* = (aj,...,a)). Evidentemente

(0*)* = o, es decir, o* es el prerradical dual de o.

Teorema 2.3.3. Para cualquier anillo local uniserial R con longitud de
composicion n > 1, gP es una reticula autodual. Mds atn, existe un anti-
isomorfismo de reticulas A : gRP — grP tal que para cada o,7 € gP

AMoT) = (A7) : AM0)).

Demostracion. Se define p : gRP — gP tal que p(o) = o*. Claramente p
es una funcion biyectiva. Ademas para o = (a1,...,a,) y 7 = (b1,...,bp),
o < 7 siy soblo si Ele a; < Zle b; para cada k € {1,...,n}, si y solo si
Zle a’l > Zle by para cada k € {1,...,n}, si y solo si u(c) > p(r). Se
sigue que p es un anti-isomorfismo de orden y por el Lema 1.1.5 es también

un anti-isomorfismo de reticulas.
Sean o y T como en el parrafo previo, entonces o7 = (p1, ..., pn) esté descrito
por P1 — P3 por la Proposicion 2.2.7 como sigue. Para k € {1,...,n}.

P1 Si by, = 0 entonces pi = 0;

P2 Sib, =1y a, =0 entonces p; = 0;
P3 Sib, =1y a, =1 entonces p; = 1.
Por otro lado, sea (A(7) : A(0)) = (q1, .-, qn)-

C*1 Si b, = 1 entonces g = 1;
C*2 Sib;, =0y ag—p, = 1 entonces ¢ = 1;
C*3 Sib; =0y ag—y, = 0 entonces q; = 0.

Notese que C*1 ocurre si y s6lo si ocurre P1 y los otros dos casos son simi-
lares.
Se concluye que g = 1 si y sélo si pp, = 0, asi que

AoT) = (A7) : A0)).
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2.4. Idempotentes y radicales

En las secciones siguientes se dard una descripcion detallada de algunos
subconjuntos de rP. Se asume a partir de ahora que R es un anillo local
uniserial con longitud de composicién n.

Proposicion 2.4.1. Sean 0 <r < m <n. Entonces:

1. o' = (a1, ...,an), donde

0, st 1<k<m-—r;
ap = 1, sim—r<k<m;
0, ssm<k<n.

2. w = (by,...,by), donde

1, si1<k<r;
bp=<¢ 0, sir <k <m;
1, ssim<k<n.

Demostracion. El prerradical o = (aq,...,a,) tal como se define en 1 es el
menor tal que o(l,;,) = I,. En efecto, si existe n = (c1,...,¢,) tal que n < o
y E?ll ¢; = r, entonces necesariamente ¢z = 0O para 1 < k < m—ry
22:1 ¢ < 22:1 a; para alguna l € {m —r +1,...,m — 1}. Se sigue que

m m
r= E c < E a; =r,
=1 =1

una contradiccion. Por la propiedad alfa se cumple entonces que o' =
(al, ceey an).

Suponer ahora que 7 = (b1, ..., by), definido como en 2. Entonces 7 es el
mayor prerradical tal que 7(I,,) = I, ya que de lo contrario existiria n =
(C1y.en) talque T <npyr=>3:",¢,dedondecy =1paral <k <m-—r
y 22:1 ci > Zi-:l b; para algunal € {m—r+1,...,m—1}. Entones ¢; = 1y

r:Zci>Zbi:r.
i=1 i=1

Por la propiedad omega se concluye que w)” = (by, ..., by).

Corolario 2.4.2. Sean 0 <r <m < n. Entonces A(a]") = w

m-—r-

Proposicion 2.4.3. Sea 0 € grP. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:
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(1,1,1,1)

(1,1,0) @

(171)170)

(1,1,0) @
(1,1,0,0)
(1,0,0)
(170’070)
®
(0,0,0) @ (0,0,0,0)

Figura 2.3: Prerradicales idempotentes sobre un anillo local uniserial con longitud de composicion
3y 4.
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(a) 0=} para algin 0 <m <n;
(b) o es exacto izquierdo;

(¢) o es idempotente.

Demostracion. (a) = (b) Por la Proposicion 2.4.1 es claro que o)} =
wp. Como R es un anillo uniserial, por 2.1.2 es cuasi-Frobenius, asi
que I, = R es un moédulo inyectivo. La implicacién se sigue de la
Proposicion 1.2.15.

(b) = (c) Esto ocurre para cualquier anillo.

(¢) = (a) Sea 0 = (a1,...,an) y 0 # ) para cualquier 0 < m < n.
Existe 0 <i < j<ntalquea; =0y a; =1. Sean s := min{i | a; = 0}
y t:=min{j|j > s,a; = 1}. Entonces r, = S;_,a; = s, asi que
ar, = 0. Si se supone ahora que oo = (pi, ..., pn), por la condicion P2
sobre el producto en rP, como a; =1y a,, =0, entonces p; =0 y asi
o no es idempotente.

Proposicion 2.4.4. Sea o0 € gP. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

(a) 0 =wf§ para algin 0 < m < n.
(b) o es un t-radical

(¢) o es radical.

Demostracion. (a) = (b) Es claro que wi* = ajr_,,, el cual es un t-radical
por la Proposiciéon 1.2.15.

(b) = (c) Esto ocurre para cualquier anillo.

(¢) = (a) Si o es un radical, entonces A(o) = o, para algin 0 < m < n.

En efecto, se cumple

AA(0)A(0)) = (AA(0) : AA(0)) = (0 :0) = 0.

Es decir, A(0) es idempotente. Por el Corolario 2.4.2 ¢ = AN ajr) = wi*. W

Corolario 2.4.5. (gld, <) y (rRad, <) son cadenas. [
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Figura 2.4: Un idempotente sobre un anillo local uniserial con longitud de composiciéon 6.

2.5. Irreducibles y coirreducibles

Ahora se caracterizan los elementos irreducibles y coirreducibles en pP
(ver 1.2.5).

Proposicion 2.5.1. Sea 0 € gP, 0 # 1. Entonces o es irreducible si y sélo
st o =w" para m yr tales que 0 <r <m < n.

Demostracion. (=) Para o # 1 irreducible y 0 = (aq, ..., a,) se define r := 0
si a; =0, en otro caso r := max{i | a; = ... = a; = 1}. Como o # 1 entonces
r < n, donde a,4+1 = 0. Ahora se define m := maz{i | a,41 = ... = a; = 0}.
se cumple que r < m. Si m = n se tiene ¢ = w'. Sim < N, Apy1 = 1.
Sea j := mdx{i | amy1 = ... = a; = 1} y supoéngase que j < n, entonces
aj+1 =0. Sea n = (ci, ..., cy) tal que

L,sil<k<r+4+j—m;
=% 0, 8ir+5—m<k<y;
ag, sij <k <n.

Luego 0 = w* A n, con w™,n > o, lo cual contradice el hecho que o sea
irreducible. Por lo tanto j =ny o = w™.

(<) Ahora sea 0 = w,” con 0 < r < m < n. Claramente o # 1.
Sean 7 = (c1,...,¢n),n = (d1,...,dn) € grP tales que w™ = 7 A n. Como
7 An(I,) = I entonces 7 = min{d> i~ ¢,y vy d;i}, es decir, 7(In) = I 0
n(Iy) = I. Por la propiedad omega 7 < w)” o n < w)", asi que 7 = w)" 0
n = w". Luego w]" es irreducible. |

Corolario 2.5.2. Sea 0 € gP, 0 # 1. Entonces o es coirreducible si y sdlo
st 0 = o) para algin r tal gue 0 <r <m < n.

Demostracion. Para o # 0 coirreducible, A\(o) es irreducible. Por el Corolario
2.4.2 XNo) = w™. Sesigue que 0 = AL (w™) = a™_,,donde 0 < m—r < m <
n. Reciprocamente, si 0 = o para 0 < r < m < n, como A(o) = w/_, se
sigue de la Proposicion previa que A\(o) es irreducible y asi, o es coirreducible.

[
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Lema 2.5.3. Sean m,r,l,s € {1,...,n}.

1. Si0<r<my0<s <1 entonces o < ol siysdlosir < sy
l—s<m-—r.

2. 8ir<mys<lentonces w™ <w! siyslosir<syl—s<m-—r.

Demostracion. Para 1,810 <r <my0<s <[ sean o = (a1,...,an) ¥
ol = (a4, ...,al)) de acuerdo a la Proposiciéon 2.4.1.

(=) Si o™ < al, entonces r = 31 1 a; <Y | al = s. Ahora se supone
I —s>m —r, esto es, existe un entero positivo ¢ tal que l —s =m —r +
t. Entonces t = Y\ "a; < S el = S0 af = 0, 1o cual es una
contradiccion y por tanto [ —s <m — r.

(<) Sir <syl—s < m—r se verifica facilmente que para cada

jedl,..,n} ‘ ‘
J J
Z a; < Z ay.
i=1 i=1
Se concluye que o < ol
La demostracion de 2 es similar. [ |

Sin > 1, el conjunto T}, := {(i,7) | 0 < i < j < n} es una subreticula
de n+12, sean Irr(gP) y Coirr(grP) los conjuntos de prerradicales irredu-
cibles distintos de 1 y coirreducibles no cero respectivamente. La siguiente
Proposicion caracteriza a Irr(gP) y Coirr(rP).

Figura 2.5: Un irreducible sobre un anillo local uniserial con longitud de composicién 6.

Proposicion 2.5.4. Existen isomorfismos de orden:
1. @ Irr(gP) — Ty;
2. vy : Coirr(gP) — T,,.

Demostracion. 1 Por la Proposiciéon 2.5.1 cada elemento de Irr(gP) es de la
forma w]"*, para m,r tales que 0 < r < m < n. Sea pp(w;"*) = (r+1,n —
m+r+1). ¢, es una funcion bien definida entre Irr(gP) y T),. Si (i,7) € Tp,
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(171?17())

(171’070)

(07171?1)

(1,0,0,1)

(170707())

(0707171)

(0707071)

(0507070)

Figura 2.6: Prerradicales irreducibles sobre un anillo local uniserial con longitud de composiciéon
3y4.

entonces go(wf__ljﬂ) =(i,7),con0<i—1<n—j+i<npues0<i<j<n.
Por tanto ¢,, es sobreyectiva. Ahora, si w)", wé € Irr(grP), por el Lema 2.5.3
se tiene que w" < wls siysolosir <syl—s<m—r, que por definicién
de orden en T, significa que p(w™) < (w!).

La prueba de 2 es similar. |

2.6. Primos y coprimos

Si R es un anillo local uniserial con longitud de composiciéon n > 2
entonces R/I; es un anillo local uniserial con longitud de composicion n — 1.

Lema 2.6.1. Seann > 2 y o0 = (1,a9,...,a,) € rP en el hemisferio norte.
Si o es primo entonces T = (az, ...,apn) s primo en g, P.

Demostracion. Para n > 2y o, 7 como en la hipotesis, sean p,n € g/, P
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con pn < 7. 51 p = (ba,....,bn) y n = (ca,...,cn), se verifica facilmente que
ptnT < o, entonces pT <o ont <o.Luego, py <ToOomm < T. [ |

Proposicion 2.6.2. Sea 0 € gP, 0 # 1. Entonces o es primo si y sélo si
o = w,i_y para algin m tal que 0 < m < n.

Demostracion. Por induccion sobre n. La afirmacion se cumple si n = 1. Si
el conjunto de prerradicales primos en z, P es {w'_; |0 <m <n—1}, por
1.2.19 wé es un prerradical primo minimo que a su vez es elemento de H.
Sea ahora o = (1,a2,...,ay), por el Lema 2.6.1 7 = (ag,...,ay) es primo en
r/, Py por hipotesis inductiva 7 = w]'_; para algin m tal que 0 < m < n.
Asi, 0 = W™t Reciprocamente, si 0 < m < n entonces I,,,_1 es primo en
I,,,. Por la Proposicion 1.2.18, w)"_, es primo en rP. |

Figura 2.7: Un prerradical primo sobre un anillo local uniserial con longitud de composicion 6.
Corolario 2.6.3. Sea 0 € gP, 0 # 0. Entonces o es coprimo si y sdlo si
o = of" para algin para algin m tal que 0 < m < n.

Demostracion. Se sigue de 2.4.1 y 2.6.2. |

Corolario 2.6.4. Las colecciones de prerradicales primos y coprimos son
cadenas en (rP,<). [ ]
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(1$17170)

(17170’1)

(1)07171)

(0’171’1>

Figura 2.8: Prerradicales primos sobre un anillo local uniserial con longitud de composicién 4.






Capitulo 3

Cocientes de prerradicales

En este capitulo se introduce la sencilla nocién de cociente de prerradi-
cales junto con sus propiedades béasicas como funtor. Se definird una relacion
de equivalencia ~ entre todos los endofuntores de la categoria R-Mod para
cualquier anillo R, donde la coleccion de clases de equivalencia de cocientes
de prerradicales forma un monoide (posiblemente no un conjunto) bajo la
composicion usual, denotado Q(rP). Se prueba que gP se sumerge en Q(rP)
de al menos dos formas, al considerar el producto o y el coproducto : de gP.
Ademas se describe un submonoide muy particular.

El desarrollo de la teoria se encuentra en [32], que como se mencioné en
la introduccién, es la tinica referencia disponible en el tema. Se anaden aqui
algunos resultados.

3.1. El endofuntor %

Sea R un anillo asociativo con elemento unidad. Para cualesquiera dos
prerradicales o y 7 en R-Mod con o < 7 y para cualquier R-médulo M, por
definicion del orden en R-pr se tiene que 7(M) < o(M), de aqui que tenga
sentido tomar el cociente o(M)/7(M). De hecho, lo anterior establece una
asignacion funtorial Z : R-Mod — R-Mod, que en elementos esta dada por

2 (M) = :8\% y si f € Homg(M,N), se define 2(f) se toma como

o(M) [r(M) LA a(N)[r(N)

z+7(M) +—  f(z)+7(N)

Es facil notar que la asignacién en morfismos estd bien definida y que Z
cumple todos los requisitos para ser funtor. Ahora bien, es posible prescindir
de la condicién 7 < o (ya que en general el orden en R-pr no es lineal) al

definir simplemente Z(M) = "X(T]S% ), donde el cociente ahora tiene sentido

37
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ya que o VT > 7. Atn si 0 y 7 fueran comparables, esta definicién concuerda
con la establecida anteriormente. Se usaré la primera de ellas a lo largo del
texto, a menos que se especifique lo contrario.

Antes de describir el monoide Q(rP), se establecen las propiedades ba-

sicas del funtor %

Proposicion 3.1.1. Sean o y 7 prerradicales en R-Mod con 7 < o. Enton-

ces % conmuta con sumas directas. Es decir, si {M;}icr es una familia de

R-mddulos, entonces Z <@ Ml> =P 2(M;).
el el

i€l

0(@ Mi> @ o(M;)
Demostracion. Z (@ Ml> = e = leear Fany Y por tanto la asigna-
)" (ar)
el
cién
(zi)ier + D 7 (M) = (i + 7(M;))ier € D Z(M;)
i€l el

conzeEo <@ Ml> = P o (M;), es el isomorfismo buscado.
el el
|
Proposicion 3.1.2. Sean o y 7 prerradicales en R-Mod con 7 < o. Enton-
ces

(b) () oo =0 siysdlo sio es idempotente;
© oo (2) =22,
(d) oo (L) =0siysdlosio esradical.

Demostracion. Sea M € R-Mod.

(a) Por definicion, %o o(M) = TZT;(]V]\[})) = 2~ (M).

(b) Del inciso anterior L oo = -2 y asi
ag [ogelos

1

~00=0% 0=000 & o es idempotente.

_ (r0) )

(©)
(d)

1=

= o

—~

o.0

%): 2 =0« (0:0) =0 < 0 es radical.

—_—

g
g O

Proposicion 3.1.3. Para o y 7 prerradicales en R-Mod con 7 < o:
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(a) Sio preserva epimorfismos, entonces 2 preserva epimorfismos;

(b) Si Z preserva epimorfismos y T preserva epimorfismos entonces o pre-
serva epimorfismos.

Demostracion. (a) Sean M,L € R-Mody f € Hom(M, L) un epimorfismo.
Entonces o(f) : o(M) — o(L) es un epimorfismo. Sea 0 # y + 7(L) €
o(L)/T(L), existe x € o(M) tal que f(z) =y. Si x € 7(M), como T es un
prerradical, y = f(z) € 7(L), una contradiccion. Por tanto 0 # x + 7(M).
(b) Si f € Hom(M, L) es epimorfismo entonces
T(f) 7 (M) = 7(L) y 2(f) : :E%g — Z&; son epimorfismos. Sea y € o(L).
1.Siy e 7(L) existe z € 7(M) C o(M) tal que f(z) =
281y € o(M)\7(L) entonces 0 # y + 7(L), asi existe z + 7(M) €
o(M)/7(M) con Z(f)(z + 7(M)) = f(z) + 7(L) = y + 7(M). Luego y —
f(z) € 7(L), con lo cual existe z € 7(L) tal que f(z) =y — f(z), entonces
flx+z)=yconx+z€a(M).
Se ha probado que o(f) : o(M) — 7(M) es un epimorfismo.

Corolario 3.1.4. Supongamos que T preserva epimorfismos. Entonces 7

preserva epimorfismos si y solo si o preserva epimorfismos. |

Proposicién 3.1.5. Si Z es exacto izquierdo y T es exacto izquierdo entonces
o es exacto izquierdo.

Demostracion. Se supone exacta la siguiente sucesion

0o—NIsmwI L o

Como Z y 7 son funtores exactos izquierdos, las sucesiones

0— 2 L
T

RS

0 — +(N) L (00 L5 (L),

son exactas, donde f = 2(f), 9 =2(g9) vy ", ¢" son las restricciones usuales.
Basta averiguar que

0 — o(N) L5 o (M) L5 o(1)

es exacta en (M) (ya que la preservacion del monomorfismo se cumple pues
o es prerradical), donde f/, ¢’ son las restricciones usuales. Sea m € Kerg' C
Kerg Co(M).

1. Sim € 7(M) entonces z € Kerg”" = Imf"” C Imf'.
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2.Sim € o(M)\ 7(M) entonces m +7(M) # 0y glm + 17(M)) =
g(z) 4+ 7(L) = 0. Luego existe 0 # n+7(N) € Z(N) tal que f(n)+7(M) =
f(n+7(N)) =m+7(M), es decir, existe z € T(M ) tal que m — f(n) = =z,
ast

0=g(m) —gf(n) =g(m—f(n)) = g(z).

Entonces © € KergNt(M) = Kerg” = Imf” y por tanto existe y € 7(N) C

o(N) tal que f(y) = f"(y) = x. Se sigue que m — f(n) = f(y), lo cual
implica que m = f(y —n) € Imf".

Como la contenciéon Imf” C Kerg” siempre se cumple, se concluye que
en realidad es una igualdad y asi la sucesién

0— o(N) L5 o(M) L5 o(L)
es exacta. [ |

Ejemplo 3.1.6. En la categoria de grupos abelianos Z-M od, dado un entero
positivo n se define el prerradical An,, por

Anp,(M)={x € M | ne =0 VM € Z-Mod}.

En [20, Proposicion 4.30,4.31] se prueba que para cada n > 1, An,, es
un prerradical exacto izquierdo que nos es radical. Es sencillo observar que
Ang, < An, siy solo si m|n y que la torsion usual 7 es mayor que An, para
cualquier n.

Si f: N - M es un monomorfismo de grupos abelianos, entonces
A}Lm () - (f), 1‘2::1 (f) (paran > m) son todos monomorfismos. En el caso
de ﬁ(f), si ﬁm(f)(:z:—l—Anm(N)) = 0, se tiene que f(z) € Any, (M), con lo
cual f(mx) = mf(x) = 0. Como f es mono, z € Anpy(N) y x+Any,(N) = 0.
Al considerar la sucesion exacta

0—>Z2L>Z8L>Z4—>O,

aplicando Aan se tiene

Z2 L} Zg g_} Z4
Any(Zs) Angy(Zs) Angy(Zy)

0— — 0,

que puede verse como
f 9
0—0—-—7Z4y — Zo — 0.

La dltima sucesién no es exacta en Z4. Luego, cocientes de prerradicales
exactos izquierdos no son necesariamente funtores exactos (izquierdos).
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3.2. El prerradical ¢

Como se anuncié en la introduccién al capitulo, es de particular interés

estudiar la estructura de la coleccién de clases de equivalencia de elementos

del tipo Z con 7 < o (modulo alguna relaciéon ~). Para tal proposito se

introduce un nuevo y muy util prerradical.

Para cualesquiera p, o, 7 € grP se define <>(p,<7 T) como:
o (p, o, T)(]V[)/T( =p(° /7.
La siguiente proposicién dice que ¢ es una operacién terciaria en R-pr.

Proposicion 3.2.1. El funtor o(p,o,7) es un prerradical en R-Mod para
cualesquiera prerradicales p,o, 7 en pP.

Demostracion. Sea A = o(p, o, T), por tanto \(M (ZEMD para
todo M € R-Mod. Sean entonces M, N € R- Mody f € Hom ,N). Como

p es un prerradical:

Ay "L

x+7(M) — f(x)+7(N)

para cada x € A\(M), con lo cual
reAXM) & x+7(M)€ep(c(M)/T(M))
= f(@)+7(N) € p(a(N)7(N)) = A(M) /(M)
& f(z) € A(N).

Asi, la imagen de A\(M) bajo f esta contenida en A(N). Se concluye que A
es un prerradical. [ |

De lo anterior se deduce que o(p, o, 7) es el tnico prerradical A tal que
A = p( ) Por otra parte, en la definicién de ¢ no se requiere 7 < o, asi
ag

u 2 := XL, Sin embar i6n siguien
e este es el caso Z: "ZT Sin embargo, desde la seccién siguiente y todo

lo que resta del texto se asume que o es mayor que 7.

Proposicion 3.2.2. Si p, 0,7 € gP, se cumplen las siguientes condiciones
(a) o(p,o,7) =0(p,oV1,T)=0(p,0, T \NO)V T;
(b) o(p,o,7o0)=0(p,1,T)oo=(T:p)oo

Demostracion. (a) La primer igualdad se sigue del hecho que ¢ = ”TVT Para
probar ¢(p,o V 7,7) = o(p,0,7 ANo) V 1, sea M € R-Mod; por el segundo
teorema de isomorfismo, se tiene el isomorfismo
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r+17(M)No(M) +— z4+7(M).
SiT(M)No(M) <L <o(M) para algin submoédulo de o(M ), entonces

o(M) + (M)
7(N)

v [T<M> rﬁ a<M>] - Li&v(ém

Como p es un prerradical, preserva isomorfismos, por tanto

¢l (amnaam) | =+ (o),

Por definicion

<

p( ( o (M) >: olp,o,7 A o) (M)

M)no(M) T(M)No(M)
y
o(M)+7(M)\  o(p,oVT,7)(M)
p( (M) ) T
Por tanto

<<>(p,0,7' /\a)(M)) _ o(p,o VvV 1,7)(M)
T(M)No(M) (M)

Con lo cual se cumple que o(p, o, 7Ao)(M)+7(M) = o(p,oV1,7)(M) para
cada M € R-Mod, asi

olp,o, T No)(M)V T =9o(p,oVT,T).

1 1 :
(b) Como e, L,7) =p () = (r p), entonces o(p,1,7) = (7 : p). Sea
T T
M € R-Mod. Se cumple

0(070,700)(M):p( o(M) > (7:p)(0(M)) _[(7:p)oo] (M)
Too(M) T )

Por unicidad de ¢, ¢o(p,0,700) = (7:p)oo. [

Si en el inciso (b) de la proposicion anterior 7 = 0, se obtiene la siguiente
cadena de desigualdades

o(p,0,0) =o(p,0,000) =0(p,1,0)00=(0:p)oo=poo.
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Es decir ¢(p,0,0) = poo. En cambio, si 0 = 1 se mostro que

o(p,1,7) = (T:p)ol=(r:p).
Puede decirse que el prerradical ¢ encierra las definiciones del producto y
coproducto en gP.

o(p,0,7)

N\
4

poo (7:p)

Ahora bien, el cambio de orden en la escritura de o(o,1,7) y (7 : p) se debe
dnicamente a la forma en la que estd definido el producto y aunque dicho
cambio no tiene mayor trascendencia, serd importante un poco méas adelante.
Se define entonces (o :°P 7) = (7 : 0), el coproducto opuesto en rP para
cualesquiera o y 7 prerradicales.

Observacion 3.2.3. Sean p, 0,7 prerradicales en R-Mod y 7 hereditario,
entonces

o(p,o,7)= o(p,o, 7T ANo)V T (Proposicién 3.2.2)
= o(p,o,Too)VT (Ay o coinciden pues 7 € RHP)
= [(tr:p)oo]vT  (Proposicion 3.2.2).

Si ademas p es hereditario entonces (por 1.2.9 ) (7 : p) € gHP, asi (7 :
p)oo = (1:p)Ao. De tal forma se tiene que
o(p,o,7)=[(t:p)No]VT Vp,o1 € gHP. (%®)

Proposicion 3.2.4. Para o,7 € gP y {p; | i € I'} C grP se cumplen las
stguientes condiciones

a) o(\ pio,7) =\ o(pi, o, 7).
b) <>(/\ Piy 0, 7_) = /\ O(pb o, 7-)'
Demostracion. (a) Sea M € R-mod.
oV pi,om)(M) _ o)\ _ (o(M) _ ¥ opiyom) (M)
(M) = Vo <T(M)> =2 pi <T(M)) =2 (M)

_ Solpion) (M) _ Volpiom)(M)
(M) (M) :

La prueba de (b) es similar.
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3.3. El monoide Q(zP)

Si RE denota la coleccion de todos los endofuntores en R-Mod, para
cualesquiera € y d elementos de rE se define

exdse(M)=2§(M) VM e R-Mod.
Claramente = es una relaciéon de equivalencia. Més aun, para €1, €3,01, 02 €
rE con €1 ~ ea y 01 = &
(51(M) = 52(M) = 61(51(M)) = 62((52(M)) = €10 (51 X €10 0.

Entonces &~ es compatible con el producto usual de funtores y por tanto se
encuentra bien definida en =E/~ la operacion

[ o [6] == [e 0 4].

Se define ahora

QP = {m

Teorema 3.3.1. Q(rP) es un monoide bajo la operacion binaria o.

U,TGRP,TSU}.

Demostracion. Debido a que los funtores % y 1 son equivalentes bajo =, la

identidad en Q(gP) es [1]. Ademés es evidente que o es asociativa, con lo
cual resta probar que o es cerrada. Para tal fin sean o1,09,71, 70 € gP con
T <01y 1 <o0yysea M € R-Mod. Entonces

(220 =2 (280 (249) /. (200)
] [premmon)
2 TZ(M)

o(01,02,72)(M) _ o(01,02,72) M)
o(11,09,72) (M) o(71,09,72) '

12

Asi

o1 0y _ o(01,02,72)
o T2 o(T1,00,T2)

AR =Eamm) ®

Se sigue que
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Si en la identidad (%) del teorema anterior se considera 71 = 71 = 0
entonces por 3.2.2

e [3]-[Sam ) =[5

Similarmente, al tomar oy = gy = 1
=B Esnl - El - s

Para cualesquiera prerradicales o y 7 se define

1 1
C=TE& -~ —.
o o

Es evidente que = es una relacién de equivalencia.
Teorema 3.3.2.
a) La asignacion o — [%] es un homomorfismo de monoides de (grP, o)

en (Q(rP),0). El niicleo' de este homomorfismo es precisamente la
relacion de congruencia ~. Asi rP/~ se sumerge en Q(rP).

b) La asignacion T +— [%] es un homomorfismo de monoides de (rP, :°P)

en (Q(rP),o). El nicleo de este homomorfismo es =. Asi rP/= se
sumerge en Q(rP).

Demostracion. Por las observaciones anteriores sélo basta verificar que los
nucleos de los homomorfismos mencionados sean como establece el enuncia-

do.
(a) Si f denota al homomorfismo entonces

kerf ={(o.7) | flo) = f} = {(@:1) | [T] = 5]} ==/~

(b) Se procede de forma similar.

Lema 3.3.3. (a) Si o y 7 son prerradicales idempotentes en R-Mod en-
tonces o ~ T si y sdlo si o = T.

(b) Dualmente, si o y T son radicales en R-Mod entonces 0 =1 si y sdlo
$t0=T.

Ver seccion 1.1.1
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Demostracion. (a) Claramente o ~ 7 si ¢ = 7. Suponer ahora que o ~ T.
Dado M € T,, 7(M) = o(M) = M. Como 7 es un prerradical, preserva
isomorfismos, de ahi que M € T,. La otra contencién se obtiene de forma
similar. Por la correspondencia entre prerradicales idempotentes y clases de
pretorsiéon se concluye que o = 7.

(b) La demostracion es dual a la anterior.
|

Del lema previo se sigue que cualquier submonoide X de (gzP,o) for-
mado tnicamente por elemetos idempotentes se sumerge en Q(gP) bajo el
homomorfismo de monoides o +— [%]; dualmente, cualquier submonoide Y
de (gP,:°P) formado so6lo por radicales, se sumerge en Q(gP) bajo el homo-
morfismo 7 +— E]

Se define

Q(rHP) = {% € Q(gP) | 0,7 € gHP; 7 < O'}.
Teorema 3.3.4. Q(gHP) es un submonoide de Q(rP).

Demostracion. Como el prerradical identidad es hereditario, 1 € Q(rHP).
Sean g1, 09,7, € gRHP con 71 < o1y 70 < g9. Por la observacion 3.2.3

o1 0y o(o1,02,72)

T T2 N<>(Tl,02,7'2)
[(2:01) Noa] V1o

Ty :T1) A o] V To
Ty 1 01) A 03

(r9:71) Aoy
Como rHP es cerrada bajo : y A, entonces (172 : 01) Aog y (12 : 71) A 09

pertenecen a pHP. Por otro lado, como 7 < o1 se cumple la desigualdad

(o :m)Noa < (12:01)Noo

y por tanto {01] o [02} € Q(grHP). [

1 T2

En general se cumple que si Q(rHP) es conmutativo, entonces por la
proposicién 3.1.2 para cada o € gHP
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Es decir, o es radical, con lo cual RHP = rHR. Naturalmente se presenta la
siguiente =

Pregunta 3.3.5. ;5i rRHP = rHR, entonces Q(rHP) es conmutativo?

Desafortunadamente, en este texto no habra oportunidad de responderla
afirmativa o negativamente, ni siquiera conjeturar una respuesta.

3.4. Ejemplos

A continuacion se presenta la descripcion de los cocientes de prerradicales
sobre anillos semisimples artinianos, lo que geneneraliza el primer ejemplo
en [32]. Posteriormente, se desribe Q(grHP) para un anillo particular.

3.4.1. Anillos semisimples artinianos

Sea R un anillo semisimple artiniano. Sea S := R-simp = {S1,...,.S,} un
conjunto completo e irredundante de médulos simples. Si 0,7 € grP, por el
teorema 1.3.8 existen subconjuntos A, B C S tales que 0 = socy y T = socg.
Es fécil notar que 7 < ¢ si y s6lo si B C A. En tal caso, si S es un modulo
simple, 2(S) = S si y solo si 0(S) = Sy 7(S) = 0. En contraparte, Z(5) =0
siy so6lo si o(S5) = 7(5).

Proposicion 3.4.1. Si o =socy y T = socg con T < o, entonces
o

- = SOCA\B.
T

Es decir P = Q(rP). En particular ﬁ ~ socye para cualquier A C S.

Demostracion. Sea S € S. Si S € A entonces Z(5) = 0. Si S € A\ B
entonces Z(S) = S. En cambio, si S € B se tiene que Z(S5) = 0. Cualquiera
que sea el caso se cumple Z(S) = soc,s(S) y por tanto la equivalencia
% R SOC\5- |

Es claro que socy o socg = socynp para cuales quiera A, B C S. Esta
observacion y el resultado previo establecen lo siguiente.

Corolario 3.4.2. Sean 0 = socy, T = socg y p = socp con T < 0. Entonces

o(p,o,7)
T

N SOCpnanse-

En la tabla 3.1 se considera un anillo semisimple artiniano con fnica-
mente dos médulos simples S7 y So. Se definen o1 = socy, vy 02 = socg,.
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o |0 01|09 1
0/0/0]0]0
01 0 01 0 01
09 00 09| 09
10|loy|0o9 1

Tabla 3.1: Tabla de multiplicacion de Q(grP) = rP para un anillo semisimple con dos modulos
simples.

3.4.2. Un anillo particular

Sea F un campo y R = F x F 2. Entonces R es isomorfo al anillo de

matri a b
atrices 0 q

. a b x Yy
dos matrices <0 a> y (0 a:) en R

a b\ (x y\ _ (ar ay+bx\ (xa xzb+ya\ [z y\ [ fa b
0 a)\0O 2/ \ 0O ar) \ 0 za) \O0 xz)\0 a)’

Con lo cual <(1) (1)> es la identidad de R.

a,be F} . Se cumple que R es conmutativo pues dadas

0 F

Proposicion 3.4.3. El dnico ideal propio de R es J = (0 0

) . Por tanto,

R es Artiniano.

. . . b
Demostracion. Sea I C R un ideal tal que existe un elemento (8 a) el

con a # 0, entonces a y a? son distintos del cero pues F es un campo y asi
1 0 . 1/(1 - b/a2 a b
(6 9)-(% )6 o)er

En el Apéndice A se prueba que la asignaciéon I — n; entre los ideales de
un anillo y el conjunto de prerradicales hereditarios, donde n;(M) = {x €
M | Ix = 0}, es sobreyectiva precisamente cuando el anillo en cuestion es
artiniano. Debido a que el anillo R de este ejemplo es artiniano local se tiene
que n; = soc, de donde se observa que gHP = {0, soc, 1}. Entonces

2La extension trivial de F por F. Para su definicion formal asi como sus propiedades
bésicas se sugiere el ejercicio 6.8(3) de [33].
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o | 0] soc %c 1
0 [0 0 0
soc| 0| 1 SLOC soc
w0 0 | o

ocC
1 (0] soc SLOC 1

Tabla 3.2: Tabla de multiplicacion de Q(gHP), donde R = F x F.

1
HP) = {0, soc, —, 1}.
Q<R ) { , SOC, soc’ }

A diferencia del ejemplo anterior, soc : soc = 1, ya que soc : soc = (n; :
nr) =mne =m =1






Capitulo 4

Caracterizando anillos con

Q(RrP)

4.1. Anillos semisimples artinianos

Por el Teorema 3.3.2, rP se sumerge en Q(rP) bajo el morfismo de

monoides o ﬁ) [%] . Anillos para los cuales este morfismo es biyectivo (lo que
se escribe como rP = Q(RrP)) se caracterizan en el Teorema 4.1.9, mientras
que en 4.2.12 se dan condiciones necesarias y suficientes para que en un anillo
R, la imagen de X; contenga a Q(rHP); esta tltima situacion se expresa en

simbolos como rP O Q(rHP). Se sigue fielmente la teorfa desarrollada en

[32].

Proposicion 4.1.1. Sea M € R-Mod. Si se cumple gP = Q(rP), entonces
para cada o y T prerradicales en o[M] con T < o existe un prerradical X en
o[M] tal que A~ Z.

Demostracion. Sean oy T como en la hipdtesis. Sea p el prerradical heredita-
rio cuya clase de pretorsion coincide con o[M], asi o[M] = {M | p(N) = N}.
Como en particular p es idempotente, p(M) € T, = o[M], por tanto Top y
o o p son prerradicales en R-Mod. Ademas, es claro que 7o p < o o p. Por
hipotesis, existe A € gP tal que

Si N € o[M] entonces A(N) = (2) o p(N) = Z(N). Como o[M] es cerrada
bajo submoédulos y A(N) < N entonces A(N) € o[M]. Se cumple asi que
Alo(a] es un prerradical en o[M] y por tanto Z = Al,(a- [ |

FEn este capitulo se usara continuamente que rHP es cerrada bajo o.

51
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Corolario 4.1.2. Sea M € R-Mod. Si se cumple rRP O Q(rHP) entonces
para cada o y T prerradicales hereditarios en o[M] con 7 < o, existe un
prerradical X en o[M] tal que A = Z. [ |

Sea I un ideal de un anillo R, viendo a ambos como R-modulos izquier-
dos el cociente M := R/I también es un modulo izquierdo que a su ves
es un anillo, con lo cual o[M] = R/I-Mod. Se siguen ahora los siguientes

resultados.

Corolario 4.1.3. Sea I un ideal de R. Si rRP = Q(grP) entonces ;P

Qr/1P). |
Corolario 4.1.4. Sea I un ideal de R. Si rRP O Q(rHP) entonces ;P D
Q(r/HP). |

Proposicion 4.1.5. Las siguientes condiciones son equivalentes para una
familia finita de anillos {R; | 1 <1i <n}.

(a) r,P = Q(gr,P) para todo 1 <i <mn;
(b) Si R= Ry X Ry X ... X R,, entonces rRP = Q(rP).

Demostracion. (b) = (a) Es consecuencia del Corolario 4.1.3 pues cada R;
es isomorfo a un ideal de R.

(a) = (b) Se puede asumir que n = 2y concluir por induccion. Si \; € g,P
con i = 1,2, se tiene el prerradical (Aj, A2) definido por

()\1, AQ)(M) = Al((Rl X O)M) + AQ((O X RQ)M)

para cada M € R-Mod. Sean o,7 € gP con 7 < o y sean 0; = 0|g,_poa ¥
Ti = T|r,—amoa con @ = 1,2. Claramente o, 7 € g,P y 7 < 0;. Por (a) existen

prerradicales \; € g,P con i = 1,2 tales que ‘;—Z ~ A;. Ahora

o(M)  o((Ryx0)M + (0 x Ry)M)
T(M)  7((Ry x 0)M 4+ (0 x Rg)M)

2 (M)

_o((Ry x 0)M) + o((0 x Ry)M)
7((Ry x 0)M) + 7((0 x Ra)M)

~ o((BLx 0)M) _ o((0x Ry)M)
~ 7((R1 x 0)M) ~ 7((0 x Ra)M)

:01((R1 x 0)M) ® o2((0 x Ro)M)
T1I((R1 x 0)M) ~ 72((0 x Ro)M)

=2 A ((R1 x 0)M) @& Xa((0 x Ro)M) == (A1, A2)(M).
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Es decir 2 ~ (A1, A2). [
Nuevamente es posible restringir el resultado anterior a rHP.

Corolario 4.1.6. Las siguientes condiciones son equivalentes para una fa-
milia finita de anillos {R; | 1 <i <n}.

(a) gr,P 2 Q(g,HP) para todo 1 <i <mn;
(b) Si R= Ry X Ry X ... X R, entonces rP 2O Q(rHP).
|

Proposicion 4.1.7. Sean o,7 € rP con % ~ o. Entonces la clase de pre-
torsion T, coincide con F,. En particular, T, es cerrada bajo submddulos y
productos.

Demostracion. Se tiene para todo M € R-Mod:

1

T

M€T7—<:>M—T(M)<:>< >(M)—0<:>U(M)—O<:>M€]FU.

Con lo cual T, = F, v como F, es cerrada bajo submédulos y productos,
T, también lo es. |

Proposicion 4.1.8. Si P O Q(grHP), entonces R es artiniano izquierdo.

Demostracion. Si T es un prerradical hereditario entonces por hip6tesis % R
A para algin prerradical A. Por la Proposiciéon 4.1.7 T, es cerrada bajo
productos. Por el Lema A.2.7 R es artiniano izquierdo.

|

En el Ejemplo 3.4.1 del Capitulo 2 se describi6 Q(rP) para anillos semi-
simples. Particularmente se encontr6 que gP = Q(rP). El siguiente teorema
establece el reciproco.

Teorema 4.1.9. Las siguientes condiciones con equivalentes para un anillo

R.

(a) R es semisimple artiniano;

(
(c

1 :
(d) -5z ~= T para cierto T € rRHP.

=

rP = Q(rP);

)
)
) rRHP = Q(gHP);
)
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Demostracion. (a) = (b) Se sigue del Ejemplo 3.4.1

(a) = (c) Por el el Teorema 1.3.8 y la Proposicion 1.3.9 cada prerradical
A € gP es t-radical hereditario. Sean 0,7 € gP con 7 < ¢ y sean I, J ideales
de RconJ D Italesqueo(M)=JM y7(M)=IM paratodo M € R-Mod.
Como R es semisimple, J = H @ I para algin ideal H de R. Se sigue que
(M) = J—% ~ HM. Por tanto, Z =~ p, donde p es el t-radical (hereditario)
asociado a H.

(c¢) = (d) Es obvio.

(d) = (a) Sea S un médulo simple, entonces 7(5) = = () = SOSCS =0.
Como 7 es hereditario . es cerrrada bajo cépsulas inyectivas, entonces el

cogenerador de R-Mod  [] ES es un elemento de F.. Se tiene que 7 = 0
SeR—Sim
y por tanto soc =1, es decir, Rp es un anillo semisimple.

(b) = (a) R es un anillo artiniano por 4.1.8. Se probara que R es un V-
anillo pues por 1.3.10 ambas condiciones implican que R es semisimple. Por
hipotesis 225 ~ o para algtin o € gP, donde J es el radical de Jacobson de
R. Si R no es un V-anillo entonces existe un S € R-Simp tal que S # ES,
luego

-~ soc(S) 8 ~
o(5) = soc(S)YNJ(S) SN0 5
y
soc(ES) S

o(ES) = S ES) nJ(ES) ~ SNJ(ES)

Como S # ES, J(ES) D S, entonces 0 = o(ES) D o(S5) = S, una con-
tradiccién. Se sigue que S = ES para cada S € R-Simp y asi, R es un
V-anillo. m

4.2. P D Q(zHP)
Comienza ahora el camino para caracterizar anillos que satifacen gP 2
Q(rHP).

Lema 4.2.1. Sea 7 un radical hereditario en R-Mod. Si % ~ \ para algin
A entonces T es estable.

Demostracion. Sea M € T, entonces
1
MEM)= —(EM)=EM/7(EM)
T

y por tanto A\(EM) € F; pues 7 es radical. Como N(EM)NM < M entonces
MEM)NM € T, y similarmente A(EM)NM € F,. Con lo cual \(EM)NM €
T, NF, = 0. Usando que M es esencial en EM se obtiene A\(EM) = 0, es
decir, EM € T,. |
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Lema 4.2.2. Si para cualquier S C R-Simp el radical hereditario socs es
estable, entonces cada mddulo de Loewy M se descompone como

M = @ socs M.
SeR-Simp

Demostracion. Sea N = @SGR_SWPWSM y supongamos que N # M.
Por la Proposicién 1.3.12 M/N contiene un submodulo simple, digamos,
L/N =T € R-Simp. Consideremos la siguiente sucesion exacta.

0 — N/soép(M) — L/socp (M) — L/N — 0

Notemos que N/socr(M) es de torsion respecto a socs donde & = R-
simp\ {T'}. Ademas, el monomorfismo anterior no puede ser esencial porque
de serlo, por la Proposicion 1.1.15, E(N/socr(M)) = E(L/socp(M)) y como
Socs es hereditario y estable entonces L/socp(M) seria de torsion respecto
a Socs, una contradiccion. Por tanto, la sucesion se escinde y asi B/N se su-
merge en B/5ocp(M), lo cual es una contradiccion al hecho que B/socr (M)
es libre de torsién respecto a socr. |

Proposicion 4.2.3. Si R es un anillo para el cual RP O Q(rHP) entonces
R = R; X Ry X ... X Ry, donde cada R; es un anillo con un unico médulo
simple (salvo isomorfismo) que satisface r,P O Q(g,HP).

Demostracion. Por la Proposicion 4.1.8 el anillo R es artiniano izquierdo.
Puede tomarse R-Simp = {S1, 53, ..., Sp}, un conjunto de completo e irre-
dundante de médulos simples; se sigue se los lemas 4.2.1 y 4.2.2 que

n
R = @W& (RR)
i=1
Como cada Socg, (rR) es un ideal de R, la anterior es una descomposicion de
anillos. Sea R; = socg, (rR) para cada i € {1,2,...,n}. Claramente cada R;
tiene un tnico (salvo isomorfismo) R;-modulo simple S;. Por la Proposicion
4.1.5 los anillos R; satisfacen r,P O Q(g,HP).
[

Lema 4.2.4. Sea R que satisface rRP O Q(rHP). Entonces do (M) < dg(M)
para cualesquiera ordinales a y B con B < « y para todo M € R-Mod.

Demostracion. Dado un prerradical hereditario 7, por hipdtesis existe un
prerradical A tal que 2 ~ X y ast M/7(M) = A(M) < M para cada M € R-
Mod, es decir, M /7(M) < M. Entonces

M/soc®M = (M/soc® M) /(soc*M/soc® M)
= (M/soc® M) /(soc®=B(M/soc® M))
< M/soc® M.
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Se sigue que
50 TYM /soc* M = soc(M/soc* M) < soc(M/soc® M) = soc® 1 M /soc® M.
|

En lo posterior, cuando se mencione que un moédulo es uniserial significara
que su cadena de submodulos es finita (ver 1.3.13).

Lema 4.2.5. Sea R un anillo que satisface rRP O Q(rHP). Las siguientes
condiciones son equivalentes para todo M € R-Mod.

(a) soc(M) es simple;

(b) M es uniserial.

Demostracion. (a) = (b) R es artiniano por la Proposicion 4.1.8, entonces
M tiene longitud de Loewy finita n > 2. Del Lema 4.2.4 d;(M) = 1, es decir,
soc™ M /soc' M es distinto de cero y simple para 0 < i < n. Se concluye
entonces que M es uniserial (ver 1.3.13).
(b) = (a) Como M es uniserial, el primer elemento de la cadena de
submoédulos de M es el tinico submoédulo simple.
|

Lema 4.2.6. Sea I C R un ideal propio. Si C es cogenerador para R-Mod
entonces (0:C I) es un cogenerador para R/I-Mod.

Demostracion. Sea M € R-Mod tal que IM = 0. Sea ¢ : M — CX un
monomorfismo para algun conjunto X. Como It(M) = «(IM) = 0 entonces
W(M) C (0:°" 1) = (0:C )X y asi M es cogenerado por (0:C I). |

Proposicion 4.2.7. Para un anillo R que satisface:
(a) R es artiniano izquierdo;

(b) R tiene un tnico submddulo simple S;

(c) E(S) es uniserial.

Si P es un R-mddulo proyectivo con longitud de Loewy n y J es el radical de
Jacobson de R,cada submddulo invariante de P pertenece a la cadena

P>JP>J’P>..oJ"P>o.

Demostracion. Sea L un submodulo de P totalmente invariante. Como P/L
tiene zoclo esencial, existe un conjunto X tal que S&) se sumerge esencial-
mente en P/L. Por otro lado, como R es noetheriano (por el Teorema de
Hopkins) ESX) es la cubierta inyectiva de SX). Por tanto se tiene un en-
caje v : P/L — ESWX). Sean 7y : ESX) — ES y 1y : ES — ES™) las
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proyecciones y encajes canoénicos respectivamente. Considerar el diagrama
siguiente

P/L

ESX)

ES

Sea m el minimo natural que cumple L O J™P (tal m existe pues al menos
L D 0= J"P). Se demostrara que L = J™P.
Afirmacion: 1o([P/L] € soc™ 'ES para cierto a € X. En caso contrario

([P/L] :gXLoﬂTaL[P/L]
C ZXLZlfl(ES)]
_ socm1 (ESX)).

Lo anterior implica que P/L tiene longitud de Loewy a lo mas m — 1 y asi
JmYP/L] =0, es decir L O J™ P, contradiccién a la minimalidad de m.
La afirmacién queda ahora probada.

Del hecho que ES es uniserial, se cumple 7,[P/L] D soc™ 'ES, de donde
se tiene mot[P/L] DO soc™ES. Asi

o[P/L] O o[soc™ES]

Como S es el tnico médulo simple, entonces ES cogenera a R-M od. Hacien-
do I = J™ en el lema previo, se deduce que soc™ES = (0 ES J™) cogenera
a R/J™-Mod. Como R es artiniano izquierdo, R/J™ es finintamente co-
generado y asi se sumerge en una suma directa de soc™ES. Por el Lema
1.3.16

o[soc™E(S)] = R/J™—Mod.
Ahora
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R/J™Mod D o[P/J™P]
D olP/L]
D o[soc™ES]|
—R/J™ Mod.

Como L y J™P son submoédulos totalmente invariantes de P con L O J™P
y o[P/J™P] = o[P/L], se sigue del Lema 1.3.17 que L = J™P.
[

Teorema 4.2.8. Si el anillo R satisface rRP O Q(grHP) y ademds existe un
inico mddulo simple (salvo isomorfismo) S, entonces R es artiniano izquier-
do y serial.

Demostracion. Sea S el tnico mddulo simple y P su cubierta proyectiva.
Como ya se ha visto, R es artiniano izquierdo. Basta probar entonces que
ES'y P son ambos uniseriales (Teorema 1.3.14). E'S es uniserial por el Lema
4.2.5. Suponer entonces que P tiene longitud de Loewy n. Se sigue del lema
previo que cada submodulo invariante de P es miembro de la cadena

P>JP>J*P> ..o J" P>,

la cual debe coincidir con la serie de Loewy

P> soc P > soc™ 2P > ... D socP D 0.

Como P es cubierta projectiva de un médulo simple, por 1.1.19 soc” 1P es
el tinico submoédulo maximo de P, i.e., P/soc" ! P es simple. Por hipotesis
existe un prerradical n tal que n ~ SOC%, donde n(P) es simple y como
ademas es totalmente invariante se sigue que n(P) = socP. Nuevamente,
usando el Lema 4.2.5 se concluye que P es uniserial. |

Ha quedado probada la primer parte del resultado principal de esta sec-
ciom.
Teorema 4.2.9. Si R satisface gRP O Q(gHP) entonces R = Ry X Ra X

.. X Ry, donde cada R; es un anillo artiniano izquierdo serial con un inico
mdédulo simple (salvo isomorfismo) y que satisface r,P O Q(r,HP). [

Lema 4.2.10. Sea R un anillo artiniano izquierdo serial con un winico mo-
dulo simple S. Si rR tiene longitud de Loewy n, entonces cada mddulo ines-
cindible es isomorfo a soc™E(S) para algin m < n. Por tanto existe (salvo
isomorfismo) un unico mdodulo inescindible de longitud m para cada m < n.

Demostracion. Si M € R-Mod es inescindible entonces es uniserial por
1.3.14, ademas M se sumerge en ES puesto que ES es cogenerador. Es
facil ver que ES es uniserial y por tanto todo submoédulo suyo debe ser de
la forma soc™ES para algin m < n.
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Proposicién 4.2.11. Sea R un anillo artiniano izquierdo serial con un ini-
co mddulo simple (salvo isomorfismo). Si rR tiene longitud de Loewy n,
entonces cada prerradical hereditario T es de la forma T = soc™ para algin
m < n.

Demostracion. Por el lema previo 7(ES) = soc™ES para algin m < n. Se
afirma que 7 = soc™. Como los prerradicales abren sumas directas basta
probar que 7(M) = soc™M para cada modulo uniserial M y concluir por el
mismo lema. De tal suert, si M es uniserial, entonces M se sumerge en ES'y
como 7y soc™M son hereditarios, 7(M) = M N7(ES) = M Nsoc™(ES) =
soc™ M. Por tanto 7 = soc™ M como se queria.

|

Teorema 4.2.12. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo
R.

(a) /P 2 Q(xHP);

(b) R = R1 x Ry X ... x Ry, donde cada R; es un anillo artiniano izquierdo
serial con un unico R;-mddulo simple (salvo isomorfismo).

Demostracion. (a) = (b) Es el Teorema 4.2.9.

(b) = (a) Es suficiente probar que cada R; satisface R; O Q(g,HP)
debido a la Proposicién 4.1.6. Sin pérdida de generalidad se supone que R es
un anillo artiniano izquierdo con un tnico moédulo simple salvo isomorfismo.
Sea Z € Q(grHP) con 7 < 0. Como 7 es hereditario Too = 7Ac = 7. Entonces
== % o o. Luego, basta probar que % € rP. Sea M € R-Mod. Por el
Lema 4.2.10, M =2 @ Lo para alguna familia de médulos uniseriales L,

~ 1

por tanto, (M) = @ cr Tty Todo se reduce ahora a mostrar que existe

n € rP tal que 1(L) = n(L) para cada médulo uniserial L.

Sea n la longitud de Loewy de rR. Por 4.2.11, 7 = soc™ para cierto
m < n. Sea p es el t-radical asociado al radical de Jacobson J de R. Sea
entonces L uniserial con longitud de Loewy [; como ya se sabe, la reticula
de submédulos de L se describe por las dos cadenas idénticas:

0 C socL C soc?L C ... C sod"t cl=L

ocJ"l'cJ2c..cJLCL.

Entonces 1(L) = L/soc™L. Si | < m entonces soc™L = Ly asf (L) =
0= J7"L = p™(L). Si Il > m entonces L/soc™ L es uniserial con longitud

de Loewy [ — m, asi, por 4.2.10, L/soc™L = sod—m = jl=(l=m) — jmp —

p™(L). Como se requeria, 2(L) = p™(L) con L un médulo uniserial arbitra-

rio. [ |
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Corolario 4.2.13. Si R es un anillo uniserial en el sentido de Kdéthe (par-
ticularmente local uniserial), entonces gP 2 Q(rHP). [



Capitulo 5

Cocientes de prerradicales
sobre anillos locales uniseriales

En lo siguiente se describird el monoide de cocientes de prerradicales
sobre un anillo local uniserial R con longitud de composiciéon n > 1. Para
tal proposito se extienden algunos resultados del Capitulo 2, en particular la
descripcién del producto en rP. En un paralelismo natural se generalizan las
reticulas By, y C),, junto con sus propiedades. En el Apéndice B se introducen
los nimeros de Motzkin, requeridos para calcular el cardinal de Q(rP). Para
simplificar la notacién, en la mayor parte del capitulo no se distingue entre
los simbolos Z y [%}, a menos que se especifique lo contrario. En general,
la notacion Z (M) significa que se evaltia M en cualquier representante de la

clase de equivalencia [ﬂ

5.1. Dos reticulas isomorfas

Definicion 5.1.1. Para cada nimero natural n > 1 se define el conjunto

k
W, = {(a1,a2,....,ay) | a; € {—1,0, 1},2% >0V 0<k<n}
i=1

Es decir, W,, es el conjunto de palabras trinarias con entradas en el
subconjunto de niumeros enteros {—1,0, 1} tales que la suma de las primeras
k entradas siempre es no negativa para todo k € {1,...,n}. A continuacion
se define un orden en W,.

Definicion 5.1.2. Dadosn > 1, a = (ay,...,an) y b = (b1, ...,b,) elementos
de W,, :

k k
(1) a <b sipara toda k € {1,...,n} se tiene >, a; < > b;.
=1 =1

61
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(2) aVb:=(c1,....,cpn), donde ¢y := max{ai, b1} y para cada k € {2,...,n}

k k k—1 k—1
-1, si mdw{z ai,Zbi} <mdm{ a;, bz};
=1 i=1 i=1 =1
k k k—1 k—1
cL = 0, simdm{Zai,Zbi}:mdaz{Zal,Zbi};
=1 i=1 i=1 =1
k k k—1 k—1
1, szmaa:{Zai,Zbi}>md:L‘{ a;, bz}.
L =1 i=1 i=1 =1

(3) aNb:=(dy,...,dy), donde dy == min{a1,b1} y para cada k € {2,...,n}

-1, si mm{z ai, » bz} < min

=1 =1

——
< EN
INag
&
=
Il |
—
&
——

ag,

H/_/
3
~\
S
E
NSRRI
2
EaE)
NSRRI
&
H,_/

dy = 0, si mz’n{

k
2
=1
k

1, simin { > a
=1

De la definicién anterior se puede observar que aV by a A b satisfacen las
propiedades de supremo e infimo, respectivamente, de a y b en W,,. A saber,
siaVb:=c=(c,ca,..., ) entonces

k k k
Zci:mdzv Zai,Zbi .
i=1 i=1 =1

Para probarlo se procede por induccién, donde claramente ¢ € W,, para
cada k € {1,...,n}. Si k = 1, la afirmacion es obvia. Sea k € {2,...,n} y
supongamos cierta la afirmacién para k — 1; se tienen tres posibilidades:

k
Z
N
Z

H,_/

V

=4

3
—N
~. E
I I
—_

&
T
[ L.H

S
——

(1) maz {kzlal, > } > méz {éa i bz};

=1 =1

(2) max {kzl ai, z_j bi } max {Zf;ai, Zkf bz};

i=1
k=1 k= k k
(3) max{z ag, Z bi } <max{2ai,2bi}.
En cualquier caso, variando 6 € {—1,0,1}:
k—1

k—1 k—1 —
Zci: CH'Ck:ZCH'e: {Zal,Zbl}%—Q—mam{Za“Zb}
i=1

=1 i=1
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L

Figura 5.1: Diagramas de Hasse para Wo y W3.

Ahora es claro que a V b es supremo de a y b. Similarmente se verifica que si
aANb=(dy,..,d2) entonces para cada k € {1,...,n}

k k k
Zdz =min {ZGZ,ZbZ} .
i=1 1=1 i=1

Asi, a Ab es el infimo de a y b. Por tanto (W,,, <,V, A, 1,0) es una reticula
completa con mayor 1 = (1,1,...,1) y menor 0 = (0,0, ...,0). Mas ain, elimi-
nando los elementos de W,, que tengan alguna entrada igual a —1, obtenemos
el conjunto de sucesiones binarias B, cuyo orden (véase 2.2.2) coincide con
el recién definido ya que las situaciones

k k k—1 k—1
mdaz{Zai,Zbi} <md:p{2ai, bl}
i=1 i=1 i=1

i=1
y
k k k-1 k-1
mz’n{Zai,Zbi} <mz’n{2ai, bz}
i=1 =1 i=1 =1

no pueden ocurrir dentro de B,, y es por las mismas razones que supremos e
infimos también coinciden.

Observacion 5.1.3. Para cada n > 1 existen encajes de reticulas

o : Wy = Wiy & Wy, — W4 definidos por &y(aq, ..., an) = (0, a1, ..., an)
y &(ar,.yayn) = (1,a1,...,a,) para todo (ai,...,a,) € W,. Como ejemplo,
ver la imagen 5.1.
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Del isomorfismo establecido en el teorema 2.2.6 y las consideraciones
previas, podemos derivar el siguiente

Corolario 5.1.4. Dado n > 0, W, contiene una copia isomorfa de gpP,
donde R es cualquier anillo local uniserial con longitud de composicionn. N

Ahora se definiran reticulas de caminos que resultaran isomorfas a W,
para cada n, lo que permitird probar el resultado més importante del capi-
tulo.

Definicién 5.1.5. Un n-camino funcional (ver Capitulo 2) ¢ = (co,c1, ..., Cn)
se llama w-camino si co =0, y —1 < ¢;41 —¢; < 1 para todo i € {0,1,...,n—

1.

Un w-camino ¢ = (cg, 1, ..., ¢,) siempre cumple que 0 < ¢ —¢p =¢1 <1
y por tanto ¢ =00 c; = 1.

Llamaremos K, a la coleccién de w-caminos de longitud n > 1 y natu-
ralmente los relacionamos con caminos en la cuadricula n+12 que van del
punto (0,0) a algin punto (n,y) siempre iguales o por debajo de la diagonal
x = y con saltos horizontales del tipo (1,0) o diagonales en dos sentidos,
(1,1) y (1,-1). La figura 5.2 muestra un elemento tipico en Kjo. El obje-
tivo es proveer de estructura de orden a K,, probar que es una reticula y
establecer un isomorfismo entre Wy, y K, para cada n.

Lema 5.1.6. Para cualesquiera a,b € N:
(1) mdz{a,b} < mazx{a,b+ 1} < max{a,b} +1=mdx{a+1,b+1};
(2) min{a,b} < min{a,b+ 1} < min{a,b} +1=min{a+ 1,0+ 1};
(3) mdx{a,b} —1 <maz{a—1,b—1} < mazx{a,b—1} < max{a,b};

(4) min{a,b} —1 <min{a—1,b— 1} < min{a — 1,b} < min{a,b}.

Teorema 5.1.7. Para cada n € N, K,, es una subreticula de F,.

Demostracion. Dados ¢ = (co,c1,...,¢n), ¢ = (¢, ), ..., c),), elementos de

e Ch
K, basta ver que ¢V y ¢ /A son a su vez elementos de K,,. Por definicion
eV = (t,enty) y e N = (s1,...,8,), donde t; = max{c;,c;} v s; =
min{c;,c,} para cada ¢ € {0,1,...,n}. Notemos que t9 = sop = 0 pues ¢y =

¢y, = 0. Sea entonces k € {1,2,...,n — 1} y ya que ¢, € K,, se cumple

/ /
—1 < cgy1—Cpy Gy — ¢ < 1.

Sin pérdida de generalidad, se tienen los siguientes casos
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_ I

Caso 1. Ch+1 — Ck = Cpyq — ¢, = 0.
_ I

Caso 2. cg41 —ck = — ¢ = 1.

_ r_
Caso 3. cpy1 —ckp =y — ¢, = — L.

/ /
Caso 4. cpy1 —ck =0y ¢y — ¢ =1

Caso 5. cg41 —cp, =0y C;Hl — CZ = 1.
Caso 6. cpy1 —cpr =1y C;C-‘rl — ., =-1.
Para una demostracion detallada de los casos 1,2,4 se sugiere [15]. En el caso

3 se tiene que cx11 = cx — 1y ¢, = ¢}, — 1, usando ahora el inciso (3) del
lema previo

ty — 1 = max{cy, ¢} — 1 < maxf{cy — 1,6, — 1} = maz{cr1, pr } = thta-
Es decir —1 < {41 — tg. Por el inciso (3) y (1) del mismo lema
thr1 = maz{cgs1, ¢y} = max{cy — 1,¢, — 1} <max{cy, g} +1 =1t +1

Con lo cual t1 —t; < 1. Se cumple entonces que —1 < tpy; — 1t < 1.

Ahora, para el caso 5, nuevamente usando 5.1.6, se tienen las desigual-
dades

ty — 1 = max{cy, ¢} — 1 <max{cg, cf, — 1} = mdz{cii1, 1} = tha;
ti1 = maz{cg, ¢, — 1} < max{ck,cp} +1=tp + 1.

Por tanto —1 < tp41 — 1 < 1.
En el caso 6 tenemos cp1 —cx = 1y ¢, — ¢, = —1 y se cumplen las
desigualdades

ty — 1 = max{cg, ¢} —1 <mdaf{cy +1,¢.} — 1 < max{cp + 1,¢), — 1}
= max{cgs1, CQC_H} = tgi1;

terr = max{cpi1, ¢} = max{cy +1,¢, — 1} <max{cy +1,c,}

< mdx{cy, e} + 1=t + 1.

Corolario 5.1.8. Para cadan > 1, K,, es distributiva.
Demostracion. Para c,de € K, yt=eV (cAd), s=(aVec)A(eVd):

t; = mazx{e;, min{c;, d;}} = min{max{e;, c;}, max{e;, d;}} = s;.
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Figura 5.2: Un elemento de Kig.

Teorema 5.1.9. |K, 1| = 3|K,|—m, para cadan >1. Sin=1, |K,|=2.

Demostracion. Sea n > 2. Si ¢ = (cg,c1,...,¢n) € Ky, €l camino ¢ =
(€oy €1y vey Cpy Cpt1) €8s un elemento de K, 41 siy solo sicpp1—c, € {—1,0,1},
de aqui que ¢, 41 tiene exactamente dos valores posibles si y sélo si ¢, = 0. Un
tal camino es precisamente de Motzkin (ver Apéndice B). Luego, |K,41| =
3K, | —m,y,. [

Teorema 5.1.10. Para cada n € N, existe un isomorfismo de orden entre

Wy y K.

Demostracion. Definamos ¢ : W,, — K, tal que si (a1,a2,...,a,) € W,
entonces p(ai,as, ...,an) = (0,a1,a1 + az, ..., > oy a;). St a = (a,...,an) y
b = (b1,...,b,) son elementos de W, con a < b entonces S.%_ a; < S°F b,
para cada k € {1,...,n} y por tanto p(a) < ¢(b). Se tiene entonces que ¢ es
un morfismo de orden.

Ahora sea 9 : K,, — W, tal que para cada camino (cg,...,c,) € K,
¥(co,...,cn) = (a1, ...,a,) donde para i € {1,...n}

a; = Cj — Cj—1

k
Claramente cada suma del tipo > a; con k € {1,..,n}, es telescopica y por
i=1

k
Ck :Zai >0
=1

Resta ver que 9 es un morfismo de orden. Sean entonces ¢ = (¢, c1,...cp) ¥
d = (dy,...,d,) elementos de K,, con ¢ < d. Si ¥(c) = (ai1,...,an) y ¥(d) =
(b1,...,bn), para k € {1,..,n}

tanto tenemos
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k k
Zai = Ck S dk :sz
i=1 =1

Se cumple asi que ¥ es un morfismo de orden. Tenemos ademas las identi-
dades

n

Yop(ar,as,...,an) = ¥(0,a1,a1 + ag, ...,Zai) = (ai,...,an);
i=1

©oth(cp, €1y oy Cn) = @1, c0—C1y ooy cn—Cp—1) = (0,1, ...y ) = (€05 €1y vey Cn)s

para cada (ai,asg,...,a,) € Wy y (co,c1,...cn) € K,. Finalmente, hemos
probado que W, = K,, para todo n > 1. |

Corolario 5.1.11. |Wy41| = 3|W,| —m,,. [

5.2. La reticula Q(zP)

A lo largo de esta seccion se considera un anillo local uniserial R fijo con
serie de composicién 0 = Iy < I1 < ... < I, = R. Por el Corolario 2.1.4 del
Capitulo 2, para cada R-médulo M existe un conjunto S C {0, 1,...,n} para
el cual M = P, [S(XS), donde cada X es un conjunto no vacfo. Si o y 7
son prerradicales sobre R con 7 < g, del hecho que cocientes de prerradicales

conmutan con el simbolo de suma directa (ver proposicién 3.1.1) se observa

que
Zon =@ [Zu)] ™. (+)

seS

Lema 5.2.1. 510 <r <k <n entonces % =,

Demostracion. Ii/I. es un mo6dulo uniserial con longitud de composicion
k — r isomorfo a una suma directa de ideales de R. La tnica posibilidad es
que sea precisamente isomorfo a [j_,. |

De () y el lema 5.2.1 se deduce que para cada s € S, Z(/,) es isomorfo
a algiun Ip,, con ks < s. Ademds, Z(M) < M para cada médulo M y
prerradicales 7 < ¢. Mas aun, por el comportamiento de los prerradicales
sobre los ideales de R, descrito en la proposicion 2.1.5, si 7(Ig) = I, se tienen

los siguientes casos:

1. 7(Ig41) = L;

2. T(Iky1) = L4
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En el primero, si 0(lx41) = I entonces Z(Ixi1) = Ipp—p, en cambio, si
0(Irt1) = Imy1, Z(Ixg1) = Ip—ry1- Para el caso 2, si 0(Ip41) = I, entonces
Z(Iky1) = Im—r—1y si 0(lpy1) = Imy1 entonces Z([py1) = . Vemos
pues que un cociente de prerradicales sobre un anillo local uniserial R esta
descrito por su comportamiento sobre los ideales Iy, de la serie de composicién
de R, de forma andloga a los prerradicales mismos. Es posible que el funtor

Z no sea equivalente moédulo ~ a ningiin prerradical, a saber, en el caso

oIp41) = I;m y T(Upg1) = Irg1-

Observacion 5.2.2. Un cociente de prerradicales Z sobre un anillo local

uniserial con longitud de composicion n > 1 no es equivalente a ningtn
prerradical si y s6lo si existen enteros 0 < r < s < n tales que

En tal caso diremos que 7 es un cociente estricto. Si no ocurre lo anterior se
. - :
dice que Z es un prerradical.

Dado un elemento a = (ay, ...,a,) € Wy, \ By, nuestra intencion es cons-
truir dos prerradicales o, > 7, sobre R tales que su cociente quede comple-
tamente determinado por a. Naturalmente se define o,(Iy) = 7,(lp) = 0. Si
a; = 0 hacemos o4(I1) = 74(f1) = 0; si en cambio a1 = 1, 0,(I1) = 1
v Ta(l1) = 0. Sea ahora k > 2 y supongamos definidos o,(lx) = Is y
Ta(Ig) = I,

Iy,  stagy =-1
o0alk+1) =1 Is,  siagir =0;
Isi1, siagy =1

Lrgr, stapgr = —1;
Ta(Ik;—H) = IT, s1 Ap+1 = 0;
I, sl ag41 = 1.

Claramente o,(I1) > 7,(I1). Si se supone o4(Ix) > 74(Ix) para cierto
ke {1,...,n — 1}, se debe corroborar que la desigualdad sigue siendo valida
al evaluar en I11. Si agr1 = 00 agy1 = 1 la afirmacion es obvia, asi como en

el caso que a1 = —1y o4(Ix) > 74(Ix). Queda entonces el caso a1 = —1
v 0a(Ix) = 74(Ix). De la definicion de o, v 74 se observa que los valores o,(/5)
aumentan siempre que as = 1y los 7,(I5) lo hacen cuando as = —1, como

ademas > "7 ap > 0 paratodo s € {1, ...,n}, se deduce que si o4 () = 74(1)
entonces 04(Is+1) = T7a(lsy1) = 0(Ls) 0 04(Is41) > Ta(Is41) = o(Is). Es
decir, si 04(I;) = 74(Ix) no puede cumplirse ar11 = —1. Por tanto, o, > 7,
y ‘;—Z es un cociente de prerradicales estricto por construccién. Més ain, la

Ta| — Ta pg i ; ; Ga _ Tb
} = 2% es inyectiva, pues si a,b € W, con = 75, un

Ta

asignacion a —> {
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argumento inductivo similar a los ya establecidos prueba que a = b. Hemos
probado la existencia de una funcion inyectiva ¥, entre el subconjunto W, \
B,, de W,, y el subconjunto de cocientes estrictos en Q(grP) para cualquier
anillo uniserial R con longitud de composicién n > 1. La situacién anterior
se extiende facilmente a cocientes de prerradicales en general, simplemente
eliminando la necesidad que exista una entrada ap = —1. N6tese que en dicho
caso 7, = 0 y que 9 corresponde precisamente al elemento ¥ (a) como en
el teorema 2.2.6.

Lema 5.2.3. (a) La asignacion 9, : W, — Q(rP) dada por

Oa . .
In(a) = | e mnyectiva,
a

(b) La restriccion de 9, a W, \ By, tiene codominio Q(rP) \ rP;

(¢) La restriccion de ¥y, a By, es biyectiva sobre gP.
|

Teorema 5.2.4. Si R es un anillo local uniserial con longitud de composicion
n > 1, existe una biyeccion entre Q(rP) y W,,.

Demostracion. Gracias al lema previo ¥, : W,, — Q(gP) es inyectiva. Sea
Yo+ Q(rP) — W, definida como sigue. Para £ € Q(gP), si r1, 72 son tales
queo(ly) = I, 7(I1) = I,,, entonces 7y, (T) (1) =ri—ro;sik € {1,...,n—1}:

o -1, st Z([kg1) < 2(Ik);
- (;) (k+1):=1{ 0, si2(Ipp)=2(I);
L, osi 2(Ikg1) > Z(1g)-
No es dificil ver que 7, estd bien definida. Sea £ € Q(rP) y hagamos a :=

Y (2), ak = v (2) (k) para cada k € {1,...,n}. Entonces 2e(I) = Z(I).

T

Supongamos que se cumple Z¢(I) = Z(Iy) = I, para k € {2,...,n — 1}
1. Si Z2(Iky1) < Z2(Ig) = I, entonces Z([py1) = Ir—1y apqy1 = —1, con lo
cual 2* (1) = Lr—1;
2. 81 Z(Ik1) = Z(Ix) = Ir es claro que agy1 =0y Z2(Ig41) = I;

T

3. Si ocurre Z(Ip41) > 2(Iy) = I, entonces Z(Ipy1) = Irq1, ap = 1y
%(Ik+1) = Ir+1-

En cualquier caso tenemos para cada k € {1,...,n — 1} que Z*(Ix41) =
2 (Ir41)- Entonces 9, 0, (%) = 1g(xP)-
Sea ahora a = (a1, ...,a,) € Wy. Calculemos 7,09, (a) = v, ( ) Proce-

diendo por inducciéon (nuevamente) se observa primero que 7, <@> =a.

Suponiendo cierto para k € {2,...,n—1} que v, <%‘:> (k) = apy 22 (Ix) = I
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1. Si ag1 = —1 entonces Z*(Ig41) = Ir—1 ¥ Yn (@> (k) =—1.

Ta

Ta Ta

2. Si a1 = 0 entonces 22 (Iy1) =1, y T <°—a> (k) = 0.

3. Siagy1 =1 entonces 2¢(Ip11) = Liy1 Y Yn (@> (k) =1.

Ta Ta

En cualquier caso 7, (%) (k+1) = agy1, con lo cual 7, o ¥,(a) = a. Por
tanto, v, o ¥, = 1y, . Concluimos que Q(rP) = W,,. [
Se define naturalmente para Z, % € Q(rP)

o o
én@%()ﬁan?)-
T p T p

Es notorio que v, (%) es el mayor elemento de W,,, contrario a v, (%), el
menor de W,,. Con esta definicién, es claro que <Q(RP), S VLA, %, %> es una

reticula.

Corolario 5.2.5. Si R es un anillo local uniserial con longitud de com-

posicién n > 1, las reticulas <Q(RP),§,\/,/\, %, %> y Wy, < V,A, 1,0) son
isomorfas. |

Corolario 5.2.6. Si R es un anillo local uniserial con longitud de com-
posicion n > 1, las reticulas <Q(RP),§,\/,/\, %, %> y (Kp, < V,A, 1,0) son
isomorfas. |

Corolario 5.2.7. Para un anillo local uniserial R con longitud de composi-

cionn > 1, Q(rP) es distributiva. [

Corolario 5.2.8. Sea R,, un anillo local uniserial con longitud de composi-

cionn > 1 y my, el n-ésimo nimero de Motzkin. Si q, = |Q(g,P)| entonces
g =2 sin=1;

On+1 = 3qn — My st > 1.
|

Proposiciéon 5.2.9. Si 0 y 7 son prerradicales tales que 7 < o y existe
ke {l,..,n} tal que:

i) Si se cumple

(1) k=min{r | o(I,) # 7(I;)}.
(2) 7(1I,) es constante ¥ k < r < n.

Entonces Z es un prerradical.
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(1,1,—-1)
(1,—1,1)

(1,0,—1)

(1,—1,0)
(0,1,—1)

Figura 5.3: Cocientes estrictos sobre un anillo local uniserial con longitud de composicién 3.

i1) Si se cumple

(1) k=min{r | o(l,) # 7(I)}.
(2) No existe k < r <mn tal que 7(I;) < 7(Iy41) y o(I;) = o(Lr41)
para cada k <r <mn.

Entonces Z es un prerradical.

En cualquier caso, < 5

(=]}

Demostracion. Se sigue de la Observacion 5.2.2. |

Corolario 5.2.10. (a) Si T es un prerradical idempotente y o > 7, enton-

ces Z es un prerradical.

(b) Sio esradical y o > 7, entonces Z es un prerradical.

Proposicion 5.2.11. Si A es el isomorfismo del lema 2.5.3, entonces para
todo prerradical o se cumple L = \(o).

Demostracion. Por el lema anterior % es un prerradical. Usando el isomor-
fismo de reticulas v del teorema 5.2.4 se tiene que

0, si 2(lx) = L(Lep); (1)
1 o (o2
v( ) (¥)

1, si 2(Iy) $ 2(Irg1)- (2)

Supongamos que o(I) = I, y 0(Ij41) = I5, donde s € {r,r + 1}.
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Si ocurre (1)

1 1
E(Ik)g (Ik+1)<:>[k,T:Ik+1,s<=>k—7’:k+1—8<=)>8:7"+1.

g

Si ocurre (2)

1 1
) 3 —Upg1) © Iy < hy1—s S k—r<kt+l-s&s<r+l e s=r.
o o
Por tanto,
1 0, ssiy(%)(k)=1
v(5) 0=
1, ssivy(%)(k)=0
Concluimos que 2 = (o). [

Corolario 5.2.12. % es un prerradical para todo o. En particular, para

wg_l y 042:}, el unico dtomo y coatomo de Q(rP) respectivamente, se tiene
1 n—1 1 n—1
=w =« . [ |
aZ:% 0 Y w{f*l n—1

Ellema 2.2.5 se escribe ahora en términos convenientes para este capitulo.

Lema 5.2.13. Supongamos que o cubre a 7. Entonces existe k € {1,2...,n}
tal que

(1) o(I;) =7(1,) para r # k. k + 1.
Si o(Iy_1)= I,
(2) o(Ii) = Ls41, T(Ik) = Is;
(3) Si k <n entonces 0(I11) = Ig+1, T(Lg+1) = Ls41.
|

En la figura 5.4, se presenta a la izquierda el hemisferio norte y a la
derecha el sur de Q(gP), donde R es un anillo local uniserial con longitud
de composicion 4.

Proposicion 5.2.14. Supongamos que o cubre a 7. Sean k y s como en el
lema anterior.

(a) Sik =n entonces < es un prerradical;

219

(b) Sik <n entonces £ no es un prerradical.
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Figura 5.4: Cocientes estrictos sobre un anillo local uniserial con longitud de composicién 4.

Demostracion. (a) Es evidente que 2 = wh ™t

(b) Z(Ix) = I*Zrl =Ny Z(gy) = ﬁj: = 0. Luego, Z no es un prerradical.
|

Corolario 5.2.15. En Q(rP), donde R es un anillo local uniserial con lon-
gitud de composicion n > 1, existen n dtomos, cada uno de los cuales es
cociente de dos prerradicales, donde el mayor cubre ol menor. En particular
Q(rP) no es una reticula autodual, ya que el inico codtomo es osz. |

La figura 5.5 muestra un dtomo para n = 6.

5.2.1. Cocientes de prerradicales idempotentes y radicales

Como se observo en el Capitulo 2 (Corolario 2.4.5), el suborden parcial de
prerradicales idempotentes (radicales) sobre un anillo local uniserial forma
una cadena, con lo cual tiene sentido tomar cocientes de sus elementos, en
donde aparecera cada prerradical idempotente (radical) ya que 0 es también
idempotente (radical). Sean r,m € {0, ...,n}, entonces a;. < o siy solo si

r < m; como cada prerradical idempotente es de la forma o], es posible
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.............................................................

Figura 5.5: El a&tomo :—3 para n = 6.
3

caracterizar respectivos cocientes. En lo que resta de esta seccién, el simbolo

% representa Unicamente al funtor cociente de o y 7.

Corolario 5.2.16. Si 0 = o]} y 7 = «] son idempotentes con r < m,
ag

entonces el funtor 2 es equivalente (mddulo ~) al prerradical oy, . y es
. . . . . . . n(n+1)
idempotente (radical) si y sélo sir =0 (m =n). Ademds, ewisten —5— +1
de dichos cocientes.

se sigue de la proposicién 5.2.9.
|

Demostracion. La equivalencia £ ~ o)r_ .
T

Corolario 5.2.17. Si 7 = w{" y 0 = w son radicales con r < m, entonces Z
es equivalente (modulo =) al prerradical o)'_,. y es radical (idempotente) si

y sélo sim =n (r =0). Ademds, existen w +1 de dichos cocientes. B
Corolario 5.2.18. Coirr(gP) U {3} = Q(gHP) = Q(gtRad) C gP. |

Por supuesto, parte del corolario anterior se sabia de 4.2.13.
Corolario 5.2.19. Sim € {1,2,...,n} entonces == ~wi' y == ~am. B
m 0

Aunque el funtor cociente de dos radicales sea equivalente a un prerradical
coirreducible, no se implica que éste altimo preserve epimorfismos. Esto es
debido a que una propiedad de un funtor cualquiera, no necesariamente es
compartida por todos los elementos de su clase de equivalencia médulo =.

Corolario 5.2.20. Sobre anillos locales uniseriales, el funtor cociente de dos
radicales preserva epimorfismos.

Demostracion. Se sigue del Corolario 3.1.4 y del hecho que todos los radicales
son t-radicales (Proposicion 2.4.4). [ ]
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4
Figura 5.6: =2
w,

OLS
~ —§ para n = 10.
g

o

5.2.2. Cocientes de prerradicales primos y coprimos

En el caso de prerradicales primos, r < msiy sélosiw;_; <w,’_; y para
coprimos r < m si y s6lo si af" < of segin 2.6.2 y 2.6.3 respectivamente.

m

Proposicién 5.2.21. Si 0 <r <m, ‘:ﬁ?*l no es un prerradical.

r—

Demostracion.
) = £ =0,
27:;:11 (Ir) = Ir[r1 =1
(1) = 2t 2 0

wm_ .
Por tanto, —7 L no es un prerradical. |

r—1

Proposicion 5.2.22. Si 0 <r <m, % no es un prerradical.
1

Demostracion.

af .
Por tanto, % no es un prerradical. |
1
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—§ para n = 10.
1

Corolario 5.2.23. En un anillo local uniserial, cocientes de prerradicales
primos coinciden con cocientes de prerradicales coprimos y son estrictos ex-

cepto al dividir un prerradical o entre si mismo. |
Consecuencia directa de la Proposicion 5.2.11 es que si 0 < m, w% = af’

1
Y am = Win—1-

5.2.3. Cocientes de prerradicales irreducibles y coirreduci-

bles

Sabemos de 2.5.1 y 2.5.2 que los prerradicales irreducibles tienen la forma
w* con 0 < r <m < n, mientras que los coirreducibles son del tipo o) con
O0<r<m<n.

Proposicién 5.2.24. Sis <, r <m ywl <wm:

l

wy
m

w!

(a) Sim <1 entonces es estricto;

l
s es un prerradical.

m
(s

w
w.

(b) Sil < m entonces

Demostracion. Por el lema 2.5.3 se cumple que r <sym—1—r+s>0.

(a) Notemos que

I sir<s<m; (1)
m _ T — — 9
wi'(Ls) = { I (m—y), sim<s. (2)
l .
Se observa que ﬁ([l) = Ir+(1:_m> = Lo (r=m)) = Lm—r)—(1—s)- Si ocurre

(1), entonces L:J;é;, (Is) = % & Is—r 2 Is_(44(1—m))- En cambio, si (2) ocu-
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Figura 5.8: =% ~ —¢ para n = 10.
l
rre, fTSn(Is) = ﬁ = Im—r 2 I(n—r)—(1—s)- Cualquiera que sea el valor
Wls Wé wé p wé
de o (IS) se cumple que W(IS) 2> o (I;), donde s < [. Asi, i 1O es
prerradical.

(b) Tomemos en cada caso k € {0, ...,n}.

Sik<r<s “(I) 0.

l
Sir<k<s, Zn(l) ==L,

Sis<k<I, w,;(lk):%%ls_r.

Sil<k<m, &) =T ag

m
Wy

Sim <k, f—é([k) = I’“LZ:S) & I 14s—r (constante).

l
w .
Por tanto i esun prerradical.
T

De forma similar se obtiene el siguiente resultado.
Proposicién 5.2.25. Si0<r<my0<s<lyao < als:

m
o

[}
Qg

es un prerradical;

(a) Sim <1 entonces

m
o

[}
Qg

es estricto.

(b) Sil < m entonces
|

l o~

Corolario 5.2.26. 510 <r < m < n entonces om = ag .. Dualmente, si

0<r<m<n entonces o%ml’w%_,,. u
T
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. Wg
Figura 5.9: w—7 ~ —& para n = 10.
2

5.3. El monoide (Q(zP),0)

Nuevamente, R es un anillo local uniserial con longitud de composicion
n fijo y serie de composicion 0 = Iy < I} < ... < I, = R. R’ denota un anillo
local uniserial con longitud de composicién n + 1 y serie de composicion

0=L<li<..<I,<I,  =R.

Proposicion 5.3.1. Sea 0 = wg_l el inico dtomo en rP. Para cualquier
prerradical T se cumple:

a) cooT =0 siy sdlo siT# 1.
b) Too #0 siy sdlo siT(I1) =11 y en tal caso Too = o.

Demostracion. (a) Sean 7 = (a1,...,an) y 0 o7 = (p1,...,pn)- Usando la
descripcion del producto dada en 2.2.7 y como o = (0, ...,0,1), pr = 0 para
todo k=1,....,n— 1. Ahora, p, = 1siysolosia, =1¢iysolosiT=1.
(b) Si T = (ai,...,an) y 700 = (p1,..., ), como o = (0, ...,0,1) entonces
pr = 0 para todo k=1,...,n — 1. Ahora, p, = 1 si y s6lo si a1 = 1.
|

Proposicion 5.3.2. Si o y 7 son idempotentes, entonces
corT=T1o0=min{o,T}.

Demostracion. En pHP, el orden es lineal y las operaciones A y o coinciden.
|
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Para cada Z = (a1, ...,a,) € Q(rP) se definen

(g)* = (1,a1, ..., an);

T
o

(;>+ = (0,a1,...,an),

que son funciones correspondientes a las que aparecen en la Observacién
5.1.3. Es decir, ambas son funciones de Q(rP) en Q(r/P) que se restringen
a funciones de rP en gr/P.

Teorema 5.3.3. El monoide (gP, o0, 1) se sumerge en (gP, o0, 1).

Demostracion. Sean o = (a1, ...,apn), T = (b1,...,b,), 0oT = (p1, ..., ppn), 0+ =
(c1y.eycn), 77 = (d1,...,dy), y (c07)" = (e1,...,e,). Se debe probar

(cor)F =0t or™. (m)

Sabemos que se cumplen las identidades ¢; = di = e; = 1 y para cualquier
k k
k>1,cp=ap_1,dp = bp_1. Sean 7y, == z d; y Sk == E b;.

i=1 i=1
Sea k > 1.
1. Sidg =0 entonces e, =0y 0 =dg = by_1. Por tanto pp_; = 0.

2. Sidy =1y c,, =0, entonces e, = 0. Se cumple que b1 =1y

k k k k—1
Tk:Zdi:Zdi—l—lZZbZ‘_l-l-l:Zbi—i-l:Sk,l—i-l.
=1 =2 =1 =1

Con lo cual 0 = ¢,, = a,,—1 = as,_,. Se tiene entonces que b1 =1y
as,_, = 0y por tanto 0 = pr_1 = e.

3. Sidy =1y ¢, =1, similarmente al caso anterior se tiene que b1 =1
Y as—1 = 1.

Es decir, para cada k € {1,...n}, ey = px_1. Por tanto, () queda probada.
|

Corolario 5.3.4. (rHP, o0, 1) se sumerge (como monoide) en (gHP, o0, 1).
Demostracion. Si o € gHP, entonces o € p/HP. |

En particular, la asignacién o +— o7 preserva idempotentes, primos e
irreducibles, mas no lo hace con radicales, coprimos ni coirreducibles. Exten-
demos a continuacién la caracterizacién del producto en prerradicales de la
Proposicion 2.2.7 a cocientes.
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Lema 5.3.5. Sean ¢ = (a1,...,a,) y 5§ = (b1,...,by), cocientes de prerra-
dicales sobre un anillo local uniserial con longitud de composicion n > 1 y

sea 20§ = (p1,...,pn) su producto. Sea k € {1,...,n} y supongamos que

O
SUy) = I, donde 1y, = Zle b;. Entonces se satisfacen las siguientes con-
diciones.

P1 Sib, =0 entonces pr, = 0;

P2 Sib, =1y a, =0 entonces p,, =0;

P3 Sib, =1y a, =1 entonces p, = 1.

P4 Sib, =1y a, =—1 entonces p,, = —1.
P5 Sib, =—-1yar , =0 entonces p, = 0.
P6 Sib,=-1ya, , =—1 entonces p, = 1.

P17 Siby,=—-1yay , =1 entonces p, = —1.

Demostracion. P1, P2, P3 fueron probados en 2.2.7.

P4Sib, =1y a, =—1,entonces I, 1 = 7(Ix_1) < 7(I) = I, y luego
o(I,—1) > o(Iy,) y se tiene que py = —1.

(P5 — PT7) Ahora supongamos que by = —1, entonces I, 41 = I, _, =
T(lg—1) > 7(I) = Ir,. Luego, ry_1—1 = ri. Sia,,_, = —1 entonces o7(l}) =
o(l,) =0(Ir,_,-1) > 0(Ir,_,) = 07(Ix_1), es decir o7(I}) > o7(Ik—1), con
lo cual py, = 1. Similarmente, si a,, _, = 1 entonces o7(I}) < o7(Ix_1) y asi

pr = —1. Si en cambio a,, , =0, se cumple o7(I) = o7(I}_1) y por tanto
P = 0. |
Corolario 5.3.6. Sea 0 = wg_l el dnico dtomo en rP. Para cualquier

cociente T se cumple:
n

u sélo si 1
a) %O%:Oszysolosz%;&ﬁ,
b) %o%;ﬁOSiyso’lo si Z(I) =1 y en tal caso o % = 2.
Demostracion. La demostracion es parecida a 5.3.1, usando 5.3.5. [ |

Teorema 5.3.7. Existe un encaje de monoides Q(rP) — Q(r/P).

Demostracion. Por el teorema 5.2.4 sabemos que Q(gP) = W, vy Q(gP) =
Wy+1 (como reticulas). Ademés, por la Observacion 5.1.3 W, se sumerge
(como reticula) en W,,11. Por otro lado, el teorema anterior nos dice que
dicho encaje restringido a gP es también un encaje de monoides en g/P. Ex-
tendamos dicho resultado a los cocientes de prerradicales respectivos. Basta
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entonces considerar dos cocientes Z = (a1, ...,an) y § = (b1, ...,b,), donde al
menos uno de ellos es estricto y probar

o\t e\t o e\T

— -] =(—o=<) . *

<7’) O(d) (TO(S) (%)
Donde (%)+ = (C1, .y Cn), (§)+ = (di,...,dn), 205 = (p1,....,pn) y (Z 0 §)+ =
(€1,...y€n).
Se tienen las identidades: ¢ = dy = ey =1y para k > 1, ¢p = ap_1,dx =

k k

b—1.Sean rp = > d; y s = > b;.

=1 =1

1. Sidy =1y ¢, = —1 entonces e, = —1 y by_; = 1. Ahora

k k k k—1
T — 1 :Zdi —1= Zdl = Zbi_l :Zbi — Sk—1-
i=1 =2 =2 i=1

Con lo cual -1 = ¢;, = a,,—1 = as,_,. Se tiene entonces que by = 1
y as, , = —1, por P5 del lema 5.3.5 se tiene que pp—1 = —1 y asi
Pk—1 = €k-

2. 8idp =—-1ycr, , =0entonces e, =0y b, = —1. Luego,

k-1 k—1 k—1 —2
T‘k_1—1:Zdi—1:Zdi: bZ;l: bi:Sk;_Q.
=1 1=2 =2 =1

Asi,0=c¢y , =Qp, ,—1 = Gg, ,,conlocual by_1 =1yas , =0, por
tanto —1 =e; = pr_1-

3. 8idp =—-1yc¢r , =—1entonces e, =1y bp—1 = 1. Similarmente al
caso 2, se cumple que —1 =¢,, , = as,_, y por tanto e, = pp—1 = 1.

4. Similar al caso previo, d, = =1y ¢,,_, = 1 entonces e, = pp—1 = —1.

Concluimos que (p1,...,pn)" = (c1,...cy) v la identidad (%), queda esta-
blecida.

|
Proposicion 5.3.8. Si o y 7 son hereditarios entonces
(0 :%P 1) = (7:°P 0) = max{o, 7}

Demostracion. En rHP las operaciones V y :°P coinciden. [ |

Teorema 5.3.9. El monoide (gP,:°P, 0) se sumerge en (g/P,:°P, 0).
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Demostracion. Sean o = (ai,...,a,) y 7 = (b1, ..., b,) prerradicales en rP.
Sean ademéas (7 : 0) = (q1,..-sqn), 04+ = (€1, .y ), T4 = (d1,y oy dn) y (74 :
oy) = (e1,...,en). Se cumplen por tanto las identidades: 0 = e; = dj =
c1 dp =bgp_1y ¢, = ax_1 para cada k € {2,...,n}.

Debemos probar que

(T:0)+ = (T4 :04). (%)

—

Tomemos k € {2,...,n} y procedamos como en C'1 — C3 del lema 2.2.7.

1. Si 1l =dy = by_q entonces por C1, 1 = e = q_1.

2. 8i0=dy =bg_1y cx—r, = 1, entonces por C2, e = 1. Ahora

k k k—1
k—rp—1l=k—-1=> di=k—1) di=k—1) bi=k—1-s; 1.
=1 =2 1=2

Por tanto, 1 = ¢y = ap—p—1 = Qp—1—5, , y asi qg—1 = 1.

3. Si0=d =bk_1y ck—r, =0 se procede como en 2 (usando C3).

Lo anterior permite concluir que e; = gx_1 para todo k € {2,...,n},

estableciendo (¥).
[ |

Corolario 5.3.10. (zgHP,:°P 0) se sumerge en (gHP,:°P 0). |

En el Apéndice C se muestran las tablas de multiplicacion de Q(rP) para
algunos anillos locales uniseriales.



Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo de tesis se ha aplicado con éxito la teoria sobre cocientes
de prerradicales hasta ahora conocida al caso de los anillos locales uniseriales.
Quiza el resultado mas interesante es el teorema 5.3.7, el cual nos acerca al
estudio de morfismos entre monoides de cocientes de prerradicales asociados
a anillos distintos, lo que genera diversas preguntas (ver seccion 6.2.2).

6.1. Conclusiones

Si R es un anillo local uniserial, el Lema 5.2.3 y el corolario 5.2.5 nos
garantizan que rP se sumerge como reticula y como monoide en Q(rP).
De hecho, los elementos de Q(rP) también pueden ser visualizados como
caminos en la cuadricula (n+1)? (Corolario 5.2.6), situacién que permitio
generar los diagramas de Hasse para algunos casos (n = 1,2, 3,4) y calcular
el tamano de Q(rP) (Corolario 5.2.8) para cualquiera que sea la longitud de
composicion de R.

Otros resultados de interés son el Corolario 5.2.10 asi como las proposi-
ciones 5.2.9 y 5.2.14 y la Observacién 5.2.2, los cuales dan condiciones para
que un cociente de prerradicales sea estricto o bien un prerradical; en ese
sentido, el Corolario 5.2.15 describe y cuenta los dtomos de Q(rP) y es muy
atil para generar los diagramas de Hasse y las tablas de multiplicacién pre-
sentadas al final del capitulo 5. La Proposicién 5.2.11 es clave en las secciones
5.2.1,5.2.2, 5.2.3 y precisamente estas tltimas secciones mencionadas, son el
complemento necesario para 2.4, 2.6, 2.5, respectivamente.

6.2. Perspectivas
El estudio de los cocientes de prerradicales lleva a distintas preguntas
naturales. Expongo aqui diversos puntos (en diversos temas) que me parecen

la continuacién idénea a la investigacion vertida en esta tesis.

83
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6.2.1. Operadores cerradura

Un operador cerradura en R-Mod es una funciéon C tal que a cada par
N < M € R-Mod, le asigna un submoédulo Cp/(N) de M tal que

1. N < Cy(N);
2. Si N < L <M, entonces Cpr(N) < Cpr(L);

3. Si f: M — M es un morfismo de R-moédulos, entonces f(Cp(N)) <
Caur (f(N));

Si D y C son dos operadores cerradura en R-Mod tales que Dps(N) <
Cy(N) para cualesquiera N < M € R-Mod, decimos que D es menor que
C' y lo escribimos simplemente por D < C. Aunque no se ha definido atn en
la literatura, si D < C siempre podemos tomar el cociente %, que se define

en N < M como [C] Car(V)
(N) = =2

Z|(N) =
D]y~ Du(N)

Pregunta 6.2.1. ;Qué propiedades tiene % ?

Si D,C, H son todos operadores cerradura con D < C, y N < M, en-
tonces el submodulo o(H,C, D) (IN) se define por la regla

o(H,C, D)m(N)/Du(N) = Hugp,,(x)(Crr(N) /Dy (N)).
Parece ser o(H,C, D) es un operador cerradura.
Pregunta 6.2.2. ;Qué propiedades tiene o(H,C,D)?

Los operadores cerradura en la categorfa de médulos son introducidos en
[7] v han sido ampliamente estudiados en afos recientes.

6.2.1.1. Anillos locales uniseriales

He encontrado el siguiente resultado.

Lema 6.2.3. Sea C es un operador cerradura en R-Mod. SiT" es un conjunto
no vacio y {My}acr es una familia de R-mddulos, al considerar para cada
a €' un submddulo N, < My, se cumple la igualdad

Co Ma(@ Na) = @CMQ(Na)'

ael a€el a€el

Por el lema anterior, si R es un anillo local uniserial (semisimple arti-
niano), entonces, los operadores cerradura sobre R estan determinados por
sus valores en los idealdes de R (los médulos simples), de forma similar a
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los prerradicales. Més ain, si D < (' son operadores cerradura, bajo las
condiciones del lema se tiene que

5] g (@) * B2 - 5] 0
olg.e

acl acl Mo (Na) acl M

Entonces, cocientes de operadores cerradura sobre anillos locales uniseriales
(semisimples artinianos) estdn determinados por su comportamiento en los
ideales del anillo (los modulos simples), de forma anéloga a los cocientes de
prerradicales.

Pregunta 6.2.4. ;Operadores cerradura y cocientes de operadores cerradu-
ra sobre anillos locales uniseriales pueden representarse como caminos en
(n+1)2?

6.2.2. Morfismos entre monoides de cocientes de prerradica-
les

En [14] se estudian relaciones entre reticulas de prerradicales asociadas a
anillos cuyas categorias de médulos se encuentran en situaciéon de adjuncion.
En particular, se prueba que si dos anillos R y S son Morita equivalentes,
existe un morfismo de reticulas y de monoides ¢ : RP — gP. Es natural pre-
guntarse si Q(gP) v Q(gP) son isomorfos. El candidato a ser el isomorfismo

T o(T1)
sl

es la asignacion

Pregunta 6.2.5. ;Monoides de cocientes de prerradicales asociados a ani-
llos morita equivalentes son isomorfos?

Por otro lado, puede decirse que la inclusién del Teorema 5.3.7 esta ge-
nerada por la inclusiéon de 5.3.3.

Pregunta 6.2.6. ;Qué morfismos (de reticulas o monoides) entre rP y gP
generan morfismos entre Q(rP) y Q(sP)?

En [16, Parte VI|, se estudian funciones entre teorias de torsion here-
ditarias, que provienen de morfismos de anillos, asi como de funtores entre
categorias de modulos ([16, Ejercicio E46.9]). Aunque esto se traduciria en
funciones entre radicales hereditarios y en nuestro caso, en cocientes de ra-
dicales hereditarios (que no necesariamente forman un monoide), las consi-
deraciones que aparecen méas adelante en 6.2.3 pueden ser de utilidad. Otra
referencia es, nuevamente, [14].

Pregunta 6.2.7. ;Qué morfismos de anillos entre R y S o funtores entre
R-Mod y S-Mod generan morfismos entre Q(gP) y Q(sP)?

Pregunta 6.2.8. ;Una adjuncion entra categorias de mddulos asociadas
a anillos distintos genera un morfismo entre los monoides de cocientes de
prerradicales?
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6.2.3. Sobre la conmutatividad de Q(zrHP)

La Pregunta 3.3.5 parece, en general, complicada. Seria interesante en-
tonces estudiar anillos R para los cuales gRHP = rHR. Un caso extremo seria
la igualdad rP = rHR, pero por el teorema principal de [28], esto es equi-
valente a que R sea semisimple artiniano. En [12], Fenrick prueba que para
que un anillo noetheriano izquierdo R satisfaga RHP = rHR, debe ser un
V-anillo. Otras referencias se mecionan en [28], que junto a las ideas vertidas
en [20] pueden ser muy tutiles para buscar respuestas a 3.3.5.

6.2.4. Monoide de cocientes de t-radicales

Si 0,7, p € gtRad, sabemos que existen ideales I, J, H tales que o(M) =
IM,7(M) = JM,p(M) = HM para todo médulo M. SiT <oy M € R-
Mod,

Apo)(M) _ <U(M)> o (IM>

_HIM+JM (HI+J)M
(M) (M) JM N ’

- JM JM

Entonces, o(p,0,7)(M) = (HI+J)M para todo M € R-Mod (donde HI+J
es un ideal), lo que implica que ¢(p, o, 7) es un t-radical y por tanto, Q(rtRad)
es un monoide. Resulta interesante estudiar este monoide. En particular, si
Q(grtRad) es conmutativo, entonces

1 1

—oog=0c0—=0

o o
para cualquier o € ptRad. Luego, todo t-radical es idempotente (ver propo-
sicion 3.1.2). En analogia con 3.3.5 aparece la siguiente

Pregunta 6.2.9. ;Si todo t-radical es idempotente, entonces Q(rtRad) es
conmutativo?

Nuevamente, las referencias en [28] pueden ser de ayuda para dar res-
puesta a esta pregunta.
6.2.5. Monoide de prerradicales extremos

Un prerradical o se dice extremo si para cada S € R-Simp, o(ES) =0
o o(ES) = ES. Si p,o,7 son todos prerradicales extremos con 7 < oy
S € R-Simp, se tienen los siguientes casos

1. Si 7(ES) = ES, entonces o(p,o,7)(ES) = 0;

2. SiT(ES) =0, entonces o(p, 0, 7)(ES) = (poo)(ES) y claramente poo
es extremo.
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Por lo anterior, la coleccién de clases de equivalencia médulo ~ de prerra-
dicales extremos forma un monoide. Resulta interesante investigar més al
respecto.

Los prerradicales extremos se introducen en [27].






Apéndice A

Filtros lineales y mo6dulos
finitamente anulados

A.1. Filtros lineales

Definicion A.1.1. Una familia L de ideales izquierdos de un anillo R se
Hama filtro lineal si satisface

1. SileLyJ2DI entonces J € L;
2. 8il,J e L entonces INJ € L;
3. SileLl yacR, entonces (I :a) € L.

Para cualquier filtro lineal £, la clase Ty, = {M € R-Mod | Vx €
M Ann(x) € L} es de pretorsion hereditaria. Inversamente, dada una cla-
se de pretorsién hereditaria T, el conjunto de ideales izquierdos L1 =
{rI | R/I € T} es un filtro lineal.

A.2. Modbdulos finitamente anulados

Dado M € R-Mod, Lj; denota al conjunto de todos los ideales izquierdos
J de R para los cuales existe un ntimero finito de elementos mq, ..., m, € M
n
tales que () Ann(m;) C J. Es facil ver que Ly es un filtro lineal. Si Rad™
i=1
es el prerradical hereditario asociado a Ly, como Ann(x) € L) para cada
x € M, es claro que Rad™ (M) = M. Mas atn, Rad™ es el menor prerradical
hereditario tal que M es de torsiéon. De hecho, si 7 es cualquier prerradical
hereditario, el médulo M = @ p.p R/D, donde D es el conjunto de ideales
izquierdos D tales que 7(R/D) = R/D, es tal que Rad™ = .
Un moédulo M es finitamente generado si existe un ntmero finito de
elementos my, ...,my € M tales que Ann(M) = (i, Ann(m;). Luego, M
es finitamente anulado si y sélo si Ly tiene un elemento minimo.

89
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Proposicion A.2.1. Son equivalentes para una clase de pretorsion heredi-
taria T:

(a) T es cerrada bajo productos;

(b) L7 tiene un elemento menor.

Demostracion. (a) = (b) Para la familia de epimorfismos naturales
{ps: R€R/J|JE Ly} existe un tnico morfismo f: R — [[ ;. R/J tal
que I .= Kerf =) Ly. Luego

R/I=Imf < [[ R/
JeLlr
Como T es cerrada bajo productos entonces R/I € T y asi I € L es el
elemento buscado.
(b= a) Si I es el elemento menor, primero se observa que
T={M|VeeM, ICAnn(z)} ={M | IM = 0}.

Sea {M;};cr una familia de modulos contenida en 7 entonces
I (H Mi> =0.
el

Un prerradical 7 se llama Jansiano si es hererditario y T es cerrada bajo
productos. Si 7 es Jansiano y M € R-Mod, por la proposicion previa se tiene
que 7(M) ={x € M | IX =0}, donde I es el menor elemento de L. .

Proposicion A.2.2. M es finitamente anulado si y sdlo si existe un mono-
morfismo de mddulos
R/Ann(M) — M"™

para cierto niumero natural n.

n
Demostracion. (=) Sea Ann(M) = [\ Ann(m;) con mq,...,m, € M. Se

i=1
define ¢ : R/Ann(M) — M™ por ¢(r + Ann(M)) = > " ri;(m;), donde ¢
es la inclusion natural para cada i. Ahora, ¢(r+Ann(M)) = 0 ssi re;(m;) =0
para cada ¢ ssi rm; = 0 para cada ¢ ssi r € Ann(M).
(<) Si ¢ es el monomorfismo, se define para cada i = 1,....,n, m; =
n
mip(l + Ann(M)), donde m; es la proyeccion natural. Si r € (] Ann(m;) \

1=1
Ann(M) entonces para cada i

mip(r+ Ann(M)) = rmip(l + Ann(M)) =rm; =0
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y asi r € Ann(M ), contradiccion.
|

Proposicion A.2.3. Si R es artiniano entonces todo modulo fiel M es fini-
tamente anulado.

Demostracion. Si M es fiel entonces () ker d, = 0,donde cadad, : R — M
zeM
es la multiplicacion por x € M. Como R es artiniano existen x1,...,x, € M
n

tales que () ker dg; = 0. Entonces el morfismo &} ,d,, : R — M" es un
i=1
encaje. |

El reciproco de lo anterior es cierto, para probarlo se requiere un concepto
auxiliar: Un moédulo se dice quasi-artiniano si contiene un sumbédulo propio
esencial. Todo anillo artinano (izquierdo) es quasi-artiniano pues tiene zoclo
no cero.

Proposicion A.2.4. Si todo R-mddulo fiel es finitamente anulado entonces

R es quasi-artiniano (izquierdo).

Demostracion. Sea E = @ ES. Es bien sabido que E es un cogenerador
SeR-Simp

para R-Mod y por tanto es fiel. Por hipotesis R se sumerge en E™ para algin

n y como pR es finitamente generado este encaje es en realidad dentro de

una, cantidad finita de capsulas inyectivas de médulos simples, cada uno de

los cuales es quasi-artiniano. Asi pR es quasi-artiniano. |

En [3] se prueba la siguiente

Proposicion A.2.5. Un anillo R es artiniano si y sélo si todo cociente R/
es un anillo quasi-artiniano para cualquier ideal bilateral 1. |

Corolario A.2.6. Un anillo R es artiniano si y sdélo si todo R-mddulo es
finitamente anulado. |

Finalmente, ha quedado establecido el muy importante

Teorema A.2.7 (Beachy, 1978). Las siguientes condiciones son equivalentes
para un anillo R

1. R es artiniano izquierdo.
2. Todo mddulo izquierdo es finitamente anulado.
3. Para cualquier filtro lineal D, (\D € D

4. Todo prerradical hereditario es Jansiano.
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Sea R un anillo cualquiera. A cada ideal I de R le corresponde un pre-
rradical hereditario 7y, definido por n;(M) := {x € M | Ix = 0} para todo
modulo M. Si R es artiniano, entonces cada prerradical hereditario 7 es Jan-
siano por el teorema previo. Haciendo I, = [ Lr,, se cumple que (ver el
comentario después de A.2.1) n;, = 7. Es decir, la asignacion I — 7y es
sobreyectiva si y sélo si el anillo en cuestién es artiniano.



Apéndice B
Numeros de Motzkin

Se llama ntmero de Motzkin a cualquier niimero natural que satisfaga la
relacién de recurrencia

My =1;
M; =1;
n
My = My—1 + Z Mk—QMn—k~
k=2

Los primeros ntimeros de Motzkin son

1,1,2,4,9,21,51,127, 323,835, 2188, 5798...

Sin > 1, un camino de Motzkin en la cuadricula n-+12 es un w-camino
que termina en el punto (n,0), es decir, un camino de (0,0) hasta (n,0) que
admite pasos solo de la forma (1,0), (1,1), (1, —1). M, denota el conjunto de
caminos de Motzkin de longitud n > 1y m,, su cardinal. Evidentemente m; =
1. Se supone que para cierto n > 1, m,_1 = M,,_1. Sea ¢ = (co, 1, ...,¢pn) €
M., se dice que ¢ es de tipo 1 si ¢; = 0, en cambio ¢ es de tipo 28i ¢g = 1. Si
¢ s6lo toca al eje = en los extremos de la cuadricula se dice que "no regresa".
Sea ahora (k,0) el primer punto distinto del origen donde ¢ toque al eje x.

* Si k = 1, entonces ¢ es de tipo 1, compuesto por un paso horizontal
seguido de un camino de Motzkin de longitud n — 1. Por hipdtesis
inductiva, hay M, _1 caminos de tipo 1 en I,,.

e S5il < k < n,entonces c es de tipo 2 y se descompone como un camino
de Motzkin de longitud k£ que no regresa seguido de un camino en
IM,,_r. Variando k se observa que existen ZZ:Q M._oM,,_;. caminos
de este tipo en IM,,.
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Luego,

n
my = ’mn‘ = Mn—l + Z Mk—2Mn—k = Mn
k=2
para todo n > 1.



Apéndice C

Algunas tablas de
multiplicacion para anillos
locales uniseriales

o [0 wi]|w?|wil 1
0 |0 0] O 0 0
wig 0] 0O 0 w§
wi |0 w|w?| ey | w?
Wf/wl 0 wé w% Wf/wé Wf/wé
0

w§ | wi | wifw 1

Tabla C.1: Tabla de multiplicacion de Q(grP) (n=2).

o [0 ]wi]|1 o [0]wi]1
010010 010 0|0
wi0]wf|1 wi 0wl
1 0]wi|1 10wl

Tabla C.2: Tabla de multiplicacién de (rHP, o) y (grtRad,:°PP) (n=2).
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uniseriales

96

(¢=u) (d¥)3 op uomesqdynur op RIRT, 1§70 RIYRT,

T | #fto | 9fto | 80 | 2o/to | 8fto | G0 | Im | 9m | do o | 0m o] T
/1o | /1o | 9/ vo | #0/im | &0/t | 87/10 | &0f1o | €7/10 | e/to | (O | po | DM | 0 | £9/ie
/1o | /1o | 9/ to | ©0/im | ©0/to | €7/10 | &9/1o | €/to | e/t | [0 | O | | (| /1o
/2o | 0/1m | /1o | 27/20 | /10 | /0 | O o 9 | To | o | 9| 0| 2/
¢/to | 0/1m | /o | O | /o | /o | JO o o ol o| ||/
%/ 10 0 0 %/ 10 0 /o | o 9 9 010100/
0 | /s | ¥0/1o | ¢/z0 | fte | &/ | GO | gm | Pm | o 0| 0 [0] £O
i | #fie | 0fto | 0 | /o | &0 | 0 | jO | gO | O[30 ] 0 [ 0] 7
m 0 0 |[¢/w]| 0o 0 o | o 0 g | 0] 00| ¥
10 | &/t | fto | 0 | @fto | & | o | fo | g0 [0 g0 ] 0 0] {©
29 0 0 |e/w]| 0 0 o oo | 9 o oo |0o] o
9m 0 0 0 0 0 0 0 0 [olo]o]o] ¥
0 0 0 0 0 0 0 0 o [olo]ojo| o
1 #0/1m | /1o | /20 | /1o | /0 | O e U | To | o | 9| o
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2T 2 T T 2

o |0 |wj|af|ay |wy| a5 | 1
0O({0f0 00|00} 0]O0
wp [0 0] O0]O0[O0]O0 |w
210l 0] 0][af] 0]}
al [0 0] 0 |[aj| 0|
1 21 a2 | o2 | o2 1
wy |0 0 |wg| ol |wy|ws | wy
2 2 T a2l a2 | o2
a5 |0 0 |of |aj | a7 | o | of
L0|wd|af|al|wa3] 1

Tabla C.4: Tabla de multiplicacion de Q(grHP) = Q(rtRad) (n=3).
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