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Introducción

Describir por completo la retícula de prerradicales RP para anillos par-
ticulares es una tarea en general difícil. En el extremo se encuentran los
campos, ya que únicamente cuentan con dos prerradicales. Otros casos, en-
tre ellos los anillos semisimples artinianos, han sido tratados en [5] y [24]. Un
caso importante se estudia en [13] por Fernández Alonso y Gavito Ticozzi,
donde para cada anillo local uniserial R con cualquier longitud de composi-
ción n ≥ 1, se establece un isomor�smo entre RP y la retícula de sucesiones
binarias Bn (con un orden adecuado). A su vez, Bn resulta isomorfo a dos re-
tículas diferentes, lo que completa el panorama. En este artículo, además, se
da una caracterización completa del producto y coproducto de prerradicales,
lo que describe también a los monoides 〈RP, ◦〉 y 〈RP, :〉.

En el año 2011, Teply y van den Berg ([32]) retoman una idea de Golan
([17]) y de�nen el concepto de cociente de prerradicales. Entre otras cosas,
ellos prueban que la colección de todas las clases de equivalencia (bajo cierta
relación) de cocientes de prerradicales es un monoide, gracias a la intro-
ducción de una operación terciaria en RP, que al restringir a prerradicales
hereditarios también forma un monoide. Por otro lado, caracterizan anillos
que satisfacen cierta condición sobre cocientes de prerradicales hereditarios,
que incluye el caso de los anillos locales uniseriales.

En este trabajo de tesis se describe por completo el monoide de cocientes
de prerradicales asociado a un anillo local uniserial con cualquier longitud
de composición n ≥ 1 mediante un isomor�smo con ciertas retículas de
sucesiones con entradas en {−1, 0, 1}, a las que se les llamará Wn, en un
paralelismo natural al trabajo de Fernandez Alonso y Gavito Ticozzi. De
hecho, se generalizan varios resultados ahí establecidos.

En el Capítulo 1 se presentan los preliminares de anillos, módulos y
prerradicales, necesarios en el desarrollo general de la tesis. El Capítulo 2 es
un punto intermedio entre [15] y [13], mientras que los capítulos 3 y 4 son
tomados de [32], escritos a detalle y con algunos resultados añadidos. En el
Capítulo 5 se encuentra la parte central de la tesis. Dos apéndices se añaden,
el primero contiene información de utilidad para un ejemplo del Capítulo 3 y
el segundo aborda los números de Motzkin, importantes para los principales
resultados del Capítulo 5.
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Capítulo 1

Preliminares

Se presenta la teoría necesaria para el desarrollo principal del texto. La
mayoría de los resultados se dejan sin demostrar. De�niciones y conceptos
básicos se suponen conocidos.

1.1. Generalidades

1.1.1. Monoides

Un semigrupo es una estructura 〈M, ◦〉 dondeM es un conjunto no vacío
y ◦ es una operación binaria asociativa en M . Un monoide es un semigrupo
con elemento identidad.

Un semigrupo puede tener a lo más un elemento identidad. Subsemi-
grupos y mor�smos entre semigrupos se de�nen de manera habitual. Dado
f : G→ S un mor�smo de semigrupos, se de�ne

Kerf = {(x, y) ∈ G×G | f(x) = f(y)},

el núcleo de f .

1.1.2. Retículas

Las nociones de orden parcial, mor�smo (anti-mor�smo) de orden, máxi-
mo, mínimo, supremo e ín�mo se de�nen como es habitual. Dado un orden
parcial 〈P ,≤〉 con elemento menor 0, un elemento a ∈ P se llama átomo si
a 6= 0 y para todo p ∈ P , 0 < p ≤ a implica p = a. P es atómico si para
cada p ∈ P existe un átomo a ≤ p. Dualmente, si 1 es el mayor de 〈P ,≤〉,
un coátomo es un elemento b 6= 1 tal que para todo p ∈ P , 0 < b ≤ p implica
p = b. Así, P es coatómico si para cada p ∈ P existe un coátomo p ≤ b.

Un orden parcial es plano si en su diagrama de Hasse ningún par de
aristas se cruzan en otro punto que no sean sus vértices.

1



2 Capítulo 1. Preliminares

De�nición 1.1.1. Un orden parcial 〈L,≤〉 es una retícula si para cada par
de elementos a, b ∈ L existe supremo e ín�mo, denotados a ∨ b y a ∧ b
respectivamente. Una retícula se dice completa si existe supremo e ín�mo
para cualquier subconjunto. Si P ⊆ L es cerrada bajo supremos e ín�mos,
entonces es una subretícula.

De�nición 1.1.2. Sea 〈L,≤,∨,∧〉 una retícula.

1. L es distributiva si a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) para cada a, b, c ∈ L.

2. L es modular si para cada a, b, c ∈ L con b ≤ a se tiene que a∧(b∨c) =
b ∨ (a ∧ c).

3. L es autodual si existe un anti-isomor�smo de orden f : L→ L.

Si a ≤ b en un orden parcial P , se dice que b cubre a a siempre que
a ≤ c ≤ b implica a = c o c = d para todo c ∈ P .

Proposición 1.1.3 ([19, Ejercicio II.1.45]). Una retícula distributiva �nita
es plana si y sólo si no existe ningún elemento cubierto por otros tres. �

Corolario 1.1.4. Ninguna retícula booleana es plana. �

Diferentes retículas se de�nirán a lo largo del texto, para evitar demasiada
notación, el orden en ellas siempre estará marcado por ≤ y el elemento
mayor y menor por 1 y 0 respectivamente, a menos que se especi�que lo
contrario. En el caso que se de�na un orden parcial sobre una clase (no
necesariamente un conjunto) para la cual existan supremos e ín�mos para
cada par de elementos, entonces se le dirá una (gran) retícula; si existen
supremos e ín�mos arbitrarios será una (gran) retícula completa.

Un mor�smo entre retículas es un mor�smo de orden que preserva supre-
mos e ín�mos.

Proposición 1.1.5. Si L y L′ son retículas y f : L → L′ es un iso-
mor�smo (anti-isomor�smo) de orden, entonces f es un isomor�smo (anti-
isomor�smo) de retículas. �

1.1.3. Módulos

Todo anillo a considerar en cualquier parte del texto será asociativo con
elemento unidad. La categoría de R-módulos izquierdos se escribe R-Mod
y la de R-módulos derechos por Mod-R. Cuando el contexto lo permita, se
escribirá simplemente �módulo� en vez de R-módulo izquierdo. Los símbo-
los del producto y coproducto (suma directa externa) usuales en R-Mod se
denotan por

∏
y
⊕

respectivamente.

El conjunto de mor�smos entre dos R-módulos N y M se escribe
HomR(M,N) o simplemente Hom(M,N) cuando el anillo se sobreentien-
da. Para M ∈ R-Mod, EndR(M) = End(M) := HomR(M,M). Si f ∈
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HomR(M,N), Kerf ≤ M es el núcleo de f e Imf ≤ N su imagen. Si
x ∈ M se de�ne el mor�smo dx : R → M por dx(r) = rx para todo r en
R. Se cumple la igualdad Hom(R,M) = {dx | x ∈ M}. Las de�niciones
de monomor�smo, epimor�smo e isomor�smo se consideran conocidas, así
como las nociones de módulo artiniano, noetheriano, simple y semisimple.
Una sucesión

N
f−→M

g−→ L

se llama exacta en M siempre que Imf = Kerg. En general, una sucesión
exacta

0 −→ N
f−→M

g−→ L −→ 0

se llama exacta corta si es exacta en M , f es monomor�smo y g es epimor-
�smo.

Un funtor F : R-Mod → R-Mod se dice exacto si dada una sucesión
exacta

0 −→ N −→M −→ L −→ 0,

se cumple que

0 −→ FN −→ FM −→ FL −→ 0

es exacta.

Para un módulo derecho M y un módulo izquierdo N , el producto ten-
sorial M ⊗N se de�ne de la forma habitual.

Proposición 1.1.6. (a) Si M ∈ R-Mod, Hom(M, •) es un funtor exacto
izquierdo.

(b) Si M ∈Mod-R, M ⊗ • es un funtor exacto derecho.

�

Si K ≤ M ∈ R-Mod, se dice que K es esencial en M (K EM) en caso
que

∀L ≤M K ∩ L = 0⇒ L = 0.

En caso que

∀L ≤M K + L = M ⇒ L = M,

se dice que K es super�uo en M (K �M). Un monomor�smo f : N →M
es esencial si Im f EM , por tanto, un submódulo K de M esencial si y sólo
si la inclusión natural ιK : K → M es esencial. Un epimor�smo g : M → L
es super�uo si Kerg �M , por tanto, K ≤M es super�uo en M si y sólo si
el epimor�smo πL : M →M/L es super�uo.
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Sea N cualquier submódulo deM . Por el Lema de Zorn existe unK ≤M
máximo tal que N ∩K EM . Se dice entonces que K es un M -complemento
de N .

Proposición 1.1.7. Si K es un M -complemento de N entonces

(a) N ⊕K EM ;

(b) (N ⊕K)/K EM/K.

�

Un módulo se llama uniserial si su retícula de submódulos es una cadena.
Una serie de composición de un módulo no cero M es una cadena de n + 1
submódulos

M = M0 > M1 > ... > Mn = 0

tales que Mi−1/Mi es simple para i = 1, 2..., n. Claramente, un módulo
artiniano uniserial tiene una única serie de composición.

Proposición 1.1.8. Un módulo M tiene una serie de composición si y sólo
si es artiniano y noetheriano. �

Dos series de composición M = M0 > M1 > M2 > ... > Mn = 0 y
M = N0 > N1 > N2 > ... > Nm = 0 son equivalentes si n = m y existe una
permutación σ del conjunto {1, ...n} tal que

Mi/Mi+1
∼= Nσ(i)/Nσ(i)+1 i = 1, ...n.

Si M tiene una serie de composición de longitud n, el teorema de Jordan-
Hölder nos dice que cualquier otra serie de composición tiene la misma lon-
gitud, por tanto, se de�ne L(M) := n, la longitud de M . En caso que M no
posea longitud �nita L(M) :=∞.

Teorema 1.1.9 (Jordan-Hölder). Si un módulo M tiene una serie de com-
posición, entonces cualesquiera dos series de composición de M son equiva-
lentes. �

Un módulo es inescindible si es no cero y no tiene sumandos directos no
triviales. Una descomposición

M =
⊕
α∈A

Mα

de un módulo M es inescindible si cada Mα es inescindible. Los módulos
semisimples tienen siempre descomposiciones inescindibles.
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Dos descomposiciones

M =
⊕
α∈A

Mα =
⊕
β∈B

Mα.

de un módulo M se dicen equivalentes en caso que exista una biyección
σ : A→ B tal que Mα

∼= Nσ(α) para cada α ∈ A.

Teorema 1.1.10 (Krull-Schmidt). Sea M un módulo no cero de longitud
�nita. Entonces M tiene una descomposición inescindible �nita que es única
salvo equivalencia. �

Proposición 1.1.11. Sea M ∈ R-Mod.

(a) R⊗M ∼= M como grupos abelianos;

(b) R/I ⊗M ∼= M/IM si I es un ideal derecho de R e IM es el subgrupo
de M generado por los elementos rx con r ∈ I, x ∈M .

�

De�nición 1.1.12. 1. M ∈ R-Mod es proyectivo si Hom(M, •) es un
funtor exacto.

2. M ∈ R-Mod es inyectivo si Hom(•,M) es un funtor exacto.

3. M ∈Mod-R es plano si M ⊗ • es un funtor exacto.

Teorema 1.1.13. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo
R.

(a) R es noetheriano izquierdo;

(b) Toda suma directa de módulos inyectivos es inyectiva.

�

Si M ∈ R-Mod siempre existe un módulo inyectivo E para el cual M se
sumerge en E. Una cápsula inyectiva de M es un módulo inyectivo E junto
con un monomor�smo esencial ι : M → E.

Teorema 1.1.14. Todo módulo M tiene una cápsula inyectiva que es única
salvo isomor�smo y se escribe EM . �

Proposición 1.1.15 ([1, Proposición 18.12]). Si K EM entonces EK =
EM . �

Proposición 1.1.16 ([1, Proposición 17.10]). Sea R un anillo con radical
de Jacobson J(R) = J . Si P es un módulo proyectivo, entonces

rad(P ) = JP.

�
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Proposición 1.1.17 ([1, Proposición 17.14]). Todo módulo proyectivo no
cero, contiene un submódulo máximo. �

Para cualquier módulo M existe un módulo proyectivo P y un epimor-
�smo π : P � M . Si dicho epimor�smo es super�uo, se dice que P es una
cubierta proyectiva de M .

Proposición 1.1.18 ([1, Proposición 17.19]). Las siguientes condiciones son
equivalentes para un módulo proyectivo P :

(a) P es la cubierta proyectiva de un módulo simple;

(b) JP es un submódulo super�uo máximo de P .

�

Corolario 1.1.19. Si P es cubierta proyectiva de un módulo simple, enton-
ces tiene un único módulo máximo.

Demostración. Todo submódulo super�uo está contenido en cada submódulo
máximo. �

1.2. Prerradicales y Teorías de Torsión

Sea R un anillo asociativo con uno. Un prerradical sobre R es un funtor
σ : R-Mod −→ R-Mod tal que:

i) σ(M) ≤M para cada módulo M ;

ii) Si f : M −→ N es un mor�smo, el siguiente diagrama conmuta

M N

σ(M) σ(N)

f

σ(f)

RP denota la colección de todos los prerradicales en R-Mod. El funtor iden-
tidad 1 y el funtor cero 0 son prerradicales.

Ejemplo 1.2.1. Sea K un campo, entonces KP = {0,1}.

Lema 1.2.2. (a) Todo prerradical preserva isomor�smos;

(b) Para cada σ ∈ RP, σ(R) es un ideal (bilateral).

�
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Si σ, τ ∈ RP son tales que τ(M) ≤ σ(M) para cualquier M ∈ R-Mod,
decimos que τ es menor que σ y lo escribimos por τ ≤ σ. Por supuesto,
〈RP,≤〉 es un (gran) orden parcial.

De�nición 1.2.3. Sean σ, τ ∈ RP, M ∈ R-Mod y Λ cualquier clase (no
necesariamente un conjunto) de índices y {σα}α∈Λ ⊆ PR.

1. (σ ∧ τ)(M) := σ(M) ∩ τ(M);

2. (σ ∨ τ)(M) := σ(M) ∪ τ(M);

3. (σ ◦ τ)(M) = στ(M) := σ(τ(M));

4. (τ : σ)(M) es tal que (τ : σ)(M)/τ(M) = σ(M/τ(M));

5.

( ∧
α∈Λ

σα

)
(M) :=

⋂
α∈Λ

σα(M);

6.

( ∨
α∈Λ

σα

)
(M) :=

⋃
α∈Λ

σα(M).

Lo anterior de�ne prerradicales en R-Mod. Como consecuencia 〈RP,∨,∧,1,0〉
es una retícula completa.

Proposición 1.2.4. Dada una clase Λ y una familia {σα}α∈Λ de prerradi-
cales, se cumple para todo prerradical τ ∈ RP:

1.

( ∧
α∈Λ

σα

)
τ =

∧
α∈Λ

(σατ) ;

2.

( ∨
α∈Λ

σα

)
τ =

∨
α∈Λ

(σατ) ;

3.

(
τ :

∧
α∈Λ

σα

)
=
∧
α∈Λ

(τ : σα);

4.

(
τ :

∨
α∈Λ

σα

)
=
∨
α∈Λ

(τ : σα).

�

De�nición 1.2.5. Un prerradical σ se dice:

1. Idempotente, si σ ◦ σ = σ;

2. Radical, si (σ : σ) = σ (es decir σ(M/σ(M)) = 0 para cada módulo
M);

3. Hereditario (o exacto izquierdo), si dados N ≤M , σ(N) = σ(M) ∩N
para cada módulo M ;
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4. t-radical, si σ(M) = σ(R)M para cada módulo M ;

5. Primo, si σ 6= 1 y

τη ≤ σ ⇒ τ ≤ σ o η ≤ σ;

6. Coprimo, si σ 6= 0 y

σ ≤ (τ : η)⇒ σ ≤ τ o σ ≤ η;

7. Irreducible, si

τ ∧ η = σ ⇒ τ = σ o η = σ;

8. Coirreducible, si

τ ∨ η = σ ⇒ τ = σ o η = σ.

Notación:

RP La colección de todos los prerradicales en R-Mod.

RId Prerradicales idempotentes.

RHP Preradicales hereditarios.

RRad Radicales.

RtRad t-radicales.

RHR Radicales hereditarios.

Una clase A ⊆ R-Mod es llamada clase de pretorsión si es cerrada bajo
epimor�smos y sumas directas y es pre-libre de torsión si es cerrada bajo
monomor�smos y productos directos. Asociadas a cada prerradical σ en R-
Mod se tienen dos importantes clases:

Tσ := {M ∈ R-Mod | σ(M) = M};
Fσ := {M ∈ R-Mod | σ(M) = 0},

de pretorsión y pre-libre de torsión respectivamente. Si C es cualquier clase
de módulos, el funtor que asocia a cada M ∈ R-Mod el submódulo

trC(M) =
∑
N∈C
{f [N ] | f ∈ Hom(N,M)}

es un prerradical idempotente. A su vez,
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rejC(M) =
⋂
N∈C
{kerf | f ∈ Hom(M,N)}

es un radical. Existe una correspondencia biunívoca entre prerradicales idem-
potentes (radicales) y clases de pretorsión (pre-libres de torsión). En parti-
cular, si σ ∈ RP, σ̂ = trTσ es el prerradical idempotente asociado a Tσ, el
mayor idempotente por debajo de σ. Dualmente, σ̄ = rejFσ es el radical aso-
ciado a Fσ, el menor radical por encima de σ. Es posible construir σ̂ y σ̄ por
recursión:

σ1 := σ;

σα+1 := σσα;

σβ :=
∧
α<β

σα si β es límite;

σ̂ :=
∧
α∈Or

σα.

(U)

σ(1) := σ;

σ(α+1) := (σ(α) : σ);

σ(β) :=
∨
α<β

σ(α) si β es límite;

σ :=
∨
α∈Or

σ(α).

(J)

Una teoría de torsión sobre R-Mod es una pareja 〈T ,F〉 de clases de
módulos tales que

1. T ∩ F = 0;

2. T es cerrada bajo epimor�smos;

3. F es cerrrada bajo monomor�smos;

4. ∀M ∈ R-Mod, existe una sucesión exacta

0→ N →M → L→ 0,

con N ∈ T y L ∈ F .
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Si 〈T ,F〉 es una teoría de torsión resulta que T es de pretorsión y F
es pre-libre de torsión, ambas cerrada bajo extensiones. T se llama clase de
torsión y F , libre de torsión. Existe una correspondencia biunívoca entre
teorías de torsión y radicales idempotentes.

Proposición 1.2.6. Para σ ∈ RP son equivalentes:

(a) σ es exacto izquierdo;

(b) Para todo N ≤M ∈ R-Mod, σ(N) = σ(M) ∩N ;

(c) σ es idempotente y Tσ es cerrado bajo monomor�smos.

�

Proposición 1.2.7. Para σ ∈ RP son equivalentes:

(a) σ preserva epimor�smos;

(b) Para todo M ∈ R-mod, σ(M) = σ(R)M ;

(c) σ es radical y Fσ es cerrado bajo epimor�smos.

�

Observación 1.2.8. Todo prerradical hereditario es idempotente y todo
t-radical es radical.

Lema 1.2.9. (a) La colección de prerradicales hereditarios RHP es cerrada
bajo ◦, ∧ y :, donde ◦ coincide con ∧.

(b) La colección de t-radicales es cerrada bajo :, ∨ y ◦, donde : coincide
con ∨.

Demostración. (a) Sean σ, τ ∈ RHP y N ≤M ∈ R-Mod. Notar primero que
(σ ◦ τ)(M) = σ(τ(M)) = σ(M) ∩ τ(M). Así, σ ◦ τ(N) = σ(N) ∩ τ(N) =
σ(M) ∩ τ(M) ∩N = (σ ◦ τ)(M) ∩N .

�

Corolario 1.2.10. Si σ es hereditario, entonces σ̄ es hereditario. �

Proposición 1.2.11. Sea σ un t-radical y sea I = σ(R) (ideal bilateral).
Entonces σ es hereditario si y sólo sí el bimódulo R/I es plano como módulo
derecho.

Demostración. Se sigue del hecho que N+IM
IM

∼= N
IM∩N y R/I ⊗N ∼= N/IN

para cada N ≤M ∈ R-Mod. �
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Un submódulo N de un módulo M se dice totalmente invariante si para
cada f ∈ End(M), f [N ] ⊆ N . De hecho, considerando σ(M) ≤ M con σ ∈
RP, se cumple que σ(M) es totalmente invariante. El conjunto Lf.i.(M) de
submódulos invariantes de L(M) es una retícula, ya que si N,L ∈ Lf.i.(M),
claramente N+L y N ∩L pertenecen a Lf.i.(M). Además, es sencillo probar
que Lf.i.(M) es una retícula completa.

Dado M ∈ R-Mod y N ≤M , se de�nen para cada módulo K:

αMN (K) :=
∑
{f [N ] | f ∈ Hom(M,K)};

ωMN (K) :=
⋂
{g−1[N ] | g ∈ Hom(K,M)}

Es fácil ver que αMN y ωMN son prerradicales para cualesquiera N ≤ M . En
particular, si N = 0, ωM0 = RejM y si N = M entonces αMM = TrM . Más aún,
si C ⊆ R-Mod,

∨
M∈C

αMM = TrC y
∧
M∈C

ωM0 = RejC.

Proposición 1.2.12. Dado un módulo M y N ≤M , son equivalentes:

(a) N es totalmente invariante;

(b) αMN (M) = N ;

(c) ωMN (M) = N .

�

Lema 1.2.13. Para σ ∈ RP y N ≤M ∈ R-Mod son equivalentes:

(a) σ(M) = N ;

(b) αMN ≤ σ ≤ ωMN .

�

En el contexto del lema previo, αMN es el mínimo prerradical σ tal que
σ(M) = N y a dicha condición la llamaremos propiedad alfa; similarmente
se tiene la propiedad omega. Ambas serán muy útiles en los capítulos 2 y 6.

Proposición 1.2.14. Para cualquier σ ∈ RP se cumple

σ =
∨

M∈R−Mod

αMσ(M) =
∧

M∈R−Mod

ωMσ(M).

�

Por E se entiende una clase de representantes de clases de isomor�smo
de módulos inyectivos en R-Mod.

Proposición 1.2.15. Sea σ ∈ RP. Entonces
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1. αMM es idempotente para cada M ∈ R-mod. Más aún, σ es idempotente
si y sólo si σ =

∨
M∈Tσ

αMM ;

2. ωM0 es radical para cada M ∈ R-mod. Más aún, σ es radical si y sólo
si σ =

∧
M∈Fσ

ωM0 ;

3. σ es hereditario si y sólo si σ =
∧
Q∈E

ωQσ(Q);

4. σ es radical hereditario si y solo si σ =
∧

Q∈E∧Fσ
ωQ0 ;

5. σ es t-radical si y sólo si σ = αRσ(R).

�

De�nición 1.2.16. Sea M ∈ R-Mod y K,L submódulos totalmente inva-
riantes de M . El producto de K y L en M se de�ne como KL := αMK (L).

De�nición 1.2.17. Sea M ∈ R-Mod y N 6= M un submódulo totalmente
invariante de M . N es primo en M si para cualesquiera submódulos total-
mente invariantes K y L de M , se cumple que KL ≤ N implica que K ≤ N
o L ≤ N .

Proposición 1.2.18 ([25, Lema 2.8]). Sea M ∈ R-Mod y N un submódulo
totalmente invariante propio de M . Las siquientes condiciones son equiva-
lentes.

(a) N es primo en M .

(b) ωMN es un prerradical primo.

�

Proposición 1.2.19. Si S ∈ R-Mod es simple entonces ωS0 es un prerradical
primo mínimo. �

Lema 1.2.20. Sea σ ∈ RP.

(a) σ = 0 si y sólo si ∀S ∈ R-Simp σ(ES) = 0;

(b) σ = 1 si y sólo si σ(R) = R.

�

Lema 1.2.21. Sea σ ∈ RP.

(a) Si σ 6= 0 existe S ∈ R-Simp tal que αES0 ≤ σ;
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(b) Si σ 6= 1 existe un ideal máximo RI tal que σ ≤ ωRI .

�

Proposición 1.2.22.

(a) {αES0 | S ∈ R-Simp} es el conjunto de átomos de RP;

(b) {ωR
RI
| RI ≤ R es máximo } es el conjunto de coátomos de RP.

�

En el Apéndice A se presentan los prerradicales Jansianos, los cuales
son exactos izquierdos y su clase de pretorsión hereditaria es cerrada bajo
productos.

1.3. Anillos importantes y longitud de Loewy

Teorema 1.3.1 (Hopkins). Todo anillo artiniano izquierdo es noetheriano
izquierdo. �

Un anillo R es semiperfecto si todo módulo simple tiene cubierta pro-
yectiva y es perfecto si esto ocurre para cualquier módulo. Un ideal I se
dice T-nilpotente izquierdo si para cada sucesión {ai}i∈N, existe un n tal que
a0a1...an = 0.

Teorema 1.3.2 (Bass). Para un anillo R con radical de Jacobson J = J(R)
las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) R es perfecto;

(b) R/J es semisimple y J es T-nilpotente izquierdo;

(c) R/J es semisimple y todo módulo no cero contiene un submódulo má-
ximo;

(d) Todo módulo plano es proyectivo.

�

Un anillo R es semiprimario si J(R) es nilpotente y R/J(R) es semi-
simple. Luego, todo anillo semiprimario es perfecto. Además, todo anillo
artiniano es semiprimario. Un anillo se dice QF si es artiniano y todo ideal
izquierdo y derecho es un ideal anulador.
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1.3.1. Módulos y anillos semisimples

Un módulo M es simple si 0 y M son sus únicos submódulos. Dado un
anillo R, un módulo T es simple si y sólo si T ∼= R/I, para algún ideal
izquierdo máximo de R. R-Simp denota algún conjunto completo e irredun-
dante de módulos simples, es decir, cualquier módulo simple es isomorfo a
algún elemento de R-Simp y no existen dos elementos distintos isomorfos en
R-Simp.

Se de�nen ahora dos importantes prerradicales, el zoclo y el radical. Para
todo M ∈ R-Mod:

soc(M) :=
∑
{T ≤M | es mínimo en M};

rad(M) :=
⋂
{K ≤M | es máximo en M}.

Un módulo es semisimple si es suma directa de módulos simples, o bien
soc(M) = M . Todo módulo simple es semisimple.

Lema 1.3.3. Sea {Sα}α∈A un conjunto de submódulos simples de un R-
módulo M tales que M =

∑
α∈A

Sα entonces para cada submódulo N de M

existe un B ⊆ A tal que {Sβ}β∈B es independiente y M = K⊕ (
⊕
β∈B

Sβ). �

Corolario 1.3.4. Si un módulo M es generado por una familia {Sα}α∈A de
módulos simples, entonces M =

⊕
β∈B

Sβ para cierto B ⊆ A. �

Proposición 1.3.5. Sea M =
⊕
α∈B

Sα semisimple. Si

0 −→ N −→M −→ L −→ 0

es una sucesión exacta, entonces se escinde. Además existe un B ⊆ A tal
que

L ∼=
⊕
β∈B

Sβ y N ∼=
⊕

β∈A\B
Sβ.

�

Si R es un anillo y RR es semisimple (izquierdo) se dice que R es semisim-
ple (izquierdo). Es fácil probar que en tal situación R es artiniano izquierdo
�nitamente generado por una famila de ideales izquierdos mínimos T1, ...Tn.
Como socTi(R) ⊇ Ti es un ideal para cara i, entonces R es suma directa de
socT1(R), ..., socTn(R) y por tanto RR es un módulo semisimple derecho. Más
aún, R es artiniano derecho, es decir, todo anillo semisimple es artiniano.

Teorema 1.3.6. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo
R.
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1. R es artiniano izquierdo y Rad(R) = 0;

2. RR es semisimple;

3. R es isomorfo a una suma directa �nita de anillos de matrices sobre
anillos de división.

�

A lo largo del texto, a un anillo R que satisfaga cualquiera de las condi-
ciones anteriores se le llamará semisimple artiniano.

Teorema 1.3.7. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo
R.

1. Todo R-módulo es semisimple.

2. Todo R-módulo es inyectvo.

3. Todo R-módulo es proyectivo.

4. Toda sucesión exacta corta (en R-Mod) se escinde.

�

Teorema 1.3.8 ([24, Teorema 11]). Las siguientes condiciones son equiva-
lentes para un anillo R.

1. R es semisimple artiniano;

2. RP es una retícula booleana �nita;

3. Para cada σ ∈ RP, σ =
∨
{αESS | αES0 ≤ σ};

4. 1 =
∨
{αESS | S ∈ R-Simp};

5. Para cada σ ∈ RP existe una familia A ⊆ R-Simp tal que σ = socA;

6. Para cada σ ∈ RP, σ = {ωRI | I es un ideal mínimo, ωRI ≥ σ};

7. 0 =
∧
{ωRI | RI ≤ RR es máximo }.

�

Proposición 1.3.9. Son equivalentes:

(a) R es un anillo semisimple artiniano;

(b) Para cada σ ∈ RP, σ es t-radical.

(c) Para todo ideal I ⊆ R, αRI = ωRI .
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Demostración. (a) ⇒ (b) Como R es semisimple artiniano entonces RP es
una retícula boooleana �nita y por tanto, complementada. Es decir, para
cada σ ∈ RP existe σc ∈ RP tal que

σ ∨ σc = 1,

σ ∧ σc = 0.

Si M ∈ R-Mod, M = (σ ∧ σc)(M) = σ(M) ⊕ σc(M). En particular R =
σ(R)⊕ σc(R). Así,

M = RM = (σ(R)⊕ σc(R))M = σ(R)M ⊕ σc(R)M.

Considerando los homomor�smos {dx | x ∈M} se tiene que dx(σ(R)) ≤ σM
y por tanto, σ(R)M = σ(M).

(b)⇒ (c) Para un ideal I de R se cumple

ωRI (M) = ωRI (R)M = IM = αRI (M).

(c)⇒ (a) [24, Teorema 13].

�

Un anillo R es V -anillo si cada módulo simple es inyectivo.

Teorema 1.3.10. Un anillo R es semisimple si y sólo sí es artiniano y
V -anillo. �

Proposición 1.3.11. Si R es un anillo artiniano y M es un R-módulo,
soc(M) es esencial en M . �

1.3.2. Longitud de Loewy

Si en la construcción (J) aplicada al zoclo se de�ne soc0 = 0, para cada
módulo M existe una sucesión creciente de la forma

0 = soc(0)(M) ⊆ soc(1)(M) ⊆ soc(2)(M) ⊆ ... ⊆ soc(α(M)) ⊆ ...

la cual se conoce como serie de Loewy de M . En general, tal serie siempre
debe estacionarse, es decir, existe un mínimo ordinal α tal que socβ(M) =
socα(M) para todo β ≥ α. En tal caso se de�ne δ(M) = socα(M). Si M =
δ(M), se dice que M es un módulo de Loewy. Nótese que M/δ(M) tiene
zoclo cero, de lo cual, si M es un módulo artiniano entonces δ(M) = M .

Proposición 1.3.12. Un módulo M es de Loewy si y sólo si toda imagen
homomór�ca de M tiene zoclo no cero.
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Demostración. Si M es de Loewy y N ≤ M es un submódulo, sea β ∈ Or
el mayor ordinal α tal que socαM ≤ N . Al considerar el epimor�smo π :
M/socβM →M/N , la imagen de socβ+1/socβ en M/N es no cero.

Recíprocamente, si M no es de Loewy el cociente M/δ(M) tiene zoclo
cero. �

Como cada módulo artiniano no cero tiene zoclo no cero, cada módu-
lo artiniano es de Loewy. Además cada módulo de Loewy contiene zoclo
esencial.

Lema 1.3.13. [1, Lema 32.1] Si M es un módulo sobre un anillo semipri-
mario con radical de Jacobson J , las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) M es un módulo artiniano uniserial;

(b) M tiene una única serie de composición;

(c) La serie de Loewy

0 < soc(M) < soc(2)(M) < ... < soc(n)(M) = M

es una serie de composición de M .

(d) La serie

M = J0 > JM > ... > JnM = 0

es una serie de composición de M .

�

En el contexto del lema previo, se veri�ca fácilmente que socnM = (0 :M

J) := {x ∈M | Jx = 0}. En particular, todo M ∈ R-Mod tiene longitud de
Loewy �nita.

Un módulo M es serial si es suma directa de módulos uniseriales. Un
anillo R es serial si RR y RR son módulos seriales.

Teorema 1.3.14. [1, Teorema 32.3] Si R es un anillo artiniano, las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

(a) R es un anillo serial;

(b) Cada R-módulo es suma directa de módulos cuya retícula de submódu-
los es una cadena �nita;

(c) La cubierta proyectiva y la cápsula inyectiva de cada R-módulo simple
son uniseriales.
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�

La dimensión de Goldie de un módulo es el ín�mo de aquellos cardina-
les κ tales que para cualquier familia independiente de submódulos no cero
{Mα}α∈A se tenga que |A| ≤ κ. Un módulo M tiene dimensión de Goldie
dim(M) �nita si y sólo siM no posee familias independientes de submódulos
no cero in�nitas. Si α es un ordinal (α ∈ Or), el α-ésimo invariante de Loewy
δα(M) se de�ne como la dimensión de Goldie de socα+1/socα(M).

1.3.3. La categoría σ[M ]

Dados M y N módulos, se dice que N es subgenerado por M si N se
sumerge en un módulo generado por M . Si C es una subcategoría de R-Mod
tal que cada elemento es subgenerado por M entonces C es subgenerada por
M . Se de�ne σ[M ] como la máxima categoría plena de R-Mod subgenerada
por M .

Proposición 1.3.15. Para un R-módulo M se tiene:

1. σ[M ] es cerrada bajo epimor�smos y monomor�smos.

2. La suma directa de una familia de módulos en σ[M ] pertenece a σ[M ]
y es el coproducto de dicha familia en σ[M ].

�

Lema 1.3.16. Para dos módulos N y M las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) N es subgenerador de σ[M ];

(b) σ[M ] = σ[N ];

(c) N ∈ σ[M ] y M ∈ σ[N ].

De tal forma, σ[M ] es una clase de pretorsión hereditaria, a la cual le
corresponde un único prerradical exacto izquierdo ρ en RP y así σ[N ] =
{N | ρ(N) = N}. �

De hecho, es posible hablar de prerradicales sobre la categoría σ[M ],
simplemente como un endofuntor en σ[M ] que satisface un diagrama similar
al de la de�nición de prerradical sobre R-Mod.

Lema 1.3.17 ([4, Lema 2.8]). Si P es un módulo que es proyectivo en σ[P ]
y si N y L son submódulos totalmente invariantes de P tales que σ[P/N] =
σ[P/L], entonces N = L. �



Capítulo 2

La retícula de prerradicales
sobre anillos locales uniseriales

En este capítulo se ofrece una descripción completa de la retícula de pre-
rradicales asociada a un anillo local uniserial con longitud de composición
n ≥ 1 a través de un isomor�smo entre la misma y cierta retícula de sucesio-
nes binarias. Se incluye también un tratamiento �más visual", ya que a cada
prerradical se le asocia un único camino en la cuadrícula {0, 1, ..., n+1}2 que
comienza en el punto (0, 0) y termina en algún otro del tipo (n, i), variando
i desde 0 hasta n.

Los resultados aquí presentados pueden encontrarse en [13, 15] y buena
parte de ellos serán extendidos en el Capítulo 6.

2.1. Anillos locales uniseriales

Un anillo R se dice uniserial izquierdo (derecho) si el módulo regular RR
(RR) es uniserial. Si R es uniserial izquierdo y derecho se le llama uniserial.
Un anillo R se llama serial izquierdo (derecho) RR (RR) es un módulo serial.
R es serial si es serial izquierdo y derecho. Claramente un anillo serial local
es uniserial.

En [21], bajo el nombre de anillos uniseriales generalizados, Nakayama
inicia el estudio de los anillos artinianos seriales basado en la noción de anillo
uniserial en el sentido de Köthe ([18]).

De�nición 2.1.1 (Köthe). 1. Un anillo artiniano R es uniserial en el
sentido de Köthe si R es artiniano serial y es producto �nito de anillos
de matrices sobre anillos seriales locales (uniseriales).

2. Un anillo R es de Köthe si cada módulo izquierdo o derecho es suma
directa de submódulos cíclicos.

Todo anillo uniserial en el sentido de Köthe es de Köthe ([18, Teorema

19



20Capítulo 2. La retícula de prerradicales sobre anillos locales uniseriales

1.1]) y además artiniano serial. Un anillo local uniserial en el sentido de
Köthe es simplemente un tipo de anillo artiniano uniserial. En tal caso, por
1.3.13, su serie de composición debe ser (para algún n)

0 = Jn < Jn−1 < ... < J < R. (e)

Es decir, la serie de Loewy de R es

0 < socR < soc(2)R < ... < soc(n)R = R.

En un afán de consistencia con [13], a los anillos uniseriales locales en el senti-
do de Köthe se les llamará simplemente anillos locales uniseriales. Ejemplos
típicos de anillos locales uniseriales son los anillos Zpn para cada número
primo p y cada n ≥ 1.

Proposición 2.1.2. Todo anillo uniserial (en el sentido de Köthe) es QF.

Demostración. Es bien sabido que el producto �nito de anillos QF es QF,
así que basta probar el enunciado para anillos locales uniseriales. Si R es un
tal anillo y su serie de composición es como en (e) entonces el anulador de
J i es Jn−i con i = 1, ..., n, donde J0 = R. Luego R es QF . �

El Teorema 2.1.3 puede encontrarse en [9] y contiene a 2.1.2.

Teorema 2.1.3. Para un anillo R las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

(a) R es uniserial (en el sentido de Köthe);

(b) R es un anillo artiniano de ideales principales;

(c) R es un anillo de ideales principales izquierdos y QF;

(d) R es uniserial izquierdo (en el sentido de Köthe) y QF .

�

Corolario 2.1.4. Sea R un anillo local uniserial. Entonces cada R-módulo
es isomorfo a una suma directa de ideales de R.

Demostración. Por el teorema previo basta probar que cadaR-módulo cíclico
es isomorfo a un ideal de R. Sea Rx un tal módulo. Entonces (0 : x) = Js

para algún 0 ≤ s ≤ n. Como R es un anillo de ideales principales se puede
asumir que para algún y, Jn−s = Ry. Luego, Js = (0 : Jn−s) = (0 : y), así
que Rx ∼= Ry = Jn−s. �

Se denota a partir de ahora por Is al ideal Jn−s para 0 ≤ s ≤ n. Por
simplicidad, si 0 ≤ r ≤ m ≤ n, los prerradicales αImIr y ωImIr se denotan por
αmr y ωmr respectivamente.

En el siguiente resultado descansa buena parte de este texto.
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Proposición 2.1.5. Sea R un anillo local uniserial y sea σ ∈ RP. Sea k ∈
{0, ..., n − 1}. Si σ(Ik) = Ir para algún r ∈ {0, ..., k} entonces σ(Ik+1) = Ir
o σ(Ik+1) = Ir+1.

Demostración. Suponer que σ(Ik) = Ir y σ(Ik+1) = Is . Entonces Ir ≤ Is.
Como R es un anillo de ideales principales puede asumirse que In−1 = J =
Rz, donde J es el radical de Jacobson de R. Ahora, para el mor�smo f :
Ik+1 → Ik de�nido por f(x) = xz, se veri�ca que si n − k − 1 ≤ i < n,
f [J i] = J i+1. Así, Is−1 = f [Is] = f [σ(Ik+1)] ≤ σ(Ik) = Ir. Se concluye que
Is = Ir o Is = Ik+1. �

2.2. Dos retículas isomorfas

Dado un número natural n ≥ 1, se denota al conjunto {0, 1, ..., n+1} por
n + 1. Un n-camino es una sucesión �nita (v0, v1, ..., vr) tal que las entradas
vi ∈ (n + 1)2 para cualquier i = 0, 1, ..., r. Un n-camino funcional es un n-
camino de la forma c = ((0, c0), (1, c1), ..., (n, cn)), que generalmente se iden-
ti�ca por (c0, c1, ..., cn). Fn representa al conjunto de caminos n-funcionales.
Si c = (c0, c1, ..., cn) ∈ Fn cumple que c0 = 0 y 0 ≤ ci+1 − ci ≤ 1 para todo
i ∈ {0, 1, ..., n − 1}, se llamará 1-ascendente. Cn ⊂ Fn es el subconjunto de
caminos 1-ascendentes para cada número natural n.

De�nición 2.2.1. Dados dos caminos n-funcionales c = (c0, c1, ..., cn) y
d = (d0, d1, ..., dn), se de�nen:

1. c ∨ d = (t0, ..., tn) con ti = máx{ci, di};

2. c ∧ d = (s0, ..., sn) con si = mı́n{ci, di}.

Con la de�nición anterior se observa que Fn es una retícula completa
([15, Teorema 4.23]). Más aún, para cada n ∈ N, Cn es una subretícula de
Fn.

Figura 2.1: Un elemento de C6.

Para cada número natural n ≥ 1, se de�ne el conjunto Bn de todas las
sucesiones binarias de longitud n. El objetivo es dotar a Bn de estructura
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reticular (isomorfa a Cn) para después identi�carla con la retícula de prerra-
dicales sobre anillos locales uniseriales de longitud n.

De�nición 2.2.2. Dados n ≥ 1 y a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn) elementos
de Bn:

1. a ≤ b si para toda k ∈ {1, ..., n} se tiene
k∑
i=1

ai ≤
k∑
i=1

bi.

2. a ∨ b := (c1, ..., cn), donde c1 := máx{a1, b1} y para cada k ∈ {2, ..., n}

ck :=


0, si máx

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
= máx

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
;

1, si máx

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
> máx

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
.

3. a∧ b := (d1, ..., dn), donde d1 := mı́n{a1, b1} y para cada k ∈ {2, ..., n}

dk :=


0, si mı́n

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
= mı́n

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
;

1, si mı́n

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
> mı́n

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
.

Si a y b son como en la de�nición previa y c = (c1, ..., cn), bajo un

argumento inductivo se prueba que
∑k

i=1 ci = máx
{∑k

i=1 ai,
∑k

i=1 bi

}
para

cada k ∈ {1, ..., n}. Similarmente
∑k

i=1 di = mı́n
{∑k

i=1 ai,
∑k

i=1 bi

}
para

cada k ∈ {1, ..., n}, donde d = (d1, ..., dn). Luego,Bn es una retícula completa
con máximo 1 = (1, ..., 1) y mínimo 0 = (0, ..., 0).

De�nición 2.2.3. Sea n ≥ 1. El hemisferio sur de Bn es el conjunto

Hn
0 := {(a1, ..., an) ∈ Bn | a1 = 0}

y el hemisferio norte es

Hn
1 := {(a1, ..., an) ∈ Bn | a1 = 1}.

Para cada n ≥ 1 puede considerarse a Bn como subretícula de Bn+1

debido a las funciones ιn : Bn → Bn+1 e ι′n : Bn → Bn+1, dadas por

ιn(a1, ..., an) = (0, a1, ..., an)

y

ι′n(a1, ..., an) = (1, a1, ..., an).
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Figura 2.2: Diagramas de Hasse para B3 y B4.
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Teorema 2.2.4. Para cada número natural n ≥ 1, Cn y Bn son retículas
isomorfas.

Demostración. Las funciones κn : Cn → Bn y θn : Bn → Cn se de�nen como
sigue. Para c = (c0, c1, ..., cn) ∈ Cn κn(c) = (b1, ..., bn), donde

bk :=

{
0, si ck = ck−1;
1, si ck 6= ck−1.

Para b = (b1, ..., bn) θn(b) = (c1, ..., cn), donde

ck :=

{
0, si k = 0;∑k

i=0 bi, si k ∈ {1, ..., n}.

Entonces κn y θn son mor�smos de orden inversos uno del otro. Por tanto
Cn y Bn son retículas isomorfas. �

Lema 2.2.5. Sea n ≥ 1 y sean a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn) ∈ Bn, enton-
ces b cubre a a si y sólo si existe k ∈ {1, ..., n} tal que:

1) ai = bi para i 6= k, k + 1;

2) ak = 0 y bk = 1;

3) Si k < n entonces ak+1 = 1 y bk+1 = 0.

Demostración. (⇒) Suponer que b cubre a a. Sea k := mı́n{i ∈ {1, ..., n} | ai <
bi}. Entonces ai = bi para todo i < k, ak = 0 y bk = 1 (puesto que a < b).
Si k = n las condiciones 1− 3 se satisfacen. Si k < n y ak+1 = 0 o bk+1 = 1,
entonces existiría un c ∈ Bn con a < c < b, contradiciendo el hecho que b
cubre a a. En efecto, si ak+1 = 0 se considera c = (c1, ...cn), donde

ci :=


ai, para i ∈ {1, ..., k};
1, para i = k + 1;
bi para i ∈ {k + 2..., n}.

Por otro lado, si bk+1 = 1, se escoge c = (c1, ...cn) de forma que

ci :=


ai para i ∈ {1, ..., k − 1};
bi, para i = k;
0, para i = k + 1;
bi, para i ∈ {k + 2..., n}.

En ambos casos se obtiene una contradicción. Finalmente, si para algún
j > k+1 ocurre que aj < bj , entonces aj = 0 y bj = 1. Se toma c = (c1, ..., cn)
para el cual

ci :=

{
ai, para i ∈ {1, ..., j − 1};
bi, para i ∈ {j, ..., n}.



2.2. Dos retículas isomorfas 25

Claramente a < c < b, nuevamente una contradicción. Por tanto todas las
condiciones se cumplen.

(⇐) Si se cumplen 1− 3, entonces a < b. Suponiendo que existe c ∈ Bn
con a < c < b, la condición 1 obliga que ai = ci = bi para i 6= k, k + 1 y no
es posible tener ck = ck+1 = 0 o ck = ck+1 = 1, por tanto c = a o c = b.
Luego, b cubre a a. �

Teorema 2.2.6. Sea R un anillo local uniserial con longitud de composición
n ≥ 1. Entonces Bn y RP son retículas isomorfas.

Demostración. Se de�ne φn : RP → Bn tal que para todo σ ∈ RP, φn(σ) =
(a1, ..., an), donde

ak :=

{
0, si σ(Ik) = σ(Ik−1);
1, si σ(Ik) > σ(Ik−1).

Se de�ne también ψn : Bn → RP tal que para (a1, ..., an) ∈ Bn

ψn(a1, ..., an) :=

n∨
k=1

αkk∑
i=1

ai

.

Ambos son mor�smos de orden, uno inverso del otro y por tanto Bn es
isomorfo a RP. �

De ahora en adelante se identi�ca a cada prerradical σ por su imagen bajo
φn(σ) gracias al Teorema 2.2.6. Así, si σ = (a1, ..., an), por el Teorema 2.2.4
le corresponde un único camino 1-ascendente de longitud n. A continuación
se describe el producto en RP.

Proposición 2.2.7. Sea R un anillo local uniserial con longitud de com-
posición n. Sean σ, τ ∈ RP donde σ = (a1, ..., an), τ = (b1, ..., bn), στ =
(p1, ..., pn) y (τ : σ) = (q1, ..., qn). Sea k ∈ {1, ..., n} y supongamos que

τ(Ik) = Irk , es decir rk =
k∑
i=1

bi. Entonces se cumplen las siguientes condi-

ciones.

P1 Si bk = 0 entonces pk = 0;

P2 Si bk = 1 y ark = 0 entonces pk = 0;

P3 Si bk = 1 y ark = 1 entonces pk = 1.

C1 Si bk = 1 entonces qk = 1;

C2 Si bk = 0 y ak−rk = 1 entonces qk = 1;

C3 Si bk = 0 y ak−rk = 0 entonces qk = 0.
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Demostración. Sean σ y τ como en las hipótesis. (P1 − P3). Si bk = 0
entonces τ(Ik−1) = Irk , entonces στ(Ik) = στ(Ik−1), con lo cual pk = 0.
Ahora, si bk = 1 se tiene que τ(Ik) > τ(Ik−1). Por la Proposición 2.1.5
τ(Ik−1) = Irk−1. Si ark = 0 entonces σ(Irk) = σ(Irk−1), por tanto στ(Ik) =
στ(Ik−1) y así pk = 0. Si en cambio ark = 1 entonces σ(Irk) > σ(Irk−1),
luego στ(Ik) > στ(Ik−1), con lo cual pk = 1.

(C1−C3) Si bk = 1 entonces τ(Ik) > τ(Ik−1) y por tanto τ(Ik−1) = Irk−1.
Luego, debe cumplirse que (τ : σ)(Ik)/τ(Ik) = σ (Ik/τ(Ik)) ∼= σ(Ik−rk) ∼=
σ (Ik−1/τ(Ik−1)) = (τ : σ)(Ik−1)/τ(Ik−1), lo que implica (τ : σ)(Ik) >
(τ : σ)(Ik−1) y así qk = 1. Si se supone ahora que bk = 0 entonces τ(Ik) =
τ(Ik−1) = Irk , con lo cual (τ : σ)(Ik)/τ(Ik) = σ (Ik/τ(Ik)) ∼= σ(Ik−rk) y
(τ : σ)(Ik−1)/τ(Ik−1) = σ (Ik−1/τ(Ik−1)) ∼= σ(Ik−rk−1). Además, si ak−rk =
1 entonces σ(Ik−rk) > σ(Ik−rk−1), luego (τ : σ)(Ik) > (τ : σ)(Ik−1) y así
qk = 1. Por otro lado, si ak−rk = 0, entonces σ(Ik−rk) > σ(Ik−rk−1). Se sigue
que (τ : σ)(Ik) = (τ : σ)(Ik−1) y así qk = 0.

�

2.3. Propiedades de RP para un anillo local uniserial

Nuevamente, n+1 denota al conjunto {1, ..., n}. Es fácil ver que el pro-
ducto cartesiano de n copias (n+1)n es una retícula distributiva, con el
orden:

1. (k1, ..., kn) � (l1, ..., ln)⇔ ki ≤ li ∀i ∈ n+1.

2. (k1, ..., kn) ∨ (l1, ..., ln) = (m1, ...,mn), donde mi = máx{ki, li}.

3. (k1, ..., kn) ∧ (l1, ..., ln) = (m′1, ...,m
′
n), donde m′i = mı́n{ki, li}.

Teorema 2.3.1. Para cualquier anillo local uniserial R con longitud de com-
posición n, RP es una retícula distributiva �nita de cardinalidad 2n.

Demostración. Por el Teorema 2.2.6 es obvio que |RP| = 2n. Se de�ne la
función ν : Bn → (n+1)n como

ν(a1, ..., an) :=

(
a1, ...,

k∑
i=1

ai, ...,

n∑
i=1

ai

)
Claramente ν es inyectiva. Sean a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn) en Bn, en-
tonces a ≤ b si y sólo si

∑k
i=1 ai ≤

∑k
i=1 bi para cada k ∈ {1, ..., n}, si y

sólo si ν(a) ≤ ν(b). Por tanto ν es un mor�smo de orden. Se sigue que Bn
es isomorfo a una subretícula de (n+1)n. Como (n+1)n es distributiva y

RP ∼= Bn, se concluye que RP es distributiva. �

Proposición 2.3.2. Para cualquier anillo local uniserial con longitud de
composición n ≥ 5, RP no es una retícula plana.
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Demostración. Los siguientes son elementos en B5: x = (0, 1, 0, 1, 0), u =
(1, 0, 0, 1, 0), v = (0, 1, 1, 0, 0) y w = (0, 1, 0, 1, 1). Usando el Lema 2.2.5, x es
cubierto por u, v y w, así que por el Teorema 1.1.3 B5 no es plana. Como
para cada n ≥ 5 B5 es una subretícula de Bn ∼= RP, se sigue que RP no
puede ser plana. �

Dado x ∈ {0, 1} se de�ne

x∗ :=

{
0, si x = 1;
1, si x = 0.

Similarmente, si σ = (a1, ..., an) ∈ RP, σ
∗ := (a∗1, ..., a

∗
n). Evidentemente

(σ∗)∗ = σ, es decir, σ∗ es el prerradical dual de σ.

Teorema 2.3.3. Para cualquier anillo local uniserial R con longitud de
composición n ≥ 1, RP es una retícula autodual. Más aún, existe un anti-
isomor�smo de retículas λ : RP→ RP tal que para cada σ, τ ∈ RP

λ(στ) = (λ(τ) : λ(σ)).

Demostración. Se de�ne µ : RP → RP tal que µ(σ) := σ∗. Claramente µ
es una función biyectiva. Además para σ = (a1, ..., an) y τ = (b1, ..., bn),
σ ≤ τ si y sólo si

∑k
i=1 ai ≤

∑k
i=1 bi para cada k ∈ {1, ..., n}, si y sólo si∑k

i=1 a
∗
i ≥

∑k
i=1 b

∗
i para cada k ∈ {1, ..., n}, si y sólo si µ(σ) ≥ µ(τ). Se

sigue que µ es un anti-isomor�smo de orden y por el Lema 1.1.5 es también
un anti-isomor�smo de retículas.

Sean σ y τ como en el párrafo previo, entonces στ = (p1, ..., pn) está descrito
por P1− P3 por la Proposición 2.2.7 como sigue. Para k ∈ {1, ..., n}.

P1 Si bk = 0 entonces pk = 0;

P2 Si bk = 1 y ark = 0 entonces pk = 0;

P3 Si bk = 1 y ark = 1 entonces pk = 1.

Por otro lado, sea (λ(τ) : λ(σ)) = (q1, ..., qn).

C∗1 Si b∗k = 1 entonces q∗k = 1;

C∗2 Si b∗k = 0 y ak−rk = 1 entonces q∗k = 1;

C∗3 Si b∗k = 0 y ak−rk = 0 entonces q∗k = 0.

Nótese que C∗1 ocurre si y sólo si ocurre P1 y los otros dos casos son simi-
lares.

Se concluye que qk = 1 si y sólo si pk = 0, así que

λ(στ) = (λ(τ) : λ(σ)).

�
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2.4. Idempotentes y radicales

En las secciones siguientes se dará una descripción detallada de algunos
subconjuntos de RP. Se asume a partir de ahora que R es un anillo local
uniserial con longitud de composición n.

Proposición 2.4.1. Sean 0 ≤ r ≤ m ≤ n. Entonces:

1. αmr = (a1, ..., an), donde

ak =


0, si 1 ≤ k ≤ m− r;
1, si m− r < k ≤ m;
0, si m < k ≤ n.

2. ωmr = (b1, ..., bn), donde

bk =


1, si 1 ≤ k ≤ r;
0, si r < k ≤ m;
1, si m < k ≤ n.

Demostración. El prerradical σ = (a1, ..., an) tal como se de�ne en 1 es el
menor tal que σ(Im) = Ir. En efecto, si existe η = (c1, ..., cn) tal que η < σ
y
∑m

i=1 ci = r, entonces necesariamente ck = 0 para 1 ≤ k ≤ m − r y∑l
i=1 ci <

∑l
i=1 ai para alguna l ∈ {m− r + 1, ...,m− 1}. Se sigue que

r =
m∑
i=1

ci <
m∑
i=1

ai = r,

una contradicción. Por la propiedad alfa se cumple entonces que αmr =
(a1, ..., an).

Suponer ahora que τ = (b1, ..., bn), de�nido como en 2. Entonces τ es el
mayor prerradical tal que τ(Im) = Ir ya que de lo contrario existiría η =
(c1, ..., cn) tal que τ < η y r =

∑m
i=1 ci, de donde ck = 1 para 1 ≤ k ≤ m− r

y
∑l

i=1 ci >
∑l

i=1 bi para alguna l ∈ {m− r+ 1, ...,m− 1}. Entones cl = 1 y

r =
m∑
i=1

ci >
m∑
i=1

bi = r.

Por la propiedad omega se concluye que ωmr = (b1, ..., bn).

�

Corolario 2.4.2. Sean 0 ≤ r ≤ m ≤ n. Entonces λ(αmr ) = ωmm−r.

Proposición 2.4.3. Sea σ ∈ RP. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:
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(1,0,0)

(1,1,0)

(1,1,0)

(0,0,0)

(1,1,1,1)

(1,1,1,0)

(1,1,0,0)

(1,0,0,0)

(0,0,0,0)

Figura 2.3: Prerradicales idempotentes sobre un anillo local uniserial con longitud de composición
3 y 4.
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(a) σ = αmm para algún 0 ≤ m ≤ n;

(b) σ es exacto izquierdo;

(c) σ es idempotente.

Demostración. (a) ⇒ (b) Por la Proposición 2.4.1 es claro que αmm =
ωnm. Como R es un anillo uniserial, por 2.1.2 es cuasi-Frobenius, así
que In = R es un módulo inyectivo. La implicación se sigue de la
Proposición 1.2.15.

(b)⇒ (c) Esto ocurre para cualquier anillo.

(c) ⇒ (a) Sea σ = (a1, ..., an) y σ 6= αmm para cualquier 0 ≤ m ≤ n.
Existe 0 ≤ i < j ≤ n tal que ai = 0 y aj = 1. Sean s := mı́n{i | ai = 0}
y t := mı́n{j | j > s, aj = 1}. Entonces rt =

∑t
i=1 ai = s, así que

art = 0. Si se supone ahora que σσ = (p1, ..., pn), por la condición P2
sobre el producto en RP, como at = 1 y art = 0, entonces pt = 0 y así
σ no es idempotente.

�

Proposición 2.4.4. Sea σ ∈ RP. Las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

(a) σ = ωm0 para algún 0 ≤ m ≤ n.

(b) σ es un t-radical

(c) σ es radical.

Demostración. (a) ⇒ (b) Es claro que ωm0 = αnn−m, el cual es un t-radical
por la Proposición 1.2.15.

(b)⇒ (c) Esto ocurre para cualquier anillo.

(c)⇒ (a) Si σ es un radical, entonces λ(σ) = αmm, para algún 0 ≤ m ≤ n.
En efecto, se cumple

λ(λ(σ)λ(σ)) = (λλ(σ) : λλ(σ)) = (σ : σ) = σ.

Es decir, λ(σ) es idempotente. Por el Corolario 2.4.2 σ = λ(αmm) = ωm0 . �

Corolario 2.4.5. 〈RId,≤〉 y 〈RRad,≤〉 son cadenas. �
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Figura 2.4: Un idempotente sobre un anillo local uniserial con longitud de composición 6.

2.5. Irreducibles y coirreducibles

Ahora se caracterizan los elementos irreducibles y coirreducibles en RP
(ver 1.2.5).

Proposición 2.5.1. Sea σ ∈ RP, σ 6= 1. Entonces σ es irreducible si y sólo
si σ = ωmr para m y r tales que 0 ≤ r < m ≤ n.

Demostración. (⇒) Para σ 6= 1 irreducible y σ = (a1, ..., an) se de�ne r := 0
si a1 = 0, en otro caso r := máx{i | a1 = ... = ai = 1}. Como σ 6= 1 entonces
r < n, donde ar+1 = 0. Ahora se de�ne m := máx{i | ar+1 = ... = ai = 0}.
se cumple que r < m. Si m = n se tiene σ = ωnr . Si m < n, am+1 = 1.
Sea j := máx{i | am+1 = ... = ai = 1} y supóngase que j < n, entonces
aj+1 = 0. Sea η = (c1, ..., cn) tal que

ck =


1, si 1 ≤ k ≤ r + j −m;
0, si r + j −m < k ≤ j;
ak, si j < k ≤ n.

Luego σ = ωmr ∧ η, con ωmr , η > σ, lo cual contradice el hecho que σ sea
irreducible. Por lo tanto j = n y σ = ωmr .

(⇐) Ahora sea σ = ωmr con 0 ≤ r < m ≤ n. Claramente σ 6= 1.
Sean τ = (c1, ..., cn), η = (d1, ..., dn) ∈ RP tales que ωmr = τ ∧ η. Como
τ ∧ η(Im) = Ir entonces r = mı́n{

∑m
i=1 ci,

∑m
i=1 di}, es decir, τ(Im) = Ir o

η(Im) = Ir. Por la propiedad omega τ ≤ ωmr o η ≤ ωmr , así que τ = ωmr o
η = ωmr . Luego ω

m
r es irreducible. �

Corolario 2.5.2. Sea σ ∈ RP, σ 6= 1. Entonces σ es coirreducible si y sólo
si σ = αmr para algún r tal que 0 ≤ r ≤ m ≤ n.

Demostración. Para σ 6= 0 coirreducible, λ(σ) es irreducible. Por el Corolario
2.4.2 λ(σ) = ωmr . Se sigue que σ = λ−1(ωmr ) = αmm−r, donde 0 < m−r ≤ m ≤
n. Recíprocamente, si σ = αmr para 0 < r ≤ m ≤ n, como λ(σ) = ωmm−r se
sigue de la Proposición previa que λ(σ) es irreducible y así, σ es coirreducible.

�
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Lema 2.5.3. Sean m, r, l, s ∈ {1, ..., n}.

1. Si 0 < r ≤ m y 0 < s ≤ l entonces αmr ≤ αls si y sólo si r ≤ s y
l − s ≤ m− r.

2. Si r < m y s < l entonces ωmr ≤ ωls si y sólo si r ≤ s y l − s ≤ m− r.

Demostración. Para 1, si 0 < r ≤ m y 0 < s ≤ l, sean αmr = (a1, ..., an) y
αls = (a′1, ..., a

′
n) de acuerdo a la Proposición 2.4.1.

(⇒) Si αmr ≤ αls, entonces r =
∑n

i=1 ai ≤
∑n

i=1 a
′
i = s. Ahora se supone

l − s > m − r, esto es, existe un entero positivo t tal que l − s = m − r +
t. Entonces t =

∑m−r+t
i=1 ai ≤

∑m−r+t
i=1 a′i =

∑l−s
i=1 a

′
i = 0, lo cual es una

contradicción y por tanto l − s ≤ m− r.
(⇐) Si r ≤ s y l − s ≤ m − r se veri�ca fácilmente que para cada

j ∈ {1, ..., n}
j∑
i=1

ai ≤
j∑
i=1

a′i.

Se concluye que αmr ≤ αls.
La demostración de 2 es similar. �

Si n ≥ 1, el conjunto Tn := {(i, j) | 0 < i ≤ j ≤ n} es una subretícula
de n+12, sean Irr(RP) y Coirr(RP) los conjuntos de prerradicales irredu-
cibles distintos de 1 y coirreducibles no cero respectivamente. La siguiente
Proposición caracteriza a Irr(RP) y Coirr(RP).

Figura 2.5: Un irreducible sobre un anillo local uniserial con longitud de composición 6.

Proposición 2.5.4. Existen isomor�smos de orden:

1. ϕn : Irr(RP)→ Tn;

2. γn : Coirr(RP)→ Tn.

Demostración. 1 Por la Proposición 2.5.1 cada elemento de Irr(RP) es de la
forma ωmr , para m, r tales que 0 ≤ r < m ≤ n. Sea ϕn(ωmr ) := (r + 1, n −
m+r+1). ϕn es una función bien de�nida entre Irr(RP) y Tn. Si (i, j) ∈ Tn,
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(1,1,1,0)

(1,1,0,1)

(1,0,1,1)(1,1,0,0)

(0,1,1,1)

(1,0,0,1)

(1,0,0,0)

(0,0,1,1)

(0,0,0,1)

(0,0,0,0)

Figura 2.6: Prerradicales irreducibles sobre un anillo local uniserial con longitud de composición
3 y 4.

entonces ϕ(ωn−j+ii−1 ) = (i, j), con 0 ≤ i−1 < n−j+i ≤ n pues 0 < i ≤ j ≤ n.
Por tanto ϕn es sobreyectiva. Ahora, si ωmr , ω

l
s ∈ Irr(RP), por el Lema 2.5.3

se tiene que ωmr ≤ ωls si y sólo si r ≤ s y l − s ≤ m − r, que por de�nición
de orden en Tn signi�ca que ϕ(ωmr ) ≤ ϕ(ωls).

La prueba de 2 es similar. �

2.6. Primos y coprimos

Si R es un anillo local uniserial con longitud de composición n ≥ 2
entonces R/I1 es un anillo local uniserial con longitud de composición n− 1.

Lema 2.6.1. Sean n ≥ 2 y σ = (1, a2, ..., an) ∈ RP en el hemisferio norte.
Si σ es primo entonces τ = (a2, ..., an) es primo en R/I1P.

Demostración. Para n ≥ 2 y σ, τ como en la hipótesis, sean ρ, η ∈ R/I1P
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con ρη ≤ τ . Si ρ = (b2, ..., bn) y η = (c2, ..., cn), se veri�ca fácilmente que
ρ+η+ ≤ σ, entonces ρ+ ≤ σ o η+ ≤ σ. Luego, ρ1 ≤ τ o η1 ≤ τ . �

Proposición 2.6.2. Sea σ ∈ RP, σ 6= 1. Entonces σ es primo si y sólo si
σ = ωmm−1 para algún m tal que 0 < m ≤ n.

Demostración. Por inducción sobre n. La a�rmación se cumple si n = 1. Si
el conjunto de prerradicales primos en R/I1P es {ωmm−1 | 0 < m ≤ n− 1}, por
1.2.19 ω1

0 es un prerradical primo mínimo que a su vez es elemento de Hn
0 .

Sea ahora σ = (1, a2, ..., an), por el Lema 2.6.1 τ = (a2, ..., an) es primo en

R/I1P y por hipótesis inductiva τ = ωmm−1 para algún m tal que 0 < m ≤ n.
Así, σ = ωm+1

m . Recíprocamente, si 0 < m ≤ n entonces Im−1 es primo en
Im. Por la Proposición 1.2.18, ωmm−1 es primo en RP. �

Figura 2.7: Un prerradical primo sobre un anillo local uniserial con longitud de composición 6.

Corolario 2.6.3. Sea σ ∈ RP, σ 6= 0. Entonces σ es coprimo si y sólo si
σ = αm1 para algún para algún m tal que 0 < m ≤ n.

Demostración. Se sigue de 2.4.1 y 2.6.2. �

Corolario 2.6.4. Las colecciones de prerradicales primos y coprimos son
cadenas en 〈RP,≤〉. �
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(1,1,1,0)

(1,1,0,1)

(1,0,1,1)

(0,1,1,1)

Figura 2.8: Prerradicales primos sobre un anillo local uniserial con longitud de composición 4.





Capítulo 3

Cocientes de prerradicales

En este capítulo se introduce la sencilla noción de cociente de prerradi-
cales junto con sus propiedades básicas como funtor. Se de�nirá una relación
de equivalencia ≈ entre todos los endofuntores de la categoría R-Mod para
cualquier anillo R, donde la colección de clases de equivalencia de cocientes
de prerradicales forma un monoide (posiblemente no un conjunto) bajo la
composición usual, denotado Q(RP). Se prueba que RP se sumerge en Q(RP)
de al menos dos formas, al considerar el producto ◦ y el coproducto : de RP.
Además se describe un submonoide muy particular.

El desarrollo de la teoría se encuentra en [32], que como se mencionó en
la introducción, es la única referencia disponible en el tema. Se añaden aquí
algunos resultados.

3.1. El endofuntor σ
τ

Sea R un anillo asociativo con elemento unidad. Para cualesquiera dos
prerradicales σ y τ en R-Mod con σ ≤ τ y para cualquier R-módulo M , por
de�nición del orden en R-pr se tiene que τ(M) ≤ σ(M), de aquí que tenga
sentido tomar el cociente σ(M)/τ(M). De hecho, lo anterior establece una
asignación funtorial στ : R-Mod −→ R-Mod, que en elementos está dada por
σ
τ (M) := σ(M)

τ(M) y si f ∈ HomR(M,N), se de�ne σ
τ (f) se toma como

σ(M)/τ(M)

σ
τ

(f)

−→ σ(N)/τ(N)

x+ τ(M) 7−→ f(x) + τ(N)

Es fácil notar que la asignación en mor�smos está bien de�nida y que σ
τ

cumple todos los requisitos para ser funtor. Ahora bien, es posible prescindir
de la condición τ ≤ σ (ya que en general el orden en R-pr no es lineal) al

de�nir simplemente σ
τ (M) := σ∨τ(M)

τ(M) , donde el cociente ahora tiene sentido

37
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ya que σ∨τ ≥ τ . Aún si σ y τ fueran comparables, esta de�nición concuerda
con la establecida anteriormente. Se usará la primera de ellas a lo largo del
texto, a menos que se especi�que lo contrario.

Antes de describir el monoide Q(RP), se establecen las propiedades bá-
sicas del funtor σ

τ .

Proposición 3.1.1. Sean σ y τ prerradicales en R-Mod con τ ≤ σ. Enton-
ces σ

τ conmuta con sumas directas. Es decir, si {Mi}i∈Γ es una familia de

R-módulos, entonces σ
τ

(⊕
i∈Γ

Mi

)
∼=
⊕
i∈Γ

σ
τ (Mi).

Demostración. σ
τ

(⊕
i∈Γ

Mi

)
:=

σ

(⊕
i∈Γ

Mi

)

τ

(⊕
i∈Γ

Mi

) =

⊕
i∈Γ

σ(Mi)⊕
i∈Γ

τ(Mi)
y por tanto la asigna-

ción

〈xi〉i∈Γ +
⊕
i∈Γ

τ (Mi) 7→ 〈xi + τ(Mi)〉i∈Γ ∈
⊕
i∈Γ

σ
τ (Mi)

con x ∈ σ
(⊕
i∈Γ

Mi

)
=
⊕
i∈Γ

σ (Mi), es el isomor�smo buscado.

�

Proposición 3.1.2. Sean σ y τ prerradicales en R-Mod con τ ≤ σ. Enton-
ces

(a)
(

1
τ

)
◦ σ = σ

τ◦σ ;

(b)
(

1
σ

)
◦ σ = 0 si y sólo si σ es idempotente;

(c) σ ◦
(

1
τ

)
= τ :σ

τ ;

(d) σ ◦
(

1
σ

)
= 0 si y sólo si σ es radical.

Demostración. Sea M ∈ R-Mod.

(a) Por de�nición, 1
τ ◦ σ(M) := σ(M)

τ(σ(M)) = σ
τ◦σ (M).

(b) Del inciso anterior 1
σ ◦ σ = σ

σ◦σ y así

1
σ ◦ σ = 0⇔ σ = σ ◦ σ ⇔ σ es idempotente.

(c) σ ◦ 1
τ = σ( 1

τ ) = (τ :σ)
τ .

(d) σ ◦
(

1
σ

)
= (σ:σ)

σ = 0⇔ (σ : σ) = σ ⇔ σ es radical.

�

Proposición 3.1.3. Para σ y τ prerradicales en R-Mod con τ ≤ σ:
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(a) Si σ preserva epimor�smos, entonces σ
τ preserva epimor�smos;

(b) Si στ preserva epimor�smos y τ preserva epimor�smos entonces σ pre-
serva epimor�smos.

Demostración. (a) Sean M,L ∈ R-Mod y f ∈ Hom(M,L) un epimor�smo.
Entonces σ(f) : σ(M) → σ(L) es un epimor�smo. Sea 0 6= y + τ(L) ∈
σ(L)/τ(L), existe x ∈ σ(M) tal que f(x) = y. Si x ∈ τ(M), como τ es un
prerradical, y = f(x) ∈ τ(L), una contradicción. Por tanto 0 6= x+ τ(M).

(b) Si f ∈ Hom(M,L) es epimor�smo entonces

τ(f) : τ(M)→ τ(L) y σ
τ (f) : σ(M)

τ(M) →
σ(L)
τ(L) son epimor�smos. Sea y ∈ σ(L).

1. Si y ∈ τ(L) existe x ∈ τ(M) ⊂ σ(M) tal que f(x) = y.

2 Si y ∈ σ(M)\τ(L) entonces 0 6= y + τ(L), así existe x + τ(M) ∈
σ(M)/τ(M) con σ

τ (f)(x + τ(M)) = f(x) + τ(L) = y + τ(M). Luego y −
f(x) ∈ τ(L), con lo cual existe z ∈ τ(L) tal que f(z) = y − f(x), entonces
f(x+ z) = y con x+ z ∈ σ(M).

Se ha probado que σ(f) : σ(M)→ τ(M) es un epimor�smo.

�

Corolario 3.1.4. Supongamos que τ preserva epimor�smos. Entonces σ
τ

preserva epimor�smos si y sólo sí σ preserva epimor�smos. �

Proposición 3.1.5. Si στ es exacto izquierdo y τ es exacto izquierdo entonces
σ es exacto izquierdo.

Demostración. Se supone exacta la siguiente sucesión

0 −→ N
f−→M

g−→ L −→ 0.

Como σ
τ y τ son funtores exactos izquierdos, las sucesiones

0 −→ σ

τ
(N)

f̂−→ σ

τ
(M)

ĝ−→ σ

τ
(L);

0 −→ τ(N)
f ′′−→ τ(M)

g′′−→ τ(L).

son exactas, donde f̂ = σ
τ (f), ĝ = σ

τ (g) y f ′′, g′′ son las restricciones usuales.
Basta averiguar que

0 −→ σ(N)
f ′−→ σ(M)

g′−→ σ(L)

es exacta en σ(M) (ya que la preservación del monomor�smo se cumple pues
σ es prerradical), donde f ′, g′ son las restricciones usuales. Sea m ∈ Kerg′ ⊆
Kerg ⊆ σ(M).

1. Si m ∈ τ(M) entonces x ∈ Kerg′′ = Imf ′′ ⊆ Imf ′.
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2. Si m ∈ σ(M) \ τ(M) entonces m + τ(M) 6= 0 y ĝ(m + τ(M)) =
g(x) + τ(L) = 0. Luego existe 0 6= n+ τ(N) ∈ σ

τ (N) tal que f(n) + τ(M) =

f̂(n+ τ(N)) = m+ τ(M), es decir, existe x ∈ τ(M) tal que m− f(n) = x,
así

0 = g(m)− gf(n) = g(m− f(n)) = g(x).

Entonces x ∈ Kerg∩τ(M) = Kerg′′ = Imf ′′ y por tanto existe y ∈ τ(N) ⊆
σ(N) tal que f(y) = f ′′(y) = x. Se sigue que m − f(n) = f(y), lo cual
implica que m = f(y − n) ∈ Imf ′.

Como la contención Imf ′′ ⊆ Kerg′′ siempre se cumple, se concluye que
en realidad es una igualdad y así la sucesión

0 −→ σ(N)
f ′−→ σ(M)

g′−→ σ(L)

es exacta. �

Ejemplo 3.1.6. En la categoría de grupos abelianos Z-Mod, dado un entero
positivo n se de�ne el prerradical Ann por

Ann(M) = {x ∈M | nx = 0 ∀M ∈ Z-Mod}.

En [20, Proposición 4.30,4.31] se prueba que para cada n ≥ 1, Ann es
un prerradical exacto izquierdo que nos es radical. Es sencillo observar que
Anm ≤ Ann si y sólo si m|n y que la torsión usual τ es mayor que Ann para
cualquier n.

Si f : N → M es un monomor�smo de grupos abelianos, entonces
1

Anm
(f), τ

Anm
(f), AnnAnm

(f) (para n ≥ m) son todos monomor�smos. En el caso

de 1
Anm

(f), si 1
Anm

(f)(x+Anm(N)) = 0, se tiene que f(x) ∈ Anm(M), con lo
cual f(mx) = mf(x) = 0. Como f es mono, x ∈ Anm(N) y x+Anm(N) = 0.

Al considerar la sucesión exacta

0 −→ Z2
f−→ Z8

g−→ Z4 −→ 0,

aplicando 1
An2

se tiene

0 −→ Z2

An2(Z2)

f̂−→ Z8

An2(Z8)

ĝ−→ Z4

An2(Z4)
−→ 0,

que puede verse como

0 −→ 0
f̂−→ Z4

ĝ−→ Z2 −→ 0.

La última sucesión no es exacta en Z4. Luego, cocientes de prerradicales
exactos izquierdos no son necesariamente funtores exactos (izquierdos).
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3.2. El prerradical �

Como se anunció en la introducción al capítulo, es de particular interés
estudiar la estructura de la colección de clases de equivalencia de elementos
del tipo σ

τ con τ ≤ σ (módulo alguna relación ≈). Para tal propósito se
introduce un nuevo y muy útil prerradical.

Para cualesquiera ρ, σ, τ ∈ RP se de�ne �(ρ, σ, τ) como:

� (ρ, σ, τ)(M)/τ(M) := ρ(σ(M)/τ(M)).

La siguiente proposición dice que � es una operación terciaria en R-pr.

Proposición 3.2.1. El funtor �(ρ, σ, τ) es un prerradical en R-Mod para
cualesquiera prerradicales ρ, σ, τ en RP.

Demostración. Sea λ = �(ρ, σ, τ), por tanto λ(M)/τ(M) = ρ
(
σ(M)
τ(M)

)
para

todo M ∈ R-Mod. Sean entonces M,N ∈ R-Mod y f ∈ Hom(M,N). Como
ρ es un prerradical:

λ(M)/τ(M)
ρ
(
λ
τ

)
(f)

−→ λ(N)/τ(N)

x+ τ(M) 7−→ f(x) + τ(N)

para cada x ∈ λ(M), con lo cual

x ∈ λ(M) ⇔ x+ τ(M) ∈ ρ (σ(M)/τ(M))
⇒ f(x) + τ(N) ∈ ρ (σ(N)τ(N)) = λ(M)/τ(M)
⇔ f(x) ∈ λ(N).

Así, la imagen de λ(M) bajo f está contenida en λ(N). Se concluye que λ
es un prerradical. �

De lo anterior se deduce que �(ρ, σ, τ) es el único prerradical λ tal que
λ
τ = ρ

(
σ
τ

)
. Por otra parte, en la de�nición de � no se requiere τ ≤ σ, así

que este es el caso σ
τ

:= σ∨τ
τ . Sin embargo, desde la sección siguiente y todo

lo que resta del texto se asume que σ es mayor que τ .

Proposición 3.2.2. Si ρ, σ, τ ∈ RP, se cumplen las siguientes condiciones

(a) �(ρ, σ, τ) = �(ρ, σ ∨ τ, τ) = �(ρ, σ, τ ∧ σ) ∨ τ ;

(b) �(ρ, σ, τ ◦ σ) = �(ρ, 1, τ) ◦ σ = (τ : ρ) ◦ σ.

Demostración. (a) La primer igualdad se sigue del hecho que σ
τ = σ∨τ

τ . Para
probar �(ρ, σ ∨ τ, τ) = �(ρ, σ, τ ∧ σ) ∨ τ , sea M ∈ R-Mod; por el segundo
teorema de isomor�smo, se tiene el isomor�smo



42 Capítulo 3. Cocientes de prerradicales

ϕ :
σ(M)

τ(M) ∩ σ(M)
−→ σ(M) + τ(M)

τ(M)

x+ τ(M) ∩ σ(M) 7−→ x+ τ(M) .

Si τ(M) ∩ σ(M) ≤ L ≤ σ(M) para algún submódulo de σ(M), entonces

ϕ

[
L

τ(M) ∩ σ(M)

]
=
L+ τ(M)

τ(N)
≤ σ(M) + τ(M)

τ(N)
.

Como ρ es un prerradical, preserva isomor�smos, por tanto

ϕ

[
ρ

(
σ(M)

τ(M) ∩ σ(M)

)]
= ρ

(
σ(M) + τ(M)

τ(M))

)
.

Por de�nición

ρ

(
σ(M)

τ(M) ∩ σ(M)

)
=
�(ρ, σ, τ ∧ σ)(M)

τ(M) ∩ σ(M)

y

ρ

(
σ(M) + τ(M)

τ(M)

)
=
�(ρ, σ ∨ τ, τ)(M)

τ(M)
.

Por tanto

ϕ

(
�(ρ, σ, τ ∧ σ)(M)

τ(M) ∩ σ(M)

)
=
�(ρ, σ ∨ τ, τ)(M)

τ(M)
.

Con lo cual se cumple que �(ρ, σ, τ ∧σ)(M) + τ(M) = �(ρ, σ∨ τ, τ)(M) para
cada M ∈ R-Mod, así

�(ρ, σ, τ ∧ σ)(M) ∨ τ = �(ρ, σ ∨ τ, τ).

(b) Como
�(ρ, 1, τ)

τ
= ρ

(
1

τ

)
=

(τ : ρ)

τ
, entonces �(ρ, 1, τ) = (τ : ρ). Sea

M ∈ R-Mod. Se cumple

�(ρ, σ, τ ◦ σ)(M)

τ ◦ σ(M)
= ρ

(
σ(M)

τ (σ(M))

)
=

(τ : ρ) (σ(M))

τ (σ(M))
=

[(τ : ρ) ◦ σ] (M)

τ ◦ σ(M)
.

Por unicidad de �, �(ρ, σ, τ ◦ σ) = (τ : ρ) ◦ σ. �

Si en el inciso (b) de la proposición anterior τ = 0, se obtiene la siguiente
cadena de desigualdades

�(ρ, σ, 0) = �(ρ, σ, 0 ◦ σ) = �(ρ, 1, 0) ◦ σ = (0 : ρ) ◦ σ = ρ ◦ σ.
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Es decir �(ρ, σ, 0) = ρ ◦ σ. En cambio, si σ = 1 se mostró que

�(ρ, 1, τ) = (τ : ρ) ◦ 1 = (τ : ρ).

Puede decirse que el prerradical � encierra las de�niciones del producto y
coproducto en RP.

�(ρ, σ, τ)

ρ ◦ σ (τ : ρ)

τ
=

0 σ
=

1

Ahora bien, el cambio de orden en la escritura de �(σ, 1, τ) y (τ : ρ) se debe
únicamente a la forma en la que está de�nido el producto y aunque dicho
cambio no tiene mayor trascendencia, será importante un poco más adelante.
Se de�ne entonces (σ :op τ) := (τ : σ), el coproducto opuesto en RP para
cualesquiera σ y τ prerradicales.

Observación 3.2.3. Sean ρ, σ, τ prerradicales en R-Mod y τ hereditario,
entonces

�(ρ, σ, τ)= �(ρ, σ, τ ∧ σ) ∨ τ (Proposición 3.2.2)
= �(ρ, σ, τ ◦ σ) ∨ τ (∧ y ◦ coinciden pues τ ∈ RHP)
= [(τ : ρ) ◦ σ] ∨ τ (Proposición 3.2.2).

Si además ρ es hereditario entonces (por 1.2.9 ) (τ : ρ) ∈ RHP, así (τ :
ρ) ◦ σ = (τ : ρ) ∧ σ. De tal forma se tiene que

�(ρ, σ, τ) = [(τ : ρ) ∧ σ] ∨ τ ∀ρ, σ, τ ∈ RHP. (`)

Proposición 3.2.4. Para σ, τ ∈ RP y {ρi | i ∈ Γ} ⊆ RP se cumplen las
siguientes condiciones

a) �(
∨
ρi, σ, τ) =

∨
�(ρi, σ, τ).

b) �(
∧
ρi, σ, τ) =

∧
�(ρi, σ, τ).

Demostración. (a) Sea M ∈ R-mod.

�(
∨
ρi,σ,τ)(M)
τ(M) =

∨
ρi

(
σ(M)
τ(M)

)
=
∑
ρi

(
σ(M)
τ(M)

)
=
∑ �(ρi,σ,τ)(M)

τ(M)

=
∑
�(ρi,σ,τ)(M)
τ(M) =

∨
�(ρi,σ,τ)(M)
τ(M) .

La prueba de (b) es similar.

�
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3.3. El monoide Q(RP)

Si RE denota la colección de todos los endofuntores en R-Mod, para
cualesquiera ε y δ elementos de RE se de�ne

ε ≈ δ ⇔ ε(M) ∼= δ(M) ∀M ∈ R-Mod.

Claramente ≈ es una relación de equivalencia. Más aún, para ε1, ε2, δ1, δ2 ∈
RE con ε1 ≈ ε2 y δ1 ≈ δ2

δ1(M) ∼= δ2(M)⇒ ε1(δ1(M)) ∼= ε2(δ2(M))⇒ ε1 ◦ δ1 ≈ ε1 ◦ δ.

Entonces ≈ es compatible con el producto usual de funtores y por tanto se
encuentra bien de�nida en RE/≈ la operación

[ε] ◦ [δ] := [ε ◦ δ].

Se de�ne ahora

Q(RP) :=

{[σ
τ

] ∣∣∣∣∣ σ, τ ∈ RP, τ ≤ σ

}
.

Teorema 3.3.1. Q(RP) es un monoide bajo la operación binaria ◦.

Demostración. Debido a que los funtores 1
0 y 1 son equivalentes bajo ≈, la

identidad en Q(RP) es [1]. Además es evidente que ◦ es asociativa, con lo
cual resta probar que ◦ es cerrada. Para tal �n sean σ1, σ2, τ1, τ2 ∈ RP con
τ1 ≤ σ1 y τ2 ≤ σ2 y sea M ∈ R-Mod. Entonces(

σ1

τ1
◦ σ2

τ2

)
(M) =

σ1

τ1

(
σ2(M)

τ2(M)

)
= σ1

(
σ2(M)

τ2(M)

)/
τ1

(
σ2(M)

τ2(M)

)
=

[
�(σ1, σ2, τ2)(M)

τ2(M)

]/[
�(τ1, σ2, τ2)(M)

τ2(M)

]
∼=
�(σ1, σ2, τ2)(M)

�(τ1, σ2, τ2)(M)
=
�(σ1, σ2, τ2)

�(τ1, σ2, τ2)
(M).

Así

σ1

τ1
◦ σ2

τ2
≈ �(σ1, σ2, τ2)

�(τ1, σ2, τ2)
.

Se sigue que [
σ1

τ1

]
◦
[
σ2

τ2

]
=

[
�(σ1, σ2, τ2)

�(τ1, σ2, τ2)

]
. (Z)

�
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Si en la identidad (Z) del teorema anterior se considera τ1 = τ1 = 0
entonces por 3.2.2[σ1

0

]
◦
[σ1

0

]
=

[
�(σ1, σ1, 0)

�(0, σ1, 0)

]
=
[σ1 ◦ σ2

0

]
.

Similarmente, al tomar σ1 = σ2 = 1[
1

τ1

]
◦
[

1

τ2

]
=

[
�(1, 1, τ2)

�(τ1, 1, τ2)

]
=

[
(τ2 : 1)

(τ2 : τ1)

]
=

[
1

(τ2 : τ1)

]
.

Para cualesquiera prerradicales σ y τ se de�ne

σ ≡ τ ⇔ 1

σ
≈ 1

σ
.

Es evidente que ≡ es una relación de equivalencia.

Teorema 3.3.2.

a) La asignación σ 7→
[
σ
0

]
es un homomor�smo de monoides de 〈RP, ◦〉

en 〈Q(RP), ◦〉. El núcleo1 de este homomor�smo es precisamente la
relación de congruencia ≈. Así RP/≈ se sumerge en Q(RP).

b) La asignación τ 7→
[

1
τ

]
es un homomor�smo de monoides de 〈RP, :op〉

en 〈Q(RP), ◦〉. El núcleo de este homomor�smo es ≡. Así RP/≡ se
sumerge en Q(RP).

Demostración. Por las observaciones anteriores sólo basta veri�car que los
núcleos de los homomor�smos mencionados sean como establece el enuncia-
do.

(a) Si f denota al homomor�smo entonces

kerf = {(σ, τ) | f(σ) = f(τ)} =
{

(σ, τ) |
[σ

0

]
=
[τ

0

]}
= RP/≈.

(b) Se procede de forma similar.

�

Lema 3.3.3. (a) Si σ y τ son prerradicales idempotentes en R-Mod en-
tonces σ ≈ τ si y sólo sí σ = τ .

(b) Dualmente, si σ y τ son radicales en R-Mod entonces σ ≡ τ si y sólo
si σ = τ .

1Ver sección 1.1.1
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Demostración. (a) Claramente σ ≈ τ si σ = τ . Suponer ahora que σ ≈ τ .
Dado M ∈ Tσ, τ(M) ∼= σ(M) = M . Como τ es un prerradical, preserva
isomor�smos, de ahí que M ∈ Tτ . La otra contención se obtiene de forma
similar. Por la correspondencia entre prerradicales idempotentes y clases de
pretorsión se concluye que σ = τ .

(b) La demostración es dual a la anterior.

�

Del lema previo se sigue que cualquier submonoide X de 〈RP, ◦〉 for-
mado únicamente por elemetos idempotentes se sumerge en Q(RP) bajo el
homomor�smo de monoides σ 7→

[
σ
0

]
; dualmente, cualquier submonoide Y

de 〈RP, :op〉 formado sólo por radicales, se sumerge en Q(RP) bajo el homo-
mor�smo τ 7→

[
1
τ

]
.

Se de�ne

Q(RHP) :=
{σ
τ
∈ Q(RP) | σ, τ ∈ RHP; τ ≤ σ

}
.

Teorema 3.3.4. Q(RHP) es un submonoide de Q(RP).

Demostración. Como el prerradical identidad es hereditario, 1 ∈ Q(RHP).
Sean σ1, σ2, τ1, τ2 ∈ RHP con τ1 ≤ σ1 y τ2 ≤ σ2. Por la observación 3.2.3

σ1

τ1
◦ σ2

τ2
≈ �(σ1, σ2, τ2)

�(τ1, σ2, τ2)

=
[(τ2 : σ1) ∧ σ2] ∨ τ2

[(τ2 : τ1) ∧ σ2] ∨ τ2

=
(τ2 : σ1) ∧ σ2

(τ2 : τ1) ∧ σ2
.

Como RHP es cerrada bajo : y ∧, entonces (τ2 : σ1) ∧ σ2 y (τ2 : τ1) ∧ σ2

pertenecen a RHP. Por otro lado, como τ1 ≤ σ1 se cumple la desigualdad

(τ2 : τ1) ∧ σ2 ≤ (τ2 : σ1) ∧ σ2

y por tanto

[
σ1

τ1

]
◦
[
σ2

τ2

]
∈ Q(RHP). �

En general se cumple que si Q(RHP) es conmutativo, entonces por la
proposición 3.1.2 para cada σ ∈ RHP

σ ◦ 1

σ
=

1

σ
◦ σ =

σ

σ ◦ σ
= 0.
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Es decir, σ es radical, con lo cual RHP = RHR. Naturalmente se presenta la
siguiente +

Pregunta 3.3.5. ¾Si RHP = RHR, entonces Q(RHP) es conmutativo?

Desafortunadamente, en este texto no habrá oportunidad de responderla
a�rmativa o negativamente, ni siquiera conjeturar una respuesta.

3.4. Ejemplos

A continuación se presenta la descripción de los cocientes de prerradicales
sobre anillos semisimples artinianos, lo que geneneraliza el primer ejemplo
en [32]. Posteriormente, se desribe Q(RHP) para un anillo particular.

3.4.1. Anillos semisimples artinianos

Sea R un anillo semisimple artiniano. Sea S := R-simp = {S1, ..., Sn} un
conjunto completo e irredundante de módulos simples. Si σ,τ ∈ RP, por el
teorema 1.3.8 existen subconjuntos A,B ⊆ S tales que σ = socA y τ = socB.
Es fácil notar que τ ≤ σ si y sólo si B ⊆ A. En tal caso, si S es un módulo
simple, στ (S) ∼= S si y sólo si σ(S) = S y τ(S) = 0. En contraparte, στ (S) ∼= 0
si y sólo si σ(S) = τ(S).

Proposición 3.4.1. Si σ = socA y τ = socB con τ ≤ σ, entonces

σ

τ
≈ socA\B.

Es decir RP = Q(RP). En particular 1
socA

≈ socAc para cualquier A ⊆ S.

Demostración. Sea S ∈ S. Si S ∈ Ac entonces σ
τ (S) ∼= 0. Si S ∈ A \ B

entonces σ
τ (S) ∼= S. En cambio, si S ∈ B se tiene que σ

τ (S) ∼= 0. Cualquiera
que sea el caso se cumple σ

τ (S) ∼= socA\B(S) y por tanto la equivalencia
σ
τ ≈ socA\B. �

Es claro que socA ◦ socB = socA∩B para cuales quiera A,B ⊆ S. Esta
observación y el resultado previo establecen lo siguiente.

Corolario 3.4.2. Sean σ = socA, τ = socB y ρ = socD con τ ≤ σ. Entonces

�(ρ, σ, τ)

τ
≈ socD∩A∩BC.

�

En la tabla 3.1 se considera un anillo semisimple artiniano con única-
mente dos módulos simples S1 y S2. Se de�nen σ1 = socS1

y σ2 = socS2
.
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◦ 0 σ1 σ2 1

0 0 0 0 0

σ1 0 σ1 0 σ1
σ2 0 0 σ2 σ2
1 0 σ1 σ2 1

Tabla 3.1: Tabla de multiplicación de Q(RP) = RP para un anillo semisimple con dos módulos
simples.

3.4.2. Un anillo particular

Sea F un campo y R = F n F 2. Entonces R es isomorfo al anillo de

matrices

{(
a b
0 a

) ∣∣∣∣∣ a, b ∈ F
}
. Se cumple que R es conmutativo pues dadas

dos matrices

(
a b
0 a

)
y

(
x y
0 x

)
en R

(
a b
0 a

)(
x y
0 x

)
=

(
ax ay + bx

0 ax

)
=

(
xa xb+ ya

0 xa

)
=

(
x y
0 x

)(
a b
0 a

)
.

Con lo cual

(
1 0
0 1

)
es la identidad de R.

Proposición 3.4.3. El único ideal propio de R es J =

(
0 F
0 0

)
. Por tanto,

R es Artiniano.

Demostración. Sea I ⊆ R un ideal tal que existe un elemento

(
a b
0 a

)
∈ I

con a 6= 0, entonces a y a2 son distintos del cero pues F es un campo y así(
1 0
0 1

)
=

(
1/a − b/a2

0 1/a

)(
a b
0 a

)
∈ I

�

En el Apéndice A se prueba que la asignación I → ηI entre los ideales de
un anillo y el conjunto de prerradicales hereditarios, donde ηI(M) := {x ∈
M | Ix = 0}, es sobreyectiva precisamente cuando el anillo en cuestión es
artiniano. Debido a que el anillo R de este ejemplo es artiniano local se tiene
que ηI = soc, de donde se observa que RHP = {0, soc,1}. Entonces

2La extensión trivial de F por F . Para su de�nición formal así como sus propiedades
básicas se sugiere el ejercicio 6.8(3) de [33].
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◦ 0 soc 1
soc 1

0 0 0 0 0

soc 0 1 1
soc soc

1
soc 0 0 0 1

soc

1 0 soc 1
soc 1

Tabla 3.2: Tabla de multiplicación de Q(RHP), donde R = F n F .

Q(RHP) = {0, soc, 1

soc
,1}.

A diferencia del ejemplo anterior, soc : soc = 1, ya que soc : soc = (ηI :
ηI) = ηI2 = η0 = 1.





Capítulo 4

Caracterizando anillos con
Q(RP)

4.1. Anillos semisimples artinianos

Por el Teorema 3.3.2, RP se sumerge en Q(RP) bajo el mor�smo de

monoides σ
χ

1−−→
[
σ
0

]
. Anillos para los cuales este mor�smo es biyectivo (lo que

se escribe como RP = Q(RP)) se caracterizan en el Teorema 4.1.9, mientras
que en 4.2.12 se dan condiciones necesarias y su�cientes para que en un anillo
R, la imagen de χ1 contenga a Q(RHP); esta última situación se expresa en
símbolos como RP ⊇ Q(RHP). Se sigue �elmente la teoría desarrollada en
[32].

Proposición 4.1.1. Sea M ∈ R-Mod. Si se cumple RP = Q(RP), entonces
para cada σ y τ prerradicales en σ[M ] con τ ≤ σ existe un prerradical λ en
σ[M ] tal que λ ≈ σ

τ .

Demostración. Sean σ y τ como en la hipótesis. Sea ρ el prerradical heredita-
rio cuya clase de pretorsión coincide con σ[M ], así σ[M ] = {M | ρ(N) = N}.
Como en particular ρ es idempotente, ρ(M) ∈ Tρ = σ[M ], por tanto τ ◦ ρ y
σ ◦ ρ son prerradicales en R-Mod. Además, es claro que τ ◦ ρ ≤ σ ◦ ρ. Por
hipótesis, existe λ ∈ RP tal que

λ ≈ σ ◦ ρ
τ ◦ ρ

=
(σ
τ

)
◦ ρ.

Si N ∈ σ[M ] entonces λ(N) ∼= (στ ) ◦ ρ(N) = σ
τ (N). Como σ[M ] es cerrada

bajo submódulos y λ(N) ≤ N entonces λ(N) ∈ σ[M ]. Se cumple así que
λ|σ[M ] es un prerradical en σ[M ] y por tanto σ

τ ≈ λ|σ[M ]. �

En este capítulo se usará continuamente que RHP es cerrada bajo ◦.

51
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Corolario 4.1.2. Sea M ∈ R-Mod. Si se cumple RP ⊇ Q(RHP) entonces
para cada σ y τ prerradicales hereditarios en σ[M ] con τ ≤ σ, existe un
prerradical λ en σ[M ] tal que λ ≈ σ

τ . �

Sea I un ideal de un anillo R, viendo a ambos como R-módulos izquier-
dos el cociente M := R/I también es un módulo izquierdo que a su ves
es un anillo, con lo cual σ[M ] = R/I-Mod. Se siguen ahora los siguientes
resultados.

Corolario 4.1.3. Sea I un ideal de R. Si RP = Q(RP) entonces R/IP =
Q(R/IP). �

Corolario 4.1.4. Sea I un ideal de R. Si RP ⊇ Q(RHP) entonces R/IP ⊇
Q(R/IHP). �

Proposición 4.1.5. Las siguientes condiciones son equivalentes para una
familia �nita de anillos {Ri | 1 ≤ i ≤ n}.

(a) RiP = Q(RiP) para todo 1 ≤ i ≤ n;

(b) Si R = R1 ×R2 × ...×Rn entonces RP = Q(RP).

Demostración. (b) ⇒ (a) Es consecuencia del Corolario 4.1.3 pues cada Ri
es isomorfo a un ideal de R.

(a)⇒ (b) Se puede asumir que n = 2 y concluir por inducción. Si λi ∈ RiP
con i = 1, 2, se tiene el prerradical (λ1, λ2) de�nido por

(λ1, λ2)(M) = λ1((R1 × 0)M) + λ2((0×R2)M)

para cada M ∈ R-Mod. Sean σ, τ ∈ RP con τ ≤ σ y sean σi = σ|Ri−Mod y
τi = τ |Ri−Mod con i = 1, 2. Claramente σi, τi ∈ RiP y τi ≤ σi. Por (a) existen
prerradicales λi ∈ RiP con i = 1, 2 tales que σi

τi
≈ λi. Ahora

σ

τ
(M) =

σ(M)

τ(M)
=
σ((R1 × 0)M + (0×R2)M)

τ((R1 × 0)M + (0×R2)M)

=
σ((R1 × 0)M) + σ((0×R2)M)

τ((R1 × 0)M) + τ((0×R2)M)

∼=
σ((R1 × 0)M)

τ((R1 × 0)M)
⊕ σ((0×R2)M)

τ((0×R2)M)

=
σ1((R1 × 0)M)

τ1((R1 × 0)M)
⊕ σ2((0×R2)M)

τ2((0×R2)M)

∼= λ1((R1 × 0)M)⊕ λ2((0×R2)M) ∼= (λ1, λ2)(M).
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Es decir σ
τ ≈ (λ1, λ2). �

Nuevamente es posible restringir el resultado anterior a RHP.

Corolario 4.1.6. Las siguientes condiciones son equivalentes para una fa-
milia �nita de anillos {Ri | 1 ≤ i ≤ n}.

(a) RiP ⊇ Q(RiHP) para todo 1 ≤ i ≤ n;

(b) Si R = R1 ×R2 × ...×Rn entonces RP ⊇ Q(RHP).

�

Proposición 4.1.7. Sean σ, τ ∈ RP con 1
τ ≈ σ. Entonces la clase de pre-

torsión Tτ coincide con Fσ. En particular, Tτ es cerrada bajo submódulos y
productos.

Demostración. Se tiene para todo M ∈ R-Mod:

M ∈ Tτ ⇔M = τ(M)⇔
(

1

τ

)
(M) = 0⇔ σ(M) = 0⇔M ∈ Fσ.

Con lo cual Tτ = Fσ y como Fσ es cerrada bajo submódulos y productos,
Tτ también lo es. �

Proposición 4.1.8. Si RP ⊇ Q(RHP), entonces R es artiniano izquierdo.

Demostración. Si τ es un prerradical hereditario entonces por hipótesis 1
τ ≈

λ para algún prerradical λ. Por la Proposición 4.1.7 Tτ es cerrada bajo
productos. Por el Lema A.2.7 R es artiniano izquierdo.

�

En el Ejemplo 3.4.1 del Capítulo 2 se describió Q(RP) para anillos semi-
simples. Particularmente se encontró que RP = Q(RP). El siguiente teorema
establece el recíproco.

Teorema 4.1.9. Las siguientes condiciones con equivalentes para un anillo
R.

(a) R es semisimple artiniano;

(b) RP = Q(RP);

(c) RHP = Q(RHP);

(d) 1
soc ≈ τ para cierto τ ∈ RHP.
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Demostración. (a)⇒ (b) Se sigue del Ejemplo 3.4.1

(a)⇒ (c) Por el el Teorema 1.3.8 y la Proposición 1.3.9 cada prerradical
λ ∈ RP es t-radical hereditario. Sean σ, τ ∈ RP con τ ≤ σ y sean I, J ideales
de R con J ⊇ I tales que σ(M) = JM y τ(M) = IM para todoM ∈ R-Mod.
Como R es semisimple, J = H ⊕ I para algún ideal H de R. Se sigue que
σ
τ (M) = JM

JN ≈ HM . Por tanto, στ ≈ ρ, donde ρ es el t-radical (hereditario)
asociado a H.

(c)⇒ (d) Es obvio.

(d) ⇒ (a) Sea S un módulo simple, entonces τ(S) ∼= 1
soc(S) = S

socS = 0.
Como τ es hereditario Fτ es cerrrada bajo cápsulas inyectivas, entonces el
cogenerador de R-Mod

∏
S∈R−Simp

ES es un elemento de Fτ . Se tiene que τ = 0

y por tanto soc = 1, es decir, R es un anillo semisimple.

(b)⇒ (a) R es un anillo artiniano por 4.1.8. Se probará que R es un V -
anillo pues por 1.3.10 ambas condiciones implican que R es semisimple. Por
hipótesis soc

soc∧J ≈ σ para algún σ ∈ RP, donde J es el radical de Jacobson de
R. Si R no es un V-anillo entonces existe un S ∈ R-Simp tal que S 6= ES,
luego

σ(S) ∼=
soc(S)

soc(S) ∩ J(S)
=

S

S ∩ 0
∼= S

y

σ(ES) ∼=
soc(ES)

soc(ES) ∩ J(ES)
=

S

S ∩ J(ES)
.

Como S 6= ES, J(ES) ⊃ S, entonces 0 = σ(ES) ⊇ σ(S) = S, una con-
tradicción. Se sigue que S = ES para cada S ∈ R-Simp y así, R es un
V-anillo. �

4.2. RP ⊇ Q(RHP)

Comienza ahora el camino para caracterizar anillos que satifacen RP ⊇
Q(RHP).

Lema 4.2.1. Sea τ un radical hereditario en R-Mod. Si 1
τ ≈ λ para algún

λ entonces τ es estable.

Demostración. Sea M ∈ Tτ , entonces

λ(EM) ∼=
1

τ
(EM) = EM/τ(EM)

y por tanto λ(EM) ∈ Fτ pues τ es radical. Como λ(EM)∩M ≤M entonces
λ(EM)∩M ∈ Tτ y similarmente λ(EM)∩M ∈ Fτ . Con lo cual λ(EM)∩M ∈
Tτ ∩ Fτ = 0. Usando que M es esencial en EM se obtiene λ(EM) = 0, es
decir, EM ∈ Tτ . �
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Lema 4.2.2. Si para cualquier S ⊆ R-Simp el radical hereditario socS es
estable, entonces cada módulo de Loewy M se descompone como

M =
⊕

S∈R-Simp

socSM.

Demostración. Sea N =
⊕

S∈R-Simp socSM y supongamos que N 6= M .
Por la Proposición 1.3.12 M/N contiene un submódulo simple, digamos,
L/N ∼= T ∈ R-Simp. Consideremos la siguiente sucesión exacta.

0 −→ N/socT (M) −→ L/socT (M) −→ L/N −→ 0

Notemos que N/socT (M) es de torsion respecto a socS donde S = R-
simp\{T}. Además, el monomor�smo anterior no puede ser esencial porque
de serlo, por la Proposición 1.1.15, E(N/socT (M)) = E(L/socT (M)) y como
socS es hereditario y estable entonces L/socT (M) sería de torsión respecto
a socS , una contradicción. Por tanto, la sucesión se escinde y así B/N se su-
merge en B/socT (M), lo cual es una contradicción al hecho que B/socT (M)
es libre de torsión respecto a socT . �

Proposición 4.2.3. Si R es un anillo para el cual RP ⊇ Q(RHP) entonces
R = R1 × R2 × ... × Rn, donde cada Ri es un anillo con un único módulo
simple (salvo isomor�smo) que satisface RiP ⊇ Q(RiHP).

Demostración. Por la Proposición 4.1.8 el anillo R es artiniano izquierdo.
Puede tomarse R-Simp = {S1, S2, ..., Sn}, un conjunto de completo e irre-
dundante de módulos simples; se sigue se los lemas 4.2.1 y 4.2.2 que

R =

n⊕
i=1

socSi(RR).

Como cada socSi(RR) es un ideal de R, la anterior es una descomposición de
anillos. Sea Ri = socSi(RR) para cada i ∈ {1, 2, ..., n}. Claramente cada Ri
tiene un único (salvo isomor�smo) Ri-módulo simple Si. Por la Proposición
4.1.5 los anillos Ri satisfacen RiP ⊇ Q(RiHP).

�

Lema 4.2.4. Sea R que satisface RP ⊇ Q(RHP). Entonces dα(M) ≤ dβ(M)
para cualesquiera ordinales α y β con β ≤ α y para todo M ∈ R-Mod.

Demostración. Dado un prerradical hereditario τ , por hipótesis existe un
prerradical λ tal que 1

τ ≈ λ y así M/τ(M) ∼= λ(M) ≤M para cada M ∈ R-
Mod, es decir, M/τ(M) .M . Entonces

M/socαM ∼= (M/socβM)/(socαM/socβM)
= (M/socβM)/(socα−β(M/socβM))
.M/socβM.
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Se sigue que

socα+1M/socαM = soc(M/socαM) . soc(M/socβM) = socβ+1M/socβM.

�

En lo posterior, cuando se mencione que un módulo es uniserial signi�cará
que su cadena de submódulos es �nita (ver 1.3.13).

Lema 4.2.5. Sea R un anillo que satisface RP ⊇ Q(RHP). Las siguientes
condiciones son equivalentes para todo M ∈ R-Mod.

(a) soc(M) es simple;

(b) M es uniserial.

Demostración. (a) ⇒ (b) R es artiniano por la Proposición 4.1.8, entonces
M tiene longitud de Loewy �nita n ≥ 2. Del Lema 4.2.4 di(M) = 1, es decir,
soci+1M/sociM es distinto de cero y simple para 0 ≤ i < n. Se concluye
entonces que M es uniserial (ver 1.3.13).

(b) ⇒ (a) Como M es uniserial, el primer elemento de la cadena de
submódulos de M es el único submódulo simple.

�

Lema 4.2.6. Sea I ⊆ R un ideal propio. Si C es cogenerador para R-Mod
entonces (0 :C I) es un cogenerador para R/I-Mod.

Demostración. Sea M ∈ R-Mod tal que IM = 0. Sea ι : M −→ CX un
monomor�smo para algún conjunto X. Como Iι(M) = ι(IM) = 0 entonces

ι(M) ⊆ (0 :C
X
I) = (0 :C I)X y así M es cogenerado por (0 :C I). �

Proposición 4.2.7. Para un anillo R que satisface:

(a) R es artiniano izquierdo;

(b) R tiene un único submódulo simple S;

(c) E(S) es uniserial.

Si P es un R-módulo proyectivo con longitud de Loewy n y J es el radical de
Jacobson de R,cada submódulo invariante de P pertenece a la cadena

P ⊃ JP ⊃ J2P ⊃ ... ⊃ Jn−1P ⊃ 0.

Demostración. Sea L un submódulo de P totalmente invariante. Como P/L
tiene zoclo esencial, existe un conjunto X tal que S(X) se sumerge esencial-
mente en P/L. Por otro lado, como R es noetheriano (por el Teorema de
Hopkins) ES(X) es la cubierta inyectiva de S(X). Por tanto se tiene un en-
caje ι : P/L → ES(X). Sean πα : ES(X) → ES y ια : ES → ES(X) las
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proyecciones y encajes canónicos respectivamente. Considerar el diagrama
siguiente

P/L ES(X)

ES

ι

παι
πα ια

Sea m el mínimo natural que cumple L ⊇ JmP (tal m existe pues al menos
L ⊇ 0 = JnP ). Se demostrará que L = JmP .

A�rmación: παι[P/L] * socm−1ES para cierto α ∈ X. En caso contrario

ι[P/L] =
∑
α∈X

ιαπαι[P/L]

⊆
∑
α∈X

ιm−1
α (ES)]

= socm−1
(
ES(X)

)
.

Lo anterior implica que P/L tiene longitud de Loewy a lo más m − 1 y así
Jm−1[P/L] = 0, es decir L ⊇ Jm−1P , contradicción a la minimalidad de m.
La a�rmación queda ahora probada.

Del hecho que ES es uniserial, se cumple παι[P/L] ⊃ socm−1ES, de donde
se tiene παι[P/L] ⊇ socmES. Así

σ[P/L] ⊇ σ[socmES]

Como S es el único módulo simple, entonces ES cogenera a R-Mod. Hacien-
do I = Jm en el lema previo, se deduce que socmES = (0 :ES Jm) cogenera
a R/Jm-Mod. Como R es artiniano izquierdo, R/Jm es �nintamente co-
generado y así se sumerge en una suma directa de socmES. Por el Lema
1.3.16

σ[socmE(S)] = R/Jm−Mod.

Ahora
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R/Jm-Mod ⊇ σ[P/JmP ]
⊇ σ[P/L]
⊇ σ[socmES]
=R/Jm-Mod.

Como L y JmP son submódulos totalmente invariantes de P con L ⊇ JmP
y σ[P/JmP ] = σ[P/L], se sigue del Lema 1.3.17 que L = JmP .

�

Teorema 4.2.8. Si el anillo R satisface RP ⊇ Q(RHP) y además existe un
único módulo simple (salvo isomor�smo) S, entonces R es artiniano izquier-
do y serial.

Demostración. Sea S el único módulo simple y P su cubierta proyectiva.
Como ya se ha visto, R es artiniano izquierdo. Basta probar entonces que
ES y P son ambos uniseriales (Teorema 1.3.14). ES es uniserial por el Lema
4.2.5. Suponer entonces que P tiene longitud de Loewy n. Se sigue del lema
previo que cada submódulo invariante de P es miembro de la cadena

P ⊃ JP ⊃ J2P ⊃ ... ⊃ Jn−1P ⊃ 0,

la cual debe coincidir con la serie de Loewy

P ⊃ socn−1P ⊃ socn−2P ⊃ ... ⊃ socP ⊃ 0.

Como P es cubierta projectiva de un módulo simple, por 1.1.19 socn−1P es
el único submódulo máximo de P , i.e., P/socn−1P es simple. Por hipótesis
existe un prerradical η tal que η ≈ 1

socn−1 , donde η(P ) es simple y como
además es totalmente invariante se sigue que η(P ) = socP . Nuevamente,
usando el Lema 4.2.5 se concluye que P es uniserial. �

Ha quedado probada la primer parte del resultado principal de esta sec-
ción.

Teorema 4.2.9. Si R satisface RP ⊇ Q(RHP) entonces R = R1 × R2 ×
...×Rn, donde cada Ri es un anillo artiniano izquierdo serial con un único
módulo simple (salvo isomor�smo) y que satisface RiP ⊇ Q(RiHP). �

Lema 4.2.10. Sea R un anillo artiniano izquierdo serial con un único mó-
dulo simple S. Si RR tiene longitud de Loewy n, entonces cada módulo ines-
cindible es isomorfo a socmE(S) para algún m ≤ n. Por tanto existe (salvo
isomor�smo) un único módulo inescindible de longitud m para cada m ≤ n.

Demostración. Si M ∈ R-Mod es inescindible entonces es uniserial por
1.3.14, además M se sumerge en ES puesto que ES es cogenerador. Es
fácil ver que ES es uniserial y por tanto todo submódulo suyo debe ser de
la forma socmES para algún m ≤ n.
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�

Proposición 4.2.11. Sea R un anillo artiniano izquierdo serial con un úni-
co módulo simple (salvo isomor�smo). Si RR tiene longitud de Loewy n,
entonces cada prerradical hereditario τ es de la forma τ = socm para algún
m ≤ n.

Demostración. Por el lema previo τ(ES) = socmES para algún m ≤ n. Se
a�rma que τ = socm. Como los prerradicales abren sumas directas basta
probar que τ(M) = socmM para cada módulo uniserial M y concluir por el
mismo lema. De tal suert, siM es uniserial, entoncesM se sumerge en ES y
como τ y socmM son hereditarios, τ(M) = M ∩ τ(ES) = M ∩ socm(ES) =
socmM . Por tanto τ = socmM como se quería.

�

Teorema 4.2.12. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo
R.

(a) RP ⊇ Q(RHP);

(b) R = R1×R2× ...×Rn donde cada Ri es un anillo artiniano izquierdo
serial con un único Ri-módulo simple (salvo isomor�smo).

Demostración. (a)⇒ (b) Es el Teorema 4.2.9.

(b) ⇒ (a) Es su�ciente probar que cada Ri satisface Ri ⊇ Q(RiHP)
debido a la Proposición 4.1.6. Sin pérdida de generalidad se supone que R es
un anillo artiniano izquierdo con un único módulo simple salvo isomor�smo.
Sea σ

τ ∈ Q(RHP) con τ ≤ σ. Como τ es hereditario τ◦σ = τ∧σ = τ . Entonces
σ
τ = σ

τ◦σ = 1
τ ◦ σ. Luego, basta probar que 1

τ ∈ RP. Sea M ∈ R-Mod. Por el
Lema 4.2.10, M ∼=

⊕
α∈Γ Lα para alguna familia de módulos uniseriales Lα,

por tanto, 1
τ (M) ∼=

⊕
α∈Γ

1
τ(Lα) . Todo se reduce ahora a mostrar que existe

η ∈ RP tal que 1
τ (L) ∼= η(L) para cada módulo uniserial L.

Sea n la longitud de Loewy de RR. Por 4.2.11, τ = socm para cierto
m ≤ n. Sea ρ es el t-radical asociado al radical de Jacobson J de R. Sea
entonces L uniserial con longitud de Loewy l; como ya se sabe, la retícula
de submódulos de L se describe por las dos cadenas idénticas:

0 ⊂ socL ⊂ soc2L ⊂ ... ⊂ socl−1 ⊂l= L

y

0 ⊂ J l−1 ⊂ J l−2 ⊂ ... ⊂ JL ⊂ L.

Entonces 1
τ (L) = L/socmL. Si l ≤ m entonces socmL = L y así 1

τ (L) =
0 = JmL = ρm(L). Si l > m entonces L/socML es uniserial con longitud
de Loewy l −m, así, por 4.2.10, L/socmL ∼= socl−m = J l−(l−m) = JmL =
ρm(L). Como se requería, 1

τ (L) ∼= ρm(L) con L un módulo uniserial arbitra-
rio. �
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Corolario 4.2.13. Si R es un anillo uniserial en el sentido de Köthe (par-
ticularmente local uniserial), entonces RP ⊇ Q(RHP). �



Capítulo 5

Cocientes de prerradicales
sobre anillos locales uniseriales

En lo siguiente se describirá el monoide de cocientes de prerradicales
sobre un anillo local uniserial R con longitud de composición n ≥ 1. Para
tal propósito se extienden algunos resultados del Capítulo 2, en particular la
descripción del producto en RP. En un paralelismo natural se generalizan las
retículas Bn y Cn junto con sus propiedades. En el Apéndice B se introducen
los números de Motzkin, requeridos para calcular el cardinal de Q(RP). Para
simpli�car la notación, en la mayor parte del capítulo no se distingue entre
los símbolos σ

τ y
[
σ
τ

]
, a menos que se especi�que lo contrario. En general,

la notación σ
τ (M) signi�ca que se evalúa M en cualquier representante de la

clase de equivalencia
[
σ
τ

]
.

5.1. Dos retículas isomorfas

De�nición 5.1.1. Para cada número natural n ≥ 1 se de�ne el conjunto

Wn := {(a1, a2, ..., an) | ai ∈ {−1, 0, 1},
k∑
i=1

ai ≥ 0 ∀ 0 ≤ k ≤ n}.

Es decir, Wn es el conjunto de palabras trinarias con entradas en el
subconjunto de números enteros {−1, 0, 1} tales que la suma de las primeras
k entradas siempre es no negativa para todo k ∈ {1, ..., n}. A continuación
se de�ne un orden en Wn.

De�nición 5.1.2. Dados n ≥ 1, a = (a1, ..., an) y b = (b1, ..., bn) elementos
de Wn :

(1) a ≤ b si para toda k ∈ {1, ..., n} se tiene
k∑
i=1

ai ≤
k∑
i=1

bi.

61
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(2) a ∨ b := (c1, ..., cn), donde c1 := máx{a1, b1} y para cada k ∈ {2, ..., n}

ck :=



-1, si máx

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
< máx

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
;

0, si máx

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
= máx

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
;

1, si máx

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
> máx

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
.

(3) a∧ b := (d1, ..., dn), donde d1 := mı́n{a1, b1} y para cada k ∈ {2, ..., n}

dk :=



-1, si mı́n

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
< mı́n

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
;

0, si mı́n

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
= mı́n

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
;

1, si mı́n

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
> mı́n

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
.

De la de�nición anterior se puede observar que a∨ b y a∧ b satisfacen las
propiedades de supremo e ín�mo, respectivamente, de a y b en Wn. A saber,
si a ∨ b := c = (c1, c2, ..., cn) entonces

k∑
i=1

ci = máx

{
k∑
i=1

ai,

k∑
i=1

bi

}
.

Para probarlo se procede por inducción, donde claramente ck ∈ Wn para
cada k ∈ {1, ..., n}. Si k = 1, la a�rmación es obvia. Sea k ∈ {2, ..., n} y
supongamos cierta la a�rmación para k − 1; se tienen tres posibilidades:

(1) máx

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
> máx

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
;

(2) máx

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
= máx

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
;

(3) máx

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
< máx

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
.

En cualquier caso, variando θ ∈ {−1, 0, 1}:

k∑
i=1

ci =

k−1∑
i=1

ci+ck =

k−1∑
i=1

ci+θ = máx

{
k−1∑
i=1

ai,

k−1∑
i=1

bi

}
+θ = máx

{
k∑
i=1

ai,

k∑
i=1

bi

}
.
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Figura 5.1: Diagramas de Hasse para W2 y W3.

Ahora es claro que a∨ b es supremo de a y b. Similarmente se veri�ca que si
a ∧ b = (d1, ..., d2) entonces para cada k ∈ {1, ..., n}

k∑
i=1

di = min

{
k∑
i=1

ai,

k∑
i=1

bi

}
.

Así, a ∧ b es el ín�mo de a y b. Por tanto 〈Wn,≤,∨,∧,1,0〉 es una retícula
completa con mayor 1 = (1, 1, ..., 1) y menor 0 = (0, 0, ..., 0).Más aún, elimi-
nando los elementos deWn que tengan alguna entrada igual a −1, obtenemos
el conjunto de sucesiones binarias Bn, cuyo orden (véase 2.2.2) coincide con
el recién de�nido ya que las situaciones

máx

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
< máx

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}

y

mı́n

{
k∑
i=1

ai,
k∑
i=1

bi

}
< mı́n

{
k−1∑
i=1

ai,
k−1∑
i=1

bi

}
no pueden ocurrir dentro de Bn y es por las mismas razones que supremos e
ín�mos también coinciden.

Observación 5.1.3. Para cada n ≥ 1 existen encajes de retículas
ξ0 : Wn →Wn+1 y ξ1 : Wn →Wn+1 de�nidos por ξ0(a1, ..., an) := (0, a1, ..., an)
y ξ1(a1, ..., an) := (1, a1, ..., an) para todo (a1, ..., an) ∈ Wn. Como ejemplo,
ver la imagen 5.1.
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Del isomor�smo establecido en el teorema 2.2.6 y las consideraciones
previas, podemos derivar el siguiente

Corolario 5.1.4. Dado n ≥ 0, Wn contiene una copia isomorfa de RP,
donde R es cualquier anillo local uniserial con longitud de composición n. �

Ahora se de�nirán retículas de caminos que resultarán isomorfas a Wn

para cada n, lo que permitirá probar el resultado más importante del capí-
tulo.

De�nición 5.1.5. Un n-camino funcional (ver Capítulo 2) c = (c0, c1, ..., cn)
se llama w-camino si c0 = 0, y −1 ≤ ci+1− ci ≤ 1 para todo i ∈ {0, 1, ..., n−
1}.

Un w-camino c = (c0, c1, ..., cn) siempre cumple que 0 ≤ c1− c0 = c1 ≤ 1
y por tanto c1 = 0 o c1 = 1.

Llamaremos Kn a la colección de w-caminos de longitud n ≥ 1 y natu-
ralmente los relacionamos con caminos en la cuadrícula n+12 que van del
punto (0, 0) a algún punto (n, y) siempre iguales o por debajo de la diagonal
x = y con saltos horizontales del tipo (1, 0) o diagonales en dos sentidos,
(1, 1) y (1,−1). La �gura 5.2 muestra un elemento típico en K10. El obje-
tivo es proveer de estructura de orden a Kn, probar que es una retícula y
establecer un isomor�smo entre Wn y Kn para cada n.

Lema 5.1.6. Para cualesquiera a, b ∈ N:

(1) máx{a, b} ≤ máx{a, b+ 1} ≤ máx{a, b}+ 1 = máx{a+ 1, b+ 1};

(2) mı́n{a, b} ≤ mı́n{a, b+ 1} ≤ mı́n{a, b}+ 1 = mı́n{a+ 1, b+ 1};

(3) máx{a, b} − 1 ≤ máx{a− 1, b− 1} ≤ máx{a, b− 1} ≤ máx{a, b};

(4) mı́n{a, b} − 1 ≤ mı́n{a− 1, b− 1} ≤ mı́n{a− 1, b} ≤ mı́n{a, b}.

�

Teorema 5.1.7. Para cada n ∈ N, Kn es una subretícula de Fn.

Demostración. Dados c = (c0, c1, ..., cn), c′ = (c′0, c
′
1, ..., c

′
n), elementos de

Kn, basta ver que c∨ c′ y c∧ c′ son a su vez elementos de Kn. Por de�nición
c ∨ c′ = (t1, ..., tn) y c ∧ c′ = (s1, ..., sn), donde ti = máx{ci, c′i} y si =
mı́n{ci, c′i} para cada i ∈ {0, 1, ..., n}. Notemos que t0 = s0 = 0 pues c0 =
c′0 = 0. Sea entonces k ∈ {1, 2, ..., n− 1} y ya que c, c′ ∈ Kn se cumple

−1 ≤ ck+1 − ck, c′k+1 − c′k ≤ 1.

Sin pérdida de generalidad, se tienen los siguientes casos
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Caso 1. ck+1 − ck = c′k+1 − c′k = 0.

Caso 2. ck+1 − ck = c′k+1 − c′k = 1.

Caso 3. ck+1 − ck = c′k+1 − c′k = −1.

Caso 4. ck+1 − ck = 0 y c′k+1 − c′k = 1.

Caso 5. ck+1 − ck = 0 y c′k+1 − c′k = −1.

Caso 6. ck+1 − ck = 1 y c′k+1 − c′k = −1.

Para una demostración detallada de los casos 1,2,4 se sugiere [15]. En el caso
3 se tiene que ck+1 = ck − 1 y c′k+1 = c′k − 1, usando ahora el inciso (3) del
lema previo

tk − 1 = máx{ck, c′k} − 1 ≤ máx{ck − 1, c′k − 1} = máx{ck+1, c
′
k+1} = tk+1.

Es decir −1 ≤ tk+1 − tk. Por el inciso (3) y (1) del mismo lema

tk+1 = máx{ck+1, c
′
k+1} = máx{ck − 1, c′k − 1} ≤ máx{ck, c′k}+ 1 = tk + 1

Con lo cual tk+1 − tk ≤ 1. Se cumple entonces que −1 ≤ tk+1 − tk ≤ 1.

Ahora, para el caso 5, nuevamente usando 5.1.6, se tienen las desigual-
dades

tk − 1 = máx{ck, c′k} − 1 ≤ máx{ck, c′k − 1} = máx{ck+1, c
′
k+1} = tk+1;

tk+1 = máx{ck, c′k − 1} ≤ máx{ck, c′k}+ 1 = tk + 1.

Por tanto −1 ≤ tk+1 − tk ≤ 1.

En el caso 6 tenemos ck+1 − ck = 1 y c′k+1 − c′k = −1 y se cumplen las
desigualdades

tk − 1 = máx{ck, c′k} − 1 ≤ máx{ck + 1, c′k} − 1 ≤ máx{ck + 1, c′k − 1}
= máx{ck+1, c

′
k+1} = tk+1;

tk+1 = máx{ck+1, c
′
k+1} = máx{ck + 1, c′k − 1} ≤ máx{ck + 1, c′k}

≤ máx{ck, c′k}+ 1 = tk + 1.
�

Corolario 5.1.8. Para cada n ≥ 1, Kn es distributiva.

Demostración. Para c, d, e ∈ Kn y t = e ∨ (c ∧ d), s = (a ∨ c) ∧ (e ∨ d):

ti = máx{ei,mı́n{ci, di}} = mı́n{máx{ei, ci},máx{ei, di}} = si.

�
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Figura 5.2: Un elemento de K10.

Teorema 5.1.9. |Kn+1| = 3|Kn|−mn para cada n ≥ 1. Si n = 1, |Kn| = 2.

Demostración. Sea n ≥ 2. Si c = (c0, c1, ..., cn) ∈ Kn, el camino c′ =
(c0, c1, ..., cn, cn+1) es un elemento de Kn+1 si y sólo si cn+1−cn ∈ {−1, 0, 1},
de aquí que cn+1 tiene exactamente dos valores posibles si y sólo si cn = 0. Un
tal camino es precisamente de Motzkin (ver Apéndice B). Luego, |Kn+1| =
3|Kn| −mn. �

Teorema 5.1.10. Para cada n ∈ N, existe un isomor�smo de orden entre
Wn y Kn.

Demostración. De�namos ϕ : Wn → Kn tal que si (a1, a2, ..., an) ∈ Wn

entonces ϕ(a1, a2, ..., an) = (0, a1, a1 + a2, ...,
∑n

i=1 ai). Si a = (a1, ..., an) y

b = (b1, ..., bn) son elementos de Wn con a ≤ b entonces
∑k

i=1 ai ≤
∑k

i=1 bi
para cada k ∈ {1, ..., n} y por tanto ϕ(a) ≤ ϕ(b). Se tiene entonces que ϕ es
un mor�smo de orden.

Ahora sea ψ : Kn → Wn tal que para cada camino (c0, ..., cn) ∈ Kn

ψ(c0, ..., cn) = (a1, ..., an) donde para i ∈ {1, ...n}

ai := ci − ci−1

Claramente cada suma del tipo
k∑
i=1

ai con k ∈ {1, .., n}, es telescópica y por

tanto tenemos

ck =

k∑
i=1

ai ≥ 0

Resta ver que ψ es un mor�smo de orden. Sean entonces c = (c0, c1, ...cn) y
d = (d1, ..., dn) elementos de Kn con c ≤ d. Si ψ(c) = (a1, ..., an) y ψ(d) =
(b1, ..., bn), para k ∈ {1, .., n}
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k∑
i=1

ai = ck ≤ dk =

k∑
i=1

bi.

Se cumple así que ψ es un mor�smo de orden. Tenemos además las identi-
dades

ψ ◦ ϕ(a1, a2, ..., an) = ψ(0, a1, a1 + a2, ...,

n∑
i=1

ai) = (a1, ..., an);

ϕ◦ψ(c0, c1, ..., cn) = ϕ(c1, c2−c1, ..., cn−cn−1) = (0, c1, ..., cn) = (c0, c1, ..., cn),

para cada (a1, a2, ..., an) ∈ Wn y (c0, c1, ...cn) ∈ Kn. Finalmente, hemos
probado que Wn

∼= Kn para todo n ≥ 1. �

Corolario 5.1.11. |Wn+1| = 3|Wn| −mn. �

5.2. La retícula Q(RP)

A lo largo de esta sección se considera un anillo local uniserial R �jo con
serie de composición 0 = I0 < I1 < ... < In = R. Por el Corolario 2.1.4 del
Capítulo 2, para cada R-módulo M existe un conjunto S ⊆ {0, 1, ..., n} para
el cual M =

⊕
s∈S I

(Xs)
s , donde cada Xs es un conjunto no vacío. Si σ y τ

son prerradicales sobre R con τ ≤ σ, del hecho que cocientes de prerradicales
conmutan con el símbolo de suma directa (ver proposición 3.1.1) se observa
que

σ

τ
(M) ∼=

⊕
s∈S

[σ
τ

(Is)
](Xs)

. (B)

Lema 5.2.1. Si 0 ≤ r ≤ k ≤ n entonces Ik
Ir
∼= Ik−r.

Demostración. Ik/Ir es un módulo uniserial con longitud de composición
k − r isomorfo a una suma directa de ideales de R. La única posibilidad es
que sea precisamente isomorfo a Ik−r. �

De (B) y el lema 5.2.1 se deduce que para cada s ∈ S, στ (Is) es isomorfo
a algún Iks , con ks ≤ s. Además, σ

τ (M) . M para cada módulo M y
prerradicales τ ≤ σ. Más aún, por el comportamiento de los prerradicales
sobre los ideales de R, descrito en la proposición 2.1.5, si τ(Ik) = Ir, se tienen
los siguientes casos:

1. τ(Ik+1) = Ir;

2. τ(Ik+1) = Ir+1.
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En el primero, si σ(Ik+1) = Im entonces σ
τ (Ik+1) ∼= Im−r, en cambio, si

σ(Ik+1) = Im+1,
σ
τ (Ik+1) ∼= Im−r+1. Para el caso 2, si σ(Ik+1) = Im entonces

σ
τ (Ik+1) ∼= Im−r−1 y si σ(Ik+1) = Im+1 entonces σ

τ (Ik+1) ∼= Im−r. Vemos
pues que un cociente de prerradicales sobre un anillo local uniserial R está
descrito por su comportamiento sobre los ideales Ik de la serie de composición
de R, de forma análoga a los prerradicales mismos. Es posible que el funtor
σ
τ no sea equivalente módulo ≈ a ningún prerradical, a saber, en el caso
σ(Ik+1) = Im y τ(Ik+1) = Ir+1.

Observación 5.2.2. Un cociente de prerradicales σ
τ sobre un anillo local

uniserial con longitud de composición n ≥ 1 no es equivalente a ningún
prerradical si y sólo si existen enteros 0 ≤ r < s ≤ n tales que

σ

τ
(Ir) �

σ

τ
(Is).

En tal caso diremos que σ
τ es un cociente estricto. Si no ocurre lo anterior se

dice que σ
τ es un prerradical.

Dado un elemento a = (a1, ..., an) ∈Wn \Bn, nuestra intención es cons-
truir dos prerradicales σa ≥ τa sobre R tales que su cociente quede comple-
tamente determinado por a. Naturalmente se de�ne σa(I0) = τa(I0) = 0. Si
a1 = 0 hacemos σa(I1) = τa(I1) = 0; si en cambio a1 = 1, σa(I1) = 1
y τa(I1) = 0. Sea ahora k ≥ 2 y supongamos de�nidos σa(Ik) = Is y
τa(Ik) = Ir:

σa(Ik+1) :=


Is, si ak+1 = −1;
Is, si ak+1 = 0;
Is+1, si ak+1 = 1.

τa(Ik+1) :=


Ir+1, si ak+1 = −1;
Ir, si ak+1 = 0;
Ir, si ak+1 = 1.

Claramente σa(I1) ≥ τa(I1). Si se supone σa(Ik) ≥ τa(Ik) para cierto
k ∈ {1, ..., n− 1}, se debe corroborar que la desigualdad sigue siendo válida
al evaluar en Ik+1. Si ak+1 = 0 o ak+1 = 1 la a�rmación es obvia, así como en
el caso que ak+1 = −1 y σa(Ik) > τa(Ik). Queda entonces el caso ak+1 = −1
y σa(Ik) = τa(Ik). De la de�nición de σa y τa se observa que los valores σa(Is)
aumentan siempre que as = 1 y los τa(Is) lo hacen cuando as = −1, como
además

∑s
i=0 ak ≥ 0 para todo s ∈ {1, ..., n}, se deduce que si σa(Is) = τa(Is)

entonces σa(Is+1) = τa(Is+1) = σ(Is) o σa(Is+1) > τa(Is+1) = σ(Is). Es
decir, si σa(Ik) = τa(Ik) no puede cumplirse ak+1 = −1. Por tanto, σa ≥ τa
y σa

τa
es un cociente de prerradicales estricto por construcción. Más aún, la

asignación a 7→
[
σa
τa

]
= σa

τa
es inyectiva, pues si a, b ∈ Wn con σa

τa
= σb

τb
, un
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argumento inductivo similar a los ya establecidos prueba que a = b. Hemos
probado la existencia de una función inyectiva ϑn entre el subconjunto Wn \
Bn de Wn y el subconjunto de cocientes estrictos en Q(RP) para cualquier
anillo uniserial R con longitud de composición n ≥ 1. La situación anterior
se extiende fácilmente a cocientes de prerradicales en general, simplemente
eliminando la necesidad que exista una entrada ak = −1. Nótese que en dicho
caso τa = 0 y que σa

0 corresponde precisamente al elemento ψn(a) como en
el teorema 2.2.6.

Lema 5.2.3. (a) La asignación ϑn : Wn → Q(RP) dada por

ϑn(a) :=

[
σa
τa

]
es inyectiva;

(b) La restricción de ϑn a Wn \Bn tiene codominio Q(RP) \ RP;

(c) La restricción de ϑn a Bn es biyectiva sobre RP.

�

Teorema 5.2.4. Si R es un anillo local uniserial con longitud de composición
n ≥ 1, existe una biyección entre Q(RP) y Wn.

Demostración. Gracias al lema previo ϑn : Wn → Q(RP) es inyectiva. Sea
γn : Q(RP) → Wn de�nida como sigue. Para σ

τ ∈ Q(RP), si r1, r2 son tales
que σ(I1) = Ir1 , τ(I1) = Ir2 , entonces γn

(
σ
τ

)
(1) = r1−r2; si k ∈ {1, ..., n−1}:

γn

(σ
τ

)
(k + 1) :=


-1, si στ (Ik+1) < σ

τ (Ik);
0, si στ (Ik+1) = σ

τ (Ik);
1, si στ (Ik+1) > σ

τ (Ik).

No es di�cil ver que γn está bien de�nida. Sea σ
τ ∈ Q(RP) y hagamos a :=

γn
(
σ
τ

)
, ak := γn

(
σ
τ

)
(k) para cada k ∈ {1, ..., n}. Entonces σa

τa
(I1) = σ

τ (I1).
Supongamos que se cumple σa

τa
(Ik) = σ

τ (Ik) = Ir para k ∈ {2, ..., n− 1}.

1. Si στ (Ik+1) < σ
τ (Ik) = Ir entonces

σ
τ (Ik+1) = Ir−1 y ak+1 = −1, con lo

cual σaτa (Ik+1) = Ir−1;

2. Si στ (Ik+1) = σ
τ (Ik) = Ir es claro que ak+1 = 0 y σa

τa
(Ik+1) = Ir;

3. Si ocurre σ
τ (Ik+1) > σ

τ (Ik) = Ir entonces σ
τ (Ik+1) = Ir+1, ak = 1 y

σa
τa

(Ik+1) = Ir+1.

En cualquier caso tenemos para cada k ∈ {1, ..., n − 1} que σa
τa

(Ik+1) =
σ
τ (Ik+1). Entonces ϑn ◦ γn

(
σ
τ

)
= 1Q(RP).

Sea ahora a = (a1, ..., an) ∈Wn. Calculemos γn◦ϑn(a) = γn

(
σa
τa

)
. Proce-

diendo por inducción (nuevamente) se observa primero que γn

(
σa
τa

)
(1) = a1.

Suponiendo cierto para k ∈ {2, ..., n−1} que γn
(
σa
τa

)
(k) = ak y

σa
τa

(Ik) = Ir:
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1. Si ak+1 = −1 entonces σa
τa

(Ik+1) = Ir−1 y γn

(
σa
τa

)
(k) = −1.

2. Si ak+1 = 0 entonces σa
τa

(Ik+1) = Ir y γn

(
σa
τa

)
(k) = 0.

3. Si ak+1 = 1 entonces σa
τa

(Ik+1) = Ir+1 y γn

(
σa
τa

)
(k) = 1.

En cualquier caso γn

(
σa
τa

)
(k + 1) = ak+1, con lo cual γn ◦ ϑn(a) = a. Por

tanto, γn ◦ ϑn = 1Wn . Concluímos que Q(RP) ∼= Wn. �

Se de�ne naturalmente para σ
τ ,

η
ρ ∈ Q(RP)

σ

τ
/
η

ρ
⇔ γn

(σ
τ

)
≤ γn

(
η

ρ

)
.

Es notorio que γn
(

1
0

)
es el mayor elemento de Wn, contrario a γn

(
0
0

)
, el

menor de Wn. Con esta de�nición, es claro que
〈
Q(RP),/,∨,∧, 1

0 ,
0
0

〉
es una

retícula.

Corolario 5.2.5. Si R es un anillo local uniserial con longitud de com-
posición n ≥ 1, las retículas

〈
Q(RP),/,∨,∧, 1

0 ,
0
0

〉
y 〈Wn,≤ ∨,∧,1,0〉 son

isomorfas. �

Corolario 5.2.6. Si R es un anillo local uniserial con longitud de com-
posición n ≥ 1, las retículas

〈
Q(RP),/,∨,∧, 1

0 ,
0
0

〉
y 〈Kn,≤ ∨,∧,1,0〉 son

isomorfas. �

Corolario 5.2.7. Para un anillo local uniserial R con longitud de composi-
ción n ≥ 1, Q(RP) es distributiva. �

Corolario 5.2.8. Sea Rn un anillo local uniserial con longitud de composi-
ción n ≥ 1 y mn el n-ésimo número de Motzkin. Si qn := |Q(RnP)| entonces

q1 = 2 si n = 1;

qn+1 = 3qn −mn si n > 1.

�

Proposición 5.2.9. Si σ y τ son prerradicales tales que τ ≤ σ y existe
k ∈ {1, ..., n} tal que:

i) Si se cumple

(1) k = mı́n{r | σ(Ir) 6= τ(Ir)}.
(2) τ(Ir) es constante ∀ k ≤ r ≤ n.

Entonces σ
τ es un prerradical.
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(1,1,−1)

(1,−1,1)

(1,0,−1)

(1,−1,0)

(0,1,−1)

Figura 5.3: Cocientes estrictos sobre un anillo local uniserial con longitud de composición 3.

ii) Si se cumple

(1) k = mı́n{r | σ(Ir) 6= τ(Ir)}.
(2) No existe k ≤ r ≤ n tal que τ(Ir) < τ(Ir+1) y σ(Ir) = σ(Ir+1)

para cada k < r ≤ n.

Entonces σ
τ es un prerradical.

En cualquier caso, σ
τ /

σ
0 .

Demostración. Se sigue de la Observación 5.2.2. �

Corolario 5.2.10. (a) Si τ es un prerradical idempotente y σ ≥ τ , enton-
ces σ

τ es un prerradical.

(b) Si σ es radical y σ ≥ τ , entonces σ
τ es un prerradical.

�

Proposición 5.2.11. Si λ es el isomor�smo del lema 2.3.3, entonces para
todo prerradical σ se cumple 1

σ = λ(σ).

Demostración. Por el lema anterior 1
σ es un prerradical. Usando el isomor-

�smo de retículas γ del teorema 5.2.4 se tiene que

γ

(
1

σ

)
(k) :=


0, si 1

σ (Ik) ∼= 1
σ (Ik+1); (1)

1, si 1
σ (Ik) � 1

σ (Ik+1). (2)

Supongamos que σ(Ik) = Ir y σ(Ik+1) = Is, donde s ∈ {r, r + 1}.
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Si ocurre (1)

1

σ
(Ik) ∼=

1

σ
(Ik+1)⇔ Ik−r = Ik+1−s ⇔ k − r = k + 1− s⇔ s = r + 1.

Si ocurre (2)

1

σ
(Ik) �

1

σ
(Ik+1)⇔ Ik−r < Ik+1−s ⇔ k−r < k+1−s⇔ s < r+1⇔ s = r.

Por tanto,

γ

(
1

σ

)
(k) :=


0, ssi γ

(
σ
0

)
(k) = 1;

1, ssi γ
(
σ
0

)
(k) = 0.

Concluímos que 1
σ = λ(σ). �

Corolario 5.2.12. 1
σ es un prerradical para todo σ. En particular, para

ωn−1
0 y αn−1

n−1, el único átomo y coátomo de Q(RP) respectivamente, se tiene
1

αn−1
n−1

= ωn−1
0 y 1

ωn−1
0

= αn−1
n−1. �

El lema 2.2.5 se escribe ahora en términos convenientes para este capítulo.

Lema 5.2.13. Supongamos que σ cubre a τ . Entonces existe k ∈ {1, 2..., n}
tal que

(1) σ(Ir) = τ(Ir) para r 6= k, k + 1.

Si σ(Ik−1)= Is:

(2) σ(Ik) = Is+1, τ(Ik) = Is;

(3) Si k < n entonces σ(Ik+1) = Ik+1, τ(Ik+1) = Is+1.

�

En la �gura 5.4, se presenta a la izquierda el hemisferio norte y a la
derecha el sur de Q(RP), donde R es un anillo local uniserial con longitud
de composición 4.

Proposición 5.2.14. Supongamos que σ cubre a τ . Sean k y s como en el
lema anterior.

(a) Si k = n entonces σ
τ es un prerradical;

(b) Si k < n entonces σ
τ no es un prerradical.



5.2. La retícula Q(RP) 73

Figura 5.4: Cocientes estrictos sobre un anillo local uniserial con longitud de composición 4.

Demostración. (a) Es evidente que σ
τ = ωn−1

0 .

(b) σ
τ (Ik) ∼= Is+1

Is
∼= I1 y

σ
τ (Ik+1) ∼= Is+1

Is+1

∼= 0. Luego, στ no es un prerradical.

�

Corolario 5.2.15. En Q(RP), donde R es un anillo local uniserial con lon-
gitud de composición n ≥ 1, existen n átomos, cada uno de los cuales es
cociente de dos prerradicales, donde el mayor cubre al menor. En particular
Q(RP) no es una retícula autodual, ya que el único coátomo es αn−1

n−1. �

La �gura 5.5 muestra un átomo para n = 6.

5.2.1. Cocientes de prerradicales idempotentes y radicales

Como se observó en el Capítulo 2 (Corolario 2.4.5), el suborden parcial de
prerradicales idempotentes (radicales) sobre un anillo local uniserial forma
una cadena, con lo cual tiene sentido tomar cocientes de sus elementos, en
donde aparecerá cada prerradical idempotente (radical) ya que 0 es también
idempotente (radical). Sean r,m ∈ {0, ..., n}, entonces αrr ≤ αmm si y sólo si
r ≤ m; como cada prerradical idempotente es de la forma αmm, es posible



74 Capítulo 5. Cocientes de prerradicales sobre anillos locales uniseriales

Figura 5.5: El átomo
ω5
4

ω4
3
para n = 6.

caracterizar respectivos cocientes. En lo que resta de esta sección, el símbolo
σ
τ representa únicamente al funtor cociente de σ y τ .

Corolario 5.2.16. Si σ = αmm y τ = αrr son idempotentes con r ≤ m,
entonces el funtor σ

τ es equivalente (módulo ≈) al prerradical αmm−r y es

idempotente (radical) si y sólo si r = 0 (m = n). Además, existen n(n+1)
2 + 1

de dichos cocientes.

Demostración. La equivalencia σ
τ ≈ αmm−r se sigue de la proposición 5.2.9.

�

Corolario 5.2.17. Si τ = ωm0 y σ = ωr0 son radicales con r ≤ m, entonces σ
τ

es equivalente (módulo ≈) al prerradical αmm−r y es radical (idempotente) si

y sólo si m = n (r = 0). Además, existen n(n+1)
2 + 1 de dichos cocientes. �

Corolario 5.2.18. Coirr(RP) ∪ {0
0} = Q(RHP) = Q(RtRad) ⊆ RP. �

Por supuesto, parte del corolario anterior se sabía de 4.2.13.

Corolario 5.2.19. Si m ∈ {1, 2, ..., n} entonces 1
αmm
≈ ωm0 y 1

ωm0
≈ αmm. �

Aunque el funtor cociente de dos radicales sea equivalente a un prerradical
coirreducible, no se implica que éste último preserve epimor�smos. Esto es
debido a que una propiedad de un funtor cualquiera, no necesariamente es
compartida por todos los elementos de su clase de equivalencia módulo ≈.

Corolario 5.2.20. Sobre anillos locales uniseriales, el funtor cociente de dos
radicales preserva epimor�smos.

Demostración. Se sigue del Corolario 3.1.4 y del hecho que todos los radicales
son t-radicales (Proposición 2.4.4). �
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Figura 5.6:
ω4
0

ω8
0
≈ α8

8

α4
4
para n = 10.

5.2.2. Cocientes de prerradicales primos y coprimos

En el caso de prerradicales primos, r ≤ m si y sólo si ωrr−1 ≤ ωmm−1 y para
coprimos r ≤ m si y sólo si αm1 ≤ αr1 según 2.6.2 y 2.6.3 respectivamente.

Proposición 5.2.21. Si 0 < r < m,
ωmm−1

ωrr−1
no es un prerradical.

Demostración.

ωmm−1

ωrr−1
(Ir−1) = Ir−1

Ir−1

∼= 0;

ωmm−1

ωrr−1
(Ir) = Ir

Ir−1

∼= I1;

ωmm−1

ωrr−1
(Im) = Im−1

Im−1

∼= 0.

Por tanto,
ωmm−1

ωrr−1
no es un prerradical. �

Proposición 5.2.22. Si 0 < r < m,
αr1
αm1

no es un prerradical.

Demostración.

αr1
αm1

(Ir−1) = 0
0
∼= 0;

αr1
αm1

(Ir) = I1
0
∼= I1;

αr1
αm1

(Im) = I1
I1
∼= 0.

Por tanto,
αr1
αm1

no es un prerradical. �
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Figura 5.7:
ω9
8

ω4
3
≈ α4

1

α9
1
para n = 10.

Corolario 5.2.23. En un anillo local uniserial, cocientes de prerradicales
primos coinciden con cocientes de prerradicales coprimos y son estrictos ex-
cepto al dividir un prerradical σ entre sí mismo. �

Consecuencia directa de la Proposición 5.2.11 es que si 0 < m, 1
ωmm−1

∼= αm1

y 1
αm1
∼= ωmm−1.

5.2.3. Cocientes de prerradicales irreducibles y coirreduci-

bles

Sabemos de 2.5.1 y 2.5.2 que los prerradicales irreducibles tienen la forma
ωmr con 0 ≤ r < m ≤ n, mientras que los coirreducibles son del tipo αmr con
0 < r ≤ m ≤ n.

Proposición 5.2.24. Si s < l, r < m y ωls ≤ ωmr :

(a) Si m < l entonces ωls
ωmr

es estricto;

(b) Si l ≤ m entonces ωls
ωmr

es un prerradical.

Demostración. Por el lema 2.5.3 se cumple que r ≤ s y m− l − r + s ≥ 0.

(a) Notemos que

ωmr (Is) =

{
Ir, si r ≤ s ≤ m; (1)
Is−(m−r), si m ≤ s. (2)

Se observa que ωls
ωmr

(Il) = Is
Ir+(l−m)

∼= Is−(r+(l−m))
∼= I(m−r)−(l−s). Si ocurre

(1), entonces ωls
ωmr

(Is) = Is
Ir
∼= Is−r ≥ Is−(r+(l−m)). En cambio, si (2) ocu-
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Figura 5.8:
ω6
3

ω8
6
≈ α8

6

α6
3
para n = 10.

rre, ωls
ωmr

(Is) = Is
Is−(m−r)

∼= Im−r ≥ I(m−r)−(l−s). Cualquiera que sea el valor

de ωls
ωmr

(Is) se cumple que ωls
ωmr

(Is) &
ωls
ωmr

(Il), donde s < l. Así, ωls
ωmr

no es
prerradical.

(b) Tomemos en cada caso k ∈ {0, ..., n}.

Si k ≤ r ≤ s, ωls
ωmr

(Ik) ∼= 0.

Si r ≤ k ≤ s, ωls
ωmr

(Ik) = Ik
Ir
∼= Ik−r.

Si s ≤ k ≤ l, ωls
ωmr

(Ik) = Is
Ir
∼= Is−r.

Si l ≤ k ≤ m, ωls
ωmr

(Ik) =
Ik−(l−s)

Ir
∼= Ik+s−l−r.

Si m ≤ k, ωls
ωmr

(Ik) =
Ik−(l−s)
Ik−(m−r)

∼= Im−l+s−r (constante).

Por tanto ωls
ωmr

es un prerradical. �

De forma similar se obtiene el siguiente resultado.

Proposición 5.2.25. Si 0 < r ≤ m y 0 < s ≤ l y αmr ≤ αls:

(a) Si m ≤ l entonces αmr
αls

es un prerradical;

(b) Si l < m entonces αmr
αls

es estricto.

�

Corolario 5.2.26. Si 0 ≤ r < m ≤ n entonces 1
ωmr
∼= αmm−r. Dualmente, si

0 < r ≤ m ≤ n entonces 1
αmr
∼= ωmm−r. �
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Figura 5.9:
ω9
7

ω7
3
≈ α7

3

α9
2
para n = 10.

5.3. El monoide 〈Q(RP), ◦〉

Nuevamente, R es un anillo local uniserial con longitud de composición
n �jo y serie de composición 0 = I0 < I1 < ... < In = R. R′ denota un anillo
local uniserial con longitud de composición n+ 1 y serie de composición

0 = I ′0 < I ′1 < ... < I ′n < I ′n+1 = R′.

Proposición 5.3.1. Sea σ = ωn−1
0 el único átomo en RP. Para cualquier

prerradical τ se cumple:

a) σ ◦ τ = 0 si y sólo si τ 6= 1.

b) τ ◦ σ 6= 0 si y sólo si τ(I1) = I1 y en tal caso τ ◦ σ = σ.

Demostración. (a) Sean τ = (a1, ..., an) y σ ◦ τ = (p1, ..., pn). Usando la
descripción del producto dada en 2.2.7 y como σ = (0, ..., 0, 1), pk = 0 para
todo k = 1, ..., n− 1. Ahora, pn = 1 si y sólo si an = 1 si y sólo si τ = 1.

(b) Si τ = (a1, ..., an) y τ ◦σ = (p1, ..., pn), como σ = (0, ..., 0, 1) entonces
pk = 0 para todo k = 1, ..., n− 1. Ahora, pn = 1 si y sólo si a1 = 1.

�

Proposición 5.3.2. Si σ y τ son idempotentes, entonces

σ ◦ τ = τ ◦ σ = mı́n{σ, τ}.

Demostración. En RHP, el orden es lineal y las operaciones ∧ y ◦ coinciden.
�
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Para cada σ
τ = (a1, ..., an) ∈ Q(RP) se de�nen(σ

τ

)+
:= (1, a1, ..., an);(σ

τ

)
+

:= (0, a1, ..., an),

que son funciones correspondientes a las que aparecen en la Observación
5.1.3. Es decir, ambas son funciones de Q(RP) en Q(R′P) que se restringen
a funciones de RP en R′P.

Teorema 5.3.3. El monoide 〈RP, ◦,1〉 se sumerge en 〈R′P, ◦,1〉.

Demostración. Sean σ = (a1, ..., an), τ = (b1, ..., bn), σ◦τ = (p1, ..., pn), σ+ =
(c1, ..., cn), τ+ = (d1, ..., dn), y (σ ◦ τ)+ = (e1, ..., en). Se debe probar

(σ ◦ τ)+ = σ+ ◦ τ+. (%)

Sabemos que se cumplen las identidades c1 = d1 = e1 = 1 y para cualquier

k > 1, ck = ak−1, dk = bk−1. Sean rk :=
k∑
i=1

di y sk :=
k∑
i=1

bi.

Sea k > 1.

1. Si dk = 0 entonces ek = 0 y 0 = dk = bk−1. Por tanto pk−1 = 0.

2. Si dk = 1 y crk = 0, entonces ek = 0. Se cumple que bk−1 = 1 y

rk =
k∑
i=1

di =
k∑
i=2

di + 1 =
k∑
i=1

bi−1 + 1 =
k−1∑
i=1

bi + 1 = sk−1 + 1.

Con lo cual 0 = crk = ark−1 = ask−1
. Se tiene entonces que bk−1 = 1 y

ask−1
= 0 y por tanto 0 = pk−1 = ek.

3. Si dk = 1 y crk = 1, similarmente al caso anterior se tiene que bk−1 = 1
y ask−1 = 1.

Es decir, para cada k ∈ {1, ...n}, ek = pk−1. Por tanto, (%) queda probada.
�

Corolario 5.3.4. 〈RHP, ◦,1〉 se sumerge (como monoide) en 〈R′HP, ◦,1〉 .

Demostración. Si σ ∈ RHP, entonces σ
+ ∈ R′HP. �

En particular, la asignación σ 7→ σ+ preserva idempotentes, primos e
irreducibles, mas no lo hace con radicales, coprimos ni coirreducibles. Exten-
demos a continuación la caracterización del producto en prerradicales de la
Proposición 2.2.7 a cocientes.
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Lema 5.3.5. Sean σ
τ = (a1, ..., an) y ε

δ = (b1, ..., bn), cocientes de prerra-
dicales sobre un anillo local uniserial con longitud de composición n ≥ 1 y
sea σ

τ ◦
ε
δ = (p1, ..., pn) su producto. Sea k ∈ {1, ..., n} y supongamos que

ε
δ (Ik) ∼= Irk , donde rk =

∑k
i=1 bi. Entonces se satisfacen las siguientes con-

diciones.

P1 Si bk = 0 entonces pk = 0;

P2 Si bk = 1 y ark = 0 entonces pk = 0;

P3 Si bk = 1 y ark = 1 entonces pk = 1.

P4 Si bk = 1 y ark = −1 entonces pk = −1.

P5 Si bk = −1 y ark−1
= 0 entonces pk = 0.

P6 Si bk = −1 y ark−1
= −1 entonces pk = 1.

P7 Si bk = −1 y ark−1
= 1 entonces pk = −1.

Demostración. P1, P2, P3 fueron probados en 2.2.7.

P4 Si bk = 1 y ark = −1, entonces Irk−1 = τ(Ik−1) < τ(Ik) = Irk y luego
σ(Irk−1) > σ(Irk) y se tiene que pk = −1.

(P5 − P7) Ahora supongamos que bk = −1, entonces Irk+1 = Irk−1
=

τ(Ik−1) > τ(Ik) = Irk . Luego, rk−1−1 = rk. Si ark−1
= −1 entonces στ(Ik) =

σ(Irk) = σ(Irk−1−1) > σ(Irk−1
) = στ(Ik−1), es decir στ(Ik) > στ(Ik−1), con

lo cual pk = 1. Similarmente, si ark−1
= 1 entonces στ(Ik) < στ(Ik−1) y así

pk = −1. Si en cambio ark−1
= 0, se cumple στ(Ik) = στ(Ik−1) y por tanto

pk = 0. �

Corolario 5.3.6. Sea σ = ωn−1
0 el único átomo en RP. Para cualquier

cociente τ
η se cumple:

a) σ
0 ◦

τ
η = 0 si y sólo si τ

η 6=
1
0 .

b) τ
η ◦

σ
0 6= 0 si y sólo si τ

η (I1) ∼= I1 y en tal caso τ
η ◦

σ
0 = σ

0 .

Demostración. La demostración es parecida a 5.3.1, usando 5.3.5. �

Teorema 5.3.7. Existe un encaje de monoides Q(RP) ↪→ Q(R′P).

Demostración. Por el teorema 5.2.4 sabemos que Q(RP) ∼= Wn y Q(R′P) ∼=
Wn+1 (como retículas). Además, por la Observación 5.1.3 Wn se sumerge
(como retícula) en Wn+1. Por otro lado, el teorema anterior nos dice que
dicho encaje restringido a RP es también un encaje de monoides en R′P. Ex-
tendamos dicho resultado a los cocientes de prerradicales respectivos. Basta
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entonces considerar dos cocientes σ
τ = (a1, ..., an) y ε

δ = (b1, ..., bn), donde al
menos uno de ellos es estricto y probar(σ

τ

)+
◦
( ε
δ

)+
=
(σ
τ
◦ ε
δ

)+
. (X)

Donde
(
σ
τ

)+
= (c1, ..., cn),

(
ε
δ

)+
= (d1, ..., dn), στ ◦

ε
δ = (p1, ..., pn) y

(
σ
τ ◦

ε
δ

)+
=

(e1, ..., en).

Se tienen las identidades: c1 = d1 = e1 = 1 y para k > 1, ck = ak−1, dk =

bk−1. Sean rk =
k∑
i=1

di y sk =
k∑
i=1

bi.

1. Si dk = 1 y crk = −1 entonces ek = −1 y bk−1 = 1. Ahora

rk − 1 =

k∑
i=1

di − 1 =

k∑
i=2

di =

k∑
i=2

bi−1 =

k−1∑
i=1

bi = sk−1.

Con lo cual −1 = crk = ark−1 = ask−1
. Se tiene entonces que bk−1 = 1

y ask−1
= −1, por P5 del lema 5.3.5 se tiene que pk−1 = −1 y así

pk−1 = ek.

2. Si dk = −1 y crk−1
= 0 entonces ek = 0 y bk−1 = −1. Luego,

rk−1 − 1 =
k−1∑
i=1

di − 1 =
k−1∑
i=2

di =
k−1∑
i=2

bi−1 =
k−2∑
i=1

bi = sk−2.

Así, 0 = crk−1
= ark−1−1 = ask−2

, con lo cual bk−1 = 1 y ask−2
= 0, por

tanto −1 = ek = pk−1.

3. Si dk = −1 y crk−1
= −1 entonces ek = 1 y bk−1 = 1. Similarmente al

caso 2, se cumple que −1 = crk−1
= ask−2

y por tanto ek = pk−1 = 1.

4. Similar al caso previo, dk = −1 y crk−1
= 1 entonces ek = pk−1 = −1.

Concluímos que (p1, ..., pn)+ = (c1, ...cn) y la identidad (X), queda esta-
blecida.

�

Proposición 5.3.8. Si σ y τ son hereditarios entonces

(σ :op τ) = (τ :op σ) = máx{σ, τ}.

Demostración. En RHP las operaciones ∨ y :op coinciden. �

Teorema 5.3.9. El monoide 〈RP, :op,0〉 se sumerge en 〈R′P, :op,0〉.
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Demostración. Sean σ = (a1, ..., an) y τ = (b1, ..., bn) prerradicales en RP.
Sean además (τ : σ) = (q1, ..., qn), σ+ = (c1, ..., cn), τ+ = (d1, ..., dn) y (τ+ :
σ+) = (e1, ..., en). Se cumplen por tanto las identidades: 0 = e1 = d1 =
c1 dk = bk−1 y ck = ak−1 para cada k ∈ {2, ..., n}.

Debemos probar que

(τ : σ)+ = (τ+ : σ+). (M)

Tomemos k ∈ {2, ..., n} y procedamos como en C1− C3 del lema 2.2.7.

1. Si 1 = dk = bk−1 entonces por C1, 1 = ek = qk−1.

2. Si 0 = dk = bk−1 y ck−rk = 1, entonces por C2, ek = 1. Ahora

k− rk − 1 = k− 1−
k∑
i=1

di = k− 1
k∑
i=2

di = k− 1
k−1∑
i=2

bi = k− 1− sk−1.

Por tanto, 1 = ck−r = ak−r−1 = ak−1−sk−1
y así qk−1 = 1.

3. Si 0 = dk = bk−1 y ck−rk = 0 se procede como en 2 (usando C3).

Lo anterior permite concluir que ek = qk−1 para todo k ∈ {2, ..., n},
estableciendo (M).

�

Corolario 5.3.10. 〈RHP, :op,0〉 se sumerge en 〈R′HP, :op,0〉. �

En el Apéndice C se muestran las tablas de multiplicación de Q(RP) para
algunos anillos locales uniseriales.



Capítulo 6

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo de tesis se ha aplicado con éxito la teoría sobre cocientes
de prerradicales hasta ahora conocida al caso de los anillos locales uniseriales.
Quizá el resultado más interesante es el teorema 5.3.7, el cual nos acerca al
estudio de mor�smos entre monoides de cocientes de prerradicales asociados
a anillos distintos, lo que genera diversas preguntas (ver sección 6.2.2).

6.1. Conclusiones

Si R es un anillo local uniserial, el Lema 5.2.3 y el corolario 5.2.5 nos
garantizan que RP se sumerge como retícula y como monoide en Q(RP).
De hecho, los elementos de Q(RP) también pueden ser visualizados como
caminos en la cuadrícula (n+1)2 (Corolario 5.2.6), situación que permitió
generar los diagramas de Hasse para algunos casos (n = 1, 2, 3, 4) y calcular
el tamaño de Q(RP) (Corolario 5.2.8) para cualquiera que sea la longitud de
composición de R.

Otros resultados de interés son el Corolario 5.2.10 así como las proposi-
ciones 5.2.9 y 5.2.14 y la Observación 5.2.2, los cuales dan condiciones para
que un cociente de prerradicales sea estricto o bien un prerradical; en ese
sentido, el Corolario 5.2.15 describe y cuenta los átomos de Q(RP) y es muy
útil para generar los diagramas de Hasse y las tablas de multiplicación pre-
sentadas al �nal del capítulo 5. La Proposición 5.2.11 es clave en las secciones
5.2.1, 5.2.2, 5.2.3 y precisamente estas últimas secciones mencionadas, son el
complemento necesario para 2.4, 2.6, 2.5, respectivamente.

6.2. Perspectivas

El estudio de los cocientes de prerradicales lleva a distintas preguntas
naturales. Expongo aquí diversos puntos (en diversos temas) que me parecen
la continuación idónea a la investigación vertida en esta tesis.

83
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6.2.1. Operadores cerradura

Un operador cerradura en R-Mod es una función C tal que a cada par
N ≤M ∈ R-Mod, le asigna un submódulo CM (N) de M tal que

1. N ≤ CM (N);

2. Si N ≤ L ≤M , entonces CM (N) ≤ CM (L);

3. Si f : M → M ′ es un mor�smo de R-módulos, entonces f(CM (N)) ≤
CM ′(f(N));

Si D y C son dos operadores cerradura en R-Mod tales que DM (N) ≤
CM (N) para cualesquiera N ≤ M ∈ R-Mod, decimos que D es menor que
C y lo escribimos simplemente por D ≤ C. Aunque no se ha de�nido aún en
la literatura, si D ≤ C siempre podemos tomar el cociente C

D , que se de�ne
en N ≤M como [

C

D

]
M

(N) :=
CM (N)

DM (N)

Pregunta 6.2.1. ¾Qué propiedades tiene C
D?

Si D,C,H son todos operadores cerradura con D ≤ C, y N ≤ M , en-
tonces el submodulo �(H,C,D)M (N) se de�ne por la regla

�(H,C,D)M (N)/DM (N) := HM/Dm(N)(CM (N)/DM (N)).

Parece ser �(H,C,D) es un operador cerradura.

Pregunta 6.2.2. ¾Qué propiedades tiene �(H,C,D)?

Los operadores cerradura en la categoría de módulos son introducidos en
[7] y han sido ampliamente estudiados en años recientes.

6.2.1.1. Anillos locales uniseriales

He encontrado el siguiente resultado.

Lema 6.2.3. Sea C es un operador cerradura en R-Mod. Si Γ es un conjunto
no vacío y {Mα}α∈Γ es una familia de R-módulos, al considerar para cada
α ∈ Γ un submódulo Nα ≤Mα, se cumple la igualdad

C⊕
α∈Γ

Mα
(
⊕
α∈Γ

Nα) =
⊕
α∈Γ

CMα(Nα).

Por el lema anterior, si R es un anillo local uniserial (semisimple arti-
niano), entonces, los operadores cerradura sobre R están determinados por
sus valores en los idealdes de R (los módulos simples), de forma similar a
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los prerradicales. Más aún, si D ≤ C son operadores cerradura, bajo las
condiciones del lema se tiene que[

C

D

]
⊕
α∈Γ

Mα

(⊕
α∈Γ

Nα

)
∼=
⊕
α∈Γ

CMα(Nα)

CMα(Nα)
=
⊕
α∈Γ

[
C

D

]
Mα

(Nα).

Entonces, cocientes de operadores cerradura sobre anillos locales uniseriales
(semisimples artinianos) están determinados por su comportamiento en los
ideales del anillo (los módulos simples), de forma análoga a los cocientes de
prerradicales.

Pregunta 6.2.4. ¾Operadores cerradura y cocientes de operadores cerradu-
ra sobre anillos locales uniseriales pueden representarse como caminos en
(n+1)2?

6.2.2. Mor�smos entre monoides de cocientes de prerradica-

les

En [14] se estudian relaciones entre retículas de prerradicales asociadas a
anillos cuyas categorías de módulos se encuentran en situación de adjunción.
En particular, se prueba que si dos anillos R y S son Morita equivalentes,
existe un mor�smo de retículas y de monoides ϕ : RP→ SP. Es natural pre-
guntarse si Q(RP) y Q(SP) son isomorfos. El candidato a ser el isomor�smo

es la asignación
[
τ1
τ2

]
7→
[
ϕ(τ1)
ϕ(τ2)

]
.

Pregunta 6.2.5. ¾Monoides de cocientes de prerradicales asociados a ani-
llos morita equivalentes son isomorfos?

Por otro lado, puede decirse que la inclusión del Teorema 5.3.7 está ge-
nerada por la inclusión de 5.3.3.

Pregunta 6.2.6. ¾Qué mor�smos (de retículas o monoides) entre RP y SP
generan mor�smos entre Q(RP) y Q(SP)?

En [16, Parte VI], se estudian funciones entre teorías de torsión here-
ditarias, que provienen de mor�smos de anillos, así como de funtores entre
categorías de módulos ([16, Ejercicio E46.9]). Aunque esto se traduciría en
funciones entre radicales hereditarios y en nuestro caso, en cocientes de ra-
dicales hereditarios (que no necesariamente forman un monoide), las consi-
deraciones que aparecen más adelante en 6.2.3 pueden ser de utilidad. Otra
referencia es, nuevamente, [14].

Pregunta 6.2.7. ¾Qué mor�smos de anillos entre R y S o funtores entre
R-Mod y S-Mod generan mor�smos entre Q(RP) y Q(SP)?

Pregunta 6.2.8. ¾Una adjunción entra categorías de módulos asociadas
a anillos distintos genera un mor�smo entre los monoides de cocientes de
prerradicales?
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6.2.3. Sobre la conmutatividad de Q(RHP)

La Pregunta 3.3.5 parece, en general, complicada. Sería interesante en-
tonces estudiar anillos R para los cuales RHP = RHR. Un caso extremo sería
la igualdad RP = RHR, pero por el teorema principal de [28], esto es equi-
valente a que R sea semisimple artiniano. En [12], Fenrick prueba que para
que un anillo noetheriano izquierdo R satisfaga RHP = RHR, debe ser un
V-anillo. Otras referencias se mecionan en [28], que junto a las ideas vertidas
en [26] pueden ser muy útiles para buscar respuestas a 3.3.5.

6.2.4. Monoide de cocientes de t-radicales

Si σ, τ, ρ ∈ RtRad, sabemos que existen ideales I, J,H tales que σ(M) =
IM, τ(M) = JM, ρ(M) = HM para todo módulo M . Si τ ≤ σ y M ∈ R-
Mod,

�(ρ, σ, τ)(M)

τ(M)
= ρ

(
σ(M)

τ(M)

)
= H

(
IM

JM

)
=
HIM + JM

JM
=

(HI + J)M

JM
.

Entonces, �(ρ, σ, τ)(M) = (HI+J)M para todoM ∈ R-Mod (donde HI+J
es un ideal), lo que implica que �(ρ, σ, τ) es un t-radical y por tanto,Q(RtRad)
es un monoide. Resulta interesante estudiar este monoide. En particular, si
Q(RtRad) es conmutativo, entonces

1

σ
◦ σ = σ ◦ 1

σ
= 0

para cualquier σ ∈ RtRad. Luego, todo t-radical es idempotente (ver propo-
sición 3.1.2). En analogía con 3.3.5 aparece la siguiente

Pregunta 6.2.9. ¾Si todo t-radical es idempotente, entonces Q(RtRad) es
conmutativo?

Nuevamente, las referencias en [28] pueden ser de ayuda para dar res-
puesta a esta pregunta.

6.2.5. Monoide de prerradicales extremos

Un prerradical σ se dice extremo si para cada S ∈ R-Simp, σ(ES) = 0
o σ(ES) = ES. Si ρ, σ, τ son todos prerradicales extremos con τ ≤ σ y
S ∈ R-Simp, se tienen los siguientes casos

1. Si τ(ES) = ES, entonces �(ρ, σ, τ)(ES) = 0;

2. Si τ(ES) = 0, entonces �(ρ, σ, τ)(ES) = (ρ◦σ)(ES) y claramente ρ◦σ
es extremo.
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Por lo anterior, la colección de clases de equivalencia módulo ≈ de prerra-
dicales extremos forma un monoide. Resulta interesante investigar más al
respecto.

Los prerradicales extremos se introducen en [27].





Apéndice A

Filtros lineales y módulos
�nitamente anulados

A.1. Filtros lineales

De�nición A.1.1. Una familia L de ideales izquierdos de un anillo R se
llama �ltro lineal si satisface

1. Si I ∈ L y J ⊇ I entonces J ∈ L;

2. Si I, J ∈ L entonces I ∩ J ∈ L;

3. Si I ∈ L y a ∈ R, entonces (I : a) ∈ L.

Para cualquier �ltro lineal L, la clase TL := {M ∈ R-Mod | ∀x ∈
M Ann(x) ∈ L} es de pretorsión hereditaria. Inversamente, dada una cla-
se de pretorsión hereditaria T , el conjunto de ideales izquierdos LT :=
{RI | R/I ∈ T } es un �ltro lineal.

A.2. Módulos �nitamente anulados

DadoM ∈ R-Mod, LM denota al conjunto de todos los ideales izquierdos
J de R para los cuales existe un número �nito de elementos m1, ...,mn ∈M
tales que

n⋂
i=1

Ann(mi) ⊆ J . Es fácil ver que LM es un �ltro lineal. Si RadM

es el prerradical hereditario asociado a LM , como Ann(x) ∈ LM para cada
x ∈M , es claro que RadM (M) = M . Más aún, RadM es el menor prerradical
hereditario tal que M es de torsión. De hecho, si τ es cualquier prerradical
hereditario, el módulo M =

⊕
D∈D R/D, donde D es el conjunto de ideales

izquierdos D tales que τ(R/D) = R/D, es tal que RadM = τ .

Un módulo M es �nitamente generado si existe un número �nito de
elementos m1, ...,mn ∈ M tales que Ann(M) =

⋂n
i=1Ann(mi). Luego, M

es �nitamente anulado si y sólo si LM tiene un elemento mínimo.
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Proposición A.2.1. Son equivalentes para una clase de pretorsión heredi-
taria T :

(a) T es cerrada bajo productos;

(b) LT tiene un elemento menor.

Demostración. (a)⇒ (b) Para la familia de epimor�smos naturales
{ρJ : R ∈ R/J | J ∈ LT } existe un único mor�smo f : R→

∏
J∈LT R/J tal

que I := Kerf =
⋂
LT . Luego

R/I ∼= Imf ≤
∏
J∈LT

R/J.

Como T es cerrada bajo productos entonces R/I ∈ T y así I ∈ LT es el
elemento buscado.

(b⇒ a) Si I es el elemento menor, primero se observa que

T = {M | ∀x ∈M, I ⊆ Ann(x)} = {M | IM = 0}.

Sea {Mi}i∈Γ una familia de módulos contenida en T entonces

I

(∏
i∈Γ

Mi

)
= 0.

�

Un prerradical τ se llama Jansiano si es hererditario y Tτ es cerrada bajo
productos. Si τ es Jansiano yM ∈ R-Mod, por la proposición previa se tiene
que τ(M) = {x ∈M | IX = 0}, donde I es el menor elemento de LTτ .

Proposición A.2.2. M es �nitamente anulado si y sólo si existe un mono-
mor�smo de módulos

R/Ann(M) ↪→Mn

para cierto número natural n.

Demostración. (⇒) Sea Ann(M) =
n⋂
i=1

Ann(mi) con m1, ...,mn ∈ M . Se

de�ne ϕ : R/Ann(M)→Mn por ϕ(r + Ann(M)) =
∑n

i=1 rιi(mi), donde ιi
es la inclusión natural para cada i. Ahora, ϕ(r+Ann(M)) = 0 ssi rιi(mi) = 0
para cada i ssi rmi = 0 para cada i ssi r ∈ Ann(M).

(⇐) Si ϕ es el monomor�smo, se de�ne para cada i = 1, ..., n, mi =

πiϕ(1 + Ann(M)), donde πi es la proyección natural. Si r ∈
n⋂
i=1

Ann(mi) \

Ann(M) entonces para cada i

πiϕ(r +Ann(M)) = rπiϕ(1 +Ann(M)) = rmi = 0
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y así r ∈ Ann(M), contradicción.

�

Proposición A.2.3. Si R es artiniano entonces todo módulo �el M es �ni-
tamente anulado.

Demostración. SiM es �el entonces
⋂
x∈M

ker dx = 0, donde cada dx : R→M

es la multiplicación por x ∈M . Como R es artiniano existen x1, ..., xn ∈M
tales que

n⋂
i=1

ker dxi = 0. Entonces el mor�smo ⊕ni=1dxi : R → Mn es un

encaje. �

El recíproco de lo anterior es cierto, para probarlo se requiere un concepto
auxiliar: Un módulo se dice quasi-artiniano si contiene un sumbódulo propio
esencial. Todo anillo artinano (izquierdo) es quasi-artiniano pues tiene zoclo
no cero.

Proposición A.2.4. Si todo R-módulo �el es �nitamente anulado entonces
R es quasi-artiniano (izquierdo).

Demostración. Sea E =
⊕

S∈R-Simp
ES. Es bien sabido que E es un cogenerador

para R-Mod y por tanto es �el. Por hipótesis R se sumerge en En para algún
n y como RR es �nitamente generado este encaje es en realidad dentro de
una cantidad �nita de cápsulas inyectivas de módulos simples, cada uno de
los cuales es quasi-artiniano. Así RR es quasi-artiniano. �

En [3] se prueba la siguiente

Proposición A.2.5. Un anillo R es artiniano si y sólo si todo cociente R/I
es un anillo quasi-artiniano para cualquier ideal bilateral I. �

Corolario A.2.6. Un anillo R es artiniano si y sólo si todo R-módulo es
�nitamente anulado. �

Finalmente, ha quedado establecido el muy importante

Teorema A.2.7 (Beachy, 1978). Las siguientes condiciones son equivalentes
para un anillo R

1. R es artiniano izquierdo.

2. Todo módulo izquierdo es �nitamente anulado.

3. Para cualquier �ltro lineal D,
⋂
D ∈ D

4. Todo prerradical hereditario es Jansiano.

�
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Sea R un anillo cualquiera. A cada ideal I de R le corresponde un pre-
rradical hereditario ηI , de�nido por ηI(M) := {x ∈ M | Ix = 0} para todo
móduloM . Si R es artiniano, entonces cada prerradical hereditario τ es Jan-
siano por el teorema previo. Haciendo Iτ =

⋂
LTτ , se cumple que (ver el

comentario después de A.2.1) ηIτ = τ . Es decir, la asignación I → ηI es
sobreyectiva si y sólo si el anillo en cuestión es artiniano.



Apéndice B

Números de Motzkin

Se llama número de Motzkin a cualquier número natural que satisfaga la
relación de recurrencia

M0 = 1;

M1 = 1;

Mn = Mn−1 +
n∑
k=2

Mk−2Mn−k.

Los primeros números de Motzkin son

1, 1, 2, 4, 9, 21, 51, 127, 323, 835, 2188, 5798...

Si n ≥ 1, un camino de Motzkin en la cuadrícula n+12 es un w-camino
que termina en el punto (n, 0), es decir, un camino de (0, 0) hasta (n, 0) que
admite pasos sólo de la forma (1, 0), (1, 1), (1,−1). Mn denota el conjunto de
caminos de Motzkin de longitud n ≥ 1 y mn su cardinal. Evidentemente m1 =
1. Se supone que para cierto n > 1, mn−1 = Mn−1. Sea c = (c0, c1, ..., cn) ∈
Mn, se dice que c es de tipo 1 si c1 = 0, en cambio c es de tipo 2 si c1 = 1. Si
c sólo toca al eje x en los extremos de la cuadrícula se dice que "no regresa".
Sea ahora (k, 0) el primer punto distinto del origen donde c toque al eje x.

? Si k = 1, entonces c es de tipo 1, compuesto por un paso horizontal
seguido de un camino de Motzkin de longitud n − 1. Por hipótesis
inductiva, hay Mn−1 caminos de tipo 1 en Mn.

• Si 1 < k ≤ n, entonces c es de tipo 2 y se descompone como un camino
de Motzkin de longitud k que no regresa seguido de un camino en
Mn−k. Variando k se observa que existen

∑n
k=2Mk−2Mn−k caminos

de este tipo en Mn.
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Luego,

mn := |Mn| = Mn−1 +

n∑
k=2

Mk−2Mn−k = Mn

para todo n ≥ 1.



Apéndice C

Algunas tablas de
multiplicación para anillos
locales uniseriales

◦ 0 ω1
0 ω2

1
ω2

1/ω1
0 1

0 0 0 0 0 0

ω1
0 0 0 0 0 ω1

0

ω2
1 0 ω1

0 ω2
1

ω2
1/ω1

0 ω2
1

ω2
1/ω1

0 0 ω1
0 ω2

1
ω2

1/ω1
0

ω2
1/ω1

0

1 0 ω1
0 ω2

1
ω2

1/ω1
0 1

Tabla C.1: Tabla de multiplicación de Q(RP) (n=2).

◦ 0 ω2
1 1

0 0 0 0

ω2
1 0 ω2

1 1

1 0 ω2
1 1

(a)

◦ 0 ω1
0 1

0 0 0 0

ω1
0 0 ω1

0 1

1 0 ω1
0 1

(b)

Tabla C.2: Tabla de multiplicación de 〈RHP, ◦〉 y 〈RtRad, :opp〉 (n=2).
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Apéndice C. Algunas tablas de multiplicación para anillos locales

uniseriales

◦
0

ω
2 0

α
2 1

α
1 1

ω
1 0

ω
2 1

α
2 2

α
2 1
/ω

2 0
α

1 1
/ω

2 0
α

2 2
/ω

2 0
α

1 1
/α

2 1
ω

2 1
/α

2 1
1

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

ω
2 0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

ω
2 0

α
2 1

0
0

0
0

ω
2 0

ω
2 1

α
2 1

0
0

α
2 1
/ω

2 0
0

0
α

2 1

α
1 1

0
0

α
2 1

α
1 1

α
2 1

α
1 1

α
1 1

α
2 1
/ω

2 0
α

1 1
/α

2 1
α

1 1
α

1 1
/α

2 1
ω

2 1
/α

2 1
α

1 1

ω
1 0

0
0

0
0

ω
2 0

ω
2 1

α
2 1

0
0

α
2 1
/ω

2 0
0

0
ω

1 0

ω
2 1

0
0

α
2 1

α
1 1

α
2 1

α
1 1

α
1 1

α
2 1
/ω

2 0
α

1 1
/α

2 1
α

1 1
α

1 1
/α

2 1
ω

2 1
/α

2 1
ω

2 1

α
2 2

0
0

α
2 1

α
1 1

ω
2 0

ω
2 1

α
2 2

α
2 1
/ω

2 0
α

1 1
/α

2 1
α

2 2
/ω

2 0
α

1 1
/α

2 1
ω

2 1
/α

2 1
α

2 2
α

2 1
/ω

2 0
0

0
0

0
ω

2 0
ω

2 0
α

2 1
α

2 1
/ω

2 0
0

α
2 1
/ω

2 0
0

0
α

2 1
/ω

2 0

α
1 1
/ω

2 0
0

ω
2 0

α
2 1

α
1 1

α
2 1

α
1 1

α
1 1

α
2 1
/ω

2 0
α

1 1
/α

2 1
α

1 1
α

1 1
/α

2 1
ω

2 1
/α

2 1
α

1 1
/ω

2 0

α
2 2
/ω

2 0
0

ω
2 0

α
2 1

α
1 1

ω
1 0

ω
2 1

α
2 2

α
2 1
/ω

2 0
α

1 1
/α

2 1
α

2 2
/ω

2 0
α

1 1
/α

2 1
ω

2 1
/α

2 1
α

2 2
/ω

2 0

α
1 1
/α

2 1
0

ω
2 0

α
2 1

α
1 1

α
2 1
/ω

2 0
α

1 1
/ω

2 0
α

1 1
/α

2 1
α

2 1
/ω

2 0
α

1 1
/α

2 1
ω

2 1
/α

2 1
α

1 1
/α

2 1
ω

2 1
/α

2 1
α

1 1
/α

2 1

ω
2 1
/α

2 1
0

ω
2 0

α
2 1

α
1 1

α
2 1
/ω

2 0
α

1 1
/ω

2 0
α

1 1
/α

2 1
α

2 1
/ω

2 0
α

1 1
/α

2 1
ω

2 1
/α

2 1
α

1 1
/α

2 1
ω

2 1
/α

2 1
ω

2 1
/α

2 1

1
0

ω
2 0

α
2 1

α
1 1

ω
1 0

ω
2 1

α
2 2

α
2 1
/ω

2 0
α

1 1
/ω

2 0
α

2 2
/ω

2 0
α

1 1
/α

2 1
ω

2 1
/α

2 1
1

T
a
b
la

C
.3
:
T
a
b
la

d
e
m
u
lt
ip
li
ca
ci
ó
n
d
e
Q

( R
P

)
(n
=
3
).
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◦ 0 ω2
0 α2

1 α1
1 ω1

0 α2
2 1

0 0 0 0 0 0 0 0

ω2
0 0 0 0 0 0 0 ω2

0

α2
1 0 0 0 α2

1 0 α2
1 α2

1

α1
1 0 0 0 α1

1 0 α1
1 α1

1

ω1
0 0 0 ω2

0 α2
1 ω2

0 ω2
0 ω1

0

α2
2 0 0 α2

1 α1
1 α2

1 α2
2 α2

2

1 0 ω2
0 α2

1 α1
1 ω1

0 α2
2 1

Tabla C.4: Tabla de multiplicación de Q(RHP) = Q(RtRad) (n=3).
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