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'I... La superficie de l a  t ierra (tlaltípac) es 

un gran disco situado en e l  centro del Universo 
que se prolonga horizontal y verticalmente. Por- 

que, e l  Universo se distribuye en cuatro grandes 
cuadrantes o rumbos distintos, que se abren en 
e l  ombligo de l a  t ierra y se prolongan hasta don - 
de las aguas que rodean a l  mundo se juntan con 
e l  c i e l o  y reciben e l  nombre de agua celeste 
CIlhuica-atl). . .I1 

(C6dice Vaticano A, Náhuatl. León Port i l la ,  1956). 
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I .  INTRODUCCION. 

En e s t e  t r a ba j o  mostramos algunas s o ?uc i o r . e s  e x a c t a s  a l a s  
e c ua c i on e s  c o smo l b g i c a s  en la t e o r í a  Jordcn-Brans-Dicke ( J B D ) ,  
para u n i v e r s o s  homogdneos y an i so t . róp ico s .  Primero mencionaremos 
a lgunas  c a r a c t e r í s t i c a s  de l a  t e o r í a  t e n s c ) r - s s c a l a r  JBD,  de,;pués  
La impor tanc ia  de los  u n i v e r s o s  n o - i s o t r ó p i c c s .  En l a  s,?cción ii 
se proponen l a s  h i p b t e s i s  que modelan a l  u n i v e r s o .  En I1I s e  dCi 

l a  r e p r e s e n t a c i ón  de l a s  e cuac i one s  c o smo lóg i ca s  de 20s <Iifcrei:.- 
t e s  t i p o s  de un i v e r s o s  homogéneos. En I7 s e  muestran l-cs s o l u c i o  - 
n e s  de l a s  e c ua c i on e s  cosmoló; 3s de los  un i v e r s o s  t i p o  I ,  I=, 

I'II, Kantowski-Sachs (KS), V ,  ? I o  y V I h ,  según la  c l a s i f i c a c i ó n  
dada por Bianchi  ( 1 8 9 7 )  ( v e r  Es tabrook  e t  a l .  1 9 6 8 ) .  E s t a s  s o l u -  
c i o n e s ' s o n  para f l u í d o s  p e r f e c t o s  que obedecen  ecuac ión  de e s t a -  
' d o  b a r o t r ó p i c a ,  además s e  dan l a s  razones  por l a s  c ua l e s  todavía 
no se han encontrado  s o l u c i o n e s  para l o s  demás t i p o s  de un i v e r s o s  
homogéneos.. En V di s cut imos  l a s  s o l u c i on e s  y en  V I  l a s  c on c l u s i o -  
n e s .  

Gene ra l i za c i one s  de la t e o r í a  de la  Re la t i v idad  d e  E i n s t e i n ,  que 
' inc luyen l a  v a r i a c i bn  d e .  l a  "cons tante"  de g r a v i t a c i bn  un i v e r s a l  

G como f u n c i ó n  de un campo e s c a l a r  , f u e r o n  p ropue s ta s  por Jor- 
dan ( 1 9 4 8 )  e independientemente  por  Brans y Dicke 1 1 9 6 1 ) ,  aunque 
e s t a  ú l t ima 'es un c a s o  p a r t i c u l a r  de Za de Jordan. E l  punto de 
par t ida  d e  Brans y D i c k s  f u e ,  i n co rpo ra r  e l  p r i n c i p i o  de Mach e n  
la Re lat ip idad General  (RG), e l  cua l  d i c e  que e l  f enómeno.de  la 
i n e r c i a  su rg e  d e  a c e l e r a c i o n e s  con r e s p e c t o  a ¿a d i s t r i b u c i ó n  de 
masa t o t a l  e n  e l  u n i v e r s o  y l a  h i p ó t e s i s  $e üii>ací13,77! prophso  

que G v a r i a r a  c o n  e l  t i empo  ( G - i j .  La t e o r í a  t e n s o r - e s c a l a r  J B D  

d i f i e - e  s i gn i f i c a t i v amen t e  de la Re la t i v idad  General c e r c a  de la 
s ingular idad i n i c i a l  a t i empos  pequeños donde el campo e s c a l a r $  
t i e n e  c on t r i bu c i on e s  impor tante s  íGuret:ich e t  a l .  1 9 7 3  , Ruban y 
F i n k e l s t e i n ,  1975). La t eor ía  JBD gand ntiego i n t e r é s  en  Cosmolo- 
gca a t r a v é s  de l a  d i s c u s i ó n  por Dehnen y ODregÓn. ( 1 9 7 1 , 1 9 7 2 J  de 
l a s  s o l u c i on e s  e x a c t a s  de l a s  e cuac i one s  de Brans-Dicke, l a s  cua- 

+ 
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l e s  no t i e n e n  a n a l o g f a  en ñ e l a s i v i d a d  c e n e r a ~ ,  aun para  v a l o r e s  

g randes  d e l  pa ráme t r o  W . 
O b s e r v a c i o n e s  p r ime ramen te  de l a  F3diZCi& de f o n d o  de microon- 

das (2.í'K),  m u e s t r a  que  e l  u n i v e r s o  s a  expande iso t rbp icamente  
con u n  a l t o  g rado  de e x a c t , i t u d  en l a  . i c t u a l i d a d ,  3 que la  dis- 

t r i b u c i ó n  de m a t e r i a  e s  homogénea a gvan e s c a l a ,  aunque hay 

c i e r t a s  d e s v i a c i o n e s  de esa  i s o t r o p í a  (Sunyaev  y Z e l  ' d o v i c h ,  

19701. En t onces  s u r g e  l a  p r e g u n t a  de p o r  q u é  e l  u n i v e r s o  e s  t an  

i s o t r ó p i c o  a g ran  e s c a l a ,  aunque no e s  i s o t r ó p i c o  l o c a l m e n t e ? .  

S u r g e  l a  p o s i b i l i d a d  de que haya h a b i d o  c o n d i c i o n e s  a l t a m e n t e  

a n i s o t r ó p i c a s  c e r c a  de 1.a s i n g u l a r i d a d  i n i c i a l ,  y por a l g u n o s  me - 
can i smos  d i s i p a t i v o s ,  t a l e s  como v i s c o s i d a d  de n e u t r i n o s  (Matz -  

n e r  y M i s n e r ,  2 9 7 2 1  y c r e a c i ó n  de p a r t í c u l a s  ( Z e l ' d o v i c h ,  1 9 7 1 ) ,  

en  e t a p a s  tempranas d e l  u n i v e r s o ,  hayan t e n d i d o  a i s o t r o p i z a r  e l  

u n i v e r s o  como se  o b s e r v a  a h o r a  aunque s e g u i r í a n  quedando a lgunas  

d e s v i a c i o n e s  de esa  i s o t r o p í a  (como l a  observada  en l a  r a d i a a i b n  

de f o n d o ) ,  a l g u n o s  mode l os  i n d i c a n  que e s o s  p r o c e s o s  de i s o t r o p i -  

z a c i ó n  t a r d a r o n  d e l ' o r d e n  de t- 1 0 - 4 3 S  ( N o v i k o v  1968-19701, donde 

p r o b a b l e m e n t e  e n t r a r c a n  e f e c t o s  d u á n t i c o s ,  t o d a s  e s t a s  c l a s e s  de 

m o d e l o s . s o n  los l l amados  u n i v e r s o s  homogéneos a n i s o t r b p i c o s ,  para  

una r e v i s i ó n  c o m p l e t a  v e r  por  e j .  Ryan y Shep t ey  ( 1 9 7 2 ) .  

La f i n a l i d a d  de e s t e  t r a b a j o  e s  p r e s e n t a r  un c o n j u n t o  de s o l u c i o n e s  

e x a c t a s  a l a  t - e o r f a  JBD para  u n i v e r s o s  homogéneos a n i s o t r b p i c o s  

( t i p o s  I ,  II,III-KS, V ,  VIo, V I h ) .  en donde se demues t ra  que  se  pue - 
den i n t e g r a r  l a s  e c u a c i o n e s  c osmo tbg¿cas  en f o rma r e l a t i v a ' m e n t e  sen - 
c i l l a ,  con un r e e s c a l a m i e n t o  d e l  cam?c e s c a l a r 6  y de l a  dens idad  

de e n e r g í a  9 . E s t e  r e e s c a l a m i e n t o  ; e  o b t i e n e  como s o l u c i ó n  en e l  

e s p a c i o  p l a n o  (K=O) i s o t r ó p i c o  y r q s x Z t ( r  que tamb ién  e s  s o t u c i b n  

para  e s p a c i o  a b i e r t o  (.Y=-l) y esi 'a ? i 2  c t r r a d o  (K=+l 1 ( C h a u v e t ,  19831, 

En e s t e  t r a b a j o  se o b t i e n e  e l  m i : m ,  r e e u c a l a m i e n t o  en e l  mode lo  

B i a n c h i  t i p o - I ,  y s e  p ropone  par<c l o s  demiís t i p o s  homogéneos.  



11. SUPOSICIONES.  

Las  s u p o c i c i o n e s  que hacemos para e s t e  t r a ba j o ,  son por un lado, 
que e l  u n i v e r s o  s e  comporta como un f l u í d o  p e r f e c t o ,  lo  cual  e s  
ob s e r vado  a una grar e s c a l a  y s e  supone que la e cuac i ón  de e, i ta- 
do que d e s c r i b e  a e : e  f l u í d o ,  e s  la e cuac i ón  llamada ba r o t r ó p i c a :  

donde P e s  l a  p r e s i ó n  y p e s  La dens idad d e l  f l u í d o  y la c o n s -  
t an t e  de p ropo r c i ona l idad  p que genera lmente  toma v a l o r e s  e n t r e  
O y I ,  pero  que también puede s e r  n ega t i va  en c a s o  de c r e a c i ón  
de p a r t í c u l a s  (Obregón y Pimente l ,  1 9 7 8 3 .  Cuando = 5 l a  época 
e s  dominada por  p a r t í c u l a s  r e z a t i v i s t a s  o rad ia c i ón ,  s e  conocen 
s o l u c i o n e s  e x a c t a s  en e l  c a s o  i s o t r ó p i c o  (Obregón y Chauvet, 1978 ;  
G u r e v i c h  e t  a l . ,  1 9 7 3 1 ,  s e  c on s i d e r a  que e s t a  época an t e c ede  a la 
llamada "polvo" donde p=O que pa r e c e  s e r  la que predomina a c t ua l -  
mente.  Zel 'dovich ( 1 9 7 2 )  s u g i r i ó  l a  e cuac ión  l ím i t e  P=P para d e s -  
c r i b i r  un ga s  de b a r i on e s  f r í o  con  i n t e r a c c i ón  f u e r t e .  S i  c ua l qu i e r  
época  puede ser c a r a c t e r i z ada ,  por l o  menos en  pr imera  aproxima- 
c i ó n ,  po r  un v a l o r  p a r t i c u l a r  de p 
desc r ib i r  a todas e l l a s  (Chauvet y Obregón,  1 9 7 9 ) .  
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nu e s t r a s  s o l u c i on e s  l a s  podrían 

Por o t r a  pa r t e ,  la única  h i p ó t e s i s  que s e  h i z o  para en con t ra r  l a s  
s o l u c i o n e s  e s  l a  que c on e c t a  e l  campo e s c a l ado  y ,  donde: 

# e s  e l  campo e s c a l a r  de la t e o r f a  JBD y R e s  e l  f a c t o r  de e s c a l a  
- d e l  u n i v e r s o ,  con  la dens idad de e n e r g í a  : 

e s  la dens idad d e l  f l u í d o ,  y e s tán r e tu c i onado s  po r  l a  ecuac ión  



(Chauvet, 1 9 8 4  : 

Ey= a q 2 +  b q +  c 

Donde a ,  b y c son c o n s t a n t e s ,  y q e s  un "tiempo genera l¿zado" 
que puede s e r  e l  t iempo p rop io  t. E s ta  r e l a c i ó n  de campo e s -  
ca lado  ha no s t rado  que e s  una manera r e l a t i vamen t e  s i n p l , ;  dt.8 -. 

t e g r a r  l a s  e c ua c i on e s  de J B D  para u n i v e r s o s  homogéneo:: G . L . ; w i 8 0  - 
p i c o s ,  y a l  parecer también e s  una her ramienta  para t r a ba j a r  eL 
ca s o  a n i s o t r ó p i c o .  En e s t e  t r a ba j o  p o r  medio d e l  r e e s c a l am i en t o  
se obtuvo  l a  s o l u c i ó n  
p o - i ,  y luego vamos a suponer-que  s e  cumple: 

.I 

cq 7 a<+be,-+c en e l  modelo Bianchi  ti-- 

Para resolver  los otros t ipos  de Univer so s ,  e s t a  aproximación e s  
a c e p t a b l e ,  ya que para t i empos  grandes  donde e s  impor tante  la ' 

curvatuEa (i.e. todos l o s  modelos  no i s o t r ó p i c o s  e x c e p t o  Bianchi  
t i p o - I ) ,  e l  término dominante e s  e l  que c on t i e n e  a l a  c o n s t a n t e a .  



111. - ECUACIONES COSMOLOGr~&. 

En e s t e  c a p í t u l o  s e  muestran l a s  e c u a c i o n e s  de l a  t e o r í a  
J B D  p a r a  l o s  d i f e r e n t e s  U n i v e r s o s  homogéneos, y usando l a  h i -  
p ó t e s i s  de r e e s c a l a m i e n t o  d e l  campo e s c a l a r  @ de l a  t e o r í s ,  
s e  r e e s c r i b i r a n  l a s  e c u a c i o n e s  p a r a  cada  u n i v e r s o  y su  s o l u c i ó n ,  

segcn  e l  c a s o .  

La m é t r i c a  p a r a  e l  modelo B i a n c h i  t i p o - I  e s :  

2 2 2 
d s 2  = - d t 2  + R 2  dX' + R 2  dX2 + R 2  d X 3  

1 . 2  3 

E l  c u a l  r e p r e s e n t a  l a  g e n e r a l i z a c i ó n  homogénea d e l  modelo 

c u a s i - e u c l i d e a n 0  i s o t r ó p i c o  y c o n t i e n e  a l  ú l t i m o  como un c a s o  

e s p e c i a l  con  R = R = R = R ( t ) .  
1 2 3 

Las c o r r e s p o n d i e n t e s  e c u a c i o n e s  de campo JBD son :  

Donde e l  punto i n d i c a  der ivada  con r e s p e c t o  a t ,  donde 
R. 

1 Ri H. son l o s  parámetros  de f iubble ,  i = 1 , 2 , 3 .  Además 

3H = C H i  

R3 = R R R  
1 2 3  



. 
-=-3 iJ R 

y l a  e c u a c i ó n  de e s t a d o  e s  b a r o t r ó p i c a :  

s u b s t i t u y e n d o  2 en 1 se  o b t i e n e :  

donde M es una c o n s t a n t e .  Sumando *,**,*** tenemos: 
~ 

i 

Donde r e e s c a l a n d o  l a  dens idad 



M u l t i p l i c a n d o  4 p o r  I$: 

i n t e g r a n d o :  

donde e l  nuevo p 
c i ó n  

Usando, * * *  como 

i n t e g r a n d o  

Sumando 6 y 9 

cametro y e s  i n t r o d u c i d o  mediante la r e l a -  



S u b s t i t u y e n d o  en 1 0  y cambiando el punto p o r  d e r i v a d o  con r e s -  

p e c t o  a ? m e d i a n t e  7 :  

donde “prima” i n d i c a  d e r i v a c i ó n  con r e s p e c t o  a 
se o b t i e n e :  

y . De 3 y 5 

Usando I t ,  1 3  y 7 ,  y s u b s t i t u y e n d o  en 6 :  

Sumando 1 2  y 1 4  e i n t e g r a n d o  se o b t i e n e :  

Donde a , b  y c son c o n s t a n t e s .  Se h: o b t e n i d o  e s t a  r e l a c i ó n  d e l  
campo e s c a l a d o ,  que e s  l a  misma que obtuvo  Chauvet ( 1 9 8 4 )  para  
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e l  c a s o  i s o t r S p i c o .  y se  v a  a u t i l i z a r  para r e s o l v e r  o t r o s  u n i -  
v e r s o s  a n i s o t r 6 p i c o s  más a d e l a n t e .  

Usando l a  r e l a c i ó n  o b t e n i d a  p a r a  Ji , procedemos a e n c c n t r a r  l a  
s o l u c i ó n  p a r a  B i a n c h i  t i p o  - I ,  s u b t i t u y e n d o  15 en 6 s c  o b t i e n e ;  

Donde se  h a  usado de nuevo 7 y 1 1 .  P a r a  e n c o n t r a r  l o s  d i f e r e n t e s  

n e r a  que a n t e s  s e  o b t i e n e :  

3 R i ,  m u l t i p l i c a n d o  **  p o r  $ y cambiando t p o r  y d e  l a  misma ma- 

Donde h i  es una c o n s t a n t e  de i n t e g r a c i ó n .  Usando 15 s e  encuen-  
t r a  que:  

Donde : 

E l  c a r á c t e r  de l a  s o l u c i ó n  de l a s  e c u a c i o n e s  b á s i c a s  16 y 1 9 ,  y 
e l  comportamiento dinámico d e l  modelo a n i s o t r ó p i c o  depende 
e s e n c i a l m e n t e  d e l  s i g n o  d e l  d i s c r i m i n a n t e  d e l  denominador: 



usando 3 y 5: 

si A = O ,  i a  so iuc i on  e s :  

Donde para  e s t o s  dos ú l t imos  v a l o r e s  de A, también v a l e  2 2 .  

Pdemás de *, * *  y ***:  



y e l  d i s c r i m i n a n t e  s e r á  n e g a t i v o ,  p o s i t i v o  o c e r o ,  depen- 

diendo d e l  parametro  u. 
E s t a s  s o l u c i o n e s  fueron e n c o n t r a d a s  por  Ruban y F i n k e l s t e i n  
( 1 9 7 5 )  de una manera más compl icada .  
E l  campo e s c a l a r  se  puede o b t e n e r  s u b s t i t u y e n d o  l o s  v a l o r e s  

p a r a  R de  21, 2 3 ,  2 4 ,  dependiendo d e l  v a l o r  d e A  , en 2 2  donde 

T=$R3 ( E c .  1 1 )  donde r e s u l t a :  

@ =  $ 0  A¿O (21-a) 

donde bb e s  una c o n s t a n t e ,  a ,  9 ,  c ,  e s t á n  dadas por 25. j 
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Pasamos ahora  a r e s o l v e r  e l  modelo B i a n c h i  T i p o - 1 1 .  

Tomando ( x , y , z )  como coordenadas  l o c a l e s ,  l a  m é t r i c a  B i a n c h i  
t i p o - I 1  e s :  

Donde l a s  e c u a c i o n e s  de campo son :  

donde hemos usado l a  e c u a c i ó n  de e s t a d o  b a r o t r ó p i c a  2 .  

Consideramos e l  c a s o  de s i m e t r í a  r o t a c i o n a l  l o c a l m e n t e  ( L R C ) ,  

donde C = R , R = R2 = R3. 

De l a  e c u a c i ó n  27a, sumándole p a r a  i = 2  en l a  e c u a c i o n  2 7 b ,  s e  o b t i e n e :  

.. 
2 m u l t i p l i c a n d o  por 

t de 7 d e ’ l a  misma manera que p a r a  B i a n c h i  t i p o  I ,  s e  o b t i e n e :  
5 y usando e l  parsmetro  y en l u g a r  de 
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Bianch i  Tipo-11. - 

Aunque supusimos s i m e t r í a  r o t a c i o n a l  l o c a l  (LRS) e s  d e c i r  R1=R2=R, 
podemos h a c e r l o  s i n  esa  supo j i c i 6n  in tegrando  f a c i lmen t e  l a  ecuacibn 
27.c. Entonces R=R = C R ~  y S = . l 3 ,  l o  cua l  imp l i c a :  1 

\\\-?’)\2.(b-l\-? P - Q, = n 2 (,-p,b-~~.\tuT\.wfr-P~l~-’~~ nc-L+ ’ 1 

D3nde d ,  g,  e y h1 s o n  constantes  con: 

(11-1) 

(11-2) 

(11-3) 

(111-1) 

(111-2) 

(111-3) 



Además para :  

(I1 1-41 

I 
I 

B ianch i  Tipo-V.- 

Donde r ,  h ,  M son constantes ,  y :  

B ianchi  T ipo-VIo . -  

Aunque usamos en e s t e  modelo R = R 2 = R 3  ( LRS ) ,  podemos después de 
i n t e g r a r  f á c i lmen t e  l a  ecuac ión 64 t ene r :  R=RZ=CR3 .. y S=R,, * 

(VI0-l 



Donde b, c, .M son  constantes y: 

Bianchi  Tipo-VIh.- 

(VI o - 2 )  

Donde D,  G ,  E y M son constantes, ademss: 

( V I  h-  3) 



v.  D I S C U S I O N  DE L A S  SOLUCIONES.  

Se puede observar primerament.2 qtie e l  u s o  de l a  r e l a c i ó n  E‘y=Q$+\oy+c, 
l a  cua l  fué ob t en ida  solament,!  el B i a n c h i  t i po - I ,  e n  la e cuac i ón  de 
campo para $ : (#R ) = d ( 1 - 3 8 ) :  , l a  c u a l  e s  la m i s m a  para t odo s  1 0 s  

u n i v e r s o s  ( e c s .  ***, 2 9 ,  4 6 ,  ¿ 6 ,  8 6 ,  1 1 9 ) ,  s e  o b t i e n e  e l  campo esca 
l a r  $ de la t e o r f a  J B D  como f un c i ón  de 
t i e m p o ) ,  la dependenc ia  funcior.al e s  la misma para todos  l o s  hniver- 

3 ’  

- 
(que  juega e l  papel  de 

s o s  homogéneos: $ z F T z t -  & , 3 \  ? ( e c s .  3 4 , 5 1 , 7 3 , 9 4 ) ,  e s t o  s e  d eb e  a que e n  
1 0 s  u n i v e r s o s  no i s o t r ó p i c o s  p e r o  homogéneos e l  campo e s c a l a r  4 no 

depende de la direc.. : ión ( i . e .  a n i s o t r o p í a )  d e l  e s pa c i o - t i empo ,  s i n o  
de la d i s t r i b u c i ó n  de mat e r ia ,  y como é s t a  e s  homogénea e l  campo e s -  
c a l a r  JBD se  comporta de l a  misma manera e n  t o d o s  los e spac i o s - t i em-  
p o s ,  c laro con d i f e r e n t e s  c o n s t a n t e s  a y F .  Otra c a r a c t e r c s t i c a  i m -  
p o r t an t e  d e  e s t e  t i p o  de u n i v e r s o s ,  s e  puede o b s e r v a r  en las e c ua c i o  - 
n e s  de campo ( * - * * * , 2 7 , 2 9 , 4 3 - 4 6 , 6 2 - 6 6 , 8 1 - 8 6 , 1 1 5 - 1 1 9 )  e l  lado d e r e cho  
.es común a t o d o s  l o s  t ipo s ihomogene idadl ,  y e l  lado i zqu i e rdo  donde 
aparecen  l o s  pardmetros de Hubble H i ,  d i f i e r e n  l o s  t é rmino s  donde 
aparecen  los f a c t o r e s  de e s c a l a  R I J  R z J  R3,  que c a r a c t e r i z an  a un 

t i p o  de Bianchi  en  p a r t i c u l a r  ( a n i s o t r o p í a ) ,  y son e l  análogo a la 
cu r va tu ra  en  los modelo s  de Friedinann i s o t r ó p i c o s .  S i n  embargo, usan- 
do la s im i l i t ud  en  e l  lado i zqu i e rdo  de las e c ua c i on e s  de campo y 

r ea sca lando e l  tiempo p rop io  ¿%=E&, donde L= ?R’ , s i gu i endo  un pro- 

c ed imi en to  s im i la r  para t o d o s  l o s  tipi3.s de B i a n c h i  encontramos la so- 
lu c i ón  comple ta  de l o s  f a c t o r e s  de e s c a l a  R I J  R Z ,  R3.  Cabe s e ña l a r  
que para la c on s t an t e  b a r o t r ó p i c a  P = O ( e c .  de e s t a d o  2 1 ,  época que 
se  denomina po l vo ,  de l a  e c .  da c<nce r va c iÓn  3 se  o b s e r v a  que.E s e  
J ince  c on s t an t e  y e s t o  imp l i ca  Tite e !  parárnetro y se  vue l va  p ropo r c i o -  
naZ a2 t i e m p o  propio t. 
a )  B i a n c h i  Tipo-I:  La s o l u c i4n  y’ai)a B lazeh i  t i p o - I ,  como d i j imo s  f . 6  
encontrada an t e r i o rmen t e  p o r  hut.ai , I  T i n k e l s t e i n  ( 1 9 7 5 )  pe ro  de una 
forma mitcho m b s  complicada, ~ q u l ‘  :.e e.zc:tentra de una forma m á s  d i r e c  - 
t a  r e e s c a l ando  $ y p la cua l  f u i  <ib:e:t ida f o rma lmen t e  para e s t e  u n i -  
ver>so (ec. 2 5 ) .  EL modelo B i i n c i i  k i p - 1  g ene ra l i za  e l  e s p a c i o  plano 
i s o t p ó p i c o  de 10s modelos  Friedma :n.-R30ertson-lv’alker ( F R V )  c o n  curva  - 
tura  K=O, y l a s  s o lu c i one s  c g i n i . i f ! e , i  formalmente con l a s  de FRW (Gu- 



r e v i c h  e t  a l . ,  
mente  impor tante  c e r c a  de l a  s ingu la r idad  i n i c i a l  donde se  sabe  que 
Za cu r va tu ra  e s  d e sp r e c iab l e ,  t odo  e s t o  para "tiempos" pequeños.  
Como mencionamos e l  c a r á c t e r  dinámico de Za so luc iór r  (ecs.I-1,2,3/ de - 
pende  d e l  s i g n o  d e l  d i s c r i m i n a n t e  A í > O ,  ¿ O ,  = 0 i ,  donde h = * - 4 W .  
y é s t e  depende d e l  papámetro w . Para e l  c a s o  A L 0  l a  s o l u c i ón  I-1 
mues t ra  un u n i v e r s o  c o n  s ingular idad e n  l a s  d o s  r a f c e s  r e a l e s  de 
...it + h q  .t c 
(donde R =R R R I e n  e s a s  d o s  rarces cuando [ \ + W ~ ~ - p . ~ ~ / & ¿ c L  La s o l u  - 
c i ó n  g e n e r a l  para e l  c a s o  A > O  e s  I - 2 ,  donde s i  \ \ t ~ C i - p . \ > ] ~ ) ~  
e l  f a c t o r  de expans ión  RívI no se hace c e r o  para c ua l qu i e r  v a l o r  de 

l a  f a s e  de c o n t r a c c i b n  a la e xpan s i ón  pasando por un mínimo Rmin+ O .  
Cuando ti *wti-t)7/a<Q , s i n  embargo, l a  s ingular idad i n i c i a l  í2-a -@I 
y l a  s ingu la r idad  f i n a l  íqa+M)), e x i s t e n  para e s t e  modelo y e s tán se-  
paradas por  un i n t e r v a l o  de tiempo p rop io  f i n i t o :  

1 9 7 3 )  cuando .?l=R =R = R ( t l .  E s t e  modelo e s  p a r t i c u l a r -  2 3  

cuando L I + w ( \ -  pj 3/a>O, y un ga lo r  máximo de R 
3 

1 2 3  

(-a¿ ¿+o0 1. E s t o s  mode lo s  s ? n  no- s ingu la r e s  pu e s t o  que van de 

-a 
También para e s t e  c a s o  hay Rmax. Por ú l t imo  e l  c a s o  degenerado 
ec.  

= O 

I -3fcuando aq2+bq+c t i e n e  ra í ce s  r e a l e s  que c o i n c i d e n ) ,  cuando 
l \ t w  C \ - p \ l  /o_>h t i ene  dos ramas d i f e r e n t e s ,  una e l  modelo regular 

< R < CO I donde toma v a l o r e s  -0g < y¿ q6, donde e s  la lRmin 
ra íz  dob le  de &$+\o%+ c , y e l  modelo s i n gu l a r  í O 5 R ¿  00 I ,  e s -  
t e  ú l t imo  sucede cuando toma v a l o r e s  qo L, 2 < 00 . Por ú l t imo ,  
cuando 
e n  R = O.  Una de s c r ipc ión  más compZeta de e s ta s  s ozuc i one s  se puede  
v e r  e n  Ruban y F i n k e l s t e i n  ( 1 9 7 3 ) .  

I\+ w<i -p \ l /Q_<b , e n  e s t e  modelo siempre hay s ingular idad 

Para e n c on t r a r  l a s  s o l u c i o n e s  para B i a n c h i  T i p o - I T ,  y 1 0 s  t i p o s  I I I-  

K S - V - V &  y V I  usamos la r e lac ibn  e n  su  fo rma E\Y= a.\= . Esta reduc-  
ción í b=O,  c=O) se ba sa  e n  e l  hehco d e  que los t é rminos  donde aparecen  
l o s  f a c t o r e s  de e s c a l a  A I J R 2 , R 3  
1 1 5 - 1 1 9 )  s o n  r e l e v a n t e s  a t i empo s  g rande s ,  e s t o  i m p l i c a  que e s t o s  mo- 
d e l o s  d e s c r i b i r í a n  mejoa at  u n i v e r s o  cuando i i r f tuye  su curvatura, e s  
d e c i r ,  para " t i e m p o s " q  g rande s ,  p o r  l o  t an to  cons ideramos  que e s  bue- 

h 

( e c s .  * - * * * ,  27-29,43-46,62-66,81-86~ 



na aproximación queda r s e  solo con e l  t é rmino  dominan,te ( cuad rá t i c o )  
que c one c ta  a t  campo Y con  

b )  B ia ,n ch i  t i p o - I i :  Un ca so  que n o  t i ene :  r e l e v a n c i a  f f s i c a  apa r e c e  
cuando PZ  9 ( e c .  1 1 - 3 )  s e  vue1,ve 
imaginaria además l o s  f a c t o r e s  dz e s c a l e  R..,.R2,R3 ( e c . i i - i )  decre- 
c e n  conforme aumenta q. Un r e s u l t a d o  i n t e r e s a n t e  e s  para p c ~ v o  
(/3= O/: e n  l a s  ecs .  I I - l , 2 , 3 ,  vemos que  l c s  , s o l u c i on e s  f f s i c n s  

“ , e s t o  e s  que Las c on s ta r ? t e s  son r e a l e s ,  m4F (,Ticv. 

s i  kJ-1 encontramos que hay s ingular idad en R ,R ,R c o i~ f c~pme  
4 1 2 3  

t - b O l r e c o r d a n d o  que para po l vo  e l  parámetro q2-t que e s  e l  tiem- 
p o  p r o p i o )  y e s t e  modelo se  L .  -ande inde f in idamente  c on  t. E,I canz- 

. 

( TJ= I) ., ya que la cons tan; :e  n 

son para w’-s 

b i o  e l  comportamiento dináml-.o para e l  campo e s c a l a r  # s i  w\ -4, 3 -  

crece  c o n  t. La solución p =  1 Bianch i  tipo-11, f u é  encontrada an- 
t e r i o rmen t e  p o r  Lorenz-Petzo ld  ( 1 9 8 4 1  p e r o  e s t e  au to r  solamente ob 
t i e n e  s o l u c i dn  para el, c a s o  RI=R2FR, l LRS l  y de una forma más com- 
p l  i cada . 

- 

c )  B i a n c h i  t i  o - I I I  y Kantowski-Sachs I K S ) :  como podemos v e r  de 
i i i - i , 2 , 3 , 4 ,  “ a  solución para e t  t i p o - i i i  y e l  modelo r e l a c i onado  
KS (%=‘I ,  t i e n e n  e t  mismo comportamiento e x c e p t o  po r  l a  c on s t an t e  
fi lec.  1 1 1 - 4 ) .  Modelos f f s i c a m e n t e  p o s i b l e s  s o n  para W(-- 
para B ianch i  t i po -111 y o>-  - para K S .  E s t a s  s o l u c i o n e s  s on  b-p\ (WSp 
d i v e r g e n t e s  para po l vo  í ~ = O /  $+ 03, cuando v=atz. S i n  embar- 
g o ,  usando l a  r e l a c i d n  comple ta  y =  a t z + b t + c  , aparentemente 
s o l o  hay s o l u c i ó n  s i  W=-2. 

2 X 

2 (PPI (I+?q\ 

d )  B ianch i  t ipo-V: e s t e  modelo e s  una g ene ra l i za c i ón  d e l  c a s o  is.0- 
t r ó p i c o  FRW, e spac io  a b i e r t o  K=-I. L,as s o l u c i q n s s  para e s t e  modelo 
V - l , 2 , 3 ,  a d i f e r e n c i a  de l o s  o t r o s ,  son  v á l i d a s  para c ua l qu i e r  t i p o  

hay que s eg i t i r  e l  uroced imiento  d e s c r i t o  a l  de mater ia  Icon p=r 
f i , n a l  de e s ; a  s e c c i ó n ) .  S i  queremos garazt iaar  que R I J R  2 J  R 3 s ean po - 
s i t i v o s ,  e n t on c e s  para R>O. W > t . ; p ) .  De La ec.  V - 1  vemos 
l o s  f a c t o r e s  de e s c a l a  c r e cen  i n d e f i n i , l a n e n t e  c o n  s i  F.¿ 3 y 
muestran s ingu la r idad  e n  ‘2 = O .  S i n  e,Tbazrgo, para P>F hay singu- 
l a r i d ad e s  e n  , pe ro  RI,R2 , I  9 .  r? decrecen  con fo rme  aumen- 
ta  . La ca ra c t e r f s t i ca  m á s  impo r tanke  par7a e s t a  modelo e s  que de 

L 

- 2  que 
i 

1 

2-0 kQ3 



! 

la ec.  v-2, usando a 7 0  , u=Q R 3b+ > o y  & > > o  imp l i c an  y 
tenemos ant igravedad ya que @w&-' . Cuando Rl=R2=R3=R, e s t o s  re-  
s u l t a d o s  se  r educen  a l  c a s o  i soTrÓpico  FRW (K=-ll, donde po r  ejem- 
p l o  para p o l v o  íP-0) también p r ed i c en  ant igravedad (Chauvet, 1 9 8 3 ) .  

e )  B ianch i  t i p o -V i  : e n  e s t e  modelo se  t i e n e  que para que l a s  c o n s -  

t a n t e s  s ean  r e a l e s  ( J J . ? ~ ~ ~  , 
mas c o n d i c i o n e s  que e n  Bianchi  tipo-V dan ant igravedad,  s o l o  que en  
e l  t ipo-VIo e s  t odo  lo ,contrario,  e s  d e c i r ,  @ > O  ( e c . V I o - Z ) .  Además  
para pozvo @ , y t " ,  con O(>O o s e a  que aumerLtz con  t mi en t ra s  que 
e n  Bianchi  t i p o - V  decrece.  

2 O 

d > ~  , n o t e s e  que son l a s  m i s -  

f! Bianch i  t ipo-VIh: e s tá  c a r a c t e r i z ado  p o r  e l  parámetro d e l  g rupo  

h (Kramer e t .  a l . ,  1 9 8 0 ) ,  que para v a l o r e s  p a r t i c u l a r e s  de é s t e  s e  
r educen  a o t r o s  mode lo s .  E l  parámetro e s t á  r e s t r i n g i d o  a hL-O. E l  

c a s o  h=O e s  e l  t i po -V io  d i s c u t i d o  an t e r i o rmen t e .  
e s  decir  K = l  ( e c s . 8 1 - 8 5 / ,  e s  e l  m i s m o  que e l  modelo Bianchi  t ipo'-  
111 y l a s  e c s .  V I h -  1 , 2 , 3 ,  se r educen  a las e c s .  I I I - l , 2 , 3 , 4 .  En 

e l  I f m i t e  cuando K=O í h - O - c ú !  la s  s o l u c i o n e s  V I h - 1 , 2 , 3 ,  s e  r educ en  
a l  modelo B ianch i  tipo-V ( e c s .  V - l , 2 ; 3 ) .  Para que e l  modelo sea f a c  - 
t i b l e  f í s i c q m e n t e  y I n s  c o n s t a n t e s  s ean r e a l e s ,  se  debe cumpl i r  que 
~ c 4 - 6 B ~ . ~ ( i - k ~ ~ ( Z d o n d e  a e s tá  dada p o r  l a  ec.  V Ih -3 .  oc 

Para e l  c a s o  h=-1, 

g )  Otros  Un iv e r s o s  Homogéneos: E l  modelo B i a n c h i  t ipo- IV no t i en e  
mé t r i c a  diagonal y no se  han encontrado  s o l u c i o n e s ,  n i  s i q u i e r a  e n  
ga c i o  (Lo r enz-Pe t zo ld ,  2 9 8 3 ) .  B i a n c h i  t i p o - V I I h  ha s i d o  c on s i d e r a -  
20 ? 3 r  Doroshkev i ch  e t  a l . ,  ( 1 9 7 3 1  y J a n t z e n  ( 1 9 8 0 ) .  E n  gene ra l  e s -  
t e  modelo p o s e e  una métrica no  d i a g o n a l ,  p e r o  e l  c a s o  RI=R' h#0 se  
- - : . < - e  .,is ,, - , _1 

33-1. La Única so luc iÓn conocidcr e n  RG para B i a n c h i  t i p o  V I I  para 
vsc5o ha s i d c  dada p o r  Lukash ( 1 3 7 0 ) .  

L o s  t i p o s  V ~ - I I  y I X  d i f i e r e n  p o r  u v ~ a  c o n s t a n t e  que cambia de s i gno .  
E l  u n i v e r s o  S ianch i  Tipo-IX, g e n e r r t l i z a  e l  u n i v e r s o  i s o t r ó p i c o  c e -  
rra¿o IK=+l). E s t o s  do s  t i p o s  s o n  po r  mucho l o s  m á s  c omp l e j o s  y se 
ha i n v e s t i g ado  su p o s i b l e  solución usando la  r e l a c i ón  CT=Q$t\o?+t, 

2' 
a l  modelo B i a n c h i  t i p o - l i ,  e :  LFS t i p o - V i i o  e s  un  Bianchi  ti- 

h 



pe ro  no se kan podido r e s o l v e i  Zas e c u c c i o n e s .  Ex i s t e  s o l u c i bn  para 
= 1 ,  para l o s  t i p o s  V I I I  y I X  en J B L  Lorenz-Petzo ld  ( 1 9 8 4 1 ,  pe ro  

suponiendo Rl=RZ#R ( L R S I .  3 

k1 Ob s e r va c i one s  g en e r a1 e s : s e  puede v e r  que e l  producto  R R R =R 3 
1 2 3  

t i e n e  la misma forma c on  r e s p e c t o  a (ve r  e c s .  3 5 , 3 6 , 5 3 - 5 5 , 7 1 , 7 0 ,  

i O i , i 0 2 , 1 2 0 - 1 2 2 )  para c ua l qu i e r  t i p o  de un i v e r s o :  

a 
re-  

con  a y - c o n s t a n t e s  que v a r í a  s e gún  e l  modelo. E s t o  se debe 
que e l  producto  de RlR2R3 e l im ina  la ani so t ropZa,  pu e s t o  que l a  
l a c i ón  L+=a$cbytc que se usó para en con t ra r  R3 e s  l a  misma para 
t o d o s  l o s  modelo s  ( e c s .  ***, e t c ) .  Otra c a r a c t e r í s t i c a  común de l a s  
s o l u c i o n e s ,  e s  que para mater ia  e n  fo rma de po lvo  (p=O) e l  paráme- 
t r o  w est& r e s t r i n g i d o  a W>-2, e x c e p t o  para Bianck i  t i p o - I l l  don 
de w( -2, para que e x i s t a n  s o l u c i on e s  f í s i c a s .  SoZuciones  de e spa-  
c i o s  homgéneos Bianchi  T ipo s  I - I X  para v a c í o  y o t r a s  v e r  Lorenz-Pet  
zo ld  ( 1 9 8 3 , 1 9 8 4 ) .  Para una d e s c r i p c i ón  de s o l u c i on e s  homogéneas en 
RG v e r  Kramer e t  a l .  ( 1 9 8 0 1 .  

- 

- 

\ Por ú l t imo ,  mencionaremos que las s o l u c i ón e s  para rad ia c i ón  í p : ~  1 

s e  pueden o b t e n e r  f á c i l m e n t e  s iguiendo  e l  mismo proced imiento  que l a  
s e c c i ó n  111, simplemente hay que reempZazar f 1 - 3 k )  por r , donde r 
e s  una c on s t an t e  por eva luar .  E s t o  s e  puede v e r  por e j emplo  de l a  
e cuac i ón  de campo para , que e s  común para t odo s  l o s  t i p o s  de Bian- 
c h i :  

pl 

- 
Zntoncec a l  integrczr:  

S iguiendo  e l  mismo proced imiento  que a n t e s ,  s ub s t i tuy endo  í 1 - 3 P i  

por la c on s tan t e  I: en t odo s  lados ,  se  o b t i e n e  la s o lu c i ón  para ra-  
d ia c i ón .  



V I .  CONCLUSION.  

Fodemos c o n c l u i r  de e s t e  t r a ba j o  que e l  U S O  de l a  r e l a c i ó n  entre  
l a  Zens idad de e n e r g f a  e s ca lada  €=PR y e l  campo e s c a l ado  9=4$, 
c on e c t ado s  po r  e l  tiempo 1 , a sab e r  &~=Qc\'+by+c. permite in -  
t e g r a r  las e c ua c i on e s  de campo JBD para a lgunos  u n i v e r s o s  homogé- 
n e o s  n o - i s o t r ó p i c o s ,  de una manera mucho más senciZZa que la usa-  
da po r  o t r o s  autores  (Lorenz-Pezzold,  2 9 8 4 ,  Ruban y F i n k e l s t e i n ,  
1 9 7 5 ) ,  20 que p e r m t i ó  encontrar nuevas s o l u c i o n e s  para l o s  mode- 
l o s  Bianchi  Tipo- I -11 - I I I -KS -V -V I  - V I h ,  ex t endiendo  as{ a l o s  u n i  - 
ver so s  no i s o t r ó p i c o s  l a  r e l a c i ó n  e n t r e  '&y y a  que e n  e l  caso 
i s o t r ó p i c o  FRW e s  s o lu c i ón  para K=l,O,-1 (Chauvet, 1 9 8 3 ) .  Una po- 
s i b l e  a p l i c a c i ó n  de e s t e  método de r e e s ca lami en to  p o d r f a  s e r  e n  
R e l a t i v i d ad  General (donde $ = c o n s t a n t e ) ,  donde hay algunos t i-  
pos  de Un i v e r s o s  homoggneos donde no se  ha podido en con t ra r  solu- 
c i ó n .  

3 

O 

Por o t r a  parte un r e s u l t a d o  importante e s  e l  encontrado  para Bian- 
c h i  Tipo-V, ya que e s  e l  ún i co  donde se o b t i e n e  ant igravedad $¿O 

de una manera na tu ra l ,  cor roborando as{ e l  m i s m o  r e s u l t a d o  o b t e n i -  
d o . p a r a  e l  caso i s o t r d p i c o  FRW e s p a c i o  plano (K=-l) IChauvet, l9831, 
r e cordando que Bianchi  T i p o - V  e s  su g ene ra l i za c i ón  anisotrópica.  
E s  importante mencionar que e s t a s  s o l u c i o n e s  son vál idas  s i n  la 
h i p ó t e q i s  de S ime t r í a  RotacionaZ Local  (LRS) usada p o r  otros  auto- 
r e s ,  e s  d e c i r ,  e s  v á l i d a  para a n i s o t r o p f a  t o t a l  RI#R2PR3.  Por 

úZtii-;o mencionaremos que las s o l u c i o n e s  ob t en ida s  muestran que c o n  - 

f o i m i  2 1  pardmetro temporal aumenta, l o s  modelos  no t i enden  a 
i s c t iop izar s e .  
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