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"... La superficie de la tierra (tlaltipac) es

un gran disco situado en el centro del Universo
que se prolonga horizontal y verticalmente. Por-
que, el Universo se distribuye en cuatro graﬁdes

_ cuadrantes o rumbos distintos, que se abren en

el ombligo de la tierra y se prolongan hasta don
de las aguas que rodean al mundo se juntan con

el cielo y reciben el nombre de agua celeste
(Tlhuica-atl)..."

(C6dice Vaticano A, Ndhuatl, Lebdn Portilla, 1956).
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7. INTRODUCCION.

En este trabajo mostramos algunas soluciornes exactas a las
ecuaciones cosmoldgicas en la teorfa Jordcn-Brans-Dicke (JBD),
para universos homogéneos y antisotrdpicos, Primero mencionaremos
algunas caracterfisticas de la teorfa tenscr-escalar JBD, después
la importancia de los universos‘no-isotrépicos. En la szeeidbn IT
se proponen las hipltesis que modelan al universo. En III se Jd
la representacidn de las ecuaciones cosmolbgicas de los diferen-
tes tipos de universos homogéneos. En I7 se muestran luas solucio
nes de las ecuactones cosmoldc as de los Univereos tipo I, II,
III, Kantowski-Sachs (KS), V, /1Y VIh’ segin la eZaSificaején
dada por Bianchi (1897) (ver Estabrook et al. 1968). Estas solu-

ciones son para flufdos perfectos que obedecen ecuacibn de esta-

‘do barotrépica, ademds se dan las razones por las cuales todavia

no se han encontrado soluciones para los demds tipos de universos
homogéneos. En V discutimos las soluciones y en VI las conclusio-

nes.

Generalizdciones de la teorfa de la Relatividad de Einstein, que
incluyen la variacién de la "econstante” de gravitacién universal
G como funcidn de un campo escalar ;ﬁ , fueron propuestas por Jor-
dan (1948) e independientemente por Brans y Dicke (1961), aunque
esta dltima es un caso particular de la de Jordan. El punto de
partida de Brans y Dicke fue incorporar el principto de Mach en
la Relatividad Gemeral (RG), el cual dice que el fendmeno de la
inercia surge de aceleraciones con respecto a la distribucidn de
masa total en el universo y la hipdtesis de Dirac (1937) propuso
que G variara con el tiempo (Gﬂ-%). La teorfa tensor-esealar J3D
difiere significativamente de la Relatividad General cerca de la
sing_ular'idad inieial a tiempos pequerios donde el campo escalar‘¢
tiene contribuciones importantes [Gurevich et al. 1973 , Ruban y
Finkelstein, 1975)., La teorfa JBD gand nueve interés en Cosmolo-
gta através de la discusibn por Dehnen y Obregén (1971,1972) de

las soluciones exactas de las ecuaciones de Brarns-Dicke, las cua-
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les no tienen aﬂaZOQfa en helarividad General, aun para valores
grandes del pardmetro W .

Observaciones primeramente de la radizcisnm de fondo de microon-
das (2.7K), muestra que el universo sz expande isotrdpicamente
con un alto grado de exactitud en la i1ctualidad, y que 1q dis-
tribucidn de materia es homogénea a gran escala, aunque hay
citertas desviaciones de esa isotropfa (Sunyaev y Zel'dovich,
1970). Entonces surge la pregunta de por qué el universo es tan
isotrdépico a gran escala, aunque no es isotrdpico localmente?.
Surge la posibilidad de que haya habido condiciones altamente
anisotrbpicas cerea de la singularidad inieial, y por algunos me
canismos disipativos, tales como viscosidad dé neutrinos (Mata-
ner y Misner, 1972) y creactidn de partfeulas (Zel'doviech, 1971},
en etapas tempranas del universo, hayan tendido a isotropizar el
universo como se observa ahora aunque seguirfan quedando algunas
desviaciones de esa itsotropta (como la observada en la radiavidn
de fondo), algunos modelos indican que esos procesos de isotropi-
~435 (wovikovw 1968-19870), donde

probablemente entrarfan efectos cdudnticos, todas estas clases de

zacibén tardaron del orden de te 10

modelos son los llamados universos homogéneos anisotrépicos, para

una revistén completa ver por ej. Ryan y Shepley (1972).

La finalidad de este trabajo es presentar un conjunto de soluciones
exactas a la teorfa JBD para universos homogéneos anisotrdpicos
{tipos I, II,ITI-K5, V, VI, VIh). en donde se demuestra que se pue
den integrar las ecuaciones cosmolbgccas en forma relativamente sen
¢illa, con un reescalamiento del camnc escalar'¢ y de la densidad
de energfa 9 . Este reescalamiento se obtiene como solucidn en el
espacio plano (K=0) isotrdpico y rzsultc que también es solucidn
para espacio abierto (X=-1) y espa:i2 cerrado (K=+1) (Chauvet,1383)
En este trabajo se obtiene el mi.m> reewcalamiento en el modelo

Bianehi tipo-I, y se propone parua lLos demds tipos homogéneos.
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II. SUPOSICIONES.

Las supociciones quée hacemos para este trabajo, son por un lado,
que el universo se comporta como un flufdo perfecto, lo cual es
obgervado a una grar escala y se supone que la ecuacidén de esta-

do que describe a ese flufdo, es la ecuacidn llamada barotrépica:
r =BY

donde P es la presidn y ¢ es la densidad del flufdo y la cons-
tante de proporcionalidad B que generalmente toma valores entre

0y 1, pero que también puede ser negativa en caso de ereacidn

de partfculas (Obregdén y Pimentel, 1978J. Cuando p=--!3- la época
es dominada por partfculas relativistas o radiacidn, se conocen
soluciones exactas en el caso isotrdpico (Obregén y Chauvet, 1978;
Gurevich et al., 1973), se considera que esta época antecede a la
llamada "polvo" donde B =0 que parece ser la que predomina actual-
mente. Zel'dovieh (1972) sugirid la ecuactién lfmite P=9 para des-
eribir un gas de bariones frfo con interaceibn fuerte. Si cualquier
€poca puede ser caracterizada, por lo menos en primera aproximd-
efén, por un valor particular de B nuestras soluciones las podrian

describir a todas ellas (Chauvet y Obregén, 1979).

Por otra parte, la hdnica hipdtesis que se hizo para encontrar las

soluciones es la que conecta el campo escalado VY , donde:
3
Y= PR

¢ es el campo escalar de la teorfa JBD y R es el factor de escala

del universo, con la densidad de energfa € :
3
£=SR

P es Lz densﬁdad del flufdo, y estdn relacionados por la ecuacidn



(Chauvet, 1984):

£V = atf + b+ c

Donde a, b y ¢ son constantes, yNes un "tiempo generalizado”
que puede ser el tiempo propio t. Esta relacidn de campo es-
calado ha mostrado que es una manera relativamente sinpl: de in
tegrar las ecuaciones de JBD para universos homogéneos e L132ivd
picos, y al parecer también es urna herramienta para trabajar el
ecaso anisofrépicb. En este trabajo por medio del reescalamiento
ge obtuvo la solucidén &9 :Q.i\z'-}\bq*c, en el modelo Bianchi ti-

po-I, y luego vamos a suponer-que se cumple:

| E?==c?rf

Para resolver los otros tipos de Universos, esta aproximacidn es
aceptable, ya que para tiempos grandes donde es importante la
curvatura (i.e. todos los modelos no isotrdpicos excepto Bianchi

tipo-I), el término dominante es el que contiene a la constante Q.
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I1I.- ECUACIONES COSMOLOGIC?S,

En este capitulo se muestran las ecuaciones de la teoria
JBD para los diferentes Universos homogéneos, y usando la hi-
p6tesis de reescalamiento del campo escalar ¢ de la teoris,
se reescribiran las ecuaciones para cada universo y su solucidn,

segiGn el caso.
La métrica para el modelo Bianchi tipo-I es:
2 2 2
ds? = - dt? + Rf dx' + R? dX* + Rj ax?
2
El cual representa la generalizacidén homogénea del modelo

cuasi-euclideano isotrdpico y contiene al Gltimo como un caso
especial con R =R =R =R(t). .
1 2 3

Las correspondientes ecuaciones de campo JBD son:

¥ $ .o __________________
Hi.+3HHi+Hi¢ ¢[p+w(pp)] *
éA.Q .2-= | %%
HH + HH +HH + 3H$-5 %r ;
1d . '
FIgE(R?$) = @(p=3P) =-m=wmomoemomoeoeeas b

Donde el punto indica derivada con respecto a t, donde

R.
H. = =& son los pardmetros de Hubble, 1 = 1,2,3., Ademds
1 Ri
3H = IH.
i
R®* = R R R
1 2 3



De la Ley de conservacifn del tensor de energfa-momento en 1a
teorfa JBD, en el sistema de referencia movi&ndose con el flyf-
do cosmoldgico se tiene la ecuacibén de la expansidn adiabitica
vidlida para fluido ideal (también vale en relatividaq general) :

__.L:-?:E‘- (1)
Cx ¥ A=

y la ecuacifn de estado es barotrdpica:

(2)

— . 2. ya
P=p7 ; o<p=sd
substituyendo 2 en 1 se obtiene:

304
R T (3)

donde M es una constante. Sumando *,** %*** tenemos:

[R ( Q‘ 121. ..,‘?-si&-\-‘(?_ (Q\ -\—%;4-_1. % 3.1(\*\,;;(\-‘?“%:)_ '(4)

Donde reescalando la densidad

3

£= SR )



Multiplicando 4 por ¢

‘ngé?&:%%f*ﬁéif'géigik:: Enkxagu£¢-§;Xi;

(6a)

integrando:

d;_)(f = 3 t\-\rw(\-}f& Q

(o)

donde el nuevo parametro Y €S introducido mediante la rela-
cién

dq=tdt | -

Usando *** como
3> \ — -
(29)==lb-2B T (8)

integrando

2O = (-39 AR 9

Sumando 6 y 9

ST AT H = A (10)




ponde A, Yy b son constantes, Introduciendo el campo recesca-
lado ¢

Y= d)‘?s (1)

Substituyendo en 10 y cambiando ¢l punto por derivado con res-
pecto a q‘mediante 71

\
P = ANrb (12)

donde *"'prima" indica derivacidn con respecto a | . De 3y 5
se obtiene:

.

\ \
AR - = (13)
Usando 11, 13 y 7, y substituyendo en 6°
\
\\’&. - A'?.q y #\1::(..:;;:55“\\».':,, (14)

Sumando 12 y 14 e integrando se obtiene:

EN\J:OS{:\-.\QV\*Q_ (1s

Donde a,b y c son constantes. Se ho obtenido esta relacidn del
campo escalado, que es la misma que obtuvo Chauvet (1984} para




el caso isotrdpico. y se va a utilizar para resolver otros uni-
versos anisotrfpicos mé&s adelante,

Usando 1a relacién obtenida para ¢y , procedemos a enccntrar la
solucién para Bianchi tipo -I, subtituyendo 15 en 6 se¢ obtiene;

\
?.‘--: uL(\»w(.\—\?'\—\ S
Q axg o r C

(16)

Donde se ha usado de nuevo 7 y 11. Para encontrar los diferentes
Ri, multiplicando ** por ¢ y cambiando t por v\ de la misma ma-
nera ‘que antes se obtiene:

\’\’H-\ :ot'(_\-kw(\-?.\l"‘k*\t\“ (17)

Donde hi es una constante de integracidn. Usando 15 se encuen-.
tra que: !

’L _® W |
Re R aniyenxC (18)

Donde:

Nox ety = (19)

El caridcter de:la solucidén de las ecuaciones bésicas 16 y 19, ¥
el comportamiento dindmico del modelo anisotr6pico depende

esencialmente del signo del discriminante del denominador:




i - 1 0 - 4 RS S &,%@M

2
=\ - AGL (20)
si A<OQ, la solucion es: ow (Y
O ey T ] RO
R=Rolonabare zoqx o + [-a!

—oth T_\a-wtl-}n \1‘- ..

we (4 -8 - —\w \I-b. Th‘ 1)
R Rob(o,qi-Br\*Q,\&(w aa M >

WA ko & =Ty
usando 3 y 5°
R |
Q
V= N COEANE S (22)
Si A0, la solucidn es:
_.(\\-wb-Pﬂ Zb (-39 -\
_db b3y 200x %
R= Qa (ox¥roaae )™ expl = w o —\%1“\
A | ] _ (23)
waly- : v
Rie R ot omn T g0 ATt BN g ey
‘ o. (' w
Si A = 0, la solucion es:
E3R (RSN 25 (w0 \
R = Re (B R\ s
. (24)
"'Y"*“’L‘ B3 —-—T_\kwL\— N\ -2nt
- = Ro oo ) ¥ A
| Q.. Rt KQJ\;\' N\ | \ Z.OUQ\-\O ’

Donde para estos dos Gltimos valores de A, también vale 22.
Ademds de *, *% y **%;




Q\O\QO'LQ-D@, \—'20
- -_{_z R(\-%%\a,} \\-\-U—»U-—?\-\ (\-Ys\.\

- wos L 3—3(-\"“\
oz 3L (_\k - (25)

ST T S AUTAEL Y

y el discriminanter serd negativo, positivo o cero, depen-
diendo del parametro u.
Estas soluciones fueron encontradas por Ruban y Finkelstein

(1975) de una manera mis complicada.,
El campo escalar se puede obtener substituyendo los valores

i para R de 21, 23, 24, dependlendo del valor de A, en 22 donde
V= ¢R3 (Ec, 11) donde resulta:

0'3?\
Cb (b Lw\*\of\w_\ .
\fﬁm\*b N ﬂ\ Q%EQ;

zaQ§E:&J3;

L (2 _ mf\*b ST
Ok cb &Cﬁ\*\:ﬁ\ﬂ-\ QAT \’ e _,_l-\-m \

2 0-3p

A(C) (21-a)

(23-a)

.-—(_\—'-'o?\ \ . ) _
éK) (@ ¥on Q'\ @j\?\ 'acmi;‘o ) (24-2).

- donde ¢% es una constante, @, b, c, estdn dadas por 25.

ot e i Ry



Pasamos ahora a resolver el modelo Bianchi Tipo-II.

Tomando (x,y,z) como coordenadas locales, la métrica Bianchi
tipo~II es:

&é:—é’é.\. R, (Ax-zc\ﬁﬂi:&{ A RedT (26)

Donde las ecuaciones de campo son:
2

Wb UM, X % X % L= % Nrwo-wry (27a)
kA .

Wox 2w \\;,—%ﬁ % W = A%(\\»w(\_'ga.ﬂ y L=%3-(27b)

2
W2zt . . . (27¢)
W & \&\\\a*“z\*%“%”%%z*%“ %:% (28)
(RY) = =R (-3%) 29

donde hemos usado la ecuacidn de estado barotrépica 2.
Consideramos el caso de simetria rotacional localmente (LRS),
donde S = R, R = R2 = R3.

De la ecuacidn 27a, sumindole para i=2 en la ecudcion 27b, se obtiene:

-

(——--l---\ (22 ‘Q' ,‘S X \-":'2— 3 %:lo{%E*w(}_?\‘_X | (30)

multiplicando por ¢st y usando el pardmetro v en lugar de
t de 7 de la misma manera que para Bianchi tipo I, se obtiene:

(b?:a'b L%+%—-\ :20(“%'@(\-?5\“&\(\ (31)
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usando la ecuacidn de reescalamiento 15 de la siguiente ma-
nera:

[
T® =N (32)
con Q. una constante por evaluar.

Integrando 31, después de haber cambiado de puntos a primas:

Y w tepy

RSE Q | | (33

dividiendo 31 y 29 obtenemos ?5 como funcidn de RS, y usando
33 se obtiene qb como funcidn de N :

Con estos resultados y usando de nuevo 32 y 33, junto con 3
que es la relacién para % como funcifén de R y S, encontramos
estas cantidades en funcién de Y] » pero ya por separado:

\-Z-\- Q._E ¥ 2l ‘uwtt-p.ﬂ(\-%\\ )

S= 5V (35)

(_:.E 2 c,_Y_\\-u.n.v(_\ -+ fs-\ Tom

R¥ Q‘\ (36)

regrasando a 3:
- z—(—E—‘»,z"U\—wh-p'\\

EIQ

y usamos bien la representacidn de campo escalado *’ 8 equi-

o-m 1-; (37)

valentemente q; , ya que estdn conectados por 1t:




t S ) o - 14 = . o ‘?h» i

{ O ATl S S S { (s-®

d) Y\)\U-P (b '\‘uﬁw{l-f\(‘ p {

(38)

donde usando las ecuaciones de campo 27, 28 Y 29 para evaluar
las constantes a, by F se obfiene:

(l"}\(5"§3 + ?.:-L'Y_u wh .}3\'3 (1_3?)
b AL AR AR A S
(5—9)

Q= (39)

Q_B‘?l -;I \(\ }\(1—?3+ui\4-w£s—?ﬂ(\-'4?_k (40)

- 20 - 24 Tires (-p) (39
T~ . . (41)
Yz “‘"’ICE\ :
NG
La métrica de Bianchi tipo-V es definida por:

1S 2 - AR 82 1 exp 230 (Rd R,a3) (42)

la cual conduce a las ecuaciones JBD de campo, que obedece 1la
relacién barotrfpica 2:

2

' L % RIS - 1= 42,3, (43)
Ris3RMe-2 ()« 2B = L e Tt
(44)
2\-\"’: “1*“3
-5‘3«2\» Y 4,3\.\2.\?__:3- (45)
Baer MM M =) - % TN T g

A S R T

R




(B8) = <3 % 1-39)

donde q es una constante.

Restando 43 con i = 1 y 2 se obhtiene:

- \ \"\'\z\ * ZQ—- “%i
(H=4) + dnw 5 W Wa)

(46)

=0 (47

muitiplicando 47 myr¢F§, agrupando como antes y después

integrando:

Cb?f (\;\\’\-\z\: o

(48)

donde b es una constante, usando la relacidén para 4’=!#R3;

con @ una constante por evaluar

Y=

Ll

(49.a)

‘donde la ecuacibn de conservacidn 3 tenemos:

| =3
oM RRR)

[ ) \
recordando que W ,= QT/R.: &Rye. ’

grando 48 se tiene:

donde r es una constante de integracidn,

(49.b)

igual para H,, inte-

(50)

A e
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Dividiendo 48 y 46, cambiando puntos a primas se obtiene,
despu@s de integrar de igual manera que para los Bianchis

anteriores:
2 0-39) - -
| Cb:“f‘(k | (51)

con F, otra constante de integracifn por evaluar,

Derivando 50, y usando la relacién auxiliar de la ecuacidn
de campo 44, se obtiene des;:..8s de integrar, una relaci6n entre
R3 y RZ: .

-2
R -\ N
R < | (52)

donde h es . una constante de integracidn.

Usando la relacifn para *)49.a, y substituyendo 50, 51 y 52,
junto con 49.b:

(@)

de 53 regresando a 50 y 52:

2- '-%_(\-‘5}\\ LI I

30-p) .em\ (53)

i \
- % (\-3?\\'.3_(:%\

%) \
Q\:k%y SRR (54)

3 '»‘Q*W&%fx - 2
a \° 2-7 3ep Y (55)
Kgbsfi 1;;>3 \\ (ﬁ\ CEL

substituyendo R1, Rz'y R3 en 49.b se obtiene £ como funcién

de Qq :

o

- - %(\-5?\\ ey
A N SRR P (56)
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Evaluando las constantes a, b,£, F, por medio de las ecuacio-

nes de campo 43, 45 y 46:

s 428
) (V39D
- (1-8)
O
Y= XSt
2 ra > 2 ...}.-:- \
2 i\” 0% ‘&?—\* *
S+ V) Zewl-p e

Consideramos el modelo Bianchi tipo—~VI0 con la métrica:

A = - A RAL L Ry 2xp (23K) 4G 4 R, xpleg )T

las ecuaciones de campo quedan consideradas de la siguien-

te forma:

. < N b
Woe SRu, - ?—% X %%: *%—{\*mu-?ﬂ

W x 30 M, & 9__@3—_ = oLg__,T_\*wL\-’?\—\
& % 0@

V- = W

(57)

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

i



-2
Q& w P A
1\-\\\3\*\'\1\'\—“—""""‘1‘\3\'\&-=i .
SRS RN > \v..\\ z ¥~ 3 (65)
k'@? &)\ st ,{(\-3}3 ?Q . | (66)

Donde q = constante, Con S = R1 Yy R = R2 = RS’ y recordan-
do que RZS ¢ = \\) , Y &= Q‘P:’ , multiplicando 63 por RZSQS:

BB+ NI Mar R P Mg = L Twwt-F) € (67)

Agrupando en una sola derivada e integrando:

Yi‘.SCb % A CTWY (S SN (68)

donde hemos usado gdt = d'rL , entonces dividiendo entr-e\V con

ey = o’ (69)

se obtiene

- - _.CC'__.
= = o DA G-ndy vy (70)

integrando después de cambiar puntos a primas:

£ Drwl-py
R=©Q '

(71}




Donde b es una constante de integracidn. Usando 66

To® = -39 -

De igual manera que antes, dividiento 72 y 70, e integronds
se encuentra ¢>, que tiene la misma forma que para los otros
universos, claro con distinto valor de constantes:

| _ 3 (-39
G=T (73

usando 69 para encontrar S:
a z o
STEew V0 | 79

y de la ecuacién de conservacifén para un fluido ideal 3 se
tiene:

¢ = i (75)

substituyendo 75, 73 y 71 en 74 encontramos S:

_ .Q (L\z_ "é._ L\-‘s?\\ G\-:%\ -2 :;_"‘ '\\‘rw (.\“"\‘\ (7 6)
S

donde QL es una constante, Evaluando las constantes a, (%,

"y F, por las ecuaciones de campo para este Universo 62, 63, 65,
. 66, se obtiene:

+—




m--20 -

A= (=)

Tz =
S N

“P_ 503

<L

La métrica pafa el universo Bianchi tipo-VIh es dado por

A_% - d% f AR § Qx.? T Wy TR A EX?\‘?&L\L-\\ < QZ AT

con q = constante, y K = (-/h) , donde h4£0. El1 caso h = 0

- \:.\ \l—;’% {zaw ep (\RF\K

fué considerado anteriormetne para Bianchi tipo—VIo. Las

ecuaciones de campo son:

NP SERNe 2% WV /& i %V__L i

L, 2, - 28 (wa/gt o &

. 2 .
\r\.s\ra\k\\-s—-?ff' -/ & %—

20, = Qe Nk (-d W

\ % Tew G-y
FARRUR B (WEIEY
A @

Re = A L Vrwh-33

AYAN

¢

(77)

(78)

(79}

(80)

(81)

(82)

(83)

(84)



< (3B /o2 & w9
Wby WMs & Moty =% (@) /2, 3 $_%% - 3 a5y

o\ 3
(@) = 203K ' (86)
‘multiplicando 82 por K, sumdndole 83 y restdndole 81, se
obtiene:

Wy b ¥l e 3 O W & (g = 3 Qi ¥ (87)

multiplicando por q’=(#R3 e integrando con g£dt = dQ:

R, w

¢&kQ—QE_§*’¥' Q’Z. — 2 |\—_- ol Y.\*-w(_i—‘%\‘x\iq (88)

usando el valor para el campo escalado:

e = o (89)

con @ una constante por evaluar de nuevo.

De la ecuacidn 88 através de 89 integramos, usando primas
en lugar de puntos como lo hemos venido haciendo,recordando
que €dt = dn 88 queda como:

\ \ \
= 90
?.}—- *Y_Q__?:_ - = ’-"-G:Y_\.»,wh—}f\ ..v.'.—- ( )
?3 Ca 2.

iy

P

. s
*w



integrando 90 se obtiene con B = constante:

?__}8;_- s q'_"_:: (\»n.u‘ u-pyy e

\

integrando 86 de la misma manera que antes:

R T2, G = L (-39 q

de nuevo, como para los otros modelos, dividiendo 92 y 88
se tiene:

integrandoﬁ

=T

multiplicando 90 por 2 y usando 84 con primas en lugar de
puntos (la cual mantiene la misma forma) para eliminar H1:

Q\ \é ol L'
el K2 - Sy S 2 \*WU‘ﬁ\‘\ —_—
( 22 R “'X' A

integrandc 95, con r una constante:

= (A=)
1 St #
YA N
3

2% WrwG-piiv

C(91)

(92)

(93)

(94)

(95)

(96)
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multiplicando 90 por (1+k)/k y usando la ecuacién de ligadura
84 para este modelo, para eliminar H,:

\

() = (=¥ T?_“' r L Ve G-py 1 e \:'L | (97)

\

integrando 97 se obtiene la relacidén entre Rg Y R1:

(4D
R g et

"\‘2"{\_.'\‘.\ = (98)

despejando el valor de R2 de 96 y multiplicandb por R1R3:

1\#\» (l—Y;X

RR. 2, =¥ \’1 ) Q““‘" ?R (99)

usando 98 en 99°
4 t\i.w () piada=t (we) v (\-%)
Q?,: ‘('\_ ) R ) (100)

de la ecuacién 89 para el campo escaladquy su definicibn,

se obtiene la misma relacién que para los otros modelos:

[0

R = o= (101)

-~

de 1a ecuacidn de conservacién 3 sabemos que:

& = \\XKQ\Q-;_TQ% (1N02)
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usando 102 en 101 y regresando a 99 obtenemos por fin el
valor para R1:
*
‘p-§04ﬂ(ﬁw —Zdiﬁw&ﬂi

i (t-13) (ved™y (B
R=D e (103)

donde hemos usado 100, y D es una constante. Con este valor
de 103 para Ry, regresamos a 100 para obtener R,:

.
2 = Drwb-aly “ ('B\-V-) \-'-" z (.\-'5‘-\1 (e .
Ra= EQ (eRmONED  (104)

de varias maneras podemos encontrar R ;‘por ejemplo substitu-
2

yendo la ecuacidn de campo de ligadura 84 en 90 para eliminar

HS’ se obtiene:

1 \
(\ML?'\ ?'_E. = (\v ) E_!_. - %—: B*mh-—-‘s\-\“'u'\‘\ (105)
ST a
integrando 105 se obtiene:

_ _X\»«uat\-}\*\“'t\ -6 L\w.\

k Tt
Ql_:_(x (e Q Ak (106)

substituyendo el valor de R, de 103 er 106 obtenemos R,:

- . (v
Y
Qz-_-_ G_-\(-Lo- (3 h‘}\(}a«.j (107)

usando 103, 104 y 107 en 102 para encontrar &

Rt (108)

"c_'::: Eal q
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donde £l es una constante relacionada por otras constantes:

STL::TS?EGR

con los valores de Rys R, ¥y R como funcién de Q| y con el
valor para(ﬁ de 94, substituimos en las ecuaciones de campo

81-86, para conocer a, F y £L, obteniendo:

£ o () - Bx2)
o

—-,_'-_'_-___.—-——-__ 1 v
M d@-6R (et =38 g 20 P Al

P Q {2Gh\0-p
A= H T
z {4- ‘5:, \.u\?\

To oo

Msz}"\’b’

consideramos ahora las métricas de los modelos de Bianchi
tipo-III y Kantowski-Sachs, que en coordenadas esférica-

mente simé&tricas estidn relacionados:

AT A 4 Sdvy W (A4S « %2‘-6\ AP )

donde

e ® |, Bianchi Tipo-TIT

Loy =

e © , Kantowski-Sachs

Las correspondientes BDT-ecuaciones de campo para estos
modelos, con ecuacidén de estado barotrbpica son:

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)
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.

. z
. a2 23 -
oy 2R ML %___. 2§ ——‘2‘) = i%{wwu—\sﬁ& J =N s

\ @:—’-—:&Q_. o (Y ) (116)
\'\‘5'\3\\\'\3‘\' q) ‘2‘ (DY’\* \Ks
5N =\, (117)
LT
.« 2 . 2
“\\\z*\\\\a*\*t\‘\‘a"% %3 x 34 % —-%(m/a\ = % (118)
(Tf@\ = *?.‘Q} G-22) - (119)

donde S>= 1 para Bianchi tipo-III, y &:-%\3’1 para el mo-
delo Kantowski-Sachs con q = 5 . Se observa que las ecuacio-
nes de campo de estos modelos, son casos especiales del mode-
lo m&s general Bianchi tipo VIh con K = 1, que se resolvib
anteriormente. Por tanto hacemos K = 1 en las ecuaciones pa-

ra Ry , R2 y RS’ 103, 107 y 104 respectivamente:

{2 —‘-&(l-‘s\!-\'\-‘——- - 2 (el

Rizd N wno (120)

< (i \
N L L e

Rz RN | | (121)

:(5.' t\ a0 -w‘&

Ry= €N

(122)

donde d, g y e son constantes, ¥ para¢ uasamos 94:

2 (-39 (123)
b7 ,
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donde encontramos los valcres de las constantes. por medio de

las ecuaciones de campo 115-119:

_’f%
ot
- -

= = o
-6: (2_,(’%.9(.,?1.\,\;)[\—?\\ : (124)

= S

_Q: &QCS (126)

donde la ecuacién para la ''densidad de energia" € , también

vale para estos modelos, de igual manera que para los otros:

\2- < (A g

¢ = el \'\ - (127)
ademds para Bianchi tipo-ITI:
~% 23 | 2l-® |
L = —% 72— (A-ct+3ub-p )} (128)
a1z @-e |
v para Kantowski - Sachs:
-3 "“Tl\_:m o
Q= \ o " (129)
2w\ 2 \1_ ‘é:&q-c,‘snmuﬁ\\\




IV, Soluciones JBD-Bianchi-Kantowski-Sachs.

En este capitulo se muestra un resumen de las soluciones a las ecuaciones

cosmoléglcas de la seccidn anterior.

Bianchi Tipo-I 4\@ t‘*—"i’g& i
=B E

2 Urwi-pll 20-'\"?\3 = y Ly
Ri = Rot (ardrone )™ 200 4% & 1B |
al.\'a (-3 )
£GP T 20arb - % & ALO (1-1)
¢> q> L&‘\*\\'\*t\ Xzaq*\m—f:&‘ ) -
| K b e AL )Y ?\ -«qu-vﬂ*m‘“ TN mm\o\
Ri=Reu C\"\* O QX

&= ¢’° Lc}f{*bﬂ*t\%u' P QK?\ oL, (L:Etl at\\y 2,,'1._\9.& < A0 (1-2)

2 | ..;Eaﬁwu-pﬂ \ e (\wu-p';-?_\u\ '
R: = Row (ot o e) CXP o
2_(-3%) 1-3)
- 2 ) to.L bty -l =. L\’3‘5\ - (
® = $o larons QK?\ 1T \ A=o

. . .. 2
Donde RoL » P,» hi son constantes, i=1, 2, 3, el discriminante A = b °- dac,

y ademis.

oz T \ (-3pdx 3w - eepr |
b= 3« Wrwe-py) G-p)

2 e (I-4)
'Q_ - ,,.,f' {3{\-\-&:(1—]9} - —‘.?:L\'\L\

Donde AZLO , AS0 y I\ =0, dependiendo del pardmetro W) .




o

Bianchi Tipo-=-IT, -

Aunque supusimos simetria rotacional local (LRS) es decir R,

=R2=R’

podemos hacerlo sin esa suposicidn integrando facilmente la ecuacién

27.c. Entonces R=R1

\ (-9) A2 v Li-pi) )
(-p P ¥ 28w T8 SIS

Ri=

‘RL Q.Q\\
- =) 2t Trw(-p -y '\
\ -+ 24 Dokt 020
Q 3 - -
U

(-8 2t U —‘{ﬁ“‘ \ 5_-%
'3?

Os K (1 -m i - ZJ:{\-vcu U—-‘l;\(!
N\

Donde C y M son constantes y ademis:

b G-\ 2L T () 439D

=CR, ¥ $=13, lo cual implica?

(5—9)
L-P OB & 2ot T Gphd -3
G\ LROPr VR
= -\:-\— —c-_(..\;\-z&(uwu-?\'\(\—%@
Blanchl Tipo=IIT y Kantowskl Sachs.-
R= A"\\z- &b 3}““‘ - % Vel
=
Rz R,
b {\«—m(\-—?a\-\
Rz @ (UZ—G‘H oF 4 WOl
—z5 3D

- 2—-Cp 2oy .\-uLx—\s\l
(\-‘51

Donde 4, g, € y M son constantes con:

oL - o -
-,Z€Yae§*?+w ?~&

(II-1)

(11-2)

(II-3)

(III-1)

(I11-2)

(111-3)




Ademis para:

-? 2% 2(;—}\ \
i} Bianchi Tipo- = S A -
i) Bianchi Tipo-I11, (2 Y z_-_&'(:\_qu-xuh-ﬁ-s

(111-4)
ii) Kantowski-Sachs, =%  \ R CEC SN A
LU= S .
'Z.Kz.- :é-_‘q_g?y'aul\?‘?i\

~Bianchi Tipo-V.-

R\‘:‘. < Qz

\ \
_a\® &
R.= (&) U | .. v-1)
$23ﬁi‘\\‘viz

7 2 _ Qa3
d) - G-2p) o (‘L Gap (V-2)
L\*B@ N

Donde r, h, M son constantes, Yy:

LL= \?:i K&\\—i S 2 o (V-3)
B Ny ‘% Xz_*uis-(s\hnj}\'\

Bianchi Tipo-VI, .-

Aunque usamos en este modelo R=R2=R3 (LRS), podemos después de
integrar ficilmente la ecuacidén 64 tener: R=R2=CR3 y S=R1,
entonces . )\ o

\2- QL2 2w e t-pT Y U:;-\

_ L2 \(\b L-9d
\ T Q\D
ol \&wh--\\\_\ A

Qz = \O (L v (VIO-I




Donde b, c, .M son constantes y:

B e l-B
—_— - %klkw(\_?\C\k'&%}\

Bianchi Tipo—VIh.-
Gedd Ve (\--&
Q.- 'D"\ EXC \M“m““ A= AU R very
(1)

3-¢) < (-
7 Lrweopy® (n ZRRLEEL \V\LW)

QZ:G\‘(\

sz % ap Lo

b..*
Tlve b (- ()

Ry= B0

L2y -yt (-2 _
O e Lep 0ret 13y e ez (@

W te—tr—

Yol

Donde D, G, E y M son constantes, adem#s:

2 LA CBrd) 5 3P Gt el
- VIR
> -0 - 33+ &

-9 c%
£Ls Y \ k?.—--—(g- }*3“’\‘ AW

) q.-: CoWet.

(VI -2)

(V1 -3)

(VIh-1)

(V1 -2)

(VI;-3)

b, - L P anam - .
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V. DISCUSION DE LAS SOLUCIONES.

Se puede observar primerament: que el uso de la relacidén E.\\’-:Cuf-\-\;rvv_’
la cual fué obte%ida solament: er Bianchi tipo-I, en la ecuacidn de
campo para ¢ : (¢R3;=u((1-3p)5 s la cual es la misma para todos los
universos f(ecs. ***, 29, 46, 6, 86, 119), se obtiene el ecampo esca
lar ¢ de la teorfa JBD como funecidn de N (que juega el papel de
tiempo), la dependencia funcioral es la misma para todos los univer-
sos homogéneos: ¢:T‘Qé("‘ﬂ(ecs. 34,51,73,984), esto se debe a que en
loe universos no isotrdpicos pero homogéneos el campo escalar(ﬁ no
depende de la direc:idn (i.e. anisotropfa) del espacio-tiempo, sino
de la distribucidn de materia, y como ésta es homogénea el campo es-
ealar JBD se comporta de la misma manera en todos los espacios-tiem-
pos, elaro con diferentes constantes a y F. Otra caracterfstica im-
portante de este tipo de universos, se puede observar en las ecuacto
nes de campo (*-**%* 27 29,43-46,62-66,81-86,115-119) el lado derecho
.es comiun a todos los tipos(homogeneidad), y el lado izquierdo donde
aparecen los pardmetros de Hubble Hi, difieren los términos donde
aparecen los factores de escala RI’ R2, HS’ que caracterizan a un
tipo de Bianchi en particular (anisotroptal, y son el andlogo a la
curvatura en Los modelos de Friedmann isotrdpicos. Sin embargo, usan-
do la similitud en el lado izquierdo de las ecuaciones de campo Yy
reescalando el tiempo propio dq=edt, donde E.‘:?RB, siguiendo um pro-
cedimiento eimilar para todos los tipos de Bianchi encontramos la so-
lueién completa de los factores de escala R,y RBgy Rg. Cabe serialar
que para la constante barotrdpica P = 0 (ec. de estado 2), época que
se denomina polvo, de la ec. de zcnservacidn 3 se observa que & se
hace constante y esto implica gue e! pardmetro W se vuelva proporcio-

nal al tiempo propio t.

a) Bianehi Tipo-I: La solucildn para Bianchi tipo-I, como dijimos fué
encontrada anteriormente por kubtar .+ Finkelstein (1975) pero de una

forma mucho mds complicada, aquf re eacuentra de una forma mds direc
ta reescalando ¢’y P 1a cual fué cbtenida formalmente para este uni-
verso (ee. 15). El modelo Bianeli tipo-I generaliza el espacio plano
isotrépico de los modelos Friedma m-Robertson-Yalker (FRW) con curﬁg

turg K=0, y las soluciones eoincider formalmente con las de FRW (Gu-




1
<
L3

i

revich et al., 1973) cuando RI=R2=33=R(t). Este modelo es particular-
mente importante cerca de la singularidad inicial donde se sabe que

la curvatura es despreciable, todo esto para "tiempos" © pequefios.
Como mencionamos el cardeter dindmico de la solucidn fecs.I-1,2,3) de
pende del signo del discriminante [\ (20,40, =0 ), donde A= v -4ac

y éste depende del pardmetro W) . Para el caso AL O la solucidn I-1
muestra un universo con singularidad en las dos rafces reales de
0~"L"+\3\’1 X Q cuando [ v+ w{( =Y 1/a>0, y un valor mdximo de R
(donde R3=RIR2R3J en esas dos rafces cuando e w G- /. 40, 1a solu
eidn general para el caso AYO es I-2, donde si [\+w(|-\s\j/a SO

el factor de expansidn R(g) no se hace cero para cualquier valor de
N(-e0l q<+*® ). Egtos modelos son no-singulares puesto que van de
la fase de contraceidn a la expansidn pasando por un minimo Rmin’é 0.
Cuando r\-‘w(\-‘ﬂ‘/a<0 » sin embargo, la singularidad inieial (q-» -00)
y la singularidad final (N~+0Q0), existen p&ra este modelo y estdn se-
paradas por un intervalo de tiempo propio‘ finito:

+ o>
= ®dq

-aob
También para este caso hay R FOr dltimo el caso degenerado A = 0
ee. I-3(cuando Ouf{-bq-\-c, tiene rafces reales que cotinciden), cuando
Y_\ng(\—{a\j /Q_>0 tiene dos ramas diferentes, una el modelo regular
(R -, & RL0O) donde W\ toma valores — 00 <& O & Q,, donde Na es la
rafz doble de C\"f‘-\-\atl*g_ >, y el modelo singular ( Q€ R L 00 ), es-
te dltimo sucede cuando W toma valores T, £ Lo . Por dltimo,
cuando (i Lu(\-$\-$/a‘go , en este modelo siempre hay singularidad

en R = (0. Una descripcidén mds completa de estas soluciones se puede
ver en Ruban y Finkelstein (1973).

Para encontrar las soluciones para Bianchi Tipo-II, y los tipos III-
KS—V—V% Yy VIh usamos la relacidn en su forma cW= CLff . Esta reduc-
cidn (b=0, e=0) se basa en el hehco de que los términos donde aparecen
los factores de escala RI,RZ,RS (gce.*~**%, 27.29,45-46,62-66,81-86,
115-119) son relevantes a tiempos grandes, esto implica que estos mo-
delos describirfan mejor al universo cuando influye su curvatura, es

decir, para "tiempos" 1] grandes, por lo tanto consgideramos que es bue-




na aproximacién quedarse solo con el término dominante (cuadrdtico)

que conecta al campo \P con 9

b) Bianchi tipo-II: Un caso que no tiene relevancia f{sica aparece

cuando Pz ((5: VY s ya que la constantve LL (ee. 171-3) se vuelve
tmaginaria ademds los factores dz escalc R, sBoy Ry (ec.II-1) decre-
cen conforme aumenta N . Un resultado intez’esante es para polvo

(P= 0): en las ecs. II-1,2,3, vemos que las soluciones ffsicas

son para w>-.‘.é.., esto es que las consgtantes son reales, mis aun
51 WS =2 encontramos que hay singularidad en RI’RZ-‘RS conforme
¥t —0 (recordando que para polvo el pardmetro QN‘t, que es el tiem-
po propio) y este modelo se .- rande indefinidamente con t. En cam-
bio el c.orrzpor'tamiento dindmwco para el campo escalar¢s£ w)-;-:-,"
erece con t. La solucidn p<= 1 Bianchi tipo-II, fué encontrada an-
tertiormente por Loreng-Petzold (1984) pero este autor solamente oé

tiene solucidn para el caso R =R,#R, (LRS) y de una forma mds com-

1
plicada.

e) Bianchi ti;o;III y Kantowski-Sachs (KS): como podemos ver de
I11-1,2,3,4, la solucidén para el tipo-III y el modelo relacionado

KS (%:%), tienen el mismo comportamiento e:ccepto por la constante
' 2

-8 (+39)

para KS. Estas soluciones son

L (ee. ITI-¢). Modelos ffsicamente posibles son para w -
para Bianchi tipo-III y WD = 2

G=p) G3F) 2
divergentes para polvo (P =0) @_‘a), cuando W=at . sin embar-
go, usando la relacidn completa W= o tfi\ot &0 - aparentemente
solo hay solucidn si W =-2.

d) Bianehi tipo-V: este modelo es una generalizacidn del caso i8o-
trépico FRW, espacio abierto K=-1. Las solucignes para este modelo
v-1,2,3, a diferencia de los otros, son vdlidas para cualquier tipo
de materia (con '3::%- hay que seguir el procedimiento descrito al
final de es:a sececidn). S5i queremos garaa*izar que R, ,R,,R. sean po
sitivos, entonces para QX>»0, WD EFKGEQ De la ec. V 1 vemoi que
los factores de escala crecen indefinilanente con € st P(‘ ER
muestran singularidad en Y| = 0. Sin embargo, para [3)"3 hay singu-
laridades en € —b Tt , pero Ry By it R, decrecen conforme aumen-
ta Q . La caracterfstica mds importante para este modelo es que de
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la ec. V-2, usando LLQ , )\ = ??}u Psoy K>o implican d><0 y
tenemos antigravedad ya que génJG\ . Cuando R;=R,=R;=R, estos re-
sultados se reducen al caso isotrdpico FRW (K=-1), donde por ejem-

plo para polvo ( @=0) también predicen antigravedad (Chauvet, 1983).

e) Bianchi tipo-VI : en este modelo se tiene que para que las cong-
tantes sean reales W ?(r$§%:§5 , P20 , notese que son las mis-

mas condiciones que en Bianchi tipo-V dan antigravedad, solo que en
el tipo- VIO es todo lo gontrario, es decir, QS)Q (ec.VIO-Z). Ademds

o’ .
para polvo ¢~t » con AP0 0 sea que aumenta con t mientras que
en Bianchi tipo-V decrece.

) Bianchi tipo-VIh: estd caracterizado por el pardmetro del grupo
h (Kramer et. al., 1980), que para valores particulares de éste se
reducen a otros modelos. El pardmetro estd restringido a h& (0. El
caso h=0 es el tipo~VIO discutido anteriormente. Para el caso h=-1,
es decir K=1 (ecs.81-85), es el mismo que el modelo Bianchi tipo-
IIT y las ecs. VI, - 1,2,3, se reducen a las ecs. III-1,2,3,4. En

el lfmite cuando K=0 (h —%-00) las soluciones VIh—1,2,3, se reducen
al modelo Bianchi tipo-V (ees. V-1,2,3). Para que el modelo sea fac
tible ffsicgmente y las constantes sean reales, se debe cumplir que
'&{A-GPJr?;Lu(t‘?»?'l(?.donde a estd dada por la ec. VIy-3. |

g) Otros Universos Homogéneos: El modelo Bianchi tipo-IV no tiene

-métrica diagonal y no se han encontrado soluciones, ni siquiera en

vacfo (Lorenz-Petzold, 1983). Bianchi tipo-VII, ha sido considera-

do por Doroshkevich et al., (1973) y Jantazen (1880). En general es-
te modelo posee una métrica no diagoral, pero el caso Ry= R2, h¥0 se
reduce al modelo Biawehi tipo-V, 2. LRS tzpo-VIIo es un Bianehi ti-

'3
Q

-I. La dnica solucidn conceida en RG para Bianchi tipo VII, para

vacfo ha sidc dada por Lukash (1376).

Los tipos VIIT y IX difieren por una constante que cambia de signo.
El universo Bianchi Tipo-IX, generalisa 2l universo isotrdpico ce-
rrado (K=+1). Estos dos tipos son por mucho los mds complejos y se

ha investigado su posible solucidn usando la relacidn EQ’:ajfrbqfc,




pero no se han podido resolver las ecucciones. Existe solucidn parg
P = 1, para los tipos VIII y IX en JBL Lorenz-Petzold (1984), peré
suponiendo R =R, #R, (LRS).

h) Obgservaciones generales:se puede ver que el producto RIR2H3=R3
tiene la misma forma con respecto a q (ver ecs. 35,36,53-55,71,74,

101,102,120-122) para cualquier tipo de universo:
\
3 {z- %03l A
R =<2 "L | w8

eon a y L2 constantes que varta segin el modelo. Estc se debe a

que el producto de R RyRy elimina la anisotropfa, puesto que la re-
lacidn E.‘P:O.fi_z«-bcv-c_ que se usd para encontrar R® es 1a misma rara
todos los modelos (ecs. ***, ete). Otra caracterfstica comin de las
soluciones, es que para materia en forma de polvo (PB=0) el pardme-
tro W estd restringido a WD -2, excepto para Bianchi tipo-III don
de W< -2, para que existan soluciones ffsicas. Soluciones de espa-
ctos homgéneos Bianchi Tipos I-IX para vacfo y otras ver Lorenz-Pet
zold (1983,1984). Para una descripcidn de soluciones homogéneas en

RG ver Kramer et al. (1880).

Por #ltimo, mencionaremos que las gsolucibnes para radiacidén ( [3'—':\5- /
se pueden obtener fdcilmente siguiendo el mismo procedimiento que la
geceidn III, simplemente hay que reemplazar (J-SF.) por ', donde ©
es una constante por evaluar. Esto se puede ver por ejemplo de la
ecuacidr de éampo para ¢>, que es comin para todos los tipos de Bian-

aht:

(\:?q)S':, o{(\-5$§€ =o (?scu\ %-:.-‘-.—5\

Entonces al integrar:

R =

Sigutendo el mismo procedimiento que antes, substituyendo (I-SFS)

constante

por la constante [: en todos lados, se obtiene la solucidn para ra-

diacidn.




VI. CONCLUSION.

Fodemos concluir de este trabajo que el uso de la relacidn entre
la densidad de energfa escalada &= ?R?’y el campo escalado ‘-P=¢R3,
conectados por el tiempo N, a saqber &4::&Q1+br1_+c, vermite in-
tegrar las ecuaciones de campo JBD para algunos universos homogé-
neos no-isotrdépicos, de una manera mucho mds sencilla que la usa-
da por otros autores (Lorenz-Petzold, 1984, Ruban y Finkelstein,
1975), lo que permtid emcontrar nuevas soluciones para los mode-
los Bianchi Tipo- I-II-III-KS-V-VI_-VI,, extendiendo asf a los uni
versos no isotrbpicos la relacidén entre &y W ya que en el caso
igotrépico FRW es solucidbn para K=1,0,-1 (Chauvet, 1983). Una po-
sible aplicacidén de este método de reescaiamiento podrfa ser en
Relatividad General (donde 95 = constante), donde hay algunos ti~
pos de Universos homogéneos donde no se ha podido encontrar solu-
eidn.

Por otra parte un resultado importante es el encontrado para Bian-
ehi Tipo-V, ya que es el tinico donde se obtiene antigravedad ¢<Q
de una manera natural, corroborando asf el mismo resultado obtenti-
do para el caso igsotrdpico FRW espacio plano (K=-1) (Chauvet,13983),
recordando que Bianchi Tipo-V es su generalizacidn anisotrdipica.

Es importante mencionar que estas soluciones son vdlidas sin la
hipbtesis de Simetrfia Rotacional Local (LRS) usada por otros aquto-
res, es décir, es vdlida para anisctropfa total RI#RZ#Rs. Por
dltiro mencionaremos que las scluciones obtenidas muestran que con
Fformz el pardmetro temporal N  aumenta, los modelos no tienden a

tsctropizgarse.
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