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Capít ulo 1 

Problema  de módulos 

l. 1 Familias parametrizadas 



Xótcsc- que' l a  condición ( e )  en la. anterior  definición edablece la. existencia.  de 

un Cllntor contravariant,e de la categoria de es(1uema.s en l a  ca,t,egoria dr: conjuntos. 



E l  funtmr anterior  será  llamado  furlt'or de módulos y la, familia de esquemas sohre 

X. ~ntidulo isonlorfisrnos será denotma,da por 

La  pregunta, Ilatural es si se le puede dar a 3 ( X - )  una  estructura  de esquema, 

l a  cual refleje las características dc sus  elementos. Ha.ganlos el siguiente  análisis 

para, ver ccirrlo dar rcspuest>a a lo a.nterior, así como un mejor plant>eamient'o del 

mismo  prol~lema. 

Perlselllos que 3 ( X - )  es el espacio sul~yacente a,l esquema M ,  entonces para, 

t'oda. familia  pa,ramet,rizada f )  t'enernos un  morfisrno 
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A q u í  debemos plantearnos las  siguient'es dos preguntas 

o i. Es V : 3 ( - )  t Horn (-, M )  una transformación  natural ? 

l i n  funt,or .3 se  dice represent,able, si existe  una  pareja ( M ,  O )  donde M es 

1111 esquema sobre k y O u n a  equivalencia  na.tural  entre los funtores 'J" ( - )  y 

H o m  ( - .  .U): y si e s k  es el caso,  diremos clue el esquema M representa a.1 funtor 

1.2 Esquemas de Módulos Finos y Toscos 

Observación 1 Si $ es represcnt>able por 114 se  t'iene lo siguienk 
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Definición 4 T ~ ' n  t .squrrr~a  de rnódulos tosco para un problema de módulos cow 

siste  de 1111 esquema A f  junt>o con una,  transformación  natural O cnt're los funt,ores 

' 3  ( -  ) y Hout ( -, M )  satisfa.ciendo lo siguiente: 

rll : % ( - )  + H o n z ( - , N )  

existe  una ilnica. transformación nat,ura.l 

rll : '3 ( - )  __f Holn (-, N )  

a) (S) ( O )  = p o 8 



es un rnorfismo. 



e11 estc caso llna eclrlivalencia, nat,llral con a = O ( p t )  un morfismo. Así pues los 

csquenlas de módulos s o n  línicos  sa.lvo - . No se lla establecido la existencia de 

los esquemas de módulos, sólo la uniciclacl de  estos cuaado existan.  Ahora bien si 

tenemos u11 csquerna de módulos tosco ( M ,  O )  , &te ser;, un esquema de módulos 

fino si c u n ~ p l c  las dos condiciolles  siguient,es: 

i )  es cquiva.lcut,e a la supraycctividad de O y i i )  es eyuiva.lente a. 

l a  irtyect'ividad de O ,  es  decir si se cumplen ( i )  y ( i i )  O será una, 

equivalencia  natural. 

1.3 Curvas de grado d en P2 y Endornorfisrnos 

de Espacios  Vectoriales 

d 

Y 



I O  



1 O o . . .  O 

- 
O 

o 

t 

x - 

f. Sea r E :Y tal que I’ 5 7 1 .  considere el conjunto 
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dorlde I: es 1111 suhespacio 7 - cíclico de dimensión n,;. El correspondiente 

11rol)lcma de módulos  será  clenot,ado  por Ind,,, (-1 . 

Sea ( E ,  T )  E 3" ( S )  , por el teorema de descornposicidn cíclica tenemos  que 

el espacio vectorial 1' (,q, E )  tiene m a  descomposicidn de la. forma, 



( I I  = Pi/P;+1 . s i  1 5 i < I' 

yT = P, s i  i = r 

( b l ,  . . . , b,,, ) : ,S "-f k"' 

O : 3" ( - )  __f Hon2 (-, P )  
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Capítulo 2 

Esquema de Hilbert 
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2.1 Esquema de Hilbert de Variedades Proyec- 

t ivas S- P lanas 



Observación 3 D a r  la pareja ( . f .  <) es lo mismo que c1a.r un diagrama, conmuta- 

t, i x70 
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( a )  M , , + ~ / S ~ &  es  localrr~ente  lihre  de  rango k ( u  + k )  para todo k 2 O 

( 1 1 )  La gavilla Z c definida, por el  submódulo  graduado R, = ,5'k X, 
k > O  

J' el cociente 017 = 0 2 y / Z  sat isfacen las  condiciones a )  y b). 

2.2 Esquema de  Hilbert  de Variedades 

Canónicamente Polarizadas 
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,i’ - ,i’ S 



(2.1) 







Observación 5 Este corolario nos ~nuest’ra c u i 1  es la, diferencia  entre Hilbi’” 

para, el cual se construyó el esquema X que lo representa y KdZhh, mostrandonos 

cluc este ~ í l t i ~ n o  es localmente el cociente de ‘H b a j o  la acción  del grupo lineal 

genera.1 Pc;Zc+l (C3,l (5’’)) . Surge  ahora la pregunta de si est,e cociente es aim 

u n  esquema.  en cuyo caso  se  tendría  que HiZbh es t ’ amhih  representable, siendo 

localment,e el esquema. que lo representa,  alguno de los anteriores. 



Capít u10 3 

Cocientes  categóricos y 

geométricos 

3.1 Grupos Algebraicos y Acciones 



Id x /I 

T 

( b )  1.q' del inverso ~ ( c A ,  /? ( a ) )  = ,u(!? (a )  , a ) ,  i.e., las composiciones si- 

guicnt,es son ambas igua.les a. e o T T ,  A es la diagonal 



( a )  a((/ ,  a(h, x ) )  = O(}L(íL, h ) ,  .r)  

G x c: x x Idc x a 
t 

1 
}I x Iíl-n: I 

G x x 
a 

(hi  a( 1, .r) = .r 

x 



Ejemplo 6 Todo grupo act,ila en si misnlo por conjugación y por mult,lipica,ci<in. 

x 

G x 9 

G x .Y x T 

Ejemplo 7 Si .f = I(1.y. 9y = Q = (a, U,) y entonces. 



Ejemplo 9 Si .[ : S = T + A Y  cs m a  sección (T o .f = I s ) ,  entonces 

l(; x i 
T 

1x. x i  

T 



X x T 

Definición 12 El estabilizador (G‘  - tsfcdil izaclor) de f es el esquema $9 ( . f )  

dcfirlido nlcdiant>e el producto fibrado 

S (  f )  T 



1 
{.Y> = ‘I’ 

3.2 Cocientes Categóricos y Geornétricos 



1 

i 

\II 

1 



Demostración 

t 

N - 

T 

ii. El digrama 

p2 
t 

@ 

T 



namos 
- 

: 3 (S) ”$ Ho7n (S, N )  

H07,¿ (-, N )  

conmut,a, por tanto 

x - 3(pt) - Hom(p t ,  N )  

H om ( p t  . .U) 





Demostración Es inrncdiata. de l a  proposición 4 ,  de que todo cociente ca.tc- 

gdrico será 1111 cociente g~01nh1 rico, 5 es  un epimorfismo y las fibrasde ¿D son la,s 

órl,it,as. 
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Capít ulo 4 

Existencia de cocientes 

geométricos y categóricos 

4.1 Grupos Reductivos y Estabilidad 





4.2 Un teorema de Murnford 

Teorema 7 ( M u m f o r d  ) Sou rquiunlerr2e.s: 

( a  j .r es inestable 



:Int,es de tlemost,rar el  teorema  señalaremos a.lgunas consecuencias  del  mismo 

así como algllnos result atlos tbcnicos  previos. 
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x inestable 

a)  

o E o r ;  (:c ) 

x semiestable 

a) 

o ($ OG ( x )  



Capítulo 5 

Estabilidad  asintótica 

En c s t e  capit 1110 consideraremos el concept,o de est>abilidad  asintótica,, así como de 

algunas irl1portantes co11secuencias del mismo ( criterio  num6rico para, la estabi- 

litlatl de varietlacles ). La, idca de estabilidad  asintót'ica fue utilizada por Gicseker 

[Gil, para est8ablecer dichos criterios numGricos cuando l as  varietla.des son supcr- 

iicies c l ~  1 ipo general. 

Iniciarenlos  citando u n  resultado de C ' .  P. Ramanujan [Ra], junto con una 

olxwrvaci611 acerca de las fomas de Chow [Sa] , [Gre]. Las variedades en est,e 

capítulo  serán de climensión r y est,arrin encajadas en P" si no se indica, ot,ra 

c.osa. 

5.1 Formas de Chow Y Estabilidad Asintótica 



= o] . 

\ '  . 



Observación 14 La definicitin  ant,erior se refiere al coeficiente  principal rmrmal- 

izado r lc l  polinor~lio de k€ill,ert,-Sarnuel para la gavilla cociente indicada. 



( a )  Si C e 1. C son generadas por sus secciones, entonces 

( cs decir, poclemos calcular f L  (Z) de la,s dimensiones de los espa.cios 

tlc secciows. I 



Demostración Sea, -Yo la inlagen de en P7' bajo la acción del rnorfismo 

dado por  las secciones de L .  Ehtonces ,L = TT* (Ody, (1)) y 
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5.2 Criterio numérico para la Estabilidad 



Demostración Prol>a.renlos algunos resultados a.nt,es de derrlostra'r el teo- 



Demostración 
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3 )  Ahora veremos cómo obtener por dilatación.  Considere  el nlorfismo 



A’ x X Al x Pn 

I?,,, = 





. . .  

. . .  

. . .  

. . .  

. .  . .  
. . .  

. . .  

. . .  

. . .  

. . .  

. . .  
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Alglmos otros I lcd~os  import'antes acerca. del grado reducido son: 



Seria 11111~7 intercsa,nt,e COIIOCCI' si la, rrlayoría de las variedades de clirnerlsiGn 

:3 ( CII 1111 sent,iclo similar al de i i )  para superficies ) tienen r rd .  dcg ( X )  2 2. 

L a  siguiente clefinicicin es introducida solo tenta.tiva.rnente  como  una forma, de 

encadenar las  ideas nueva,s con las  viejas ( por  ejemplo el método de Alhanese 

para  simplificar  singularitlades de variedades ) 



Demostración Elijamos un Ips 

('01110 t 110 L,, o, y 

l=O l=O 



. .   . . .  

t 

. .  . . .  

A ( t )  = 

6 :3 



x ( t )  = 

t . . .   . . .  O 

1 1  
. .  . .  

0 . . .  . . .  1 

t 

7 

O 

1 



5.3 Dos problemas de interés 
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