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Introduccion

Los problemas de médulos fueron primeramente tratados por Riemann [Ri] quien
mostré que las curvas de género g > 2 tienen 3¢ — 3 pardmetros. Dichos pro-
blemas fueron formulados de manera méas precisa por A. Grothendieck [Gr] v D.
Mumford [Mu — IJ, quienes definieron los esquemas de médulos para variedades
de dimensidn alta, solucionando en algunos casos el problema. Mumford observé
del trabajo de Grothendieck que la relacion de equivalencia para el funtor de
Hilbert se puede ver como la accién de un grupo algebraico y que en algunos
casos los esquemas de mddulos se pueden obtener como el cociente correspon-
diente, definiendo asi cocientes categdricos. cocientes geométricos y estabilidad.
Deligne v Muimnford [De — Mu] resuelven a partir de lo anterior el problema de
Riemann para curvas algebraicas de género g. En la actualidad se tiene una muy
buena clasificacion de curvas mddulo la accion de un grupo reductivo. Poste-
riormente Gieseker [Gi] resuelve, a partir del trabajo de Mumford, el problema
para supetficies de tipo general usando estabilidad asintética.

El presente trabajo consiste en una aproximacion a estas ideas , para poste-
riormente en un trabajo doctoral dar solucion a dos problemas que se derivan de
dichas ideas: Clasificar las variedades de dimension 3 de manera similar a como
Gieseker lo hace en superficies y determinar ¢émo cambian los puntos estables

para polarizaciones arbitrarias.



Capitulo 1
Problema de modulos

El problema de médulos nos lleva a B. Riemann [Ri], quien mostré en su célebre
articulo de 1857 sobre funciones abelianas que las clases de isomorfismos de su-
perficies de género ¢ > 2 tienen 3¢g — 3 parametros, en el cual propone el término
moédulo. Sin embargo sélo muy recientemente han sido formulados de manera
precisa los problemas globales de médulos en geometria algebraica, lo cual se
debe a A.Grothendieck [Gr] y D.Mumford[Mu — I] quienes definieron el esquema
de médulos o espacio algebraico para ciertas variedades de dimension alta, obte-
niendo en algunos casos solucion al problema. Aqui nos interesamos en el esquema
de médulos de variedades proyectivas candénicamente polarizadas. En lo que sigue
definiremos nuestros objetos de estudio: familias , familias parametrizadas, prob-
lemas de médulos v lo que entenderemos por solucién a un problema de médulos.
['n este trabajo sélo consideraremos esquemas sobre un campo k algebraicamente

cerrado de caracteristica cero.

1.1 Familias parametrizadas

Definicion 1 Una familia de esquemas X parametrizada por S, es simplemente

un morfismo de esquemas f: X — 5. La familia sera llamada plana si f es un



morfismo plano y sera denotada por (X, f). Dos familias parametrizadas (X, f)
v (Y.g) se diran equivalentes, lo cual serd denotado (X, f) ~ (Y,g), s1 X es

isomorfo a Y y el diagrama siguiente conmuta:

12

Definicién 2 Dada una relacién de equivalencia = ( isomorfismo ) entre los
esquemas X y una entre los esquemas parametrizados (X, f) denotada por ~,
entonces llamaremos familia a toda coleccion I de esquemas parametrizados tal

que cumple con las condiciones siguientes:

(a) Si S es un punto entonces, X € 3

(b) La nocidn de equivalencia ~ entre familias parametrizadas por S se

~

reduce a la equivalencia entre esquemas = cuando S es un punto, es
decir (X, f) ~ (Y.g) st vsolost X 2V
X , " - .- - .
(¢) Dado un morfismo ¢ : S — S y una familia (X, f) parametrizada
- . . e1e . . P i
por S. existe una familia inducida (¢*X, ¢* f) = (X X g S ,])7"2) )
Asi mismo se tienen las relaciones:
i (o) =i ogr
io1sX = X

S1 (X, f) ~ (Y. g) entonces, (¢ X, 0" f) ~ (¥*Y,¢"¢g)

Noétese que la condicion (¢) en la anterior definicion establece la existencia de

un funtor contravariante de la categoria de esquemas en la categoria de conjuntos.

3 Ksquemas — Conjuntos



tal que a cada esquema S le asocia el conjunto

IS ={X.NH1f:X — S esplano} [ ~

El funtor anterior sera llamado funtor de médulos y la familia de esquemas sobre

k modulo isomorfismos sera denotada por

3(k)={X

X es un esquema sobre k} [ =

La pregunta natural es si se le puede dar a 3 (k) una estructura de esquema,
la cual refleje las caracteristicas de sus elementos. Hagamos el siguiente analisis
para ver como dar respuesta a lo anterior, asi como un mejor planteamiento del
mismo problema.

Pensemos que 3 (k) es el espacio subyacente al esquema M, entonces para

toda familia parametrizada (XX, f) tenemos un morfismo
Vy 0§ — M tal que Vx (s) = [f7 (s)] .

[La funcién anterior esta bien definida pues si (X, f) ~ (Y, g) entonces, como el

diagrama siguiente conmuta

2

se tiene f71 (s) = g7 (s) es deciv [f71(s)] = [¢g7' (s)], asi pues a cada familia
(X, /) parametrizada por S le hemos asociado una funcién de S en M de manera

que si



3 Fsquemas — Conjuntos

es el funtor contravariante definido anteriormente entonces, Vx induce una trans-

formacion funtorial tal que

Vi3 (S) — Hom (S, M)
(‘va f) — Vx

Aqui debemos plantearnos las siguientes dos preguntas
e ;, Es Vx : S — M un morfismo de k — esquemas ?
e | EsV:3(~) — Hom(—, M) una transformacion natural ?

Un funtor 3 se dice representable, si existe una pareja (M,0) donde M es
un esquema sobre k& v © una equivalencia natural entre los funtores S (—) y
Hom (—.M); v si este es el caso, diremos que el esquema M representa al funtor

™
3.

1.2 Esquemas de Mddulos Finos y Toscos

Definicién 3 Un problema de modulos consiste en determinar si el funtor
(funtor de moédulos) descrito anteriormente es representable. En cuyo caso tam-

bién diremos que la pareja (M, ©) que lo representa es un esquema de modulos

fino.

Observacién 1 Si 3 es representable por M se tiene lo siguiente

1. O(pt) : S (k) — Hom(pt,M) = M, es decir S (k) tendra es-

tructura de esquema

(W]



ii. Vx : S — M scra un morfismo pues para cada esquema Sy
cualquier s € S, la inclusién de {s} en S induce el diagrama

conmutativo siguiente

3(S) Au o Hom(S, M)
3() -
S(pt) — . - M

O(s)(X)=0(pt)oVy =Vy

iii. La identidad 1p; € Hom (M, M) determina salvo isomorfismos
una familia (Y, M) parametrizada por M, llamada familia univer-
sal, tal que para toda familia (X, f) parametrizada por S existe

un unico morfismo 8 : S — M tal que (X, f) ~ (0*Y,0%g).
Las observaciones anteriores nos llevan a la proposicion siguiente.

Proposicién 1 Un problema de modulos tendrd un esquema de modulos fino st
y solo st existen un esquema M y una familia universal (Y, g) parametrizada por
M tal que para cualquier familia (X, f) parametrizada por S, existe un wnico

morfismo 0 : S — M para ¢l cual (X, f) ~ (6*)Y,0%g).

Demostracion Las observaciones anteriores muestran la necesidad, de modo
que solo probaremos la suficiencia, para lo cual observaremos que ©(5) esta
bien definida v es inyectiva por ser € tinico y tal que §*) = X. Veamos que es
suprayectiva, en este caso solo diremos que dado un morfismo 6 € Hom (5, M)
la familia que le corresponde es V xS

L

Desafortunadamente existen muy pocos problemas de mddulos con un es-
quema de modulos fino, esto nos leva a relajar un poco el concepto de solucién,

dando lugar a la definicion siguiente.



Definicién 4 Un esquema de mddulos tosco para un problema de médulos con-
siste de un esquema M junto con una transformacion natural @ entre los funtores

I (—)y Hom(—, M) satisfaciendo lo siguiente:

1. ©(Spec(k)) : S (Spec(k)) — Hom (Spec(k), M) = M es biyec-
tiva

1. Dado un esquema N y una transformacion natural
U:3(—~)— Hom(—,N)
existe una unica transformacion natural
®:Hom(—, M) — Hom(—,N)
tal que ¥ = ¢ 0 0.
Notese que O esta dada como antes por
O(5)(X) =0(pt)oVx
y mas aun, para cualquier transformacion natural
U:3(—)— Hom(—,N)

se tiene una funciéon p = W (pt) 0 O (pt)™' : M — N.
Si @ existe como en ii) entonces, se puede comprobar facilmente que u = ® (pt)

coincide con cl morfismo @ (A1) (1a;). De hecho se tiene que
O(S)(@)=pob

para cualquier § € Hom (S, M). Conversamente si g es un morfismo nosotros

podemos definir @, de manera que tenemos la siguiente proposicién

7



Proposicién 2 Dado un problema de mddulos 3 (—) existe un esquema de mo-

dulos tosco si y solo si existe un esquema M y una biyeccion o : 3 (k) — M tal

que
1. para cualquier familia parametrizada por S (X, f), aoVy es un
morfismo
. para todo esquema N y cualquier transformacién natural ¥
3 (=) — Hom{—,N,) la funcion
_ -1
w=w(pt)oa
es un morfismo.
Demostracion (C‘omo observamos anteriormente, la parte (i) es equivalente

a tener © y la parte (ii) es equivalente a tener ® que es lo que se buscaba.

d

Proposicién 3 Dados dos esquemas de médulos toscos (M,a ) y (N,a,) como

o\

en la proposision anterior para un funtor de médulos I (—), entonces exviste un

isomorfismo
M — N
tal que poa | = e,
Demostracién La funcion g = a ,0a7! : M — N es biyectiva con inversa
a0 0/_2] v por (ii) en la proposicién anterior, tanto p como p~! son morfismos.

0

Lo anterior nos indica que para un problema de médulos para el cual existe
un esquema de modulos, éste es unico salvo isomorfismo, lo cual no depende de la
equivalencia entre familias parametrizadas. Por otro lado cabe hacer notar que

un esquema de modulos fino es también un esquema de médulos tosco por ser ©



en este caso una equivalencia natural con o = 0 (pt) un morfismo. Asi pues los
esquemas de modulos son tnicos salvo ~ . No se ha establecido la existencia de
los esquemas de modulos, sélo la unicidad de estos cuando existan. Ahora bien si
tenemos un esquema de modulos tosco (M, ©), éste sera un esquema de modulos
fino st cumple las dos condiciones siguientes:
i
i. existe una familia uniQersa] (V,g) parametrizada por M tal que,
para toda m € M, g~! (m) es equivalente a © (pt)~! (m)

i. dado un par de familias (X, [} v (XI, f') parametrizadas por S
Vx =V siy solosi (X, f) ~ (X', f)

1) es equivalente a la suprayectividad de © y ii) es equivalente a
la inyectividad de O, es decir si se cumplen (i) y (ii) © sera una

equivalencia natural.

1.3 Curvas de grado d en P? y Endomorfismos
de Espacios Vectoriales

Ejemplo 1 Sea A = {H C P? | H ¢s una curva de grado d} , donde X ~ Y si
y s6lo st X =Y. Cada H estd caracterizada por un polinomio homogéneo de la
forma:

Flr,y)= Z ai;x'y’ =0
14j=d

el cual puede reescribirse como

d
Flay) =3 aur'y’™ =0
t=0

9



siendo dicha ecuacién tinica salvo multiplos escalares. Hagamos M = P? en-

tonces a cada punto @ = (a,,...,a,) € M le corresponde una tdnica curva

d

H € A, asaber
d
H tal que Zair‘yd" = 0.

1=0

Ahora bien, como X ~ Y si y sélost X =Y, se tiene

i (XN =A N0

. Vy: S — MconVx(s)=(a,,....a,)

donde X es la curva caracterizada por

d o
Z a;r'y’™ =0
i=0

Ejemplo 2 Ahora consideraremos a los endomorfismos de espacios vectoriales de
dimension n sobre un campo k, es decir consideraremos parejas (V, T') consistentes
de un espacio vectorial V' y un endomorfismo T de V' a las cuales llamaremos
simplemente endomorfismos. Dos endomorfismos (V,T) y (Vl,T’> seran equi-
valentes si existe un isomorfismo h : V. — V' tal que ho1' = T o h. El
problema de mddulos correspondiente sera denotado por End, (—). Una familia
de endomorfismos (F,T') parametrizada por S sera un haz vectorial £ de rango
n junto con un endomorfismo 7' de haces vectoriales. Asi , dos familias (£,7T)
v (E',T') seran equivalentes si existe un isomorfismo h : £ — E’ tal que
hoT = T oh. El problema de médulos anterior no tiene un esquema de médulos
fino pues si lo tuviera, digamos (M, ©) se tiene que para toda variedad S y todo
haz no trivial /' de rango n sobre S, las familias (£, 1g) y (1,,, 11,) donde I,, denota

el haz vectorial trivial de rango n, inducen el mismo morfismo en Hom (S, M)

sin ser estas dos familias equivalentes. Tampoco existe un esquema de mddulos

10



tosco para End,, pues al considerar un motfismo 3 : k — M, , tal que

B 0 |

0 A ¢ 0
B(1) = 4 =

0 0 Aot

00 0 )|

este morfismo representa una familia End,, (k) = F' de familias de endomorfismos
parametrizadas por k, a saber {([,,/;) |t € k}, la cual determina un morfismo
Vi € Hom (k. M). Tenemos que st t # 0 el polinomio caracteristico de #; v
su polinomio minimal coinciden, mas ain existe un cambio de base que trans-
forma /3, en 3; por lo cual tenemos (I, 3;) ~ (I, /31) para todo ¢t # 0 es decir
Vi (t) = Vp(l), de donde, por continuidad Vg (1) = Vp (0), es deciv 3y v
son representados por el mismo punto en M, sin embargo 47 v 5y no pueden ser
transformados uno en otro mediante un cambio de base, de manera que no existe
tal esquema de mddulos tosco.

Alora nos restringimos a una clase mas pequena de endomorfisios, a saber
aquella para la cual se tiene una descomposiciéon ciclica fija del espacio vectorial

como indicaremos enseguida.
[. Sear € N tal que r < n, considere el conjunto

Q. ={weN |Jw=(n,...,n)} ta que
Sim = n

n; > e, parar=1,...,r—1

Sea ) = U"_,Q),, entonces para cada w €  denotaremos por End, ., (T') a

el conjunto de (V,T') € End, tales que la descomposicién T — ciclica de V

11



esta dada como suma directa de r subespacios T' — ciclicos, esto es

‘/‘Y = ‘1 Q‘—g PN ({A ‘/;_

donde V; es un subespacio T' — ciclico de dimension n;. El correspondiente

problema de modulos serd denotado por End,, (—).

Una familia de endomorfismos parametrizada por S, &nd, ., (S), un haz
vectorial I/ de rango n junto con un endomorfismo T' para el cual existen
r secciones s ,...,s, de E tales que {v;,T(v;),....,T™ 1 (v;)} es una hase
para el subespacio ciclico correspondiente de F donde v; = s; (s) con s € S.
Notemos que FE tiene que ser trivial pues el conjunto v = U~; 2 = 1,...,r,
cony; = {vi,....T" 71 (v;)} es una base para I' (S, £') . El conjunto de clases
de equivalencia de familias parametrizadas por S en End,, , (—) se denotara

por 3¢ (5).

Sea (K, T) € 3¥(5), por el teorema de descomposicion ciclica tenemos que

el espacio vectorial I' (5, £/) tiene una descomposicion de la forma

D(S.E)y=W, & W,

donde cada W, es un subespacio T — ciclico.

Sean

& (I) = ™ + (1,1;17'”'1“1 T+t ay,
Hir) = a4 ap @™V o4 (g, + an,)
Pr (l) = a" + (171/1+~--+71r_1+1?1'nl—1 + -t ((['nl + e+ a‘nf)

12



los T anuladores de los Wi, asi Py | P, vy por tanto podemos definir

qi:Pi/})'i+1 S‘i ISZ<7’

g, = P, sl 1=

/ . s ’
como los 7 s son unicos , también lo son los ¢; s. De manera que podemos

definir una funcién de Jw (S) en k™ de la manera siguiente
(by,..ybyy) i S — k™

la cual es un morfismo pues cada b; es una funcion regular sobre S, nétese
que si S = {pt} la funcién es biyectiva, la inyectividad es por la unicidad
de los P; y para la suprayectividad basta recordar que se puede construir el
endomorfisio a partir de los polinomios P; (obtenidos a partir de los ¢;),

es decir para cada w € ) existe una transformacion natural
Q:3¥(—)— Hom(—, k™)

tal que

Op 1 3¥ (pt) — Hom (pt, k™)

es biyeccion, por tanto 3% (—) es representable, lo cual significa que (™1, ©)

es un esquema de médulos fino para End,, .

Observemos que ain cuando el problema original no tiene un esquema de
médulos fino, si puede descomponerse como una unién disjunta de subpro-

blemas de modulos, cada uno de los cuales si tiene un esquema de médulos

fino

13



Capitulo 2

Esquema de Hilbert

En este capitulo daremos el ejemplo mas importante de una familia parametrizada,
la familia de variedades planas sobre un esquema S con polinomio de Heulbert dado
e inmersos en algin P’, siendo la inmersién dada por la gavilla Ox é por una
potencia de la gavilla de diferenciales w[{], en este ultimo caso diremos que los
esquemas son r—canonicamente polarizados.

(‘omenzaremos citando algunos resultados clasicos acerca de la cohomologia

de gavillas coherentes asi como sobre esquemas planos.

Teorema 1 (Serre [[‘aisceaur algebriques cohérents, Ann. of Math. 61(1955),
197-278.] o 111.5.2 (Hartshorne,pa,228). Sea X un esquema proyectivo sobre un
antllo noetheriano A, y sea Ox (1) una gavilla muy amplia en Xlspeeia) Sea F

una garvilla coherente en X . Entonces:
(a) Para todoi >0, H (X, F) es un A—mddulo finitamente generado
(b) Lriste ng € N que depende de F, tal que para toda i > 0 y para toda

n>mng H (X, F(n)) =0.

Teorema 2 (111.5.8 pa. 252 Hartshorne) Sea f: X — Y wun morfismo proyec-
tivo entre esquemas noetherianos, sea Ox (1) una gavilla muy amplia en X sobre

Y. y sea F una gavilla coherente en X. Entonces

14



(a) Para todan > 0. el morfismo natural f*f.(F(n)) — F(n) es epi-
morfismo;

(b) Para todai >0, R f.(F) es una gavilla coherente en Y,

(c) Para todai >0 y para todan >0, R f.(F (n)) = 0.

Teorema 3 (111.9.9 pag.261 Hartshorne) Sea T' un esquema entero noetheriano.
Sea X C P2 un subesquema cerrado. Para cada puntot € T consideremos el
polinomio de Hilbert hy € Q[Z) de la fibra X; considerada como subesquema
cerrado de Py . Entonces X es plano sobre T' si y solo si el polinomio de Hilbert

cs independiente de t.

Lema 1 (FGA IV, I1.1.1) Sea f : X — Y un morfismo de tipo finito entre
csquemas noethertanos. Entoces {v € X | f es plano en a} C X es abierto

(posiblemente vacio).

2.1 Esquema de Hilbert de Variedades Proyec-
tivas S—Planas

Definicién 5 Definimos los conjuntos Hilb* (k) = {X C P | X es un subesque-
ma cerrado } | =2 y el funtor de Hilbert como aquel que a cada esquema S le

asocia ¢l conjunto Hilb" (S) = {X € Hilb' (k)| Ox es S — plano}

., . . ~1 + ' - -
Observacién 2 Dado un morfismo de cambio de base S° — S, sea X' = X' x S
(4 (s 7, 7/
tenemos Oy = Oy ®0 Oy, por lo cual X' es un S esquema. Por tanto
e

Hilb" (=) el funtor de Hilbert es contravariante en S .

Denotaremos Hilbj (k) = {X C P’ | X es un subesquema cerrado y & (v) =

\ (Ox (v)) para todo v }

Definicién 6 Sea & un polinomio de Hilbert fijo, y sea ¢ fijo. Definimos el

subfuntor del funtor de Hilbert Hilb, : Esquemas —s Conjuntos como aquel

15



funtor que a cada esquema S le asocia el conjunto Hilb; (S) ={(f: X — S, ()

X es un subesquema cerrado, Ox es S — plano y h(v) = x (Ox (v)) }. donde
- Ee ; Y . . . o _ o
¢: X — P’ es un morfismo que induce inmersiones cerradas ¢, : f~' (s) — P’

para toda s € S.

Observacién 3 Dar la pareja (f.() es lo mismo que dar un diagrama conmuta-

tivo

! - . .o,
donde (' = ¢ x f es una inmersion cerrada.

Teorema 4 FEl funtor de Hilbert es representable por un S— esquema 'H, suma

de una sucesion de S—esquemas proyectivos.

Demostracion 1) Hilb' (S) = @Hilbz(ﬂ), donde h es el polinomio de
Hilbert de X

2) Sea v un entero. Definimos A, (S) C Hilb} (S) como

Y e Hibj (S)] a) RfI(Oy(n)=0vi>0,n>v
A, (5) = b) Rf(Iy (n))=0Y:i>0, n>v
o) fo( Ty (w4 &) =6, [ (Ty (v)) Y k20

de donde por el teorema de Serre (version para gavillas), Hilbl = U, A,

X =X xg8 .y

16



Para la condicién ¢), como X =Proj(S.), con S. un algebra graduada casi
cohe- rente sobre S con grados positivos, generada por Sy, si escribimos S' =
S ®0q Oy, se obtiene que X' = P‘roj(S") i

Para demostrar el teorema, podemos suponer X = P (S = U,U,, U, atin
tal que X, C Pf, es cerrado, y Ox (1) es inducido por Op; (1). ) de este
modo las gavillas Zy son regularmente planas. ( 0 = Iy — Oy — Oy — 0 es
una sucesion exacta de Os — mdédulos, donde el segundo y el tercero son planos,
luego el primero también lo es [II1.9.1.A(e), pag. 254, Hartshorne] ). Néotese que
a), b) y c) son estables ante cambio de base [III.8] Asi A, es un subfuntor de
Hlb), (SI) . De este modo , basta demostrar que A, es representable para toda
v.

3) Sea M, = Z fu (Ox (n)) = S, entonces

n>0

M. = M, @OS Og = fi(Oy (n)) =5,

n>0

Por a) se tiene a') f. (Oy (n)) es localmente libre de rango h (n) para toda n > v
[1I1.9.2.(e) "plano implica localmente libre™ ]

Por b) se tiene ( parai =1 )a") f.(Oy (n)) es un cociente de M,
0 fIy (n) = f.Ox (n) = f.Oy (n) = K f.(Iy (n)) =0

note que M, = f.Oy (n) y M, = R f.(Zy (n)) = 0. Asi, conocer el médulo M’
(cociente de M,,) para n = v implica por ¢) conocer a los submédulos f. (Zy (n))
para toda n > v ( n = v + k), por tanto implica conocer al mdédulo Zy y al

modulo Oy De este modo se tiene una inyeccion

A, (87) — Grasspp, (M) = Gr(h(v), [.Ox (v))
Y — £Oy (v)

17



y por tanto, un homomorfismo funtorial
i, A, (Sl) —s Gr(h(v), f.Ox (v))

1) Dado N, € Gr(h(v), f.Ox (v)), N, proviene de A, (5) si y solo si

(a) M,4r/SkR, es localmente libre de rango h (v + k) para todo k > 0

(b) LagavillaZ C Oy definida por el submédulo graduado R. = Y Sk R,
v el cociente Oy = Oy /T satisfacen las condiciones a) y b). =
Aqui 0 — R, — M, — N, — 0, las condiciones a) y b) son suficientes
pues I define un subesquema Y C X plano, que es un elemento de A, (5). Luego
A, es un subfuntor representable del funtor Gr (P (v), M,), pues a) y b) son
estables ante cambio de base.

a

2.2 FEsquema de Hilbert de Variedades
Canonicamente Polarizadas

Definicién 7 Definiremos los conjuntos Hilb(k) = {X | X es un esquema

. . . Nal . . .
proyectivo equidimensional y conexro con wA[X o invertible y amplia}/ =.

Hilb(S)y={f: X — S| f~'(s) € Hilb(k), &} S — plana con &} |,
wgﬂl(, para toda r, s}/ = .

Hilly, (5) = {(X. f) € Hilb(S) | h(v) = x (f71(s), wioy,) para toda v, s},
y finalmente Hilb," (S) = {(X, f.¢) | (X, f) € Hilby(S)y ¢ : X —s P’ es un

(]

morfismo con (*Ope (1) ~ wy’ tal que (; = Qf_l( , €S una inmersion para toda s,

cuya imagen no reside en un hiperplano}

Observacién 4 Hilb," es un subproblema de modulos de Hilb"( ) Stvyl
h( &

son elegidos de manera que ( = £ (ﬁ) — 1y tal que w[;:] se anula en cohomologias
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superiores, para toda X € Hilb, (k), entonces lamamos a ﬂilbﬁ’” (—) el funtor

de hilbert de esquemas v—candnicamente polarizados.

Fn la situacién anterior el morfismo ( factoriza sobre

)

Y
X P(f.wlds) - P! x S P’
f pra
§ — Y

donde p es el morfismo inducido por la suprayeccion

[ fold — o)
En particular obliga a P (qf*w‘[{f]> a ser el haz proyectivo trivial y uno puede

escribir
i1

feil = DB

para una gavilla invertible B sobre S. Dar ¢ es lo mismo que dar un isomorfismo
p: P (f*wgl(]> — Pt xS,
Asi que una definicion equivalente para ﬂilbfl’” es :
Hilby” (8) ={ (X.[.p) | (X.f) € Hilby(S) y

p: P (f*w[\'/]> — P’ x S es un isomor fismo }

Teorema 5 Fl funtor de hilbert _l-ﬁ,lbfl‘” es representado por un esquema cuasi-
proyectivo H. Si (f 1Y — H.p) € Hilb,” (H) = Hom (H,H) es la familia uni-

versal, entonces para alguna gavilla invertible B sobre H, la gavilla f*wg] €5
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(%)

isomorfa a« @ By, para algin p >0, la gavilla

A = det (f*wg’]’/‘;]{)h(%J @ det (f*w[;}ﬁ) _h(%)'“

es amplia sobre 'H.

Demostracién Para (X, f,() € ﬂile’L’ (k) uno tiene que

) = () = o).

y para h' = h (%) . uno tiene una inclusién Hilb,” (S) C Hilb:, (S.), el cual es

1
representado por un esquema H . sea

+H

‘thl Pl x H
pra

X

la familia universal . Como Hilby, (k) se supuso un problema de médulos lo-
. ’ . ’ . t "
calmente cerrado, existe un dnico subesquema maximo H' en H’, tal que la

restriccion

!

: Pl x H
\N /Plb
7_(/

de la familia universal es una familia

yl

9:Y — H € Hilb, (H) (2.1)

20



. . . . ’ ' .
Ademas, para alguna gavilla invertible B’ sobre H ', uno tiene que

W = (pri0pe (1) O 4B (22)
(‘ada diagrama
X : P'x S
f pra
AS’

que satisface las propiedades (2.1) y (2.2) es obtenido del diagrama anterior por
producto fibrado bajo un dnico morfismo S — H. Una gavilla amplia sobre H
esta dada por el determinante A" de G- (priOpe (1)) = g*wgl;jﬁ(, © B'7#, para

alguna g > 0. De (2.2)se tiene un morfismo

i+1

(" DB =pra. (p70p (1) @ pr;B‘) — Gul et

Por cohomologia y cambio de base, ambas gavillas son compatibles con cambios
de base arbitrarios y ellas son localmente libres de rango ' (1) =h (KLI/E) . Sea H
el subesquema abierto de H' sobre el cual (" es un isomorfismo y sean Y v B las
restricciones de )’ v B a ‘H. Escribimos f = ¢ |y v elegimos p el isomorfismo

inducido por (™ |x. un punto s € H pertenece a H si y solo si para
N o1 ‘ ¢ .
(=0 |1 97 (5) — P* = P" x {s}

el morfismo
e 170 (Pt of, —1 RLZ
¢ H° (P’ p (1)) — H(g7" (s) .0l
es biyectivo. C'omo ambos lados son espacios vectoriales de la misma dimensidn
, . . ’ . wt . . ’ . .
esto sera clerto si y solo si (¥ es inyectiva. Lo ultimo es equivalente al hecho de

.)]
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que (. (¢~ (s)) no esta contenido en un hiperplano, lo cual se pidi6 en la definicion

del funtor de Hilbert para variedades canénicamente polarizadas. Por lo cual H
41 _ .

representa cl funtor de Hilbert y el isomorfismo @ B — f*wgl;}H implica que la

e . . !
restriccién A de la gavilla amplia A7 () para H no es otra cosa que

'

LoV (D) B R (1)
det (fY5)" 7 0 BHIEWr =

" LI » ! . v —h (N)'M

4
LLlamaremos al esquema construido H, el esquema de Hilbert de esquemas
v—canoénicamente polarizados para Hilb, (k). La gavilla amplia e invertible A

sera llamada la gavilla amplia inducida por las coordenadas de Plicker.

Corolario 1 Bajo las hipotesis del teorema anterior sea g : X — S € Hilb), (S)
una familia dada y sea s € S un punto. Entonces existe una vecindad abierta S’
de s en Sy un morfismo 1 : S — H tal que g = g |yr: X' = g~ (S/) — 5
ex S'—isomorfo a

pra Y Xy S’ [7] — s’

I "1, . .
Ademds. se 7,0 S —— H son dos de tales morfismos, parat = 1,2,y si

(g’ X s S P (g P x s) € Hilby” (S') = Hom (S' M)

X'|s

son las familias inducidas, entonces exviste 6 € PG (('—{— 1,Ogy (‘sl>) con py =
(S (@] [)2.

Py . . .-
S es libre. Por definicion

L4 1 . . . VI:I/]
Demostracion Se tiene que elegir S tal que f*‘“x/s
TR . o . .
de I1:1b;"y H,dar un morfismo 7; : 5" — H es lo mismo que dar un sistema global
ot . . .
de coordenadas sobre S para el espacio proyectivo P (g;w[\“,],/g,> .Dos de tales sis-

Y/ # .«
temas de coordenadas sobre S'sélo difieren por un elemento de P74 (OS/ (Q')) .

O

o)
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Observacion 5 Fste corolario nos muestra cual es la diferencia entre Hilby"”
para el cual se construyé el esquema H que lo representa y Hzilb,, mostrandonos
que este ultimo es localmente el cociente de H bajo la accidon del grupo lineal
general PGl (OS/ (S')) . Surge ahora la pregunta de si este cociente es ain
un esquema, en cuyo caso se tendria que Hzilb, es también representable, siendo

localmente el esquema que lo representa alguno de los anteriores.



Capitulo 3

Cocientes categoricos y

geomeétricos

En los capitulos anteriores se vié que tanto para haces vectoriales de rango n
con descomposicién ciclica determinada, como para variedades canonicamente
polarizadas, las relaciones de equivalencia establecidas pueden ser vistas como
las orbitas bajo la accion de un grupo algebraico ( el grupo lineal general Gl,,11)
sobre un esquema. Razoén por la cual en este capitulo estableceremos la conexion

de esto ultimo con los problemas de modulos.

3.1 Grupos Algebraicos y Acciones

Definicion 8 [n esquema en grupossera un esquema (7 sobre S con un morfismo
de esquemas © : (¢ — 5, méas morfismos p : G x G — G, #:G — Gy

€15 — (¢ los cuales satisfacen:

(a) Asociatividad p(p(a,b),c) = pla, u(b,c)), ie., el diagrama siguiente

conmuta



wwx Id

GxGxG . G x G
Id x p H
G x @ €
7
(b) Ley del inverso u(a,3(a)) = u(B(a),a), ie., las composiciones si-

guientes son ambas iguales a e o 7, A es la diagonal

, 1(; X /5' 1t
G = G x G Gx G 7

/3)(1(;

(¢c) Ley de la identidad u(a,e) = p(e,a) = a, i.e., el diagrama siguiente

conmuta

Sv % (; ¢ X ](l . C; % (J{
o 1d
G x S - GG A e
Id x e

Un esquema (7 sobre S lo denotaremos G's.

Definiciéon 9 Un grupo algebraico G sobre un campo k, s un esquema en grupos
9 g ! 1
G sobre Spec(k), Ggpee( 1), tal que GG es un esquema liso sobre k (es decir, 7 es

liso)

Ejemplo 3 El grupo lineal especial Sl, 1 que consiste de todas las matrices con
determinante 1 en (71,41; es claramente un grupo y un cerrado afin , por ser los
ceros de det (7T};) — 1; més atn al ser definido por un solo polinomio, S/, es una

hipersuperficie de dimension n? + 2n en M, ;.

BN
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Ejemplo 4 El grupo simpléctico Sp,. que consiste de todas las matrices A €

(il que satisfacen

0o J 0o J
Al A= , donde J =

—-J 0 —-J 0

Es inmediato que Sp,, es un grupo y también es un cerrado afin, sélo que ahora
se deben satisfacer mas de un polinomio, razon por la cual es dificil calcular su

dimension directamente.

Definicién 10 Un esquema en grupos (s actia en un S-esquema X (Xg) si ex-

iste un S-morfismo o : (¢ x g X — X tal que los siguientes diagramas conmutan:

(a) ola,o(b,x)) = o(pula,b), )

GxGxX ldg x o . G x X
pox Idy o
Gx X . ¢
o
(b) o(l,x) ==
- x Id
Sxxy —= Gx X
1d o
X

Ejemplo 5 El grupo (1, actia de manera natural en P* de la manera si-

guiente: dado ¥ € P" v g € (1,41 la accién transforma 7 en gz, donde « € A"+!
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Ejemplo 6 Todo grupo actiia en si mismo por conjugacién y por multlipicacidn.

Notacién: Dado f: T — X diremos que X tiene un punto T-valuado. S1 7T =
Spec(k) , k =k, diremos que se tiene un punto geométrico. Si 1" = Spec (R),
diremos que se tiene un punto R-valuado.

Sean f: 7T —— X un punto T-valuadode X,y 0:G xs X — X una accién

de G en X. Entonces se tiene un diagrama conmutativo

ogo(lg xf)

X

tal que co(lg x f): G xT — X es un morfismo .
Definamos U9 : G x T — X x T como ¥§ = (00 (1 x f), P,) es decir, de

manera que conmute el diagrama

GxT \I}? X xT
lg x f x1p (o, Ps)
GxXxT
51 no hay confusion escribiremos ¥; en lugar de \D? SiT = Xy f = Idy,

escribiremos simplemente W (en lugar de Wy, ).

Definicién 11 Sea f : 7' — X un punto T-valuado de X. La drbita de f ¢s

O(f) = [mlll?.

Ejemplo 7 5i [ = Idy. V¢ = ¥ = (0, P2) y entonces.

O(Idy) = Im¥ = {(g-2.2) |« € X.g € G},
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_Q’E G'}.

en particular dado » € X, O(lx), @ {g-«

Ejemplo 8 Si j: Spec(k) — X es un punto geométrico,entonces
\IIIG : (G xg Spec (k) —> X x Spec (k)

con U% = (g o (lg x ), Py)de manera que [m U = {(g-r,a) | g € G}, donde

v = j(a). Si adicionalmente S = Spec (k) entonces, X x5 Spec(k) = X, y se

tiene que O (\IJ]G) ={(g-r)|g € G}, conx=y(a), Spec(k) = {a}
Ejemplo 9 Si /: S =T — X es una seccion (7 o f = lg), entonces

\1135 GxS=G— X x5=X
WG = (70 (g x f).Py)
Im WG = {(g- [(),5) | s € 5}

Ejemplo 10 Sea R un anillo de valoracion discretay T' = Spec(R) = {0, 9}, p €
R — K = Ry, i : Spec(k) — Spec(R) =T — 5. Un punto

{0} . Sean i :
T-valuado de X induce un tnico punto geométrico, a saber
Spec(k) L T
f f
X

por lo cual el siguiente diagrama conmuta

L W—
G x Spec(k) / - X X Spee(k)
1(,' X 1 1X X 1
G o - X xT

Do
[0 8]



En particular O (f) posee también informacion acerca de O (f), que es una

orbita en el sentido clasico,(i.e. O(f) es la drbita de un par (p,0) con p € m )

Observacién 6 Como esquema sobre T, X x T' tiene una secciéon canédnica, a

saber o = (f,17).

Definicién 12 El estabilizador (G — estabilizador) de f es el esquema S (f)

definido mediante el producto fibrado

S(f) . T
g
GxT - X xT
0

(ie. S(f)=GxT xxurT).

Ejemplo 11 Sea & un campo y T = Spec(k), f : T —= X una inmersién

cerrada, entonces se tiene

scan r = f(0) € X ey =mp(0) € S, entonces

L. GxT =G xSpee(hk) =G x Spee (k(y)) = (¢, eslafibrade Geny € S.En

particular (7, es un grupo (un k grupo)
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2 X xT=Xxk(y)=X,es lafibrade X eny € S. Ademas

Gy X, 3> x = f(0)

{yy =T {y}=T

3. 8(f)=GxT xxer T =G, xx, Spec(k) = G, xx, Spec (k(x)).

Sea
n:G, — X, >z

g—g-z

Entonces S (f) = (), es la fibra de Gy en v € X,

S(fi={geG,|g-v=x}.

Esto es. S (f) es el estabilizador clasico de x, pero en G, # G {j Gy es un

grupo!)

Mas ati, si kb = k.o = f(0) € X es un punto geométrico, y en este caso (7, se
denota por G v X, se denota por X . G v X son variedades sobre &, de hecho son
las fibras geométricas de (¢ y X respecto a . Por dltimo, s1 T'= 5 = Spec (Z_),
entonces G, = G, X, = X, S(f) =G, 2 {g€ G |g-x=ua} es el estabilizador

clasico de & en (7. En tal caso escribiremos S () en lugar de S (f).

3.2 Cocientes Categodricos y Geométricos

Definicién 13 Dada una accion o de G en X, un par (Y, ®) que consiste en un
esquema Y y un morfismo ® : X' — Y sera llamado un Cociente categérico

de X por (7 si
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(a) El diagrama

Gx X 7 - X
P, 0]
X - Y
i}

conmuta (l.e. ®(x) = (g -x) Vg € G, v € X, ® es constante en

fibras)

(b) Dado un par (Z, V) con Z un esquema y ¥ un morfismo tal que el

siguiente diagrama conmuta

G x X g - X
P, /]
X - 7
N

)," \

conmuta

Proposicién 4 Si definimos una relacion de equivalencia en X como p ~ g si y
solo si existe g tal que p = g-q y existe el espacio de médulos tosco M para X/ ~.
entonces M s un cociente categorico, de modo que existe una inica o : M — N

para la cual conmuta el digrama



ﬂ‘)

\/

Hom(

Demostracién

1. Por ser M un espacio de médulos tosco,conmuta el diagrama

X ¢ - M
X/ ~= 3(pto) = ~ Hom(pto, M)
ii. El digrama
Gx X ’ . X
Py o
X . M

conmuta si y solo si ® () = ¢ (g-z) paratodo g € G,z € X si

y s0lo si @ es constante en 6rbitas, lo cual es claro de la definicién

de ¢
ii. Siexiste N tal que
GxX 7 - X
P, v
X - N




conmuta, entonces siendo ¥ constante en érbitas ¥ define ¥ :
X/ ~=3J(pto) — N = Hom (—, N). Mas alin, si S parametriza
a una familia en X/ ~ (f:Y =S5, Y, € X/ ~Vse€S), defi-

namos

W3 (S) — Hom(S,N)
(f: Y>85 —v :5S—>N

s =T (Y;)

por la universalidad de M existe o : M — N tal que

3(-) v Hom(—. M)
) a
Hom(—,N)
conmuta, por tanto

X I(pt) Hom(pt, N)

3
X/ ~ -

v

Hom(pt. M)

conmuta.

Definicién 14 Dada una accion o de (¢ en X, un par (Y, ®) consistente en un

esquema Yy un morfismo ® : X — Y, serd un cociente geométrico de X

por (4 si

{. Fl diagrama
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G x X - X

P, ¢

conmuta

S

® es suprayectivo y la imagen de W es X xy X.

2. ® es una submersion, esto es I/ C Y es abierto si y s6lo si @71 ({7) C X es

abierto.

Oy C q)*((’)X)G. esto es, si f € I(U,®,(Ox)) = I'(®"1(I7),Oy), en-

-

tonces [ € I'(I7,Oy) si y sdlo si el diagrama

G x @71 (U) N
P, F
Q=117 - - A

conmuta, donde F es el morfismo definido por f

Observacién 7 La condicion 2) puede leerse de otro modo, pues

U:Gx X — X xX

(g.2) — (g - w.2)
Of)y=Im¥V C X xX DX xyX

Im¥ = X xy X siysélosiparatodaw € Xy e @) (2) ((v,00) € X xy X)),
se tiene (27, 20) € ImW si y sOlo si a0 = ¢ - @ para algiin ¢ € G, esto es las fibras

geométricas de @ son las orbitas geométricas de o.
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Proposicién 5 Si definimos una relacion de equivalencia en X como p ~ q si
y solo si existe g tal que p = g - q y existe el espacio de modulos fino M para
X/ ~. entonces M ¢s un cociente geometrico, de modo que existe una inica

7

a: M — N para la cual conmuta el digrama

(=) Hom(—, M)
Hom(—,N)
Demostraciéon 7s inmediata de la proposicion 4, de que todo cociente cate-

gorico sera un cociente geomeétrico, ® es un epimorfismo y las fibrasde ® son las
orbitas.

(]

Definicién 15 (Y, ®) es un cociente categorico universal ( respectivamente co-
cienle geomctrico universal ) si para todo h: Y — Y, al hacer X' = X xy }’
P X — Y7, se tiene (Y',‘I)'> es un cociente categorico ( respectivamente
geométrico ) de X ' por (. Si esto es cierto sélo para morfismos planos, (Y, ®)

se dice uniforme

Proposicién 6 Sra o : G x X — X y supongamos que (Y,®) es un cocienle
geometrico de X por (. Entonces (Y, ®) es un cociente categorico. Mds ain, si
(Y. ®) cs un cociente geomeltrico universal, entoces (Y, ®) es un cociente categorico

universal.

s U - - ’ . . -1 '
Demostracion Sea (Y, @) un cociente geométrico universal., entonces (Y , P )
. ’ . ~1 - -
es un cociente geométrico de X' por G para todo f: Y — Y, de manera que
ot ’ . , . ot - -
()' . ) es un cociente categorico de X' por (¢ para todo f : ¥ — Y de donde

(Y, @) es un cociente categdrico universal, queda por demostrar:
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1. El diagrama

Gx X - Y
P, )
X - )
¢

conmuta v
2. Y es universal respecto de 1).

Siendo Y un cociente geométrico, se tiene que 1 conmuta. Sea Z un esquema

v X — Z tal que

GGx X - X
P, |\
X - 7
\j

conmuta, veamos que existe \ 1 Y — Z tal que

X

conmuta. Como V¥ (x) = W (g-r) para todo ¢ € (&, es decir ¥ es constante en
las fibras geométricas de @, esto es podemos definir y en un punto geométrico
cerrado y = ®(r) € Y (@ es suprayectiva ) como y(y) = ¥ (x). Como los

puntos geométricos son densos esto define x. Sea {V;} una cubierta afin de Z.
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U= (V) C X es un abierto G invariante. Pero por (2) en la dediniciéon de
cociente geométrico, para todo xy,xy € X tales que ® (1) = ®(x2), se tiene
que U () = W(ry) (las fibras geométricas de ® son las érbitas geométricas y
los puntos geométricos son densos) de manera que ¥~ (V;) = &' (U;), donde
U, =® (U1 (V) (¢ € @71 (1) es decir @ (x) = D (y) para algin y € U~ (V) ).
Por (3) en la definicién de cociente geométrico, U; C Y es abierto pues &~ (1)
lo es, asi que, {{/;} es una cubierta abierta de Y (® es suprayectiva ). Si existe
\ Y — Z tal que ¥ = \ o ®, entonces \ (/i) C V; por lo cual debe estar

definido por un conjunto de homomorfismos h; tales que

[(11).0) N Loy
- ¢*
(w11, Oy) 17 ~I'(U=1(U;), Ox)
a

conmuta. (‘omo ®* es inyectiva ( (4) en la definicién de cociente geométrico ),

las h; estan univocamente determinadas si existen, por tanto y es tnica si existe

(Oy c@.(0¢)7).
L(U.0y) = T (.0, (Ox)), T(1,.(0x)) = T (87 (1), Ox).

pero para todo ¢ € I'(V;,O0z), U*(g) € I'(d! (UZ'),OX)G, o bien U*(g) €
['(®='(U/;),Oy) y por tanto h; existe. Esto define \; : I/; — Vi, y como
\iloyar, = \dli,nu, Para todo 1,7, entonces \ existe.

O

Observacion 8 Suponga que (Y,®) es un cociente categérico universal y sea

{7 C Y abierto, entonces ((ﬂ‘r,@[U)es un cociente categérico universal de X' =
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N xy U=&1(U)C X.Si
Fer (et (1).0x) =1 (X", 0y),

. X X - . . , . .
f define un morfismo F : X' —— A!, el cual desciende a U si y solo si existe

I U — A! tal que el diagrama

o) P
F F
N
conmuta, si y solo si
G x Y i ~ &)
P, F
-1 - ~ Al

conmuta, por ser ([7,®) un cociente categérico de X' por G . Mds afin , sea
y = Spec(k) — Y un punto en Y, entonces (y,®) es un cociente categorico
de @7 (y) = X xy Spec(k) por G. Luego ®~! () no es vacio, pues el cociente
categorico del vacio es el vacio # (y, ®) por tanto ® es suprayectivo. Asi pues,

(Y, @) sera un cociente geométrico st y solo si @ es una sumersion e Im® = X xy X
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Capitulo 4

Existencia de cocientes

geométricos y categoricos

Fn el capitulo anterior se establecen las definiciones de cocientes categoricos y
geométricos, asi como las relaciones entre estos y los espacios de mddulos, pero
no se garantiza la existencia de alguno de estos cocientes.

En este capitulo se establecera un resultado que garantiza la existencia de
cocientes categoricos en caso de que el grupo que actia sea reductivo, asi como
un resultado de Mumford acerca de la estabilidad de los puntos bajo la accion de

un grupo y su relacion con los subgrupos uniparamétricos.

4.1 Grupos Reductivos y Estabilidad

Un grupo (v sera llamado reductivo si

o L rm
o Semisimple x G

subgrupo central finito

Definicién 16 [/n grupo (& se dice geométricamente reductivo, si para todo
subespacio (r—invartante V4 C V' de codimensién 1 (G actiia en V), existe un

n para el cual el subespacio G—invariante V5 - Symm™= 'V C Symm”V de codi-
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mensién 1 tiene un complemento 1-dimensional que es (—invariante.

Lema 2 (/' es geométricamente reductivo si y solo si para toda x # 0 tal que
r €V es G—invariante, existe un polinomio G—invariante f tal que f(x)# 0y

F(0) =0.

Demostracién Sea (7 geométricamente reductivo, identifiquemos a V' con
(V)" de manera canénica. Sea Vo = kerz C V*, como 2 es (G—invariante, en-
tonces Vy es (G—invariante de codimensién 1. Por otro lado, al ser G geométrica-
mente reductivo. existe n tal que Vo - Symm* 1V C Symm™V* tiene un com-
plemento (/—invariante de codimensién 1. Sea f un generador de dicho comple-
mento, entonces f () # 0, f(0) =0y f es (G—invariante.

Sean 1 C V" espacios (G—invariantes de codimension 1. Sea V* 3 & # 0 tal
que Vy = kerx y @ es G—invariante, sea f un polinomio (G—invariante tal que

f(x)# 0 con f(0)=0. Si gradf = d, entonces

(a) f € SymmV = Symm (V)"
(b) Vo - Symm®V < Symm?V* es GG—invariante.
(c) (f) C Symm?V es G—invariante.
O
Teorema 6 (W. Haboush) Todo grupo reductivo es geométricamente reductivo (

esto fue probado primeramente por C.S. Seshadri [Se — II] para Gly y despucs
por W. Haboush en general [Hab). )

Definicién 17 Sea k& = k. (¢ un grupo reductivo, V una representacion

n—dimen- sional de G y # € V' — {0}. Decimos que x es
(a) Estable, si
i. O%(x) es cerrada y
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. Stabg (&) es finito (i.e. dim Stabg (x) = 0).

(b) Semiestable, si 0 ¢ OF (x).

(c) Inestable, si 0 € O% (x).
Observacion 9 a) implica b).

Observacién 10 Mads adelante mostraremos algunas propiedades equivalentes a

la definicién previa, que haran mas clara la definicion de inestable y semiestable.
Observacion 11 Hemos mostrado que

M = Esquema de modulos fino =—> M es cociente geométrico

Ul U

M = Esquema de modulos tosco => M es cociente categorico

Definicién 18 Un homomorfismo inyectivo A : G,, = k&* — ( se llama un

subgrupo uniparamétrico de (¢ (I-ps)

Ejemplo 12 Sea G = SL,. A\ : G,, — SL,, dado por

[+ 0 0]
0 1 0
AMit) =

A es invectivo v se cumple A (1) A (f3) = A (T1t)

4.2 Un teorema de Mumford
Teorema 7 ( Mumford ) Son equivalentes:

(a) @ es inestable
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(b) f(x) =0 para todo polinomio homogéneo (G—invariante

(c) Existe un subgrupo uniparamétrico A de (7 tal que los pesos de z

respecto a A son todos positivos, i.e. A(t) = t*z, donde a > 0.

Antes de demostrar el teorema senalaremos algunas consecuencias del mismo

asi como algunos resultados técnicos previos.
Corolario 2 Son equivalentes:

(a) x es semiestable

(b) FExiste un polinomio homogéneo (G—invariante tal que f (x) # 0

(¢) Para todo subgrupo uniparamétrico A de (7, los pesos de x con respecto
a A no son todos positivos, i.e. existe algin peso que es negativo o

cero.
Corolario 3 Son equivalentes:

{a) @ es estable

(b)

i) Siy eV —O0%(x),existe un polinomio homogéneo

G —mvariante, tal que f(y) # f ()

ii) El grado de trascendencia de & (V)9 = dim V — dim (&
(c) Paratodo subgrupo uniparamétrico A de GG, los pesos de x con respecto

a A son todos negativos.

Observacion 12 Si « € V' — {0} es inestable, entonces x € Z para toda subva-

iedad Z C V' G—invariante (Z = Z ([) para algin ideal I que es (/—invariante).

Lema 3 Sean Gy, un esquema en grupos, (i reducido y X, un esquema en el
cual actia G Sean Y un S—esquema y ® : X — Y un morfismo. Supongamos

que
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(a) oo =d0
(h) Oy = &, (Ox)"
(c) Si W es un subconjunto cerrado GG—invariante de X | entonces ¢ (W)

es cerrado en Y'; si Wi, 7 € I, es una coleccion de subconjuntos cerrados

(G—invariantes de X, entonces & (N;e;W;) = Nies® (W) .

Entonces (Y, ®) es un cociente categorico y ¢ es una submersion.
Demostracion Como Oy — &, (Ox), entonces ® es dominante, pero ¢ (X)
C Y es cerrado, por tanto ® es un epimorfismo. Sea ¥ : X — Z un morfismo
tal que ® o0 = W o P, debemos encontrar un morfismo n : ¥ — Z tal que el

siguiente diagrama conmuta.

NA

i.e. es universal respecto de a). Sea {V;} una cubierta abierta afin de Z. Clomo &

X

es suprayectiva, W= (V;) C &1 (1/;) para algin subconjunto U; de Y. De hecho,
sea W, = X — 0~ (V;), W, es cerrado en X, de modo que U; = Y — ® (W)
es abierto en Y y 71 ({7;) D U~ (V7) para todo 7, como {W=!(V;)} cubre a
X, entonces N;W; = (0 y, usando c). concluimos que N;® (W;) = & (N;W;), por
lo cual {l/;} cubre a Y. De manera que dado p € Y existe ¢ € Z tal que
O~ (p) = V1 (g). y asi definimos 7 (p) = ¢.

Por lo anterior , dado un morfismo y : ¥ — 7 tal que ¥ = \ o ® se tiene
\ (U7;) = Vi para toda cubierta {V;} de Z, por lo cual y = 5 y tenemos la unicidad.

0

Proposiciéon 7 Sca X un esquema afin sobre k, (¢ un grupo reductivo,

c:Gx X — X
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una accion de (G en X. Entonces cxiste un cociente categorico (Y, P)

Demostracién Sea k=T (X,Ox) v sea Ry = RY C k, obsérvese que

. , } NG
i. Si Sy es una Ry algebra, entonces Sy :(R ®R0 50)

ii. Si{/;}j es una coleccién de ideales (—invariantes en k, entonces

(> 1;) N Ro= > (1; N Ro).

Definamos a ¥ = Spec(Ry) y ® : X — Y el morfismo correspondiente
a Ry — R. ( recuerdece que X es afin ). (Y.®) satisface las condiciones del
lema previo ii) implica ¢) y b) es por definicién de Y, i.e. (Y, ®) es un cociente
categorico

o

Corolario 4 Si W, y W, son dos cerrados disjuntos G—invariantes en X, en-

lonces existe f € I'(X.Ox) tal que f(Wy) =0y f(Wy) =1.

Demostracién Sea I; el ideal que corresponde a W;. Como Wy N Wy = 0,

entonces Ry = (I} & 1,) N Ry = (I1 N Ro) B (I N Kp) . l.e. existen f € [ NRy y

g € I, N Ry tales que | = f + ¢, [ satisfase lo deseado

O

Demostraciéon ( Teorema de Mumford) c¢) implica a) pues ¢ — 0 si

t — 0, a) implica b) pues s1 0 € O% (), entonces 0 = f(0) € {f(¢g )| g € G}

={g - f(xr)]|geG}={f(x)]|g€ G} =Ff(x).b)implicaa)sean Z; = OF (x)
v /4, = {0} dos cerrados (z—invariantes disjuntos, entonces por el corolario pre-
vio tenemos que existe ' (/—invariante tal que F' (Z;) = 1y F'(Z,) = 0. Si
escribimos F' = Y I, con Fy, homogéneos (—invariantes de grado k;, entonces
Py, (Z2) = 0 para todo ¢ y existe un ¢ tal que F, (Z;) # 0 de donde I' = F},.
a) implica c) 5i todo subgrupo uniparameétrico A admite un peso negativo en r,
entonces A (1) - tiene un polo en ¢ = 0, i.e. A(¢) -z no tiende a cero cuando t lo

hace, para todo subgrupo uniparamétrico.

44



O
El teorema de Mumford v sus dos corolarios se pueden presentar en la tabla

siguiente:

x inestable
a)

0e€ 0% (x)

b)
Y polinomio

G —invariante

fofle)=20

c)

41 —ps Ade G tal que
que los pesos de x con
respecto a A son todos

positivos

x semiestable
a)

0¢ OF(x)

b)
3 un polinomio
G — invariante

fs tal que f(2) #0

c)

V1-5G A

de G, los pesos de x
respecto a A no son 0

todos positivos

x estable
a)
i) OY (2) es cerrada
en V
it) stab(z) es finito
b)
WY yeV —-0% ),
existe un polinomio
G — invariante f
tal que f(x) # [ (y)
1) tr deg, k(V)G =
dimV —dim G
c)
1 — ps no trivial de G,
T tiene pesos positivos

y negativos respecto a A



Capitulo 5

Estabilidad asintotica

En este capitulo consideraremos el concepto de estabilidad asintdtica, asi como de
algunas importantes consecuencias del mismo ( criterio numeérico para la estabi-
lidad de variedades ). La idea de estabilidad asintotica fue utilizada por Gieseker
[Gi], para establecer dichos criterios numéricos cuando las variedades son super-
ficies de tipo general.

Iniciaremos citando un resultado de C. P. Ramanujan [Ra], junto con una
observacion acerca de las fomas de Chow [Sa],[Gre]. Las variedades en este
capitulo seran de dimension r y estaran encajadas en P™ si no se indica otra

cosa.

5.1 Formas de Chow y Estabilidad Asintética

Las formas de Chow son la respuesta al problema de describir una subvariedad
general V' C P" por un conjunto explicito de nimeros. Existen dos casos en
los cuales, el problema tiene una respuesta sencilla: una hipersuperficie tiene su
ecuacion Iy un espacio lineal I tiene sus coordenadas de Plicker. Las formas
de Chow son una manera habil de combinar estos casos especiales. Supongase

que V tiene grado d; existen dos maneras de proceder



1. Siu = (u;) € P" escribimos H, para el hiperplano 3°u;X; = 0. Se puede

mostrar que existe un polinomio irreducible ®y tal que
VAHD N 0D #0e= [or (ul, D) = 0]

Mas ain @y es multihomogéneo de grado d en cada una de las variables
(ug"), e u(,ﬂ) , @y es unica salvo escalares, y por tanto ®y determina a

V.

o

Si Gr = Grassmanianos de los subespacios lineales L de dimension n-—r—1
en P v Og, (1) es la gavilla amplia definida sobre Gr por su encaje de
Pliicker, entonces el conjunto de los L € Gr tales que LNV # @ es el
divisor Dy de ceros de alguna seccion si V' | Dy y Og, (d) determinan cada

uno a los otros. ( Desgraciadamente, Dy es casi siempre un divisor singular

).

Los métodos anteriores nos conducen al mismo resultado via la identificacion

@ I'(Gr.Ocy (d)) = (Anillo de coordenadas homogéneas de Gr) =

d=0

Subanillo W de C [ . [,fz»("‘), . ] generado por las coordenadas

(5.1)

.....

Si Wy es la parte de grado d de W. la identificacién proporciona una representacion

irreducible

Symm? (A"'H (CHH)) = Wy &1)‘5'9”””(1 (CHH) (5.

It
oo
CS—

Asi, a pesar de que consideraremos usualmente la forma de Chow como un punto
. ., rRb
de la Sl 4y representacion, @ Symm? (C"*1), dicha forma pertenece a Wy y por

tanto podemos pensarla como un divisor sobre el Grassmaniano.
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Proposicién 8 Supongamos que X es una k-variedad (no necesariamente com-
pleta ), £ una gavilla invertible sobre X e I C Ox es una gavilla ideal tal que
7 = SuppOx [T es propio sobre k. Entonces existe un polinomio h (n,m) de grado

total < r, tal que, para m grande
(LT LY) = h(n,m). (5.3)

Ver [Ra] .

Definicién 19 Una variedad X es Chow estable si su forma de Chow es es-
table bajo la accion natural de SI,41. Si £ es un haz lineal diremos que X es

asintoticamente estable si existe ng tal que para todo n > ng, ®peny (X) C

00
P/ E-1 g estable

Observacién 13 Una variedad estable puede no ser asintoticamente estable y

una asintoticamente estable puede no ser estable.

Definicién 20 Si f («) es una funcion con valores enteros, la cual es representada
por un polinomio racional de grado a lo mas r en n para n suficientemente grande,
denotaremos por cpn (f) (el coeficiente principal normalizado de f ) el entero ¢
para el cual [ (n) = ¢+ términos de grado menor. Si £ es una gavilla invertible
sobre X ¢ Z C Oy es una gavilla ideal con soporte propio sobre k, denotaremos

por ¢, (I) el entero e (\ (L£L*/I"L™)) (la multiplicidad de T medida via £ ).

Observacion 14 La definicién anterior se refiere al coeficiente principal normal-

izado del polinomio de Hilbert-Samuel para la gavilla cociente indicada.

Proposicion 9 Si £ = Ox (1) y A es un subespacio de I'(P™*, O (1)), L4 es ¢l
subespacio lineal de P dado por s =0 para s € A, I la gavilla ideal generada
por las secciones s € A . Py : P" — Ly — P (A) = P™ la proyeccion candnica

de la didatacion de X a lo largo de Ta, entonces ¢ (Zpn) = deg (X)) —deg Py (X).
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Si H es la clase del divisor de una seccion hiperplano sobre X,

Demostraciéon
= (H") = e¢(\(Ox (1))).

deg Py (X) = (=72 (H) = E)") = ¢(\ (7" (O (n) (=nk)))) finalmente, por
definicién ez (Zx) = € (Ox (n) /I"Ox (n))

entonces deg X

e (X (Ox (n))) — e (x (I"Ox (n))) =

deg X' — deg Py (X))

O
Proposicién 10 Si estando en la siluacion de la proposicion 8, tenemos ademds

que:

(a) Si £ ¢ T-L son generadas por sus secciones, entonces

LT — o (T)
( es decir, podemos calcular e, (Z) de las dimensiones de los espacios

de secciones.)

(h) Supongase ademas, que tenemos el diagrama

L

X D Xo= f71(0)
!
Spec(A) > 0

donde f es propio,y W C I'(X,ZL) un espacio vectorial de dimensién

{inita, el cual

AL genera ITL
B. define una inmersion cerrada X — Xy — P (IAI)

Entonces las dimensiones del nicleo y el conticleo del morfismo ( I' (X, £) /A—

submédulo generado por la imagen de W®* —- T'(L"/Z" - £L™) ) son ambas de

orden O (n"4).



Demostracién La idea en a) es mostrar que k' (L*/I™- L") = O(n"7"),

i > 1. Primero observaremos que si X es una compactificacion de X sobre la cual

L se extiende al haz lineal £ tal que

i. L es generado por sus secciones

ii. algan W C T'(X, £) el cual genera T - L extiendea W C I’ (YZ) .

Realmente sobre cualquier compactificacién X, existe una gavilla coherente
F tal que -f|_X >~ £ y F tiene las propiedades i) y ii), el producto fibrado de

F ala dilatacién Bz (\’) es un haz lineal con esas propiedades: asi podriamos

también reemplazar X' por Bz, (_\_) . Entonces si tomamos la gavilla ideal T tal
que WgeneraZ-L,T =1 - 7' donde I’ esta soportada tinicamente sobre X — X,
v esto es suficiente para mostrar que A (Z"/Tn Zn> = O(n"7%) 1 > 1 pues
LT L' =L )T - L°®LJITL", esto acota h (Y Zn) y b (Y, 1 -Zn> =
h (Bf (T) Z(—Fyn) ( donde K es el divisor excepcional sobre Bz (T) ).

Esas cotas se siguen de :

Lema 4 Si X ¢s propia sobre k y L es un haz lineal sobre X generado por sus

seceiones, entonces h' (L") = O (n"7Y), 1 > 1.

Demostracién Sea Xy la imagen de X en P" bajo la accion del morfismo

dado por las secciones de L. Entonces £ = n* (Ox, (1)) v
H (X, L") = H (X7 (Ox, (n)) = H* (X0, (R'm.0x,) @ O, (n))

para n grande. El altimo isomorfismo se sigue del primero aplicando la sucesion
espectral de Leray, y entonces se observa que todos los términos involucran grupos
de cohomologia alta nulos para n grande, por la amplitud de Ox, (1). Pero si
s € SuppR'7.Ox, para i > 1. la fibra 77! (s) tiene dimensién positiva, de modo
que dim SuppRm.Ox, < r—1lo cual da la cota deseada para el espacio anterior.

O
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Una compactificacién adecuada y un argumento similar a la demostracion de
a). reducen la parte de b) acerca del contcleo a acotar un h* (I" - L") y esto es
obtenido como en a) por una dilatacion y el lema. El procedimiento para manejar

el nicleo es algo diferente @ la dimension que deseamos controlar es la de
H°(I"- L") /A — submddulo generado por la imagen de W™,
Ss decir, para n > 0, la dimension de:
H® (B(X).7*L" (=nFE)) /A — submédulo generado por la imagen de W™,
Sea B = Br(X) sea ¢ el morfismo propio, birracional ¢ : B — B C P" x

Spec{A) inducido por W. Entonces ¢* (Og (1)) = 7*L(—F) y para n grande,

tenemos

H°(B,L" (-nE)) = H°(B'q.(08) © Oy (n))
T T

A — submodulo generado por

7 1H° (B'.Oy (n))

la tmagen de Wn

Il conticleo de la inclusion de la derecha es justamente H (B', q.(0B) /Op (n)>
Pero el soporte de esta ultima gavilla es propio sobre 0 € Spec(k), asi que su

ditnension es menor que r, una tultima aplicacion del lema completa la prueba.
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5.2 Criterio numérico para la Estabilidad

Observacion 15 Sea X C P” una variedad proyectiva fija, Xo,...,.X,, coorde-

nadas en P*, &y es la forma de Chow de X' y

tro L. 0
At) = t", po=pr > > pp >0,
0 N
esun | —ps de Sl,41. es decirm = =3 pi/ (n + 1) . Consideremos la gavilla ideal

Z C Oxyar como aquella para la cual
Z [(9_,\' (.1)®OA1] = subgavilla generada por {1” X;}, 1 =1,...,n.

(a) Alexaminar [os generadores de Z, uno ve que el soporte del subesquemna

Z = Oxya1/T esta concentrado en 0 € A'; si normalizamos los p; de
XxA ; P

manera que p, = ( entonces el soporte de Z también reside en la

seccion X, =0 en X.

(b) Considerando la bandera ponderada {(pesada):
(Xi=--=X,=0Cc(Xp=---X,=0)C---C(X,=0)

las cuales corresponden a los subespacios lineales Lo, Ly, -+, L,-1 aso-
ciados a los pesos respectivos pg, p1,- -+, pa_t. El subesquema Z visto
burdamente como la unién de vecindades normales de orden p;—ésimo
de L; N X. Es facil ver como esto sélo depende de la bandera y no de

la descomposicion definida por A.

(c) Burdamente hablando, €ox(11® O s (Z), denotara la medida de con-
tacto de esta bandera con X. Puede esperarse que la multiplicidad de

T llegue a ser muy grande, por ejemplo, si Ly llega a ser un punto mas

St
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singular de X 6 si L, oscila para una X de grado alto. El siguiente
teorema que es el resultado pricipal de este capitulo hara mas preciso

esto. Antes necesitamos algunas definiciones.

Definicién 21 Si p : G,, — GI(W) es una representacion de G, y W; es el
subespacio propio donde G, actia mediante el caracter ¢, entonces el u—peso

~
de Woes 5 prdim W, . Siw € W, entonces decimos que p; es el p—peso de w

PT=—

Definicién 22 Si X\ es laimagen de X por A(t), entonces tomando limy..., X9

obtenecmos un esquema X v un ciclo subyacente X, llamado el ciclo limite

de X bajo ().

Teorema 8 En la situacion de la observacion anterior, ®x es estable ( respec-

tivamentc semicstable ) con respecto a X\ si y solo si:

n+41

61(1) < r+1)deg X ip7
=0

<I‘G,S])(cfi2‘(lrnen,fe, c(I) < LH—_}I%Q };0 Pi) .

Demostracién Probaremos algunos resultados antes de demostrar el teo-
rema. ﬂ

1) Tanto XM® como X son fijos bajo la accién de X (t). Més atn, ®yae =
(<DX)’\“) asi st Oy = Ii &y donde ®y; es la componente de dx en el 1—ésimo

i=a

espacio pesado: entonces

b
G = Z F®yx,; =1"[®x, + t (otros términos)| .

i=a

BDe donde &5 = &y, v a es el A—peso de ®5. Por definicidén, ®x es estable
(respectivamente semiestable ) con respecto a A siy sélosi a < 0 ( respectivamente
a <0 ) 6 equivalentemente si y solo el A—peso de P es < 0 (respectivamente

<0).



2) El segundo paso es conectar los pesos con el polinomio de Hilbert, lo cual

es hecho por:

Proposicién 11 Sca V' C P un subespacio fijo bajo la accion de un 1 —ps A

de Slop1. sea I el ideal homogéneo de V' y sea R, = (k[ Xoy...,Xn) /1), (iec

Vv ﬁPl’O«j<é Rn) ). Sea ay el A—peso de @y y rY el \—peso de R,. Entonces
n=~0

paran grandc. vY cs representado por un polinomio en n de grado a lo mdsr+1

con ('1)/1 oy .
Demostracion

(a) Siasumimos que V es lineal. En las coordenadas adecuadas, podemos

escribir

fao ... 0
V=V (X, Xo) vy A =
0 ... fon

Entonces de por 5.1 , la forma de Chow de V' es el monomio
by =det (1), 0.j=0,...,n.

De donde &3 = &y v con A— peso ZT: a;. Por otro lado el A—peso de

1=0
R, depende solo de aq, ... .a,. es simétrica en esos pesos, y es lineal en
r - .
el vector (ag, . ...a,), por lo cual depende sélo de 3 a;. Considerando
1=0
el caso ag = -+ - = a, vemos que

,
, n . n n

7}1 = (Z dim R, = av
r+ 1\ r+1\r

¢l cual tiene la forma deseada.

(b) V es un ciclo positivo de espacios lineales.Aqui sera mas conveniente

considerar el ideal I en lugar de V. Usando induccién noetheriana,



podemos suponer que se ha probado para todos los ideales A—fijos
I’ 5 I. Entonces si V = Y a;L;, sea J; el ideal de L; y elijamos una
a € k[X] =T la cual es un A— valor propio de peso, digamos w, tal

que Jya C 1. Ahora veamos la secuencia
0 — (at 1) /1 —> ko) /T — k] /(a4 [) — 0

exacta por induccién noetheriana. Si I' = {flaf €I} D Ji D I,
entonces via el levantamiento de los pesos por w,se tiene (a + 1) /1 =
k[x] /1 lo que cambia el A—peso por una cantidad de la forma

w dim [(/& [17]/]’) } =0(n"),

n

de manera que no afecta el coeficiente lider del A—peso. Lo anterior
- . 1 . .’ .
también es cierto para I por inducciéon noetheriana, esto prueba lo

pedido para [

Reduccion al caso b). Recordemos el teorema del punto fijo de Borel, si
({ es un grupo algebraico soluble y conexo actuando sobre una variedad
proyectiva W, entoces existe un punto fijo en OF (y) para todo y € W.
Sea [V] el punto asociado de V en Hilb™ y counsidere la orbita de [V]
bajo la accion de un toro maximal T C Sl,4; que contiene a A(t).
Sea (Vo] un punto T— invariante en OT ([V]). Entonces V4 es una
suma de subespacios lineales, por ser estos las tnicas variedades T'—

donde o

invariantes de P". Si descomponemos @y como @y = 5 dF,
24

corre sobre los caracteres de Ty ®¢ es la parte de @y sobre la cual

o ’ \ . i} : 1 T T dHeo

1" actia con peso a, entonces para cualquier 7 € 7', ®], = 5 7 o5
[}

para constantes adecuadas ¢. De donde @y es tanto T'— invariante

como limite de las formas ®{,, 7 € T, &y, = & para algin o. Mads

atn como V' es un punto A— invariante, todos los caracteres o que

ot
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aparecen en la descomposicion de @y deben tener el mismo valor sobre
A, asi que el A— peso de Py es el A— peso de Oy, Unicamente resta
comparar los anillos de coordenadas homogéneas. Ahora bien V' y Vg
son miembros de una familia plana V; . ¢ € S para algin espacio
conexo de parametros S, asi que si n > 0, H°(V,,Oy, (n)) son las
fibras de un haz vectorial sobre S. Asi entendemos que la A—accién
varia continuamente sobre esas fibras, por tanto los A—pesos de todas

las fibras son iguales. Ahora lo requerido se sigue de b).

Observacion 16 La relacion entre las formas de Chow y los puntos de Hilbert
en ¢) es realmente mucho mas general: de hecho, Knudsen [Kn] ha mostrado que
existe un isomorfismo canoénico de espacios vectoriales 1-dimensionales

(r 4+ 1) — ésimas "diferencias” formadas via ¢

- .
k- = . . ~ dim Ry, ’
de cspacios sucesivos en la sccuencia N\ R,

siendo posible basar toda la prueba de la proposicion 11 sobre esto.

3) Ahora veremos cémo obtener X*(®) por dilatacién. Considere el morfismo

A: G, x X —P"
(1,X) — (1) ()

Si la inmersion de X esta definida por s s, € T'[X,O0x (1)] v la accion de A(t)
esta dada por

(age...,an) — (t"ag, ..., t"ay)

7

conrg>ry > >,y o =0 (1e (0,...,0,1) es un punto fijo atractor
=0

y (1,0,...,0) es un punto fijo repulsor ), entonces A} (X;) = ¢"s; Como t77

es una unidad en G, x X, asi que cambiando la identificacién A} (Op. (1)) =
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G, 2 Ox (1) por esta unidad, podemos asumir A} (X;) = t"s; donde p; =
r; — 4 esta normalizado como en la observacion 15 asi que p, = 0. Entonces Ay
“extiende” al morfismo racional A! x X — P" el cual esta definido por las
secciones {t7s;} € T'(A! x X, P;Ox (1)), T es justamente la gavilla ideal que

éstas generan en Oaixx y Z es justamente el conjunto de puntos base de ese

morfismo racional. La dilataciéon sobre I da el diagrama

B = BIAIXY

AN

Al x X Al x P
X Al

donde F es ¢l divisor excepcional y el morfismo A esta definido por las secciones
{trs;} € D(B,(Pr) (O (1)) (—E)). Dado que Im (A) es un subesquema cerrado
de A x P" dado por Proj( P Rm) donde

m=0

" k[t] — submédulo de T' (X, O (m)) @ &[] generado

por los monomios de m-ésimo grado en {#*s;}

de hecho, fmA es plana sobre Al porque:

Lema 5 Sca S una cuwrva no singular, X plano sobre S y f : X — Y un
morfismo propio sobre S. Fntonces el esquema (f (X), Oy /ker f*) es plano sobre
S.

Demostracion Podemos suponer S = Spee (R) ; y entonces esto se reduce a
probar que Oy /ker f* no tiene R—torsion : st a € Oy /ker f*, r € R, entonces
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ra = 0 implica que rf*a = 0 lo que a su vez implica f*a = 0 es decir a =0
O

En particular. XM es la fibra de ImA sobre ¢ = 0, es decir XA

l)l"()j ( é Hm/tRm> .

m=0
1) La demostracion es completada al hacer precisa la relacion entre 7 y el

A— peso de @ . Sin embargo uno debe ser cuidadoso porque existen dos G, —
acciones sobre R, /tR,,. la dada por la identificacion Ry /tR; = & (t"s;) k, la cual
es justamente A, y la dada por la identificacion Ry /[t Ry = & (1”'s;) k; llamamos a
esta accion . Los pesos de p sobre R, /tR,, son los pesos de A trasladados por

m~ . Por la proposicion 11

A=pesode Dy = cpn (A — peso de Ry, [tRy)
= ¢pn(p — pesode Ry, [tR,, + ymdim (R, /tR,))

= cpn(p — peso de R, [tR,,) — (%ﬁfﬁ XI: Pz’)
=0

PN 1 .
tomando 7 = —g P Y

dim (R, /tR,) = (deg X'\(U)) %r— + términos de grado menor

- T , .
= (deg X) 2 + términos de grado menor
Un dltimo lema nos permite reexpresar los y—pesos de R, [t R,,.

Lema 6 Seca W un k— espacio vectorial y sea G, actuando por yu sobre W con
pesosp, Z po_y = -+ 2 po = 0. Sca W; el subespacio propio de peso p; y sea W~ el
k[t] submodulo de Wk [t] generado por ©t?W;. Entonces dim (k [t] 0 W/W=) =
ft— peso de W/t~

Demostraciéon En el diagrama siguiente se tienen los generadores de W ¢y
k[t]. de entre estos, los que se encuentran por encima de la primera linea

generan a W, mientras que los que se encuentran por encima de la segunda linea

generan W™, de donde podemos observar que la dim W @i &k [t] = p-peso de
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W /1=, va que la dimensién del subespacio generado por cada columna bajo la

primera linea es p; dim W= /W™

ten W, et W, trn YW et
ten W, ten W, 4 e ten Wy ten W
R (A T N A | R LRl 1
R A T £ R Za | SO b (U
W o k] =< L >
Y, T, e et
tm W, "W,y Wy ey
tW, tW,_q . tW, tWo
W, W, e W) Wo

por otro lado si recordamos la definiciéon de R,,, y aplicamos esto a la pi— accion

sobre I, /tR, vemos que el i— peso de R, /tR,, es justamente:

dim (I'(X. O (m)) o k [t} /Ru)

|
Finalmente las secciones {{7's;} cuyas m-ésimas potencias tensoriales generan

R,., también generan IP; (Ox (1)) asi que por a) y b) de la proposicion 10 ,
Reuniendo todo lo

esta ltima dimension puede ser usada para calcular e(7)

anterior, tenemos que:
& es estable con respecto a A

siy s6lo si el A —peso de Py <0

siy solosi e (7)) — ﬁ:—i— deg X }’__L: pi <0
=0



lo cual. con la afirmacién analoga para semiestabilidad, es nuestro teorema.
0

Interpretacion via el grado reducido.

Definicién 23 Si X C P" es una variedad de dimension r, su grado reducido es

definido por:
deg X

ed. d X)=——
e eg (X) n+1l-—r

Un conocido teorema dice que si X no esta contenido en un hiperplano, en-
tonces red. deg (X) > 1. El grado reducido mide, en algun sentido, cuan com-
plicadamente esta X en P", y existe una clasificacion clasica de variedades con

grado reducido pequeno.

Ejemplo 13 Si X tiene grado reducido 1 y no esta contenida en un hiperplano,
entonces es alguna de las siguientes

(a) Una superficie cuadrica.

(h) La superficie de Veronese en P® 6 un cono sobre ésta.

(¢) Una hélice racional: X = P (é Op: (nz)) CP¥ n>0y N =
=0

-

(n; +1) — 1, o un cono sobre ésta. ( ésta es llamada una hélice

=0

porque las fibras P"~! de X sobre P! estan encajadas linealmente. )

Algunos otros hechos importantes acerca del grado reducido son:

I. Clurvas candnicas, superficies A'3 y las variedades de dimension 3 de Fano

tienen grado reducido 2.

2. Todas las superficies no regladas y todas las curvas especiales tienen grado
reducido > 2 (para curvas especiales esto es una concecuencia del teorema

de Clifford )

3. Para £ ammplia sobre X, el encaje por £°" tiene grado reducido asintdtico

a r! cuando n — oc:
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4. El grado reducido se preserva tomando las secciones de hiperplanos propios.

Serfa muy interesante conocer si la mayoria de las variedades de dimension
3 ( en un sentido similar al de ii) para superficies ) tienen red.deg(X) > 2.
La siguiente definicion es introducida solo tentativamente como una forma de
encadenar las ideas nuevas con las viejas ( por ejemplo el método de Albanese

para simplificar singularidades de variedades )

Definicién 24 Una variedad X es linealmente estable ( respectivamente semies-
table ) si, cuando L"~"~! C P" es un espacio lineal tal que la imagen del ciclo
Pr (X)) de X bajo la proyeccion Py, : P* — L — P™ tiene dimension r, entonces
red.deg P, (X)) > red. deg (X)) ( respectivamente red. deg P, (X) > red. deg (X)
).

Observacion 17 F’p puede ser finito a 1, en cuyo caso P (X) debe ser tomado
como el ciclo imagen. [stabilidad lineal es una propiedad de los sistemas enca-
jados lincalmente X; si X C P”" es encajada por I' (X, L), entonces estabilidad

lineal significa que para todos los subespacios A C I'( X, L)

deg P, (X) - deg X
dimA —r n+1—r

o equivalentemente, aplicando la proposicion 9

deg X

(T — -
“ A)<’n+1—r

(codim A)

Ejemplo 14 Cuando (' es una curva de género 0, ésta es linealmente semiestable
pero no estable. Cuando ¢ > 1, el teorema de Clifford muestra que C' es lineal-

mente semiestable cuando esta encajada por un sistema lineal no especial

Ejemplo 15 P? es linealmente inestable cuando esta encajado por O (n), n > 3

porque éste se proyecta sobre la superficie de Veronese. En vista de esto
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Proposicién 12 Sea X C P" fija, sea C una curva lisa y sea L un haz lineal
amplio sobre C'. Sea ®; : C x P" — PN ¢ encaje definido por {S; @ X}
donde {S;} es una base de T'(L™') y X; € T'(X,Ox (1)) son las coordenadas ho-
mogeéneas. Si ®; (' x X) es linealmente semiestable para toda i suficientemente

grande, entonces X es Chow semiestable

Demostracién Elijamos un 1ps
tro 0
i
M= i |eE
0 R 4

como en la observacion 14 . Elijase un punto p € C, un isomorfismo £, = O, y
una ¢ suficientemente grande para que £ sea muy amplia y £ (—pop) es no

especial. Entonces el morfisimo

n T
\adtt - 7 Po 7
DT (C.£7) X, — @ [0,/ M X
(=0 (=0
es suprayectivo. Sea A' la imagen inversa de & [M”C// } X; bajo este mor-

1=0
fismo y sea T C O¢yx el ideal inducido. Como todos los £& son triviales cerca

de p e Ij tiene soporte sobre la fibra de €' x X sobre PN, los ideales T} son
independientes de ¢; denotaremos el ideal por 7. Las hipétesis dicen que para ¢

grande

eg{C'x X .
e(Ipn) < (n—ﬁ)%g(—g)\%_TcodmlA

_ (r+1) deg X deg £
— 1) deg X deg Z/’l

(n+1)(deg L —g—1)—r—1

v haciendo 1 — oc.

(r+ Ddeg X
. < 2 1 9
e (Zp) < | Ep

Pero (" x X alo largo de p x X es formalmente isomorfa a A' x X a lo largo de

Pl . ! ’ 2 S .
0 x X con el correspondiente Z,. asi por el teorema 9 , X es Chow semiestable
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a

Veamos ahora una aplicacion del teorema 8

Proposicién 13 Sea (" C P" una curva sin componentes encajadas tal que
deg (") /(n+1) < 8/7. St ' es Chow semiestable, entonces C' tiene a lo mas

puntos dobles ordinarios.

Corolario 5 Una curva (' asintoticamente estable tiene a lo mds puntos dobles

ordinarios.

En particular, si (" C P? tiene grado> 4 y tiene un punto cuspidal ordi-
o 2 . : I
nario. entonces, en P%, (" es estable pero cuando es reencajada en un espacio
“de dimension suficientemente alta, (' es inestable. Este sorpresivo hecho fue
descubierto por D. Gieseker.
Demostraciéon (Dela proposicion). Primero notaremos que una (' semiestable
de cualquier dimensidn no puede ser contenida en un hiperplano: si C' C V (o),

entonces X tiene solo pesos positivos con respecto al 1ps

rt—n ()—

El plan es claro: por el teorema 8 |, es suficiente mostrar que si « es una mala

singularidad de (', entonces existe un 1ps.

oo 0
A1) =
0 ... ¢
tal que
(T) 2 A0 =ZP > %ﬂz”



Primero. si * € (' tiene multiplicidad al menos tres, entonces tomando las

coordenadas (Xo...., X,) tales que » = (1,0,...,0) vy sea

Entonces ZOa1x¢ (1) es generado por {t Xy, X1,...,X,}. Como {Xi,...,X,}
generan M, ¢ v Xy es una unidad en @, T = (¢, M) Opixx, t.e. T es el ideal
maximal de (o0,2) sobre A! x X. Por tanto, ¢(Z) = mult, X > 3, lo cual da lo
deseado pues % P = 1:@ < 3.

Por otro lado si @ € 17 es un punto doble no ordinario, i.e. es un punto doble
cuyo cono tangente se reduce a una sola linea, entonces dim (/\/(m,(v//\/lf,’c) =2

v M.co DT > M2, donde T es el ideal del cono tangente en . Elegimos
r.C g g

coordenadas ( Xp,...,X,) tales que
o Xo(e)#0
v =X/ Xoyu=Xy/Xo generan M, o/ M:?
iii. v € 7 tal que u* € M3 .
iv. X3/ Xo,..., X,/ Xo € M2

lintonces si
4 0
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el ideal asociado es 7 = (11X, 1?X;.1X5, Xa,...,X,). Pero Oaixx /T esta
soportado solo en el punto (0,2) asi ¢(Z) es nuevamente la multiplicidad de

Iilbert Samuel v es al menos la multiplicidad del ideal posiblemente mas grande

7

T = (ﬁ,lz'v,,fu.‘ ,\/lf() Si 7 es el ideal (ﬂ, /Mi,c) , entonces como por iii)

(120)° = th?e 1?2
2
(tu)' = # (uz)2 €t (/Mg,c') cIt

’ s
T es entero sobre 7. Asi que

COImno se I‘(’qll(‘l'l,ﬂ‘.

5.3 Dos problemas de interés

(fomo se menciono en la introduccion, este trabajo es el punto de partida, para

un trabajo posterior: el dar respuestas a las dos cuestiones siguientes:

(a) Sien el esquema de Hilbert no se polariza por w, sino por una gavilla
invertible ‘H amplia. ;| Cudles son ahora nuestras variedades estables

e inestables 7

(b) Determinar las variedades de dimension tres que son inestables ¢ semies-
tables . a partir de los criterios establecidos por Mumford y Giescker

sin cambiar la gavilla.
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