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CAPITULO I 

INTRIDiKCION 

La desestaclonallzación de serles de tiempo no es en 
realldad más que uno de los varios enfoques estadísticos que 
existen para analizar una serie de tlempo. ia idea W f c a  que 
sustenta a esta metodología de anállsls. es que la serie observada 
está constituida por varias componentes que pueden, en un momento 
dado, per separadas de la serie original. En este capitulo se 
lndlcan algunas ideas generales acerca de la desestacionalizaci6n 
que aparecen originalmente en Guerrero (1983a) y Bell y Hillmer 
( 1984). 

A manera de presentaclón del desarrollo hlstórlco que han 
seguldo los métodos para desestaclonallzar serles de tiempo, 
convlene hacer mención a la ldea sostenida por Nerlove, Crether y 
Carvalho (1979) acerca de que las series de tiempo bien podrían 
vlsuallzarse como constituidas por varias componentes 
no-observables. Dichas componentes comúnmente se utlllzan para 
caracterizar los dlstintos movimlentos que puede presentar una 
serie. como son: la tendencia, el clclo, la estaclonalidad y el 
movimiento irregular. 

Esta idea de las componentes no-observables parece haber 
aparecldo dentro del análisls económico en el periodo de 1825 a 
1875; no obstante, l a  ilsata conceptualizaclón había sido utilizada 
previamente en estudios de astronomía y meteorología. Cegcui 

Persons (1919). las serles de tiempo están constituidas por cuatro 
componentes. que 61 asoció con las siguientes fluctuaclones: 

1 )  una tendencia a largo plazo, que constituye de hecho el 
elemento de crecimiento de la serle, 

11) un movimiento cíclico con forma de onda. superimpuesto en la 
tendencia a largo plazo. 
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lii) un mvlmiento estaclonal dentro del año, y 

iv) una variación residual causada por situaciones que afectan 
a las series de . ~ c r a  indlvldual. 

Persons no fué el primero en desestaclonalizar una serle de tlempo 
o especificar las componentes. sin embargo. es el primero en 
proponer un método que se consider6 adecuado para 

desestaclonallzar una serie de tiempo. a partir del cual diversas 
rtodologias se han desarrollado con el prop6slto de 
desestaclonalizar series de tlempo. Los modelos báslcoo. que 
muestran explícitamente la relación que guardan las componentes de 
una serle observada Yt son: el multlplicativo Yt = St* Nt o el 
aditivo Yt = St + Nt, en donde St, Nt son las componentes 
estaciona1 y no-estacional. respectlvamenete. Donde l a  componente 
no-estacional puede a su vez descomponerse en las componentes 
tendencia-ciclo e irregular. A partir de estos modelos bbslcos, e l  

problema de la desestaclonallzaclón se convierte en la estliación 
de las componentes para cada uno de los periodos de observación. 

Uno de los métodos principales que se ha utllizado para 

desestaclonalizar series es el Método de Razón a Promedio Elbvll. 
este método es comhmente adjudicado a Eacaulay (1931). Es notorlo 
que en las primeras propuestas de métodos para ajuste estaclonal, 
un elemento fundamental era que los cálculos lnvolucrados fueran 

fáciles de realizar; a Qltiras fechas. sin embargo, esto ha 
perdido relevancia debido a la aparición de la computadora. Así. 
en 1954. Siskin inici6 el trabaJo de lnstrwntaclón 
computadonal de un método para desestacionalizar series de tiempo 
masivamente. l o  cual resultó ser el primer método de la Oficina 
del Censo de los Estados ünldos (Census Method I )  el cual no era 
.Bs que un pequeño refinarlento del método de razón a promedio 
irbvil (véase Kallek, 1978); posteriormente sparució el Cens~e 
Method 11.  al cual se le estudió empíricamente entre los años de 
1955 y 1965. dando origen a las varlantes experlnntalcs X-1 a 
X-11; en particular la variante X-11 aparece descrita en Shlskln, 
Young y Misgrave (1967). Este método. cabe mncionar, era 

. 
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utilizado a principios de la &cada de los 80's por la mnyoria de 
los palaes industrializados. pero su uso era completamente 
mechico. ya que se carecia del entendimiento de por qué se hacía 
tal o cual cosa. Una vez que la gente empezó a cuestionar la 
validez del método. surgieron enfoques y métodos alternativos. A 

los cuales se hará referencia corn métodos de AJuste Estaciona1 
Basados en Modelos. 

Los métodos de aJusta estaciona1 besados en modelos 
generalnntc usan una desco~psición aditiva. Yt = St + Nt o una 
descompoeición aditiva para alguna transforiación (como In Yt), y 
hacen UBO de -10s estadistlcos para Yt, St y Nt. El modelo para 
Yt puede ser estimado de los datos ohrvadss. pro COBO St y Nt 
no son observados, sus modelos dependen de suposiciones 
arbitmias. Los distintos métodos difieren eI: el tipo de modelo 
aJustado a las observaciones Yt*s y en los supuestos utilizados en 
especificar -10s para St y Nt. St y Nt son estimados ya sea 
directamente cuando se aJusta el -10 para Yt (Métodos de 

Regresl6n) 6 después de aJustar el modelo para Y mediante el uso 
de la teorla de ExIñAccION DE -AI.. 

t 

Los Métodos de Regresión se aplican generalmente en el 
supuesto de que la estacionalidad. y en ocasiones también la 
tendencia, pueden represehtarse de manera determinista mediante 
funciones del tiempo. Psra ello es  COB^ representar a la 
tendencia mediante una curva polinomial y a la estaclonalidad 
mediante funciones periódicas (combinaciones de senos y cosenos) o 
variables artificiales. Los métodos de regresión fueron propuestos 
por Hart (19221. Snow (1923). Fisher (1937). kndershausen (1939). 
Cowden ( 1942 1, Jones ( 1943 1, Love1 1 ( 1963. 1967 1, Jorgenson 
(1964,1967) y Stephenson y Farr (1972). entre otros. Los métodos 
de regresión han tenido poca aceptación para realizar aJuste 
estaciona1 debido a que requieren de una especificación matemática 
explícita para la coiponente tendtncla-ciclo y la componente 
WtaciOMl. 
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Actualmente, dentro de los 8étodos de análisis de series de 
tiempo, se encuentran dos categorías fundamentales pue se conocen 

como: i) Análisis en el Dominlo del Tiempo y ii) Análisis 
Espectral o en el Dominio de las Frecuencias. Dentro de la primera 
categoria sobresale el análisis basado en modelos ARIMA. C- 

utilidad en la práctica creció notablemente a raíz del trabaJo 
desarrollado por Box y Jenkins en la década de los 60's. el cual 
culminó con la publicación de su libro (Box y Jenkins. 1976). Por 
su lado, las técnicas que se utilizan en el análisis espectral 
requieren una mayor familiaridad con las matemáticas y, por lo 
tanto, su utilización en la práctica no es tan común como la que 
se da a las técnicas de análisis en el dominio del tiempo. Sin 
embargo, los dos tipos de análisis vlenen a ser simplemente dos 
maneras distintas de ver al mismo fen6mno. donde cada una de 
dichas maneras permiten apreciar ciertas caracteristicas con mayor 
o menor profundidad . Me-. el desarrollo tan acelerado que han 
tenido ambos tipos de análisis a últiaas fechas. proporciona 
evidencia de la utilidad que tales metodologias brindan en la 
práctica (véase Granger y Newbold. 1986). Varios autores han 
sugerido métodos de ajuste estacional que involucre la 
construcci6n de un modelo MIMA a la serle observada Yt y usar 
éste con algunos supuestos para determinar modelos MIMA para las 
componentes, que sean ponslstentes con el modelo MIMA de la serle 
observada y emplear la teoría de EXTRACCION DE MAL para estimar 
las componentes, Box. Hillmer y Tlao (19781, Burman (1980) y 
Hillmer y Tiao (1982). entre otros. 

El problema de MTRACCION DE -AL es estimar la señal St en 
Yt = St + Nt cuando la observación Yt contiene un ruido Nt. El 
qluste estacional de una serie puede ser visto como un problema de 
extracclbn de señal, ya que en ambos casos se observa Yt = St + Nt 
donde St y Nt son componentes no observables, las cuales se desean 
estimar usando la serie observada Yt. En extraccibn de seihl St y 
Nt son 'señal" y "ruido", mientras que en el ajuste estacional 
pueden ser identificadas colo "estacional" y 'no-stacional'. El 
problema tiene origen en el campo de la ingeniería de 
comunicaciones. En este campo hay una razón flslca que implica Yt 
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= St + Nt. Aqul. St es una señal emitida, y la señal recibida Yt, 
es perturbmda por un ruldo Nt ocaslonado por el #d l 0  de 
tnneiisión. El problema es recobrar la señal emitida. intentando 
remover el ruldo Nt. En la lngenierli de comunicaciones es 
importante notar que:(a) el interés es la señal y (b) la 
descompoeición ditiva tiene sentido. Por su lado, en el ajuste 
estaciona1 se tlene lo siguiente: 

8 )  Razones para deeestacionalizar una serie 

Posiblemente la razón iiaS importante para llevar a cabo el 
ijuste estaciona1 de una serie. sea la que propuso Persons en 1919 
de que cada una de las componentes de una serie es causada por 
fenómenos distintos. Esta misma idea la elabora Granger (1978) en 
particular en lo que respecta a la componente estaciona1 y 
encuentra que existen al menos cuatro posibles causas de las 
fluctuaciones estacionales; dichas causas, se- Granger, no 
tlenen por qué ser completamente ~ J C M S  o distintas entre si. La 
primera de tales causas es el calendarlo misw>, es decir, es el 
hecho de que algunas festividades estén fijas en determinadas 
fechas del calendario o bien el que los meses tengan d s  o menos 
dias de acuerdo con el calendario; la segunda causa es que las 
instituciones tienden a fijar fechas del calendario del año para 

realizar ciertas actividades. por ejemplo los periodos de 
vacaciones escolares o bien los periodos de pago de impuestos que 
son fijados por las autoridades correspondlentes; la tercer causa 
es el clim que, segb si es temporada de lluvia o no, determina 
las cosechas (el cllia. o dicho de otra ranra, las estaciones 

del año, podrlan pensarse CODO las causas por excelencia de la 
estacionalidad y de aqui que se derive el término mis.01; 
finalmente. la cuarta causa señalada por Granger, son las 
expectativas de fluctuaciones estaclonales. ya que por ejemplo la 
elevada produccih de j w t e s  en los meses pnvios a la Navldad 
es causada por la expectatlva de ventas elevadas en dlciembre. 
Estas cuatro causas, quiz8 con otras a. pueden ocurrir 
simultáneamente para producir las fluctuaciones estacionales que 
se observan en una serie de tiempo; lo irportante a notar aqui es 
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que tales causas blen pueden considerarse como factoras ex6genos. 
de naturaleza no-econóalca, que Influyen sobre la variable que se 
cstudla y que muchas veces oscurecen las cu-actcristlcas de las 

serles relacionadas con aspectos netsiente hcOnbilCOS. 

b) La descomposlclón adltlva es poslble 

Considerando que los modelos báslcos que muestran la 
relac16n entre las componentes y la serle observada, son el 

adltlvo o multlpllcatlvo y este último puede expresarse como el 
modelo adltlvo Y;. = SI + NI,  donde ('1 denota al logarltmo de la 
componente. Siempre es ratemátlcamente poslble tener una 
descomposlclón aditlva (a este respecto Guerrero (1983a) propone 
un &todo para llevar a cabo la eleccl6n entre estos modelos). 

A partlr del método propuesto por Persons para 

desestaclonallzar una serle de tiempo. una gran cantldad de gente 
ha tratado de estimar las componentes estaclonal, tendencla-clclo 
e Irregular. Dichas componentes sin embargo, no fueron deflnldas 
por Persons, quien por el contrario aceptó explícitamente que las 

componentes debian deflnlrse de acuerdo con su naturaleza 
esenclalmente empírica. La Oficina de Censos de los Estados Unidos 
que tiene posiblemente la mayor experiencia a nlvel mundlal en l o  

que a ajuste estaclonal se refiere. utlllza una deflnlcl6n .de 
estaclonalldad bastante llmltada y referida Mlcaaenete (Kallek, 
1978) a las "fluctuaciones periódicas que recurren cada ano, 

aproximadamente en las mismas fechas y con la ilsma lntensldad y 
las cuales, l o  que es iBs Importante. pueden redlrse y ellmlmarse 
de la serle de tlempo en conslderaclón". Basicamente la rlsia ldea 
la manejan Shiskln (1978) y mum (1978). esta últlma señala en 
particular que las tres características más Importantes de lw 
fenómenos estaclonales son: 

"(1) el fenómeno se repite cada dio con cierta regularldad, pero 
puede evolucionar, 
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(2) el fenómeno puede medirse y separarse de las otras fuerzas 

que lnfluenclan el movlmlento de la serle, y 

(3) el fenómeno es causado principalmente por fuerzas 
no-económicas. exógenas al sistema econónlco y que no pueden 
controlarse o modlflcarse por los tomadores de decislones en 
el corto plazo" 

En lo que se reflere a la componente de tendencla. Raveh 
(1981) cita el diccionario de térmlnos estadlstlcos que fue 
editado por Kendall y Buckland y en donde se encuentra que la 
tendencia es "un mvliiento de largo plazo en una serle 
ordenada,. . .que se puede considerar. junto con las oscllaclones y 
l a  componente aleatoria, como generador de los valores observados. 
UM característica esencial del concepto de tendencla es que es 
suave durante perlodos que son largos en relación con la unidad de 
tiempo para la cual exlste un registro de observaciones. "Largo" 

para este prop6slto es algo arbltrarlamenete definldo. así que un 
novialento que es una tendencia para al& propósito. puede no 
serlo para otro". 

En lo que respecta a las otras dos componentes, el ciclo y 
la irregularldad. Dagum (1978) se refiere a ellas de la slgulente 
manera: "el ciclo es una .oscilación quasl-perl6dlca caracterlzada 
por periodos alternantes de expansión y contracclón". mientras que 
la componente irregular esta compuesta de "movlmlentos 
lmprevlslbles relaclonados con eventos de toda clase ... tlenen 
aparlencla aleatorla estable y pueden distinguirse de otros tipos 
de irregularidades. como las observaclones aberrantes, porque 
éstas tlenen causas bien identificadas. tales como inundaciones, 
huelgas, etcétera" 

Recientemente. esfuerzos por dar definiciones más precisas 
de las componentes. son basadas en consideraciones espectrales 
(Dominio de las Frecuencias, véase Granger y Newbold, 1986): 
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1) üna serle con Componente estaciona1 tendrá un aspcctm con 
plcos en w =, 2nk/E. para k = 1 ,  ... [El21 ( [ X I  es el dxlm 
entero menor o lgual a x y E es el periodo estacional) 

2) üna serie con componente de tendencla tendrá un espectro con un 
pico en u = 0 y es muy grande para w cerca de cero 

El problema que se presenta con estas deflnlclones. es que 

detectan cuándo una serle presenta una componente estaclonal y 
cuándo una componente de tendencla, pero no definen dichas 
componentes. Sin embargo, es de Importancia tener en cuenta qua la 
causa de los plcos en el espectro de la serle es la presencia de 
dichas componentes , lo cual es conslderado por Burtan (1980) y 
Hillmer y T l a o  (1982) al proponer modelos ARMA para expllcarlas. 

Debldo a que los métodos basados en modelos que hacen uso de 
la teorla de extracclán de señal, son los métodos ias sólldos en 
lo que toca a juctlflcacián teárlca, en este trabaJo se presenta 
inlclalmente los resultados más importantes de la teorla de 
EXTRACION DE SmAL para una serle de tlempo que slgue un modelo 
autorregresivo y de promedlos ibvlles (un modelo ARIMA puede ser 
expresado en la forma de un modelo ARM), consfderando quc se 
cuenta con una semlrealizacl6n de la serle Yt, posterloriente se 
presentan las CONDICIONES INICIALES de una técnica recyrslva 
denominada filtro de kalman. para la esthaclón de las componentes 
no observables, tomando en cuenta que en la práctica únicamente se 
tiene una reallzaclán flnlta de la serle Yt. Presentados dichos 
resultados, se trata el problema de la determlnaclán de HDDMS 
ARMA para las componentes no observables, y finalmente se 
presentan EJEMPLOS de la desestaclonallzacl6n de serles de tiempo 
con esta técnica. 
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El problema a tratar en este capltulo conslste en obtener un 
estlisdor de la serle {St} a partir de la serle observada {Yt}, 
que depende del comportamiento de {St} y que está perturbada por 
{Nt}. La relaclbn entre estas serles se supone que está dada por: 

Yt = St + Nt (2.1.1) 

El problema de hecho conslste en *filtrar' las observaclones Yt, 
con el objeto de encontrar la mejor estlmaclbn St, del valor real 
de St, para cualquler t fija. Dlcho problema es conocido como 

extracclbn de señal, donde {St} y {Nt) son procesos que reciben el 
nombre de señal y ruido. respectlvaiente. 

A 

El presente capltulo se dlvlde en tres secciones; la primera 
expone los supuestos bajo los cuales el problema de extracclbn de 
señal se tratará. los cuales deben tomarse en cuenta a lo largo 
del trabaJo; la segunda, considera dos sltuaclones que se 
presentan en dicho problema. la primera de ellas surge al suponer 
que el proceso observado es estacionario y se estudia siguiendo el 
trabajo de Whlttle (1983). Para la segunda sltuaclbn se supone que 
el proceso es no estaciorzio, y aquí se expone una extenslbn del 
caso estaclonarlo propuesta por Pierce (1979). la cual se estudla 
en la tercera secclón, ya que el problema se transforma en uno que 
involucra un sistema de ecuaclones en dlferenclas y se recurre a 
conceptos que pertenecen a la teorla de control (Burrldge y 
Uallls. 1988). 

Sup6ngase que se cuenta con el conJunto de lnfornaclbn {Yt, I 
t' s t + I, con m L O finita) del proceso {Yt), que puede 
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escrlblrse como en (2.1.11, donde {St) y {Nt) son procesos 
estocásticos mutuamente lndependlentes. con mdla cero. Estas son 
componentes no observables de la serle {Yt), que se supone son 

generadas por los slgulentes modelos autorregresivos y de 
promedios m6viles {ARMA): 

en estos modelos B representa al operador de retraso, esto es BYt 
= Yt-l. Además se consldera que las parejas {$s(B).9s(B)) y 

(+N(B),9N(B)} no tlenen raíces comunes, y las raíces de los 
polinomios autorregreslvos +s(B) y $,(B) se encuentran sobre o 
fuera del circulo unltarlo. Por su lado {bit) y {bZt) son procesos 
de ruido blanco Gaussianos. i.e. sucesiones de variables 
mutuamente lndependlentes dlstribuldas como N(O,ul) y Ní0.1~) 2 2 

respectivamente. 

Si los polinomios +sS(B) y I#~(B) tienen raíces sobre el círculo 
unitario, entonces se pueden expresar como: +s(B)w= +:(B)6s(B) y 
+N,(B) = +;(B)¿SN(B). donde los pollnomios +:(B) y +,(B) tienen sus 
raices fuera, mientras que los polinomios bs(B) y bN(B) tienen sus 
raices sobre el circulo unitario. 

De esta manera los modelos (2.1.2a) y (2.1.2b) se pueden escribir 
como: 

+:(B)6S(B)St = Bs(B)blt (2.1.3a) 

a partir de los cuales se obtienen las expreslones: 
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(2.1.4b) 

donde los 

para 121 

#,,íZi son absolutamente convergentes 
{óS(B)St) y {ó,,(B)N,) son procesos 

pollnomlos q z )  y 
5 1. Nótese que 

estaclonarlos. dado que y +i(B) son pollnomlos cuyas ralces 
se encuentran fuera del circulo unitario. Esto peralte. por el 
teorema de la descoaposiclón de Wold (1954). representar a óS(B)St 
y oII(B)Nt como procesos de protnedioc móviles (ecuaclones (2.1.4a) 
y (2.1.4b)). es declr, no sxlsten componentes determinlstas en 
dlchos procesos. 

De los modelos (2.1.4a) y (2.1.4b) se deduce que {Y,) se 
puede representar como un modelo de la forma: 

con 

Y 

donde ó(B) es un polinomlo con I'aíces sobre el circulo unitario y 
{a,) es un proceso de ruido blanco distrlbuldo como N(O,u 1. 2 

11.2 - m1HAMlRES 

Para obtener estlmadores de St y Nt a partir de la serle 
{Yt}, o sea con la informaclón {Yt,l t's t + m, con m Z O finita}, 
se consideran dos poslbles situaciones: 

a) 

b) 

La serie (Y,) es estacionaria 

La serle {Y,) es no estacionarla 
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En ambos casos se lndica c6mo obtener el estlmador correspondiente 

a S ’ y de igual forma se puede.obtener el estimador de Nt. t 

Caso a) La serie {Y,) es estacionaria 

Si se considera a la serie {Y,) como estacionaria. entonces 
se sigue que los polinomios cuyas raíces se encuentran sobre el 
circulo unitario son Idénticamente la unidad, es decir 

y las expresiones (2.1.4a). (2.1.4b) y (2.1.5a) se transforman 
respectivamente en: 

(2.2.2a) 

(2.2.2b) 

Yt = #(B)a, (2.2.2c) 

Sean {Y,,} variables aleatorias con segundo w m n t o  finito, 
E(Yi12 < m , y sea L = L{Yt.) la coleccl6n de todas las 
combinaciones lineales de {Yt,). Una variable aleatoria W E L es 
de la forma: 

w = f rJ Y ~ , ~  con 7 R 
J--m J (2.2.3) 

Se tiene también que C = C{Y , I  es la colecci6n de todas las 
funciones (medlbles) de {Yt,}, es decir, son funciones g{Yt.). 
N6tese entonces que L c C. 

t 

Sea St alguna variable aleatoria con segundo momento finito. Se 
define un estimador de St, como una dada las variables {Yt,}, 

- 12 - 



b . -I-..----- 

funclbn 5, = g{Yt.). Si g L. es decir , si $ es de la forma: 

(2.2.4) 

se dice entonces que 5, es un estimador lineal de St. En cualquier 
caso se define el error cuadrático medio (ECM) como E(St - $1'. 

El problema de lnter4s es el de determinar el mejor estimador de 
St, es decir, el estimador que minimiza el ECM. De hecho. se 
pueden conslderar dos problemas: 

I 

i) Determinar el mejor estimador lineal Ste L de St 

11) Determinar el mejor estimador 5, Q C de St 

- 2  Puesto que L c C. es claro que E(S~ - stl2 s E(S~ - st) ; es 
decir. en general 5, es un mejor estlmador (de S,) que St. Un caso 
importante en el que St = 5, (cuando el mejor estimador es lineal) 
es el siguiente: 

J. 

TEORPIA 2.2.1 (Cikhman y Skorohod. 1974): Si St y { Y t ,  I t's t + m, 
con m z O finita) son varlables con dlstrlbuci6n conjunta normal. 
media cero y segundo momento finito, entonces: 

equivalentemente. 5 está caracterizado por t 

i) Ct = s, 
11) ct = st - St no está correlacionada con yt. v t' s t + m. 

donde m L 0 finita. 

Dp1DcTRACION: Se desea determinar el mejor estimador st de St 
mediante el conjunto de variables {Y,, I t ' E  A} donde A = {t' s 
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t+m. con m E O flnlta}. Esto es, encontrar una funclh g{Yt, I t’e 
A} tal que mlnlmlce el K M .  Entonces, consldérese la -algebra 3 = 
dYt, It’í A} generada por el conjunto de varlables aleatorlas 
{Yt.It’s A}. Luego, g{Yt. It’s A} es una variable aleatorla con 
segundo momento flnlto y 3-medlble. Así, si 6 = E(St13 1, el ECM 

se escrlbe como 

(2.2.5b) 

ya que < y g{Yt. It’€ A} son 3-medlbles. se tlene 

Entonces (2.2.5b) se escrlbe 

2 6 = E{St - + E{< - g{Yt. It’€ A } }  

que alcanza su mlnlmo cuando e = g{Yt. It’s A}. Por l o  tanto, el 

siejor estimador de St es at = E{St/3 } y adem& se sabe que éste. 
es hlco en cas1 todas partes (Ash. 1972). 

Por otro ido. ct = st - B 
toda t’e A. esto es 

no está correlacionada con yt. para t 
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= E{Yt) E {E t  - gt)/3 } 
= O  

lo cual se obtlene de (2.2.5d). 

Ahora, consld&-eee el subespaclo cerrado L del espaclo de 
Hilbert E2, sobre al- espaclo de probabllldad. Este subespaclo L 
consta de todas las variable aleatorlas con segundo momento 
finito. que se obtienen como una combinaclbn llneal de {Yt, It*€ 
A).  E l  mejor estimador llneal de St (St) es un elemento de L, 1.e. 

A 

6 = E{St - 5 E (St - 
para cualquier Si Q L. Luego, de la teoría de espaclos de Hilbert, 
se sabe que St es Qilco y es la proyecclón de St sobre L (Ash. 
1972). Esto es. E{(St - S,)S;} = O para toda Si€ L. De donde se 
slgue que St es un estimador lnsesgado (E(St) - E(St)). ya que el 
1 E L. Además que et= St - St es no correlacionada con Y 

toda t'E A (E(St - St)Yt,= O ) .  Como St y {Yt, It'€ A} son variables 
con dlstrlbuclbn normal se tiene que et y Yt, son lndependlentes. 
De modo que et no depende de la -álgebra 3 y 

I 

A 

A A 

I 

t' - 
A 

Este teorema permite restringir la búsqueda del mejor estimador de 
St al conjunto de estlmadores lineales: 

donde 



~ L i  

, I - -  ' 

N6tese que una vez obtenldo el estlmador de la componente St, el 
estimador de la componente Nt se obtiene a partlr de 

donde 

r,,(B) = f rNJ BJ (2.2.7b) 
J=-m 

Para obtener específicamente el polinomio rs(B) que proporciona el 
mejor estimador de St, siguiendo a ühlttie (1983). se calculan los 
coeficientes del polinomio utilizando el criterio de mínimos 
cuadrados, para lo cual es necesario primero definir la funcl6n 
generadora de covarianzas. 

DEFINICION: Las funciones generadorag & covarianzas (fgc) o 
espectro en el dominio de las frecuencias (cuando 2 = eiw) de 
{St}, {Nt) y {Y,) se definen como: 

(2.2.8a) 

(2.2.8b) 

(2.2.8~) 

Por convenci6n. se entenderá lg(2)l2 = g(Z)g(Z-'), que en forma de 
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operadores se escrlbe lg(B)I2 = g(B)g(F), donde F es el operador 

de adelanto. tal que FYt = B-.'Yt = Yt+l. 

TEOREMA 2.2.2: Si St, Nt y {Yt, I t's t + m, con m k O finita) son 
variables con dlstrlbuclón conjunta normal, con media Igual a 
cero, segundo momento flnlto y {Yt) se escrlbe como en (2.1.1). 
Entonces el pollnonlo r s ( z )  en (2.2.6b) está dado por: 

donde : 

(2.2. Sa) 

DEMASTRACION: Para demostrar este resultado, si se considera que PI 

= O. entonces se tiene: 

I 

St = 7,(B)Yt = erst 't-j (2.2.10) 
J= 

A l  usar el criterio de mínimos cuadrados para minlmlzar J = E(St - 
Ct12 con respecto a los coeficientes rsJ se obtlenen las 
ecuaclones : 

donde 

nótese que 

(2.2. íla) 

(2.2. llbl 

(2.2.12) 
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puesto que St y Nt son independlentes con media cero, luego la 
ecuaci6n (2.2.11a) se expresa como 

(2.2.13) 

Ahora bien, sl se multipllca esta ecuaci6n por ZJ y se suma para 
todos los enteros j, se deduce 

que puede escrlblrse como: 

sustituyendo (2.2.8a) y (2.2.812). 

(2.2.14) 

f A;") ZJ + h(2) (2.2.15) 
J=-m 

se t lene: 

+ h(Z) (2.2.16) 

la cual puede expresarse como: 

donde hi21 es una serie de potencias negativas, siendo ésta 
necesarla para obtener la igualdad, puesto que (2.2.lla) es válida 
s610 para J * O. De la última ecuacl6n se sigue que 

(2.2.18) 

2 en ésta Q #tZ)7,tZ) no tlene potencias negatlvas de 2. y en cambio 

h(Z) tiene Onlcamente potencias negatlvas de 2, considerando 
S(Z-5 
esto, (2.2.18) es igual a 
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Finalmente. al despejar rs(Z) se obtiene: 

(2.2.20) 

con lo cual el resultado queda probado para el caso m = O. Ahora, 
sl m * O entonces se puede escrlblr: 

't= f rsj 't-J = ,Crs1 't-1 i = J - m  
j=-m 

y todo el argumento anterior contlnh siendo válido. 
8 

Análogamente N puede estimarse como t 

(2.2.21) 

(2.2.22) 

-o b) La serle {Y,) es no estacionaria 

En este caso, la serle {Y,) sigue un modelo dado por 
(2.1.Sa). donde el polinomio cuyas raíces esth sobre el circulo 
unitario es diferente a la unidad. esto es, 6(B) f 1 y las 
componentes de Y siguen los modelos (2.1.4a) y (2.1.4b). donde al 
menos uno de los polinomlos ds(B) y aN(B1 es diferente a la 
unidad. 

t 

Para obtener el estimador de St dada la información {Yt, I t' 0 t + 

m. con m z O finita), Pierce (1979) extiende el resultado del caso 

- 19 - 



estaclonarlo. ecuación (2.2.6a). Como en la presente situación las 
serles {Yt}, {S,} y {Nt) son no estaclonarlas, no es poslble 

hablar de una funcl6n generadora de covarlanzas. por ello 68 
trabaJa con una extensl6n de Csta, llamada seudofuncl6n generadora 
de covarlanras o seudoespectro (Hlllmer y Tiao lB82). Para 

definirla. primero se escribe a St, Nt y Y como: t 

DEFINICION: Las seudofunclones g eneradoraq & c o v a r l m  O 

seudoespectro en el dominio de las frecuenclas de {St}, 
{Y,} se definen como: 

{Nt) y 

A partir de esta deflnlclón es posible extender el resultado del 
caco estacionarlo, cambiando la funcl6n generadora de covarlanzas 
por la seudofuncl6n generadora de covarianzas, esto es 

(2.2.25a) 
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I I. 3- ESPACIO DE ESTADOS Y FILTFID DE KALMAN 

En esta seccl6n se argwenta de acuerdo con Burridge y 

Wallis (1988). que la extensión propuesta por Plerce (1979) para 
estimar las componentes no observables de {Y,,, en el caso no 

estacionarlo (ecuaciones (2.2.25a)-(2.2.25b) 1, son correctas 
asint6ticamente. Con este propósito se representa la 
descomposlclón Yt = S + Nt en forma de un sistema matrlcial 
denominado MODELO DE ESPACIO DE ESTADOC. Esto permite utilizar la 
técnica conoclda como FILTRO DE KM" para obtener las 

estimaciones correspondlcntes a las componentes no observables de 
{Yt}, dada una realización finita de esta serle, posteriormente se 
procede a estudiar el coaportamlento asintótico del estimador. 

t 

DEFINICION: Un 
la forma: 

píodelo de Es~sc lo  

Xt+lP FXt + cut 

yt = H'X~ + et 

Estados es un modelo lineal de 

(2.3.1) 

(2.3.2) 

Estas expresiones son conocidas como ecuación de transición y de 
observación, respectlvemente; Xt es el vector de estados. U es un 
vector de ruldo blanco con media cero, mientras que la sucesión de 
e 's forman un proceso escalar de ruido blanco. Además la matriz 
de varianzas y covarlanzas del vector (Ut.et) esta dada por: 

t .  

t 

donde F,C,H.Q.S. y R son matrices que se consideran invarlantes en 
el tiempo. 

El modelo (2.3.1)-(2.3.2) representa el comportamiento de un 
sistema dinámico discreto, con entradas al slstema denotadas por 

Ut y salida Yt, el cual se encuentra perturbado por un ruido et. 
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El slstema está regldo por su estado lnterno Xt' cuyo 
comportamlento se da por la ecuacl6n de translclón. Al repnsentar 
la descomposlclón de {Y,) como un modelo de espacio de estados, 
interesa conocer el estado interno del slstema, dado que las 
salldas de éste son conocldas. Esto proporciona estliaclones de 
las componentes de {Yt), por lo cual se enfoca el problema a la 
estlmaclón de dlcho estado. 

Con este propbsito se supone que inicialmente se cuenta con un 
conJunto finito de observaciones Y; = {Yo, Yl,*.-.Yt) de {Y,) y un 

estado lnlclal Xo, con media E(XO) = Xoi-l y varlanza Pol-i = E(XO 

- x 12, donde Xo es lndependiente de Vt y et para toda t = O, 

1 , - - - .  Se denotará como g a la proyeccl6n ortogonal de g sobre 

el espacio generado por Y; . De modo que se puede obtener un 
estlmador del estado Xt como: 

I 

o 1-1 
A 

tlt t 

(2.3.3) 

I 

yt = Yt - Ytlt-' es la ínnovacl6n de Yt, o sea es el error de la 
proyecclón ortogonal de Yt sobre Y- donde yo= Yo y a partir de t-1' 
lo cual E(Yt) = O para toda t. La proyecclón ortogonal (2.3.3) se 
puede obtener del slgulente resultado. 

TEOREMA 2.3.1: Si X y Y son vectores conjuntamente distribuidos, 
tales que E(X) = mx. E(Y) = my, v== E[(X - mx)(x - mx)'1. v,,= 

E[(Y - my)(Y - my)'] y vm= E[(X - mx)(Y -  my)'^. entonces 

es la proyección ortogonal, que se obtiene por medio de minlmos 
cuadrados. 

A I 

DEKSTWION: Sea X= E(XI Y) = b + A Y, si O = X - X se tíene 
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E(ó a') = E[(b + AY - X)(b + AY - XI'] 
= A VyyAT - AVyx - VxyAT+ vxx 

T + (b + by - mx)(b + Amy - mx) 
= ( A  - VmVil) VYy(A - VxYVit)' 

+ v, - vmv;;v, 

(2.3.5) 1 + (b + Amy - mx)(b + Amy - mx) 

-1 donde se supone la existencia de Vyy. Dicha expresl6n se minimiza 
tomando 

A' = VmVi; y b' = mx - A'my 

con lo que se obtiene el resultado deseado.. 

En base al teorema anterior, se considera el vector con 
media cero, donde YT= (Y,,Y,,.--Y,-,) y Yt no están 
correlacionados, así, la proyección ortogonal (2.3.3) se escribe 

- 

como 

(2.3.6a) 

donde 

Y 

A partir de la ecuación de observación (2.3.2). se puede expresar 
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la innovacl6n de Yt collo 

pt= yt - i t  It-' 

= Yt - "Xtlt-l 
= H'X, + et - H'X~~~-~ - H'(x~ - it + et (2.3.71 

Entonces de (2.3.6b) se sigue 

y de (2.3.6~) 

donde en (2.3.8) y (2.3.9) 

1 

la cual hará aluci6n a la es decir, la covarianza de Xt - 
matriz de varianzas y covarianza de Xt - Xtlt-'. Luego de (2.3.31, 
(2.3.6a) y (2.3.9) se tiene 

Xt It-1* 

a I 

(2.3.10) -1 - 
Xt I t- X t  I t-1 + Pt It-" Et Yt 

Además. de la ecuaci6n de transici6n (2.3.1). se obtiene que: 

(2.3.11) 
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donde, por el teorema 2.3.1 

Por otro lado, debido a la ecuación (2.3.7) se sabe que 

luego se obtiene 

(2.3.12) 

(2.3.13) 

(2.3.14) 

y la ecuación (2.3.11) se escribe: 

a 

(2.3.15) -1 - 
Xt+qt= WtIt + =t yt 

Esta última proporciona el estimador del estado en el tiempo t+l 
{Xt+llt= E(Xt+llY;)) en forma recursiva iniciando con Xo. Esta 
técnica de estillar cualquier estado a partir de uno inicial y de 
un conJunto finito de observaciones es conocida como el filtro dc: 

Kalman. Dicho resultado se presenta a continuación. 

a 

FILTRO DE K": Considérese el modelo de espacio de estados dado 
por las ecuaciones (2.3.1)-(2.3.2) con un conjunto de 
observaciones Y;, un estado inicial x0. para el cual E(x~) = 

su varianza Poi-i y es independiente de Ut y et. Entonces 

x ~ + ~ ~ ~ =  E(x~+~IY;) satisface: 
Xol-1' a 

(2.3.15) 
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Zt= E(YtY:) 

donde las covarlanzas de Xt 

(2.3. loa) 

(2.3. lob) 

(2.3.8) 

dadas por 

Kt= FCt It + mi' (2.3.16b) 

La ecuación (2.3.16a) es una ecuación en diferencia de Rlccatl. 
ésta dicta el comportamiento del filtro y 8e obtiene de la 
definición 

así como de las ecuaclones (2.3.11, (2.3.15) y (2.3.10a1, que 
permiten obtener la expreslón 

De donde surge (2.3.16a)-(2.3.16b). mientras que la ecuacl6n 
(2.3.17) se obtiene de (2.3.10a) y (2.1.10b1, ya que se tlem 

con 

, 
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= (X t - i q t - 1 )  - CtltYt (2.3.19b) 

Nótese que en la ecuaclón (2.3.15) el estimador depende de 
la innovación de Yt, la cual representa información de Yt que no 
está contenida en el conjunto ésta es necesaria para la 
estl~clón del estado en el tlempo t+l. Por otro lado, Kt definida 
en la ecuaclón (2.3.16b) se denomlna ganancia de Kalman. ya que Kt 
extrae la lnformaclón necesarla de Yt o directamente de la 
observaclón Yt, para estimar al estado Xt+l, de modo que Xt+l 
puede escribirse 

.. 

a I 

Xt+qt= "tlt-1 + KtYt (2.3.20) 

Y 

donde 

I I 

(2.3.21a) X t q t =  V t l t - 1  + Ktyt 

... 
Ft= F - KtHT (2.3.21b) 

Si además de contar con el conjunto de observaciones Y;, se tiene 
lnformaclón adicional de Y que conste del conJunto t" = t+l. 
t+2,..-, t+i, donde m es un entero no-negativo finito, es posible 
mejorar la estlmaclón por medio de las recurslones (SUAVIZAMIENTO 
DE P W O  FIJO) siguientes (Anderson y Moore, 1979 y Coodwln y Sin. 
1984 1 : 

t 
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Es lmportante notar que 1.0 racurslones (2.3.22a)-(2.3.22d), son 
aplicadas cuando se consideran las observaclones Yt+m con m O. 

para la estiiaci6n del vector de estados en el tiempo t. las 
cuales están conectadas con el flltro de Kalman, por medio del 

esto es, cuando m = O. Estas recurslones se 

obtlenen aplicando el filtro de Kalman al aspado de estados 

.i 

Xtlt' 

[ Xt+l] Xt+l = [ ; :] [ ;;I + [; ] "t (2.3.23a) 

con 

donde tf es algún tiempo fijo. Notando que X i  - Xtf para toda t E 
Con el prophito de estudiar el comportamiento aslntótico 

del estimador del estado Xt, es necesarlo conocer algunas 
propiedades del modelo de espacio de estados, así c o w  algunos 

LOS resultados sobre el comportamiento a&ntótlco de P 

resultados que se sefialan a contlnuacl6n se obtienen de la Teoría 
de Csntrol. que pueden encontrarse en Kallath (1980) y Caodwln y 
Sin (1984). 

t It-1' 

ESTABILIDAD: El sistema dado por las ecuacíónes (2.3.1)-(2.3.2) se 
dice que es gstable si los elgenvalores A de F se encuentran 
dentro del circulo unitario, o sea si lAl < 1. 

Esta propiedad permite reconocer o1 el sistema es aslnt6tlcaaente 
estable. Es declr. si el efecto de las condlclones iniciales 
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desaparece en el transcurso del tiempo. 

DEiECTAEILIDAD: La pareJa de matrices (F,H) se dice que es 
detectabla al F no tiene elgenvalores A cuyo eigenvector 
correpondiente b s O, sea tal que IAI L 1 y H'b = O. Si X'b * O 
para toda A, se dice que la pareja es pbservable. 

COMROLAEILIDAD: La pareja de matrices (F.C) se dice que es 
gstabilizable si F no tiene elgenvalores A con eigenvectores 
izquierdos a' s O, tal que 1x1 I 1 y a'c = O. si a% * O para toda 

A. se dice que la pareja es controlable. 

La propiedad de obsarvabilidad permite recuperar de manera hlca 
cualquier estado Xt de Xt+n. si la información 
{Yt.Yt+l.---,Yt+n-ll y {Ut.Ut+i.~~-.Ut+n-l~ es conocida. Por el 
contrario, la propiedad de controlabilldad permite moverse de un 
estado X a otro Xt+n con {Ut,Ut+l.~-~,Nt+n-l~ conocido. Si un 
sistema es controlable y observable se dice que es un sistema 
mínimo. esto es, que las matrices involucradas tienen el menor 
orden posible. Por tanto, la inforaaci6n para moverse de un estado 
a otro es la minima necesaria. 

t 

Para estudiar el comportamiento del estimador de Xt+l 
obtenido por el filtro de Kalman, es necesario estudiar la 
convergencia de Pt+llt, puesto que éste es el que dicta el 

comportamiento del filtro. Entonces, si Pt+lIt converge a P 

cuando t +o, P debe satisfacer la ecuación algebraica de Riccati 
que se obtiene de (2.3.16a). tomando Pt+rIt- Ptlt-l= P 

P - m' + DD' - mcT = o (2.3.24a) 

donde 

D = Gal" (2.3.24b) 
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.... 

Particularmente se busca que la soluclán de la ecuacl6n algebralca 
de Rlccatl sea real, simétrlca y positiva definida. Entonces se 
dlce que una matrlr con estas característlcas es una 30lucl0~ 
gstablllzadora. 61 5 (ecuaclón (2.3.21b)) tlene sus elgenvalores 
dentro del círculo unitario y es una ~ o i u c i 0 ~  fuerte, s1 5 tlene 
sus elgenvalores dentro o sobre el círculo unltarlo. 

Los slgulentes dos resultados establecen el tlpo de soluclón para 
la ecuación algebralca de Rlccatl dada por (2.3.24a). su 
demostraclón apareca en Calnes y kyne (1970 y 1971). 

TEOREMA 2.3.2: Si (F.DI es establllzable y (F,H) es detectable, 
entonces, cuando t 3 OD. se tlene que 

Pt+* It+ P 
Kt 4 K con r.e. 

Ft 5 con r.e. 

con r. e. (rapidez exponenclal) 

para toda condlcldn lnlclal Pol-l' O y P es una únlca soluc16n 

establllradora de la ecuacldn algebralca de Riccatl. 

TEOREMA 2.3.3: Si DDT r: O. (F.DI es controlable y (F,H) es 
detectable, entonces, cuando t -+ o. se tiene que 

Pt+l It+ P con r. e. 

Kt + K con r.e. 

Ft 4 F con r.e. 

para toda condlclón lnlcial Pol-l 2 O y P es una únlca soluclón 

establllradora de la ecuacldn algebralca de Rlccatl. 

Se procede entonces a construir un modelo de espaclo de 
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estados especiflcamente para Yt = St + Nt, el cual tal vez no sea 
un slstema minim, es decir, el modelo de espaclo de estados que 
se construye, qulzá no maneJa matrices con el menor orden 
posible, pero si permite estudiar el comportamiento del estado 
interno Xt de una manera sencllla. ya que se trabaja con las 
variables originales de la descomposlcl6n de Yt (Burridge y 
Wallis. 1985). 

Consldere los modelos AFMA de {St) y {Nt) (ecuaciones (2.1.2a) y 
(2.1.2b)). en los cuales +s(B) y Bs(B) son polinomios de grado m y 
n respectivamente, con coeficientes +s,i y es,J para i = 1,2....,rn 
y J = 1,2,...,n; los pollnomios +,,(B) y BM(B) tlenen grado p y q 
con coeficientes +,,, y e,,, para i = 1.2,-.-,p y J = 1.2.---,q. 
Luego, se obtiene la representacih de modelo de espacio de 
estados de la forma (2.3.1)-(2.3.2), sl se considera 
específicamente a 

T I  Xt = (X:,t.%,t) de diiensi6n (m+n+p+q) x 1 

con 

IT 5, t * “tJt-i* -*Nt-p+1*b2, tSb2. t-1’ *b2, t-q+l 
... 

que son de tamaño (m+n) x 1 y (p*q) x 1 respectivamente. La matriz 
F se escribe 

= [ o1 F: 
con: 

1 0 4 4 6 8  
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O 

- 
O 

O 

O 

O 

. . .  
- -  
. . .  
. . .  
. . .  

. . .  

1 

- 
O 

O 

O 

O 

O 

- 
O 

O 

O 

O 

- - -  

la cual es una matriz de tamaño (m+n) x (m+n). De manera análoga 
se construye, con los coeficientes de +N(B) y üN(B). la matriz F2 

de tamaño (p+q) x (p+q). Las matrices C y H7 son de tamaño 
(m+n+p+q) x 2 y (m+n+p+q) x 1 respectivamente, y están dadas por: 

Mlentras que la matriz- de varlanzas y covarlanzas del modelo se 
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obtlene a partir de 

et = O y - ( b1.t+1* b2.t+1 IT 

entonces se sigue que 

Q - [  0 R = O  S = Q  

Obsérvese que las componentes St y Nt son los primeros elementos 
de los vectores Xlet y s , t  6 los elementos 1 y m+n+l del vector 
estado Xt respectivamente. Asl, los estimadores de dichas 
componentes estarán dados por los elementos correspondientes en el 
estimador del estado Xt ,  que se obtlene al aplicar en particular 
el filtro de Kalipan al modelo de espacio de estados descrito. 

Para conocer el comportamiento de la varlanza del estado Xt 
en el modelo, se necesita conocer los eigenvalores de la matrlz F. 
Para ello se observa 

= I Fl- AI I I F2- AI I 

De esta relaci6n se deduce que los eigenvalores de F son un 
conjunto formado por la uni6n de los eigenvalores de F Para 
calcular los eigenvalores de F nótese que ésta se puede expresar: 

y F 1 2' 

1 

F1 = [ F1l '"1 
o F13 

donde: Fll es el bloque superior izquierdo señalado en la 
descripción de F1, y de igual forma se puede identificar a F12 y 
F13. mientras que 0 es una matriz de ceros, por lo que se tiene: 
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0 F13- AI I F1- AI1 = 

Fll es l a  matrlz conoclda como grndlera y la estructura de F13. 
permite obtener: 

Debido a que F2 tlem la mismas características de F1, se tlene de 
manera d l o g a  que: 

Ahora, escribiendo 

se puede ver que los m+n+p+q elgenvalores de F se encuentran 
dentro o sobre el circulo unitario, y están dados por {Asl}, {A 1 
y n+q eigenvalons iguales a cero. 

MJ 

Con el objeto de’ establecer condlcioms para la axlstencia de una 
soluclón de la ecuación algebralca de Riccati en el sistema que se 
trabaJa (teoremas 2.3.2 y 2.3.3). es necesario estudlar la 
detectabllldad de (F.H) y la controlabllldad de (F.DI, en donde D 

está definlda por la ecuación (2.3.24131 y toma la forma: 
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Las condiciones para la detectabilidad y la controlabllldad de las 
pareJas correspondientes han sido establecidas por Burridge y 

Wallis (1988). y son: 

DFfEcTAüILIDAD: La pareJa (F,H) es detectable si y s6lo si los 
polinomios +s(~) y +",(z) no tienen raíces en común que se 
encuentren sobre o dentro del círculo unitario. 

DEMDsTñACIüN: Para demostrar este resultado, primero adviértase 
que si c es un eigenvector de la matriz compañera Fll  (bloque 
superior izquierdo de Fl) ,  con primer elemento igual a cero, 
entonces c = O. Ahora, sea b un eigenvector de F. de tal manera ' 

son los elementos 1 y 
m+n+l del eigenvector b. Si A es un eigenvalor de F1 6 Fz , más no 
de ambas, se tiene que bl 6 bm+n+l es cero, pero las dos 
componentes no pueden ser cero al mismo tiempo, ya que ello 
lmpllcaria que b = O, esto se debe a que los bloques superiores 
izquierdos de F1 y F2 son matrices compañeras. Entonces, si F1 y 
Fz no tienen elgenvalores en común. se tiene que H'b * O para toda 
h y por lo tanto (F,B) es observable. 

que HTb = bl + bm+n+l. donde bl Y bm+n+l 

SI F1 y Fz tienen al elgenvalor A en común, entonces b = 

(1.h-1,. . . p - 1 )  .o....,-~,-A-',...,-A-(~').o, . . a .  01' es un 
eigenvector de F, y se tiene que H b - O. por l o  tanto (F,B) sería 
no detectable. 

I 

Luego. F1 y F2 tienen al elgenvalor A en común, si y 6610 si ( 1  - 
XU es factor común de +ss(Z) y de +nw[Z). 

8 

CONTROU<BILIDAD: la pareja (F.DI es controlable si y s610 si las 
parejas de polinomios {~s,(Z),üstZ))  Y {+n,tZ).üMtZ)) no tienen 
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factor comiin. donde D está dada por (2.3.25). 

1 es un eigenvector D ~ R A C I O N :  si a'= (al, %, - - 
de F. entonces se mostrará que m'D = O si y s610 si {~s(Z),@s(Z)) 
6 {+,,(Z),ü,,(Z)) tienen factor común. 

* ai+n+p+q 

N6tese primero que 8'D = O implica que al + am+l= O y 
a m+n+p+l= O. Ahora se escribirán las ecuaclones involucradas en 

O'F = haT. p r a  io cual se observa que 

8 F  T * F1 O ]  
0 F2 

por lo que las ecuaclones resultan dadas por: 

(2.3.27a) 

de (2.3.27a) se obtienen n+m ecuaciones que son: 

- 36 - 



~ 

* -  

i+n-l) -alesne1+ awn- 

i+n) -aíesn "B+n 

Ahora, sl se iultlpllca la ecuaclón J por A-' pera J = 1,2.-.-.m. 
la ecuaclón i+k por A-k para k * 1,2...-.n. y luego se suman. se 
obt lene 

de donde 

Jim+ - lL1 f "r ] = al + am+l 

Y 

1 1 al[ +,(+ - es(+ i = al + ai+l (2.3.28a) 

Slgulendo un pracedlmlento -logo con las p+q ecuaclones que se 
obtlenen de (2.3.27b). se tiene 

Luego. de (2.3.28a) y (2.3.28b) se tiene que aTD = O si y Sólo si 
{#s(Z),es(Z)l 6 {#,,(Z),üW(Z)1 tienen factor común. 

Se debe de notar prlmero que el sistema (2.3.11-2.3.2) será 
estable asintótlcaicnte, si los pollnomios autorregresivos de {St1 
y {N 1 no tienen raíces sobre el círculo unltarlo, esto es, si los 
procesos {S 1 y {N 1 son estaclonarlos. Luego advlértase que (F.H) 

es detectable si los pollnomlos ós(Z) y Or(Z) (ecuaclones (2.1.4a) 
y (2.1.4b)) IKI tienen raíces en común, mlentras que l a  

t 
t t 
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controlabilldad de (F.D) siempre se tendrá por suposlclón. Así, se 
pueden contemplar tres situaciones para la estimación del vector 

de estados Xt contando con una realización semi-infinita de la 
serle {Yt); la primera. considerando al sistema estable, (F.H) 
detectable y (F,D) controlable; la segunda, si se tiene (F,H) 
detectable y (F.DI controlable. Finalmente. como tercera 
situación. considerando iuilcamente (F.DI controlable. Nótese que 
la primera de éstas situaciones corresponde al caso a) planteado 
en la sección anterior. mientras que la segunda y tercera 
corresponden al caso b). 

Situación 1 > Sistema estable, (F.H) detectable y (F.DI controlable 

Como el sistema se considera estable, los elgenvalores de F 

se encuentran dentro del circulo unitario. luego, F + O si t 
+ OD y se tiene un desarrollo en una serle convergente para (I - 
2FI-l con 121 = 1 .  Por otro lado, c o w  (F.H) es detectable y (F.DI 
es controlable, el teorema 2.3.3 establece que, 

K y Ft+ F, si t + OD. Como P es una solucl6n estabilizadora de 

la ecuaci6n algabraica de Riccati. tamblen Ft- O y existe una 
serie convergente para (I - 51-l con 121 = 1. Considerando estos 
resultados y la información {Yt, I t' S t+m, m 1 O finita} de la 

t 

%+lit- p* Kt- 

serie {Yt}, el filtro de Kalman permite escribir a como 

(2.3.29a) 
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que puede obtenerse. escribiendo primero. de l a  ecuación (2.3.22a) 

a 't It+i  CORO 

I I 

' t It+C 'tlt+i-i + 'tlt+i F t + i  
A 

y: .., 
't lt+m-2 + 't It+m-lYt+m-í + 't It+m t+m 

I + f  F - Xtlt - í  ir &t+ i  t+i 

donde, a part ir  de (2.3.22d) 

y de (2 .3 .22~ )  se expresa a 

que a l  ser sustituido en (2.3.301, produce 

A A -T i -1- 
+ f P(F 1 HI: Yt+i 't It+m 't It-í ip o 

Ahora. de l a  ecuación (2.3.21a) se sigue que 

(2.3.30) 

(2.3.31 

(2.3.32) 

(2.3.33) 



(2.3.34) 

A 

de donde Xtlt-l puede escrlblrse como 

= Bz,l(B)Yt (2.3.35) Xt I t-1 

que. a su vez con la ecuación (2.3.2). permite expresar la 
innovación de Y como t 

Al sustltulr ésta Junto con la ecuaclón (2.3.35) en (2.3.331, se 
obtlene (2.3.29a). 

Recuérdese que las componentes St y Nt de Yt son los 
elementos 1 y m+n+l respectivamente. en el vector de estados Xt, y 
que en la presente sltuaci6n se trabaja con serles estaclonarlas, 
es poslble entonces dar una versl6n matrlclal del teorema 2.2.2. 
esto es, donde los elementos 1 y m+n+l de E(Xtl{Yt}) correspondan 
a las estimaciones que se obtienen por medio de (2.2.9a) y 
(2.2.22) respectivamente. Para obtener dlcha versl6n. es necesarlo 
primero, encontrar las fgc de Xt, Yt y la fgc cruzadas de Xt y Yt. 

- 40 - 



Para obtener la fgc de Xt y Yt, prlmero se representará al 
vector de estados y a la sallda como un proceso de promedlos 
i6vlles. Psra el caso del vector de estados, hablar de dicho 
proceso es posible si se observa en la ccuaclón de translclón 
(2.3.11, que Xt es un proceso estacionarlo, generado por el vector 
autorngnslvo de orden uno 

(I  - BF)Xt = (2.3.37) 

El proceso Xt es estacionarlo ya que las ralces de 11 - ZFI = O se 
encuentran fuera del círculo untarlo. debido a que F tlene sus 
elgenvaloras dentro éste. Luego, del teorema de la descomposlción 
de Wold, versión iultlvariada (Hannan, 1970). Xt se escrlbe como 

Para el caso de la sallda Yt, es Importante notar que CYt) por 
construcclón. es un proceso de ruido blanco con media cero y 

varlanza E (Anderson y Moore. 1979). Luego, escrlblendo Yt = ft + 

de las ecuaclones (2.3.2) y (2.3.20) se tlene que 
A 

Yt It-1’ 



- -  

DEFINICION: Las funciones generadoras de covarianzas de Xt y Yt 
están definidas corn 

De estas definlciones es poslble encontrar la fgc cruzadas de Xt y 
Yt, esto es, encontrar 

(2.3.40) 

Esta funcih se obtiene si se escribe Y:-i de la ecuacih (2.3.2) 
como 

de donde 

Y 

i multiplicando esta expresión por Z 

se tiene 
y sumando para todo entero 1, 

(2.3.41) 

El siguiente resultado, proporciona la versión matricial del 
teorema 2.2.2 
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TEOREMA 2.3.4: Si se cuenta con la inforaaci6n {Yt.l t '  s t+m. con 
8 L O finita) de l a  serle {Ytb y si {"y,) es el proceso de, 
innovacl6n generado por {Yt), con 

constantes para toda i 

(2.3.42a) 

(2.3.42b) 

DEMXTRACION: Para demostrar este resultado, se verá que por medio 
del filtro de llalman se obtienen las condiciones f y fi. de igual 
manera se tiene r,tz) = r ( 2 ) .  

La condición f se obtiene a partir de la ecuacl6n (2.3.38b). Por 
su parte, la segunda condici6n, se obtiene al escribir la ecuación 
(2.3.33) como 

i t  ,t+m - i t  It-1 + i= f o niyt+, 
donde Ni = P(FT)iHE-l, y de la ecuaci6n (2.3.20) se tiene 

(2.3.43) 
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que al sustltulrse en (2.3.43) determina la condición if. Así. 
como las condiciones se obtienen usando el filtro de Kalman. se 
mostrará que los polinomios matriciales (2.3.29b) y (2.3.42b) 
coinciden. mostrando explícitamente que (2.2.9a) y (2.2.22) se 
obtienen mediante esta técnica. 

Obsérvese que C = PIE-', K - FC (en el modelo de espacio de 
estados para (2.1.1). con S = O) y T = F - KHT, que se obtienen de 
(2.3.10b). (2.3.16b) y (2.3.21b) respectivamente. De este modo la 
ecuación algebraica de Riccati (2.3.24a). se expresa como 

Además. de las ecuaciones (2.3.36) y (2.3.38b) se considera 
[S(Z) 1-1 = G-l(Z). Entonces. rk(Z) (ecuaciones (2.3.29b)- 
(2.3.29d)) se escribe como 

donde el primer sumando de la expresión encerrada entre corchetes 
se puede expresar a partir de (2.3.38b). como 
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Dc esta manera, al sustituir ésta en (2.3.46). se escribe 

Ahora, nótese que 
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así pues, al sustitulr (2.3.45). (2.3.49). (2.3.39a) y (2.3.41) en 
la ecuaci6n (2.3.48). se tiene finalmente a (2.3.42b). esto es 

c .I 

Situación iL) (F.SI) detectable y (F.DI controlable 

La ausencla de estabilidad asintótica en el sistema Implica 
la existencia de elgenvalores de F sobre el clrculo unitario. 
Luego. al menos una de las serles {St) y {Nt) es no estacionarla, 
es decir. éstas siguen los modelos (2.1.3a)-(2.1.3b). y al menos 
uno de los pollnomlos bs(Z) y bl( (Z)  es diferente a la unidad. 
Entonces. se sigue que la serie {Yt} es no estacionaria y generada 
por un modelo de l a  forra (2.1.5a)-(2.1.5~). Ahora, que (F,H) es 
detectable asegura que los pollnomlos Os(2) y OM(Z) no tlenen 
raíces en coicin. este resultado aunado a la propiedad de 
controlabilldad (teorema 2.3.3) permiten obtener nuevamente, 
mediante el filtro de Kalman, un estimador de Xt (ecuaciones 
(2.3.29a)-(2.3.29d)). aun cuando las componentes son series no 
estacionarias. Que el estlndor se obtenga por medl0 de rk. como 
en el caso anterior. es debldo a que éste depende de la solución 
estabiliradora de la ecuación algebraica de Rlccati, a l a  

existencia de ( I  - como una serie convergente y a la 

i 
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convergencla de l a  ganancla de Kalman, condiciones que se obtienen 
a partlr del teorema 2.3.3. 

Por otro lado, se obtendrá la verslón matrlclal de las 
estimaciones a las componentes no observables de Yt para el caso 
no estacionarlo (ecuaclones (2.2.25a1-(2.2.25b) 1, con el objeto de 
mostrar que ástas colnclden. en el limite. con las obtenidas a 
partir del filtro de Kalman. 

De manera an&loga a como se obtienen las ecuaclones 
(2.2.25aH2.2.25b). es necesarlo def lnir las seudofunclones 
generadoras de covarlanzas de Xt y Yt, asi como una seudofunci6n 
generadora de covarlanzas cruzadas de Xt y Yt. Para ello, prlmero 
se escrlbe de las ccuaclones (2.3.38a)-(2.3.38b) a 

que se obtlenen por el hecho de que F tiene elgenvalores sobre el 

circulo unitario. Luego ( I  - 3 1 - l  se transforma en la serie no 

convergente (1 + ZF + $8 + --.). y es rempiazada en 
(2.3.38a)-(2.3.38b). debido a que tanto Xt como Yt son ahora 
procesos no estacionarlos. 

DEFINIGION: Las seudofunclones generadoras de covarlanzas de Xt y 
Yt están deflnidas c o w  

(2.3.51a) 

(2.3.5lb) 

De estas deflnlclones y de la ecuación (2.3.41) se encuentra 
s f p  como 
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La versl6n matriclal de la extensl6n propuesta por Plerce (1979) 

(wuaciones (2.2.25a)-(2.2.25b)) se obtlene cambiando la fgc por 
la seudofunción generadora de covarianzas en (2.3.42b). esto es 

que a partlr de (2.3.50a). (2.3.51a) y (2.3.51~) se expresa como 

donde nuevamente se considera *-,(Z) 

escriblrse cow 

= {W(Z)}-' que puede 

al cambiar ( I  - g)" por su respectiva serie convergente. Ahora. 
considérense las siguientes relaciones 

La primera de estas ecuaclones se obtiene al sustitulr (2.3.53) en 
Csta y así. (2.3.54a) se escribe como 

{I + ZF + ih + .--)it{l - ='(I + + $$ + ...)K} 

= {I + ZF + 28 + -. .}  {I  - aarf(1 + g + + ...))it 

para que al multiplicar después directamente las series, se tenga 
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que el coeficiente de 9 está dado por 

lo cual puede escribirse COW 

Nótese en esta expresión. que el coeficiente de 9 se puede 
obtener mediante la recurslón: Cocflclente de d = FlCocflclente 

de $-'I - KIIT$-'= $. para J = 1 , 2 , 3 , . . .  y Zo = I, puesto que f 
= F - XIIT; de esta forma se obtiene la ecuación (2.3.54a). La 
ecuaclón (2.3.54b) se obtiene de wmera análoga. 

Ahora, se debe tener en cuenta que al pasar de un conjunto 
flnlto de observaclones Y; = {Yo, Y1."'.Y t' Y t+l' -.. *Yt+m) al 
conJunto {Yt, I t' s t+m. con m it O finita) para obtener el 
estimador de Xt mediante ~ ~ ( 2 ) .  este Qltlmo conjunto se determina 
cuando Yo + -m o t + m. Luego, si Xtlt+m es el estimador de Xt 

t + Q, entonces existe t tal que 

-+ 

-+ A 

dado el conjunto de observaclones Y;. con Xt,t+m+ Xtlt+m cuando 

c 

donde 11 - 11 es cualquier norma vectorlal. puesto que al trabajar 
con vectores (matrices) de dlmensión finita, cualesquiera dos 
normas son equivalentes (Taylor. 1957). 

TEDREMA 2.3.5: Si se cuenta con la información Y; de la serle {Y,) 
y Xt = y(B)Yt, entonces existe te tal que -+ 
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I 

-+ - 
'1 't - 't It+m II < E para toda t c: tc (2.3.56) 

DMDsIñAcION: Para demostrar este resultado se mostrará que x* = 
Xtlt+m. a W t l r  de que el pollnomlo rk(2) coincide con 7(2) para 
cualquier t finita. Para ello, nótese que rk(2) se puede escrlblr 
como 

-+ t 

donde U(2) son potencias de 2 mayores que una t fiJa. De tal forma 
que los dos prlmeros sumandos proporcionan Xtlt+n, luego por l a  

ecuaci6n (2.3.54a). se puede escribir 

-+ 

Por otro lado, de (2.3.52b) y (2.3.54b) se tiene que r(2) es igual 
a 

donde al  multiplicar las series que se encuentran dentro de los 
corchetes resulta una serle cuyos coeficientes están dados por 
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II*. 

h 

m 

i o  
Coeficiente de #: F'CqcT($liH 

Coeficiente de zj: 

para toda J finita. Al notar que los coeficientes dependen de la 
T - 1  serie f F'GQC (F 1 , si se muestra que la serie converge a P. se 

tiene que los coeficientes de ZJ y 2-j estarán dados por dPH y 
I= o 

o P(FIJH respectivawnte. y asimismo el coeficiente de Z será PH. 
Con esto se demostrarla que (2.3.57) y (2.3.58) coinciden para 
toda t finita. Luego, como existe te tal que (2.3.551 se cumple, 
se tiene que (2.3.56) es válido para toda t finita mayor o igual a 
te. Entonces, para mostrar que la serie en cwstibn es 
convergente, rdtese que r(F) - max : A elgenvalor de F) = 1. 

y que r(F) = 118 11 P lli'n (Taylor. 1957). de igual forma se tiene 

que r(F) < 1 y r(B) = ~ i i  I I  F" IP. Con base en esto, el criterio 

de la  raiz indica que la serie f 11 Fill 11 gi(l, es una serie 

convergente . Por lo tanto, la serie f FiCQCT(P)' es una serie 

absolutamente convergente debido a que 

n + m  

n + m  

I= o 

I= O 

donde O < a < OD . Finalmente, para mostrar que la serie converge a 
P, se sustituye la ecuaci6n (2.3.45) en la serie para obtener una 
serie telescbpica que converge a este valor. , 

1 0 4 4 1 8  
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Sltuacl4n 11L > (F,D) controlable 

En esta sltuaclón se slgue trabaJando con series no 
estaclonarlas. pero ahora se consideran serles donde los 
pollnomlos as(Z) y ów(Z) tlenen factores del tipo (1 - XZ) con 1X1 

= 1 en comiin. debldo a la falta de detectabllldad. La presencia de 
dichos factores no permlten solucl6n a la ecuaclon algebralca de 
Rlccati, lo cual lmpllca que no es poslble utlllzar el pollnomio 
rkiZ) para la estlmaclbn del vector de estados Xt. Entonces, 
primero se estudia el comportamlento de Pt+iIt antes de presentar 

alguna relación con la extension propuesta por Plerce. Con este 
propósito se encontrará una forma normal de Jordan a partlr de una 
transformaclón no slngular I, que tiene la caracterlstlca de 
conservar la propledad de controlabllldad. la cual se preserva 
baJo este tipo de transforinaclónes (Kallath. 1980) y alsla los 
elgenvalores que ocasionan que el sistema sea no detectable. 

Para construir esta transformaclón. es necesarlo encontrar m+n+p+q 
eigenvectores llnealiente lndependlentes (recdrdese que la matrlz 
F = diagonal[F F I tiene m+p elgenvalores diferentes de cero y 
n+q iguales a cero, de los cuales m+n pertenecen a FYI. que se 
obtienen de la slgulente nanera. Consldérese que F1 tlene los 
elgenvalores Xi (l= lr2,--..m) dlferentes de cero y n ceros, donde 
los eiqnvectores correspondlentes a cada Al  son de la forma 

1' 2 

,o, -. .O) 
-1 -2 ... X-ím-l) bi1 = (1. Al .XI 

debldo a que el bloque superlor lzqulerdo de F1 es una matrlz 
compañera. Estos vectores son llnealmente lndependlentes si todos 
los elgenvalores hi son diferentes. En caso de que alguno de estos 
elgenvalores tenga multlpllcldad RY, se encuentran a partlr de bll 
otros Rs - 1 elgenvectores, por medio de la ncursión F b - 
A b = bJ-l, J = 2.3, -.-.RY. Ahora, con respecto a los n 1 J.i 
elgenvalores lguales a cero, se puede encontrar un primer 
eigenvector al, del cual se encuentran los restantes n-1 medlante 

1 1 J.1 
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Flmi = con i = 2,3,....n . Coro la estructura de F2 es 
ldentica a la de F1, de igual forma se encuentran los ,p 
eigenvectores (di) correspondientes a los eigenvalores diferentes 
de cero y los q tigenvectores (u,) de los cero. 

1-1 

*an Al'A2."' ,Ar los elgenvalores comunes a F1 y F2 con 

multiplicidad it; y R: respectivamente. si R: = min {R~.R:} tal que 

r = IiRi. entonces se pueden construir las matrices A,B.D y U de 
la siguiente manera 

O 

donde B1 y D1 son matrices asociadas con los eigenvalores 
Al,---,Ar. A partir de estas matrices se construye la 
transformacih T como 

i+pr n+q+r 

a 
tal gue F = T-~FT, c' - T-'c. (H")' = HIT y x:+~ = T-' Xt+l. con 
lo que se forma el espacio de estados 

. I . =  Yt = (H 1 Xt 

(2.3.59a) 

(2.3.59b) 

donde FY es una matriz de tamaño (m+p-r)x(m+p-r), de tal modo que 
los eigenvalores de ésta son los elgenvalores diferentes de F1 y 

F2. Luego, el subsistema compuesto de F1, C: y (<IT es detectable 
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O y controlable. Por otro lado, los elgenvalores de F2 (matrlz de 
tamaño (n+q+r)x(n+q+r).) constan de los elgenvalores repetldos. n8s 

los ceros de F1 y F2. Ahora, al apllcar el flltro de Kalipan al 
nuevo slstema. se obtienen las ecuaclones 

(2.3.60a) 

(2.3.60b) 

O 

t+l' 
que sirven para obtener la estlmacl6n del vector de estados X 

dada la lnformacion Y;. Por otro lado, la varlanza de éste se 
obtlene a partlr de (2.3.45) como 

donde 

(2.3.61a) 1 Q0(1,2) Q'(1.2) 

Q'(2.1) QO(2.2) 

-0 
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I 

(2.3.61d) 

Con el fln de estudlar el comportamiento del flltro de 
Kalman, es necesario trabaJar con la ecuación en dlferencla de 
Riccati (2.3.61a). la cual proporciona tres bloques de ecuaclones, 
que son 

+ Q*(2,2) (2.3.6212) 

puesto que Pt+l,t(l.2) = [Pt+llt(2.1)l T . Nótese que la ecuación 

(2.3.62a) es la ecuacion en dlferencla de Rlccati para el 

subsistema formado por Fl, C1 y (H1) , en el cual (Fl.Hl) es 

detectable y {F~,[Q*(l,l)llfl} controlable, donde ([Q*(1,1)I'/2 es 

el bloque superior izquierdo de G*Q112). Luego. a partir del 

teorema 2.3.3 se tiene, Pt+llt(l,l) .-) P (1,l). Kl,t+ K1 y 
-* -0 -9 Fl,t+ F1 cuando t+ m, donde F1 tiene sus elgenvalores dentro 

del circulo unltario. Por otro lado, considerando la convergencia 

de Fl,t a F1, la ecuación (2.3.62b) se escribe como 

a *  *'I * o  

* 0 * * 

-* "O 

(2.3.63) 

Vectorlzando ésta, se tiene 
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Vec{Pt+llt(2.1)} = {r: o FS} Vec{Ptlt-l(2.1)} * + Vec{Q*(2,1)) 

para escribir 

{I - (F: o FS)B}Vec{Pt+llt(2.1)} a = Vec(Q*(2,1)) 

y poder ver que la ecuaci6n (2.3.63) tiene solucl6n sl las ralces 

de 11 - Z{F: @ F:}l - O se encuentran fuera del circulo unltarlo 6 
los elgenvalores de {f; o F:} se encuentran dentro de éste. Ya que 

los elgenvalores del producto Kronecker de F: y F2, son el 
producto de los elgenvalores de estas matrices, (2.3.63) tlne una 

solucl6n P (2.1). Puesto que los elgenvalores de F se encuentran 

dentro y sobre, mientras que los correspondientes a Fl están 
estrlcamente dentro de clrculo unitario. Es Importante observar 

que la convergencia de Pt+llt(2,1) a P (2,l) no lnlcla a partir de 

que F* alcance su limite F:. sino en un tiempo t = T finito. tal 

que tenga sus elgenvalores estrictamente dentro del clrculo 

unitario. 

2 -* 

* 

1.t 

Antes de discutir la ecuacl6n (2.3.62~). n6tese que la 

ocasiona la convergencia de P:+l,t(l,l) y de Pt+llt(2,1). 

convergencia de la ganancla de Kalman (Kt). * de Ft y de Lt. Esto 
puede verse si se escribe la ecuacl6n (2.3.60d) como 

(2.3.64) 

mientras de las ecuaciones (2.3.60~) y (2.3.61~) 

flnalmente. mediante esta última expresl6n se ve la convergencla 
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de F: (ecuación (2.3.61b)). Ahora, si las ecuaciones 
. (2.3.62a)-(2.3.62b) han alcanzado su solución, la ecuación 
(2.3.62~) se escribe cow) 

a partir de la cual 

8 En esta expresión se observa que Pt+llt(2.2) tendrá un limite si 

el segundo sumando es acotado, lo cual no se puede asegurar ya que 

F: tiene eigenvalores sobre el círculo unitario. Ante esta 
situación, se considera que la ecuación (2.3.62~) no tiene 
solución en general. 

Tomando en cuenta la discusión anterior con respecto al 
filtro de Kalman, se mostrar& que el estimador que se obtiene 
mediante éste (después de aplicada la transformación T).coinclde 
en el limite con el obtenido por medio de la extensión de Pierce). 
Para esto, nótese que (2.3.52a)-(2.3.52b) siguen representando la 
extensión propuesta por Pierce, sólo que al trabajar con el 
espacio de estados transformado (2.3.59a)-(2.3.59b), se tiene que 

cambiar F por F . Memás = (Y(Z)}-l en (2.3.53) es una serie 
convergente, aun cuando 11 + ZF* + 2 2 ( ~ * ) ~  + a - - )  no io sea. Esto 
se puede notar de 

* 
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I que es el coeficlente de 2 en 
relaclones (2.3.54aI-12.3.54b) tamblén son válldas. pero ahora 
(2.3.54a) es una serle no convergente, mlentras que (2.3.54b) si 
lo es. 

-+ = 
A = it(t+n. con ii t Del teorema 2.3.5 se sabe que Xt + Xt 

r(B)Yt dada la lnformaclón {Yt.l t's t + m. con m E O finita). 
Luego. existe t tal que c 

-0 + -0 II (Xt) - Xtll < c para toda t 2 te (2.3.66) 

y se tiene el slgulente resultado 

TEOREHA 2.3.6: Sea T una transformación no singular, tal que, el 
modelo de espaclo de estados (2.3.1)-(2.3.2) correspondlente a 
(2.1.1). es transformado en (2.3.59a)-(2.3.59b) donde {F*,(Hy)T} 

es detectable, {Fy, [Q*(l.l)l'n) controlable. (H.1'- [(H:)'. O] y 
los elgenvalores de F2 se encuentran dentro o sobre .del círculo 
unltarlo. Entonces. existe te tal que 

1 

* 

para toda t 2 te (2.3.67) 

DMOCTRACION: Para demostrar este resultado se mostrará. de 

de que los pollnonios rk(Z) y r(2) nuevamente colnclden para toda 
t flnlta. Para esto obsérvese que la ecuaclón (2.3.54a) se slgue 
cumpllendo. luego de (2.3.57). rk(Z) se escribe como 

-0 + -0 
manera análoga al resultado 2.3.5 que (X,) = Pt,t+ml+' a partir 
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+ U0(Z, 
donde 

(2.3.68) 

(2.3.69) 

i es el coeflclente de 2 , el cual depende tmlcamente de las 
soluciones a las ecuaciones algebralcas correspondientes a 
(2.3.62a) y (2.3.62b). que se obtienen Mloganente a (2.3.24) y 
están dadas por 

(2.3.70b) P'(2.1) - F, 0 0  P (2.1) -0T F. + Q'(1.2) 
L 1 

Mientras que los coeficientes de'2-l. están dados por 

(2.3.71 1 

Luego. de (2.3.69) y (2.3.711 se puede escribir a (2.3.68) como 
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Ahora de (2.3.52b) y (2.3.54b). r ( Z )  se sigue expresando como 
(2.3.58). y los coeflclentes se.pueden escrlblr como 

Coeflclente de Z-J: r F" (C'QC' '} (F')(l+J)T €I' 
l= o 

Coeficiente de Zo: 

Coeficiente de d:  

Que estos coeflclentes colnclden con los coeflcientes de (2.3.72) 
para toda J flnlta, se sigue del hecho que (2.3.73a1-(2.3.73~) son 

convergentes. Lo que se puede ver, notando prlicro que las series 
generadas por los bloques superiores de estos, presentan 
exactamente l a  mlsma sltuaclbn que los coeflclentes de (2.3.58). 

los cuales se han mostrado que son convergentes, y segundo, la 
convergencla de las serles generadas por los bloque inferiores. se 
obtiene a partir de 

donde, se ha vlsto que (F: o F:} tlene 
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Vec(Q'(2.1) 1 (2.3.741 

sus elgenvalores dentro del 



círculo unitario. Luego. irf a F:)' + O, que implica la 

convergencla de 1 Vec {F:' Q'(2.1) Ffl) y por 'lo tanto de 1 
F~iQ*(2,1)(~:)1T, la cual a su vez determlna la convergencia de 

los bloques lnferlores para toda J flnlta. Ahora, sl en (2.3.70a) 
- (2.3.70b) se despcJan Q'(1,l) y Q*(2.1) para sustituirse en los 

bloques superior e inferior de (2.3.73a) - (2.3.7312) 
nspectlvamente, se obtlenen serles telesc6picas. las cuales 
convergen a los coeflcientes de (2.3.72). Finalmente, (2.3.67) se 
slgue, puesto que exlste t tal que (2.3.66) se cumple., 

E 

I 

104418 
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CAPITULO I11 

CONDlCIONES INICIALES 

Considerando que en la práctica se cuenta con una 
realIzaclón flnlta de la serle {Yt}, el flltro de Kalmn 
proporciona una técnica aedlante la cual se puede enfrentar el 
problema de extracción de señal en la realldad. Puesto que el 
flltro de Kalman es un algorltmo recurslvo. este capitulo pmsenta 
c6mo lniclallzar el flltro en la práctlca. de manera que al 
utlllzar éste y el algoritmo de suavizamlento de punto flJo se . I 

obtenga el estimador Xtlt+m y la covarlanza de Xt - Xtlt+m. se 

supone que la información con la que se cuenta son los modelos de 
las componentes {S 1 y {Nt), y una realltacl6n flnlta de la serle 
observada {Yt}. 

t 

El capitulo esta dlvldldo en cuatro secciones; la primera 
presenta el modelo de espaclo de estados, el cual se consldera un 
sistema mínimo (Aoki, 1987) y (Kohn y Ansley, 1986); las tres 
seccfones subsecuentes corresponden a la obtenclon de Xtlt+n y 
Ptlt+.. considerando las tres situaciones para la estlmacl6n del 
vector de estados presentadas en el capitulo XI. lo cual es el 
enfoque de Bell y Hillmer (1987). 

A 

111.1- SISTEMA MINIM3 

Para construir un modelo de espaclo de estados que 
corresponda a (2.1.11, de tal nianera que cuente con el mínimo 
orden de las matrlces Involucradas. consldérese prlmero el modelo 
ARMA de {St} dado por (2.1.2a1, en el cual +sB(B) y es(B) son 
polinomios de grado m y n respectivamente. Luego. si hl - max (m, 
n+l) se tiene que 

X1,t+1= FIXl,t + Clbl,t+l (3.1. la) 

st - 4 Xl.t (3.1. lb) 
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t en es el modelo de espacio de estados para la componente S 

- 
1 o - - .  o 

o 1 .-. o 
43.1 

h.2 
. .  
. .  
. .  
o o e . .  1 $s, hl-1 

I.hl o o S . '  o 

(2.1.11, Xl,t es un vector de tamaño hl x 1, donde los elementos 
se deflnen como 

(3. i.2a) 1 
Xl.t = St 

1 

-%. 2 

-s, hl-2 

.-'s,hl-l 

m 
t '$$S. J't-l+l-J -f. J=l-l S .  J b 1, t-l+i-j con 1-2, ---.hl (3.1.2b) 

A partir de aquí se definen las matrices F1 y C1 de tamfio (hl x 

hi) y (hl x 1) respectivamente como 

- = (3.1.3) 

T t o d o  a Oi = O para i > m y a ül = O para i > n. y H1 = (1.0, 
... .O) un vector de tamaño 1 x hl. Obsérvese. que de (3.1.2) se 
tiene Xl,t+l= St+l Y del modelo ARMA, St+* se escribe ' 1  

1 
= +ss,lX1,t + <,t + bl,t+l 

Para 1 = 2.3,.--,hl-1. se tiene 

(3.1.4a) 



= +SA x1 1.t + xi+l 1,t - e s.1 bl,t+l (3.1.4b) 

b 8, hl-1 1, t+l' y el elemento hl de Xl,t+l, está dado por +ss,h St - 
De (3.1.4a). (3.1.4b) y esta última ecuaci6n. se define (3.1.3). 
Ahora. del modelo ARMA para {Nt) dado por (2.1.2b1, con +"(E) y 
BM(B) polinomios de grado p y q respectivamente. se define 5 = 
max (p, q+l)  y se construye 

1 

52. t+1= F2x2. t + Gzb2. t+l 

Nt = s 5.t 
(3.1.5a) 

(3.1.5b) 

1 con X2,t,G2. 5 y F2 matrices de tamafio (% x 1). (% xl) ,  (1 x 

y (% x %l. definidas de manera h l o g a  a las del modelo 
(3.1.1a)-(3.1.1b). Así. el modelo de espaclo de estados para 
(2.1.1) se forma de (3.1.1)-(3.1.5) como 

+hz (h x 1) con h = hl 

(3.1.6) 

Nótese que nuevamente St y Nt son las primeros elementos de XlSt y 
de tal manera qw Yt se obtiene de la ecuación de x2, t' 

observación como. yt = $xt = H: x ~ , ~  + 11: 5 , t  = st + N ~ .  EL 
modelo de espacio de estados (3.1.6) se considera mínimo 

dimensional, ya que la conversión de los modelos ARMA 

correspondientes a (S } y {Nt). a modelos de espacio de estados 
son de mínima dimensión. La ventka del espacio de estados que se 
obtiene de (3.1.51, adeiaas de los aspectos numéricos de maneJar 
matrices de menor dimensión. permite seguir las ideas de Bell y 
Hillmer (1987) para deducir las condiciones que permitir&n, 
mediante el filtro de filman obtener X 

t 

* 

t(t+i y *tlt+i* 
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111.2- Slstema estable, (F,H) detectable y (F.DI controlable 

Para lnlclallzar el filtro de Kalman es necesarlo contar con 
la medla y la covarlanza del vector de estados Xo. El problema se 
enfrentará considerando que el vector de estados Xo tlene media 

igual a cero y se encontrará la solución de la ecuaclón algebralca 
de Riccatl (cuando ésta exlsta). lo que permitir& obtener a XtJt+m 

L 

Y pt It + m  P a  toda t. 

Recuérdese que en este caso se trabaja con serles 
estaclonarlas y las varlables St y Nt tienen medla cero, luego es 
posible encontrar la media.de Xo y a la matriz P. al notar de 
(3.1.2) que el vector de estados X se escribe como 1,t 

St+l-m + e bt+l-n 
Xl,t = :s t " s 1,t 

donde 

s If st+l-i S t+i-m' t+2-m* *'t-iP t 
... = [ S  

b b IT bt+l-n 
1.t 1 ,  t+i-n* 1 .  t+2-n' * .  * * bí. t-i* 1 ,  t = i b  

Os ... = 

(3.2. la) 

(3.2. lb) 

(3.2. IC) 

(hl x m) (3.2. Id) 

Y 
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0 0  O O 

' * - B I S  -9s.1 s. n 6, n-1 

O *s.n -%,3 -9s.2 

-8 - 
. . .  

's. n 0 -  O 0  . . .  
o(hl-n) x n 

(hl x n) (3 .2. le )  

Debido a que X se define de manera d l o g a  a Xl,t, se tiene que 2. t 

(3.2.2) 

donde *,,, e,,, 

que (3.2.lb)-(3.2. l e ) .  Luego, de (3.2.1)-(3.2.2) se obtiene que 

y b:::+' est& deflnidos de l a  misma forma - -  

(3.2.3) - 
A partir de donde se übserva que E(Xt)  = O y la covarlanza de Xt 
está dada por 

donde 
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(3.2.4b) 1 .o , Cov(St+l-m t+l-n T 

t+l-p t+l-q T n =  [ - s t 'bl,t FS 
O p'iNt 'b2, t h - 

En (3.2.4a). VW{S:+'-~} es la matriz de covarlanzas del modelo 

ARMA de {St). Var{N:"-p} es la matriz de covarianzas del modelo 

ARMA de {Nt) y en (3.2.4b) los elementos de Cov{S:+l-m,b~~~-n} 
están dados por 

O s i j > t  
Cov(St,bl, j) { (3.2.4~) 

si j s t  =1 9s.t-j 

e (B) 
*JB) 

con es(~) - -s = ies,o + #s,l + ..- {, los elementos de 

mv{ Nt +I-P, b2,t * l T  } están definidos de manera similar por 
t 

es(B) 
Cov(Nt,bstj) Y ipl(B) = - . Entonces, el vector de estados Xo 

@JB) 

tiene medla E(XO) = ~ o l - l  = O y de (3.2.4) se observa que E(XtX:) 
involucra elementos estacionarios y por lo tanto las matrices de 
covarianzas que se involucran en el cálculo. no dependen del 
tiempo (Box y Jenkins. 19761. Luego, la soluci6n de la ecuaci6n 
algebraica de Riccati P, está dada por (3.2.4) y se inicializa el 
flltro de Kalman y el algoritmo de suavizanilento de punto fijo con . 
Xq-1 = 0 y p o p  = p- 

111.3- (F.H) detectable y (F.DI controlable 

En este caso, se trabaja con serles no estaclonarias. las 
cuales están generadas por (2.1.3a)-(2.1.3b) y los polinomios 
o,(B) y oN(B) no tienen raíces en conh. Ahora el problema que se 
presenta al tratar de obtener P. se puede ver a partir de 

(3.2.4a). ya que E(XtX:) depende de Var{S:+'-') y Var{Nt t+1-p 1, las 
cuales a su vez dependen del tiempo ({St) y {Nt) son series no 
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estacionarlas). Luego, P se podrá calcular sl la covariarua del 
estado inicial es conoclda. Así, se enfrenta el problema de la 
falta de dtcha lnformacl6n. En esta sltuaclón se encuentra, 
haclendo uso de la lnformaclán con la que se cuenta, un estimador 
del vector de estados, no en t - O sino en un tlenpo t = d, esto 
es, se obtlene Xdld y Pdld. A partir de donde es posible obtener 

P. la cual se sabe que existe por el teorema 2.3.3. Con este 
objetivo. primero se presentan las conslderaclones para obtener el 
estimador y posterlornente se presentan algunos resultados que, 
Junto con el modelo de espaclo de estados presentado en 111.1. 
permitirán obtener P. 

Como las serles {St} y {Nt) son no estacionarlas, se slgue 
de (2.1.4a) y (2.1.4b) que 

os(B)St = Ut con Ut - #s(B)bl,t (3.3. la) 

by(B)Nt = Vt con Vt - 9w(B)b2,t (3.3. lb) 

donde {Ut} y {Vt} son serles estacionarias. Luego, sl se supone 
que 8,(B) y 8,,(B) son polinornlos de grado ds y dw respectivamente. 
se tiene de (3.3.la)-(3.3. lb) que 

con 8 y coeflclentes de ZiS(B) y 8,,(B) respectivamente. De 
aquí, obsérvese que {St} se puede obtener recurslvamente (para t > 
ds) el se cuenta con ds valores inlclales y con {U,}. aslmlsmo 
iff 1 se obtiene contando con dn valores iniciales y con {V,} (para 
t > dn). Entonces. al notar en (3.2.3) que Xt depende de St y Nt, 
se tiene que Xt necesltar& de d = ds + dw valores iniciales y de 
elementos de las serles estacionarias {U 1 y {Vt>. Luego, de 
(3.1.6) se tiene el modelo de espaclo de estados 

s. 1 

t 

t 

- 68 - 



Yt = HT Xt (3.3.3b) 

donde e l  vector de estados Xt depende de un vector de valores 

Iniciales i) de tamaño d x 1, además de elementos estaclonarlos. 

Asl. e l  vector de estados en t 4 puede escribirse como 
.., 

(3.3.4) 

donde < es una coabinaclón de los elementos estaclonarlos y O es 

una matrlz de tamaño h x d. Se sigue de (3.3.3)-(3.3.4) que 
.. .. 

(3.3.5a) 

(3.3.5b) 

donde en (3.3.5a) 

Ot = F t  O ' y v t = F  t < +  f-lFt-i-1 5 + l  (3.3.5c) 
,., - 1.. o .. .. 

Mientras que en (3.3.5b) 

(3.3.5d) T T t  ut = H ut Y A: = H F Ot 
I - 

Entonces. si se cuenta con Y: = i y1.y2. * * - , Y ~ I ~  y se construye l a  

matriz A de tamaño d x d, utilizando AT para J = 1 , 2 , - - - , d ,  como 

e l  renglón j (en (3.3.5b) se puede ver que AT es de tamaño 1 x d). 

con e l  propósito de transformar l a  lnforaaclón Y, (suponiendo que 

A es no singular) como 

J 
J 

1 

- 69 - 



Yl (3.3.6) 

donde Z1 es de tamaAo d x 1 y 5 es de tamaño (n-d) x 1. A partir 

de (3.3.5b) se e s c r l k  

(3.3.7) 

para obtener de la transfornaci6n (3.3.6). que 

Z1 = A-'Y: = r) + A-1 n1 d (3.3.8) .., 
de donde se sigue que Z2 no depende de los valores iniciales (que 

es informaci6n desconocida), así como también 

Xt - etZ1 Xt - OtA -1 Yd -1 

= V v t - @ A  -1 Hd 1 

.., .., 
-1 1 

= Xt - ot! - lotA 

t - . . ,  
(3.3.9) 

que se obtiene de (3.3.5a) y (3.3.81, no depende de dichos 

valores. Que 5 no depende de q. se puede ver al escr ib i r .  ( a  ... 
partir de (3.3.8)) a i) = A -1 Yd 1 - A-%: y notando de 

.., 
(3.3.5b)-(3.3.6) que e l  elemento i de Z2 se escrlbe como 
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la importancia de que (3.3.9) y Z2 no dependan de 1). asegura que 

estos dependen hlcamente de elementos estacionarios. Luego, se 
deflne el estimador de Xt basado en la información Yn, de tal 
manera que las prlnieras d observaciones de Y son utllizadas como 
UM primera estimacl6n. para expllcar la dependencla de los 
valores lnlclales 1) sobre el estado Xt (ecuaci6n (3.3.8)). El 

error ocasionado por esta primera estlmacl6n (ecuación (3.3.9) 1, 
que depende únicamente de los elementos estacionarlos , es 
estlmado por la informacl6n transformada restante (estlmaci6n que 
no dependerá del tlempo). Esto es 

... 
1 

t 

... 

(3.3.11) 

de donde también se tlene 

la cual s6io depende de los elementos estacionarlos, así se puede 
obtener P de tal manera que no dependa de t. Ahora. el 
slgulente resultado permite relaclonar el estlmador de Xt que se 
obtiene mediante (3.3.111, con el obtenido por el filtro de Kalman 
junto con el suavlzamlento de punto fijo. 

tln 

1 PEIOPOSICION 3.3.1: Si Yn es un vector aleatorio con distrlbuci6n 
1 normal, media cero y el vector Yd es independlente de {Ut} y < . 

Entonces X = E(XtIYn). donde X está dado por (3.3.11). 
... ,. 1 

tln tln 
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1 

1 .  

DMOSTRACION: De (3.3.12) se tiene que, sl Yd es lndependlente de 

{U,} y < , Xt - Xtln es lndependlente de Yd. Pam demostrar esto, 
L 

..# 

obsérvese de (3.3.5~). que ut es una comblnacl6n llneal de {Ut} y 

C. luego de (3.5.5) ut y de (3.3.10) 5,  son comblnaclones 
lineales de estos. Así que Yd es lndependlente de Xt - Xtln. 
..# 

1 A 

c 

Tamblén de (3.3.121 se tiene que Z2 es lndependlente de Xt - Xtln. 
notando la no correlacl6n de E{Xt - Xtlnl = O, y de (3.3.6) la 

dlstrlbucl6n normal de Z2. Ahora, como Yn es una comblnacl6n 

L 

1 

1 1 

1 

llneal de Yd y 5 (ecuaclbn (3.3.6)). Y, es lndependlente de Xt - 
X y se tiene que E{ Xt - Xtlnl Yn } = O, de donde XtIn= 

E(X lY1). 

L L 

t b  
t n 8  

A partir de este resultado se sigue que, sl las primeras d 
observaclones de {Yt} son lndependlentes de {Ut} y C. el estlmador 

dado por (3.3.11) y el obtenido medlante el filtro de Kalman Junto 
con el suavlzamlento de punto fijo coinciden. Luego, (3.3.11) se 
utlllta para obtener Xdld y Pdld que se empleará para encontrar P. 

Puede considerarse a (3.3-111 como una alternatlva para la 
estimaci6n del vector de estados. pero el uso de ésta ocasiona 
serias diflcultades numéricas (Ansley y Kohn, 1985 y Kohn y 
Ansley. 1986). Entonces, para obtener dicho estimador considérese 
que se cuenta únicamente con las observaclones Yd, donde Yd = A I) 

+ ud. usando (3.3.11) se tiene 

..# 

a 

1 1 - 
1 

de donde se observa que, de los d estlmadores dados por (3.3.13) 
únlcaPlente el de t = d es ótll para emplear el algorltmo (ver 
filtro de Kalman). también obsérvese que para obtener X es 

necesario el conocimiento de Od, que depende de la expreslbn dada 

. 
dld 

..# 
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a Xo (ecuaclones (3.3.4)-(3.3.5)). Para evitar esta dependencia se 
consldera como el estado i,nlclal a t = d, que por (3.3.5a) se 
escribe como 

= O q + v  
xd ...... - 

y de (3.3.13) se tiene que 

(3.3.14) 

(3.3.15) 

es un estirador de Xd con error 

. 
(3.3.16) -1 1 - 0 A Rd Xd - Xdld = 

el cual por (3.3.9). únicamente depende de elementos 
estacionarlos, lo que permite obtener P y considerando la 

proposicidn 3.3.1 se tiene que E(XdlYdl = Xdld. 
dld 

1 '  

Con el fin de aplicar las ideas expuestas para inicializar 
el filtro de Kalman, es necesario encontrar una matriz A no 
singular, de tal forma que permlta tener a (3.3.71, así como 
también la expresidn (3.3.14). Para esto, considérese a St, y 
recuerdese que ésta se genera de (3.3.h) para t > ds, si se 
cuenta con ds valores iniciales y {U,}. Ahora se presenta un forma 
alterna para generar a St, que permite encontrar las expresiones 
mencionadas. asi como A no singular (Bell, 1984). Para esto. 
prlmero se definen las cantidades As j,t para j - l.-.-,ds y t E 1 
como 

e - ... - q t  = %,t-1 - 's.1Es.t-2 
G, t = %, t-2 - E  Os, 1 s. t-3 

's.ds-1 s.t-ds 

's , ds-2%, t -ds 
- ... - 
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i donde e para i * O. es el coeficiente de B en s. i 

y es, = O para 1 < O, i3 son los coeficieniec de Ós(B). Luego s, i 

si j = t  
As J. t = [ O  si j * t  

t = l,-*.,ds 1 

(3.3.18) 
As + s . .  + i3 As si t > ds Os. 1 j ,  t-1 s.ds j.t-ds 

que se se puede ver. si se nota que para t = l,-*-.ds se tiene - O para i y de (3.3.17b). se tiene que Cis(B)< ':, tL 6s(B)es. t-J 8, I 
* 1 y 1 para i = O (donde B opera sobre el subindice 1). así As 

= O si t * j y 1 si t = O. Ahora, si t > ds se tiene que 
J, t 

e (3.3.19) - ... - 5 . t  - %t-j - 6s,1%.t-j-l 8s, ds-j s, t-ds 

= A' - As - ... - AS = O  j.t %.l j,t-l 's,ds J,t-ds 
Y 

As = 6 As + ... AS (3.3.20) A t  s.1 jet-1 + 's.ds j.t-ds 

Definidas lac cantidades A:,t para t h 1, se puede escribir a St, 
para t E: 1. como 

donde AT = [A~,t.<,t,-.*,A~s,tl y S, son los ds valores s. t 
iniciales, los cuales se considera que están dados por Sds 1 = 
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,Sdsl T , dichos valores pueden ser considerados debido IS,. s2. * - 
a que no existen supuestos sobre su localizacl6n en el tiempo. 
Para demostrar que St se puede generar por (3.2.21). primero se 
demostrará el siguiente resultado. 

LEMA 3.3.2: Para t > ds 

(3.3.22) 

DEMDCTRACION: Desarrollando el pollnomio del lado izquierdo de 

= 1, los O (3.3.221, se tiene que el Coeficiente de B 
caficlentes de Bj para J = 1. ,t-ds-1 esth dados por 

es %,o 

los cuales son iguales a cero ya que oS(B)E = O para 1 a 1 y s. i 
es,i= O para i < O, mientras los coeficientes de B J para j = t-ds, 

t-i 
.d. Y ... .t-1. son los coeficientes de B para 1 = 1,2. , 

esth dados por 

- - ... - 
's. ds-i+l%. t-ds-1 

como bs(B)S,-,= O. se tiene que 

's, ds's. t -ds-1 (3.3.24) 

- ... - P VB)&, t-i es. t-i - 's, 1%. t-1-1 

- 's,ds-i+l e s, t-ds-1 
's , ds-1%. t -ds 

- ... - 
's, ds't -ds- i 

= o  (3.3.25) 

Luego de (3.3.19). se escribe a (3.3.25) como 

y de (3.3.24). el coeficiente de B t-i es igual a 

- 75 - 



TEOREMA 3.3.3: Sea os(B)St= Ut. donde 4Js(B) es un pollnomio de 
grado ds y {St) es generado por los valores lnlclales Se - Sds y 
{U,,. Entonces, para t * 1 ,  St se escribe corn (3.3.21). 

1 

DEMOSTRACIüN: Obsérvese que pnra t = 1. --.  &, = 
... ,&I es un vector cuyo elemento J es O si J t y 1 PI J = 
t (ecuacl6n (3.3.18)).  luego se sigue que St = AT S, para t - 1, 
... ,ds. Ahora, para t > ds se tiene, aplicando $1 lema 3.3.2. que 

s. t 

= { ;c-l%.lBl} 
t-ds-1 

= i= c o $,lUt-i 

(3.3.27) 

&,(BISt 

ut 

(3.3.28) 

así que, de (3.3.27) y (3.3.28) 

t-ds-1 

St = A:,tSo + I= l o %*lUt-1 . 
A partlr de (3.3.la) es posible generar St para t O como 

- ... - -1 
't o 's, ds ' 't+ds - 's. lst+ds-l 's,ds-lSt+l - 't+ds' 

para obtener una representacl6n análoga a (3.3.21). que permlta 
generar a St para t s O contando con Se y U con J s ds. obsérvese 
que ós(B) es un pollnomio cuyas raíces se encuentran sobre el 

círculo unitario y se puede escribir cow 4Js(B) * [l-B]dl[I-#]' 

y ds = dl + d2E. esto es. los factores de bs(B) son dlferenclas 

J 
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dl dz ordinarias (0 1 y diferencias estacionales (VE 1. Luego, se tiene 
que ás(B) se factorlta como 

á,(B) = b-B]d1b-B]d2{ E-1 B 1 } dz 
i o  

[-l]d1'd2 [ B ] d +d '[i-F]d'[l-F]p { BE" 

Fi}" = o  

[-11 dl+ds [ B ] dl+dsE [l-F]dl[t-F]ds { if1 Fi } ' 
= o  

Bds (3.3.29) 

donde ps = dl + 5 es el nhero de veces que aparece el factor 
(1-B) en $(B) y F = B-l es el operador de adelanto. Entonces. de 

(3.3. la) y (3.3.29) se tiene que as(~ )st  = ( - ~ I ~ B ~ ~ ~ ( F ) S ~  = ut y 

ós(F)St = (-l)psF%t = (-1) Ps Ut+ds, escribiendo ós(B) = It y It = 

(-1) Ps Ut+ds, es posible generar a St para t s O, como O (BISL = It 
S 

con L = -t+ds+l. para L > ds y S, valores iniciales. Esto es, en 

lugar de generar St para t s O, se genera SL para L L ds + 1, 10 

que permite definir As como en (3.3.18). o sea J. c 

y por el teorema 3.3.3 se tiene que 

(3.3.30) 

(3.3.31 1 

donde A:,L = I A~,t.-...A&,LI. Al notar que St para L = 1, 

... .ds. se tiene a St para t = 1, ---.cis. esto es. los valores 
iniciales Se. De (3.3.21) y (3.3.31) se sigw 
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luego, como L = -t+dc+l de (3.3.30) se tiene pnra L-ds L 1 .  que 

AS para t s o (3.3.33) 
+ 's,ds s.t+ds 

y de (3.3.31) para bds 1 a 

esta última se obtiene recordando que It = (-1) PS Ut+ds. Entonces. 

de (3.3.18) y (3.3.33) se definen las cantidades A:,t para j = 

l,..-.ds y para toda t como 

t x l,-*-,ds si j = t  

si j * t  

As + ... + ¿i AS (3.3.35) %, 1 j, t-1 S , &  J,t-ds si t > ds I" A" = 
JI t 

s i t s 0  
,' 

A partir de (3.3.211, (3.3.34) y (3.3.35) se genera St para toda 
t. coa0 

Si t > ds (3.3.36) 

-t ii o %, iUt+ds+l s i t s 0  

donde A:,t= IA~,t.--*.A~s,tl. S, = Sd 1 y es el coeficiente de 

)¿is(B) = 1 .  De manera - lop  se definen 
1 B en (Es,o + CSelB + 
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W las cantidades AJ,t para J = l,....dn y se genera a Nt como 

Si t=l,--*.dn 

si t > di (3.3.37) 

donde AT = [An - 
que el factor (1-B) aparece en ó,(B) y 6 
B en (En,o + E,, lB + -. - )On(B) = 1 .  

Ne = MA,. pw es el n6mero de veces 

es el coeficiente de 

n.t 1.t' 

i 1.1 

Generar a St y Nt mediante (3.3.36) y (3.3.37). permitirá 
obtener Xdld y Pdld de acuerdo a los requerimientos presentepos. 
Para esto se considera que se cuenta con las primeras d 
observaciones de la serie {Yt) y que las posteriores observaclones 
siguen el modelo de espacio de estados dado por (3.1.6). Por 
conveniencia se toman como los ds valores iniciales para generar 

't a I: sd+l-ds d = [Sd+,-ds,*--,SdlT y c o w  los di valores 

iniciales para generar Nt a Ne = e'-&. Luego, (3.3.36) y 
(3.3.37) se escriben c o w  

a 

St = 

Nt = (3.3.391 
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1 
Como Yt = St + tit. se tiene que Y: = SA + Nd y de (3.3.38) 

donde 

Y 

':, l+ds-d 

':, 2+ds-d 
d x ds 

%. d-ds-1 

* %,o o o * .  

Ods x (d-ds) 

d x (d-ds) 

1 De manera análoga se escribe Nd Piediante (3.3.39) como 

(3.3.40a) 

(3.3.40b) 

(3.3.40~) 

(3.3.41 1 

donde A i  y C:. son matrices de t d o  (d x dn) y (d x (d-dn)) que 
se obtienen en forma similar a (3.3.40b) y (3.3.40~) 
respectivamente. Luego, de (3.3.40a) y (3.3.41). Yd 1 dado por 

(3.3.7) se escribe como 

(3.3.42) 
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con A = [ A:, An ] una matriz de tamaño (d x d), la cual es no 
slngular cuando los pollnomlos as(B) y b,(B) no tienen ralces en 
común, l o  que sucede en la presente situación. y que pernlte 
escrlblr a Xdld y a Xd - Xdld de acuerdo a las ecuaclones (3.3.15) 
y (3.3.16) respectivamente. 

d 

L 

S W  PRDWCICION 3.3.4: La matriz A = [ Ad, Ad 1 es no slngular. si los 
pollnomios ds(B) y an(B) no tlenen raíces en común. 

DMOSTRACION: Véase al flnal de la sección. 

Ahora, para escrlblr (3.3.14). se utlllza el modelo de 

t espaclo de estados que se obtlene de (3.1.6) para escrlblr a X 
como en (3.2.3) y en particular a Xd como 

2.d 
'd 

* * 

para después, medlante (3.3.38) escrlblr a S~l-ncomo 

Sd+l-rn 
sd+l-n I [ 7 ] s + 8 ,,d+l-(m-ds) 
d sd+l-ds m m d 

donde 

Y 
Ids x ds 

m x ds (3.3.44b) 
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m x (m-dd (3.3.44~) 

y escrlblr de (3.3.39). a Nd d+l-p como 

con AN y C" matrlces de taaiaño (p x dn) y (p x (p-dr)) que se 
obtienen de manera slmllar a (3.3.44b) y (3.3.44~) 
respectivamente. Luego, de (3.3.44) y (3.3.45) se tiene que 

P P  

que al ser sustituida en (3.3.431, permlte escrlblr Xd como 

8 o pl-(m-ds) e bd+l-n 

= ... * [ ::] + [ < O ...* Cn p ] [ <+l-(p-dn) ] + [ fbi::-q n 1,d ] (3.3*47a) 
donde 

(3.3.47b) 
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Por otro lado, de (3.3.42) y (3.3.47) se obtlene como 
estimador de Xd a 

(3.3.48) 

y el error de estimación respectivo 

1- (m-ds ) bd+l-n 
L es< O 

'd - 'did * [ Io c~ ] [ <+l-(p-dn) ] + [ f bk f - q  n 1,d ] - 
...u p I 

(3.3.49) 

Nótese que (3.3.49) no depende de los valores iniciales, por ello 
es posible calcular P a partir de esta ecuacián. Para esto se 

define prlmcro ks = ain {ds,d-(m-ds)) y kn = min {dn.d-(p-dn)), de 
tal forma que se contruyen las matrices 

dld 

y al definir 

se puede escribir (3.3.49 

(3.3.50a) 

(3.3.50b) 

(3.3.50~) 

como 
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. * --+- 

p + 1  e bd+l-n 

'd - 'did .i [ $+I ] + [ e bd+l-q 
s 1.d 

I n 2,d 
de donde 

O ] n' + 
var( *+I } -.[ o var { vd*+' } 

con 

(3.3.52) 

(3.3.53a) 

En (3.3.53a). Var(ei} es la matrlr de covarlanzas del modelo 

ARMA(m4s.n) de Ut, Varíe') es la matriz de covarianzas del 
modelo ARMA(p-dn.q) de Vt (ver ecuaclones (2.1.2)-(2.1.3)) y en 

(3.3.53b). Cov{e+l.b;;t-n } contiene los elementos 

r o  

i+1 d+l-q con gs(B) dado en (2.1.4a) y Cov{$ .b2,d 1 contiene elementos 
Cov(Vt,b2,j) definidos de manera slmllar a (3.3.53~1, con #,,(B) 

dado por (2.1.4b). 

Al calcular a P mediante (3.3.53a1, es poslble también 
calcular la soluci6n de la ecuaci6n algebralca de Rlccati. debido 
a que ésta no depende de las observaciones (ver flltro de Kalman). 
Luego, de las ecuaciones del filtro de Kalman y recordando que S = 
O. se tlene que 

dld 

- 84 - 



que Junto con las ecuaclones (2.3.8),(2.3.10b) y (2.3.17) sirve 
para construir un algorltmo lnlclallzado en Pdid. que peralte 
encontrar a P (el teorema 2.3.3. asegura la exlsiencla de éste), 
luego el film de Kalman se lnlclallza en X = O A Yd y P = -1 1 

dld ," dld 
P. 

1 

dld y 'did* 
ocasionará no poder obtener estlmadores de los vectores de estados 
en los periodos t = 1, .d y por lo tanto tampoco se obtendrán 
los estlaadores de St y Nt en estos tlempos. 

Obsérvese que inlclallzar el filtro en X 

Para finalizar esta secclón. se presenta la demostraclón de 
la proposlclón 3.3.4, que fu& omltlda para no lnterrumplr la 
continuldad de los argumentos expuestos. 

DEMJSRACION: Rlmero. escríbase la matrlz A de (3.3.42) como 

A -  

l 
I Ids x ds IdN x dN 

A:,(S+dN I Ai,(N+ds 

I .  (3.3.55) 

donde & = ds - d y CS + 1 5 O para toda 1 = 1. -.. .a. & dN - 
d y (ii + 1 s O para toda 1 = 1, ... ,ds. Luego. de (3.3.36) y 
(3.3.37). A se escrlbe como 
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~ 

I I *.- 

A =  (3.3.56) 

Ahora, recordando que la matrlz A es de tamaño d x d, se 
demostrar6 que esta matriz es de rango d. Con este objetivo, se 
costruye la matrlz A, de tamaAo d x dn, COW 

1 de tal manera que, SI A es la columna i de As y 
S 

8 = 

O O 

O O 

o -'s. ds 

-Os, ds -'s. ds-1 
-6s.ds-1 * 

1 
1 O 

+s. ds 
. . .  
. . .  - 

's,ds-1 

1 

O 

O . . .  

(3.3.57) 

:J es la coiwina 
i T Sj J de A:. se tiene que [ As 3 -Ad = ós(F)Aj,Es+l, como e + i 5 O 

= o. p a r a I = 1 .  j. k+l .dn, se tiene de (3.3.33) que Ós(F)A ... 
Entonces el espacio generado por las columnas de As, es ortogonal 
al espacio generado por las columnas de A:, esto es, Y(AsI = 
Y(A:)*, donde Y(.) denota el espacio generado por las columnas de 
una matrlz y Y(-)' es el complemento ortogonal de Y ( - )  en un 
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espacio d - dimensional. Por otro lado, la ecuación en diferenclas 

(3.3.58) bs(B)Zt = Zt - bs,lZt-l - * * - 's.dcZt-ds o 

cuyas raices esth dados por X 1 ,  S A:. - - * ,A:, con multiplicidad 

U;, - - * ;R: y llUy = ds. tiene soluciones de l a  forma 
r 

t = 0.1, .-. (3.3.59) 

donde gi es un polinomio de grado R; - 1 ,  las cuales forman un 
espacio lineal de dimension ds. cuya base está dada por 

que son ds soluciones particulares de (3.3.58) (Henrlci. 1974). 

... ,ds  y t L O. es la base del espacio i Ahora, si at para 1 - 1. 

de soluciones dada por (3.3.60) y se toman los primeros d 
elementos de cada una de estas soluciones para construir la matriz 

1 = (at) (de taaailo d x ds) ,  por construcción se tiene que 
"S 

= Y(As)'. Esto es. el espacio generado por las columnas de íls es 
ortogonal al generado por las columnas de As. También se tiene que 

1 el rango de Rs es dc. Para demostrar esto, obsérvese que c o w  at 
es una solución particular de (3.3.58). at para t > d se escribe 1 

como 

i 1 ai + . . .  1 
"t = %,lat-l + %,2 t-2 + Os,dsat-ds (3.3.61 ) 

entonces, si ldscia: = 0 para t = 1 ,  - - -  .d. de (3.3.61) se tiene 
i=l 

1 1 que 1 ciat = O para toda t y como at para 1 - 1 .  .-. .ds forman 
ir1 

una base del espacio de soluciones de (3.3.58). Se sigue entonces 
que c1 = o  para 1 = 1 ,  - - -  , ds, esto es, las di columnas de ílS son 
linealmente independientes y por lo tanto el rango de Rs es ds. 

Luego. Y(fis) = Y(As)' = {YCA;)'}' = Y(A;), así que el espacio 
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generado por las columnas de Q coincide con el espaclo generado 

por las columnas de A:. de donde se slgue que el rango de Ad es 
igual al rango de Qs, igual a ds. De lgual manera se construye una 

1 I matriz Qn = (pt) de tamafío d x dn y rango dw, donde pt para 1 = 1. 
... ,di son las soluclones particulares que forman la base del 
espacio de soluclones a la ecuacl6n en diferencias 

S 
S 

~e tal m e r a  que Y(~+,I = Y ( A ~ )  y se tiene que Y C Q ~ ,  SiN) = YCA:, 

A ), de donde se mostrar8 que si no exlsten raíces comunes entre 

ós(B) y ¿3,,(B). el rango de la matriz (de tamaño d x d) Si = 
Sis, 

S N  R I y por lo tanto de A = [ Ad, Ad 1. es d. Para esto, primero 

obsérvese que si h es una raíz de bs (B )  y de b,, (B ) ,  se tiene que 

al menos una de las soluciones at será igual a una de las 

soluciones 8,. debido a que las pt están dadas de manera M l o g a  a 
(3.3.601, luego se tendrá que al menos una de las coluauias de ffs y 
de Si,, serán iguales y entonces R no tiene d columnas llnealmente 
independientes. Ahora, si 6 (E) y an(B) no tienen raíces en común, 
las soluciones del polinomlo ó(B) = ós(B)an(B) de grado d. forman 
un espaclo llneal de dliaetis6n d, que es generado por d soluclones 
particulares linealmente Independientes de la forma (3.3.60). las 
cuales por la construcc6n de b(B) se tiene que esth daes por la 
unión de las ds at y las dn 8,. Entonces, tomando los primeros d 

elementos de estas soluclones, se construye la matrlz Q que será 

W 

d 

N 

1 

1 1 

S 

1 1 

de rango d. 

I I I .  4- (F. Dl controlable 

En la presente sltuacl6n se consideran series no 
estacionarlas, con la reotriccl6n de que los polinomios ós(B) y 

&,,(E) tienen factores en cornu del tipo (1-A21 con lAl = 1. Se 
presenta adeipbs el problema de que la matriz A en la ecuacl6n 
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(3.3.42) es singular. Para ver por qué es problema la slngularldad 
de A, considérese la ecuaclón matrlclal 

(3.4.1) 

donde A es una matriz de tandio d x d y rango c S d. entonces, la 

solución general a (3.4.1) está dada por 

i) = A+ B + (I  - A+A)= 
I ... ... (3.4.2) 

donde 7 es un vector arbitrario y A+ es la matriz conoclda como la 

seudoinversa de A. la cual cumple con 
... 

a) A A + A - A  

b) 
c) 

d) 
e )  A+ es única 

f )  

g) 

A+ A A+ = A+ 

(A' A)' = A+ A 

(A  A+) = A A+ 

si c - d se tlene que A+ = A-' 

La meJor solución a la ecuación (3.4.11, está dada por 

Por la propiedad (a), se tiene que el segundo susiando de (3.4.21 
cumple con 

A(I  - A+A)7 = A7 - A A+A7 = O 
. . . , u  ... 

y la solución (3.4.2) se puede escribir como 

i) - A+@ + L 
-9 .. con AL = O 

(3.4.4) 

(3.4.5) 

y L arbitrario (Boullion y Well. 1971). Ahora, de (3.3.7) se 
t lene 
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(3 .4 .6)  

cuya solucl6n está dada por 

con AL = O ( 3 . 4 . 7 )  + 1  1 
I) = A (Yd - nd) + L ... 

debldo a que A es una matrlz singular y L refleja la falta de 
lnformacl6n para conocer a I). Por ello. se trabaja con la meJor 

solucl6n a la 
tlene está dada 

... 
ecuac16n (3 .4 .6)  que, por la propiedad ( 8 ) .  se 

por 

(3 .4 .8)  1 + 1  no = A+ yd - A nd ... 

Luego. X (ecuacl6n (3 .3 .15))  se escribe como 
dld 

a X = O A  + 1  Y d = O q 0 + @ A n d  + 1  
dld ... ...... ... ( 3 . 4 . 9 )  

de esta ecuaci6n y de (3.3.14) se tiene 

L X d - X  = O I ) + V - O I ) O - O A  + 1  nd 
dld ... ... ... .1 ... ... 

(3.4.10) 
+ 1  = 4 ( I )  - v0.} + v - O A nd 

, . . a .  ... ...... 
y de las ecuaciones (3 .4 .7)-(3 .4 .8) ,  ésta iiltlma se escrlbe como 

.I 

(3.4.11) + 1  X d - X  = @ L + v - O A  ud 
dld I ...... 

Obsérvese que ahora no es poslble calcular. P a partir de 
(3.4.111, debldo a que involucra informac16n desconocida. dicha 
lnformac16n refleja que no es posible ellmlnar completamente la 
dependencia de los valore iniciales. 

dld 

De la discusión presentada en esta sltuaclon en el capltulo 
1 1 .  la presencla de factores comunes en los pollnomios 6 (9) y 

6 
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b W ( B )  no permiten dar solución a la ecuación algebraica de 
Riccati. así que para inicializar el filtro de Kalman es necesario 
encontrar la transformación T. de tal manera que se pueda 
construir un algoritmo (como en el caso anterior) con las 
ecuaciones (2.3.81, (2.3.10bl. (2.3.16a) y (2.3.16b) (ver filtro 
de Kalman) transformadas. El objetivo es encontrar la solución a 
las dos de las tres ecuaciones en diferencias, que se obtienen de 
aplicar la transformaci6n en la ecuación en diferencias de Riccati 
(ver ecuaciones (2.3.62a). (2.3.62b) y (2.3.62~11, las cuales se 
sa& que tienen soluci6n. 

I El problema que se presenta es conocer Pol,l con la cual 
inicializar el algoritmo. Recuerdese que la ecuación (2.3.62a) 
corresponde a una ecuaclón en diferencias para el subsistema F1, 

C1 y en el cual (F:,H:) es detectable y {Fy , [Q*( l . l ) l ln)  

es controlable y del teorema 2.3.3 se sabe que para cualquier 
~ : ~ - ~ ( í , í ~  O (ia componente (1,1) en transformada 

I# * (2.3.61a)) Pt+llt(l.l) converge a la solución P ( 1 . 1 )  de la 
ecuación algebraica correspondiente a (2.3.62a). Luego, si se 
selecciona PoI-l(l. 1 )  = O, esto representaría el conocimiento 

perfecto del vector de estado lX:, mientras que el desconocimiento 

de la covarianza de lXo se refleja seleccionando a P 
I I P (1.1). El procedimiento estáhdar es seleccionar Pol-l(l,l) = K I 

con IC = 10l2 (Burridge y Wallis, 1985). 

I 

I 

I 
ol-l(l.l) >> 

I 

La segunda ecuación que se sabe tiene solución (ecuación 
(2.3.62b)) se puede inicializar de forma análoga, pero hay que 
tener en cuenta que la soluci6n a esta ecuación se obtiene como 
consecuencia de la solución a la ecuación (2.3.6Sa). La ecuación 
(2.3.62~) se sabe que no tiene solución y que no afectará a la 
estiioación del vector de estado. Entonces se puede inicializar la 
mcursión para la covarianza con 
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dado que Pt+llt(l,2) S = [Pt+,lt(2,1)lT S y que se busca la 

convergencia de las componentes (1,l) y (2.11, que son las que 
influirán en la estimaclbn de Xt. Luego el filtro de K a l m  se 
inicializa en X* = T CP A yd y -1 + 1 

dld L 

(3.4.13) 

- 92 - 



- 
a . < -  

CAPITULO IV 

En el capítulo I se renclona el problema que se enfrenta al 
deflnlr cada una de las componentes no observables de una serie 
{Yt}, por ello es esencial que los modelos de las componentes sean 
especificados con preclsibn. de lo contrario no se conocerá qué es 

lo que se está estlmando. En prlmer lugar se presenta una 
aproxlmaclbn para deflnlr las componentes estaclonal. de tendencia 
(tendencla-clclo) e lrregular para una descomposlcibn adltiva, 
para lo cual se supone que los efectos determlnlstas que se 
presenten en la serle observada {Y,} han sido removidos de ésta. 
Las deflniclones de las componentes están basadas en supuestos 
conslderados por Burman (1980) y Hlllwr y Tlao (1982). entre 
otros. Dichos supuestos son el punto de partida para determinar 
una descomposlcl6n especifica. llamada canbnia. y que es 

considerada frecuentemente en los métodos de ajuste estaclonal que 
hacen uso de la teoría de extraccl6n de señal. Posteriormente se 
presenta, siguiendo los trabajos de Maravail y Pierce (1987) y 
Maraval1 (1988). el problema de estlmaclbn de la descomposlclbn 
can6nica. 

IV.l - DESCOEIPOCICION CANONICA 

Los supuestos que se consideran básicos para realizar un 
ajuste estaclonal basado en modelos y que hacen uso de la teoría 
se extracclbn de señal son: 

1 )  Yt - St + Tt + It 

{St}, {Tt) y {It} son lndependlentes 2) 

3) Yt es generado por un mdelo ARMA conocido +(B) Yt = e(B)at 

4 )  L a  componente estaclonal St, es generada por un modelo ARMA 
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. . I C  

desconocido +s ( B )St = es ( B) bl 

5)  La componente de tendencia-ciclo Tt, es generada por un 
modelo ARMA desconocido +T(B)Tt - üT(B)b2t 

6 )  La componente de irregularidad It, es generada por un 
modelo ARMA desconocido +I(B)It = B,(B)bJt 

7) LOS polinomios +s(B). +TT(B) y +I(B) no tienen rakes en 

comcui. 

Los supuestos 1-2, definen el problema del aJuste estacional 
(vCase el capitulo I ) .  mlentras que el supuesto 3 considera que un 
modelo ARMA puede ser construido a partir de los datos observados. 
Considerando que los efectos deterministas han sido removidos de 
{Yt}, los modelos ARMA permiten manejar una gran cantidad de 
series que presentan movimientos estacionales. Asimismo permite 
suponer que las componentes son generadas por modelos ARMA con las 
siguiente carac ter is t icas : * 

MODELO ARMA DE LA COMPONENTE ESTACIONAL 

El modelo ARMA del supuesto 4 puede escribirse como 

L 

(4.1. la) 
donde 

(4.1. lb) 2 E- 1 + ..- + B +:(B) - 1 Y Bs(B) = (1 + B + B 1 

y el orden del polinomio de promedios &viles es menor o igual a 
E-1, con E denotando el periodo estacional. Obsérvese que las 
raíces del polinomio 8s(2) están dadas por Z * eiw con w a 2kdn y 
n = 1. ... ,E-l, lo que ocasiona que el seudoespectro de la 
componente estacional 

(4.1.2) 
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tenga ceros en el denomlnador y provoque los picos "lnflnltos" que 
se presentan en u - 1, ... , (Y21 del seudoespectro de la serle 
observada, cuando se detecta la presencia de una componente 
cstaclonal en ésta (véase el capítulo I ) .  La elecclón de un 
pollnomlo de promedios n6vlles de orden menor o lgual a E - 1 
lmpllca que la funclón de predlcclón de (4.1.1a) tlene la 
propiedad que la suma sobre E valores consecutivos de St es igual 
a cero (véase Box y Jenkins, 19761, lo cual se consldera deseable 
de un ajuste estaclonal. 

KNIELO ARMA DE LA COMPONENTE DE TENDENCIA 

El modelo ARMA del supuesto 5 puede escribirse como 

(4.1.3a) 

(4.1.3b) 

y el orden del pollnomlo de promedios m6vlles es menor o igual a 
di Ahora obsérvese que la ralz  de at(¿!) está dada por 2 = e'" con 
u = O, luego el seudoespectro de la componente de tendencia 

tlene un pico "infinito" en u = O. el cual se presentará en el 
seudoespectro de la serle observada, si ésta contiene la 
componente de tendencla. Ahora. con respecto a que el pollnomlo de 
promedios iidvlles sea de orden menor o lgual a d , Box y Jenkins 
(1976) muestran que la funclón de pron6stlco con error cuadrhtlco 
medio mínimo de un proceso generado por un modelo del tipo 

(4.1.3a). es un pollnomlo de grado d cuyos coeflclentes son 
actualizados cuando el orlgen de predlcclón cambla. esto es, el 
modelo corisldera que una tendencla polinomlal adaptlva se 
encuentra presente en la serle observada. 
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Por lo que respecta al modelo ARMA que genera a la 
componente de lrregularldad, se supone que el pollnomlo 
autorregreslvo +,(Z) no tiene raíces en común con bs(B) o OT(B) ya 
que de lo contrario lmpllcarla la exlstencla de una componente 
estaclonal o de tendencia en esta componente, que debería ser 
conslderada en el respectivo modelo. Luego. la componente de 
lrregularldad se consldera un proceso estaclonarlo y los 
pollnomlos autorregreslvos no comparten raíces en comh. 

üna vez especificadas las características de los modelos 
ARMA que generan las componentes no observables de la serle 
observable, es posible determinar dichos modelos a partir de la 
construcclón de un modelo ARMA para la serle observada {Yt}, 
modelo que puede escrlblrse como 

(4.1.51 

donde se supone que el orden de la dlferencla estaclonal D es 
lgual a 1. que se- Bell y Hlllmer (1984) es lo que se presenta 
con mayor frecuencia en la práctlca. Luego, el pollnomlo 
autorregreslvo de (4.1.5) se escribe como 

donde los tres factores de (4.1.6) no tlenen ceros en común y los 
polinomlos autorregreslvos de los modelos ARMA que generan a las 
componentes quedan determinados de manera única (ver ecuación 
(2.1.5)). Ahora. para determinar los pollnonlos de promedios 
móvlles, se sabe que sl St, Tt e It son independientes (supuesto 
2). se tiene que ( véase Granger y Newbold. 1986) 

sf(B) - sfs(B) + sfT(B) + sfI(B) (4.1.7a) 

esto es 
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Esta ecuación permite determinar los polinomios BS(B), BT(B) y 
eI(B). as1 como las varianzas ul, u2 y u3, de tal manera que la 
estructura de covarianzas de las componentes no observadas sea 
consistente con la respectiva estructura de covarianzas de la 
serle observada. Con el fin de presentar una condición necesaria y 
suficiente que perrita determinar la existencia de los polinomios 
de promedios aóviles y las varianzas que satisfagan la ecuación 
(4.1.71, se presenta l a  slguiente definiclbn (Hillmer y Tiao, 
1982 1. 

2 2  2 

DEFINICION: Una descomposición de la serie de tiempo {Yt) se llama 
pceDtabiq , si los modelos ARMA que generan a las componentes no 
observables satisfacen la ecuación (4.1.71. 

Una vez determinados los polinomios autorregresivos de los 
oodslos, es posible escribir a sf(B1 de m e r a  única mediante 
fracciones parciales como 

donde 
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y QI(B) se puede obtener por diferencia. Ahora, en el dominio de 
las frecuencias se determinan. para O 5 u 5 u, los valores 

iw 

iu 2 
Qsíe 1 

c1 = min 
Ps(e I 

iu 
Q,(e 1 

(4.1.9a) 

Q,(eiu) 
(4.1.9c) iu 2 c3 = min 

14, (e I 

para presentar la siguiente proposiciOn, debida a (Nlllier y Tlao, 
1982 1 

PROPOSICION 4.1.1: Una descomposiclOn aceptable existe si y s610 
si el + c2 + c3 o 

DPI)CTRACION: En el dominio de las frecuencias, es posible a 
partir de (4.1.7) y (4.1.81, escribir 

(4.1. loa) 

(4.1. lob) 

donde rl, r son tres constantes tales que rl + 72 + r3 = O. 
Obsérvese que dichas constantes son el medio para obtener una 

y 7 2 3  
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descomposición aceptable (si ésta existe). a partir de la 
descomposicl6n en fracclones parciales (4.1.81, esto se debe a que 
los órdenes de es(Z) y üT(Z) son menores o iguales a E-1 y d 
respectivamente. Ahora. como los seudoespectros son mayores o 
iguales a cero, una descomposición acceptable existe si y s610 si 

E + c2 + c3 2 0 .  + vi L O para i = 1,2.3 o sea que E i 1 

De la proposición se tiene que. cuando cl + c2 + c3 2 O. 
existen un gran contidad de ternas ( ~ ~ , 7 ~ , 7 ~ )  que cumplen la 
condición rl + rs + r3 = O, de tal manera que cada terna determina 
una descomposici6n aceptable única (ecuaclones, (4.1.10a)- 
(4.1.10~)). Esto es. existe un conJunto infinito de polinomios de 
promedios advlles Bs, üT y 8,. y variatuas ul, u2 y u3 que cuiaplen 
con (4.1.7). En particular se fijará la atención en una 
descomposición. la cual es denominada canónica, debido a las 
propiedades que dicha descomposición presenta. 

2 2  2 

DEFINICION: Una #escom~oslclón canónica es la descomposición 
2 aceptable que maxlmiza la varianza u3 

PT(oP0sICION 4.1.2: La descomposición canónica t lene las siguiente 
propiedades: 

a) La descomposición es hica 

2 2  b) Minimiza las varianzas u1 y uz 

c )  Los polinomios OS(Z) y üT(Z) son no invertibles 

- 
d) Si St y Tt son las componentes canónicas. entonces para 

cualquier otra selección de St y It se tiene que 

donde ult y %t son procesos de ruido blanco 
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e) La varianza de ós(B)St se minimiza. 

DEMOCTRACION: a) De las ecuaciones (4.1.10) se tiene que 

I es(eiu) I 2 u2 = QS(eiw) + rl I Os(e 1 I iw 2 

= gs(w*r1) (4.1. íla) 

i W  ' iw 2 I $(e 1 l 2  u: = QI(eiu) + 72 I bI(e I 

(4.1. llb) 

de donde se sabe que (vbase Granger y Newbold. 1986) 

(4.1.12a) 

(4.1.12b) 

(4:l. 12c) 

3 
Obsérvese de (4.1. llc) que gI(u.r3) es una funci6n creciente de r 
y. de la ecuacl6n (4.1.12~). se obtiene el problema de 
programacl6n lineal 

suJeto a 

(4.1.13) 
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el cual es equivalente al problema 

aax r3 = ain (rl + r2) 
suJeto a 

que tiene como solución rl = -cl y r2 = -cZ. de donde se sigue que 
r3 = c1 + c2. Luego, l a  deccomposlón canónica se obtiene 
seleccionando la terna (rl,r2,73) = (-cl,-c2,cl + cal, la cual una 
vez obtenida, determina la descomposlción única (ecuacionec 
(4.1.10)). 

b) De las ecuaciones (4.1.11a)-(4.1. llb) y ecuaciones (4.1.12a) 
-(4.1.l2b) se obtiene el problema (4.1.14)' que determina la 
descomposición canónica. 

c) De la ecuación (4.1.11a) se tiene que 

y de la ecuación (4.1.9a) se sigue que exite una w en [ O , n l ,  tal 

que 

de donde se obtlene que es(eiU) = O para alguna w en [O,nl ,  que 
implica que üS(B) no es invertible. De manera análoga se tiene que 
r ( B )  no es invertible. 

d )  Si sfs(eiw) es el seudoespectro de gt. entonces de (4.1.9a) se 
tiene que 

(4.1.16) 
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luego, si sfs(eiu) es e:i seudoespectro de cualqier otra 

descomposición St; se slgue que r > -c y sfs(eiu) = sfb(eiu) + 

u2 = rl + c1 > O, io que implica que st = st + alt. üe 
- 1 1 

2 , con ua 
1 1 a 

- 
2t' igual manera se tiene que Tt = Tt + a 

e) De las ecuaciones (4.1.1) y (4.1.11a) se tiene que 

la cual es minimizada haciendo rl 
r1 = -El. el valor correspondiente 

tan pequeflo como sea posible o 
a la deccomposlción canónica 

La propiedades presentadas en la proposición 4.1.2 podrían 
Justificar la elección de la descomposicón canónica. En particular 
se deduce de la propiedad (bJ. que la aleatorledad que se presenta 

en St y Tt debido a los procesos de ruido blanco blt Y bzt es 
minimizada. tratando de hacer que dichas componentes sean lo más 
determinista posible. También. de la propiedad (dl se tiene que 
cualquier otra componente aceptable se puede obtener como la suma 
de la componente canónica y un proceso de ruido blanco, haciendo 
que las componentes St y Tt sean menos predeclbles. La propiedad 
(e) hace que el comportariento de la componente estaciona1 sea lo 
más estable posible, esto es, de (4.1.1) se tiene que E [Gs(B)Stl 
= O y de la propiedad (e) Var [Gs(B)Stl es minimizada, lo que 
permite asegurar que la suma de E valores consecutivos de St sea 
lo más cercano a cero. 

IV.l - ESTIMACION DE LA DESCOMPOSICION CANONICA 

Hillmer y Tiao (1982) encuentran que la estimacón de los 
modelos correspondientes a la descomposición canónica representa 
dificultades de carácter analítico. sin embargo, en los trabajos 
de Maravall y Pierce (1987) y Maravall (1988) se propone 
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descomponer l a  ser le  observada en componentes, de ta l  manera que 

cada una de e l las  corresponda a uno de los picos " inf initos"  

presentes en e l  espectro de l a  serle observada. Esto es. s i  e l  

nodelo que genera a la ser le  observada tiene un pollnomlo 

autorregresivo dado por (4.1.61, con periodo estaciona1 E = 12, 

éste se puede escr lb lr  como 

d +I(B)( l  - B) (1 + B + B2 + e - *  + B1') = QI(B)(l - BId(1 + B)  

x ( 1  + B2)(1 + B + - B + B2 ) ( l  + B + B2) ( l  + fi B + B2) 

donde cada uno de los factores (excepto OI(B) )  ocasionar& un plco 

' lnfinlto" en e l  seudoespectro de Yt, y que en este caso se 

presentan en u = O. u = u/6. u = n/3 ,  u = ni2. u = 2n/3. w = 5n/6 

y u = u. Luego. Yt se puede descomponer como 

donde las componentes se generan por los modelos 

(4.2.2b) 
2 2 

9 1 B  - S 2 B  lb2t ( 1  + B ISzt = (1 - 

( 4 . 2 . 2 ~ )  
2 2 (1 + B + B = (1 - b 1 B  - e32B )b3t 

(4.2.2d) 
2 

'41B - '4szB lb4t ( 1  - B + 8 ) S 4 t  = ( 1  - 

(4.2.2e) 
(1 + I@ B + B2)S5. = (1 - es1B - 0 B 2 )bst 

(1 - 8 B + $ISEt = (1 - eE1B - b 2 B  2 )bst 

52 

(4.2.2f 1 

Ahora. medlante fracciones 

Y,) se escribe como 

(4.2.2h) 

parciales, s f  (B) ( e l  seudoespectro de 
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(4.2.3) 

donde Qsi(B) = + qlsi(B + FI para 1 = 1...*.6. \(B) está 
dado por (4.1.8) y Q,(B) se obtiene por diferencia. Luego, 
calculando los valores c = 1.....8 (definidos análogamente a i 
(4.1.9)) en el dominio de las frecuencias y en el intervalo [O.R], 
permiten una extensión de la proposición 4.1.1. 

PROPOSICION 4.2.1: Una descomposición aceptable existe si y sólo 
si L El e o. 

DEMDCTRACION: Analoga a la de la proposición 4.1.1. 

Una vez determinada la existencia de una descomposlción aceptable, 
los modelos correspondientes a la descomposición que maximiza la 
varlanza de bat (el proceso de ruido blanco de la componente 
irregular), es decir los modelos de la descomposición canónica, se 

obtienen a partir de los seudoespectros 

(4.2.4a) 

(4.2.4b) 

(4.2.4~ 1 
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lw 
1W Qs4(e 1 

sfs4(e 1 = - E4 ~ ( í  - elw + l2 
lw 

Qs5(e 1 
5 - E  

lw sfs5(e 1 = 
I ( 1  + a eiw + elzw) l2 

lw 
Qs6(e 1 

6 - E  
1W sfss(e 1 = 

~ ( i  - 8 eiw + el2") l 2  

(4.2.4d) 

(4.2.4e) 

(4.2.4f 1 

(4.2.4h) 

que corresponden a las componentes de dicha descomposición y que 
se obtienen al extender los resultados de la proposición 
4.1.2.(a). en donde se determinan las constantes, para obtener de 
la desconposiclón en fracciones parciales (4.2.3). la 
descomposlcl6n canónica (4.2.4). 

Una vez determinados los modelos que generan a cada una de 
las componentes de Y en (4.2.11, la estimación de las componentes 
para cada uno de los periodos de observación de Yt surge de los 
resultados presentados en los capítulos I1 y 111, los cuales 
pueden ser extendidos a tres o más componentes no observables. 
Esto es, se construye un modelo de espacio de estados para la 
descomposiclón (4.2.1). en donde los modelos de las componentes 
son de la forma (4.2.2). Construido el modelo de espacio de 
estados, las componentes serán estimadas medlante la estimación de 
un vector de estados. empleando la técnica del filtro de Kalman y 
el suavizamiento de punto fijo, dicha estimación presenta tres 
casos poslbles. los cuales son tratados en la sección 11.3. Con 
respecto a estos casos. obsérvese que: 

t 

1 )  Siete de los modelos en (4.2.2) tienen raíces sobre el círculo 
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unltarlo. 

2) Los polinomlos autorregreslvos de los modelos dados por (4.2.2) 

no tienen ralces en común. 

3) Los polinomlos autorregresivos y de promedios móvlles en cada 
uno de los modelos ARMA dados por (4 .2 .2 ) .  no comparten raíces 
en comiin. 

ia obcervaclón 1.  establece que la matriz F de la ecuaci6n de 
transición que se construye (ecuación (2.3.1)) tiene eigenvalores 
sobre el círculo unitario. por lo que el sistema se considera no 
estable, la observación 2 asegura que la pareJa de matrices (F,ii) 

es detectable y la observaci6n 3 asegura que la pareja de matrices 
(F.DI es controlable. Luego, trabajar con la descomposición 
canónica es trabaJar con el caso presentado en la sección 11.3 
sltuaclón ii, donde las condiciones iniciales son obtenldas 
extendlendo los resultados presentados en la sección 111.3. 
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CAPITULO v 

EJEMPLOS 

En es.: capitulo se intenta Ilustrar la aplicacl6n de la 
técnica de extracclon de señal, para la estinaci6n de la 
descomposici6n can6nlca de una serle de tiempo {Yt) o alguna 
tranformaclón de {Yt}. 

v.l- EJEMPLO 1 

Considere que {Yt} es la serle C de Box y Jenklns (19761, la 
cual consta de 144 observaciones que denotan el n W r o  de 
pasajeros mensuales en vuelos internacionales (~1000). durante el 
periodo de enero de 1949 a diciembre de 1960. 

MODELOS 

Box y Jenkins (1976) estiman para la serie {in(Yt)) un 
modelo de la forma 

(1 -B)(l - B 12 )[ln(Yt)l = (1 - BIB)(l - ezB 12 )at 
con 

I 

el = .4 ez = .61 = .O0134 

Estos valores estimados serh considerados en lo subsecuente como 
los valores reales de los parámetros. A partir de ellos se tiene 
que el seudoespectro de la serle {ln(Yt)) está dado 

el cual presenta picos en w = O, w = 1116, w = u n ,  w = u/2. w = 
2d3, w = 5uB. w = u, los cuales se pueden observar en la gráfica 
1. Así que, {ln(Yt)) se descompone como en (4.2.1) y los modelos 
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que generan a cada componente están dados por (4.2.2). con d = 2 
en (4.2.20) y QI(B) = 1 en ,(4.2.2h). Ahora, por fracciones 

parciales. sf(elW) se escribe como 

sf(eiw) = hsl(eiw) + hs2(eiw) + hs3(eiw) + hs4(eiw) 

i w  iw i w  
+ hs5(eiw) + hs6(e + hT(e + hI(e 1 (5.1.1) 

donde 

O. 051805 

( 1  + cos u) 
(O. 1521/32) r2 1 W  pl(e 1 = 

O. 04 cos w + O. 128888 i w  
hs2íe = 2 (O. 1521/32) r2 

cos w 

0.286535 cos w + 0.489769 
hs3(e 1 - 2 (O. 1521132) r2 

(2 cos w + 1 )  

iw hs4(e = 
O. 149782 cos w + 0.456487 

(O. 1521í32) c2 2 (2 cos w - 1 )  

iw 0.402101 cos w + 0.456487 
hs5(e 1 = (O. 1521/32) c2 

(2 cos w + a 12 

1.233821 COS w - 0.652318 1 W  
hs6(e 1 = (O. 1521í32) m2 

(2 cos w - Jk3 l2 

0.225637 COS w - 0.225397 
(in) r2 2 

hT (eiw) = 
( 1  - cos w) 

2 hI (eiw) = 0.244 u 
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que corresponde a l a  ecuaclbn (4.2.3) en el dominio de las 

frecuencias, esto es, como B = y F = e-1u, se tiene que (B + 

F) = 2 cos u, de donde se obtiene 

iu 

TABLA I 

P(B) 
(1 - B) 
(1 + B) 

( l + B + B )  
(1 - B + B2) 
(1 + fi B + B2) 
(1 - f i B  + B2) 

(1 + $1 
2 

P í e u P ( e-' u 
2(1 - cos u) 
2(1 + cos u) 

2 4 cos v 

(2 cos u + 1) 
(2 cos u - 1) 

(2 cos u - Js ) 

2 
2 

(2 cos u + fi 12 
2 

que son los factores que se presentan en los denomlnadores de las 

h's en (5.1.1). 

Calculando el mínlmo para cada una de las fracciones en 
(5.1.1). dentro del intervalo [O. nl. se tiene que 

el = min hsl(elu) = 0.025902 (0.1521/32) U 2 

c2 = mln hs2(eíu) = 0.088888 (0.1521/32) u 2 

c3 = mln hs3(eiU) = 0.086256 (0.1521/32) u 2 

c4 = mln hs4(eiu) = 0.031387 (0.1521/32) u 2 

es - mln hsS(e lu = 0.061643 (0.1521/32) u 2 

c6 = mln hS6(elu) = -0.228602 (0.1521/32) u 2 

c7 = mln hTCefu) = 0.122758 (in) u 2 

c8 = mln hI(eiU) - .244 u 2 
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de donde se observa que Z.cl E O. lo cual lmpllca la exlstencla de 
una descom~slcl6n aceptable (proposlcl6n 4.1.1). Luego, los 
modelos de la descomposlcl6n canónlca se determlnan rnedlante 
(4.2.4) y la tabla I. esto es 

COMPONENTE Slt 
seudoespectro 

lu 1W sfsl(e 1 = hsl(e ) - c1 
(1 - cos u) 
(1 + cos u) 

= (0.000123) u2 

seudofuncl6n generadora de covarianzas 

1(1 - B)I2 
sfsl(B) = 2 (0.000123) u2 

I(1 + B)l 
modelo ARMA 

(1 + BISlt = (1 - B)blt 2 2 u1 = 0.000123 u 

COMPONENTE Sst 
seudoespec tro 

1W 1W sfs2(e 1 = hs2(e 1 - e2 

(O. 128889 - 0.088888 COS U) (1 + COS U) 

( O. 004753 u2 2 
I 

cos w 

seudofuncl6n generadora de covarlanzas 

2 1(1 - 0.4B)(1 + B)I 
(O. 001056) u2 2 2  sfs2(B) = 

I(1 + B 11 

modelo ARMA 

2 2 2 (1 + * (1 + 0.6B - 0.4B )bzt u2 = 0.001056 Q 
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COMPONENTE S3t 
seudoespectro 

lu lu sfs3(e = hs3(e 1 - c3 

(3.631617 + 3.105218 COS u)(l - COS U) 
= (O.OOO528) u2 2 (2 cos u + 1) 

seudofunclón generadora de covarianzas 

((1 + O.!563073B)(l - B) l2 
I(1 + B + $)I2 sfs3(B) = (0.000728) u2 

modelo ARMA 

( 1  + B + = ( 1  - 0.4369268 - 0.563073$)b3t 
u2 - 0.000728 u2 3 

seudoespectro 

sfs4(eiU) = hs4(elU) - c4 

(3.607923 - 1.129942 COS u)(l + COS u) 
t (O. 000528 1 u2 2 (2 cos u - 1 )  

seudofunc6n generadora de covarianzas 

( ( 1  - 0.016063B3(1 + B)I2 
sfs4(B) = (O. 000928 1 u2 

( ( 1  - B + B2)I2 

modelo ARMA 

(1 - B + = (1 + 0.839367B - O. 16063B 2 )b4t 
2 2 u4 = O. 000928 u 
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COMPONENTE Sst 
seudoespectro 

iw iW sfs5(e = hs5(e 1 - c5 

(3.782289 + 3.434356 COS w)(l - COS W) 
(O. 000341 1 u2 - - 

(2 cos w + a l2 
seudofunci6n generadora de covarianzas 

I(1 + 0.639917B3(1 - B)I2 
I(1 + fi B + B2)I2 

sfs5(B) = (O. 000457 1 u2 

modelo AFü4A 

2 2 (1 + 6 B + B ISst = ( 1  - 0.360082B - 0.639917B )bst 
2 2 us = 0.000457 u 

COMPONENTE Sst 
seudoespectro 

iW iw sfs6(e 1 = hs6(e 1 - c6 

(6.089257 cos2w - 2.330607 cos w + O. 223004) 
(O. 000713) u2 = 

2 (2 cos w - a ) 

seudofunción generadora de covarianzas 

2 2  I(1 + 0.382740B + B ) I - 
sfs6(B) = ' 2 2  ' (O. OOiO86) o'? 

1(1 - f i B  + B ) I  

modelo ARMA 

2 2 (1 -6 B + B ISst = (1 + 0.382740B + B )bst 
2 2 o6 = 0.001086 u 
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COMPONENTE Tt 
seudoespectro 

sf,(eiw1 = hT(eiu) - c7 

(0.225757 - 0.225517 COS ~ ) ( l  + COS W )  

2 P (0.25) ú2 
(1 - cos u) 

seudofunclón generadora de covarianzas 

I(1 - 0.954889B)(l + B)I2 
sfT(B) = (O. 059042 1 c2 

IC1 - BI2I2 

modelo ARMA 
2 2 (1 -2B + B ITt 5 (1 + 0.045110B - 0.954889B )b7t 

2 2 u7 = 0.059042 LT 

COMPONENTE It 
espectro 
sfI(e l w  1 = hI(eiu) + E c1 

función generadora de covarianzas 

sfI(B) = 0.300690 ú2 

mode 1 o 

It = b8t 
2 2 c8 = O. 300690 LT 

En la gráfica 2, se presenta el seudoespectro de la 
componente de tendencia, más el espectro de la componente 
irregular, esto es, el seudoespectro de l a  serie 
desestacionallzada. donde se observa la presencia de la componente 
de tendencla (un pico en w = O ) .  Mientras que en la gráfica 3, se 
presenta el seudoespectro de {in (Yt)} y de la serle 
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desestaclonallzada, y se observa que l o  único que se ha reinovldo 

de l a  ser,le { ln (Yt ) )  son los efectos estaclonales. que son 

representados por los plcos en w = n/6. w = n/3, w = n/2, w = 
2n/3, w = Sn/6 y w = u. 

CRAFICA 1 

SEUDOESPECTRO DE { ln (Yt ) )  

LJ W 
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MODELO DE ESPACIO DE ESTADOS 

Una vez determlnados los modelos de la descomposlcl6n 
canhlca. se construye el modelo de espacio de estados presentado 
en la secci6n 111.1. para cada modelo de las componentes. 

COMPONENTE Slt 

2 (1 + BISlt = (1 - B)blt u2 1 = .O00123 u 

COMPONENTE Szt 

2 2 u2 = .O01056 u 
2 (1 + B ISzt = (1 + 0.6B - 0.482,b2, 

o 1 1  4, t+l 

xs, t+l O 0 0  -0.4 

COMPONENTE S3t 

2 2 (1 + B + B = (1 - 0.436926B - 0.563073B )b3t 
2 2 u3 = O. 000728 u F::::] - [-I -l 0 O 11 Xo,t+l + [-"...-6] b3t+l 

-0.563073 '8. t+l O O O %,t+l 

COMPONENTE Sqt 

2 2 (1 - B + B ISqt = (1 + 0.839367B - 0.1606328 )brt 
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2 2 u4 = 0.000928 U 

-1 o 1 '10. t+l 
-0.160632 

COMPONENTE S5, 

(1 + e B + B )S5,t = (1 - 0.360082B - 0.639917B )bst 2 2 

2 u2 5 0.000457 u 

[ r::::::] - 
'14, t+l 1 1 

-0.360082 bSt + 

-0.639917 

2 (1 - e B + 8)S6t = (1 + 0.382740B + B )bet 
2 u2 = 0.001086 U 6 

[ '15. '16,t+l] t+l = [ -0 o ]  [ '15,t+l '16,t+1] + [ i.382740 1 b6t+l 
'17. t+l '17, t+l 

COMPONENTE Tt 

2 2 

2 
(1 -2B + B ITt = (1 + 0.045llOB - 0.954889B )b7t 

u2 = O. 059042 u 7 

2 1 0  [ x::::::] = [ -1 O 1 ] [:!!:I + [ :.O451101 b7t+l 
O 0 0  -0.954889 %o. t+l 
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a partlr de donde, el modelo de espaclos de estados para la 
descomposlcl6n (4.2.1). se escrlbe como en (2.3.1) y (2.3.21, 
donde 

Xt+l es un vector de tamaño (20 x 1) 

F = dlag [Fsl.Fs2, . - -  ,Fs6.FTl es una matriz de tamaño (20 x 20) 

C es una matrlz de tamaño (20 x 7) de la forma 

H'es un vector de t d o  (1 x 20) con 1's en las entradas 1. 3. 
6, 9, 12, 15 y 18. y ceros en las demás. Obsérvese qw dichas 
entradas corresponden a los elementos X 1,t - sit' X3.t = S2to %,t 
= S3t' %,t = S4t* Xl2.t = S5t* X15,t ID '6t y '18.t Tts 
finalmente las matrices Q y R están dadas por 

2 R = ut = 0.300690 u 2 Q = dlag [ u ~ , u ~ ,  -.- . u71 Y 

CONDICIONES INICIALES 

Recuérdese que se trabaja con el caso tratado en la sección 
111.3. esto es, cuando (F,H) es detectable y (F,D) es controlable, 
para tal caso el filtro de Kalaan se inlclallza on 

a -1 1 
'13113 E 0 * '13 y '13113 = ' 

debldo a que los modelos de la descomposlcl6n canónica presentan 
13 raíces sobre el circulo unitario. En el presente caso. la 
matriz 4 definida por (3.3.47b). se escribe como .., 
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donde las son de la forma (ecuación (3.2. ld) )  
.., 

1 el vector Y13 consta de las 13 primeras observaciones de la serie 
{ln(Yt)}, mientras que la matriz A definida en (3.3.421, adquiere 
la forma 

~ 1 0 1 0 1 0 1  o 1 o 1 1 2 - 1 1  
-1 -1 o -1 -1 -1 1 -1 -a -1 a 11 -10 
1 0 - 1  1 0 - 1  o a 2 -a 2 10 -9 

-1 1 O O 1 0 - 1  -2 -2 8 9 .-8 
1 O 1 - 1 - 1  1 -1  fi 1 -a 1 8 -7 

- 1 - 1 0 1 0 1 0  -1 O -1 O 7 -6 
1 0 - 1  O 1 O 1 O -1 O -1 6 -5 

-1 1 o -1 -1 -1 1 1 a 1 -a 5 -4 
1 o 1 1 0 - 1  o -a -2 a -2 4 -3 

- 1 -1  o o 1 0 - 1  2 a 2 -a 3 -2 
1 o -1 -1 -1 1 -1 -a -1 a -1 2 -1 

- 1 1 0 1 0 1 0  1 o 1 o 1 o 
1 0 1 0 1 0 0  o 1 o 1 o 1 

Con respecto al c&lculo de la matrz P, se empleó el 
argoritmo descrito en 111.3, en el cual se observó el 
comportamiento de It para la determinación de P, según se muestra 
en la gráfica 4, debido a que el limite de It se presenta una vez 
que Ptlt-l alcanza su límite (véase el teorema 2.3.3) 

C W I C A  4 

COMPORTAMIENTO DE I 
1 . 8 ~ .  . . . , . . . . . . . . . , . 1 . .  , . . . . 
1. 

1. 

1. 
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Una vez conocido el modelo de espacio de estados y las 
condiciones iniciales. se empleó el filtro de Kalman para la 
estimación de las componentes de la serle {ln(Yt)}, a partlr de la 
observación t = 13. La descomposiclón obtenida de {ln(Yt)} en sus 
componentes, puede visualizarse en la sigulentes graflcas. 

SERIE LNC Y> 

5.3  
4.7  iii; 5 13 43 73 103 133 163 

TENDENCI A 

5.4 
4. I::: 5.1 8 13 43 73 103 133 163 

O. 27 
O. 17 
0.07 

-0.03 

-0.13 
-0.231 - 

13 
I . I .  

43 73 103 133 163 

I RREGULARI DAD 

13 43 73 103 133 163 - 119 - 



v.2- EJEMPLO 2 

ConsldCrese ahora que {Y,) es la serle del Indlcador 
Trimestral de las Importaciones de Bienes y Servlclos. durante el 
perlodo que va del prlmer trliestre de 1980 al tercer trlnestre de 

1989, por lo que se cuenta con un total de 39 observaclones (los 

datos y la fuente de infornaclón se proporclonan al final de la 
sección). 

MODELOS 

Un modelo MIHA para {Yt} fue. construldo utlllzando la 
estrategia de Box y Jenkins (1976). tenlendo como resultado 

con 
A ,. 4 = 0.3668 e = -0.4374 u = 7.4474 

en donde no se aprecló ninguna evidencia de lnadecuaclón en los 
reslduales y el estadlstlco O' tom5 el valor 23.0 con 22 grados de 
libertad. A partir de este modelo se tlene que el seudoespectro de 
la serie {Yt) está dado por 

(5.2.2) 

el cual presenta un plco Qnico en w = O. que se puede observar en 
la grdflca 5. Luego, la serle {Yt) presenta una componente de 
tendencia; la ausencla de picos "Infinitos" en w = n/2 y w = a (E 
= 4) lndlca la carencia de una componente estrictamente 
estaclonal. sin embargo la presencla del pollnomlo ( 1  - + B 1 en 
(5.2.1) deternlna que si existe un efecto estaclonal aunque éste 
camble de alguna manera año con año. 

4 

En vista de que no se tlene una definlclón de la componente 
estaclonal, el problema es determinar cuándo estos cambios deben 
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tenerse en cuenta para conslderar la presencla de St, esto es, sl 
{Y 1 se descompone como Yt = St + Tt + It o corno Yt = Tt + It. Es 

claro que el valor del parámetro 4 proporclona un medio para 
tratar el problema. debldo a que los camblos que se presenten en 
la componente se nlnlnlzarán a medlda que el valor de sea 
cercano a 1 y se podría conslderar la presencla de St, mlentras 
que se maxlmlzarán a medida que 4 se aleJe de la unldad y se 
consldera que dichos camblos son debldos a elementos aleatorlos. 
El efecto de 4 sobre el seudoespectro de la serle se puede 
observar graficando sf(eiu) (dado por (5.2.2)) para 4 = .5, 4 = 
.65 Y 4 = .8. segh se muestra en las gráflcas 6, 7.  y 8 
respectlvamente. 

t 

CRAFICA 5 
SEuMlEspECTRD DE {Yt) CON 4 = O. 3668 
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De lo anterior y puesto que el valor de 4 en el modelo de la serle 
{Yt} tlene un valor alejado de la unidad. se considera que los 
cambios en la componente estaclonal son debldos a elementos 
aleatorios, por lo tanto la serie {Yt) se debe descomponer como Yt 
= Tt + It. Con el fin de apreciar visualmente el comportamiento de 
la componente estacional. se considerar8 la descomposiclón Yt 
+ Tt + It, de manera tentativa. 

= st 

Los modelos que generan a cada una de las componentes 
son de la forma 

(1 + p BISlt = (1 - ellB)blt (5.2.3a) 

(5.2.3b) 2 (1 + = (1 - d l B  - ü22B )bzt 

It = b4t (5.2.3d) 

4 donde p = r#, en el modelo (5.2.1). Las representaciones (5.2.3) 
son consideradas tomando en cuenta que son las que generarían a 
las componentes correspondientes. para el caso en el que 4 = 1. 

iu Ahora, por fracciones parciales, sf(e 1 en (5.2.2) se 
escribe como 

sf(eiu) = hsl(e iu 1 + hs2(e iU 1 + hI(eiu) + hl(eiu) 

donde 
o. 1220 

(In) u2 iW h-,(e 1 = 

(5.2.4) 

( 1.6055 + 1.5564 cos u) 
D A  

0.0702 (1 + cos u) 
(1/2) u2 hs2(eiw) = (O. 1555 + 2.4224 cos 2 u) 

0.4208 - o. 1675 COS U 

hI (eiw) = (112) 2 
(1 - COS w)(l.6055 - 1.5564 COS U) 
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Calculando el mínimo para cada una de las fracclones de 
(5.2.4) en el intervalo IO. X I ,  se tlene 

el = mln hs,(elw) = (0.0385/2) u2 

e2 = iln hs2(e1Y) = O 

r3 - iin hT (e l w  2 
) = (0.0930/2) u 

l w  c4 = iln hI (e = O 

en donde se observa que Z el O, lo que implica la existencia de 
una descomposlclón aceptable (proposición 4.1.1). Luego, los 
modelos de la deccomposiclón se determinan mediante (4.2.4). esto 
es 

C O l 4 O " T E  Slt 
espectro 

l w  fSl(e 1 - hs,(e'u) - cl 

0.0600(1 - COS W )  

(1.6055 + 1.5564 cos w) 
X (1/2) u2 

func16n generadora de covarlanzas 

modelo ARMA 

2 ( 1  + 0.7782 BISlt ( 1  - B)blt u2 1 = 0.0150 u 
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COMPONENTE Szt 
espectro 

0.0702(1 + cos u) 
(1/2) u2 = 

(O. 1555 + 2.4224 cos2w) 

función generadora de covarianzas 

I l l  + B)I2 
(0.0175) v2 iu 

2 2  fs2(e 1 = 
It1 + 0.6056 B ) I  

modelo ARMA 

(1 + 0.6056 $)!i$t = (1 + B)bzt 2 2 v2 = 0.0175 v 

COMWNEN~E T~ 

seudoespectro 

sfT(eiw) = hr(eiu) - c3 

(1 + COS ~)(0.2714 - O. 1447 COS u) 
( 1  - COS ul(1.6055 - 1.5564 COS U) - - (1/2) 0 

seudofunción generadora de covarianzac 

1(1 + B)(1 - 0.2846 B)I2 
1(1 - B)(l - 0.7782 B)I2 sfT(B) = (0.2521/2) v2 

modelo ARMA 

(1 - B)(l - 0.7782 BITt = (1 + 0.7154 B - 0.2846 B 2 )b3t 
u3 2 = 0.1260 Q 2 
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COMPONENTE It 
espectro . 

f1(elu) = hI(elW) + X cl 

funcl6n generadora de covarlanzas 
fI(eiW) = 0.0657 Q 2 

modelo 
2 2 

It = b4t u4 = 0.0657 o 

En la gráfica 9 se presenta el seudoespectro de {Yt) y el de 
la serie desestacionalizada, donde se puede observar que lo iinico 
que se ha removido de la serie {Yt) son los efectos estaclonales, 
que están asociadas con las "deformaciones" que se presentan en w 
= u/2 y w = n. 

GRAFICA 9 
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MODELO DE ESPACIO DE ESTADOS 

Los modelos de espacio de estados para cada componente son 

COMPONENTE Slt 

2 2 (1 + 0.7782 BISlt (1 - B)blt u1 = 0.0150 u 

-0.7782 1 

COMPONENTE Szt 

2 2 u2 = 0.0175 u 2 (1 + 0.6056 B ISZt = (1 + B)bzt 

COMPONENTE Tt 

(1 - 1.7782 B + 0.7782 B2)Tt = (1 + 0.7154 B - 0.2846 B 2 )b3t 
u3 2 = 0.1260 u 2 

y el modelo correspondiente a l a  descompos1clOn t o m  entonces la 
forma 
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H7 es un vector de tamaño ( 1  x 7) con 1's en las entradas 1, .3 y 5 

que corresponden a Sit. Szt y T respectivamente, y cero en las t 
demás. Las matrices Q y R estb dadas por 

2 R = u4 = 0.0657 2 2 2  
O = dlag iul,u2,u31 Y 

CONDICIONES INICIALES 

Debido a que los modelos de la descomposicidn presentan una 
raíz sobre el circulo unitario, se tiene que 

= O A-' Y1 - [O. O. O. O, 80.60. 62.72. O]' 
111 I 

111 
P = P  

donde, para calcular la matriz P. se observd nuevamente el 
comportamiento de Zt, mostrado en la gráfica 10. 

CWICA 10 
COMPORTAMIENTO DE Et 

56 

53 
16 20 24 

ESIHACION DE Us COMPONENTEC 

La descomposicidn obtenida de {Y 1 se puede visualizar en t 
las siguientes gráficas 
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Obsérvese que la componente estaciona1 está lejos de 
presentar el comportamiento característico de esta componente y 
más bien refleja un comportamiento similar al de la irregularidad, 
por lo que se considera que la descomposición de {Yt) debe ser de 
la forma Yt = Tt + 1; con 1; = St + It, la cual se presenta en la 
siguiente gráfica. 

I R R E G U L C I R I  DCID 

o 10 20 40 

Para finalizar este ejemplo. se presenta a continuación la 
tabla de valores observados de la serie utilizada. 

INDICADOR TRIMECTRAL DE IMPORTACIONES 
DE BIENES Y SERVICIOS 

TRIHESTRE 
M O  I I1 I11 I V  

1980 80.6 96.1 108.9 .114.3 

1981 112.9 118.7 114.5 118.3 

1982 92.1 79.3 63.4 47.8 

1983 34.9 45. O 47.5 46.8 

1984 45.9 50.3 57.7 61.9 

1985 60. O 61.8 60.9 60.4 

1986 54.2 56.6 52.4 52.8 

1987 46.9 53.3 59.9 61.7 

1988 63.9 74.7 84.4 90. 1 

1989 83.5 92.4 91.1 --- 

Fuente: Indicadores Económicos. Banco de México. 
Diciembre de 1989. 
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DI SCUSION 

En este trabajo se ha presentado la conexian entre las 
soluciones obtenidas por la teoría clbica de extracci6n de señal 
y las obtenidas mediante la técnica recursiva denominada filtro de 
Kalman. Dicha conexi6n es presentada considerando que en la 
práctica el filtro de Kalman proporciona una alternativa viable 
para enfrentar el problema de extracci6n de señal, cuando se 
cuenta con una realización finita de una serle. Puesto que el 
filtro de Kalman es un algoritmo recursivo, es importante dar 
atención al aspecto de las condiciones iniciales. principalmente 
al tratar con serles de tiempo no estacionarlas, las cuales 
aparecen con mayor frecuencia en la práctica. 

Se presentan tres casos dentro del problema de extracción de 
señal, para cada uno de los cuales se considera el problema de las 
condiciones iniciales; esto permite relacionar los diferentes 

tratamientos con los que se ha estudiado la extraction de seflal. 

1 )  Caso estacionarlo. Los polinomios autorregresivos de las 
componentes presentan iinicamente raíces dentro del circulo 
unitario o equivalentemente el sistema es estable, (F,H) es 
detectable y (F ,D )  es controlable. 

&te caso ha sido ampliamente tratado por diferentas autores 
y los resultados obtenidos, tanto teórica cómo practicamente, 
coinciden. Dichos resultados sin embargo, fueron presentados con 
el fin de dar pie al tratamiento del caso no estacionario. 

2) Caso no estacionario. En este caso se tratan dos situaciones 

que se presentan como: 

a) Los polinomios autorregresivos de las componentes no tienen 
raíces sobre el círculo unitario o equivalentemente (F.H) es 
detectable y (F ,D )  es controlable. 

En e d a  situaci611, al emplear el filtro de Kalman en la 
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prhctica, Burridge y Wallis (1985) y Kitagaua y Cersch (1984) 
inicializan el filtro en Xal-'= O y Pol-l >> P. dichas condiciones 

iniciales presentan inestabilidades númericas, causadas por la 
dependencia que el vector de estados presenta con los valores 
iniciales (véase 3.3.4). dichas inestabilidades son denominadas 
por Burridge y Wallis (1985) como periodo de aprendizaje. Ansley y 
Kohn (1985) y Kohn y Ansley (1986) desarrollan, con el fin de 
eliminar este periodo de aprendizaje, un algoritmo que denominan 
"Filtro de Kalman Modificado", que permite determinar el estimador 
del vector de estados expresado en (3.3.11) en forma eficiente a 
partir de dichas condiciones iniciales, pero con la desventaja de 
que el Filtro de Kalaan Modificado que desarrollan es 
conceptualmente complejo. Por otro lado. Bell y Hillmer (1987) 
siguiendo los trabajos de Harvey y Pierse (1984) y Jones (1980). 
proponen inicializar el filtro de Kalman en un tiempo t = d en 
lugar de t = O, para lo cual se emplean los resultados de Bell 
(1884). con la desventaja de que no será posible obtener 
estimadores de las primeras d componentes. En el trabajo se ha 
empleado esta última propuesta tomando en cuenta lo siguiente: 

i) Ansley y Kohn (1985) y Kohn y Ansley (1986) muestran que su 
Filtro de Kalman Modificado se reduce a un filtro de Kalman 
ordinario a partir del periodo de observación t = d, lo que 
implica. que los resultados obtenidos con el Filtro de Kalman 
Modlflcado coinciden con los obtenidos mediante la teoría clásica 
de extracción de señal, lo cual se puede observar en los 
resultados presentados en el capítulo I1 y en la proposiclón 
3.3.1. 

if) Al emplear los resultados de Bell (1984) para la estimación 
del vector de estados Xdld y Pdld. se obtiene la equivalencia de 
estos (que son presentados ,considerando una realización infinita 
de la serle observada {Y 1 ) .  con los obtenidos por Pierce (1979) 
mediante el filtro de Kalman. 

,. 

t 

b) Los polinomios autorregresivos de las componentes tienen raíces 
en común sobre el círculo unitario o equivalentemente (F,D) 
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es controlable 

En la sccclón 111.4 se observó que el problema que se 
enfrenta en la determlnaclón de las condlclones lnlclales. es la 
falta de lnformaclón para eliminar completamente el periodo de 
aprendlzaje. y que está refleJada en el vector L (véase la 
ecuación (3 .4 .10)) .  En esta situaclón se encuentra un estimador 
para las componentes (estimando el vector de estados) que Pierce 
(1979) deflne como óptlmo. aun cuando su ECM no exlste (la 
ecuación algebralca de Rlccatl no tiene soluclón). 

En esta situación, la discusión que se presenta es referente 
a la existencia del ECM de las componentes. En los trabqjos de 
Bell (1984) y Bell (1988) se supone que la Información L debe ser 
índependlente de {Yt}, lo que permlte obtener estimadores de las 
componentes. de tal forma que no dependan de ninguna lnformaclón 
sobre L, sln embargo la expreslón que se obtiene para el ECM 
depende de Var(L). la cual se supone conoclda (véase Bell (1988)). 

As1 pues, se requlere que L tenga una dlstrlbuclón bien deflnlda y 

una vez determinada ésta. encontrar una técnlca que permlta 
emplear los estlmadores en la préictlca, debido a que estos se 
obtienen a partir de una reallzaclón lnflnlta {Yt}. 

Bell (1988) menciona que sus resultados pueden ser obtenidos 
en la práctica empleando el flltro de Kalman, sln embargo en el 
capitulo I1 se encuentra que la ecuación algebralca de Rlccatl no 
presenta soluclón y el conoclmlento de la dlstrlbución de L no 
influye para la determlnacl6n de la soluclón. Esto Último se puede 
observar a partir de que la soluclón a la ecuación algebralca de 
Rlccatl depende de la soluclón a la ecuación 12.3.62~) y ésta a su 
vez depende de los elgenvalores de Fs y no del conoclmlento de la 
distribución de L. 

a 

Ahora, con respecto a la determlnaclón de L. Kohn y Ansley 
(1987) proponen unas restricciones que permiten determlnarlo, de 
tal forma que se pueden redeflnir los modelos ARMA que generan a 

las componentes, para que, los pollnomlos autorregresivos no 
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tengan raíces en común sobre el circulo unitario y la 
determinación de la distribución de L se remplaza por la 
determlnaclón de la dlstrlbución de otro vector. Luego, empleando 
el Flltro Modificado de Kalaan se obtienen los estimadores 
correspondlentes a las componentes generadas por los nuevos 
modelos. Este procedimiento tiene la inconveniencia de modificar 
la dinámica de la componente estacional; para ver esto, 
consldérese el modelo que proponen Cleveland y Tlao (1976) para 
explicar el comportamiento del método X-11 para desestacionaiizar 
una serle de tiempo. En dicho modelo se considera que l a  

componente estacional tiene un polinomlo autorregresivo de la 
forma (1 - 2 1 y la componente de tendencia tiene un pollnomio de 
la forma (1 - 2) , por lo cual se observa que los polinomios 
tienen la ralz 2 = 1 en común. Ahora, para emplear los resultados 
de Kohn y Ansley (1987) se reemplaza el polinomio autorregresivo 
(1 - B 1 con lo cual 
se elimina la presencia de la raíz en común, pero se modifica el 
comportamiento de la componente estacional. Tanto Bell (1988). 
como Kohn y Ansley (19871, hacen mención a una distribución bien 
definida, pero ninguno presenta o considera la determinaci6n de 
ella. 

12 
2 

12 11 por uno de la forma (1 - B - B2 - .-. - B 

üna vez tratado el problema de extracción de sefial. se 
presentó el problema de la estlmaclón de los modelos AREU que 
generan a cada componente no observable. Los resultados 
presentados asta basados en el trabajo de Hlllmer y Tiao (1982). 
en donde primero se determinan las características de los modelos 
considerando supuestos de lo que debe representar cada una de las 
componentes involucradas, y mediante la proposición 4.1.1 se 
determina SI tales modelos son consistentes con la información 
contenida en la serie observada {Yt}. Obsérvese que para demostrar 
dlcha Consistencia es necesaria la construcción de un modelo ARMA 
para la serie observada, de tal forma que si la estimación del 
modelo es mala, los resultados obtenidos serán erróneos. Esta 
conslstencla se puede considerar que proporciona a la metodología 
solidez teórica. Es importante mencionar que Bell y Hillmer (1984) 
aclaran que dicha consistencia es una condición necesaria para 
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conslderar a un método d: desestaclonailzacl6n como "bueno". La 
conslstencla no es excluslva de los métodos que hacen uso de le 
teorla de extraccl6n de señal, sln embargo ésta se determlna 
(cuando es posible) después de haber reallzado la 
desestaclonallzacl6n de la serle. 

Se ha mencionado que los modelos con los que se trabaja son 
obtenldos del supuesto de lo que debe representar cada una de las 
componentes lnvolucradas. sin embargo, al no tener una deflnlclón 
de cada componente (véase el capltulo I ) .  diferentes supuestos 
llevarán a diferentes modelos. en partlcular se puede menclonar 
como ejemplo a Burnan (19801, qulen en lugar de trabajar con la 
descomposlcl6n can6nlca. trabaja con la descomposicl6n aceptable 
que se obtlene al conslderar CT; = Q para toda 1. Entonces, en los 
supuestos que se consldere. se debe preclsar que es lo que se 
desea estimar. 

2 

Por lo que respecta a la estlmaclón de los modelos, se 
menciona que se presentan dlflcultades de carácter analítlco. que 
a h  slgulendo las ideas propuestas por Maravall (1988) y Maravall 
y Pierce (1987) se siguen presentando. Esta hecho se puede 
conslderar como factor declslvo, que limita el empleo de esta 
metodología para la desestaclonallzacl6n de serles de tiempo de 
manera rutlnarla. 

Finalmente. conviene señala que en este trabajo se ha 
conslderado que l a  serle de tiempo está constltulda sólo por tres 
componentes, sln embargo, existen posiblemente nias componentes en 
la serle que podrían expllcar parte de su comportamiento (véase 
Guerrero 1983a y 1983b). esto desde luego volverla maS compleja la 
metodolagla. pero la enriquecerla. Aunque no se haya tocado el 
aspecto de otras componentes adicionales en el modelo. se 
consldera que la argumentación aqul expuesta puede ser extendida 
de manera relativamente sencilla para tener en cuenta otras 
componentes, en especial sl éstas son determlnlstas (del tipo de 
intervenciones o de efectos del calendario). 
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