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CAPITULO I

INTRODUCCION

La desestacionalizacién de series de tiempo no es en
realidad mAs que uno de los varios enfoques estadisticos que
existen para analizar una serie de tiempo. La idea bésica que
sustenta a esta metodologia de anilisis, es que la serie observada
est4 constituida por varias componentes que pueden, en un momento
dado, ser separadas de la serie original. En este capitulo se
indican algunas ideas generales acerca de la desestacionalizacién
que aparecen originalmente en Guerrero (1883a) y Bell y Hillmer
(1984).

A manera de presentacién del desarrollo histérico que han
seguldo los métodos para desestacionalizar series de tiempo,
conviene hacer mencién a la idea sostenida por Nerlove, Grether y
Carvalho (1979) acerca de que las series de tiempo blen podrian
visualizarse como constituidas por varias componentes
no-observables. Dichas componentes cominmente se utilizan para
caracterizar los distintos movimientos que puede presentar una
serie, como son: la tendencia, el ciclo, la estacionalidad y el

movimiento irregular.

Esta 1dea de las componentes no-observables parece haber
aparecido dentro del andlisis econémico en el periocdo de 1825 a
1875; no obstante, la misma conceptualizacién habia sido utilizada
previamente en estudios de astronomia y meteorologia. Segun
Persons (1918), las series de tiempo estén constituildas por cuatro

componentes, que €l asocldé con las siguientes fluctuaciones:

i) una tendencia a largo plazo, que constituye de hecho el
elemento de crecimiento de la serie,

11) un movimiento ciclico con forma de onda, superimpuesto en la

tendencia a largo plazo,



111) un movimiento estacional dentro del afio, y

iv) una variacién residual causada por situaciones que afectan

a las series de manera individual.

Persons no fué el primero en desestacionalizar una serie de tiempo
o especificar las componentes, sin embargo, es el primero en
proponer un método que se consideré adecuado para
desestacionalizar una serie de tiempo, a partir del cual diversas
metodologias se han desarrollado con el propésito de
desestacionalizar series de tiempo. Los modelos bésicos, que
muestran explicitamente la relacién que guardan las componentes de
una serie observada Yt son: el multiplicativo Yt. - St- Nt o el
aditivo Yt = St + Nt' en donde St' Nt son las componentes
estacional y no-estacional, respectivamenete. Dorde la componente
no-estacional puede a su vez descomponerse en las componentes
tendencia-ciclo e irregular. A partir de estos modelos bésicos, el
problema de la desestacionalizacién se convierte en la estimacién

de las componentes para cada uno de los periodos de observacioén.

Uno de los métodos principales que se ha utilizado para
desestacionalizar series es el Método de Razén a Promedio Movil,
este método es cominmente adjudicado a Macaulay (1931). Es notorio
que en las primeras propuestas de métodos para ajuste estacional,
un elemento fundamental era que los célculos involucrados fueran
faclles de realizar; a WGltimas fechas, sin -enbargo, esto ha
perdido relevancia debido a la aparicién de la computadora. Asi,
en 1954, Shiskin 1inicié el trabajo de Iinstrumentacién
computacional de un método para desestacionalizar series de tiempo
masivamente, 1o cual resulté ser el primer método de la Oficina
del Censo de los Estados Unidos (Census Method I) el cual no era
més que un pequefio refinamiento del método de razé6n a promedio
mévil (véase Kallek, 1978); posteriormente aparecié el Census
Method II, al cual se le estudié empiricamente entre los afios de
1955 y 1965, dando origen a las variantes experimentales X-1 a
X-11; en particular la variante X-11 aparece descrita en Shiskin,
Young y Musgrave (1967). Este método, cabe mencionar, era
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utilizado a principlos de la década de los 60's por la mayoria de
los paises industrializados, pero su uso era completamente
mectnico, ya que se carecia del entendimiento de por qué se hacia
tal o cual cosa. Una vez que la gente empezé a cuestionar la
validez del método, surgieron enfoques y métodos alternativos. A
los cuales se harté referencia como métodos de Ajuste Estaclonal
Basados en Modelos.

Los métodos de ajuste estacional basados en modelos
generalmente usan una descomposicién aditiva, Yt
descomposicién aditiva para alguna transformacién (como 1n Yt)' y
hacen ugso de modelos estadisticos para Y, , St y "t' El modelo para
Yt. puede ser estimado de los datos observadcs, pero como St y Nt
no son observados, sus modelos dependen de suposiciones
arbitrarias. Los distintos métodos difieren er el tipo de modelo

ajustado a las observaciones Yt’s y en los supuestos utilizados en

=St+Ntouna

especificar modelos pera St y Nt’ St y "t son estimados ya sea
directamente cuando se ajusta el modelo para Yt (Métodos de
Regresién) 6 después de ajustar el modelo para Yt mediante el uso

de la teoria de EXTRACCION DE SERNAL.

Los Métodos de Regresién se aplican generalmente en el
supuesto de que la estacionalidad, y en ocasiones también la
tendencia, pueden representarse de manera determinista medlante
funciones del tiempo. Para ello es comin representar a la
tendencia mediante una curva polinomial y a la estacionalidad
medliante funciones periédicas (combinaciones de senos y cosenos) o
variables artificiales. Los métodos de regresién fueron propuestos
por Hart (1922), Snow (1923), Fisher (1837), Mendershausen (1939),
Cowden (1842), Jones(1943), Lovell (1963, 1967), Jorgenson
(1964, 1967) y Stephenson y Farr (1972), entre otros. Los métodos
de regresién han tenido poca aceptacién para realizar ajuste
estacional debido a que requieren de una especificacién matematica
explicita para la componente tendencia-ciclo y 1la componente
estacional.

-3 -



Actualmente, dentro de los métodos de andlisis de series de
tiempo, se encuentran dos categorias fundamentales que se conocen
como: 1) Analisis en el Dominio del Tiempo y 1) Andlisls
Espectral o en el Dominio de las Frecuencias. Dentro de la primera
categoria sobresale el anslisis basado en wmodelos ARIMA, cuya
utilidad en la practica creci6é notablemente a rajz del trabajo
desarrollado por Box y Jenkins en la década de los 60°s, el cual
culminé con la publicacién de su libro (Box y Jenkins, 1976). Por
su lado, las técnicas que se utilizan en el andlisis espectral
requieren una mayor familiaridad con las mateméticas y, por lo
tanto, su utilizacién en la practica no es tan comin como la que
se da a las técnicas de andlisis en el dominio del tiempo. Sin
embargo, los dos tipos de andlisis vienen a ser simplemente dos
maneras distintas de ver al mismo fendémeno, donde cada una de
dichas maneras permiten apreciar ciertas caracteristicas con mayor
o menor profundidad . Ademas, el desarrollo tan acelerado que han
tenido ambos tipos de andlisis a dltimas fechas, proporciona
evidencia de la utilidad que tales metodologias brindan en la
préctica (véase Granger y Newbold, 1986). Varlios autores han
sugerido métodos de ajuste estacional que involucre Ila
construccién de un modelo ARIMA a la serie observada Yt y usar
éste con algunos supuestos para determinar modelos ARIMA para las
componentes, que sean consistentes con el modelo ARIMA de la serie
observada y emplear la teoria de EXTRACCION DE SERAL para estimar
las componentes, Box, Hillmer y Tiao (1978), Burman (1980) y
Hillmer y Tiao (1982), entre otros.

El problema de EXTRACCION DE SERAL es estimar la sefial St en
Yt = St + Nt cuando la observacién Yt contiene un ruido Nt' El
ajuste estacional de una serie puede ser visto como un problema de
extraccién de sefinl, ya que en ambos casos se observa Yt. = St + Nt
donde St y Nt son componentes no observables, las cuales se desean
estimar usando la serie observada Yt‘ En extraccioéon de sefial St y
Nt son "sefial" y "ruido”, mientras que en el ajuste estacional
pueden ser identificadas como “estacional” y "no-estacional". El
problema tiene origen en el campo de la ingenieria de

comunicaciones. En este campo hay una razén fisica que implica Yt.
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= St + "t' Aqui, St es una sefial emitida, y la sefial recibida Y, ,
es perturbada por un ruldo Nt ocasionado por el medio de
transaisién. El problema es recobrar la sefial emitida, intentando
remover el ruldo Nt‘ En la ingenieria de comunicaciones es
importante notar que:(a) el interés es la sefial y (b) la
descomposicién aditiva tiene sentido. Por su lado, en el ajuste

estacional se tiene lo siguiente:
a) Razones para desestacionalizar una serie

Posiblemente la razén més importante para llevar a cabo el
ajuste estacional de una serie, sea la que propuso Persons en 1919
de que cada una de las componentes de una serie es causada por
fentmenos distintos. Esta misma idea la elabora Granger (1978) en
particular en lo que respecta a la componente estacional y
encuentra que existen al menos cuatro posibles causas de las
fluctuaciones estaclionales; dichas causas, segin Granger, no
tienen por qué ser completamente ajenas o distintas entre si. La
primera de tales causas es el calendario mismo, es decir, es el
hecho de que algunas festividades estén fljas en deteraminadas
fechas del calendario o bien el que los meses tengan ma4s o menos
dfas de acuerdo con el calendario; la segunda causa es que las
instituciones tienden a fijar fechas del calendario del afio para
realizar ciertas actividades, por ejemplo 1los periodos de
vacaciones escolares o blen los periodt.as de pago de Iimpuestos que
son fijados por las autoridades correspondientes; la tercer causa
es el clima que, segin si es temporada de lluvia o no, determina

las cosechas (el clima, o dicho de otra manera, las estaciones
del afio, podrian pensarse como las causas por excelencia de la
estacionalidad y de aqui que se derive el término mismo);
finalmente, la cuarta causa sefialada por Granger, son las
expécta.tlvas de fluctuaciones estaclonales, ya que por ejemplo la
elevada produccién de Juguetes en los meses previos a la Navidad
es causada por la expectativa de ventas elevadas en diclembre.
Estas cuatro causas, quizd con otras més, pueden ocurrir
simultAneamente para producir las fluctuaciones estacionales que

se observan en una serie de tiempo; lo importante a notar aquf es



que tales causas bien pueden considerarse como factores exégenos,
de naturaleza no-econétmica, que influyen sobre la variable que se
estudia y que muchas veces oscurecen las caracteristicas de las
series relacionadas con aspectos netamente econdmicos.

b) La descomposicién aditiva es posible

Considerando que Jos modelos béslcos que muestran la
- relacién entre las componentes y la serie observada, son el
aditivo o multiplicativo y este ultimo puede expresarse como el
modelo aditivo Yi = Si + N;_. donde (') denota al logaritmo de la
componente. Siempre es matemadticamente posible tener wuna
descomposicién aditiva (a este respecto Guerrero (1983a) propone

un método para llevar a cabo la eleccién entre estos modelos).

A partir del método propuesto por Persons para
desestacionalizar una serie de tiempo, una gran cantidad de gente
ha tratado de estimar las componentes estacional, tendencia-ciclo
e irregular. Dichas componentes sin embargo, no fueron definidas
por Persons, quien por el contrario acept6 explicitamente que las
componentes debjan definirse de acuerdo con su naturaleza
esenclalmente empirica. La Oficina de Censos de los Estados Unidos
que tiene posiblemente la mayor experiencia a ni;rel mundial en lo
que a ajuste estacional se refiere, utiliza una definiclén .de
estaclonalidad bastante limitada y referida basicamenete (Kallek,
1978) a las “"fluctuaciones periédicas que recurren cada afio,
aproximadamente en las mismas fechas y con la misma intensidad y
las cuales, lo que es més importante, pueden medirse y elimimarse
de la serie de tiempo en consideracién". Basicamente la misma idea
la manejan Shiskin (1978) y Dagum (1978), esta ultima sefiala en
particular que las tres caracteristicas mas importantes de 1los
fen6tmenos estacionales son:

"(1) el fentmeno se repite cada afioc con cierta regularidad, pero

puede evolucionar,



(2) el fentmeno puede medirse y separarse de las otras fuerzas

que influencian el movimiento de la serie, y

(3) el fentmeno es causado principalmente por fuerzas
no-econdémicas, exégenas al sistema econémico y que no pueden
controlarse o modificarse por los tomadores de decisiones en

el corto plazo"

En lo que se refiere a la componente de tendencia, Raveh
(1981) cita el diccionario de términos estadisticos que fue
editado por Kendall y Buckland y en donde se encuentra que la
tendencia es "un wmovimiento de 1largo plazo en una serie
ordenada, ...que se puede considerar, Jjunto con las oscilaciones y
la componente aleatoria, como generador de los valores observados.
Una caracteristica esencial del concepto de tendencia es que es
suave durante periodos que son largos en relacién con la unidad de
tiempo para la cual existe un registro de observaciones. "Largo"
para este propésito es algo arbitrariamenete definido, asi que un
movimiento que es una tendencia para algin propésito, puede no

serlo para otro®.

En lo que respecta a las otras dos componentes, el ciclo y
la irregularidad, Dagum (1978) se refiere a ellas de la sigulente
manera: “el ciclo es una . oscilacién quasi-periédica caracterizada
por perlodos alternantes de expansiéon y contraccién®*, mientras que
la  componente irregular esta compuesta de "movimientos
imprevisibles relacionados con eventos de toda clase...tienen
apariencia aleatoria estable y pueden distinguirse de otros tipos
de 1irregularidades, como las observaciones aberrantes, porque
éstas tienen causas blen identificadas, tales como inundaciones,

huelgas, etcétera”

Recientemente, esfuerzos por dar definiciones mas precisas
de las componentes, son basadas en consideraciones espectrales
(Dominio de las Frecuencias, véase Granger y Newbold, 1986):



1) Una serie con componente estacional tendra un espectro con
picos en w = 2rk/E, para k = 1,...[E/2] ([x) es el méximo
entero menor o igual a x y E es el periodo estacional)

2) Una serie con componente de tendencia tendrd un espectro con un
pico en w = 0 y es muy grande para w cerca de cero

El problema que se presenta con estas definiciones, es que
detectan cuidndo una serie presenta una componente estacional y
cuAndo una componente de tendencia, pero no definen dichas
componentes. Sin embargo, es de importancia tener en cuenta que la
causa de los picos en el espectro de la serle es la presencia de
dichas componentes , lo cual es considerado por Burman (1980) y
Hillmer y Tiao (1982) al proponer modelos ARIMA para explicarlas.

Debido a gque los métodos basados en modelos que hacen uso de
la teoria de extraccién de sefial, son los métodos més sélidos en
lo que toca a justificacién teérica, en este trabajo se presenta
iniclalmente los resultados més importantes de la teoria de
EXTRACION DE SERAL para una serie de tlempo que sigue un modelo
autorregresivo y de promedios méviles (un modeio ARIMA puede ser
expresado en la forma de un modelo ARMA), considerando que se
cuenta con una semirealizacién de la serie Yt' posteriormente se
presentan las CONDICIONES INICIALES de una técnica recursiva
denominada filtro de kalman, para la estimacion de las componentes
no observables, tomando en cuenta que en la practica tnicamente se
tiene una realizacién finita de la serie Yt. Presentados dichos
resultados, se trata el problema de la determinacién de MODELOS
ARMA para las componentes no observables, y finalmente se
presentan EJEMPLOS de la desestacionalizacién de series de tiempo

con esta técnica.



CAPITULO 11
EXTRACCION DE SERAL

El problema a tratar en este capitulo consiste en obtener un
estimador de la serie (St} a partir de la serie observada (Yt).
que depende del comportamiento de (St} y que esta perturbada por
{Nt). La relacién entre estes series se supone que estad dada por:

Yt = St + Nt (2.1.1)
El problema de hecho consiste en “filtrar” las observaciones Y
con el objeto de encontrar la mejor estimacién St’ del valor real
de St. para cualquier t fija. Dicho problema es conocido como
extraccién de sefial, donde (St) y (Nt) son procesos que reciben el
nombre de sefial y ruido, respectivamente.

El presente capitulo se divide en tres secciones; la primera
expone los supuestos bajo los cuales el problema de extraccién de
sefial se tratard, los cuales deben tomarse en cuenta a lo largo
del trabajo; la segunda, considera dos situaciones que se
presentan en dicho problema, la primera de ellas surge al suponer
que el proceso observado es estacionario y se estudia sigulendo el
trabajo de Whittle (1883). Para la segunda situacién se supone que
el proceso es no estacionario, y aqui se expone una extensién del
caso estacionario propuesta por Pierce (1979), la cual se estudia
en la tercera seccién, ya que el problema se transforma en uno que
involucra un sistema de ecuacliones en diferenclas y se recurre a
conceptos que pertenecen a la teoria de control (Burridge y
Wallis, 1988).

11.1- SUPUESTOS

Supéngase que se cuenta con el conjunto de informacién (Yt’l
t’ s t + m, con m 2 0 finita} del proceso (Yt), que puede



escribirse como en (2.1.1), donde (St) y (Nt} son procesos
estocasticos mutuamente independientes, con media cero. Estas son
componentes no observables de la serle (Yt)' que se supone son
generadas por los siguientes modelos autorregresivos y de
promedios m6viles (ARMA):

$,(B)S, = ©_(B)b,, (2.1.2a)

$,(BIN, = 6, (B)b,, (2.1.2b)

en estos modelos B representa al operador de retraso, esto es th
= Y,_,- Ademas se considera que las parejas (¢s(B).es(B)) y
{¢H(B).8“(B)) no tienen raices comunes, y las raices de los
polinomios autorregreslvos ¢S(B) y ¢u(B) se encuentran sobre o
fuera del circulo unitario. Por su lado (blt) y (bzt) son procesos
de ruido blanco Gaussianos, 1i.e. suceslones de varlables
mutuamente Iindependientes distribuidas como N(O,cf) y N(O.o'g)

respectivamente.

Si los polinomios 4) (B) y ¢ (B) tienen rajices sobre el circulo
unitario, entonces se pueden expresar como: 4> (B) = (|> (B)G (B) y
$,(B) = ¢ (B)8, (B), donde los polinomios ¢.(B) y ¢ (B) tienen sus
rajices fuera, mientras que los polinomios 6 (B) y 6 (B) tienen sus
raices sobre el circulo unitario.

De esta manera los modelos (2.1.2a) y (2.1.2b) se pueden escribir
como:

L ]
$,(B)3_(B)S, = 8 _(B)b, (2.1.3a)

¢:(B)6“(B)Nt = 6,(B)b,, (2.1.3b)

a partir de los cuales se obtienen las expresiones:

6.(B)

3 (B)S, = _'T__ = W (B)b (2.1.4a)
s t ¢S(B] 1t
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8,(B)
GI(B)Nt = —;—— 2t = #l (B)b (2.1.4b)
, ¢ (B)

N

donde los polinomios 'l' (2) y w (Z) son absolutamente convergentes
para 2] s 1. Notese que (6 (B)S) y (8 (B)N) SOn procesos
estacionarios, dado que ¢ (B) y ¢ (B) son polinomios cuyas rafces
se encuentran fuera del circulo unitario. Esto permite, por el
teorema de la descomposicién de Wold (1954), representar a GS(B)St
Yy ¢5“(13)Nt como procesos de promedios méviles (ecuaciones (2.1.4a)
y (2.1.4b)), es decir, no existen componentes determinlistas en
dichos procesos.

De los modelos (2.1.4a) y (2.1.4b) se deduce que (Yt} se

puede representar como un modelo de la forma:

6(B)Yt = W(B)at (2.1.5a)
con
8(B) = 65(8)6.(8) (2.1.5b)
Yy
W(B)at = GH(BNJS(B)bn + <$s(B)w“(B)bZt (2.1.58¢c)

donde 3(B) es un polinomio con raices sobre el circulo unitario y
(at) es un proceso de ruido blanco distribuido como N(O,a‘z).

I1.2 - ESTIMADORES
Para obtener estimadores de St y Nt a partir de la serie

(Yt), o sea con la informacién (Yt'l t'st +m, conm = 0 finita},

se consideran dos posibles situaciones:

a) La serie (Yt) es estacionaria

b) La serie (Yt) es no estacionaria

- 11 -



En ambos casos se indica cémo obtener el estimador correspondiente

a St y de igual forma se puede obtener el estimador de Nt'

Caso a) La serie (Yt) es estacionaria
Si se considera a la serie (Yt) como estacionaria, entonces

se sigue que los polinomios cuyas raices se encuentran sobre el

circulo unitario son idénticamente la unidad, es decir

3(B) = SS(B) = Gx(B) =1 (2.2.1)

y las expresiones (2.1.4a), (2.1.4b) y (2.1.5a) se transforsan
respectivamente en:

St = WS(B)bu (2.2.2a)
Nt = W"(B)bZt (2.2.2b)
Yt. = ¢(B)at (2.2.2¢)

Sean (Yt,} variables aleatorias con segundo momento finito,
E(Yi)2 < o , y sea L = L(Yt.) la coleccién de todas las
combinaciones lineales de (Yt')' Una variable aleatoria W € L es

de la forma:

W= 7. Y con 7.eR (2.2.3)
Jz—n J ) J

.

Se tiene también que G = G(Yt’) es la coleccién de todas las
funciones (medibles) de (Yt')‘ es decir, son funciones g(Yt.}.
Noétese entonces que L ¢ G.

Sea St alguna variable aleatoria con segundo momento finito. Se

define un estimador de St' dada las variables (Yt‘)‘ como una
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funcién §t = g(Yt.). Si g € L, es decir , si §t es de la forma:

[ J
S, = .. Y, (2.2.4)
t JZ__ s) t-J
se dice entonces que §t es un estimador lineal de St. En cualquier
caso se define el error cuadratico medio (ECM) como E(St - §t)2.

El problema de interés es el de determinar el mejor estimador de
St' es decir, el estimador que minimiza el ECM. De hecho, se

pueden considerar dos problemas:

i) Determinar el mejor estimador lineal '.:‘;te L de St

11) Determinar el mejor estimador §t € G de St

Puesto que L ¢ G, es claro que E(St - §t)2 = E(St - gt)z; es
decir, en general §t es un mejor estimador (de St) que St. Un caso
importante en el que St = §t (cuando el mejor estimador es lineal)

es el sigulente:

TEOREMA 2.2.1 (Gikhman y Skorohod, 1974): Si St y (Yt’l t'’st +m,
con m 2 0 finita} son variables con distribucién conjunta normal,

media cero y segundo momento finito, entonces:

§, = E(5_ [{Y,. 1) (2.2.5a)

equivalentemente, §t est4 caracterizado por

t

t
i1) e, =

1) § =5
t St - §t no estd correlacionada con Yt' Vi st +m

donde m =2 O finita.

DEMOSTRACION: Se desea determinar el mejor estimador §t de S,

mediante el conjunto de variables (Yt.] t’e A} donde A = {t° =
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tem, con m 2 O finita}. Esto es, encontrar una funcién g(Yt,l t'e
A} tal que minimice el ECM. Entonces, considérese la oc-dlgebra § =
c(Yt,lt'e A} generada por el conjunto de variables aleatorias
(Yt.lt'e A}. Luego, g(Yt.|t'e A} es una variable aleatoria con
segundo momento finito y J-medible. Asi, si € = E(Stlﬁ ), el ECM
se escribe como

3 = E{s, - glyY,,|t'e A}}a
= E{St -€E+ €~ g(Yt.|t'e A)}z
= Efs, - €}° + 2E{(S, - ©)(€ - &Y, |t'e A}}

+ E{§ - glY,, |t’e AP (2.2.5b)
ya que £ y g(Yt,|t'e A} son j-medibles, se tiene
E{(S, - §)(§ - g(Y,, [t’e A}} = EE{(S, - £)(£ - g{Y,,|t’e AD)|J }

= E{€ - glY,,[t’e N} E{(S, - &)|5 }

=0 (2.2.5¢)
debido a que

E{(s, - ©)5 }=E{S,|5}-€=0 (2.2.5d)

Entonces (2.2.5b) se escribe

3 = E{S, - 5}2 * E{§ - glY,,|t'e A} }2

que alcanza su minimo cuando £ = g(Yt.|t'e A}. Por lo tanto, el

me jor estimador de St es §t = E{Stlg } v ademés se sabe que éste,
es Unico en casi todas partes (Ash, 1972).

Por otro lado, € = St - §t no estd correlacionada con Yt' para
toda t'e A, esto es

E{(s, - §)Y,.} = EE{(s, - §,)Y, |5 }
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= E{Y, } E{(s, - S |3 }
=0

1o cual se obtiene de (2.2.5d).

Ahora, considérese el subespacio cerrado L del espacio de
Hilbert 1‘.2, sobre algun espacio de probabilidad. Este subespacio L
consta de todas las variable aleatorias con segundo momento
finito, que se obtienen como una combinacién lineal de (Y ,|t'€
A}. El mejor estimador lineal de St (gt) es un elemento de L, 1.e.

s=Efs, -5, sE{s, - 5§
para cualquier Si € L. Luego, de la teoria de espacios de Hilbert,
se sabe que St es Gnico “y es la proyeccién de St sobre L (Ash,
1972). Est? es, E{(St - St)S;-} = 0 para t?da S;e L. De donde se
sigue que St es un estinador‘insesgado (E(St) = E(St)), ya que el
1 € L. Ademés que €= St - St es no correlacionada con Yt' para

toda t'e A (E(St - St)Yt.B 0). Como St y (Yt. |t'e A} son variables

con distribucién normal se tiene que €, y Yt' son independientes.

t
De modo que €, no depende de la o-dlgebra J y

E{S, I3 b=Es, -s +s

Nt

= E{St - St} +

-

luego, St = St .

Este teorema permite restringir la busqueda del mejor estimador de
St al conjunto de estimadores lineales:

- ]

S, = E(S, [{Y,,}) =J)=:_m Tgy Yooy = 7B, (2.2.60)
donde
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7,(B) = v B (2.2.6b)

Notese que una vez obtenido el estimador de la componente St' el
estimador de la componente Nt se obtiene a partir de

2z
L}

Yo * 5

Yt - 7s(B)Yt

{1 - 15(8))Yt

= 7I(B)Yt (2.2.7a)
donde
? J
7,(B) = JZ.:'J B (2.2.7b)

Para obtener especificamente el polinomio 1S(B) que proporciona el
me jor estimador de St. siguiendo a Whittle (1983), se calculan los
coeficientes del polinomio wutilizando el criterio de minimos
cuadrados, para lo cual es necesario primero definir la funcién
generadora de covarianzas.

DEFINICION: Las funciones generadoras de covarianzas {(fgc) o
espectro en el dominio de las frecuenclas (cuando Z = eiw) de
(St), (Nt) y (Yt) se definen como:

(ss) _ 2 2
@ = ] N Z¢ = 6% |v_(2)] (2.2.8a)
=—c0
® () 2 2
f@ =7 a™ =3 |y@| (2.2.8b)
k=-w
r2=§ aA™M -y @) (2.2.8¢)
k=-w
(ss) () (4]

donde A, %" = E(S,5,_ ), A = ENN,_) v AT = E(Y,Y, ).

Por convencién, se entendera |g(Z)|2 = g(Z)g(Z-l). que en forma de
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operadores se escribe |g(B)|2 = g(B)g(F), donde F es el operador

-1
de adelanto, tal que FYt =B Yt = Yt#l‘

TEOREMA 2.2.2: Si St. Nt y (Yt,| t'’'st + m, conmz 0 finita} son
variables con distribucién conjunta normal, con media igual a
cero, segundo momento finito y (Yt) se escribe como en (2.1.1).

Entonces el polinomio 1S(Z) en (2.2.6b) esta dado por:

1 £.,(2)
18(2) = = — (2.2.9a)
cw(z)] ¥z Vj-n
donde:
" 2
[g(Z)]__- ] g2 (2.2.9b)
JE=-n

DEMASTRACION: Para demostrar este resultado, si se considera que m

= 0, entonces se tiene:
]

S, = 7,(B)Y, = J;075t L (2.2.10)

Al usar el criterio de minimos cuadrados para minimizar J = E(St -

St)2 con respecto a los coeficlentes 7

3 se obtienen las
ecuaciones :
*_(vy) (sy)
izox‘j_i g = Ay para J = 0,1,2,--- (2.2.11a)
donde
(sv)_
AJ = E(Sth_J) (2.2.11b)
nétese que
E(Sth_J) = E{St(st_J + Nt_J)}

= E(S5,S,_; *+ SN, _))

E(S;S;_;) + E(SN,_)

SSS) +0 (2.2.12)

=2
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puesto que St y N, son independlentes con media cero, luego la

t
ecuacién (2.2.11a) se expresa como

°A(vv) - A(SS)

J‘l 151 J para J = 001;2."' (2-2- 13)
1=

Ahora bien, si se multiplica esta ecuacién por ZJ y se suma para

todos los enteros Jj, se deduce

> > (vvy) J _ > (ss) ,J
J);_, [ ,ZOA.H L ] 2=} a2 (2.2.14)

que puede escribirse como:

NN 99 R > 1] . & J(ss)J )
[JZ_,, AoE 1;)'siz = Z Ay T en@ (2218

sustituyendo (2.2.8a) y (2.2.8c), se tiene:
fv(Z) 75(2) = fs(Z) + h(2) (2.2.186)
la cual puede expresarse como:

(@) Pr (@) = Ppwz e (2) = £_(2) + h(2) (2.2.17)

donde h(Z) es una serie de potencias negativas, siendo ésta
necesaria para obtener la igualdad, puesto que (2.2.11a) es valida
s6lo para J z 0. De la dltima ecuacién se sigue que

) £_(2) h(2)
“¥(2)7 (2) = - + — (2.2.18)
wz'h wiz'h

en ésta c?¢(2)1s(2) no tiene potenclas negativas de Z, y en cambio
-215%- tiene uUnicamente potenclas negativas de Z, considerando
vz ")

esto, (2.2.18) es igual a
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2 fs(Z)
[ W(Z)1s(2) = ——'—_1—' (2.2.19)
wi(z 7)) Jo

Finalmente, al despejar 7s(Z] se obtiene:

1 fs(Z)

(2.2.20)
Fua | wzhl,

18(2) =

con lo cual el resultado queda probado para el caso m = 0. Ahora,

sl m # 0 entonces se puede escribir:

P o« [

S, = S A Yoy Yoo i=J-m (2.2.21)
t JZ_nsJ t-J 1Zosi t-1

y todo el argumento anterior continda siendo valido.-

Anflogamente Nt puede estimarse como

f“(B)
w(F) |-

- 1
N =7 (B)Y, =
Tt e [

Y
m

t (2.2.22)

Caso b) La serie (Yt) es no estacionaria

En este caso, la serie (Yt} sigue un modelo dado por
(2.1.5a), donde el polinomio cuyas raices estan sobre el circulo
unitario es diferente a la unidad, esto es, 8(B) # 1 y las
componentes de Yt siguen los modelos (2.1.4a) y (2.1.4b), donde al
menos uno de los polinomios GS(B) y au(B) es diferente a la
unidad.

Para obtener el estimador de St dada la informacién (Yt,| t' st +
m, conm 2 0 finita}, Plerce (1979) extiende el resultado del caso
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estacionario, ecuacién (2.2.6a). Como en la presente situacién las
series (Yt)' (St) y (Nt) son no estaclonarias, no es posible
hablar de una funcién generadora de covarianzas, por ello se
trabaja con una extensién de ésta, llamada seudofuncién generadora
de covarianzas o seudoespectro (Hillmer y Tiao 1982). Para

definirla, primero se escribe a St. Nt y Yt como:

v_(B)
s
St = WS(B)bIt con WS(B) = Ts-(g)— (2.2.23a)
wn(B) i
Nt = *u(B)bZt con W“(B) = —-GT(E)—- (2.2.23b)
v(B)
Y, = ¥(Bla, con ¥(B) = =SB (2.2.23c)
DEFINICION: Las - seudofunciones generadoras de covarjanzas o

seudoespectro en el dominio de las frecuenclias de (St)’ {Nt) y

(Yt} se definen como:

2 2
sf_(2) = o{|¥.(2)] (2.2.242)
sf (2) = o2 |¥ (2) |2 (2.2.24b)
N 2'n o
st (2) = o°|u(2) |? (2.2.24¢)

A partir de esta definicién es posible extender el resultado del
caso estacionario, cambiando la funcién generadora de covarianzas

por la seudofunclién generadora de covarianzas, esto es

- 1 sf_(B)

S, = E(S,[{Y,.}) = —5 Y, (2.2.252)
o ¥(B) ¥(F) |-m

- 1 sf_(B)

N, = E(N [{Y,.}) = — - \ : (2.2.25D)
e“¥(B) | WF) |-m
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11.3- ESPACIO DE ESTADOS Y FILTRO DE KALMAN

En esta seccién se argumenta de acuerdo con Burridge y
Wallis (1988), que la extensién propuesta por Plerce (1978) para
estimar las componentes no observables de (Yt)' en el caso no
estacionario (ecuaciones (2.2.25a)-(2.2.25b)), son correctas
asintéticamente. Con este propésito se representa la
descomposicién Yt = St + Nt en forma de un sistema matricial
denominado MODELO DE ESPACIO DE ESTADOS. Esto permite utilizar la
técnica conocida como FILTRO DE KALMAN para obtener las
estimaciones correspondientes a las componentes no observables de
(Yt)' dada una realizacién finita de esta serle, posterlormente se
procede a estudiar el comportamiento asint6tico del estimador.

DEFINICION: Un Modelo de Espacio de Estados es un modelo lineal de
la forma:

Xt+1= rxt + G“t (2.3.1)

Y =n‘xt+e

t (2.3.2)

t
Estas expresiones son conocidas como ecuacién de transicién y de
observacién, respectivemente; xt es el vector de estados, "t es un
vector de ruido blanco con media cero, mientras que la sucesiér{ de
et's forman un proceso escalar de ruido blanco. Ademés la matriz

de varianzas y covarianzas del vector (Ut,et) esta dada por:

o (%)

donde F,G,H,Q,S, y R son matrices que se consideran invariantes en
el tiempo.

El modelo (2.3.1)-(2.3.2) representa el comportamiento de un

sistema dinamico discreto, con entradas al sistema denotadas por
"t y salida Yt' el cual se encuentra perturbado por un ruido e,-
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El sistema est4d regido por su estado Iinterno xt. cuyo
comportamiento se da por la ecuacién de transicién. Al representar
la descomposicién de (Yt) como un modelo de espaclo de estados,
interesa conocer el estadc interno del sistema, dado que las
salidas de éste son conocidas. Esto proporciona estimaciones de
las componentes de (Yt)' por lo cual se enfoca el problema a la
estimacién de dicho estado.

Con este propbésito se supone que inicialmente se cuenta con un

conjunto finito de observaciones Y- = {Y_, Yl.- "Yt) de (Yt) y un
estado inicial xo, con media E(X ) = X o-1 y varianza P Ol-l
0[-1)2' donde X, es independiente de W, y e, para toda t = 0,

= E(Xo

-

1,+++. Se denotard como 8t|t a la proyeccién ortogonal de gt sobre

el espacio generado por ‘I: . De modo que se puede obtener un
estimador del estado xt como:

-

xt’t= E(xtl Y } = E(X |Yt 1, ) (2.3.3)
?t = Y - Yt t-1 ©S la innovacién de Yt' o sea es el error de la
proyeccibn ortogonal de Yt sobre Yt 1 donde ?o‘ Yo y a partir de

lo cual E(Yt) = 0 para toda t. La proyeccién ortogonal (2.3.3) se
puede obtener del siguiente resultado.

TEOREMA 2.3.1: Sf X y Y son vectores conjuntamente distribuidos,
= = = - - T

tales que E(X) L E(Y) L vxx El(X le)(x lnx) 1. V‘”'=
E[(Y - m ) (Y - -Y)T] Y V= E[(X - = )(Y - -Y)T], entonces

EX|¥) =m +V ViY-m) (2.3.4)

es la proyecciéon ortogonal, que se obtiene por medio de minimos
cuadrados.

DEMOSTRACION: Sea X= E(X| Y) = b+ A Y, s1 8§ = X - X se tiene
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E(8 87) = E[(b + AY - X){b + AY - X)T)

T
= A V“A AV,

T
¥x VXYA * vXX

T
+ (b*‘l,"x)(b*h,,"x)

-1 -1,T
(A vxyvn) V“(A vxvvvv)
-1
vxx vxvvnvvx

+

T (2.3.5)

+ (b + hv - Ix)(b + hv - nx)
donde se supone la existencia de V;: Dicha expresién se minimiza
tomando

A=y v

’ - A’
XYYYy ba'x A-Y

con 1o que se obtiene el resultado desea,do.-

En base al teorema anterior, se considera el vector (YT,?:)T con
media cero, donde Y'= (YO.Yl,---Yt_l) y ?t no estan
correlacionados, asi, la proyeccién ortogonal (2.3.3) se escribe
como

- WO
E(xt| Yt-l'yt) =m + (ny, et) 0 2’1 ¢
t t
=m +V Vivs+ozrly
X Xy YY tTt t
- -1 ~
= E(th Yt—l) + etzt Yt
- 1
= xtlt_1 + atzt Yt (2.3.6a)
donde
S ST
zt= E(Yth) (2.3.6b)
y
ST
et- E(xth) (2.3.8¢)

A partir de la ecuacién de observacién (2.3.2), se puede expresar
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la innovacién de Yt como

= Yo Yipea
o
=Y T HX e
T To
= H Xt + et H tht_
T
= H (Xt tlt 1) + e (2.3.7)
Entonces de (2.3.6b) se sigue
T, = E{(0(x, - X )+ e X, - X, )H+ell}
t tt-1 £ % T R t-1 t
= K Ptlt 1“ + R (2.3.8)
y de (2.3.6c)
v T
8= E{Xy (X = Xy 1p-q) B * Yoy}
v T
= B{x (X, - X, )} H
T v «T
donde en (2.3.8) y (2.3.9)
- - r
Pyje-1 B - X)Xy = Xgoy) }
es decir, la covarianza de Xt xtlt-l' la cual hard alusién a la

matriz de varianzas y covarianza de xt xt|t-1' Luego de (2.3.3),
(2.3.6a) y (2.3.9) se tiene

-~ 3 _1~

xt|t= xt|t-1 + Ptlt-l“ zt Yt (2.3.10)

Ademés, de la ecuacién de transicién (2.3.1), se obtiene que:

-

Xp4q )™ rx ele * e (2.3.11)
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donde, por el teorema 2.3.1

¥y |¢= E(Y, vy

= E(V |Y;_,.Y,)
= E(w | Y ) + E(“tyt)zt t
= E(\lth)Zt t (2.3.12)
Por otro lado, debido a la ecuacién (2.3.7) se sabe que
E(vv ) = E{V, (X, - Xy )e- 1)u+uet}-=s (2.3.13)
luego se obtiene
- -1~
“t|t= SEt Yt (2.3.14)
y la ecuacién (2.3.11) se escribe:
- - -1 =~

Est.a altima proporciona el estimador del estado en el tiempo t+1
{xt+1|t- E(xtﬂl‘l )} en forma recursiva iniciando con X,. Esta
técnica de estimar cualquler estado a partir de uno inicial y de
un conjunto finito de observaciones es conocida como el filtro dc

Kalman. Dicho resultado se presenta a continuacién.

FILTRO DE KALMAN: Considérese el modelo de espacio de estados dado

por las ecuaclones (2.3.1)-(2.3.2) con un conjunto de
observaciones Yt' un estado inicial Xo, para el cual E(Xo) =

x0|-1' su varianza P°|‘1 y es independiente de "t yoe. Entonces

Xt'+1 lt- E(Xt‘,1 |Yt) satisface:

- - -1 =

-25 -



Xe e Xepe-1 * Cepele (2.3.10a)

1

ct|t= Pt|t-1"zt (2.3.10b)
£, =EY,¥) = ¥'P H+R (2.3.8)
t t't tjt-1
donde las covarlanzas de Xt - xtlt-l’ estan dadas por
P = FP F' + GQG" - K., K (2.3.162)
te1ft” t|t-1 tott
-1
‘t' Fctlt + cszt (2.3.16b)
T

La ecuacién (2.3.16a) es una ecuacién en diferencia de Riccatl,
ésta dicta el comportamiento del filtro y se obtiene de la
definiciéon

- X :
Proje™ B uy ~ Xpaq o) Kpay = Xeaqed # (2.3.18a)

asi como de las ecuaciones (2.3.1), (2.3.15) y (2.3.10a), que
permiten obtener la expresién

-~

-1

Xeor = Xpaqe = FXp * OV - FXy )y - GSZY,
_ e L -] =
LA AR AR A A
= - X - -1, ¢
FOX, = Xy jy) * ¥, - (PG, a2 D) ¥, (2.3.180)

De donde surge (2.3.16a)-(2.3.16b), mientras que la ecuacién
(2.3.17) se obtiene de (2.3.10a) y (2.1.10b), ya que se tiene

- -
Peje = EHOX - Xy 0% - X)) (2.3.1882)

con

-

Xe = Xepe = X 7 gpeon * GV
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=0 - Xy pe) - Gy (2.3.19b)

N6otese que en la ecuacién (2.3.15) el estimador depende de
la innovacién de Yt' la cual representa informacién de Y
esta contenlda en el conjunto Yt-l'
estimacién del estado en el tiempo t+1. Por otro lado, Kt definida

en la ecuacién (2.3.16b) se denomina ganancia de Kalman, ya que Kt

 Que no

ésta es necesaria para la

extrae la Informacién necesaria de ?t o directamente de la

observacién Yt' para estimar al estado X de modo que X

t+1’ t+1

puede escribirse

a -

Xeap|t= Py pe-1 * Ky (2.3.20)
y
xt+l|t' tht|t-1 + K.Y, (2.3.21a)
donde
-3 T
F=F-KH (2.3.21b)

Si adem&s de contar con el conjunto de observaciones Y;. se tiene
informacién adicional de Yt que conste del conjunto t" = t+1,
t+2,-+-, t+m, donde m es un entero no-negativo finito, es posible
me jorar la estimacién por medio de las recursiones (SUAVIZAMIENTO
DE PUNTO FI1JO) siguientes (Anderson y Moore, 1978 y Goodwin y Sin,
1984):

-~ -

X |ton™ Xe|ton-1 * Ct|tentten PE2 B = 01,2000 (2.3.222)
T
Pt [t+m pt, |t+m-1 Ct lt*nzt+mct [t+m (2.3.22b)
Cy fton™ Pt |t+n-11rs (2.3.22¢)
titem “t|tem-1" tem 3.
Pt|t+n' Ft+-’t|c+n-1 con Pt|t-1' Pt|t-1 (2.3.22d)
donde
P = - X - e T
Pt]t#n E{(xt+n+1 xt+n+1|t+m)(xt xt|t+m) }
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Es importante notar que las recursiones (2.3.22a)-(2.3.22d), son

aplicadas cuando se consideran las observaclones Y con m 2 0,

tem
para la estimacion del vector de estados en el tiempo t, las
cuales est&n conectadas con el filtro de Kalman, por medio del

-

estimador X esto es, cuando m = 0. Estas recursiones se

t.|t'
obtienen aplicando el filtro de Kalman al espacio de estados

' X F X G
[ ““‘] - [ 0] [ t] + [ ] v, (2.3.23a)
x;»l 0r xt 0

T xt
Y, =[H 0] + e (2.3.23b)
t X’ t
t
con
Xt = xt para t s tf
: ] = *
X“1 xt para t = tf
donde t.f es algin tiempo fijo. Notando que x& = xt para toda t =
f
te.

Con el propésito de estudiar el comportamiento asintético
del estimador del estado Xt. €s necesario conocer algunas
propledades del modelo de espacio de estados, asi como algunos
Pt t-1° Los
resultados que se sefialan a continuacién se obtienen de la Teoria

resultados sobre el comportamiento aéintbtico de
de Control, que pueden encontrarse en Kailath (1980) y Goodwin y

Sin (1984).

ESTABILIDAD: El sistema dado por las ecuaciénes (2.3.1)-(2.3.2) se

dice que es estable si los elgenvalores A de F se encuentran
dentro del circulo unitario, o sea si [A] < 1.

Esta propiedad permite reconocer si el sistema es asintéticamente
estable. Es decir, si el efecto de las condiciones iniciales
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desaparece en el transcurso del tiempo.

DETECTABILIDAD: La pareja de matrices (F,H) se dice que es
detectable si F no tiene eilgenvalores A cuyo elgenvector
correpondiente b # O, sea tal que |A] z 1 ¥y H'b =0. Si H'b # 0
para toda A, se dice que la pareja es observable.

CONTROLABILIDAD: La pareja de matrices (F,G) se dice que es
estabjilizable s1 F no tiene eigenvalores A con elgenvectores
izquierdos a' * 0, tal que |A| 2 1 y a’'G = 0. S1 a'G * O para toda
A, se dice que la pareja es controlable.

La propiedad de observabilidad permite recuperar de manera unica

cualquier estado Xt de xt +n’ si la informacioén
WY grr  Yeenat ¥ W,.¥, oo ¥, y} es conocida. Por el
contrario, la propiedad de controlabilldad permite moverse de un
estado Xt a otro X con {Ht.ll -, W } conocido. Si un

t+n t+1" 7 “ten-1
sistema es controlable y observable se dice que es un sistema

minimo, esto es, que las matrices involucradas tienen el menor
orden posible. Por tanto, la informecién para moverse de un estado

a otro es la minima necesaria.

Para estudiar el comportamiento del estimador de )(“1
obtenido por el filtro de Kalman, es necesario estudiar la

convergencia de puesto que éste es el que dicta el

Pre1]tr

comportamiento del filtro. Entonces, si Pt+1|t

cuando t — w, P debe satisfacer la ecuacién algebralca de Riccatl

converge a P

que se obtlene de (2.3.16a), tomando Pt+1|t' Pt]t-l’ P
P-FPF + DD - &KX =0 (2.3.242)
donde
D = GQ'”° (2.3.24b)
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Particularmente se busca que la solucién de la ecuacién algebraica
de Riccatl sea real, simétrica y positiva definida. Entonces se
dice que una matriz con estas caracteristicas es una golucién
estabilizadora, s1 F (ecuacién (2.3.21b)) tiene sus eigenvalores
dentro del circulo unitaric y es una solucién fuerte, si F tiene
sus eligenvalores dentro o sobre el circule unitarlo.

Los sigulentes dos resultados establecen el tipo de solucién para
la ecuacién algebraica de Riccati dada por (2.3.24a), su
demostracion apareca en Caines y Mayne (1970 y 1971).

TEOREMA 2.3.2: Si (F,D) es estabilizable y (F,H) es detectable,

entonces, cuando t —> ®, se tiene que

Pt+1|t._’ P con r.e. (rdpidez exponencial)
Kt —> K conr.e.

Et — i con r.e.

para toda condicién iniclal Pol_lz O y P es una uUnica solucién

estabilizadora de la ecuacién algebraica de Riccati.

TEOREMA 2.3.3: Si DD’ =2 0, (F,D) es controlable y (F,H) es

detectable, entonces, cuando t —> ®, se tiene que

Pt+1|t_> P conr.e.
Kt —> K conr.e.

it — F conr.e.

para toda condicién inicial P0|-1 z 0 y P es una dnica solucién

estabilizadora de la ecuacitn algebraica de Riccati.

Se procede entonces a construir un modelo de espacio de
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estados especificamente para ‘1t = St + Nt' el cual tal vez no sea
un sistema minimo, es decir, el modelo de espaclo de estados que
se construye, quiza no maneja matrices con el menor orden
posible, pero si permite estudiar el comportamiento del estado
interno Xt de una manera sencilla, ya que se trabaja con las
variables originales de la descomposicién de Y, (Burridge vy

Wallis, 1885).

t

Considere los modelos ARMA de {St) y (Nt) {ecuaciones (2.1.2a) y
(2.1.2b)), en los cuales ¢S(B) Yy BE(B) son polinomjos de grado m y
n respectivanmente, con coeficientes ¢s'1 y es.J para i = 1,2,:-,m
y J=1,2,---,n; los polinomios ¢H(B) ¥ 6,(B) tienen grado p ¥ q
con coeficientes ¢u.l y 8.“} para 1 = 1,2, ,py J=1,2,'-",q.
Luego, se obtiene la representacién de modelo de espaclo de
estados de la forma (2.3.1)-(2.3.2), si se considera
especificamente a

T T T
)t,c (xl.t'xz,t) de dimensién (m+n+p+q) x 1

con

X s !

t'_1'...'3

b b b

1,t = G t-m+1° 01,0 01, t-1" 1,t-n+1

b )T

Kot = (Nl gemm oM e By 00 ¢ 907 0By 4 4g

que son de tamafio (m+n) x 1 y (prq) x 1 respectivamente. La matriz
F se escribe

F, 0
F= (min+p+tq) x (m+n+p+q)
0 F,

con:

104418
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b1 %2 - bs.m-1 %sm ) %,17%,2 " '-es.n—l-es.nw
1t 0 --- 0 o] o o ---0 )
o 1 --- 0 o] o o ---0 0
. . l . . .
o o 1 o] o o ---0 0
Fe |l — — — — — — - — — — — — — ——
0o o - o o] o o ---0 0
0 0 --- 0 o] 1 o ---0 0
o o - 0 o] o 1 .. 0 0
. I . .
0o o - 0 o] o o .- 1 o |

la cual es una matriz de tamafio (m+n) x (m+n). De manera andloga

se construye, con los coeficientes de <|>n(8) y 6,(B), la matriz F,

de tamafio (p+tq) x (p+tq). Las matrices G y H' son de tamafio
(m+n+p+q) x 2 y (m+n+p+q) X 1 respectivamente, y estan dadas por:

T 1 0--:010---0020-+-:0020¢---0
G =
00---000---010::-0120::-0
- — — 1
col. "1 2 -« - m+l - ¢ ¢« ¢ min+l - - - méntp+l - -min+p+q”
mntl
H=1{10---000-:--0120-:--020U0¢-:--0]

Mientras que la matriz de varianzas y covarianzas del modelo se
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obtiene a partir de

T
e =0 ¥ ¥ = (b 441r Pagay)
entonces se sigue que
2
e=1] “1 °2 R=0 S=0
0 L

Obsérvese que las componentes St y Nt son los primeros elementos
de los vectores xl’t Yy Xz't 6 los elementos 1 y m+n+l del vector
estado xt respectivamente. Asi, 1los estimadores de dichas
componentes estaran dados por los elementos correspondientes en el
estimador del estado xt. que se obtliene al aplicar en particular
el filtro de Kalman al modelo de espacio de estados descrito.

Para conocer el comportamiento de la varianza del estado Xt
en el modelo, se necesita conocer los eigenvalores de la matriz F.
Para ello se observa

| | 10
F-AIl-= -Al
0 Fz
FI- Al 0
0 Fz- Al
=| Fy= A1 | | Fy- 2p |

De esta relacién se deduce que los elgenvalores de F son un
conjunto formado por la unién de los eigenvalores de Fl Yy Fz. Para

calcular los eigenvalores de Fl nétese que ésta se puede expresar:

Fo= Fi1 Fi2
1 0 F,,

donde: F11 es el bloque superior izquierdo sefialado en la
descripcién de Fl' y de igual forma se puede identificar a F12 y
713, mientras que Q es una matriz de ceros, por lo que se tiene:
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eIl = Fil- Al Flz
l 1 l 0 r13- Al
= | Fll- Al | | Fla- Al |
l-'u es la matriz conocida como compafiera y la estructura de FIS'

permite obtener:
n 1
| Fypm AL | = (-2)7 ¢ ()

| Fiam AL | = (-2)"

13
asi que

| Fi= a1 | = (0™ ¢_(—)

s A
Debido a que F2 tiene la mismas caracteristicas de Fl' se tiene de
manera andloga que:

- = (-A)P*9 ¢ (-1
| Fpm AL | = (-2)777 ¢ (=)

Ahora, escribiendo

n
$(2 =TT (1-2,,2)

1=1

P__ .
$,(2) = ‘]:!' (- A.JZ)

se puede ver que los m+n+p+q elgenvalores de F se encuentran
dentro o sobre el circulo unitario, y estan dados por (Asl), (A.J)

Yy n+q eigenvalores iguales a cero.

Con el objeto de establecer condiciones para la existencia de una
solucién de la ecuacién algebraica de Riccati en el sistema que se
trabaja (teoremas 2.3.2 y 2.3.3), es necesario estudiar 1la
detectabilidad de (F,H) y la controlabilidad de (F,D), en donde D
esta definida por la ecuacién (2.3.24b) y toma la forma:
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9 0:+:006,0--:000-:-:000-:-0

T
D= 1 ] (2.3.25)

00...000...0@20.--00:20...0
Las condiciones para la detectabilidad y la controlablilidad de las
parejas correspondientes han sido establecidas por Burridge y

Wallis (1988), y son:

DETECTABILIDAD: La pareja (F,H) es detectable si y sélo si los
polinomios ¢S(Z) v ¢'(Z) no tienen raices en comin que se
encuentren sobre o dentro del circulo unitario.

DEMOSTRACION: Para demostrar este resultado, primero adviértase
que s1 ¢ es un eigenvector de la matriz compafiera l"u (bloque
superior 1izquierdo de }‘1), con primer elemento igual a cero,
entonces ¢ = 0. Ahora, sea b un eigenvector de F, de tal manera
que Hb = b, + b donde b, ¥ b

1 min+1’ m+n+1
m+n+1l del eigenvector b. S1 A es un eigenvalor de Fl 6 F, , mas no

son los elementos 1 y

de ambas, se tlene que I:v1 6 b-+n+1

componentes no pueden ser cero 2l mismo tiempo, ya que ello

es cero, pero las dos

implicaria que b = O, esto se debe a que los bloques superiores
izquierdos de l-'1 y Fz son matrices compafieras. Entonces, si l»'1 y
l-'2 ho tienen elg.enva.lores en comin, se tiene que Hb #0 para toda
A y por lo tanto (F,H) es observable.

St Fl y l-‘2 tienen al eigenvalor A en comin, entonces b =

(l.k-l, e -,A-(..”,O. . --,-1,-A-1, e .'_}"(P'”.o' .. .,o)r es un
eigenvector de F, y se tiene que RTb = 0, por lo tanto (F,H) seria
no detectable.

Luego, Fl y Fz tienen el eigenvalor A en comin, si y sé6lo si (1 -
AZ) es factor comin de ¢_(Z) y de ¢.(Z)..

CONTROLABILIDAD: La pareja (F,D) es controlable si y sélo si las
parejas de polinomios (¢S(Z),BS(Z)) y (¢.(Z).8.(Z)) no tienen
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factor comun, donde D esta dada por (2.3.25).

T
DEMOSTRACION: Si u»t (al, a,. "-+n+p+q) es un eligenvector

de F, entonces se mostrara que e’D = 0 si y s6lo sl (¢s(2).85(2))
6 {$,(2),8,(2)} tienen factor coman.

Nétese primero que a’ D =0 implica que a, + a .= 0 y a

1 m+1 Bm+n+ 1’

a = 0. Ahora se escridbiran las ecuacliones involucradas en
m+n+p+1l

nTF = AQT. para lo cual se observa que

F, 0
.TF = .1' 1
o

= ay,s e F (e e s ey o O] (2.3.26)

por lo que las ecuaciones resultan dadas por:

(ail. ° .na-‘_n)rl = A(aI’. * 'pan+n) (2-3-27‘)
(a JF, = Ala ) (2.3.27p)

men+1’ T T Zmenspeq men+1’ " Ppenepeq

de (2.3.27a) se obtienen n+m ecuaciones que son:

n ady ta; <Ay
2) a2 * 2y =2,
3 ads3 * 8, =2y
»-1) "1¢sm—1+ 8 = Aan—l
m) ‘1¢sm =An,
1) _‘lesl * Bpe2” Aa-&l
m2) 8182 * %3 A%,
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wn-1) “218%n-1" Zaen” A8 pn-1
n+n) 8,8, =2,

Ahora, si se multiplica la ecuaclién J por A-J para J = 1,2,°°,m,

la ecuaciétn m+k por A-k para k * 1,2,°°-,n, y luego se suman, se
obtiene
n ¢ n 8 R a n a
a Z st _ Z si . Zz i + ZZ mt+i
145 Al 17 al 12 altl g B
) n a n a
i m+i
= a +a + + —_
1 mtl 1Zz Ai-I 1; ;\1 1
de donde
n n 8
b 71 -1 ‘;i et T 8|
i=1 A 1=1 A
Yy
ald(1)-08())=a +a (2.3.28a)
1 s A s A 1 m+l e

Siguiendo un procedimiento andlogo con las p+q ecuaciones que se
obtienen de (2.3.27b), se tiene
1 ) 1

86(——) 1] =a

‘n+n+1[ ¢I(T A Y min+l * ‘.+n+p+1 (2.3.28b)

Luego, de (2.3.28a) y (2.3.28b) se tiene que a’D = 0 si y sblo si
{¢_(2),8 (2)} 6 {¢ (2),8 (2)} tienen factor comun.
s s N L ]

Se debe de notar primero que el sistema (2.3.1)-2.3.2) sera
estable asintéticamente, si los polinomios autorregresivos de {St}
y (Nt) no tienen raices sobre el circulo unitario, esto es, si los
procesos (St) y (Nt} son estacionarios. Luego adviértase que (F,H)
es detectable si los polinomios Gs(Z) y GI(Z) (ecuaciones (2.1.4a)
y (2.1.4b)) no tienen rafces en comtn, mientras que 1la
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controlabilidad de (F,D) siempre se tendra por suposicién. Asi, se
pueden contemplar tres situaciones para la estimacién del vector
de estados xt contando con una realizacién semi-infinita de la
serie (Yt); la primera, considerando al sistema estable, (F,H)
detectable y (F,D) controlable; la segunda, si se tiene (F,H)
detectable y (F,D) controlable. Finalmente, como tercera
situacién, considerando unicamente (F,D) controlable. Nb6tese que
la primera de éstas situaclones corresponde al caso a) planteado
en la seccién anterior, mientras que la segunda y tercera

corresponden al caso b).

Situacién j) Sistema estable, (F,H) detectable y (F,D) controlable

Como el sistema se considera estable, los eigenvalores de F

se encuentran dentro del circulo unitario, luego, l-‘t —> 0 si t
—> o y se tiene un desarrollo en una serie convergente para (I -
zr)"! con |2] = 1. Por otro lado, como (F,H) es detectable y (F,D)
es controlable, el teorema 2.3.3 establece que, pt.+1|t—'> P, Kt——)

Ky ft—) f. sl t — w. Como P es una soluclién estabilizadora de

la ecuacién algabralca de Riccati, tambien Ft-—-) 0 y existe una

serie convergente para (I - ZF)-1 con |Z| = 1. Considerando estos

resultados y la informacién (Yt.| t' s t+m, m 2 0 finita} de la

serie {Yt). el filtro de Kalman permite escribir a xtltﬂn como

X e 7(B) Yy (2.3.292)
donde
Bt -1~ -1
W=z @+ § pFYRI 7 (22 (2.3.28b)
i= 0

7_,(2) = -z 7k (2.3.28¢)
7@ = (1 -2y (2) (2.3.29d)
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que puede obtenerse, escribiendo primero, de la ecuacién (2.3.22a)

a tht*‘ CORO

Xt Jten™ Xt tem-1 * Cejten Yeom

~ ~

Y Y

" Xiftom-2 * Ctftem-1Ttem-1 * Ct|ten"ten

= i + C ?
t]t-1 iz o tlt+i'tsl

donde, a partir de (2.3.22d)

Petes™

P )te1-1

"R’"ﬂ

Pelte1-2

y de (2.3.22c) se expresa a

=T -1
Cejers = Prjres®®
-1

= P(F) =
que al ser sustituido en (2.3.30), produce

m
v v ~T. i -1
X jtom = X ft-1 * 12 OP(F VEETY,,,

Ahora, de la ecuacién (2.3.21a) se sigue que

Xeaafo = Fyjeog * Ky = FOX gy o + KV ) + KV,
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(2.3.32)

(2.3.33)



= 7_,(B)Y, con  7_,(2) = (1 -2k (2.3.34)

de donde X puede escribirse como

t]t-1

-

X, (g1 = BI_ (B0, (2.3.35)

que, a su vez con la ecuacién (2.3.2), permite expresar la
innovacién de Yt como
- H'X

W= t]t-1

T
= v, - B{By_ (B)}Y,

= 7_,(B)Y, con  ¥_,(2) =1 -2z (2} (2.3.36)

Al sustitulr ésta Junto con la ecuacién (2.3.35) en (2.3.33), se
obtiene (2.3.29a).

Recuérdese que las componentes St y Nt de Yt son los
elementos 1 y m+n+l respectivamente, en el vector de estados Xt. y
que en la presente situacién se trabaja con series estacionarias,
es posible entonces dar una versién matricial del teorema 2.2.2,
esto es, donde los elementos 1 y m+n+1 de E(xt|(Yt}) correspondan
a las estimaciones que se obtienen por medio de (2.2.9a) y
(2.2.22) respectivamente. Para obtener dicha versién, es necesario

primero, encontrar las fgc de xt, Yt y la fgc cruzadas de xt y Yt'
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Para obtener la fgc de xt y Yt' primero se representara al
vector de estados y a la salida como un proceso de promedios
moéviles. Para el caso del vector de estados, hablar de dicho
proceso es posible si se observa en la ecuacién de transicién
(2.3.1), que )(t es un proceso estacionarlio, generado por el vector
autorregresivo de orden uno

(I - BF)X, =GN, _, (2.3.37)

El proceso xt es estacionario ya que las raices de |I - ZFI = 0 se
encuentran fuera del circulo untario, debido a que F tiene sus
eigenvalores dentro éste. Luego, del teorema de la descomposicién
de Wold, versi6én multivariada (Hannan, 1970), Xt se escribe como

X, = ¥ (BIV, con ¥ (2) =(I- zF) " l¢ (2.3.38a)

Para el caso de la salida Yt' es importante notar que (?t) por
construccién, es un proceso de ruido blanco con media cero y
Ya.rianza Z (Anderson y Moore, 1978). Luego, escriblendo Yt = ?t +
Yt|t—1' de las ecuaclones (2.3.2) y (2.3.20) se tiene que

-

< T,
RS AT
~ T _* ~ ~ T * T~
Y R g ep P Ky =Y P WX ot BRY
t-1
= ¥ Tl Tt
Y.+ J WFK,_ _ +HF Xo|-1
1 0
= wB)¥, cony(2) = {1+ U - Z0)7R) (2.3.38b)

104418
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1

DEFINICION: Las funciones generadoras de covarianzas de Xt Yy Yt

estan definidas como

12 =y @ulzh = -z lwsa -2 (2.3.30)
£(2) = p@n'2) = {1+ 200 - 7K}z 14 27T

(-2} (2.3.39m)

De estas definiciones es posible encontrar la fgc cruzadas de Xt y

Yt' esto es, encontrar

> 1
£,.,(2) = ): E(XY V4

(2.3.40)
Y Wi

Esta funcién se obtiene si se escribe Y:-i de la ecuacién (2.3.2)

como

T _ T T

Yooy = Xeq® * ey
de donde

T T

X Yoy = xt B Koy
y
E(XtY 1) = E(tht l)H + E(X e i)

= E(tht i)H

multiplicando esta expresién por Z1 y sumando para todo entero 1,

se tiene
- S > T o1
E(X,Y,_)Z = } E(X,X,_,)Z'H
{S-w {Z=-0
£,,(2) = £ _(2)H (2.3.41)

El slguiente resultado, proporciona la versién matricial del

teorema 2.2.2



TEOREMA 2.3.4: S1 se cuenta con la informacion {Y,,| t' = tem, con
m x 0 finita) de la serie ty,} vy st (?t) es el proceso de
innovacién generado por (Yt}' con

1) Yt = ¢(B)Yt
.

11) E(th(Yt)) = IZ_nHth_i donde M, es una matriz de

constantes para toda 1{

Entonces

E(X, [{Y,}) = y(B)Y, (2.3.42a)
donde

1,.-1.1 Y -1 -1
22) = |t_(@ {w 2 )} £ {w(Z)} (2.3.42b)
xv -m

DEMOSTRACION: Para demostrar este resultado, se ver& que por medio
del filtro de Kalman se obtienen las condiciones i y 11, de igual
manera se tiene 1k(Z) = y(2).

La condicién 1 se obtiene a partir de la ecuacién (2.3.38b). Por
su parte, la segunda condicién, se obtiene al escribir la ecuacién
(2.3.33) como

m
xt[tﬂ: = xqt-; + 1Z 0"1“},,1 (2.3.43)

donde M, = P(F)'HE™, y de 1a ecuacién (2.3.20) se tiene

Xeje-1 = Peoge-2 1

- P Xe-2|t-3 * FKYy 5 + KYy

+ KYt_

- 43 -




.

= N(B)Y,_, con  M(B) = (I -2zF) 'k (2.3.44)

que al sustituirse en (2.3.43) determina la condicién ii. Asi,
como las condiciones se obtienen usando el filtro de Kalman, se
mostrarda que los polinomios matriclales (2.3.29b) y (2.3.42b)
coinciden, mostrando explicitamente que (2.2.9a) y (2.2.22) se
obtienen mediante esta técnica.

-1

Obsérvese que C = PIE ', K = FC (en el modelo de espacio de

estados para (2.1.1), con S =0) y F=F - KHT. que se obtienen de
(2.3.10b), (2.3.16b) y (2.3.21b) respectivamente. De este modo la
ecuacién algebraica de Riccati (2.3.24a), se expresa como

GQG’ = P - FPF' - KiK'
= P - FPF' - FPHK
=P - FP(F' - KK)
= P - FPF" (2.3.45)

Ademés, de las ecuaciones (2.3.36) y (2.3.38b) se considera

Na(Z)].1 = ;_1(2). Entonces, 7,(Z) (ecuaciones (2.3.29b)-
(2.3.29d)) se escribe como

v, (2) =2 - Z#) 7k + Z (O iy (2)2
%0

=2(I-zi‘)'1x+9[ #iz ]nz1
1=o

=z - z?)'lm(z)z + P(I - Z.lfr)-ill 2-1;_1(2)
-m (2.3.46)

donde el primer sumando de la expresién encerrada entre corchetes
se puede expresar a partir de (2.3.38b), como
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2(1 - 2 p(2)E = 21 - 29 kg1 + T -z k)

=20 - Y1+ z'a -z e
=201 - Y -z« za"pI - )7
=201 -2 N1 - 2(F - DI - 27k

=21 - zF) "Y1 - 2 a - z0) 7 ks

=21 - zF) 'z

= 2(1 - zF) " !FPH (2.3.47)

De esta manera, al sustituir ésta en (2.3.46), se escribe

1

7,(2) = [zu - zF) " YrPH « P(I - z"i")"u] Y @

-1
m

[{zu - z0) e - 27U 4 ppa - z“i-’)"u] £ @
~n

[(1 -z Yzrpax - 27 + (1 - zo)R}

(I - z“i")"n] T @
-m

[(1 - z5)"Yzrp - FF° + P - zFP}

(I - z"?‘)*n] 7@
~m

(2 (2.3.48)

[(1 -z NP - PRI - z"i“)'ln] £y
-m
Ahora, nétese que

a-z'Mm il Eh-a

27 - 27 a - 27 iy
= -2 Y - 27T - 2

=a-z2'¥Ya -2 -



T pa - 27

s -2V Y -2 - 2l

(1 -2%) (2.3.49)

asi pues, al sustituir (2.3.45), (2.3.49), (2.3.39a) y (2.3.41) en
la ecuacién (2.3.48), se tiene finalmente a (2.3.42b), esto es

7 (2) = |1 - z5) Yege™(r - z"r’)"n{;fl(z")}] @
-n

[ ~T -1 -1~
= | £ (2)8 {7_ (2 )}]_.z 7,2

.

= | £ 2 {u’(z“)}"] e}
- .

1

Sityacién §i) (F,H) detectable y (F,D) controlable

La ausencla de estabilidad asintética en el sistema implica
la existencia de eigenvalores de F sobre el circulo unitario.
Luego, al menos una de las series (St) y (Nt} es no estacionaria,
es decir, éstas siguen los modelos (2.1.3a)-(2.1.3b), y al menos
uno de los polinomios Gs(Z) y Gl(Z) es diferente a la unidad.
Entonces, se sigue que la serie (Yt) es no estaclonaria y generada
por un modelo de la forma (2.1.5a)-(2.1.5c). Ahora, que (F,H) es
detectable asegura que los polinomios 65(2) y 6.(2) no tienen
raices en comin, este resultado aunado a la propledad de
controlabilidad (teorema 2.3.3) perilten obtener nuevamente,
mediante el filtro de Kalman, un estimador de Xt (ecuaciones

(2.3.29a)-(2.3.29d)), aun cuando las componentes son series no

estacionarias. Que el estimador se obtenga por medio de 7+ como.

en el caso anterior, es debido a que éste depende de la solucién
estabilizadora de 1la ecuacién algebraica de Riccati, a 1la

existencia de (I - Zf')_l como una serie convergente y a la
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convergencla de la ganancla de Xalman, condiclones que se obtienen
a partir del teorema 2.3.3.

Por otro lado, se obtendrda la versién matriclal de las
estimaciones a las componentes no observables de Yt para el caso
no estacionario (ecuaciones (2.2.25a)-(2.2.25b)), con el objeto de
mostrar que éstas coinciden, en el limite, con las obtenidas a

partir del filtro de Kalman.

De manera andloga a como se obtienen las ecuaciones
(2.2.25a)-(2.2.25b), es necesario definir las seudofunciones
AN
generadora de covarianzas cruzadas de xt y Yt’ Para ello, primero
se escribe de las ecuacliones (2.3.38a)-(2.3.38b) a

generadoras de covarianzas de X asi como una seudofuncién

X, = W (2)¥, con ¥ (2 ={1+2ZF + PP+ - |G (2.3.508)

Y, = ¥(2)¥, con W2) = {1 +zZH(L + ZF + ZF--.)K} (2.3.50)

que se obtienen por el hecho de que F tiene eigenvalores sobre el

circulo unitario. Luego (I - ?_l")"1 se transforma en la serie no

convergente {I + ZF + - }. ¥y es remplazada en
(2.3.38a)-(2.3.38b), debido a que tanto Xt como Yt son ahora
procesos no estacionarios.

DEFINICION: Las seudofunciones generadoras de covarianzas de )(t Yy

Yt estan definidas como

T -1
st‘x(Z) = i’x(Z)QWx(Z ) (2.3.51a)

sf,(2) = W2 (2 (2.3.51b)

De estas definiciones y de la ecuacién (2.3.41) se encuentra
sf“(Z) como
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sf!y(Z) - sfx(Z)H (2.3.51c¢)

La versién matricial de la extensién propuesta por Plerce (1979)
(ecuaciones (2.2.25a)-(2.2.25b)) se obtiene cambiando la fgc por
la seudofuncién generadora de covarianzas en (2.3.42b), esto es

-1,,-1 -1 -1
7(2) = [sfﬂ(z) ¥z} ]‘-z {¥(2)} (2.3.52a)

que a partir de (2.3.50a), (2.3.5la) y (2.3.51c) se expresa como

7(2) = [{I + ZF + 22F2 + °~'}GQGT{I . z’lrf . Z-Z(FT)Z .ot

Bl 2 }] 7@ (2.3.52p)
-

donde nuevamente se considera ;_1(2) = {i(z)}-l que puede
escribirse como

7.,2) = {1 - 21+ F + 2P .ox} (2.3.53)

al cambiar (I - Zi-")-1 por su respectiva serie convergente. Ahora,
considérense las sigulentes relaciones

{I+Zr+zzl-'2+---}K;_I(Z)-{I+Zf+22§2+---}x (2.3.54a)

1 T2

Fez22 s gt (2

{1 +2 ) =

=11 2

{1+2F + 27 2

(FH+ ... (2.3.58p)

La primera de estas ecuaciones se obtlene al sustituir (2.3.53) en
ésta y asi, (2.3.54a) se escribe como

{1+zr+zzr+ <-- i1 - 2u'(1 +2F+ PP . --+)K}
={1+zr+z2r2*---Hr-m’(1+z?»zzi‘-2+---)}x

para que al multiplicar después directamente las series, se tenga
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que el coeficiente de 2J ests dado por

XJ FJ-I 'l'~i

i= 0

lo cual puede escribirse como

):’ P ) ZJ'Z I gTEl _ !

i=0

.F[FJI f T r~1]_mri_~.,j-1

N6tese en esta expresién, que el coeficiente de 2J se puede
obtener mediante la recursioéon: Coeficliente de ZJ = F[Coeficiente

de ZJ-ll - KIIT?J-I- i". para § = 1,2,3,-°- ¥y Zo = I, puesto que F
= F - K‘H’; de esta forma se obtiene la ecuacién (2.3.54a). La
ecuacién (2.3.54b) se obtiene de manera anfloga.

Ahora, se debe tener en cuenta que al pasar de un conjunto

+
finito de observaciones Y, = {Y,, Y,.-:-. Y.V, ,.-o-.Y, '} al

conjunto (Y | t* s t+m, con m =z 0 finita} para obtener el
est imador de X mediante 1k(Z), este ﬁltino conjunto se determina

cuando Y —3 o 0 t —> ». Luego, si x es el estimador de xt

t|t+m
dado el conjunto de observaciones Y , con xt|t+n xt|t+m cuando
t — =, entonces existe tc tal que
I t.|t+ "X <€ para toda tzt  (2.3.55)

donde Il + |l es cualquier norma vectorial, puesto que al trabajar
con vectores (matrices) de dimensién finita, cualesquiera dos
normas son equivalentes {Taylor, 1957).

TH)REHA 2.3.5: Si se cuenta con la informacién Y de la serle {Y }
y x = ;(B)Yt. entonces existe tc tal que
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nxt

¢~ xt|t+m lH<e para toda tet (2.3.56)

DEMOSTRACION: Para demostrar este resultado se mostrara que X: =
x:lt*n' a partir de que el polinomio 1k(2) coincide con y(Z) para
cualquier t finita. Para ello, nétese que 7k(2) se puede escribir
como

m

@ =2+ F+ 2P+ e | 2@ @ s w2
i 0

donde U(Z) son potencias de Z mayores que una t fija. De tal forma

que los dos primeros sumandos proporcionan x:lt e luego por 1la
ecuaclén (2.3.54a), se puede escribir

m
n@ =20+ F+ 2P« @+ T R EETY_ @)

1% 0 1

L
+ U (2)

n
= { 2(1I + ZF + 22F2 + +++)FPH + Z z‘ip(i‘.'l')lu } I-l;_l(Z)
1= 0

+ U.(Z)
m
= { zFeH + PP+ -o0) + T 27 E } Y 2
1% 0
s U@ (2.3.57)

Por otro lado, de (2.3.52b) y (2.3.54b) se tiene que 7(2) es igual
a

7(2) = [{I +2ZF + PP+ -+ JoQe™{1 + W . 2% 2 . ...}n]

£y

~m
1(Z) (2.3.58)
donde al multiplicar las series que se encuentran dentro de los
corchetes resulta una serie cuyos coeficlientes est&n dados por
e R R | =T 1+ ® T i) arg
Coeficiente de 2°: J FiGog"(F) " = J Fleoe’ (¥ (F)u
i= 0 =0



S B 3P 3 |
Coeﬂclentedezo:z Flege”(F)'in
1% 0

[_J
Coef'iciente de ZJ: Z

[ ]
F 606" (F) ' = 7Y Z Flees"(F) |
1% 0 1% o

para toda J finita. Al notar que los coeficientes dependen de la

- .
serie 2 FlGQGT(F)l. sl se muestra que la serle converge a P, se
1= 0

tiene que los coeficientes de ZJ y 2 J estaran dados por FJPH y
P(Fr)‘lll respectivamente, y asimismo el coeficiente de ZO serd PH.
Con esto se demostraria que (2.3.57) y (2.3.58) coinciden para
toda t finita. Luego, como existe tc tal que (2.3.55) se cumple,
se tiene que (2.3.56) es vaAlido para toda t finita mayor o igual a
tc' Entonces, para mostrar que 1la serile en cuestién es
convergente, nbtese que r(F) = max {|A] : A eigenvalor de F} = 1,
y que r(F) = 11a [I F* I/P
n-oow

que r(F) <1 yr(F) = 1n il FI
no o

L4
de la raiz indica que la serle z TR TN FIH, es una serile
0 A B P |
convergente . Por lo tanto, la serle Z F'GQG (F')" es una serie

i= 0
absolutamente convergente debido a que

(Taylor, 1957), de igual forma se tiene

/P Con base en esto, el criterio

TR P 1
T nreee" @M= T O riineee i M
i= 0 1= 0

> i a1, 1
s a [ HFE EFD
i= 0

0
s« Z RSN T
i1£ 0

donde 0 < a < » . Finalmente, para mostrar que la serie converge a
P, se sustituye la ecuaci6on (2.3.45) en la serie para obtener una
serie telescépica que converge a este valor.

104418
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Situacion §13) (F,D) controlable

En esta situacién se sigue trabajando con serles no
estacionarias, pero ahora se consideran serles donde los
polinomios GS(Z) Y 6.(2) tienen factores del tipo (1 - AZ) con |A|
= 1 en comin, debido a la falta de detectabilidad. La presencia de
dichos factores no permiten solucién a la ecuacién algebraica de
Riccati, lo cual implica que no es posible utilizar el polinomio
7k(2) para la estimacién del vector de estados xt. Entonces,
primero se estudia el comportamiento de Pt ﬂl t antes de presentar

alguna relacién con la extensién propuesta por Pierce. Con este
propésito se encontrara una forma normal de Jordan a partir de una
transformacién no singular T, que tiene la caracteristica de
conservar la propledad de controlabilidad, la cual se preserva
bajo este tipo de transformaciénes (Kallath, 1980) y aisla los

eigenvalores que ocasionan que el sistema sea no detectable.

Para construir esta transformacién, es necesario encontrar m+n+p+q
eigenvectores linealmente independientes (recuérdese que la matriz
F = diagonal[l-‘l.l-'zl tiene m+p eigenvalores diferentes de cero y
n+q iguales a cero, de los cuales m+n pertenecen a Fl)' que se

obtienen de la siguiente manera. Considérese que l-'1 tiene 1los

elgenvalores Al (1= 1,2,--:,m) diferentes de cero y n ceros, donde

los eige\nvectores correspondientes a cada A, son de la forma

i

-1 .-2

-(m-1)
1Ay

1

T

bli

= (1. A .'IA 10-“'10)

debido a que el bloque superior izquierdo de l-‘1 es una matriz
compafiera. Estos vectores son linealmente independientes si todos
los eigenvalores 7«1 son diferentes. En caso de que alguno de estos

elgenvalores tenga multiplicidad RT. se encuentran a partir de b

11
otros Rf - 1 eigenvectores, por medio de la recursioén Fle 1
[
AibJ,l bJ_l.icon J = 2.3.---.R1. Ahora, con respecto a los n

eigenvalores iguales a cero, se puede encontrar un primer

eligenvector 31. del cual se encuentran los restantes n-1 mediante
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= @ con { = 2,3,--,n. Como la estructura de }'2 es

Fis 1-1
identica a 1la de Fl’ de 1gual forma se encuentran 1los p
ejgenvectores (dl) correspondientes a los eigenvalores diferentes

de cero y los q eigenvectores (“1) de los cero.

Sean Al Az.---,kr los eigenvalores comunes a l-‘1 y l-'2 con

L
multiplicidad RT y R: respectivamente. Si Ri = min (RT,R:) tal que

rs= 21R1. entonces se pueden construir las matrices A,B,D y U de

la siguiente manera

[31332] = {bl"..'br:br’l"...b.}
(Dy:Dy) = {dy,++d cd 0 ed )
A={a,--,a} U= (ul.---.uq}

donde 81 y Dl son matrices asociadas con los eligenvalores
Al.---,hr. A partir de estas matrices se construye 1la

transformacién T como

0 l:)2 0 I -l)1 0 E | ptgq
n+p-1r n+q+r
. -1 . -1
tal que F* = TFT, " =T 6, ()T = HTy X}, =T'x,,, con

lo que se forma el espacio de estados

.G.

t“l] r ] tt] s :]ut (2.3.59)
G
t+1 A}

- B
X
v, = @ = () ol|! ‘] (2.3.59b)
27t

donde l-': es una matriz de tamafio (m+p-r)x(m+p-r), de tal modo que
los eigenvalores de ésta son los eigenvalores diferentes de l-‘1 y

Fz. Luego, el subsistema compuesto de l-‘ G: y (H:)T es detectable

1)
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y controlable. Por otro lado, los eigenvalores de F; (matriz de
tamafio (n+q+r)x(n+q+r)) constan de los eigenvalores repetidos, mas

los ceros de Fl y F Ahora, al aplicar el filtro de Kalman al

5
nuevo sistema, se obtienen las ecuaciones
. . - - oe
X F. O X
1 t+1|t - 1 1 t|t
i' ] [ o F. [ i' ] (2.3.60a)
- 2 t+1|t 2 - 2 t|t
. ‘l . ]
X C
el ] - [1.:“ e [1 :"] ¥, (2.3.60b)
X C
- 2 t|t 2 tlt 14 2 t]t
.- » ] N
lct|t] . [Pt|t-1“'” Peje-1(1:2) ] ot ] £l
» » - t (2.3.60c)
| 2ct]t Pt|t-1(2'l) Pt't_1(2.2) ]

* L
P, (LD P, (1,2) ] [H
z, = ()0 [ tle-t tle-1 [

*
1 ] (2.3.60d)

Ptlt 1(2 1) Pt|t 1(2 2) | o
que sirven para obtener la estimacién del vector de estados xt+1.
dada la informacion Y,. Por otro lado, la varianza de éste se

t
obtiene a partir de (2.3.45) como

[ tﬂlt(l 1) Ptﬂlt(l.z)] [ } rt|t 1(1 1) Ptlt 1(1,2)]
»
t+1|t(2 1 p? (2,2) 0 1-' (2,1) p* 2,2)

t+1t Pejt-1 t)t-1

., 0 17 [<",2 ¢ a2
AU I . (2.3.61a)
P, Fat Q2.1 ¢*(2,2)
donde
r » - L] ] . T
. o K F,- o
Ffo=| ! ,] - [ 1t EhTon - [ PR ](z.a.sm
o F K T F
- 2 Kz.t 4 Kz,t 1 4
. " - L]
K oo c
N ] = [ ! 3 [1 :It ] (2.3.61¢)
LKt 0 P2 L%

- 54 -




Q"(1,1 ¢*(1,2)
(2.3.61d)

o ..T
GQG) =
{ Q®2,1) ¢*(2,2)

Con el fin de estudiar el comportamiento del filtro de
Kalman, es necesario trabajar con la ecuacién en diferencia de

Riccati (2.3.61a), la cual proporciona tres bloques de ecuaciones,

que son
=8 T »
t+1|t(1 1) = FiP It_1(1.1) (F] )+ @, (2.3.62a)
= T .
t+1|t‘2 1) = tlt 4@ F )T+ Qe (2.3.82b)
~ = T
t*llt(z ,2) = FthIt_I(Z,I) (FZ, + F Ptlt 1(2.2) (F3’t)
(]
+Q (2,2) (2.3.62c)
puesto que Pt+1|t(1 ,2) = [Pt 1It(z,l)]T. Nétese que la ecuacién

(2.3.62a) es 1la ecuacién en diferencia de Riccati para el

G. y (H:)T, en el cual (F{,H:) es

subsistema formado por Fl' 1

detectable y {F’.[Q‘(l.l)]lfz} controlable, donde ([Q"(l,l)]l/2

el bloque superior izquierdo de G 01/2 . Luego, a partir del

. .
t+1|t(1 1) — P (1,1), Kl,t-—’ Kl y
=&

Fl t——» f: cuando t—> «, donde Fl tiene sus eligenvalores dentro

teorema 2.3.3 se tiene,

del circulo unitario. Por otro lado, considerando la convergencia

=
de Fl ¢ @ Fl, la ecuacién (2.3.62b) se escribe como

(2,1) = F

» =&.T .
2Pt t-112:1) (Fy) + Q(2.1) (2.3.63)

*
Prer|t

Vectorizando ésta, se tiene
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VeciFt, 1 (2. 1)} = {F] o F3} Vec{P} | (2,1)} + Vec{®(2,1)}

te1]t tit-1

para escribir

{1 - (F] @ F3)BjVectP}, . (2,1)} = Vec{e®(2, 1)}

t+1]t

y poder ver que la ecuacién (2.3.83) tiene soluclén si las raices
de |1 - Z{F: ® F;}I = 0 se encuentran fuera del circulo unitario 6
los eligenvalores de {f: ® F;} se encuentran dentro de éste. Ya que

los eigenvalores del producto Kronecker de F; y F., son el
producto de los eigenvalores de estas matrices, (2.3.63) tine una

solucién P’(z,l). Puesto que los eigenvalores de F; se encuentran

dentro y sobre, mientras que los correspondientes a f: estéan

estricamente dentro de circulo unitario. Es importante observar

que la convergencia de P:+1|t(2'1) a P.(Z.l) no inicia a partir de

que F: t alcance su limite f:, sino en un tiempo t = T finito, tal

que F: c tenga sus eigenvalores estrictamente dentro del circulo

unitario.

Antes de discutlr la ecuacién (2.3.62c), nbédtese que la

convergencia de (1,1) y de

(2,1), ocasiona la

]
t+1|t Pra1|t

convergencia de la ganancia de Kalman (K:), de F: y de zt. Esto

puede verse si se escribe la ecuacién (2.3.60d) como

= (H )T By

e fe-1(101) n'; (2.3.64)

mientras de las ecuaciones (2.3.60c) y (2.3.61c)

» - _
X F} (1,1) H
K = [ :t] = [ tlt ! 1 % (2.3.65)

!
k2.t 5 "t|t 1120 8 2,

finalmente, mediante esta altima expresién se ve la convergencia
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de F: (ecuacién (2.3.81b)). Ahora, si las ecuaciones

.{2.3.62a)-(2.3.62b) han alcanzado su solucién, la ecuacién
(2.3.62c) se escribe como

L] =% »

P (2, 1)(1") +l-' Ptlt -1

l
Ptlt-1

(2,2) = (z.z)(i“)‘ +Q(2,2)

t+1|t

(2,2)(F)" + Q*(2,2)

]
2

P
F, P (2, 1)(F )

de donde

(2,2) - (2,2) - P

L]
(2,2) = F {P t-llt‘z

». T
(2,2) J(Fy)

!
t+1|t t|t-1 t]t-1

a partir de la cual

1+l

(2,2) = P} |-1(2:2) * X {Pili ,(2.2) -

5 (2,2)}

L]
Pear|t 7. 11-2

t
.1, .
-pl 2.2) + F (R P (2,2) -

* 1T
(2,2) i(F,)
i€ o s 2

Po|-1

En esta expresion se observa que P (2,2) tendréd un limite si

te1t
el segundo sumando es acotado, lo cual no se puede asegurar ya que

F; tiene eigenvalores sobre el circulo unitario. Ante esta
situacién, se considera que la ecuacién (2.3.62c) no tlene
solucién en general.

Tomando en cuenta la discusién anterior con respecto al
filtro de Kalman, se mostrard que el estimador que se obtlene
mediante éste (después de aplicada la transformacién T),coincide
en el limite con el obtenido por medio de la extensi6én de Pierce).
Para esto, nétese que (2.3.52a)-(2.3.52b) siguen representando la
extensién propuesta por Plerce, sé6lo que al trabajar con el
espacio de estados transformado (2.3.5%a)-(2.3.59b), se tiene que

cambiar F por F'. Ademds 7_, = {W(Z)} o (2.3.83) os wa cerle
convergente, aun cuando {I + zF* + ZZ(F ) +--} no lo sea. Esto
se puede notar de
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~

F

) - ()T, ol[
M

i ]

0 K
1 1 . T=] @

=[] ot
1 2 LK

1 * T L]

que es el coeficiente de 2" en (H ) {I + ZF + ---}K. De aqui, las
relaciones (2.3.54a)-(2.3.54b) también son valldas, pero ahora
(2.3.54a) es una serie no convergente, mientras que (2.3.54b) si
lo es.

xt|t+m. con xt =
7(B)Yt dada la informacién (Yt‘l t's t + m, con m 2 0 finita).

Luego, existe tc tal que

Del teorema 2.3.5 se sabe que X: — Xt =

" (iz)* -xXl<e para toda tat (2.3.66)

y se tiene el sigulente resultado

TEOREMA 2.3.6: Sea T una transformacién no singular, tal que, el
modelo de espacio de estados (2.3.1)-(2.3.2) correspondiente a
(2.1.1), es transformado en (2.3.59a)-(2.3.58b) donde {F},(H])T}

es detectable, {F:.[Q.(l.l)lllz} controlable, (H*)'= [(H;)T. o} y
los eigenvalores de F; se encuentran dentro o sobre del circulo

unitario. Entonces, existe te tal que

1 {i:|t+n}* - i: Il < e para toda tzt, (2.3.87)
DEMOSTRACION: Para demostrar este resultado se mostrara, de
manera andloga al resultado 2.3.5 que (;!:)+ = {izlt*n}+' a partir
de que los polinomios 1k(2) ¥y 7(2) nuevamente coinciden para toda
t finita. Para esto obsérvese que la ecuacién (2.3.54a) se sligue
cumpliendo, luego de (2.3.57), 1k(2) se escribe como

7,(2) = {(zr'P'H' + 2P e 0 T Z-ip.(ﬁ')i".}z-l;q‘z’
1€ 0
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+ 2 (2.3.68)

donde
31 L] L] ]
eioe_ [F1 O}[Fan Pa2qrg
(F*") 'p" o
o e Pl“ (2.2l o
:‘ P1,1) o]
= (2.3.89)
! ¥}

es el coeficlente de 21, el cual depende unicamente de las
soluciones a las ecuaciones algebralcas correspondientes a
(2.3.62a) y (2.3.62b), que se obtlenen analogamente a (2.3.24) y
estan dadas por

P'(1,1) = r'l' P*(1,1) ;':T + (1, 1) (2.3.70a)

P*(2,1) = r; P2, 1) o Q"(1,2) (2.3.70b)

Mientras que los coeficientes de‘Z-i, estan dados por

r o L ~%. 1T T "
Ty - P (1,1) P (1,2) ][(Fl) M, ][“1]

=#. 1T
P (2,1) Pili 1(2.3) 0 (F.)

3

1

| P%2,1) (r‘)" "

(2.3.71)

" PY(1,1) (?')i’ * ]

Luego, de (2.3.69) y (2.3.71) se puede escribir a (2.3.68) como

.2 »
F F P(1,1) H
1k(Z) = 2 + Z2 + o-ol
F P (2,1) H

m <% iT
E 2! [P (.0 FpT ] 17 @+ @2 (2.3.72)
~% it _w -1 o

P (2,1) (Fl) Hl

-

P’ (1,1) H

lH.
L I ]

P* (2,1) H

e
—
-
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Ahora de (2.3.52b) y (2.3.54b), 7(Z2) se sigue expresando como
(2.3.58), y los coeficlentes se pueden escribir como

(3
Coefictente de 273 | F*! qc"c® Tp (P

1& 0
> - NETRIL
- Q.“ 1 (F (“) : (2.3.73a)
“ (2,1) FHIT ]
" f=o

Coeficiente de 2°: Z ! c%c® T} 7Tt

&0
MY (r‘)“ K]
= (2.3.73b)
" Q"(2,1) (F} Rl o
Coeficiente de ZV: Z PO e Ty 7T K
[ ]
r:“"-” Q" (1, 1) (FT o]
- (2.3.73¢)
P g2, 1) DT ]

1= 0

Que estos coeficientes coinciden con los coeficientes de (2.3.72)
para toda J finita, se sigue del hecho que (2.3.73a)-(2.3.73c) son
convergentes. Lo que se puede ver, notando primero que las series
generadas por los bloques superiores de estos, presentan
exactamente la misma situacién que los coeficientes de (2.3.58),
los cuales se han mostrado que son convergentes, y segundo, la
convergencia de las series generadas por los bloque inferiores, se
obtiene a partir de

. = =8 11}

vec{Fy' Q2,10 (F'T} = {(FD' o F3'} vecia® (2, 1)}

= {F* o F'} vecla®(2,1) (2.3.74)
1°F;

donde, se ha visto que {?: . F;} tiene sus elgenvalores dentro del

-
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circulo unitario. Luego, {?: ® F;}i —» 0, que 1implica la

=] w, _ ») .
convergencia de z Vec {Fz Q (2,1) l-'1 } ¥y por lo tanto de Z
. o
ré’o'(z.1)(r;)". la cual a su vez determina la convergencia de

los bloques inferiores para toda J finita. Ahora, si en (2.3.70a)
- (2.3.70b) se despejan 0-(1.1) y Q.(Z,l) para sustituirse en los
bloques superior e inferior de (2.3.73a) -~ (2.3.73c¢)
respectivamente, se obtlenen serles telescépicas, las cuales
convergen a los coeficientes de (2.3.72). Finalmente, (2.3.67) se

sigue, puesto que existe tc tal que (2.3.66) se cumple. g

104418
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CAPITULO III
CONDICIONES INICIALES

Considerando que en la préactica se cuenta con una
realizacién finita de la serie (Y,‘). el filtro de Kalman
proporciona una técnica mediante la cual se puede enfrentar el
problema de extraccién de sefial en la realidad. Puesto que el
filtro de Kalman es un algoritmo recursivo, este capitulo presenta
céomo iniclalizar el filtro en la préactica, de manera que al
utilizar éste y el algoritmo de suavizamiento de punto fijo se
obtenga el estimador itlt'ﬂl .t|t*" Se
supone que la informacién con la que se cuenta son los modelos de

y la covarianza de xt - X

las componentes (St} Yy (Nt). y una realizacién finita de la serie
observada (Yt)'

El capitulo estd4 dividido en cuatro secciones; la primera
presenta el modelo de espacio de estados, el cual se considera un
sistema minimo (Aoki, 1987) y (Kohn y Ansley, 1986); las tres
secciones subsecuentes corresponden a la obtencién de ;(tl tem Y
Ptltﬂn' considerando las tres situaciones para la estimacién del
vector de estados presentadas en el capitulo II, lo cual es el

enfoque de Bell y Hillmer (1987).

II1.1- SISTEMA MINIMO

Para construir un modelo de espacilo de estados que
corresponda a (2.1.1), de tal manera que cuente con el minimo
orden de las matrices involucradas, considérese primero el modelo
ARMA de {(S,} dado por (2.1.2a), en el cual ¢S(B) y 6_(B) son
polinorios de grado m y n respectivamente. Luego, si h1 = max (m,
n+1) se tiene que

X te1” Fi¥ e * 640y ey (3.1.1a)
S, = Hy X (3.1.1b)
v = Hy Xy 1.
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es el modelo de espacio de estados para la componente St en
(2.1.1), xl ¢ es un vector de tamafio hl x 1, donde los elementos
ge definen como

= § (3.1.2a)

n

es.Jbl,t-lﬂ-J con {=2,---,h, (3.1.2b)

i n
X; , = s -
1,t JZfs,J t-141-9 T by

A partir de aqui se definen las matrices F, y G, de tamafio (h, x
1 1 1
hl) y (hl x 1) respectivamente como
F¢s'1 10:--0 1
4’5.2 01---0 -88’2
l-'1 = . . . Gl = . (3.1.3)
¢s.hl-1 001 ®s,n -2
) 000 ., . _
ACTY j s,h, -1 ]

tonndoa¢i-0ml>myaai=0parai>n,yll;=(1,0,

*++ ,0) un vector de tamafio 1 x hl‘ Obsérvese, que de (3.1.2) se
ol
tiene xl,tﬂ- St#l y del modelo ARMA, SH_1 se escribe

1

m
X ta™ 45,15 * JZ 2¢s.,j Ste1-5 = 25,0 Pree1-y * Byt

J=

1
= ¢, 1%, * xf,t * by ta1 (3.1.4a)

Para { = 2.3,°--,h1-1, se tiene

i n n
X, te1™ JZ . s,y Star-y - JZ jop 5 d Pret-y
n n
=515 ¢ JZ yorte s Staroy JZ 5. P13 7 81 Pyt
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= ¢s’1xl't + xl.t - es.i bl,t+1 (3.1.4b)

y el elemento h, de xl.tﬂ, esta dado por ¢s.hlst. - es,hl-lbl.t*l'
De (3.1.4a), (3.1.4b) y esta Gltima ecuacién, se define (3.1.3).
Ahora, del modelo ARMA para {Nt) dado por (2.1.2b), con ¢.(B) y
9"(8) polinomios de grado p y q respectivamente, se define h2 =
max (p, q+1) y se construye

x2.t.+1= szz,t + szz.t_q (3.1.5a)

T
Nt = llz x2,t (3.1.5b)

T

con xz.t,cz, K, y F, matrices de tamafio (h2 % 1), (hz x1), (1 x
hz) y (h2 x hz), definidas de manera andloga a las del modelo
(3.1.1a)-(3.1.1b). Asi, el mpodelo de espaclo de estados para
(2.1.1) se forma de (3.1.1)-(3.1.5) como

T T T
)(t '_(\xl.t'xz,t) (hx1) con h= h1 + hz
l-'l [4) 61 1]
F = (h x h) G = (h x 2)
1) F2 [+] GZ
T T T _ N ¢
H= (Hl' HZ) y "t, = (bl,t'bz.t) (3.1.6)

Nétese que nuevamente St y Nt son las primeros elementos de )(1’t y
xz’t, de tal manera que Yt se obtiene de 1la ecuacién de
observacién como, Y, = WX, = H Xy ¢ K Xy p = Sy * N,. El
modelo de espacio de estados (3.1.6) se considera minimo
dimensional, ya que la conversién de los modelos ARMA
correspondientes a (St} Yy (Nt), a modelos de espacio de estados
son de minima dimensién. La ventaja del espacio de estados que se
obtlene de (3.1.5), adem&s de los aspectos numéricos de manejar
matrices de menor dimensién, permite seguir las ideas de Bell y
Hillmer (1887) para deducir las condiciones que permitiran,

mediante el filtro de Kalman obtener tht+. y Ptlt#-'
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I111.2~ Sistema estable, (F,H) detectable y (F,D) controlable

Para inicializar el filtro de Kalman es necesario contar con
la media y la covarianza del vector de estados xo. El problema se
enfrentard considerando que el vector de estados Xo tiene media
igual a cero y se encontrard la solucién de la ecuacién algebraica
de Riccati (cuando ésta exista), lo que permitira obtener a -§t|t+m
y Pt|t+|n para toda t.

Recuérdese que en este caso se trabaja con series
estacionarias y las variables St y Nt tienen media cero, luego es
posible encontrar la media de xo Yy a la matriz P, al notar de
(3.1.2) que el vector de estados X se escribe como

1,t
t+1-m t+l-n
xl.t = Ss St + Esbl.t (3.2.1a)
donde
t+l-m T
St "0 Ste1-wStez-m " rSpopr Sy ! (3.2.1b)
t+1-n T
Pt T P te1nPy tezn TP e P (3.2.1¢)
[ 0 0 c .0 1]
4’s,m ¢s.m—l e 4’s,z 0
0 ¢s,m s 4’5.30
fs = . . . e (h1 x m) (3.2.14d)
0 0 PR ¢s'm 0
- 0(hl-ln) xm |
y
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[ O 0 L ¢ 0
-es,n 8.n-1 " 8.2 6.1
o -6 ., T 8,3 78,2
e = . . . . (h, x n) (3.2.1e)
o o cee 0 -8
s o(hl--n) X n J

Debido a que xz t se define de manera andloga a xl ¢ 5 tiene que

t+1-p t+1-q '
x2 L = ' t + e bz (3.2.2)

donde &, 8, N:ﬂ'p y b;_rq estan definidos de la misma forma

que (3.2.1b)-(3.2.1e). Luego, de (3.2.1)-(3.2.2) se obtiene que

LR B e

A partir de donde se cbserva que E(Xt) = 0 y la covarianza de X

t
estd dada por
&0 var{st*1my ) e 0 |
T S t ] !
E(xtxt) = | ~ t+1-p ~ :
0 o, 0 Var{lt’ } o o
2 T
%1 eses 0 T
+ ey T + M+ M (3.2.4a)
o L 8“9'|

donde



t+l-m _t+l-n
0 Cov{s bl t }?s 0

M=
0 . CoviNe 1P bt " e

(3.2.4b)

En (3.2.4a), Var{si'!™®

} es la matriz de covarianzas del modelo
ARMA de (S }, Var{ll ﬂ-p} es la matriz de covarianzas del modelo

ARMA de (N} y en (3.2.4b) los elementos de Cov{s;’'™"b}"}™"}
estén dados por

{ 0 st g>t
Cov(s,,b, ,) = (3.2.4¢)
t'71,d U‘? *s't-J st st
e_(B)
con ¢ _(B) = - T ={¥50 * ¥,1 * " b los elementos de
Cov{N;"1P,bL*1 ™} estén definidos de manera simtlar por
e_(B)
Cov(l‘l':,!:o2 J) vy w.(B) = . Entonces, el vector de estados Xo
¢_(B)

s
tlene media E(X,)) = §0|-1 = 0 y de (3.2.4) se observa que E(thz)
involucra elementos estacionarios y por lo tanto las matrices de
covarianzas que se involucran en el célculo, no dependen del
tiempo (Box y Jenkins, 1976). Luego, la solucién de la ecuacién
algebraica de Riccati P, est& dada por (3.2.4) y se inicializa el
filtro de Kalman y el algoritmo de suavizamiento de punto fijo con

-

Xoj-1 = O ¥ Poj_y = P

I11.3- (F,H) detectable y (F,D) controlable

En este caso, se trabaja con series no estaclonarias, las
cuales est4n generadas por (2.1.3a)-(2.1.3b) y los polinomios
68(8) y 8.(3) no tienen raices en comin. Ahora el problema que se
presenta al tratar de obtener P, se puede ver a partir de

(3.2.4a), ya que E(X ) depende de Va.r«{stﬂ -} y Va.r{N:ﬂ—p}. las

cuales a su vez dependen del tiempo ((St) y (Nt) son series no
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estacionarias). Luego, P se podrd calcular si la covarianza del
estado inlclial es conoclda. Asf, se enfrenta el problema de la
falta de dicha informacién. En esta situacién se encuenira,
haciendo uso de la informacién con la que se cuenta, un estimador
del vector de estados, no en t = 0 sino en un tiempo t = d, esto

es, se obtlene X A partir de donde es posible obtener

aja ¥ Fajar
P, la cual se sabe que existe por el teorema 2.3.3. Con este
obJjetivo, primero se presentan las consideraciones para obtener el
estimador y posteriormente se presentan algunos resultados que,
Junto con el modelo de espaclo de estados presentado en III.1,
permitiréan obtener P.

Como las seriles (St) Yy {Nt) son no estacionarias, se sjigue
de (2.1.4a) y (2.1.4b) que

GS(B)St = Ut con Ut = &s(B)bl.t (3.3.1a)

¢S“(B)Nt = Vt con Vt = WI(B)bz’t (3.3.1b)

donde (Ut) y {Vt) son series estacionarias. Luego, si se supone
que GS(B) y GI(B) son polinomios de grado ds y dn respectivamente,
se tiene de (3.3.1a)-(3.3.1b) que

S, =8

t = %5,15t-1 * 85,252t 0t

8, 4sSt-as * U (3.3.2a)

Ny =8 gNeg * 3, oNep * = + 8, g otV (3.3.2b)
con ss,i y 6!.1 coeficientes de és(B) Yy 6.(8) respectivamente. De
aqui, obsérvese que (St} se puede obtener recursivamente (para t >
ds) si se cuenta con ds valores inicla)les y con (Ut), asimismo
(Nt} se obtiene contando con dn valores iniciales y con (Vt) (para
t > dn). Entonces, al notar en (3.2.3) que xt depende de St y Nt'
se tiene que xt necesitard de d = ds + dn valores iniciales y de
elementos de las series estacionarias (Ut) Yy (Vt). Luego, de

(3.1.6) se tiene el modelo de espacio de estados
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(3.3.3a)

X (3.3.3b)

donde el vector de estados Xt depende de un vector de valores

iniciales 7 de tamafio d x 1, ademas de elementos estacionarios.

Asf, el vector de estados en t =0 puede escribirse como
X =&n+¢ (3.3.4)

donde § es una combinaclén de los elementos estacionarios y & es

~ ~

una matriz de tamafio h x d. Se sigue de (3.3.3)-(3.3.4) que

xt = St B + zt (3.3.5a)
T
Yt = At 3 + (3.3.5b)
donde en (3.3.5a)
t-1
o, =F' & - y v, =F ¢ + ri-lg y (3.3.5¢)
% ° Vi R 1+1

(3.3.5d)

Entonces, si se cuenta con Y; = [ Yl,Yz,---.Yn]T y se construye la
matriz A de tamafio d x d, utilizando A® para J = 1,2,:--,d, como

el renglén § (en (3.3.5b) se puede ver que A; es de tamafio 1 x d),

con el propésito de transformar la informacién Y; (suponiendo que ;
A es no singular) como
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|
as2h | :
2, 1
= . | 1 Y (3.3.8)
I
|
I

donde 2, es de tamafio d x 1 y 22 es de tamafio (n-d) x 1. A partir
de (3.3.5b) se escribe

YdsAn+ud (3.3.7)

-1,1
Z:l A Yd=n+A L (3.3.8)

de donde se sigue que 22 no depende de los valores inicliales (que

es Informacién desconocida), asi como también

. R
Xp - 82 =X, - A Yy

t
-1.1
X, ftz - ft‘ T4
-1.1
=:~t ft‘ L (3.3.9)

que se obtiene de (3.3.5a) y (3.3.8), no depende de dichos

valores. Que 22 no depende de 1%, se puede ver al escribir, (a

partir de (3.3.8)) a 79 = A-IY; - A-lx; y notando de
(3.3.5b)~(3.3.8) que el elemento i de 22 se escribe como

i T -1,1

Z = Agesh Yg t Y
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T -1,1
= Agagd Vgt d+1" ML T
T -1,1
=-Al AN {AY An}+ud1
T -1 1
= Ad*iA d dl (3.3.10)

La importancia de que (3.3.8) y 22 no dependan de 7, asegura que

estos dependen uUnicamente de elementos estacionarios. Luego, se
define el estimador de Xt basado en la informacién Y:‘. de tal

manera que las primeras d observaciones de Yt son utilizadas como
una primera estimaclén, para explicar la dependencia de los

valores iniciales 7 sobre el estado X, (ecuacién (3.3.8)). El

t
error ocasionado por esta primera estimacién (ecuacién (3.3.9)),
que depende uUnicamente de los elementos estacionarios , es
estimado por la informacién transformada restante (estimacién que

no dependerd del tlempo). Esto es

Xpn = & 2 * ¥ - 8,2,] 2,}

-1,1

=9 A Yd+E{Z-0A ulz} (3.3.11)

de donde también se tiene
x-xtlns{z-on u}—s{v -oA n|z} (3.3.12)

la cual sélo depende de los elementos estacionarios, asi se puede
obtener Pt n de tal manera que no dependa de t. Ahora, el
siguliente resultado permite relacionar el estimador de xt que se
obtiene mediante (3.3.11), con el obtenido por el filtro de Kalman
Junto con el suavizamiento de punto fijo.

PROPOSICION 3.3.1: Si Yl es un vector aleatorio con distribucién
normal, media cero y el vector- Y; es independlente de (H) y C

Entonces X t|n E(X |Y }, donde X tin esta dado por (3.3.11).
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DEMOSTRACION: De (3.3.12) se tiene que, si Y; es independiente de

“'t) y<¢. xt - thn es independiente de Y;.’Pm demostrar esto,

obsérvese de (3.3.5c), que v, es una combinacién lineal de “’t) y

-~

g, luego de (3.5.5) LA de (3.3.10) 22. son combinaciones

-

lineales de estos. Asi que Y; es independiente de Xt xtln'

También de (3.3.12) se tiene que 22 es independiente de )(t - xtln'
notando la no correlacién de E{X, - xtlnl 2,} = 0, y de (3.3.6) la
distribucién normal de 22. Ahora, como Y:‘ es una comblnacién

lineal de v; v 2, (ecuacién (3.3.6)), Y es independiente de X, -
-~ - 1 -
xt|n y se tlene que E{ Xt thnl Yn } =0, Qe donde xt]n
1
Ex, [Y)).
tl n ]

A partir de este resultado se sigue que, si las primeras d
observaciones de (Yt) son independientes de "’t) Yy . el estimador

dado por (3.3.11) y el obtenido mediante el filtro de Kalman junto
con el suavizamiento de punto fijo coinciden. Luego, (3.3.11) se
utiliza para obtener xd|d Yy Pdld que se empleard para encontrar P.

Puede considerarse a (3.3.11) como una alternativa para 1la
estimacién del vector de estados, pero el uso de ésta ocasiona
serias diflcultades numéricas (Ansley y Kohn, 1985 y Kohn y
Ansley, 1986). Entonces, para obtener dicho estimador considérese

que se cuenta uUnicamente con las observaciones Yl. donde Y; = A0

~

0‘.1

4 usando (3.3.11) se tiene

-

o -1,1 -1.1
thd = ’tA Yd = ~t2 + A L cont=1,---,d (3.3.13)

~

de donde se observa que, de los d estimadores dados por (3.3.13)
unicamente el de t = d es Gtil para emplear el algoritmo (ver

filtro de Kalman), también obsérvese que para obtener es

Xa]a
necesario el conocimiento de ¢ 4 due depende de la expresién dada

~
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a Xo {ecuaclones (3.3.4)-(3.3.5)). Para evitar esta dependencia se
considera como el estado inicial a t = d, que por (3.3.5a) se
escribe como

=®n+v (3.3.14)

y de (3.3.13) se tiene que

X 1

: -1,1 -1
dldsz Yd Bz*fA L (3.3.15)
es un estimador de X 4 con error
X, -X, . =v-8&A (3.3.16)
d dld d re

el cual por (3.3.9), Gnicamente depende de elementos
estacionarios, lo que permite obtener Pd]d y considerando la

proposicién 3.3.1 se tiene que E(XdlY;) = xdld'

Con el fin de aplicar las ldeas expuestas para iniclializar
el filtro de Kalman, es necesario encontrar una matriz A no
singular, de tal forma que permita tener a (3.3.7), asi como
también la expresién (3.3.14). Para esto, considérese a St' y
recuérdese que ésta se genera de (3.3.2a) para t > ds, sl se
cuenta con ds valores lniclales y { Ut). Ahora se presenta un forma
alterna para generar a St' que permite encontrar las expresiones
mencionadas, asi como A no singular (Bell, 1984). Para esto,
primero se definen las cantidades Aj,t para j = 1,---,dsytz1

como

A

s
1,t = &s,t-1 %, 1%, t-2 8
S

s, ds-lgs, t-ds

e w

M=% t-2 " %1%, t-3 8, ds-25s, t-ds

ds-1,t = &s,t-ds+1 * %5155, t-ds
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s
Ais,t = &, t-as (3.3.17a)
donde §_ | para 1 = 0, es el coeficiente de B! en
(€50 * &5, 4B+ "-")8,(B) = 1 (3.3.17b)

Yy Es L = O para { < O, 65 y son los coeficientes de GS(B). Luego

] 1 s1 J=t t =1
AJ ¢ = 0 si J=t (3.3.18)
’ s s
8,18y, t-1% 7" * 85 gghytqs St > ds

que se se puede ver, sl se nota que para t = 1,::-,ds se tlene
s
AJ.ts as(B)Es.t—J y de (3.3.17b), se tiene que 5s(B)€s,1' 0 para i

2 1y1lparai =0 (donde B opera sobre el subindice i), ast A§ t
=0siteJjy1sit=0 Ahora, si t > ds se tiene que

-
Aot = 8s,t-3 " %1% 001 T 7 7 %5 sy toas (3:3:19)

y como GS(B)€s = 0 para i = 1, se sigue de (3.3.19) que

GS(B)As = 0, luego

Jst
S ._s - S — ee. - S
8 (BIAy ¢ = Ayt =~ 85 1Ay t1 S, dshy, t-as = ©
y
s s S
Rit =85, 1h5,t-1 % 77 * 85 ashy tods (3.3.20)

Definidas las cantidades Aj ¢ para t 2 1, se puede escribir a St.
para t = 1, como

AL .S, sit=1,-,ds
St = r' t-ds-1 (3.3.21)
Al .S, + Z; € 4Y_, stt>ds
» 1 »
donde A; ¢ = [A? t,A; t,---,Azs t] Yy S, son los ds valores

iniciales, los cuales se considera que estan dados por S;s =

104418
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‘51'52' o .Sdslr. dichos valores pueden ser considerados debido

a que no existen supuestos sobre su localizacién en el tiempo.

Para demostrar que St se puede generar por (3.2.21), primero se
demostrard el siguiente resultado. :

LEMA 3.3.2: Para t > ds

t-ds-1 ' ds
1 s pt-i
{ 1;; £ B } 38,(B) =1 - 12; A (B (3.3.22)

DEMOSTRACION: Desarrollando el polinomio del lado fzquierdo de
(3.3.22), se tiene que el coeficiente de Bo es Es o = 1, los
coeficientes de BJ para J = 1,--: ,t-ds-1 est&n dados por

BB, g = & -8 4€ 4, 8, asbs, j-ds (3.3.23)

los cuales son iguales a cero ya que GS(B)es = Opara { 2 1 y

€s = O para 1 < 0, mientras los coeficientes de BJ para J = t-ds,

*++ ,t-1, son los coeficientes de Bt-i para i = 1,2, --- ,d, y

estén dados por

-as.ds-1+1€s.t-ds—1 Tt T ss,dses,t-ds—l (3.3.24)

como as(B)Et_i= 0, se tiene que

-8

3B bt = &5 tm1 " % 1fs,to1o1 T T T 35 denifs, bods i

- 6s,ds-i+1€s.t—ds-1 T T as,dset-ds-i
= 0 (3.3.25)

Luego de (3.3.19), se escribe a (3.3.25) como

Aot 7 %, a5-1415s, t-as-1 = 7" " O, asSt-as-g = © (3.3.26)

1 es igual a -A% .

y de (3.3.24), el coeficiente de Bt- 1t
LA |
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TEOREMA 3.3.3: Sea 5s(a)st- U,, donde BB(B) es un pollm'nulo1 de
grado ds y (St) es generado por los valores iniciales S, = as Y
(Ut)' Entonces, para t = 1, St se escribe como (3.3.21).
DEMOSTRACION: Obsérvese que para t = i, .-+ , ds, A;.t = “T.t’
"‘:s.t] es un vector cuyo elemento Jes Osl Jot y1l1lsi j=
t (ecuaciotn (3.3.18)), luego se sigue que St = A S, para t = 1,

s, t
«~++ ,ds. Ahora, para t > ds se tiene, aplicando gl lema 3.3.2, que

ds ds
s t-i s
{1 - 1Z JeB } S =S - L ALS

S, (3.3.27)

1= 0

t-ds-1

- € .U, _ (3.3.28)
1; o silt-l

asi que, de (3.3.27) y (3.3.28)

A partir de (3.3.1a) es posible generar St. para t s O como

s, =481

t s,ds(s

S

teds ~ %s,15teds-1 ~ 7 T 8

s, ds-15t+1 ~ Yteds’

para obtener una representaci6én analoga a (3.3.21), que pernmita
generar a St para t s O contando con S, y U 3 con J s ds, obsérvese
que GS(B) es un polinomio cuyas raices se encuentran sobre el

d
circulo unitario y se puede escribir como 65(8) - [1~B] l[l- ]dz

y ds = dl + dZE' esto es, los factores de BS(B) son diferencias
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d
ordinarias (Vv 1) y diferencias estacionales (VE ). Luego, se tiene

que BB(B) se factoriza como

o [ G [
G (e 0

i= 0
[ (o) e [ L ]
= (-1)PS g9 3 (F) (3.3.29)

donde ps = d1 + d2 es el nimero de veces que aparece el factor
(1-B) en 8_(B) y F = B! es el operador de adelanto. Entonces, de
(3.3.1a) y (3.3.29) se tiene que 3_(B)S, = (-1)"“:;"5455(?)3t =u, y
-1)Ps -1)% -
8,(F)S, = (-1PPF™By, = (-1)Py, . escribiendo 8_(B) = 1, ¥ I,

-1)P8 =

(-1) U“ds, es posible generar a St para t s 0, como 6s(B)S£ It
con ¢ = ~t+ds+1, para ¢ > ds y S, valores Iniciales. Esto es, en
lugar de generar St para t = 0, se genera Sc para L 2 ds + 1, lo

que permite definir A como en (3.3.18), o sea

J. ¢
. 1 s1y=t t=1,.--,ds
AJ " 0 st J=¢ (3.3.30)
' s -] si &-ds = 1
5,1y, 6-1 * * 85, dshy, t-ds

y por el teorema 3.3.3 se tiene que

A e sit=1,.--,ds
St = r' 8-ds-1 (3.3.31)

Aot b & Ty sitds=l

i= 0

T s s
donde As.l = [ Al,!"“'Ads.ll' Al notar que St para ¢ = 1,
*+-,ds, se tiene a St. para t = 1, :--,ds, esto es, los valores

iniciales S,. De (3.3.21) y (3.3.31) se sigue
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parat = 1,---,ds (3.3.32)

T T
AT

luego, como ¢ = -t+ds+1 de (3.3.30) se tiene para &-ds z 1, que

S S aen: s '
AJ,t 6s,1‘s.t+1 + + as.dsAs.t+ds para t = O (3.3.33)
y de (3.3.31) para t~ds 2 1 a
T o
S =A' .S, + € 1
t s, t™* iz 0 17t+g
T s
= AL Se + (-1) 1Z R (3.3.34)

esta Gltima se obtiene recordando que It = (-l)psut Entonces,

+ds’
de (3.3.18) y (3.3.33) se definen las cantidades Aj  para J =
1,°-+,ds y para toda t como

si J=1t

t=1,---,ds
0 st j=t
s
A = s Ve s (3.3.35)
gt 3,145, -1 *0;,ast),t-ds sit > ds
s
ss,IAJ.t+1+ ces 4 6s,dsAJ,t+ds sits=so

-

A partir de (3.3.21), (3.3.34) y (3.3.35) se genera St para toda
t, como

T

[ As,ts' sl t=1,...,ds
. t-ds-1
Sy = { AL (S + L. & 1Yoy si t>ds (3.3.36)
=
AT s, + (-1)PF P u itso
[ 45,5 1Z o s1ltedser  ®

T = e S = 1
donde As.t [Al.t’ 'Ads,t]’ S, Sd Yy es.i es el coeficiente de
1

B® en (68’0 + es,IB LR )GS(B) = 1. De manera andloga se definen
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las cantidades A: y para J=1,---,da y se genera a Nt como
( T = . e
A"tl, s} t=i, ,dn
T t-du-1
Ny = { A (N # 1[ . €0 1Yoy sl t>du (3.3.37)
T ox o
L‘u.t"' + (-1) 12 . €4 Veednst sitso
donde AT = [A" cee A% 1L N, = N PN es el nimero de veces
Nt 1,t° *Tdn, e e dn’
que el factor (1-B) aparece en 6"(8) Yy En y el coeficiente de
i »
B en (EI.O + Eu, 1B + - )Sn(B) = 1.

Cer:erar a2 St y Nt pediante (3.3.36) y (3.3.37), permitira
obtener X dl aVy P d| d de acuerdo a los requerimientos presentados.
Para esto se considera que se cuenta con las primeras d
observaciones de la serie (Yt) Y que las posteriores observaciones
siguen el modelo de espaclo de estados dado por (3.1.86). Por
conveniencla se toman como los ds valores inicliales para generar

d+1-ds T
St a s, = ‘sd = [sdﬂ,-ds" .Sd] y como los dx valores

iniciales para generar N

L2 N o= M0 Luego, (3.3.36) y

(3.3.37) se escriben como

T .
r As.t*ds—ds' sl t = d+i-ds,---,d
1 a7 t-d-1
"1 feteas-a® Lo €s,1%-1 sit>d (3.3.38)
d-ds-t
T Y- .
L A, teds-a>e * -1 iz o &5, 1Vtvassy St t = d-ds
raT
Al.l’—i't:ill—t.'ls' si t = d+1-dn,---,d
T t-d-1
= 1Al.t'¥d.—ds‘ + i;) €uvivt-i sit>ad (3.3.39)
d-dn-t
AT S, + (-I)Ps € v 61t s dedn
[N, t+du-d™* ; w, 1Vt ednet
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Como Yt = St + N

s;[

= a5 s, + syl

¢

d—ds

se tiene que Yl

x]-[)

d

d " d d
donde
- AT
s, 1+ds-d
AT
s, 2+ds—-d
s .
Ad = : d x ds
T
AS.O
Ids x ds |
y
Es,O €s.l ) : Es.d-ds-l
0 es,O ) : es,d—ds—z
Cz = (-1)P8 d x (d-ds)
0 0 . €s.0
| ods x (d-ds)

De manera andloga se escribe N; mediante (3.3.39) como

1 N N +1
Ny = Ay N, + ) v§"

d d

1 1
= sd + "d y de (3.3.

38)

(3.3.40a)

(3.3.40b)

(3.3.40c)

(3.3.41)

donde A y C:. son matrices de tamafio (d x dn) y (d x (d-dn)) que

se obtienen en forma

respectivamente. Luego,

(3.3.7) se escribe como

1 Se -3 N
Yy=4A wl? Icy: G4l yine1
. d

similar a
de (3.3.40a) y (3.3.41),

(3.3.40b) y

d

uds+1 ]
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(3.3.40¢)
dado por

(3.3.42)



con A = | As. At } una matriz de tamafio (d x d), la cual es no

d
singular cuando los polinomios as(B) y 6.(3) no tienen raices en
comin, lo que sucede en la presente situacién, y que permite
escribir a xd av¥® )(d - d]d de acuerdo a las ecuaciones (3.3.15)
y (3.3.16) respectivamente.

PROPOSICION 3.3.4: La matriz A = [ A:, A: ] es no singular, si los
polinomios BS(B) y 6"(8) no tienen raices en comun.

DEMOSTRACION: Véase al final de la seccién.

Ahora, para escribir (3.3.14), se utiliza el modelo de
espacio de estados que se obtliene de (3.1.6) para escribir a xt
como en (3.2.3) y en particular a X, como

d+1-n d+1-n
X; = [o o ] [“d-u»l-p] [o a ] [ d+1—q] (3.3.43)

para después, mediante (3.3.38) escribir a S‘dlﬂ-mcomo

d+1-m
d+i-m d-ds < S +1-(m-ds) .
o [ sd+1-ds] A, Se + Cp “3 (3.3.442)
d
donde
T -
[ As. 1-(m-ds)
T
As,2-(|u-ds)
‘: = : m x ds (3.3.44b)
T
As.O
Ids x ds |
Yy
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®f,
.

es.O es,l tee es.(m-ds)-l
0 €s,0 T €s.(m—ds)-z

c = (-1)F® : : m x (m-ds)  (3.3.44c)

5,0

ods x (m-ds)

y escribir de (3.3.39), a ":ﬂ-p como

d+1-p _ N N d+1-(p-dx)
LAY o AR vy (3.3.45)

con A; y C; matrices de tamafio (p x dn) y (p x (p-dN)) que se
obtienen de manera similar a (3.3.44b) y (3.3.44c¢)
respectivamente. Luego, de (3.3.44) y (3.3.45) se tiene que

[ sgﬂ-m ] [ A: ; ] [ iy ] [C: : ] [ U:’l-(n-dS) ]
= + (3.3.46)
+1-p X ] +1-(p-dx)
N o ] LN, o c v

que al ser sustituida en (3.3.43), permite escribir Xd como

s, ’s 0 - C: 0 ugﬂ-(m—ds)
X. =¢ + ~ . +
a 1N o ¢ |[oc vg*”("'d")

P
d+1-n |
[ ?s o ] [ bd
d+1-q
0 6 b, d

N 2, h

s, #C o - Ud«»l-(m—ds) e bd+1-n

=e 12" N vgol-(p-dl) o ;;‘:-q (3.3.47a)
~ LN 0 fucp - 'd Slbl.d
donde
s s
’s 0 An 0 ‘s‘n 0
® = ~ X = ~ . (3.3.47b)
~ 0 * 0 Ap [+) SIAP
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Por otro lado, de (3.3.42) y (3.3.47) se obtliene como
estimador de Xd a

- -1,1 '
Xgla = ¢ A Y (3.3.48)

~

y el error de estimacion respectivo

+1-(m-ds) d+1~n
X - % . :sci 0 "3 . | %P )
oc"
p

d  “d|d d+1-~(p-dn) d+1-q
0 Va ©aP1,4d
s+1
-1 N d
= (e, cy I [v""” ] (3.3.49)
d

Notese que (3.3.49) no depende de los valores iniciales, por ello
es posible calcular Pdld a partir de esta ecuacién. Para esto se

define primero ks = min {ds,d-(m-ds)} y kx = min {dn,d-(p-dn)}, de

tal forma que se contruyen las matrices

S
€= [0 p & (a-(m-ds)-ks}* Ca ! m x (d-ks) (3.3.50a)

S
GG=10,4, (d - (ds-ke)}: Ca ] @ x (dks) (3.3.50Db)

~

N N
EP ={0 p x {d-(p-dx)-kn}’ Cp 1 p x (d-kn) (3.3.50¢)

N N
Ca=104 x (a- (ankmy Sa!

~

d x (d-kn) (3.3.50d)

y al definir

. - s
“.[fs o] [.."' o]-[A" O]A"(cj. :l (3.3.51)

o ¢ o c* o A"
l r P

~

se puede escribir (3.3.49) como
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et | [t

~

. Uksﬂ ® bd+1-n
X, - X [ ] N [-.s 1,d ] '(3.3.52)

de donde

- v T
Pdld = E{(X, - xdld)(xd - xdld) }

- var{ U§S+1 } T
= M M
| 0o v vy
r 2 T
o, 8 V]
1 s s 2 R ] + I+ l"T (3.3.53a)
SO
con
r=HM cov{u‘:s"l. d+l n} e ° (3.3.53b)
= . .
0 Cov{¥™, b d+1-Q} °,

En (3.3.53a), Var{U:s*l} es la matriz de covarianzas del modelo

ARMA(m-ds,n) de Ut' Var{vglu} es la matriz de covarianzas del

modelo ARMA(p-dn,q) de V

¢ (ver ecuaciones (2.1.2)-(2.1.3)) y en

(3.3.53b), Cov{llks"1 ‘1“1 n} contiene los elementos
{ 0 st J>t
Cov{U,.b, .} = (3.3.53c)
t*P1, 5 2
; Ty ws,t-J st Jst

con w (B) dado en (2.1.4a) y Cov{vk'“'1 g*; q} contiene elementos

t:ov{vt.b2 J} definidos de manera similar a (3.3.53c), con w.(B)

dado por (2.1.4b).

Al calcular a Pd|d nediante (3.3.53a), es posible también
calcular la solucién de la ecuacién algebralica de Riccati, debido
a que ésta no depende de las observaciones (ver filtro de Kalman).
Luego, de las ecuaciones del filtro de Kalman y recordando que S =

0, se tiene que

-84 ~




Prorje = FPoje-tF * O - PO 1 5eCe e T

F{Pyje-y - tltztczlt} Fl + cod’
F APy |e1 - tlt-luc:h} F' + ooe"

=FP, F' + cQc” (3.3.54)

que Junto con las ecuaciones (2.3.8),(2.3.10b) y (2.3.17) sirve
para construir un algoritmo inicializado en Pdld’ que permite
encontrar a P (el teorema 2.3.3. asegura la existencla de éste),

-oalvlyp

luego el fllro de Kalman se iniclaliza en X d|d

d|d
P.

Obsérvese que Iinicializar el filtro en xd|d y Pdld'
ocasionard no poder obtener estimadores de los vectores de estados
en los periodos t = 1, «+- ,d y por lo tanto tampoco se obtendran

los estimadores de St y Nt en estos tiempos.

Para finallizar esta seccidén, se presenta la demostracién de
la proposicién 3.3.4, que fué omitida para no interrumpir 1la
continuidad de los argumentos expuestos.

DEMOSTRACION: Primero, escribase la matriz A de (3.3.42) como

ds x ds | Idn x dn
T
As ts+dn | An.tuﬂ!s
A= . . (3.3.55)
T | AT
s, s+2 | s, IN+2
T AT
s,ts+1 | T, el
donde 8 = ds -~ d y 8 + 1 5 0 para toda { = 1, -+ ,dx, & = dn -
d y & +1 =0 para toda { = 1, .- ,ds. Luego, de (3.3.36) y

(3.3.37), A se escribe como
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0 1 0 1
N

[ Al
1, tntds dn, ¢N+ds

(3.3.56)

s s
A1. Us+dN Ads. Is+dN

. .

I
I
|
I
|
I A
|
I
I
|
|

s s L] L. .M

AL esez * " " Ads sz | M, o2 Adu, txe2
s s n L. aN

 ALeser 7 Mas eser | ML Adn, tue1

Ahora, recordando que la matriz A es de tamafio d x d, se
demostrard que esta matriz es de rango d. Con este objetivo, se
costruye la matriz As de tamafio d x dx, como

° ° T 8gas
0 0 Tt T8 ds-1
0 -as,ds 1
b= | 3. 4 35 ds-1 0 (3.3.57)
-§s,ds-1
1 .
! 1 0 . . . 0

de tal manera que, si A; es la columna i de As y A:‘j es la columna

d

para {| = 1, --- ,de, se tiene de (3.3.33) que GB(F)AJ.LBH = 0.

Entonces el espacio generado por las columnas de As, es ortogonal
al espacio generado por las columnas de Ag. esto es, .Y(As) =
.'I(AZ)", donde ¥(-) denota el espacio generado por las columnas de

s 1 .1 .8)
J de A, se tiene que [ As 1A = as(F)AJ,dsﬂ' como &s + 1 =0

una matriz y 2(-)t es el complemento ortogonal de ¥(-) en un
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espacio d - dimensional. Por otro lado, la ecuacién en diferencias

cs(B)Zt = Zt - 65. lzt-l - e e - as.dszt-ds =0 (3.3.58)
cuyas raices estén dados por 7\7. A;, LI .A:. con multiplicidad

r
Ry, = ¢ .‘Rs y ZRS = dg, tlene soluciones de la forma
1 r 1 1

r
s .-t ..

donde g, es un polinomio de grado RT - 1, las cuales forman un
espacio lineal de dimensién ds, cuya base estd dada por

St yso0, o B-1 =1, o r tzo (3.3.60)
que son ds soluciones particulares de (3.3.58) (Henrici, 1974).
Ahora, sl «, para 1 = 1, -+- ,ds y t 2 0, es la base del espacto
de soluciones dada por (3.3.60) y se toman los primeros d
elementos de cada una de estas soluclones para construir la matriz
ns = {a:} (de tamafio d x ds), por construccién se tiene que .‘f(ﬂs)

= S’(As)l. Esto es, el espacio generado por las columnas de ns es
ortogonal al generado por las columnas de As' También se tiene que

el rango de ns es ds. Para demostrar esto, obsérvese que como a:

es una solucién particular de (3.3.58), a: para t > d se escribe
como
i i 1 1
o as.lat-l + 6s,2¢t-2 + + as.ds“t-ds (3.3.61)
a4
entonces, si X c,x = Oparat =1, .-+ ,d, de (3.3.61) se tiene
i=]1

ds
quez cia: = 0 para toda t y como a: para 1| =1, .-«  ds forman
i=1

una base del espacio de soluciones de (3.3.58). Se sigue entonces
que cy = Oparai =1, ---, ds, esto es, las ds columnas de ns son
linealmente independientes y por lo tanto el rango de ﬂs es ds.

Luego, #(Q.) = ?(As)l = «{?(A:)'L}"' = I(A:). asi que el espacio
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generado por las columnas de ns coincide con el espacio generado

por las columnas de AS, de donde se sigue que el rango de AZ es
igual al rango de ns. igual a ds. De igual manera se consiruye una

matriz nu = {B:} de tamafio d x dn y rango dn, donde B: para 1 = 1,
,dN son las soluciones particulares que forman la base del

espacio de soluciones a la ecuacién en diferenclas

8,(B)Z, =2, -8, .2 - -8 .2 4 =0 (3.3.62)
De tal manera que :f(n") = ?(A:) y se tliene que ?(ﬂs. n") = ?(AZ.

A:), de donde se mostrard que si no existen raices comunes entre

as(B) y GI(B). el rango de la matriz (de tamafio d x d) 2 = | ns.

Q' ] y por lo tanto de A = | As. A; ], es d. Para esto, primero

obsérvese que si A es una raiz de 6s(B) y de GI(B). se tiene que

al menos una de las soluciones at

soluciones B:, debido a que las B: est&n dadas de manera andloga a

serd igual a una de las

(3.3.60), luego se tendrd que al menos una de las columnas de ns y
de Ql seran iguales y entonces Q2 no tlene d columnas linealmente
independientes. Ahora, si as(B) y GH(B) no tienen rajices en comin,
las soluciones del polinomio 8(B) = SS(B)GN(B) de grado d, forman
un espacio lineal de dimensén d, que es generado por d soluciones
particulares linealmente independientes de la forma (3.3.60), las
cuales por la construccén de 8(B) se tiene que estan dadis por la
unién de las ds a: y las dn B:. Entonces, tomando los primeros d
elementos de estas solucliones, se construye la matriz Q que sera

de rango d.
[ ]

I11.4- (F,D) controlable

En la presente situacién se consideran series no
estaclonarias, con la restriccién de que los polinomios SS(B) Yy
3,(B) tienen factores en comin del tipo (1-AZ) con |A| = 1. Se

presenta ademids el problema de que la matriz A en la ecuacién
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(3.3.42) es singular. Para ver por qué es problema la singularidad
de A, considérese la ecuacién matricial

An=2§8 (3.4.1)

~ ~

donde A es una matriz de tamafio d x d y rango ¢ s d. entonces, la
solucién general a (3.4.1) esta dada por

n=A" B8+ (1 -A"AN (3.4.2)

donde T es un vector arbitrario y A+ es la matriz conocida como la

seudoinversa de A, la cual cumple con

a) AA A=A

B) A AL =a"
&) (AW AT=a"a
d) (AAY) =aat

e) A" es anica

£) sic=dse tiene que A = A

g) La mejor solucién a la ecuacién (3.4.1), esté dada por
n = A B (3.4.3)

Por la propledad (a), se tiene que el segundo sumando de (3.4.2)
cumple con

A - ANt =At - AA"AT =0 (3.4.4)
y la solucién (3.4.2) se puede escribir como

n=A'B+L con AL = 0 (3.4.5)

y L arbitrario (Boullion y Odell, 1971). Ahora, de (3.3.7) se
tiene
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1_ .1 :
An = QY - g (3.4.6)

cuya soluclién esta dada por
10=A‘{Y1 —n1}+ L con AL = 0O ©(3.4.7)
hy d  'd

debjdo a que A es una matriz singular y L refleja la falta de

informacién para conocer a 7. Por ello, se trabaja con la mejor

~

solucién a la ecuacién (3.4.6) que, por la propiedad (g), se
tiene est4 dada por

+ L1 + 1
L A Yd—And (3.4.8)

~

Luego, xdld (ecuacién (3.3.15)) se escribe como

v - + 1 + 1
xd|d-fA Yd f:}o+fAud (3.4.9)
de esta ecuacién y de (3.3.14) se tiene
- _ _ ) + 1
ket ener ey
+ 1
=f{2-20.}+2—fA n, (3.4.10)

y de las ecuaciones (3.4.7)-(3.4.8), ésta ultima se escribe como

+ 1
Xd-xdld=OL+v—0A n (3.4.11)

~ ~ ~

Obsérvese que ahora no es posible calcular Pd q 2 partir de
(3.4.11), debido a que involucra informacién desconocida, dicha
informacién refleja que no es posible eliminar completamente 1la
dependencia de los valore iniciales.

De la discusién presentada en esta situacién en el capitulo

I1, la presencia de factores comunes en los polinomios 65(8) y
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6'(8) no permiten dar solucién a la ecuaciéon algebralca de
Riccati, asi que para inicializar el filtro de Kalman es necesario
encontrar la transformacién T, de tal manera que se pueda
construir un algoritmo (como en el caso anterior) con las
ecuaciones (2.3.8), (2.3.10b), (2.3.16a) y (2.3.16b) (ver filtro
de Kalman) transformadas. El objetivo es encontrar la solucién a
las dos de las tres ecuaciones en diferencias, que se obtienen de
aplicar la transformacién en la ecuacién en diferencias de Riccati
(ver ecuacliones (2.3.62a), (2.3.62b) y (2.3.62c)), las cuales se
sabe que tienen solucioén.

»
El problema que se presenta es conocer Pol_1

inicializar el algoritmo. Recuérdese que la ecuacién (2.3.62a)

con la cual

corresponde a una ecuacién en diferencias para el subsistema F:,

G: y (H:)T. en el cual (F:.B:) es detectable y {F: ,[0'(1,1)]1/2}
es controlable y del teorema 2.3.3 se sabe que para cualquier

P;|_1(1.1) 2 0 (la componente (1,1) en Po transformada

]-1
(2.3.61a)) P:*ilt(l'l) converge a la solucién P.(l,l) de 1la
ecuacién algebraica correspondiente a (2.3.62a). Luego, si se

selecciona P;‘_l(l.l) = 0, esto representaria el conocimiento

perfecto del vector de estado lx;, mientras que el desconocimiento

de la covarianza de IX; se refleja seleccionando a P;I_l(l.l) >>
P.(l.l). El procedimiento estandar es seleccionar P;|-1(1’1) =k I

con K = 1012 (Burridge y Wallis, 1985).

La segunda ecuacién que se sabe tiene solucién (ecuacién
(2.3.62b)) se puede inicializar de forma andloga, pero hay que
tener en cuenta que la solucién a esta ecuacién se obtiene como
consecuencia de la solucién a la ecuacién (2.3.62a). La ecuacién
(2.3.62c) se sabe que no tiene solucién y que no afectara a la
estimacién del vector de estado. Entonces se puede inicializar la
recursién para la covarianza con

] » 12 12
. P0|_1(1,1) Po|_1(1,2) } 10°°1 10
-1

P
» L] 12
P0|-1(2'1) P0|_1(2.2) 10

1

12 ] (3.4.12)

0 1 1077 1
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. .
dado que Ptﬂlt(l,z) = [Ptﬂlt

convergencia de las componentes (1,1) y (2,1), que son las que
influiran en la estimacién de xt. Luego el filtro de Kalman se
1 + 1

® A Yd y

(2.1)]1 Yy que se busca la

» -
inicializa en xdld =T

. . [Pun Pla,2)
Pdld=P = (3.4.13)

L] *
Pl Py, 22
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CAPITULO IV
MODELOS

En el capitulo I se menciona el problema que se enfrenta al
definir cada una de las componentes no observables de una serie
(Yt)' por ello es esencial que los modelos de las componentes sean
especificados con precisiéon, de lo contrario no se conocera qué es
lo que se esth estimando. En primer lugar se presenta una
aproximacién para definir las componentes estacional, de tendencia
(tendencia-ciclo) e irregular para una descomposicién aditiva,
para lo cual se supone que los efectos deterministas que se
presenten en la serle observada {Yt) han sido removidos de ésta.
Las definiciones de las componentes estidn basadas en supuestos
considerados por Burman (1980) y Hillmer y Tiao (1982), entre
otros. Dichos supuestos son el punto de partida para determinar
una descomposicién especifica, llamada candnica, y que es
considerada frecuentemente en los métodos de ajuste estacional que
hacen uso de la teoria de extraccién de sefial. Posteriormente se
presenta, siguiendo los trabajos de Maravall y Pierce (1987) y
Maravall (1988), el problema de estimacién de la descomposicién
canénica.

IV.1 - DESCOMPOSICION CANONICA
Los supuestos que se consideran basicos para realizar un
ajuste estaclional basado en modelos y que hacen uso de la teoria
se extraccién de sefial son:
1) Yt'st*'rt"lt
2) (St). (Tt) y (It) son independientes

3) Y, es generado por un modelo ARMA conocido $(B) Y, = 8(Bla,

4) La componente estacional St’ es generada por un modelo ARMA
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desconocido ¢S(B)St = !3‘;(B)blt

5) La componente de tendencia-ciclo Tt' es generada por un
modelo ARMA desconocldo ¢T(B)Tt. = GT(B)bzt

6) La componente de irregularidad It’ es generada por un
modelo ARMA desconocido ¢1(B)It = BI(B)bat

7) Los polinomios ¢S(B). 4>T(B) y ¢l(B) no tienen raices en

coman.

Los supuestos 1-2, definen el problema del ajuste estacional
(véase el capitulo 1), mientras que el supuesto 3 considera que un
modelo ARMA puede ser construlido a partir de los datos observados.
Considerando que los efectos deterministas han sido removidos de
(Yt). los modelos ARMA permiten manejar una gran cantidad de
series que presentan movimientos estacionales. Asimismo permite
suponer que las componentes son generadas por modelos ARMA con las
siguiente caracteristicas:

MODELO ARMA DE LA COMPONENTE ESTACIONAL
El modelo ARMA del supuesto 4 puede escribirse como

L ]
¢ (B)S_(B)S, = 6_(B)b,, (4.1.1a)
donde

L -~
$,(B) =1y 8.(B) = (1+B+B + -+ 85N (4.1.1b)

y el orden del polinomio de promedios méviles es menor o igual a
E-1, con E denotando el periodo estacional. Obsérvese que las
rajices del polinomio 65(2) estan dadas por Z = em con W = 2kn/n y

n =1, ... ,E-1, lo que ocasiona que el seudoespectro de 1la
componente estacional

iw
e (e ) 2
sfs(elw) = cf | s I Oswsnx (2.1.2)

as(ei")
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tenga ceros en el denominador y provoque los picos "infinitos" que
se presentan en w = 1, ... , [E/2] del seudoespectro de la serie
observada, cuando se detecta la presencia de una componente
cstacional en ésta (véase el capitulo I). La eleccién de un
polinomio de promedios méviles de orden menor o igual a E - 1
implica que la funcién de prediccién de (4.1.1a) tiene 1la
propiedad que la suma sobre E valores consecutivos de St es igual
a cero (véase Box y Jenkins, 1976), lo cual se considera deseable

de un ajuste estacional.

MODELO ARMA DE LA COMPONENTE DE TENDENCIA
El modelo ARMA del supuesi:o 5 puede escribirse como

-
4>T(B)61_(B)'I't = ar(B)bat (4.1.3a)
donde

. . _omd
$,(B) =1 y 5.(B) = (1 - B) (4.1.3b)

y el orden del polinomio de promedios méviles es menor o igual a
d. Ahora obsérvese que la raiz de GT(Z) estd dada por 2 = elw con

w = 0, luego el seudoespectro de la componente de tendencia

iw
sf‘_r(e ) =¢

2

iw
8 (e"7) 2
2! .T___..I Oswsn (4.1.4)

ST(em)

tiene un pico "infinito" en w = 0, el cual se presentara en el
seudoespectro de la serie observada, si ésta contiene la
componente de tendencla. Ahora, con respecto a que el polinomio de
promedios méviles sea de orden menor o igual a d , Box y Jenkins
(1976) muestran que la funcién de pronéstico con error cuadréatico
medio minimo de un proceso generado por un modelo del tipo
(4.1.32), es un 'polinomio de grado d cuyos coeficientes son
actualizados cuando el origen de prediccién cambia, esto es, el
modelo considera que wuna tendencla polinomial adaptiva se

encuentra presente en la serie observada.
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"Por lo que respecta al modelo ARMA que genera a la
componente de Iirregularidad, se supone que el polinomlo
autorregresivo ¢I(Z) no tiene rajices en comin con as(B) o 61(8) ya
que de lo contrario implicaria la existencia de una componente
estaclonal o de tendencia en esta componente, que deberia ser
considerada en el respectivo modelo. Luego, la componente de
irregularidad se considera un proceso estaclonario y los

polinomios autorregresivos no comparten raices en comun.

Una vez especificadas las caracteristicas de los modelos
ARMA que generan las componentes no observables de la serie
observable, es posible determinar dichos modelos a partir de la
construccién de un modelo ARMA para la serie observada {Yt}'

modelo que puede escribirse como
] -
¢ -»* a-)Py, = ema, (4.1.5)

donde se supone que el orden de la diferencia estacional D es
igual a 1, que segun Bell y Hillmer (1984) es lo que se presenta
con mayor frecuencia en la practica. Luego, el polinomio

autorregresivo de (4.1.5) se escribe como

¢ma-nita-hH=¢mu-mdaepess ..+ B
» .
= ¢ (B) 5_(B) 5_(B)
= §,(B) 5_(B) 5_(B) (4.1.6)

donde los tres factores de (4.1.6) no tienen ceros en comin y los
polinomios autorregresivos de los modelos ARMA que generan a las
componentes quedan determinados de manera Gnica (ver ecuacién
(2.1.5)). Ahora, para determinar los polinomios de promedios
méviles, se sabe que si St' Tt e It son independientes (supuesto
2), se tiene que ( véase Granger y Newbold, 1986)

sf(B) = sfs(B) + sz(B) + sfx(B) (4.1.7a)

esto es
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2
8(B)O(F) ¢ N 8_(B)6_(F) 2. ©_(B)e_(F) .2
1 2
,(B)$, (FI8_(B)S_(F)3_(B)S_(F) _(B)8_(F) 8 _(B)&.(F)

Sx (B)BI (F)

$, (B¢, (F)

2

+ 0‘3

(4.1.7p)

Esta ecuacién permite determinar los polinomios BS(B), BT(B) y

SI(B). asi como las varianzas 0'2 a'g y 0-2. de tal manera que la

estructura de covarianzas de 135 componentes no observadas sea
consistente con la respectiva estructura de covarianzas de la
serie observada. Con el fin de presentar una condicién necesaria y
suficiente que permita determinar la existencia de los polinomios
de promedios méviles y las varianzas que satisfagan la ecuacién
(4.1.7), se presenta la sigulente definiciétn (Hillmer y Tiao,

1982).

DEFINICION: Una descomposici6tn de la serie de tiempo (Yt) se llama
aceptable, sl los modelos ARMA que generan a las componentes no
observables satisfacen la ecuacién (4.1.7).

Una vez determinados los polincmios autorregresivos de los
modelos, es posible escribir a sf(B) de manera unica mediante

fracciones parclales como

8(B)B(F) o2 Q_(B) Q_(B)

= s + T

¢, (B)$, (F)8_(B)S_(F)&_(B)S_(F) 3_(B}S (F) 3_(B)3_(F)
Q, (B)
 —_— (4.1.8)
¢, (B)}, (F)

donde

E-2 ' :

Q (B) = qp_ + 1Z . q; (B" + F)
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d-1
b i
Q(B) = q + iz; a;,(B" + F)

y Qx(B) se puede obtener por diferencia. Ahora, en el dominio de

las frecuencias se determinan, para 0 s w s n, los valores

o (e
€, = min —T 3 (4.1.9a)
[ te™ )]
q (e'*)
¢, = min ———v_ (4.1.9b)
2 |5, (™) )?
Q,(e'™
e, = ain —— (4.1.9¢)
3 |¢,(e“)|2

para presentar la siguiente proposicién, debida a (Hillmer y Tiao,
1982)

PROPOSICION 4.1.1: Una descomposicién aceptable existe si y sélo
slc1+c2+c3=0

DEMOSTRACION: En el dominio de las frecuencias, es posible a
partir de (4.1.7) y (4.1.8), escribir

e e™ 2 o te'™) . .
= 4+ .1.10a
iw, ;2 1 iw, 2 1
| o ™ | | 5,0e™ |
tw, 2 iw
j 8 (e’ | Q_ (e ™)
—I-;—i—w—'i— 0‘2 = TLT—{E_ + 72 {4.1.10b)
3 (e ) 3 (e ™)
T T
iw 2 iw
| 8_te!*) Q (e!")
g Iz G * 7 (4.1.10c)
| $,(e7) | | ¢, |

donde ¥, 75 Y 74 SOR tres constantes tales que T, 7, + L 0.
Obsérvese que dichas constantes son el medio para obtener una
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descomposicién aceptable (sl ésta existe), a partir de la
descomposicion en fricclones parciales (4.1.8), esto se debe a que
los oOrdenes de es(Z) Y 81_(2) son menores o iguales a E-1 y d
respectivamente. Ahora, como los seudoespectros son mayores o
figuales a cero, una descomposicién acceptable exlste si y sélo si

€ +e,+te,20g

+11=0pa.ra1=1.2.3oseaquec 2 3

1 1

De la proposicién se tiene que, cuando €+ g, 3 z 0,

existen un gran contidad de ternas (71.72.73) que cumplen la

+ €

condicién 71 + 12 + 5= 0, de tal manera que cada terna determina
una descomposicién aceptable tnica (ecuaciones, (4.1.10a)-
(4.1.10c)). Esto es, existe un conjunto infinito de polinomios de
promedios méviles 88, eT y 81. y varlanzas o-f, crg Yy c-g que cumplen
con (4.1.7). En particular se fijarda 1la atencién en una
descomposicién, la cual es denominada canénica, debldo a las

propiedades que dicha descomposicion presenta.

DEFINICION: Una descomposicién canénica es la descomposicién

aceptable que maximiza la varianza 0'3

PROPOSICION 4.1.2: La descomposicién candénica tiene las siguiente
propiedades:

a) La descomposicién es unica
2 2
b) Minimiza las varianzas oy Yo,

c) Los polinomios 98(2) Y 91_(2) son no invertibles

d) Ssi gt y ft son las componentes canénicas, entonces para

cualquier otra seleccién de St y Tt se tiene que

1t y T =T v
donde %, ¥ @, son procesos de ruido blanco
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e) La varianza de GS(B)St se minimiza.

DEMOSTRACION: a) De las ecuaciones (4.1.10) se tlene que

fw, 127 2 iw tw, |2
|Bs(e")| o] =0Q.e) + 7, | 8 (e |

= gs(w,vl) (4.1.11a)
iw, 2 2 iw Loiw, 2
| e (e’ | a) =Qle™) + 7, |8 (e |
= gr(w,"z) (4.1.11b)
iw, 2 2 iw fw, 2
jele™) | =Qe™) + 75| ¢ e |
= g (w.73) (4.1.11¢)
de donde se sabe que (véase Granger y Newbold, 1986)
2(;) =exp [ o [ 1n g (w.2,) aw ] (4.1.12a)
01 11 exp I -ZT In n gs H.71 ] «1. a
2 1 ™ ]
02(72) = exp | = In in 81("’72) dw | (4.1.12b)
02(7 ) = exp [ 1 g in g (w,7,) dw ] (4:1.12¢)
3'°3 | 2n - 1 '°3 ] toe

Obsérvese de (4.1.11c) que g!(w,ws) es una funclén creciente de 75

y., de
programacién lineal

sujeto a

la ecuacién

(4.1.12c), se

1+1120

z0
20
=0
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el cual es equivalente al problema

max 7, = min (71 + 72)
sujeto a

(=}

c1+112
1:2+12z

€+ 75 2

[=]

(4.1.14)

o

que tiene como solucién 71 = -cl yiy = —cz. de donde se sigue que

= g, + e, Luego, la descomposién canbénica se obtlene

7

3 1 2

seleccionando la terna (71.12.13) = (—cl.—ez.e1 + cz). la cual una
vez obtenida, determina 1la descomposicién unica (ecuaciones

(4.1.10)).

b) De las ecuaciones (4.1.11a)-(4.1.11b) y ecuaciones (4.1.12a)
-(4.1.12b) se obtiene el problema (4.1.14) que determina 1la
descomposicién canénica.

c) De la ecuacién (4.1.11a) se tiene que

i 1 2
g (w,~e;) = Q(e™™) - e | 3 () | (4.1.15)

y de la ecuacién (4.1.9a) se sigue que exite una w en [O,xn], tal
que

iw o2 =0

1

) |2 2

gg(w,-e,) = | 8_(e
de donde se obtlene que Gg(elw) = 0 para alguna w en [0,n], que

implica que es(B) no es invertible. De manera andloga se tiene que
eT(B) no es invertible.

d) st s;;(eiw) es el seudoespectro de §;, entonces de (4.1.9a) se
tiene que

iw
- Q. (e )
sf (eiw) S € (4.1.18)
s | as(eiw) |
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luego, sl sfs(eiw) es el seudoespectro de cualqgler otra

descomposicién St.~se sigue que 7 > e,y sfs(eiw) = s?s(eiw) +

2 2 _c
cr“l , con a‘al =7 + € > 0, lo que implica que St = St + @ye De

igual manera se tiene que ’I't = 'l‘t + Lo

e) De las ecuaciones (4.1.1) y (4.1.11a) se tiene que
1 " 1w ' iw, 12
var [5_(B)S,] = 52— L to_te!™) + 7, | 8,e™ |% 1 aw

la cual es minimizada haciendo L8} tan pequefio como sea posible o

= €. el valor correspondiente a la descomposicién canénica

La propiedades presentadas en la proposicién 4.1.2 podrian
Justificar la eleccién de la descomposicén canbnica. En particular
se deduce de la propiedad (b), que la aleatoriedad que se presenta

en St y Tt debido a los procesos de ruido blanco b es

1t ¥ bz
minimizada, tratando de hacer que dichas componentes sean lo mas
determinista posible. También, de la propledad (d) se tiene que
cualquier otra componente aceptable se puede obtener como la suma
de la componente canénica y un proceso de ruide blanco, haciendo

que las componentes St y T, sean menos predeclibles. La propiedad

(e) hace que el comportamiet;lto de la componente estacional sea lo
mas estable posible, esto es, de (4.1.1) se tlene que E IGS(B)St]
= 0 y de la propledad (e) Var [65(B)St] es minimizada, lo que
permite asegurar que la suma de E valores consecutivos de St sea

lo mas cercano a cero.

IV.1 - ESTIMACION DE LA DESCOMPOSICION CANONICA

Hillmer y Tiao (1882) encuentran que la estimacén de los
modelos correspondientes a la descomposicién canénica representa
dificultades de caracter analitico, sin embargo, en los trabajos
de Maravall y Plerce (1987) y Maravall (1988) se propone
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descomponer la serie observada en componentes, de tal manera que
cada una de ellas corresponda a uno de los picos "infinitos"
presentes en el espectro de la serie observada. Esto es, si el
modelo que genera a la serie observada tiene un polinomio
autorregresivo dado por (4.1.6), con periodo estacional E = 12,

éste se puede escribir como

o0 =B +Bs B e v B = gm0 - B s B)

x(1 +B2)(1 +B+B)(1-B+B)(1+vIB+B(1+vaB+5E)

donde cada uno de los factores (excepto ¢1(B)) ocasionara un pico
“infinito” en el seudoespectro de Yt' Y que en este caso se
presentan en w = 0, w= n/6, w=n/3, w=nw/2, w=2u/3, w = 5n/6

Y W = n. Luego, Yt se puede descomponer como

Y =S, +S_, +S__ +S, +S., +8S

t 1t " Sap *S3p v Sy * S5 v Sp Tyt I (a.2.1)

t t

donde las componentes se generan por los modelos

(1+B)S, = (1-86 B, (4.2.2a)
(1+89s,. = (1-6.8- 6.8 (4.2.2b)
2t 218~ 8,,87)b,, 2.
(1+B+89S,, = (1-6,B-6.8)b (4.2.2c)
3t 318~ €358 )by, ‘2.
2
(1-B+ 32)s4t = (1-8,8- 0,8, (4.2.2d)

(1+v3B+B)S, = (1-9.B- 85,8 b, (4.2.2e)
(1-v8B+ )5, = (1-0,8- 85,87 )bg, (4.2.2£)
(1 - B, = 8 (B)b,, (4.2.2g)
$,(BII, = @ (B)by, (4.2.2h)

Ahora, mediante fracciones parciales, sf(B) (el seudoespectro de

Yt) se escribe como
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Q_,(B) Q_,(B) Q_.(B)
sf(B) = si -+ 82 — * s3 — *
[(1 + B)| J(1 + B%Y| [(1 + B+ BY)|
Q_,(B) . Q_5(B) . Q(B) .
|(1-B+B2)|2 |(1+V§B+Bz)lz |(1-V§‘B+Bz)|2
Q,(B) Q,(B)
a3 * 5 (4.2.3)
(1 - B | $,(B) | :
donde Qsi(B) * dyey * qlsi(B + F) para { = 1,---,5, QT(B) estéd

dado por (4.1.8) y Qx(B) se obtiene por diferencia. Luego,
calculando los valores g = 1,-++,8 (definidos anilogamente a
(4.1.9)) en el dominio de las frecuencias y en el intervalo [O,n],

permiten una extensién de la proposicién 4.1.1.

PROPOSICION 4.2.1: Una descomposicién aceptable existe si y sélo
si Z € z 0.

DEMOSTRACION: Andloga a la de la proposicién 4.1.1.

Una vez determinada la existencla de una descomposicién aceptable,
los modelos correspondientes a la descomposicién que maximiza la
varianza de b8t (el proceso de ruido ulanco de la componente
irregular), es decir los modelos de la descomposicién canénica, se

obtienen a partir de los seudoespectros

iw
Q. ,(e™ ™)
iw s1
sf . (e”) = -€ (4.2.4a)
s1 |(1+e1")|2 1
iw
Q. (e )
iw s2
sf . (e"7) € (4.2.4p)
s2 I(l*e12w)|2 2
iw
Q .(e” )
iw 83
sf (e ") € (4.2.4c¢)
s3 |“ N iw . eiZw)IZ 3
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sf_gle™) = T _Q:?:e* 112")|2 <, (4.2.4d)
sfss(ei") = s ﬁquieiwilzw)iz € (4.2.4e)
s gle!) = T ﬁqsff:ei":mw)lz & (4.2.4f)
sz(e“') . I(le‘:i::dlz <, (4.2.4g)
sfl(em) = Q—‘(em-)—— + 27.:1 (4.2.4h)

que corresponden a las componentes de dicha descomposicién y que
se obtienen al extender 1los resultados de 1la proposicién
4.1.2.(a), en donde se determinan las constantes, para obtener de
la descomposicién en fracciones parciales (4.2.3), la

descomposicién canénica (4.2.4).

Una vez determinados los modelos que generan a cada una de
las componentes de Yt en (4.2.1), la estimacién de las componentes
para cada uno de los periodos Jde observacién de Yt surge de los
resultados presentados en los capitulos 11 y III, los cuales
pueden ser extendidos a tres o mAs componentes no observables.
Esto es, se construye un modelo de espacio de estados para la
descomposicién (4.2.1), en donde los modelos de las componentes
son de la forma (4.2.2). Construido el modelo de espacio de
estados, las componentes seran estimadas mediante la estimacién de
un vector de estados, empleando la técnica del filtro de Kalman y
el suavizamiento de punto fijo, dicha estimacién presenta tres
casos posibles, los cuales son tratados en la seccién I1I1.3. Con

respecto a estos casos, obsérvese que:

1) Siete de los modelos en (4.2.2) tienen raices sobre el circulo
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unitario.

2) Los polinomios autorregresivos de los modelos dados por (4.2.2)

no tienen raices en comun.

3) Los polinomios autorregresivos y de promedios moviles en cada
uno de los modelos ARMA dados por (4.2.2), no comparten raices

en comun.

La observacién 1, establece que la matriz F de la ecuacién de
transicién que se construye (ecuacion (2.3.1)) tiene eigenvalores
sobre el circulo unitario, por lo que el sistema se considera no
estable, la observacién 2 asegura que la pareja de matrices (F,H)
es detectable y la observacitn 3 asegura que la pareja de matrices
(F,D) es controlable. Luego, trabajar con la descomposicién
cantnica es trabajar con el caso presentado en la seccién 11.3
sltuacién ii, donde las condiciones iniciales son obtenidas

extendiendo los resultados presentados en la seccién III.3.
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CAPITULO V
EJEMPLOS

En este capitulo se intenta 1lustrar la aplicacién de la
técnica de extracciéon de sefial, para la estimacién de 1la
descomposicién canénica de una serle de tlempo (Yt) o alguna
tranformacién de (Yt}'

V.1~ EJEMPLO 1
Considere que (Yt} es la serie G de Box y Jenkins (1976), la
cual consta de 144 observaciones que denotan el numero de
pasajeros mensuales en vuelos internacionales (x1000), durante el
periodo de enero de 1949 a diciembre de 1860.

MODELOS

Box y Jenkins (1976) estiman para la serie (ln(Yt)) un
modelo de la forma

- gl2 - (1 - _ 12
(1 -B)(1 - B )lln(Yt)] = (1 BIB)(I 923 )at
con
. . 2
e, = .4 e, = .61 ¢© = .00134

Estos valores estimados seran considerados en lo subsecuente como
los valores reales de los parametros. A partir de ellos se tiene
que el seudoespectro de la serie (ln(Yt)) estd dado por

iw 112w, ,2
{1 -8 -8, "

= o
[(1 - e!™a - 11292

sf(eiu)

el cual presenta picos en w = 0, w=n/6, w=n/3, W= n/2, W=
2n/3, w = 58/6, w = n, los cuales se pueden observar en la grafica

1. Asi que, (ln(Yt)) se descompone como en (4.2.1) y los modelos
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que generan a cada componente estan dados por (4.2.2), cond = 2
en (4.2.2g) y ¢X(B) = 1 en (4.2.2h). Ahora, por fracclones

parciales, sf(elw) se escribe como

iw 1w iw iw iw
sf(e’ ") = hsl(e ) + th(e )+ hsa(e ) + hs4(e )
iw iw iw iw
+ hss(e )+ hss(e ) + hT(e )+ hl(e ) (5.1.1)
donde
0.051805
n ™ = ——— "~ (0.1521/32) ¢°
(1 + cos w)
iw 0.04 cos w + 0.128888 2
hsz(e ) = 5 (0. 1521/32) ¢
cos W
tw 0.286535 cos w + 0.483769 2
hsa(e ) = 5 (0.1521/32) ¢
(2 cos w + 1)
W 0.149782 cos w + 0.456487 2
hs4(e ) = 5 (0.1521/32) ¢
(2 cos w - 1)
i 0.402101 cos w + 0.456487 2
hss(e ) = 3 (0. 1521/32) ¢
(2 cos w+V3)
1w 1.233821 cos w - 0.652318 2
hss(e ] = 5 (0.15821/32) o
(2cos w-vV3)
iw 0.225637 cos w - 0.225397 5
h_(e”") = (1/72) &
T 2
(1 - cos w)
h (') = 0.244 6
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que corresponde a la ecuacién (4.2.3) en el dominio de las

frecuencias, esto es, como B = 9“’ y F= e-iw. se tiene que (B +
F) = 2 cos w, de donde se obtiene
TABLA 1
P(B) Ple!¥)p(e™1Y)
(1 - B) 2(1 - cos w)
(1 + B) 2(1 + cos w)
(1 + Bz) 4 coszw
(1+B+Bz) (2cosw+1)2
(1-8+8% (2 cos w - 1)?
(1 +v3B+ B (2 cos w + V3 )2
(1-v38+ B2 (2 cos w - v3 )2

que son los factores que se presentan en los denominadores de las
h's en (5.1.1).

Calculando el minimo para cada una de las fracciones en
(5.1.1), dentro del intervalo [0, n], se tiene que

€, = min hsl(eiw) = 0.025902 (0.1521/32) o2

. = min hsz(eiw) = 0.088888 (0.1521/32) o°

(e!¥) = 0.088256 (0.1521/32) o2

€, = min h53

€ = min hs4(e1w) 0.031387 (0.1521/32) 0'2

¥y = 0.061643 (0.1521/32) o2

€g = min hss(e

iw

£g = min hg(e'™) = -0.228602 (0.1521/32) o°

€, = min hT(e‘") 0.122758 (1/2) o

€, = min hl(elw) = ,244 ¢2
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de donde se observa que z.ci z 0, lo cual implica la existencia de
una descomposicion aceptable (proposicién 4.1.1). Luego, los
modelos de la descomposicién canébnica se determinan medliante
(4.2.4) y la tabla I, esto es

COMPONENTE S1 t

seudoespectro
iw

) =h_ (el¥) - ¢

sfsl(e sl 1

(1 - cos w) 2
=2 — e (0.000123) ¢
(1 + cos w)

seudofuncién generadora de covarianzas

|1 - B))? )
sfsl(B) ® — (0.000123) ¢
j(1 + B)|
modelo ARMA
2 2
1+ B)Slt = (1 - B)blt o= 0.000123 ¢
COMPONENTE SZt
seudoespectro
iw iw
sfsz(e ) = hsz(e ) - €,
(0.128883 - 0.088888 cos w)(1 + cos w) 2
= 5 (0.004753) ¢
cos"w
seudofuncién generadora de covarlianzas
2
|(1 - 0.4B)(1 + B)| 2
sf__(B) = {0.001056) ¢
modelo ARMA
2 2 2
(1 + Bz)S2t = (1 + 0.6B - 0.4B )bZt o, = 0.001056 o
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) COMPONENTE S3t
seudoespectro

lw)

sfs (ei") = hsa(e -€

3 3
(3.631617 + 3.105218 cos w)(1 - cos w)

- . (0.000528) o°
(2 cos w+1)

seudofuncién generadora de covarianzas

[(1 + 0.563073B) (1 - B) |

2
sf .(B) = (0.000728) ¢
s3 |(1+ B+ 82

modelo ARMA

(1 +B+ Bz)s3t = (1 - 0.4369268B - 0.56307332)b3t

c§ = 0.000728 ¢°

COMPONENTE S4t

seudoespectro

iw iw
4(e ) = hs4(e ) - €,

sf
s
(3.607923 - 1.129942 cos w)(1 + cos W)

= > : (0.000528) o°
(2 cos w - 1)

seudofuncén generadora de covarianzas

J(1 - 0.016063B) (1 + B) |2

2
sf_,(B) = (0.000928) ¢
sd (1 -8+ 82

modelo ARMA

(1-B+ Bz)s4t = (1 + 0.839367B - 0.1606332)1:4t

ci = 0.000928 ¢°
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COMPONENTE SSt
seudoespectro

lw)

iw
sfs (e”7) = hss(e €

5 S
(3.782289 + 3.434356 cos w)(1 - cos w) 2
= 5 (0.000341) ¢
(2 cos w+ V3)

seudofuncién generadora de covarianzas

}(1 + 0.632917B)(1 - B) | 2
sfg(B) = Y (0.000457) ¢
[(1 + v B+ B9

modelo ARMA

(1+v3B+ BZ)SSt = (1 - 0.360082B - 0.639917Bz)bSt

og = 0.000457 o2

COMPONENTE Set
seudoespectro

iw iw
sfs (e””) = hss(e ) - ¢

] 6

(6.089257 coszw - 2.336607 cos w + 0.223004) 2
= 5 (0.000713) ¢
(2cos w-v3)

seudofuncién generadora de covarianzas

. [(1 + 0.3827408 + B%)|? 2
sfss(B) = 55 (0.001086) ¢
|(1 - 3B + BY)|

modelo ARMA

2 _ 2
(1 -v3 B + BY)Sy, = (1 + 0.382740B + B)by,

c: = 0.001086 ¢°
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COMPONENTE Tt

seudoespectro

iw iw
sfr(e ) = hT(e ) - €,

(0.225757 - 0.225517 cos w){(1 + cos w) 2
= (0.25) ¢

(1 ~ cos u)2

seudofuncién generadora de covarianzas

|(1 - 0.954889B) (1 + B)|? 5
sf_(B) = 5 (0.059042) ¢
B [(1 - B)?|

modelo ARMA
(1 -2B + Bz)Tt = (1 + 0.045110B - 0.95488982)b7t

0'3 = 0.059042 o2

COMPONENTE It

espectro

iw iw
sfx(e ) = hl(e )+ X €

funcién generadora de covarianzas

sf (B) = 0.300690 o?

modelo
I =b 0% = 0.300890 o
t = Pgt g =0

En la gréafica 2, se presenta el seudoespectro de 1la
componente de tendencia, m&s el espectro de 1la componente
irregular, esto es, el seudoespectro de la serle
desestaclionalizada, donde se observa la presencia de la componente
de tendencia (un pico en w = 0). Mientras que en la grafica 3, se
presenta el seudoespectro de {ln (Yt)) y de la serie
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desestaclionalizada, y se observa que lo unico que se ha removido
de la serie (ln(Yt)) son los efectos estacionales, que son
representados por los picos en w = /6, w = n/3, w = w2, W =

2n/3, w=5n/6 y w = m.

GRAFICA 1
SEUDOESPECTRO DE (ln(Yt))

2.5
a .
& I I{ v I% { ! z] ] T¥ ol %ﬂ 1 ;.F
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CRAFICA 2
SEVDOESPECTAO DE SERIE DESESTACIONALIZADA

SECanpciwr )

CRAFICA 3
SEUDOESPECTRO DE (UI(Y‘)) Y SERIE DESESTACIONALIZADA

2.3,




MODELO DE ESPACIO DE ESTADOS

Una vez determinados los modelos de 1la descomposicién
candnica, se construye el modelo de espacio de estados presentado

en la seccién II1.1, para cada modelo de las componentes.
COMPONENTE Slt

2 _ 2
(1+B)S, = (1-Bb, ¢ = .000123 ¢

o R P PR A

COMPONENTE S2t

[

-

1+ Bz)s2t = (1+0.68 - O.ABZ)b 02 = .001056 ¢
X3 a1 0117
Xg por| = -1 0 1 x Boyey
S 000 -0.4

COMPONENTE S3t

(1+B+ Bz)s3t (1 - 0.436926B - 0.56307382)b3t

ag = 0.000728 cz
5, t+1 "1 1 0] X5 441 1
x7’t+1 = |-1 0 1 x7,t4l + 1-0.436926 b3t01
)(8"‘*1 0 0 0 x8,t+1 -0. 563073

COMPONENTE S4t

(1 -B+ BZ)S4t = (1 + 0.839367B - 0.16063282)b4t
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2

2

o, = 0.000928 o

4

X5, t+1 110 X5, 141 1

X0 tet] = |71 © 1 Xio tor| * | ©-839367
X1 pes 00 o) [x;,, -0. 160632

s
X2, t+1 -3
Xi3,t01] = | 2
18,41 0

(1 -v3B

Xi5, t+1 3
Xi6,t01| =] 71
X7, 141 0

(1 -2B + Bz)rt

2
%7
X8, 41 2
X109, t+1 -1
X20.t¢1 0

COMPONENTE Ss

t

= (1 ~ 0.360082B - 0.63991782)b5t

= 0.000457 o°

1ol Xz !

0 1| | X5 44| * | -0-360082
o of 1%, ., -0.639917

COMPONENTE SSt

2
R Bz)sBt = (1 + 0.3827408 + B°)bg,

ag = 0.001086 ¢
1
0.382740

1

X5, t+1
X6, t+1
X7, 141

+

COMPONENTE Tt

= (1 + 0.045110B - 0.95438932)1:7t

4t+1

b5t+1

b6t+1

= 0.083042 c?
0 x18,t 1
1 x19.t + 0.045110 b7t+1
0 x20.t -0.954889
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a partir de donde, el modelo de espacios de estados para la
descomposicién (4.2.1), se escribe como en (2.3.1) y (2.3.2),
donde

Xt‘1 es un vector de tamafio (20 x 1)

F = diag [F

sl'F

.2 'Fss’pr] es una matriz de tamafio (20 x 20)

G es una matriz de tamafio (20 x 7) de la forma

G = diag IG_,, G

sS'G'rl

csz' LN
H'es un vector de tamafio (1 x 20) con 1's en las entradas 1, 3,
6, 9, 12, 15 y 18, y ceros en las demaAs. Obsérvese que dichas
entradas corresponden a los elementos xl,t = Su. )(3’t =S, Xs.t
= S3r %50 " Sper it T Ssee Xis,t ™ S Y *igr 7 Te
finalmente las matrices Q y R estan dadas por

2 2 2 2 2
Q = diag [cl.cz. e, c.,] y R= og = 0.300680 o

CONDICIONES INICIALES

Recuérdese que se trabaja con el caso tratado en la seccién
'III.3. esto es, cuando (F,H) es detectable y (F,D) es controlable,
para tal caso el filtro de Kalman se inicializa «n

- -1,1

Xiapiz = ¢ A Y5 Y P =F

debido a que los modelos de la descomposicién canénica presentan
13 raices sobre el circulo unitario. En el presente caso, la

matriz & definida por (3.3.47b), se escribe como

$ = diag [!sl' e, 3

-~
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donde las oi son de la forma (ecuacién (3.2.1d))

~

01

1 LY
tsl = [ 0 ] Yy ] ® 10 para 1 = 2, ,6
00
}3 consta de las 13 primeras observaciones de la serie
{ln(Yt)}, mientras que la matriz A definida en (3.3.42), adquiere
la forma

el vector Y

sl ,s2 s6 T
A = (A A ot AL AS]
1. 01 01 01 0 1 0 1 12 -11]
-1-1 0-1-1-1 1 -1 -v¥F -1 ¥v3 11 -10
1 0-110-10 V3 2 -3 2 10 -9
<11 001 0-1 -2 -¥3 -2 ¥ 9 --8
1 0 1-1-11-1 3 1 3 1 8 -7
-1-t 01 010 -1 0o -1 0o 7 -6
={ 1 0-1 010 1 0o -1 0 -1 6 -5
-1 1 0-1-1-1 1 1 3 1 -3 5 -4
1 011 0-10 2 -2 v -2 a -3
-1-1 0 0 1 0-1 2 V3 2 3 3 =2
1 0-1-1-11-1 ¥ -1 VW -1 2 -1
-1 101010 1 0 1 0 1 0
| 1 01 0100 0 1 o] 1 0 1]

Con respecto al cédlculo de la matrz P, se empled el
algoritmo descrito en 1II1.3, en el cual se observé el
comportamiento de St para la determinacién de P, s=gin se muestra
en la grafica 4, debido a que el limite de tt se presenta una vez
que Pt|t-1 alcanza su limite (véase el teorema 2.3.3)

GRAFICA 4
COMPORTAMIENTO DE Zt

1.8 rr—v—v—rrrrrTrrrrTr—rr—r—r—r—r—

shaada sl

;
;
;
3
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ESTIMACION DE LAS COMPONENTES CANONICAS

Una vez conocido el modelo de espacio de estados y las
condiciones iniciales, se empled el filtro de Kalman para la
estimacién de las componentes de la serle (ln(Yt)), a partir de la
observacién t = 13. La descomposicién obtenlida de (ln(Yt)) en sus
componentes, puede visualizarse en la siguientes graficas.

SERIE LNCYD

L Zum s Sumn Saes Sumn mume ~ewn s

4

L SEE s Junes Sunn Sunn e S SEmn Sumn S S Sumn g

» UEI(.IOU'
NAawownhg

”n aalasdastaalaateg

R ¥ 43 73 103 133 163
TENDENCIA
6I3 [ L ANL SN SEE S SuE Auth SN SN SnL S SNNL NN AU SN AR AL NN AN SRt . A A G
6F 3
s.7} 3
S.4F 3
s.1F 3
4.3 3 A A A e
13 43 73 103 133 163
ESTACIONALIDAD
e
-0 . 23 A -
13 43 73 103 133 163
(X 1E-3> IRREGULARIDAD
5 Ty v o rv vy o vy v v LN S SR AN SN AN SR SENE NN S
25 2
5 3
s 3
—35 i b
13 43 73 103 133 163
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V.2- EJEMPLO 2

Considérese ahora que ”t,} es la serie del Indicador
Trimestral de las Importaciones de Bienes y Servicios, durante el
periodo que va del primer trimestre de 1980 al tercer trimestre de
1989, por lo que se cuenta con un total de 39 observaciones (los
datos y la fuente de informacién se proporcionan al final de la

seccién).

MODELOS

Un modelo ARIMA para ”t) fue - construido utilizando 1la
estrategia de Box y Jenkins (1976), teniendo como resultado

4
(1-¢8H0 -BY, = (1 - 8 F)a, (5.2.1)
con

- -

$ = 0.3868 @ = -0.4374 o =7.4474

en donde no se aprecié ninguna evidencia de inadecuacién en los
residuales y el estadistico Q' tomé el valor 23.0 con 22 grados de
libertad. A partir de este modelo se tiene que el seudoespectro de
la serie (Yt) esta dado por

i2w

(1 -8e M| 2

iw
sf(e ) = 0 (5.2.2)
(1 -¢ e - ei")l

el cual presenta un plco Unico en w = 0, que se puede observar en
la gréafica 5. Luego, la serie (Yt) presenta una componente de
tendencia; la ausencla de picos “infinitos" enw=n/2 y w=n (E
= 4) Iindica la carencia de una componente estrictamente
estacional, sin embargo la presencia del polinomio (1 - ¢ B4) en
(5.2.1) determina que si existe un efecto estacional aunque éste
cambie de alguna manera afio con afio.

En vista de que no se tiene una definicién de la componente

estacional, el problema es determinar cuando estos cambios deben

- 120 -



tel:xerse en cuenta para considerar la presencia de St' esto es, si
(Yt) se descompone cCOmO Yt = St + ‘l't + It o como Yt = Tt + It.' Es
claro que el valor del parametro 4) proporciona un medio para
tratar el problema, debido a que los camblos que se presenten en
la componente se minimizaran a medida que el valor de ¢ sea
cercano a 1 y se podria considerar la presencia de St' mientras
que se maximizardn a medida que ¢ se aleje de la unidad y se
considera que dichos cambfos son debidos a elementos aleatorios.
El efecto de ¢ sobre el seudoespectro de la serie se puede
observar graficando sf(e“) (dado por (5.2.2)) para ¢ = .5, ¢ =
.65 Y 4) = .8, segin se muestra en las graficas 6, 7, y 8
respectivamente.

GRAFICA 5
SEUDOESPECTRO DE (Yt) CON ¢ = 0.3668
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De lo anterior y puesto que el valor de ¢ en el modelo de la serie
(Yt) tiene un valor alejado de la unidad, se considera que los
cambios en la componente estaclonal son debldos a elementos
aleatorios, por lo tanto la serle (Yt} se debe descomponer como Yt
= Tt + It' Con el fin de apreclar visualmente el comportamiento de
la componente estacional, se considerara la descomposicién Yt =S

t
+ Tt + It' de manera tentativa.

Los modelos que generan a cada una de las componentes

son de la forma

(1+uB)S, = (1-6 B, (5.2.3a)
(1 + W8S, = (1 - 8,8 - 8, B)b,, (5.2.3b)
(1- 4B -BIT, = (1 - 8,8 - 6,8, (5.2.3¢)
I, = by, (5.2.3d)

donde u4 = ¢, en el modelo (5.2.1). Las representaciones (5.2.3)
son consideradas tomando en cuenta que son las que generarian a
las componentes correspondientes, para el caso en el que ¢ =1,

w

Ahora, por fracciones parciales, sf(ei }) en (5.2.2) se

escribe como
iw iw i i
sf(e'™) = h (e™) + hy(e'™) + n(e!™) + b (e!™) (5.2.4)

donde
0.1220 2
= (172) ¢
(1.6055 + 1.5564 cos w)

0.0702 (1 + cos w) >
) = 5 (1/2) ¢
(0. 1555 + 2.4224 cos“w)

0.4208 ~ 0.1675 cos w 2
= (1/2) ¢
(1 - cos w)(1.6055 - 1.5564 cos w)
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h, (el¥) = 0

Calculando el minimo para cada una de las fracclones de

(5.2.4) en el intervalo [0, ®], se tiene

(0.0385/2) o2

iw
€ min hsl(e )

€, = min hs (ei") =0

2

1¥) = (0.0830/2) o

3 min h_r (e

L}
(=]

€ min hI (eiwl

4
en donde se observa que I € 2 0, lo que implica la existencia de
una descomposici6étn aceptable (proposici6én 4.1.1). Luego, los
modelos de la descomposicién se determinan mediante (4.2.4), esto

COMPONENTE Slt

espectro
iw iw
fsl(e ] = hsl(e ) - €y
0.0600(1 - cos w) 2
= (172) ¢
(1.6055 + 1.5564 cos w)
funcién generadora de covarianzas
|1 - B3 .
fs1(B) = 5 (0.0150) ¢
|(1 + 0.7782 B)|
modelo ARMA
(1 - 2 2
(1 + 0.7782 B)Slt (1 B)blt o= 0.0150 ¢
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COMPONENTE SZt

espectro

1w iw
fsz(e ) = th(e ) - ¢

2
0.0702(1 + cos w) 2
= 5 (1/2) [
(0. 1555 + 2.4224 cos“w)

funcién generadora de covarianzas

2
|(1 + B)|
82(e“) 5—— (0.0175) o?
|(1 + 0.6056 B%)|
wodelo ARMA
(1 + 0.6056 az)szt = (1 + Blb,, cg = 0.0175 ¢°
COMPONENTE T,
seudoespectro

iw iw
sz(e ) = hT(e ) €5

(1 + cos w)(0.2714 - 0.1447 cos w)

= (1/2) 02
(1 - cos w)(1.6055 - 1.5564 cos w)

seudofuncién generadora de covarianzas

[(1 + BY(1 - 0.2846 B)|? )
sf_(B) = 5~ (0.2521/2) ¢
|(1 - B)(1 - 0.7782 B)|

modelo ARMA

(1 - B)(1 -0.7782 B)Tt = (1 + 0.7154 B - 0.2846 Bz)bat

cg = 0.1260 o2
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COMPONENTE 1

t
espectro .
Tw, _ iw
fl(e ) = hl(e )+ 2 €
funcién generadora de covarlanzas
£ (') = 0.0857 o
modelo
" 2 _ 2
It = bllt o = 0.0657 o

En la grafica 9 se presenta el seudoespectro de (Yt} y el de
la serie desestaclonalizada, donde se puede observar que lo Unico
que se ha removido de la serie (Yt) son los efectos estacionales,
que estan asociadas con las "deformaciones” que se presentan en w

= R/2 y w=m.

GRAFICA 9

2.5 SEUDOESPECTRO DE (Yt) Y SERIE DESESTACIONALIZADA

SftexrCiwd]

& i i i o 1 l%\? A R D RO R J.l‘l
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y el modelo correspondiente

MODELO DE ESPACIO DE ESTADOS

Los modelos de espacio de estados para cada componente son

COMPONENTE slt

2 2
(1+0.7782 BIS,, = (1 - B)by, o? = 0.0150 ¢
X by 0782 1) 1% ] [ 1 b
X, t+1 X0t -1 | 1t
COMPONENTE S,
(1 + 0.8056 82)52 = (1+B)b,, 2 = 0.0175 ¢°

et | [ a] 3] 1] e

COMPONENTE 'I't

(1 -1.7782 B + 0.7782 BZ)Tt = (1 + 0.7154 B - 0.2846 Bz)b3t

02 = 0.1260 o2

3
X5 veq 17782 10 ] [ X5 4 1
Xs oy | = | 07782 0 1 Xg 15y | * | 0-715¢ | b
S 0 00 ) (% ., -0.2846

F = diag [Fsl’ Z’FT] matriz de tamafio (7 x 7)

= diag [G

sl’Gsz'G'r]

- 126 -

3t+1

a la descomposicién toma entonces la



H® es un vector de tamafio (1 x 7) con 1's en las entradas 1, 3y65
que corresponden a Slt' Szt y Tt respectivamente, y cero en las
demas. Las matrices Q y R estén dadas por

Q = diag [af,c?.cgl y R= ci = 0.0657

CONDICIONES INICIALES

Debido a que los modelos de la descomposicién presentan una

raiz sobre el circulo unitario, se tiene que

-

X =0 Al ¥, = [0, 0, 0, 0, 80.60, 62.72, 07

donde, para calcular la matriz P, se observé nuevamente el
comportamiento de £ , mostrado en la grafica 10.

GRAFICA 10
COMPORTAMIENTO DE E,
68 ———— Ty
65 3
62 3
59 ]
se 3
s3 | A i I — .
o <4 8 12 16 20 24

ESTIMACION DE LAS COMPONENTES

La descomposicién obtenida de {Yt} se puede visualizar en
las sigulentes graficas
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Obsébvese que la componente estacional esta lejos de
presentar el comportamiento caracteristico de esta componente y
mas bien refleja un comportamiento similar al de la irregularidad,
por lo que se considera que la descomposicién de (Yt) debe ser de

la forma Yt =T + Ii con Ii = St + It' la cual se presenta en la

t
siguiente grafica.

IRREGULARIDAD

6 .
St ?
O - =
-af :
-6 F 3
-9 t A A i
O 10 20 30 40

Para finalizar este ejemplo, se presenta a continuacién la
tabla de valores observados de la serie utilizada.

INDICADOR TRIMESTRAL DE IMPORTACIONES
DE BIENES Y SERVICIOS

TRIMESTRE

ARO I 11 111 1v
1980 80.6 96. 1 108.9 114.3
1981 112.9 118.7 114.5 118.3
1982 82.1 79.3 63.4  47.8
1983 34.9 45.0 47.5 46.8
1984 45.9 50.3 57.7 61.9
1985 60.0 61.8 60.9 60. 4
1986 54.2 56.6 52.4 52.8
1987 46.9 53.3 59.9 B1.7
1988 63.9 74.7 84.4 90.1
1989 83.5 82.4 81.1 _—

Fuente: Indicadores Econ6micos. Banco de México.
Diciembre de 1988.
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DISCUSION

En este trabajo se ha presentado la conexién entre las
soluciones obtenidas por la teoria clasica de extraccién de sefial
y las obtenidas mediante la técnica recursiva denominada filtro de
Kalman. Dicha conexién es presentada considerando que en la
practica el flltro de Kalman proporciona una alternativa viable
para enfrentar el problema de extraccién de sefial, cuando se
cuenta con una realizacién finita de una serie. Puesto que el
filtro de Kalman es un algoritmo recursivo, es importante dar
atencién al aspecto de las condiciones iniciales, principalmente
al tratar con series de tiempo no estacionarias, las cuales

aparecen con mayor frecuencia en la practica.

Se presentan tres casos dentro del problema de extraccién de
sefial, para cada uno de los cuales se considera el problema de las
condiclones iniciales; esto permite relacionar los diferentes

tratamientos con los que se ha estudiado la extraccién de sefial.

1) Caso estacionario. Los polinomios autorregresivos de las
componentes presentan uUnicamente raices dentro del circulo
unitario o equivalentemente el sistema es estable, (F,H) es
detectable y (F,D) es controlable.

Este caso ha sido ampliamente tratado por difefentas autores
y los resultados obtenidos, tanto teérica cémo practicamente,
colnciden. Dichos resultados sin embargo, fueron presentados con

el fin de dar pie al tratamiento del caso no estacionario.

2) Caso no estacionario. En este caso se tratan dos situaciones

que se presentan como:

a) Los polinomios autorregresivos de las componentes no tienen
raices sobre el circulo unitario o equivalentemente (F,H) es
detectable y (F,D) es controlable.

En esta situacién, al emplear el filtro de Kalman en la
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practica, Burridge y Wallis (1985) y Kitagawa y Gersch (1984)

inicializan el filtro en Xo'_1= Oy POI-I >> P, dichas condicliones

iniciales presentan inestabilidades numericas, causadas por la
dependencia que el vector de estados presenta con los valores
iniciales (véase 3.3.4), dichas inestabilidades son denominadas
por Burridge y Wallis (1985) como periodo de aprendizaje. Ansley y
Kohn (1985) y Kohn y Ansley (1886) desarrollan, con el fin de
eliminar este periodo de aprendizaje, un algoritmo que denominan
"Filtro de Kalman Modif‘icado“, que permite determinar el estimador
del vector de estados expresado en (3.3.11) en forma eficliente a
partir de dichas condiciones iniciales, pero con la desventaja de
que el Filtro de Kalman Modificado que desarrollan es
conceptualmente complejo. Por otro lado, Bell y Hillmer (1987)
sigulendo los trabajos de Harvey y Pierse (1984) y Jones (1980),
proponen inicializar el filltro de Kalman en un tiempo t = d en
lugar de t = 0, para lo cual se emplean los resultados de Bell
(1984), con la desventaja de que no seréd posible obtener
estimadores de las primeras d componentes. En el trabajo se ha

empleado esta dltima propuesta tomando en cuenta lo siguiente:

i) Ansley y Xohn (1985) y Kohn y Ansley (1986) muestran que su
Filtro de Kalman Modificado se reduce a un filltro de Kalman
ordinario a partir del periodo de observacién t = d, lo que
implica, que los resultados obtenidos con el Filtro de Kalman
Modificado coinciden con los obtenidos mediante la teoria clésica
de extracciéon de sefial, lo cual se puede observar en los
resultados presentados en el capitulo Il y en la proposicién
3.3.1.

i11) Al emplear los resultados de Bell (1984) para la estimacién
del vector de estados id]d y Pdld' se obtiene la equivalencia de
estos (que son presentados considerando una realizacién infinita
de la serie observada (Yt)), con los obtenidos por Pierce (1979)
mediante el filtro de Kalman.

b) Los polinomios autorregresivos de las componentes tienen raices

en comin sobre el circulo unitario o equivalentemente (F,D)
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es controlable

En la seccién [11.4 se observé que el problema que se
enfrenta en la determinacién de las condiciones iniclales, es la
falta de informacién para eliminar completamente el periodo de
aprendizaje, y que esta reflejada en el vector L (véase la
ecuacién (3.4.10)). En esta situacion se encuentra un estimador
para las componentes (estimando el vector de estados) que Pierce
(1979) define como Optimo, aun cuando su ECM no existe (la

ecuacién algebralca de Riccati no tiene solucién).

En esta situacién, la discusitn que se presenta es referente
a la existencia del ECM de las componentes. En los trabajos de
Bell (1884) y Bell (1988) se supone que la informacién L debe ser
independiente de {Yt)' lo que permite obtener estimadores de las
componentes, de tal forma que no dependan de ninguna informacién
sobre L, sin embargo la expresién que se obtiene para el ECM
depende de Var(L), la cual se supone conocida (véase Bell (1988)).
As{ pues, se requlere que L tenga una distribucién bien definida y
una vez  determinada ésta, encontrar una técnica que permita
emplear los estimadores en la practica, debido a que estos se

obtienen a partir de una realizacién infinita (Yt}.

Bell (1988) menciona que sus resultados pueden ser obtenidos
en la practica empleando el filtro de Kalman, sin embargo en el
capitulo II se encuentra que la ecuacién algebraica de Riccati no
presenta solucién y el conocimiento de la distribucién de L no
influye para la determinacién de la solucién. Esto ultimo se puede
observar a partir de que la solucién a la ecuacién algebraica de
Riccatl depende de la solucién a la ecuacién (2.3.62c) y ésta a su

vez depende de los eigenvalores de F; Y no del conocimiento de la
distribucién de L.

Ahora, con respecto a la determinaciéon de L, Kohn y Ansley
(1887) proponen unas restricciones que permiten determinarlo, de
tal forma que se pueden redefinir los modelos ARMA que generan a

las componentes, para que, los polinomlos autorregresivos no
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tengan raices en comun sobre el «circulo wunitario y la
determinacién de 1la distribucién de L se remplaza por la
determinacién de la distribucién de otro vector. Luego, empleando
el Filtro Modificado de Kalman se obtlenen los estimadores
correspondientes a las componentes generadas por los nuevos
modelos. Este procedimiento tiene la inconveniencia de modificar
la dinamica de 1la compcnente estacional; para ver esto,
considérese el modelo que proponen Cleveland y Tiao (1976) para
explicar el comportamiento del método X-11 para desestacionalizar
una serie de tiempo. En dicho modelo se consldera que 1la
componente estacional tiene un polinomio autorregresivo de 1la
forma (1 - 212) y la componente de tendencia tiene un polinomio de
la forma (1 - 2)2. por lo cual se observa que los polinomios
tienen la rafz Z = 1 en comin. Ahora, para emplear los resultados
de Kohn y Ansley (1987) se reemplaza el polinomio autorregresivo
(1 - 812) por uno de la forma (1 - B - Bz - = Bll) con lo cual
se elimina la presencia de la raiz en comin, pero se modifica el
comportamiento de la componente estacional. Tanto Bell (1988),
como Kohn y Ansley (1887), hacen mencién a una distribucién bien
definida, pero ninguno presenta o considera la determinacién de
ella.

Una vez tratado el problema de extraccién de sefial, se
presenté el problema de la estimacién de los modelos ARMA que
generan a cada componente no observable. Los resultados
presentados astan basados en el trabajo de Hillmer y Tiao (1982),
en donde primero se determinan las caracteristicas de los modelos
considerando supuestos de lo que debe representar cada una de las
componentes involucradas, y mediante la proposicién 4.1.1 se
determina si tales modelos son consistentes con la informacién
contenida en la serie observada {Yt). Obsérvese que para demostrar
dicha consistencia es necesaria la construccién de un modelo ARMA
para la serie observada, de tal forma que si la estimacién del
modelo es mala, los resultados obtenidos seran erréneos. Esta
consistencia se puede considerar que proporciona a la metodologia
solidez te6rica. Es importante mencionar que Bell y Hillmer (1984)

aclaran que dicha consistencia es una condicién necesaria para
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considerar a un método de desestacionalizacién como “bueno”. La
consistencia no es exclusiva de los métodos que hacen uso de le
teoria de extraccién de sefial, sin embargo ésta se determina
(cuando es posible) después de haber realizado la

desestacionallizacién de la serie.

Se ha menclionado que los modelos con los que se trabaja son
obtenidos del supuesto de lo que debe representar cada una de las
componentes involucradas, sin embargo, al no tener una definicién
de cada componente (véase el capitulo 1), diferentes supuestos
llevaran a diferentes modelos, en particular se puede mencionar
como ejemplo a Burman (1980), quien en lugar de trabajar con la
descomposicién canénica, trabaja con la descomposicién aceptable
que se obtiene al considerar o-f = ¢r2 para toda i. Entonces, en los
supuestos que se considere, se debe preclsar qué es lo que se

desea estimar.

Por lo que respecta a la estimacién de los modelos, se
menciona que se presentan dificultades de caracter analitico, que
aun siguiendo las ideas propuestas por Maravall (1988} y Maravall
y Pierce (1987) se siguen presentando. Esta hecho se puede
considerar como factor decisivo, que limita el empleo de esta
metodologia para la desestaclionalizacién de series de tiempo de

manera rutinaria.

Finalmente, conviene sefialai que en este trabajo se ha
considerado que la serie de tiempo estd constituida sélo por tres
componentes, slin embargo, existen posiblemente mds componentes en
la serie que podrian explicar parte de su comportamiento (véase
Guerrero 1983a y 1983b), esto desde luego volveria mas compleja la
metodolagia, perc la enriqueceria. NA\.mque no se haya tocado el
aspecto de otras componentes adicionales en el modelo, se
considera que la argumentacién aqui expuesta puede ser extendida
de manera relativamente sencilla para tener en cuenta otras
componentes, en especial si éstas son deterministas (del tipo de

intervenciones o de efectos del calendario).
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